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Resumo

Sejam M uma variedade fechada e suave e T': M — M uma involugao C'*° definida em
M. E conhecido que se F' é o conjunto de pontos fixos de 7', entao F' é uma uniao finita
de subvariedades fechadas de M. Dado F', um problema neste contexto é a classificagao,
a menos de cobordismo equivariante, de pares (M, T) para os quais o conjunto de pontos
fixos é F.

Neste trabalho nos realizamos a classificacao, a menos de cobordismo equivariante, das

Zk-acoes (M, ®) fixando F', com F sendo um dos seguintes:
o = KPPy Kp?ti,
o F = KPPy K P,

onde K P é o espaco projetivo real, complexo ou quaternionico.

Além disso, realizamos a classificagao, a menos de cobordismo equivariante, das Z3-
agoes cujo conjunto de pontos fixos é K,P?" U K, P*™*! e d < e, onde K;P, j = 1,2,4 sao
respectivamente os espacos projetivos real RP, complexo CP e quaternionico HP.

Tendo em vista que neste caso apareceram acoes exoticas, foi importante a melhora que
obtivemos de um resultado de Pedro Pergher feita no Teorema 3.4.1 a qual permitiu obter

tal classificagao.
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Abstract

Let M be a closed smooth manifold and T : M — M be an C* involution defined
on M. It is known that if F' is the set of fixed points of T, then it is a finite union of
closed submanifolds of M. Given F', a problem in this context is the classification, up to
equivariant cobordism, of pairs (M, T') for which the fixed point set is F.

In this work we performe the classification, up to equivariant cobordism, of Z5-actions
(M™, ®) fixing F' with F' being one of the following:

o F'= KP*™U K P>+l
o F= KPPty K pomtl,

where K P is the real, complex or quaternionic projective space.

We also perform the classification, up to equivariant cobordism, of Z2-action whose
fixed point set is KyP?" U K2™*! and d < e, where K;P, j = 1,2,4 are respectively the
real RP, complex CP and quaternionic HP projective spaces.

Given that in this case appeared exotic actions, was important that the improvements
that we made from the result of Pedro Pergher done in Theorem 3.4.1, which allowed us

to obtain such classification.
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Capitulo

1

Introducao

Suponha M variedade fechada e T : M — M involugao C'*° definida em M, com
conjunto de pontos fixos F. E conhecido que F' é uma uniao finita de subvariedades
fechadas de M.

Para uma certa F', um problema neste contexto é a classificacao, a menos de cobor-

dismo equivariante, de pares (M, T') para os quais o conjunto de pontos fixos é F. Alguns

resultados sobre esta classificacdo podem ser encontrado em Royster [22], Hou and Tor-
rence ([20];]27]), P.L.Q. Pergher [13], Stong ([23];[25]), P.L.Q. Pergher e Stong [15], Conner
e Floyd ([2], Teorema 27.6), Kosniowski e Stong ([0], pag. 309) e Lii ([29];[30]).

Para F' = RP", a classificacao foi obtida em [23] e [2]. Royster entao estudou esse

problema com F' sendo a uniao disjunta de dois espagos projetivos reais, F' = RP™ U RP".

A classificacao estabelecida por Royster foi feita caso a caso, dependendo da paridade
de m e n, com argumentos especiais quando uma das componentes era RP? = {ponto}, no
entanto seu método nao foi suficiente para resolver o caso m e n pares positivos.

Posteriormente, em [21] o artigo de Royster foi estendido para F' sendo a uniao dis-
junta de dois espacos projetivos complexo ou quaternionico, além de conter a classificagao
para o caso F' = KP? U KP?™, s;n > 1, com KP espaco projetivo real, complexo ou
quaternionico.

Outra questao natural no contexto de cobordismo equivariante ¢ a classificacao, a menos
de cobordismo, de Z5-acoes (M", ®) fixando F', sendo M™ variedade fechada, n-dimensional
e C*°. Uma caracteristica interessante nesta questao é que em alguns casos a classificacao
para k = 1 determina completamente a correspondente classificacao para qualquer k& > 1.

Por exemplo, isto ocorre quando F = RP?*" CP?", HP?" ou QP?, espacos projetivos
real, complexo, quaternionico ou o plano projetivo de Cayley (veja [1] e [19]); isto também
acontece quando F' = V" U {p}, em que p é um ponto e V" é uma variedade fechada com
n >0 (veja [I7]) e F' é a unido de um ou dois espagos com propriedade H, dentre os quais

se encontram os espagos projetivos real, complexo e quaternionico (para detalhes veja [20]).



CAPITULO 1. INTRODUCAO

Em todos estes casos, a classe de cobordismo equivariante de Z4-acoes fixando F' pode
ser representada por um conjunto especial de Z5-agoes obtidas de involugoes fixando F'.

A seguir descreveremos tal conjunto. Dados (W, T) involugao fixando F e 1 < r < k,
nés podemos construir uma Z5-acio especial no produto W2 =Wx---x W (2" fatores),
a qual denotaremos por I'*(W, T), da seguinte maneira indutiva.

Primeiro defina T'{(W,T) = (W, T). Tomando k > 2 e supondo por indugao definido
YW, T) = (W2 Th,..., Th_y), defina

THW,T) = (W2 T}, ..., T})

com (W2 10 ... 11 ) = (W x W Ty x Th,..., Te_y X Tr_1) e T} atuando em
W22 5 W2 por T)(z,y) = (y, ). Isto define TE(W, T) para todo k > 1.
A seguir, definimos TF(W,T) = (W2 ' Ty,..., T}) com TH(W, T) = (W2 '\ Ty,....,T})

r

e Tryy = -+ = T}, = Id; estendemos esta definicio para r = 0, colocando Th(W,T) =
(W, Id,...,Id).
Agora, dada uma Zk-agao (M, ®),® = (T3, Ty, ..., Ty), aqui consideraremos Z4 como o

grupo gerado por k involugoes comutantes e o fixed-data de ® é n = @,¢, — F, em que F
é o conjunto de pontos fixos de ® e p € P = Hom(Z5, Zy) — {1}.

Os fibrados €, sao caracterizados como sendo o sub-fibrado em que cada T" € Z% age nas
fibras como p(T") (para mais detalhes veja Capitulo 3).

Primeiramente, cada automorfismo o : Z5 — Z% determina uma nova acao
(M,o(T1),0(T3),...,0(Tk)), que denotaremos por o(M,®). Em [11] foi mostrado que se
(M, ®) tem fixed-data @,6, — F' e um dos fibrados ¢,, ¢ isomorfo a €, & R, com R — F
sendo o fibrado trivial, entdao existe uma Z5-acao (N, ¥) com fixed-data @®,u, — F onde
o = €p SE P F P0 € Hpy = €,

Portanto, dada uma involugao (W, T') fixando F, aplicando as operagoes oT'¥ em (W, T)
e removendo, se possivel, seccoes dos sub-fibrados do fixed-data, obtemos uma colecao de
Zk-acoes fixando F.

Dada F, denotamos por Ay(F) a colegao de todas as classes de Z5-acoes contendo um
representante (M, ®) fixando F' e por A7(F') o conjunto das classes m-dimensionais.

Denote por Bi(F) C Ag(F) o subconjunto consistindo das classes obtidas de A, (F)
pelo processo citado acima e por Bi*(F) C Ax(F') o conjunto das classes m-dimensionais.

Para uma particao fixada w = {wy,ws,...,w,} (p > 1) do conjunto de componentes de
F', escrevemos F' = F; U...UF,, em que F; ¢ a uniao dos membros de w;.

P
Se [(M", ;)] € Bi*, 1 <i < p, entao U [(M]", ;)] representa uma classe de A} (F);
i=1

2



denote por Py, (F') C A7*(F) os subconjuntos obtidos desta forma, e por
Pu(F) =P (F) € Au(F).

Assim, para casos especiais de F’ acima mencionados temos A, = P}, ou seja, a classificacao
para k = 1 determina completamente a correspondente classificacao para qualquer k£ > 1.

O Capitulo 2 apresenta as terminologias e conceitos basicos da teoria de cobordismo,
com base no trabalho de Conner e Floyd desenvolvida em [2], com destaque para o teorema

2.6.4, onde é demonstrado a sequéncia exata de Conner e Floyd.

No Capitulo 3 ¢é introduzida a noc¢ao de cobordismo simultaneo, e definidas algumas
involugoes especiais que serao importantes na classificagao dos capitulos seguintes, com
destaque para o Teorema 3.2.10, o qual diz que a classe de cobordismo de uma Z&-acao é
completamente caracterizada pelo cobordismo simultaneo do seu fixed-data.

O Capitulo 4 deste trabalho mostra que A, = P, quando F = KP? U KP*"*! em
que K P ¢ o espago projetivo real, complexo ou quaternionico.

Este resultado além de estender para k > 1 a classificagao obtida por Royster em [22] para

k =1, obtém também as versoes complexas e quaternionicas dessas classificagoes.

No Capitulo 5 é mostrado que o mesmo é verdade para F' = KP?"*1 U K P?"*!: mais
explicitamente é mostrado que qualquer Z4-acao fixando F = K P>t U K P?™! borda,
sendo que isso tinha sido obtido por Royster em [22] para k = 1, considerando o caso
de espago projetivo real, e por Pergher e Adriana Ramos em [21] considerando o caso de

espago projetivo complexo e quaternionico.

No Capitulo 6 obtivemos a classificacio a menos de cobordismo de Z3-acoes cujo con-
junto de pontos fixos é KyP*"UK P?>"*l ed < e, onde K;P, d = 1,2, 4 sao respectivamente
os espagos projetivos real RP, complexo CP e quaternionico HP. Nesta classificacao apa-
recem acoes exoticas, as quais nao sao da forma Ff(M ,T), com (M, T) involugao fixando
K P?™ U K P+,

Todas as classificacoes foram obtidas devido a uma consideravel melhora no resultado
que pode ser encontrado em ([13] Teorema 1, pg.2145), com destaque para a classificagao do
capitulo 6, onde s6 foi possivel garantir a existéncia de agoes exdticas utilizando a referida
melhora de resultado, tornando esta classificacao a parte mais original e importante em

relagao a literatura existente.

O resultado de ([I3] Teorema 1, pg.2145) diz que (F’eq,€q,¢€3) é fixed-data de uma

7Z32-acao se, e somente se, as seguintes listas bordam:

3



CAPITULO 1. INTRODUCAO

a) (A1,62®@ (s ® A1) = RP(e1);

(A, N, 0) (1 ® (€3 ® A2), As, 0)
b) + U + %
RP(e3® (63 ® A\1)) RP(e2)

c) (A3, €1 @ (e2® A3)) = RP(e3).

Onde \; = RP(¢;) i = 1,2,3 sao os respectivos fibrados linha.

A melhora em questao foi mostrar que

(A1, X, 0)
l
RP(EQ D (63 X )\1))

borda simultaneamente(veja definigao 3.2.1).
Fazendo-se essa eliminacao, foi computacionalmente possivel analisar as possibilidades
de fixed-data de Z32-agoes fixando KyP*™ ! U K, P*".



Capitulo

2

Preliminares

2.1. Introducéao

Neste capitulo, serao apresentadas algumas terminologias e introduzidos alguns con-
ceitos basicos da teoria de cobordismo equivariante, com base na teoria desenvolvida por
Conner e Floyd em [2].

As variedades, aplicagbes ou agoes aqui abordadas serao consideradas como sendo C'°.
Além disso, uma variedade n-dimensional M™ tera um numero finito de componentes co-
nexas, nao necessariamente de mesma dimensao.

Usamos o(M) para denotar a classe fundamental de homologia médulo 2 de M. Deno-
tamos respectivamente por H"(M) e H, (M) os grupos de cohomologia e homologia de M
com coeficientes em Zy. Para cada h € H"(M), denotamos por (h,o(M)) € Zs o valor de
h evaluado em o(M).

Denotamos por ¢ — X um fibrado vetorial k-dimensional sobre um espaco X e R¥ —
X o fibrado trivial k-dimensional.

Dados & — X com X paracompacto, denotamos a classe total de Stiefel- Whitney de
&" por

W(E) =1 +wi(€") + -+ wi(€").

com w;(£%) € HY(X) sendo a i-ésima classe de Stiefel- Whitney de &¥.
A classe de Stiefel- Whitney de uma variedade M"™ é definida como sendo a classe de
Stiefel- Whitney do fibrado tangente 7 — M e denotada por

W(M)=1+w (M) +-- 4+ w,(M).

Dados um fibrado ¢ — M e uma aplicacdo f : N — M, denotamos por f(¢) — N
o pullback de & por f. Diremos que um fibrado & — M é nulo se a fibra sobre cada

componente conexa de M for o espago vetorial nulo {0}, e denotamos tal fibrado por

b}



CAPITULO 2. PRELIMINARES

0— M.
Finalmente, denotaremos por K4P", com d = 1,2, 4, respectivamente, os espagos pro-

jetivos real RP™, complexo CP™ e quaternionico HP™.

2.2. Cobordismo de Variedades

Definicao 2.2.1. Dizemos que uma variedade M" borda se, e somente se, existe uma
variedade compacta W™ tal que OW™ = M". Dizemos que duas variedades M"™ e N"
sao cobordantes se M™ U N™ borda.

A relacao de cobordismo é uma relacao de equivaléncia no conjunto das classes de
difeomorfismo de variedades fechadas n-dimensionais. Denotamos por [M"] a classe de
cobordismo de M™ e por N,, o conjunto das classes de cobordismo de variedades fechadas
n-dimensionais.

Com a operagao [M"] + [V"] = [M™ U V"], N, tem estrutura de grupo abeliano,
denominado grupo de cobordismo nao orientado n-dimensional. Observe que o elemento

neutro é a classe de cobordismo [M™] = 0 onde M" borda.
Se N, = é/\fj, entao (N, +,.) é um anel graduado comutativo com unidade com
respeito as opé:rixqées
(M™ + [V =[M"uV"] e [M"].[V"]=[M"xV"].
Definicao 2.2.2. Seja M" variedade fechada com classe de Stiefel- Whitney

W(M") =14 w (M") + - 4w, (M").

Entao para cada particao ¢; + i + - - - 4+ 4; = n, temos associado o nimero
<wl-1 (]\4“)11)22 (Mn) . U}ij (Mn), O'(Mn)> € ZQ,

chamado de nimero caracteristico ou nimero de Stiefel-Whitney de M™ em relacao ao

monomio w;, (M™)w;, (M™) ... w;, (M™).

Em 1954 René Thom em seu famoso trabalho Quelques propriétés globales des variétés
differentiables [28], o qual lhe garantiu a Medalha Fields em 1958, mostrou que a classe de
cobordismo de M"™ é completamente determinada pelos niimeros caracteristicos de M".

De maneira mais explicita, ele mostrou o seguinte teorema:

6



2.3. COBORDISMO SINGULAR

Teorema 2.2.3. (Thom) Uma variedade fechada M™ borda se, e somente se, todos os

numeros caracteristicos de M™ sao nulos.

Corolario 2.2.4. Duas variedades M™ e V™ sdo cobordantes se, e somente se, M™ e V™

POSSUEM 08 mesmos numeros caracteristicos, ou seja
<wi1(M")wi2(M") cowg (M™), G(M”)> = <wi1(V")wi2 (V) .owg, (VT), 0(V")>.
para cada particao iy + i + - - +1; = n.

Ezemplo 2.2.5. Usando o teorema acima, utilizando a estrutura multiplicativa de KyP"
e que W(K4P") = (1+ aq)"*t, onde ag é o gerador de HY(K4P"), mostra-se que KyP"

borda se, e somente se, n é impar.

De [28] temos o seguinte teorema, o qual determina a estrutura de M.

Teorema 2.2.6. N, € uma dlgebra polinomial graduada sobre Zoy com um gerador em cada
dimension # 29 —1 (n > 0)

Explicitamente, em [28] foi mostrado que para n par os espagos projetivos RP" sao
representantes de geradores, e para as dimensoes restantes foi mostrado em [5] que as

variedades do tipo
St x CP?/ ~

onde (z1,22) ~ (—21,%2), s@o representantes de geradores com i e j apropriados. Tais
variedades sao denominadas variedades de Dold P(, 7).

Assim, o teorema acima diz que qualquer variedade M é cobordante a uma uniao dis-
junta de variedades, com cada uma delas sendo um produto cartesiano envolvendo espacgos

projetivos pares e variedades de Dold, conforme acima especificado.

2.3. Cobordismo Singular
Os conceitos abaixo podem ser encontrados em [2].

Definicao 2.3.1. Seja X um espaco topoldgico. Uma variedade singular em X é um par
(M™, f) com M"™ uma variedade fechada e f : M"™ — X uma fungao continua. Dizemos
que (M™, f) borda se existe (W™ F), com W"*! variedade fechada, OW"™! = M" e
F:Wnt! — X uma extensao de f.



CAPITULO 2. PRELIMINARES

Definigao 2.3.2. Dizemos que duas variedades singulares (M", f) e (V™ g) sdo cobordan-
tes se (M™UV™, fUg) borda.

Mostra-se que a relacao é de equivaléncia no conjunto das variedades singulares n-
dimensionais. Denotamos por [M™, f] a classe de equivaléncia de (M™, f), e por N, (X) o

conjunto de tais classes de equivaléncia.
Se N,(X) = @NH(X), entao N, (X) possui uma estrutura de N,-mddulo graduado
n=0

dada pelas operagges
N X No(X) = N.(X), que associa ([M™],[V™, f]) = [M™ x V" ¢] ,

com g(z,y) = f(y).

N (X) x No(X) = N.(X), que associa ([M™, f],[V", g]) = [M™UV™ fUg].

Definiremos a seguir os niimeros caracteristicos de uma variedade singular, os quais, as-
sim como no caso de variedades, classificam a menos de cobordismo as variedades singulares
para X sendo C'W-complexo.

Seja (M™, f) uma variedade singular em X. Para cada h € H™(X) com 0 <m <n, o

inteiro médulo 2
<wi1(M”) wg, f(h), 0(M”)>

com f*: H™(X) — H™(M™) sendo o homomorfismo induzido de f em cohomologia e

i1 + 142+ -+ +1; =n —m, é chamado de nimero caracteristico de (M", f).

Teorema 2.3.3. Seja X um CW-complexo finito. Entao uma variedade singular, (M™, f),

borda se, e somente se, seus numeros caracteristicos sao nulos.

Prova:. Veja ([2], pg:56, 17.3).
O

Corolario 2.3.4. Seja X um CW-complexo finito. Entao duas variedades singulares em

X sao cobordantes se, e somente se, possuem 0s mesmos numeros caracteristicos.

Observagio 2.3.5. Para h = 1 € H°(X), os nimeros caracteristicos de f correspondentes
a h, coincidem com os nuimeros caracteristicos de M, em particular se X = {ponto} entao

os numeros caracteristicos de f coincidem com os nimeros caracteristicos de M.



2.4. COBORDISMO DE FIBRADOS

2.4. Cobordismo de Fibrados

Definicao 2.4.1. Dizemos que um fibrado vetorial k-dimensional ¢ — M™ sobre uma
variedade fechada M™ borda se existe um fibrado vetorial k-dimensional (¥ — W"*+! sobre
uma variedade W™t compacta com bordo, tal que W™ = M™ e (| = €. Dois
fibrados vetoriais k-dimensionais &8 — M™ e n* — V™ sdo cobordantes se a unido disjunta
(¥ — M™) U (n* — V™) borda.

Fixados k e n, existe uma bijecao natural entre o conjunto das classes de cobordismo
de fibrados vetoriais k-dimensional, £¥ — M™ e N,,(BO(k)), onde BO(k) é o espago clas-
sificante para fibrados k-dimensionais.

A bijecao é dada por
(€% — M"] — [M", f],
com f sendo uma funcao classificante para £¥ — M"™. A inversa é
(M f] — [F(0%) = M,

onde v* — BO(k) é o fibrado universal k-dimensional.

Considerando as operagoes

(&8 = M" + [ -V = [Fupt— MUV
VP8 —» M"Y = [pa(&F) = V™ x M"Y,

onde py é a projecao na segunda coordenada, mostra-se que a bijecao acima é um isomor-
fismo de N,-mddulos.

Assim, podemos ver os elementos de N, (BO(k)) como classes de cobordismo de fibrados
vetoriais k-dimensionais.

O elemento neutro [¢¥ — M"] = 0 € N, (BO(k)) é a classe contendo os fibrados
k-dimensionais triviais sobre variedades que bordam.

De acordo com o Teorema 2.3.3, um elemento [¢*¥ — M™"] é determinado por seus
nimeros caracteristicos. Assim, se f é uma funcao classificante para ¥, temos para cada

h € H"(BO(k)) e partigao iy + - - - + iy = n — m, o seguinte nimero caracteristico:
(wi, (M") .. wi (M") f*(h),o(M™)).

Sabe-se que H*(BO(k)) é a algebra polinomial Zy[vy, va, . .., vg] com v; sendo a i-ésima
classe de Stiefel-Whitney do fibrado universal k-dimensional, u* — BO(k). Assim, h é da
forma ) vj, ... v;

, € portanto
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fr(h) =22 (vg) - (0g)-
Sabemos que f*(v;) = w;(£¥) e para cada monomio basico vj, ... v;, temos
Fri) - (v) = w5, (€) - w, (€9).
Segue que os numeros caracteristicos da forma
(wiy (M™) . wi (M )w, (€F) ... w;, (67), 0 (M™))
com iy + -+ +is+ ji + jo + - -- + j; = n, caracterizam a classe de cobordismo de &*.
Definicao 2.4.2. Os nimeros caracteristicos do fibrado ¢* sao dados por
(wiy (M™) . wi (M")w;, (€9) .. wy (6°), o0 (M™)) € Zs
comiy+ -+t + i+ jat - Hu=n
Das consideracao acima temos o seguinte coroldrio do Teorema 2.3.3:

Corolario 2.4.3. Um fibrado £ — M™ € cobordante se todos 0s seus niimeros caracteris-
ticos sao nulos. Além disso, dois fibrados sao cobordantes se, e somente se, possuem o0s

mesmos numeros caracteristicos.

[

Ezemplo 2.4.4. Para cada n > 1, seja v¢ — K4 P" o fibrado linha candnico sobre Ky P".

Assim, W(y?) = 1 + a4 e temos o seguinte ntimero caracterfstico
(wa(y)™, 0(KaP™)) = (o, o(KgP™)) = 1 € Zs.

Portanto, pelo coroldrio anterior, ¢ nao borda, mesmo K;P" sendo cobordante para n

impar.

2.5. Cobordismo de Acdes

Seja G um grupo de Lie compacto. Cada par da forma (®, M™) denotard uma acao
C*® ®:G x M™— M™ em uma variedade fechada M™.

Definicao 2.5.1. Dizemos que uma agao (®, M™) borda equivariantemente, se existem
uma variedade compacta Wt com bordo OW™! = M"™ e uma acao ¥ : G x Wl —
W com restrigao ¥|ym = ®. Dizemos que duas agoes (@, M™) e (¥, V™) sio G—cobordantes,
se a uniao disjunta (& U ¥, M™ U V") borda.

10
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A relacao de G-cobordismo de acoes assim definida é uma relacao de equivaléncia.
Denotamos por [®, M"] a classe de cobordismo de (®, M") e por Z,(G) a colecao das
classes de cobordismo das G-agoes nas variedades fechadas n-dimensionais.

Considere a seguinte operacao
(&, M|+ ¥, V"] =[®@U ¥, M"U V"]

onde (PUV), . =Pe (PUVY), , =V.

Com tal operacao verifica-se que Z,(G) tem estrutura de grupo, o qual é denominado

v

grupo de G-cobordismo irrestrito n-dimensional; quando restringimos a agoes livres, o
conjunto das classes de G-agoes nas variedades fechadas n-dimensionais ainda possui es-

trutura de grupo, denominado grupo de G-cobordismo principal n-dimensional, denotado

por N,(G).
Se Z.(G) = @Ij(G), entao Z,(G) possui uma estrutura de N,-médulo dada por
j=1

[M"].[®, V"] = [W, M™ x V"],

onde ¥ (z,y) = (z,®(y)). Analogamente, N,(G) = @/\G(G) também possui uma estru-
j=1

tura de N,-mdédulo.

2.6. Sequéncia de Conner e Floyd

Se G = Zy, o elemento [M,®] € N,(Zy) também serd denotado por [M,T], onde

T : M — M é a involugao correspondente ao gerador de Zs,.

Definigao 2.6.1. Seja (M™,T) uma involugdo sem pontos fixos e considere o quociente

%, o qual também é uma variedade fechada. Definimos o fibrado linha candnico associado
a T como sendo A % & onde o espago total é % e p([z,r]) = [z].

Teorema 2.6.2. A associagdo [M",T] — [\ — 2] define um isomorfismo de N.-mddulos

entre Ny(Zy) e N.(BO(1)).

Prova:. Vide ([2], pg 71).

11
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Pelo teorema acima e Coroldrio 2.4.3, a classe de cobordismo da involugao livre (M™, T')
em N, (Zy) é caracterizada pelos nimeros caracteristicos do fibrado linha canénico y — %
Tais nimeros sdo chamados de nidmeros de involugdo de (M™,T).

Consideremos £¥ — V™ um fibrado vetorial k-dimensional sobre uma variedade fe-
chada V™, com grupo O(k) (grupo ortogonal), k > 1. Existe, entdo, o fibrado em esferas
S(€F) B v com fibra S¥! e cujo espaco total S(£%) é uma variedade fechada (n+k —1)-
dimensional.

A aplicacao antipodal A : S*1 — S*°! comuta com todos os elementos de O(k),
portanto, podemos introduzir em S(£%) uma involugao T, bem definida, sem pontos fixos,
a qual restrita a cada fibra é a antipodal.

Referimo-nos ao par (S(&%),T) como sendo o fibrado involugdo associado a &*.

Defini¢ao 2.6.3. Se (S(&%),T) é o fibrado involucao associado a &¥ % V™ entdo o fi-
brado projetivo associado a £*, é dado por RP (&) 2y, com fibra RP*!, espaco total
RP(¢") = & e projegio p([]) = p(x) -

Dada uma involu¢ao (M™,T'), com fibrado normal n — M", entao n pode ser escrito
como n = Un"* — F* com n"~* — F* sendo o fibrado normal restrito a F*, onde F*
denota a uniao das componentes de F' de dimensao k, 0 < k < n.

Observe que ["* — F*] pode ser visto como um elemento de Ny, (BO(n—k)) e portanto

= Fle M, = éNn_k(BO(k)).

k=0

Denotemos por M, = GB M;. Assim, se (M,T') é uma involugao com fibrado normal
i=0
n — F, entdao [n — F] € M..

Temos entao a fungao j, : Z,(Zy) — M, dada por

G[M™T) = [n— F] =) "% — FY.

k=0

Se n — F' ¢ um fibrado vetorial sobre uma variedade fechada F', define-se
0: M, = N.(Zy),

por d[n — F| =0, se n é nulo, e [n — F] = [S(n), 4], se n ndo é o fibrado nulo.
Além de verificar que j, e 0 estao bem definidos, Conner e Floyd mostraram em [2] que

Js € O sao homomorfismos de N,-mdédulos e compoem uma sequéncia exata curta.

Teorema 2.6.4. A sequéncia

12
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0= Z.(Zo) 25 M, 2 N.(Zs) = 0
¢ exata.

Prova:. Vide ([2], pg: 88, 25.2).
O]

Definigao 2.6.5. Se (M, T') é uma involugao fixando F', entao o fibrado normal n — F é
chamado Fized-data de (M, T).

A sequéncia acima fornece informagcoes sobre a existéncia de involucoes cujo fixed-data
¢ um determinado fibrado n — F'.

De fato, se n — F' é o fibrado normal de uma involucao (M, T') fixando F, temos pela
sequéncia de Conner e Floyd que [n] = j.[M, T).

Assim,
O(ln — F)) = (90 j)[M,T) = 0.

Portanto, se ([n — F]) # 0, ent@o nao existe involucao (M, T") com fibrado normal n — F.

Na demonstragdo do Teorema 2.6.4 é provado que, se d([n — F]) = 0, entao n é
realizado como o fixed-data de uma involu¢ao (M,T'), e ndo apenas cobordante a um
fibrado que é realizado como fixed-data. Em particular, temos que um fibrado cobordante
a um fixed-data também é um fixed-data.

Dessa forma obtemos o seguinte corolario:

Corolario 2.6.6. Um fibradon — F € o fized-data de uma involug¢ao (M, T) se, e somente
se, d[n — F] = 0.

]

Observagdo 2.6.7. Segue do coroldrio anterior e Teorema 2.6.2 que n — F = Ul_n" " —
F* ¢ um fixed-data se, e somente se, todos os ntiimeros de involucao de v — RP(n) sao

nulos.

Corolério 2.6.8. Sejan — F = ("' — FY) U (n*7 — FY), fibrado normal de uma

involugdo. Se n™~t é um fived-data, entio "7 € um fized-data.

Prova:. 0=0([n— F|)=0(n"" — F]) +o([n"7 — F]) =9([n"~7 — F)). O

Como vimos acima, informagoes sobre v — RP(n) resultam em informagoes sobre a

existéncia de involucoes com fibrado normal 7. Observe que para termos informagoes sobre

13
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os numeros de v — RP(n) precisamos conhecer a estrutura de cohomologia e as classes de
Stiefel-Whitney de RP(n).

Para obter tais informacoes langamos mao do seguinte teorema:

Teorema 2.6.9. (Borel-Hirzebruch) Sejam n* — F um fibrado vetorial sobre uma vari-
edade fechada, e ¢ é a primeira classe de Stiefel-Whitney do fibrado linha X — RP(n*).
Entio H*(RP(n)) é um H*(F)-mddulo livre graduado com base 1,c,...,c* ! e a classe
total de Stiefel-Whitney de RP(n*) é dada por

W(RP(n")) = W(F).[(1 + o) +wi(n*) (L + )" + -+ wp(n)].
Além disso, temos a sequinte relacdo

* + () + -+ wk(n*) = 0.

2.7. Férmula de Conner

Seja n* — F™ um fibrado vetorial k-dimensional (k > 1) sobre uma variedade fechada

€ conexa, com
Wn*) =1+v +-- + .

Vimos que H*(RP(n*)) é um H*(F™)-médulo livre gerado por {1,c,...,c* !}, com a re-
lagao c* = * oy + -+ + vp. Assim, se a, € H*(M™") é tal que a,c*~* = 0, entdo a, = 0.
Além disso, como H"(M™) e H""*=Y(RP(n*)) sao isomorfos & Z, temos

(an,0(M™)) = {a,c" ', a(RP(1"))).

Se a; € H(M™) com n < s <n+k— 1 entdo (as,c"™* =1 o(RP(n*))) = 0 pois a, = 0.
Vejamos agora como calcular (a,c" ™! o(RP(n ))>, para 0 < s < n.

Seja v; o termo homogéneo de grau de i de W (n*) onde
W(n*) = W =1+7,+ --+7, éa classe dual.

Temos que os 7; sdo obtidos da equacao W (n*).W (n*) = 1, ou seja,

J
Uj = E Ui@j—i e Vg = 1.
i=1

Utilizando essa expressao e usando iteradamente a relacao ¢ = ¢*~'v; + - - - 4 vy, obtemos
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i+h—1 _ = k—1 k—1—t
d =v;c" + E bjiic ,

para certos bj, € HITH(F™).

Em particular, temos

k—1
sk _ _ k—1—t _ _
asc" TR = g (vnsck P baanc ) = 5Un—s" 7,
t=1

pois, para t > 1, asb, sy € H" ' (F") se anula. Portanto, para 0 < s < n, temos a

seguinte férmula:
<asc"_$+"“'_1,a(RP(77k))> = (asVp_s, o (F™)),

denominada Fdrmula de Conner (vide [3]).

2.8. Involugdes fixando K;P™ U K P" , KuP™ U K. P"

Nesta secao, apresentaremos alguns lemas que serao importantes para a anélise dos pos-
siveis fixed-data de involucoes fixando uma uniao de espagos projetivos, e apresentaremos
alguns resultados conhecidos a respeito da correspondente classificacao.

Além disso, exibiremos modelos de involugoes fixando KyP™ U KyP" e K,P™ U K P™,
onde K;P, j = 1,2,4 sao respectivamente os espagos projetivos real RP, complexo CP e
quaternionico HP.

Essas involugoes serdo fundamentais no que se refere a classificagao de Z&-agoes fixando
K4P™UK4P", apresentada nos Capitulos 4,5 e a classificagao de Z3-agoes fixando KyP™U
K .P", feita no Capitulo 6.

Observe que, se (M",T) e (V",S) s@o involugoes fixando respectivamente K,P™ e
K4P", entao (M7, T)U (V",S) é uma involugao fixando KyP™ U K4P".

Além disso, se (M",T) e (V", S) sao involugoes fixando respectivamente K,P™U{ponto}
e K.P"U{ponto}, entao (M"UV" TUS) = (M",T)U(V",S) é equivariantemente cobor-
dante a uma involucao (N",U) fixando K4P™ U K. P™.

Defina a seguinte involucao
T;Ln . den-i-m-i-l N den+m+l7

onde Trcn[xOW'wxmuyO?”'ayn] = [_x07"‘7_xm7y07"'7yn]-
Observe que Frm = KgP™ U KqP".

Além disso, 7, possui fibrado normal
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(n+ 1)y = KoP™) U ((m+ 1)y* — KyP),

onde 7 ¢ o fibrado linha canoénico (vide [2]).
Os lemas a seguir serao importantes para estudar possiveis fixed-datas de involugoes

fixando uma uniao de espacos projetivos.

Lema 2.8.1. Sen — K P?" e u — K4P?" sao fibrados cobordantes, entao W (n) = W ().
Prova:. Sen =0 entio os fibrados sao triviais e portanto W(n) = W(u) = 1.
Logo podemos supor n > 0. Como W (K P?") = (1 + 4)***1, temos wqy(K4P*") = ay.
Além disso, como n e i sao cobordantes, eles possuem os mesmos niumeros,
ou seja,

(@ wja(n), o (KaeP*")) = (o wja(p), o(KaP™)) .

Assim, wiq(n) = 0 se, e somente se, wjq(p) =0, para todo 0 < j < 2n, de onde seque que

W(n) =W(u).
0

Observagao 2.8.2. Da estrutura do anel de Grothendieck dos espacos projetivos real, com-
plexo e quaternionico, sabe-se que se n — KyP"™ é qualquer fibrado vetorial, entao sua
classe de Stiefel-Whitney ¢ da forma W(n) = (1 + aq4)?, para algum p > 0, onde oy é 0
gerador de HY(K4P").

Lema 2.8.3. Um k-fibrado vetorial n* — KaP**1 borda se, e somente se, W(n*) =

(1 + aq)P, com p par.

Prova:. Suponha que n* — K P?"*! borda. Entao todos os nimeros caracteristicos de
n* sdo nulos.

Assim, p é par, caso contrario, teriamos o niimero caracteristico nao nulo proveniente
de wgn-f—l(nk) — a?ln+1-

Por outro lado, se p é par entao
W(nk) = (1 + aa)” = (1 + o).
Além disso,

W(de2n+1) — (1 + ad)2n+2 — (1 + a?[)n—i—l'
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Em ambas as classes, todas as poténcias de ay sao pares.

Observe que todo ntiimero caracteristico de n* — KyP?*"*! provém de um produto de
classes onde ao menos uma tal classe envolve poténcia impar de oy, e pelo calculo anterior
tais classes sao nulas. Portanto, todos os nimeros de 7% sdao nulos.

Segue do Corolario 2.4.3 que n* — K;P?**! borda.

Recordemos o operador
I: I*(ZQ) — I*(ZQ)

apresentado por Conner e Floyd em [2].

Dado [M™,T] € TI,(Zs), considere as seguintes involugoes comutantes definidas em
St x M™:

Ty St x M™ — Stx M™ e Ty : St x M™ — St x M,
com Ty(z,z) = (—2,T(z)) e To(z,x) = (Z,x).

Como T é livre de pontos fixos, V" = (S* x M"/T}) ainda é uma variedade fechada.
Além disso, como Ty e T, sdo comutantes, 75 induz uma involucdo 75 em V™. Definimos
entdo T[M™, T] = [V, Ty).

Se (M™,T) é uma involugao com fibrado normal n — F' e M™ borda, entao I" pode ser
usado para obter uma involucao cujo fixed data é n@® R — F', com a variedade subjacente

tendo portanto dimensao n + 1.

Este resultado segue do seguinte teorema, encontrado em ([2], pg.90, 25.3).

Teorema 2.8.4. Sen — F ¢ fizred-data de uma involugio (M™,T'), entdo o fized-data de
D(M™T)= (V"L Ty) é m®R— F)U(R— M").
O
Se M"™ borda, R — M"™ borda como fibrado, e entdao I'(M",T) é equivariantemente
cobordante & uma involugao (W"*!,S) com fixed-data n® R — F.
De fato,

mMOR—-Fl=mM®R—F]+[R—=F]=[(n®R— F)U(R— F)],

além disso, pelo teorema anterior, (n & R — F)U(R — F) é fixed-data de I'(M™,T), entao
lembrando que um fibrado cobordante a um fixed-data também pode ser realizado como
fixed-data, concluimos que existe uma involugao (W"*! S) tendo n @ R — F como fixed-
data.

Neste caso, como j,([W"t! S]) = j.(T' [M, T]) e j. é um monomorfismo, entao
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L [M™T)=[W" 3]
Mais ainda, temos o seguinte corolario

Corolario 2.8.5. Se (M™,T) € uma involug¢ao com fibrado normaln — F, entao n® R —
F ¢ fized-data de uma involugio (W™ S) se, e somente se, M™ borda. Neste caso,

L [M™T]=[Wn S].
Prova:. Sen® R — F ¢ o fixed-data de (W"*! S), entdo
(WL S]+ T M T))=n®R— F]l+[n®R— F|+[R— M"|=[R— M"| =0.

Portanto, M™ borda.
]

Outro importante resultado é o teorema de estabilidade para involugoes enunciado

abaixo, o qual foi mostrado em ([2], pg.85, 24.3 ).

Teorema 2.8.6. Se n ® R — F ¢ fixed-data de uma involugao, entao n — F também é

realizado como fized-data de uma involucao.

O
Pelos resultados acima, podemos dizer que TV ([K;P***1 79 1) possui um representante

com fixed-data
(v¢ @ R — KyP?) U (R - {ponto})
se, e somente se,
i [K,P¥+ 791 =0, 1<i<j,

onde e[V", S| = [V"].

Em [15], Pergher e Stong, exibiram um menor limitante {(2n) para o qual
e[l [RP2ntl 701 2 0.

Posteriormente, em [21], esse limitante também foi calculado para o caso complexo e qua-

ternionico; explicitamente, tais resultados sao abaixo descritos.

Teorema 2.8.7. (Stong-Pergher) Se (M*** T) é uma involugao fizando F = RP?" U

{ponto}, entdao
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3, t=1,
2Lt >1,

k;gl(Zn):{

onde 2n = 24(2j +1). Além disso, existem involugdes realizando cada tal k.

]
Do teorema anterior, e das consideragoes acima, concluimos que
2 t=1
1(2n) = ’
(2n) { 201 t>1
Teorema 2.8.8. (A. Ramos e P. Pergher) Se 2nd = 2'(2j + 1), entao
2d t=1
ld(2n) = ’
d2t—1) ,t>1
¢ o menor natural com a propriedade
el [KgP 1 0 1=0 ,0<i<14(2n) -1,
Erld(Zn) [de2n+1 0 ] 7é
]
Em [2], Conner e Floyd mostraram que, se (M",T) é uma involucao fixando Fr =
RP?"t1 entao (M",T) borda equivariantemente. Além disso, em [23] Stong mostrou que

e (M",T) é uma involucao fixando Fr = RP?", entao (M",T) é equivariantemente cobor-
dante a (RP?" x RP*" twist). Posteriormente, em ([21], pg.46), A. Ramos e P. Pergher
estenderam os resultados acima para a versoes complexa e quaternionica.

Explicitamente, os resultados obtidos foram

Teorema 2.8.9. Se (M",T) é uma involugao fizando KyP*™ !, entio (M",T) borda equi-

variantemente.

]

Teorema 2.8.10. Se (M",T) é uma involugio fizando KqP?", d = 1,2,4, » > 2nd e

n >0, entao (M",T) € equivariantemente cobordante a
(KdPZn X KdPQ”,twist).

[
Outro resultado de ([21], pg.71) foi estender a classificagao feita por Royster em [22],

para as versoes complexa e quaternionica. Explicitamente, os resultados obtidos foram
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Teorema 2.8.11. Se (M",T) é uma involugio firando KqP* U K, P*™ 1 entdo as tinicas

possibilidades para a classe de cobordismo (M",T) sao:
(a) [KqP?", Id];
(b) [KqP? x KqP* Twist|;
(c) [de2n+2m+2’7_22771n+1:| ;

(d) [KqP™ 2 75 ] + Tr=Cntbd [, p2ntt 201 com 0 < r — (2n + 1)d < [4(2n).

A técnica para abordar tal classificagao pode ser assim descrita:

Seja (M",T) involugao com fixed-data

gk ,ul
n= 1 \
K,P U K p?tt

Da sequéncia de Conner e Floyd, temos 9(n) = 9(¢¥) + d(u!) = 0, assim

¢F — K,P?é um fixed-data < 9(¢¥ — K4P?™) =0
S — KPP =0 & pl — KPP ¢ um fixed-data.

Se &8 — K4P?" é um fixed-data de uma involucao (N, S), temos pelo Teorema 2.8.10
que (N, S) é equivariantemente cobordante & (KyP?*" x K4P?", twist).

Como veremos mais adiante no Teorema 3.3.2, (K P*" x K4P?", twist) possui o fibrado
tangente 72" — K;P?" como fixed-data, assim segue da sequéncia de Conner e Floyd que
&8 — K,P?™ é cobordante ao fibrado tangente 727¢ — K, P?".

Neste caso pelo lema 2.8.1 podemos afirmar que & tem a mesma classe de Stiefel-
Whitney do fibrado tangente 7274,

Além disso, se &F — K P?" é um fixed-data entao pu! — K P?"+! ¢ um fixed-data, e
pelo Teorema 2.8.9 temos que u* borda equivariantemente.

No caso de ¥ — K, P?" nao ser um fixed-data, entdo p' — K;P*™*! nao é um fixed-

data, e neste caso, mostra-se que
W(EF) =W(@m+2)y") e W(u')=W(2n+1)y9),
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onde (2m+2)y? — K,P* e (2n+1)y? — K P*™*! sdao somas de fibrados linhas canonicos.
Encerraremos essa secao, fazendo algumas observacoes que permitem mostrar que existe

uma involucao fixando K;P?*"*! U K, P?", cujo fixed-data é

(v = KPP ) U (v — K P™).
Observe que os fibrados normais de (KyP*"+2 73" e (K, P?"*! 72") sdo respectiva-

mente
(v4 = K P U (R4 — {ponto}) e (v°— K.P?)U (R@e — {ponto}).

Se (2m + 2)d = (2n + 1)e, entdo (M",T) = (K P?™*2 U K P¥+! 72t g 2n) ¢
equivariantemente cobordante & uma involucao (N”,S) fixando K4P?™™! U K.P**, cujo
fibrado normal é v¢ — K P?>"*' U~ — K P>,

De fato,

Je M7 T] =g [(KaPP™ 2, 8] 4 [(K PP 7]

’Yd T R(2m+2)d e R(2n+1)e

= 3 + 3 + 3 + 3

| KPPt {ponto} K.p?" {ponto}

B ,yd T e
= 3 + \

i KdP2m+1 | KeP2n

[ 7
= 1 1

i KdPQm—H U KeP2n

Assim, pela sequéncia de Conner e Floyd existe uma involu¢ao (N”,S) equivariante-

mente cobordante & (KyP*"+2 U K P> 2™+ U 72") cujo fibrado normal é

vt KgPP™ 1 Une = K, P,
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Capitulo

3

Cobordismo de Zlg -Acoes

3.1. Introducéao

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados importantes da teoria de
Z%-acoes, com destaque para o Teorema 3.2.10 e a caracterizacao do fixed-data de uma Z5-
acao dada no Teorema 3.2.11. Também apresentaremos alguns modelos de Z4-acoes, que
serdo criadas de forma indutiva a partir de involugdes (M, T'), e denotadas por T¥(M,T).

Veremos que o fixed-data dessas agoes sao dadas em termos do fixed-data de (M, T), e
que essas agoes serao fundamentais para as classificagoes feitas nos capitulos seguintes.

Para finalizar o capitulo, demonstraremos na tltima se¢ao alguns resultados sobre clas-
ses caracteristicas de fibrados sobre espacos projetivos pares e impares, além de demonstrar

o Teorema 3.4.1, o qual foi a principal ferramenta do nosso trabalho.

3.2. Preliminares

Definigao 3.2.1. Dizemos que uma lista de fibrados vetoriais (M™;n1,ms,...,ns) sobre

M™, borda simultaneamente se, e somente se, existe uma variedade W"*! e uma lista de
fibrados (W™ &, &, ..., &) sobre W™ com (W) = M™ e €j|]\/jn =n;,1<j<s.

Definigao 3.2.2. Dizemos que duas listas (M, &, ..., &) e (N, uq, ..., ps) sdo simultane-
amente cobordantes se, e somente se, a uniao disjunta (M U N, & U pg, ..., & U ug) borda

simultaneamente.

Lema 3.2.3. O cobordismo simultaneo de fibrados ¢ uma relagao de equivaléncia.

Denotaremos por [M, vy, 1y, . . ., V] a classe de cobordismo simultaneo de (M, vy, va, -+ -, 1)

e por Ny re....r. O conjunto de classes de equivaléncia de cobordismo simultaneo de listas

s

de s-fibrados ordenados, com dimensoes 71,79, ..., 7, sobre variedades n-dimensionais.
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3.2. PRELIMINARES

Além disso, usaremos N, .. r, para denotar o conjunto das classes de equivaléncia de
cobordismo simultaneo de listas de s-fibrados ordenados, com dimensoes 71,79, ..., r, sobre

variedades de qualquer dimensao.

Teorema 3.2.4. A aplica¢io I" : Ny g,y — Np(BO(11) x BO(r1) X -+ x BO(rs))

que associa

[Mn777177727"'7775] — [Mnaf]7

onde f = (f1, fa,.-., fs), com fi: M™ — BO(r;) a fun¢ao classificante para n;, é bijetora.

Logo, podemos estender I™ a uma aplica¢do bijetora
I* : Nirirgoms — Nu(BO(r1) X BO(rq) X -+ x BO(r)).

Utilizando I* podemos induzir uma estrutura de N,-mddulo em Ny, 1y, ri, 0 qual € cha-

mado grupo de bordismo simultaneo.

Prova:. Mostraremos primeiramente que I™ é bem definida.

Sejam oy = [M™, m1,m2, ..., 05|, aa = [V 01,00, ..., Us] € N gy cOM [a1] = o]

S

e considere f = (f1, fa,..., fs), com f; fungao classificante para n;, e ¢ = (g1, 92, --,9s),
com g; funcao classificante para v;.

Como [a;] = [aw], entao existe (W &, &, ..., &) com
8(W”+1) =Mruv" y gi‘M" =1); € £’|V” =V

Tomando h = (hy,hy, ..., hs) com h; : W™ — BO(r;) funcao classificante para &;,

temos pela definicao, que (M™, hy,,,) é cobordante a (V" k., ), assim

In[Mnanlvn%"'vns} = [Mnaf]: [Mnah\Mn}
= V"] = [V ]

= I"[V" v, v, .. 0.

Mostraremos agora que I™ é injetora.

Sejam ay = [M"™,n1,m2, ..., 03], aa = [V 01,00, . ., Vs] € Nory o.r, COM
I" (aq) = 1™ ().
Assim, [M™, f] = [V™, g], ou seja, existem W™ e h = (hy, ho, ..., hs) tais que
QW™ = M"UV", . =f € by, =g.
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CAPITULO 3. COBORDISMO DE ZE-ACOES

Considere agora, & = h;(7") onde 7" é o fibrado universal sobre BO(r;). Segue que
(Wt €&, ..., &) estabelece o cobordismo simultaneo e, portanto, [a;] = [as].

Para mostrar que I™ é sobrejetora, dado [M™, f] € N.(BO(r1) x BO(ry) x -+ x BO(rs)),
considerando a lista de fibrados {f;(7"),..., f.(y")} sobre M", temos

I [ Fy (), F)] = [ ]
]

Pelo Teorema 2.3.3, [M™, f] é determinada pelos seus nimeros caracteristicos, assim
pelo teorema anterior [M™, ny, 72, ..., ns] também sera determinada pelos nimeros carac-
teristicos correspondentes pela aplicagao I™.

A seguir, estudaremos a forma como sao obtidos os nimeros caracteristicos de
n
[M yV1y e vy Vs] € Nn;rl,rg,...,rsa

e para isso precisaremos de alguns fatos conhecidos.

Pelo Teorema de Kunneth, se X, Y sao espagos topologicos tais que

H*(X) é a algebra polinomial Zs [ov1, g, . . ., ) €
H*(Y') é a algebra polinomial Z [31, Bs, - . ., B4,

entdao H*(X x Y') é é a dlgebra polinomial sobre Z,, gerada por
a; X B, 1=1,2,....,p e 7=1,2,...,q.

Sabe-se que H*(BO(k)) é a dlgebra polinomial Zs [vy, va, ..., v] com v; sendo a i-ésima
classe de Stiefel-Whitney do fibrado universal k-dimensional, v* — BO(k).
Assim, um elemento bésico h de H?(BO(ry) x BO(r3) --- x BO(ry)) é da forma

(ig)1 X = X (vg)s

C0m21+22++2t:p
Portanto, utilizando a aplicacao I", obtemos os seguintes niimeros caracteristicos para

a classe [M",n1, ..., 1]

(wj, (M"™) . cwy (M™) f*h,a(M™)) = (w.(f1, fa, -, fi)" ((vi)1 X -+ X (v3,)s) , 0(M™))
= (w.fi ()1 [ (i), 0 (M™))
COHl21+Z2++Zt+j1++jk:n

Como f7(vy;); € a ij-ésima classe do fibrado n; — M™, entao um ntimero caracteristico

para [M™,n,...,ns] é da forma
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3.2. PRELIMINARES

<wj1 (Mn) o Wiy (Mn)wll (771) <o Wy (77t)7 0<Mn)> € ZQv

com iy +iy iy +jy o G =n

Observagao 3.2.5. Se (M, &;,...,&) e (N, 1, .., 1) sdo simultaneamente cobordantes,
entao &; e u; sao cobordantes para cada 1 <1 < s. Além disso, se tais listas sao simultane-
amente cobordantes podemos concluir que (M, & @®- - -@&;) é cobordante & (N, 1 B+ - D).

No entanto, se para cada i, & ¢ cobordante a u;, nao implica que as listas sao simulta-

neamente cobordantes, como pode ser comprovado no exemplo abaixo.

Ezemplo 3.2.6. Seja &€ — S' o fibrado linha candnico e considere os fibrados

m o= ) =S xS
e = p_2<€> — Sl X Sl.
onde p; sao as projegoes.
Mostraremos que 7; e 7o sao cobordantes mas (S x S, 7;,7,) nao borda simultanea-

mente.
Sejam a x 1 e 1 x 3 os geradores de H'(S! x S),

W(E)=1+c¢, ce HY(SY) e W(m)=1+pi(c)=1+ax 1.

Assim, os nimeros de Stiefel Whitney de [ST x ST, n] sdo

(wim),o(S" x SNy = (a®x1,0(5" xS =
(wi(m)w (St x §Y),0(5" x 5Y)) = ((ax1).0,0(5" x S")) =
(wi(S'x §Y),0(5"x SNy =0, (w(S' x S"),0(S' x §)) =0

Além disso, temos W (ny) = 1 + pi(c).
Portanto os niimeros de Whitney de [S* x St 1] sdo

(wi(ne), o (S ><Sl> (1x % 0(5'x8")=0
(wi(m)wi (S* x SY),0(ST % 8Y)) = ((1x B).0,0(S" x 1)) =

Como tais ntimeros sao nulos, entao [S* x S n] e [S! x S, 7,] bordam.

Porém, o nimero
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CAPITULO 3. COBORDISMO DE ZE-ACOES

(wi(m)w(nz),o (ST x SY)) =1,

ou seja, (ST x S, m, 1) nao borda simultaneamente.

Lema 3.2.7. Seja T : R" — R™ uma involugdo linear. Os conjuntos Fy = {x € R"/T(x) =
x} e Fy ={x € R"/T(x) = —x} sdo subespacos vetoriais de R™ com R" = F; & F5.

Prova:. Claramente Fy e Fy sdo subespagos de R" e F} N F; = {0}. Além disso, dado

z—T () 4T ()
2

ez = 3

x € R", temos x =y + z onde y = com T(y) =—yeT(z) =z

]

Suponha agora que existam k involucgoes lineares 1,715, ..., Ty : R* — R"™ que comutam
entre si. Para cada inteiro 0 < j < 2% —1 seja Bj = by ...b,_1b; a representacao bindria de
j com k algarismos. Considerando a colegao A; = (ay, as, ..., ax) com a; = (—1)% temos o

seguinte lema

Lema 3.2.8. ¢4, = {v € R"/T;(v) = a;v}, 1 < j <28 —1 ¢ um subespago vetorial de R"

com R" = @ €A;-

0<j<2k -1

Prova:. Prova feita em ([7], pg.34 ). O

Seja agora (M, ®) = (M, T, Ty, ..., T;) uma Z5-agao.
Fixado 2 € Fp, temos as respectivas derivadas em z, T} (z) : TM, — T M,..
Logo,

TioT,=1d= (T;0T;) =1d = 1d = T;(Ti(x)) o T} (x) = Id = T} (x) o T} (w) = Id.
Além disso, dados T3, T},4,5 € {1,...,k}

(Ti0T)) (¢) = (T;0 T () = T)(Ti(a)) o T}(a) = T

‘(@) o T!(x) = (Ty o T (2).
Portanto, para cada z € Fy, temos a acao (T'M,,G') onde

G ={T\(z),...,T,(x)} = Z5.

Usando o lema 3.2.8, para cada z € Fg, concluimos que

~
7']\4‘1!,(1> = @ EAj,

0<j<2k—1
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3.2. PRELIMINARES

Onde A] = (a17a27 CI ;a'k;) com a; = +1.

Por outro lado, sabemos que
™M), =1n®TF,

com 1) — Fg fibrado normal de Fg em M.
Além disso, por [2], para cada x € Fg, existe D,(0) (disco em torno de 0 € 7M, e

invariante sobre G'), o qual é equivariantemente difeomorfo &
(BT(:C)7T1<:U)7T2<‘I)7 s 7Tk(‘r)>7

onde B,(z) é um disco em torno de z e invariante sobre G.
Seja exp o referido difeomorfismo(chamado de rebatimento exponencial).

Como
€., ={v€TM/T;(v) = v,V i},

entdao (D,(0) Me,,.1),) € rebatido por exp em uma carta local de Fp em torno de z e

€1,1,....1), — (TF<I>)x-
Portanto, 7M), = @ €4, € €L, = (TF3)., de onde segue que
0<j<2k—1

~J
n= @0§j§2k71 €a;o

onde A; percorre todas as sequéncias (as,...,a;), a; = £1, com excecao de (1,1,...,1).
Além disso, €4, ¢ caracterizado como sendo o sub-fibrado de 7 onde T; atua como a;.
Pelo rebatimento exponencial acima mencionado, temos uma descrigao local da acao de
GG em uma vizinhancga tubular V de F, a qual é invariante sob G e com raio suficientemente
pequeno de tal sorte que a exponencial seja um difeomorfismo equivariante (D(n),G) —
V,G).
Assim, podemos identificar 7 com ) e um elemento de z € V pode ser visto como uma

28 —1-upla (z4,,%4,, ..., 24, ) onde cada T; € G atua em x como

(Tay, Tags -y ay, ) = (ai(A1)za,, ai(A2)Ta,, . oo ai(Agr_1)Ta, ) -

Definigao 3.2.9. O fixed-data de uma Z5-acao (M, Ty, Ty, ..., T}) é dado por

= P e

0<j<2k—1
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CAPITULO 3. COBORDISMO DE ZE-ACOES

onde A; percorre todas as sequéncias (as, ..., ax), a; = £1, com excecao de (1,1,...,1).
A conexdo entre o bordismo de Z5-acoes e o cobordismo simultaneo é devido & Stong,

o qual em [24] mostrou o seguinte teorema :

Teorema 3.2.10. Duas Z5-agoes sio cobordantes se, e somente se, seus fized-data forem

stmultaneamente cobordantes.

O]
A seguir, mostraremos outra forma de indexar o fixed-data de (M, Ty, ..., T}), através

de homomorfismos p : Z§ — Z,.
Para cada sequéncia A = (ay, ..., a;), podemos criar o homomorfismo py : Z5 — Zo,

dado por p(T;) = a;.

Por outro lado, dado p : Z5 — Z, homomorfismo nao nulo, e tomando a sequéncia
A = (ay,as,...,a;) onde a; = p(T;), temos p = pa.

Assim, A — p4 é uma associacao biunivoca entre a colecao de sequéncias nao nulas e
a colecao de homomorfismos nao triviais.

Observe que se definirmos €, sendo o sub-fibrado onde cada T; atua nas fibras como
pa(T;), temos €4 = €,,.

Dado p € Z§ — 7, homomorfismo nao nulo, temos que ker(p) = Zi~! assim faz
sentido tomarmos a agao restricao ¥ = @, e temos o seguinte resultado, o qual fornece

uma caracterizagao mais geométrica para €,
Teorema 3.2.11. Seja € o fibrado normal de Fo em Fy. Entdo € = ¢€,.

Prova:. Como €, é caracterizado como sendo o sub-fibrado onde cada T' € Z age nas
fibras como p(T), basta mostrarmos que cada tal T" age nas fibras de € como p(T).

Como € ¢ o fibrado normal de Fy em Fy, e ¥ = ®|,, entdo cada T' € H = Ker(p) age
nas fibras de e como identidade.

Além disso, como H = Ker(p), entdo p(T) = 1. Portanto, T" age das fibras de € como
p(T) para cada T € H.

Por outro lado, se T'¢ H = Ker(p), entao (Fy,T) é uma involugao fixando Fp e T age
como a antipodal em uma vizinhanga tubular apropriada de Fg em Fy .

Como T' ¢ H = Ker(p), entdao p(T) = —1, ou seja, T' age nas fibras de € como p(7T').

[
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3.3. ZK-ACOES ESPECIAIS

3.3. Z4-Agbes Especiais

Nesta secio definiremos algumas Z5-acoes em variedades e explicitaremos seus respecti-
vos fixed-data. Tais acoes serao obtidas indutivamente a partir de involugoes e terao papel

fundamental nas classificagoes obtidas nos capitulos seguintes.

Definigao 3.3.1. Seja M variedade e T': M x M — M x M dada por T(x,y) = (y,x);

(M x M,T) é uma Zs-acao chamada “twist”.

Teorema 3.3.2. O fized-data da a¢ao “twist” é (Fiyist, TM) onde Fiyise € a diagonal A =
{(z,y) € M x M/x =y} a qual é difeomorfa a M, e TM € o fibrado tangente a M.

Prova:. Claramente Fy ;s = {(z,y) € MxM/x =y} = A = M, assim basta mostrarmos
que o fibrado normal n — F},;s € equivalente a 7M.

Sabemos que 7(M x M) = 17M @& 7M e que 7(M x M)
Como T7A ¢ o sub-fibrado de 7(M x M),
(v,v) € T(M X M)(3.2), entdo tomando § — A sub-fibrado de 7(M x M), 4 tal que a fibra
sobre (x,x) sdo os vetores da forma (—w,w) € 7(M X M), 4, temos que 7(M X M) (z.2) =
0@ TA.

Logo, n é equivalente a 8, o qual é equivalente ao fibrado tangente TM — M via a

=ndTA.

cuja fibra sobre (z,x) sdo os vetores da forma

la

aplicacao fibrada (v,v) — (—v,v).
O
Definiremos a seguir uma Z5-acdo a qual é uma generalizacao da Zy-acao “twist” e que

chamaremos de Z&-twist.

Definigao 3.3.3. Definiremos a acio Zs-twist de forma indutiva. Aqui (M)" denotard o

produto cartesiano de r-cépias de M.

Para k = 1 defina como em 3.3.1.
Supondo definida a Z§-twist, ((M)

ok—1

7T17 c. 7Tk71) defina
(M. T) = (MY T, T
MM, T) = ((M)”,T7,....T}),

onde

2k—1 2k—1

(M), T, T ) = (M) < (M) Ty x Ty, Thoy x Ty

1

e T} atua em (M)Qk = (M)Qki X (M)Qki1 como T} (z,y) = (y, ).
E um exercicio simples mostrar que Ti', 1 <@ <k, sao involucoes comutantes, definindo

. ~ k
assim uma Z4-acio em (M)*.
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As acdes I descritas abaixo foram introduzidas por P. Pergher em [I1], e também
aparecem em [17].
Em sua tese de doutorado [7], R. de Oliveira detalhou didaticamente pormenores sobre

as propriedades de tais agoes.

Teorema 3.3.4. O fized-data da Z5-“twist” é (M, 7M, ..., 7M) (2% —1 cdpias de TM ). Ou
seja, para qualquer p : 25 — Zs, €, = TM com TM sendo o fibrado tangente de M.

Prova:. Prova feita em [[7], pg 42].
[

A seguir descreveremos outra Z4-acao especial, a qual é obtida de uma involucao (M, T).

Definigao 3.3.5. Dada uma involugao (M, T') com fixed-data n — F, definiremos de forma
indutiva uma Z&-acio sobre (M)2" ™" a partir de (M, T), a qual denotaremos por T¥(M, T).
Para k = 1 definimos I'}(M,T) = (M, T). Para k > 1, suponha definida ¥~} (M, T) =

(MQk_Q,Tl, ..., T)—1). Defina entéao

THM,T) = (M*",T,...,T}),

!

onde (M2 T),... \T,_) = (M* 7 x M* 7 Ty x Ty,..., Teuy X Tpq) e T, atua em
M2 5 M2 como Ty (z,y) = (y, ).

Teorema 3.3.6. Os fibrados do fized-data de T¥(M,T) tem a segquinte descrigio: para

cada A = (ay,as,...,a),
e Sea; = —1, entdo €4 =1, onden — F € o fizred-data de (M, T);
e Sea; =1, entio e =1, onde T — F ¢ o fibrado tangente.

Prova:. Prova feita em [[7], pg 43]. O

Teorema 3.3.7. Seja (M, ®) = (M, Ty,...,Ty) uma Z5-a¢io com fized data

(F<1>;€A1,...,€A2k71).

Entdo os fibrados do fized-data de Z5™-acdo (M, V) = (M, T, Ty, ..., Ty, Id) tem a se-

guinte descri¢ao: para cada B = (by,ba, ..., bgi1)
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o Se (by,by,....bx) = (ar,a9,...,a5) = A# (1,1,...,1) ebpr1 =1, entdo eg = €4;
o Se (by,by,....bg) = (ar,a9,...,ax) = A# (1,1,...,1) e by = —1, entao eg = 0;
o Se (by,by,....br)=(1,1,...,1) e bpr1 = —1, entao eg = 0.

Prova:. Prova feita em [[7], pg 44]. O

Aplicando o teorema anterior repetidas vezes, obtemos o seguinte corolario
Corolario 3.3.8. Seja (M, ®) = (M, T}, ..., Ty) uma Zk-acdo com fived data

(Fq’;EAN""EAQk,I)'

Entdo os fibrados do fived-data da 75 *-acio (M, V) = (M, T\, Ty, ..., Ty, Id,Id,. .. Id)

(acréscimo de s identidades) tem a sequinte descrigao: para cada B = (by, by, ..., bgi1)

o Se (bi,bg,... b)) = (a1,0a9,...,a5) = A # (1,1,...,1) eb; = 1 para j > k, entdo

€EB = €4;

o Se (by,by,...,b;) = (@1,0a9,...,a5) = A# (1,1,...,1) e b; = —1 para algum j > k,

entao eg = 0;

o Se (by,by,...,bx) = (1,1,...,1) eb; = —1 para algum j > k, entdo eg = 0.

Aplicando o Coroldrio 3.3.8 as agoes I'¥ (M, T), obtemos novas agoes:

Defini¢ao 3.3.9. Seja (M, T') involucao com fibrado normal n — F e 1 < t < k en-
tao definimos uma Z&-acdo da seguinte forma se T(M,T) = ((M)* ', Ty,...,T}) entdo
LF(M,T) = (Ty,..., Ty, Id,. .., Id) (Acréscimo de k — t identidades a I't)

Pelo Teorema 3.3.6 e Corolério 3.3.8, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.3.10. O fized-data de T¥(M,T) tem a sequinte descrigio em termos dos A =

(a17a27 s 7ak‘)

o Seaj=1paraj>tesea =—1, entao e4 =1, onden — F ¢ o fibrado normal de
(M’ T)’

o Seaj=1paraj>tesea =1, entdo ex =T, onde T — F' € o fibrado tangente;
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CAPITULO 3. COBORDISMO DE ZE-ACOES

o Seaj =—1 para algum j > t, entdo €4 = 0.

]
Encerraremos essa se¢ao fazendo uma observagao sobre Z5-acoes que sdo equivariante-

mente cobordante & uma acao do tipo I'¥ (M, T).

Observagao 3.3.11. Sejam (M, T) involugao cujo fibrado normal é n — F e (W, Sy, ..., Sk)

uma Z4-acao com fixed-data

@ep — F, com P = Hom(Z&,7Z,) — {1}

peEP

com a seguinte descricao
o Se p(T) =—1e p(T;) =1 para j > t, entdo €, = n;
e Se p(T) =1e p(Tj) =1 para j > t, entdo €, = 7;
e Se p(T;) = —1 para algum j > ¢, entéo €, = 0.

Pelo Teorema 3.3.10 e pela caracterizacao feita no Teorema 3.2.11, o fixed-data de
(W, Sy, ..., S;) é simultaneamente cobordante ao fixed-data de I'F(M,T).
Segue do Teorema 3.2.10 que (W, Sy, ..., Sk) e T¥(M,T) sao equivariantemente cobor-

dantes.

3.4. Fixed-Data de Z5-Agbes

Nesta segao mostraremos algumas propriedades que o fixed-data de uma Zz2-acio devem
satisfazer (veja Teorema 3.4.1), além de mostrar que existem vdrias “copias” de Z2-acoes
no fixed-data de uma Z5-acoes, ou seja, informacoes sobre o fixed-data de Z2-acoes podem
fornecer importantes informagdes do fixed-data de uma Z5-agao (veja lema 3.4.6).

O Teorema 3.4.1 mostrado a seguir é fundamental para a realizacao deste trabalho, e
foi obtido através de uma consideravel melhora do resultado obtido em ([13] Teorema 1,
pg.2145).

A melhora em questao foi a simplificacao de uma das condi¢oes necessarias e suficientes
para que uma determinada lista de fibrados (€,,, €y,,€p,) — F seja um fixed-data de uma
73-acao.

As condicoes necesséarias e suficientes dadas pelo teorema a seguir desempenha, no

contexto de Zz2-acoes, o mesmo papel que o homomorfismo & da sequéncia de Conner e
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Floyd desempenha no estudo de involugoes, pois possibilita afirmar, caso a lista satisfaca

as condigoes, que existe uma Z3-acao com fixed-data sendo a lista em questao.

Teorema 3.4.1. (F;ey, €, ¢€3) € fived-data de uma Zi-agao se, e somente se, as sequintes

listas bordam:
(a) (M, e2® (e3®@ M) — RP(e));
(h) (A2, &1 ® (€3 ® Ag)) — RP(e3);
(c) (Ns,61 @ (2 ® A3)) — RP(e3);
onde \; = RP(e;), i = 1,2,3 sao os respectivos fibrados linhas.

Prova:. Segue de ([13] Teorema 1, pg.2145), que (F; €, €2, €3) é fixed-data de uma Z3-agao

se, e somente se, valem os itens (a), (¢) e a seguinte lista borda

(N, A1, 0) (A2, €1 @ (€3 ® A2),0)
1 U 1 ;
RP(e; @ (€3 ® A1) RP(e2)

onde A é o fibrado linha sobre RP(e; @ (e3®@ A1) e RP(e3 @ (e3® \;)) fibra sobre RP(e;).

Assim, para demonstrar o resultado basta mostrarmos que
()\/, )\1, O) — RP(€2 ©® (63 ® )\1))

borda simultaneamente.

Pelo cobordismo simultaneo do item (a), existem v — W e n — W tais que
oW = RP(Gl), ’}/|RP<€1) = )\1 e mRP(el) =€ D (63 & )\1)

Considere agora A — RP(n) o fibrado linha associado & 7, e p(y) — RP(n) o pullback
do fibrado 7 — W pelo fibrado projetivo p : RP(n) — W.

Observe que

ORP(n) = RP(n,,,,) = RP(62 ® (€3 ® \1)),

e p(7) restrito & ORP(n) = RP(es ® (e3 ® A1)) é igual ao pullback do fibrado restri¢ao
Vow = A1 POT Plyppy ORP(n) — OW, ou seja,

ﬁ('Y)IaRP(n) A
I = l -
RP(EQ EB (63 ® /\1)) RP(€2 @ (63 ® )\1))
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Por fim, temos

X|BRP(17)
{ = {
RP(e2 ® (e3® A1) RP(e2 ® (€3 @ A1)

Observagdao 3.4.2. Se (A1, €2 @ (€3 @ A1) = RP(e,,)) borda simultaneamente, entao
()\1 D---D )\1 D (62 D (63 X )\1))) — RP(6P1>

deve bordar equivariantemente, pois todos os niimeros caracteristicos da lista anterior sao

em particular nimeros caracteristicos de (A, €2 ® (€3 ® A\1)) — RP(e,,).

Para fazermos uso do teorema anterior, na classificacao de Z3-acoes fixando K4P?" U
K P*™ ! feita no capitulo 4, precisaremos de um lema que serd titil nos cdlculos de niimeros

caracteristicos.

Lema 3.4.3. Sen® — K P> é um fibrado k-dimensional com classe W (n*) = (14+ay)?,
entao
W(RP(") = (1+ aa)*™ (1 + ) "1+ aqg + ¢)".

Prova:. Como W(n*) =1+v; + -+ v = (1 + ag)?, segue de Borel-Hirsebruch que
W(RP(1") = (1+0aa)*™ 2 [(1+ ) + (1+ ) o+ + o]
Se d > k, entao (1 + ay)?=1. Assim, podemos assumir que ¢ = 0 e temos
W(RP(U"“')) _ (1 +Oéd)2m+2(1 +C)k _ (1 +Oéd)2m+2(1 +C)k—qd(1 +ad+cd)q
= (14 a1+ )11 + ag + )2
Sed<kek?>qd, entao

(T4 ag)*™ 2 [(1+e)f + (L + o) o + - + vy

= (14 aa™ 2 [(14 ) + (140 va + -+ vga(1 + )]

= (14 ag)?™ (1 + )1 [(1+ )% + (1 + )T Dy + - + vy
= (14 aqg)*™ (1 + o) (1 4+ ag + )4

Sed<kek<qd, entao
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(1 + ad)2m+2 [(1 + C)k + (1 + C)kilvl N Uk]
= (L+ag)™ " [(1+ ) + (140w + - + vy
= (1+ o)™ 2 (14 )" [(1+ ) + (14 )y + - + (1 + ¢)17F]

Como v; = 0 para i > k, segue que

(1 + o)™ +2(1 + ¢)k—ad [(1 + )% 4 (1 + )@ Dy, 4o 4 (1 4 C)qdfk}
= (1 + ag)?™*+2(1 4 ¢)k—d [(1 +0)1 4 (14 )0 Dy + o (L + ) F o+ qu]
— (1 + ad)2m+2(1 + C)k—qd(l + g+ Cd)q'

O
Se (€1, €2,n") — K4P?™*1 ¢ fixed-data de uma Z2-acdo, entao temos do Teorema 3.4.1

e da observacao 3.4.2 que
M@ @ X@ (@ (2@ N3))) = RP(1")

borda equivariantemente.
Tomando-se 2° — (k — gd) somas de Whitney do fibrado A3, para 2° suficientemente

grande, temos
(1 +c)2s_(k_qd)W(RP(nk)) _ (1 + ad)2m+2(1 a4 Cd)q‘

Além disso, os termos de dimensio j de (1 + ¢)2° =+ (RP(n*)) sdo somas e produtos
de classes caracteristicas de W (RP(n")) e As.

Assim, se tomarmos um termo de dimensao j de (1 + ¢)2°~¢=9)W (RP(n*)) e multipli-
carmos com classes caracteristicas de A3, (€; ® (e2 ® A3)) e W(RP(n*)) de tal forma que
o produto tenha dimensio (2m + 1)d + k — 1, e avaliarmos em o(RP(n*)) obteremos uma

soma de numeros caracteristicos da lista
()\3, (61 D (EQ & )\3))) — Rp(nk).

Portanto, pelo Teorema 3.4.1, este produto evaluado em o(RP(n*)) deve ser nulo.
Como faremos muitos céalculos com classes obtidas da forma acima, faremos uso da

seguinte definicao

Definicao 3.4.4. Dizemos que x é um termo caracteristico se ele é formado por somas e

produtos de classes caracteristicas de fibrados.

Lema 3.4.5. Se {K P> ¢, €5,€3} € uma lista de fibrados, onde cada €; borda, entdo
existe uma Z3-agdo que borda equivariantemente, cujo fived-data é formado por (€1, €2, €3) —
KdP2m+1 )
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Prova:. Como cada ¢; — K P*"*! borda, segue do lema 2.8.3 que
W(e;) = (1 + aq)™, p; par.
Além disso, temos
W (K PP ) = (14 ag)?™ 2 = (1 + a2)™ .

Logo, todas as classes caracteristicas nao nulas da lista (e, €5, €3) — KqP?™ "1 sao formadas
por poténcias pares de ay.
Mostraremos a seguir que todos os niimeros caracteristicos da lista acima sao nulos.

Counsidere tl,l; ... 7t1111,t271, ... ,t27l2, t3,1; .. ’t3,l3 com
b oo by o ooty Ftag e fag, = 2m L.

Assim, pelo menos um ¢;; é impar, e pelas consideracoes acima podemos concluir que o
correspondente wy, .4 € 0.

Segue que

W, y.alen). . .w(tlyll)_d(el).w(tm),d(eg) ..... w(tzh).d(q).w(t?”l).d(@,) ..... w(t3’13)_d(63) =0,

ou seja, todo nimero caracteristico da lista acima é nulo.
Como (€1, €2, €3) — KqP?"*! borda simultaneamente, existem uma variedade W (2m+1hd+1

e uma lista de fibrados (p1, uig, p3) — WE™ DL tais que

a(W(2m+1)d+1) _ de2m+1 e [i =€

‘de27n+l

Seja U : D(v) — K4P?™"! o fibrado em discos de v = (€; @ €3 @ €3) — KaP? e
considere as seguintes funcoes 17 e Ts:

Ty : D(v) — D(v) que leva (ay,az,a3) € v (p), p € KqP?*™ | em Ty(ay,a,a3) =
(—ay,as, —as).

Como T preserva os vetores de norma menor ou igual a 1, entao 77 esta bem definida.
Além disso, temos T? = Id.

Ty, : D(v) — D(v) que leva (a1, as,a3) € v (p), p € KqP?™ ", em Ti(a1,as,a3) =
(a1, —ag, —as).
Da mesma maneira Ty é bem definida e 75 = Id.

Observe que (D(v), Ty, Ts) é uma Z3-agao com conjunto de pontos fixos
Fr, N Fr, ={(a1,a9,a3) € v (p),p € KyP*™ " :a; = ay = a3 = 0} = K,P* 1
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Considere agora o fibrado em esferas S(p) — WE™ D de = (g @ py © p3) —
WemDdtL o Ty Ty @ S(1) — S(u) involugdes definidas respectivamente da mesma forma
que T e Ts.

Observe que (S(p), T1,Ty) é uma Z2-acao livre de pontos fixos e d(S(u)) = S(v).
Além disso, (D(v), Ty, Ty) e (S(u), Ty, Ty) sao Z2-acdes com

9(S(p)) = S(v) = A(D(v)).

Como (D(v), Ty, Ts) coincide com (S(u), 1, T») no bordo, efetuando um cancelamento
de bordo, obtemos uma Z3-agao (W, Sy, S3), com W variedade sem bordo e Silpwy = Li-

Como (S(p), T1,Ts) é livre de pontos fixos, temos
Fs, = Fr, C D(v), k=1,2.

Seja (1e1,0): M0,1), M(1,1)) — KqgP?™ 1 fixed-data de (W, S, Ss).
Sabemos pelo Teorema 3.2.11 que

n@,0) ¢ caracterizado como sendo o fibrado em que 7] = T; e T = T, agem nas fibras
respectivamente como antipodal e identidade,

N,1) ¢ caracterizado como sendo o fibrado em que T3 = T5 e T] = T} agem nas fibras
respectivamente como antipodal e identidade,

N,y ¢ caracterizado como sendo o fibrado em que 7] = T} e T; = T, agem como
antipodal nas fibras.

Por construcao temos que 77 = T e Ty = T, agem nas fibras de €,, respectivamente
como antipodal e identidade, ou seja, 71,0y = €1.
Da mesma forma temos 7,1) = €2 € 1(1,1) = €3.

Além disso, como a lista {¢,, — K4P*"*'} borda simultaneamente, temos pelo Teorema
3.2.10 que a Z3-acao (W, Sy, S;) borda equivariantemente.

O
O lema a seguir é exatamente o lema 3.1 de [[19], pg. 104] e por ser uma das principais

ferramentas da classificacio de Zi-acoes, daremos a seguir uma prova mais detalhada.
Lema 3.4.6. Se (M, ®,G) é uma Zk-agio com fived-data
(F‘P? {GP}PGP); P = Hom(ZIQC>ZZ> - {1}

e Q= {ps/a € A} é um subgrupo de Hom(Z%,Z,), entio existem subgrupos G, e Go tais
que G = G1 @ G, onde

Gy ={p: 725 — Zy : p é trivial em Gy} =
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e o fized-data de (G1, Fa,,®la,) € (Fo,{vp}yer), P = Hom(G1,Zy) — {1}, vy = €,
pEQep, =p.
Prova:. Considere {®,...,®;, &1, ..., &} base de Hom(Z%, Z,) tal que {®y, ®s, ..., &;}
¢é base de €.

Temos um isomorfismo natural de W : Z5 — Hom(Hom(Z5,7Z,), Z,) dado por T — &,
onde ®(T)(p) = p(T) para todo p € Hom(Z5, Z,).

Seja {T%,...,T;,S1,...,Sk_¢} a base de Z& correspondente & base dual
{®7,...,®5,&,...,&_,} de Hom(Hom(Z%,Zs),Zs) pela aplicagao ¥, e considere

G1:<T1,...,E> e G2:<Sl,...,5k,t>.
Afirmacao 1: G5 = {p: Z — Zy : p é trivial em Gy} = Q.
2 2

Seja p : Z5 — 7y com p trivial em Gy, ou seja, p(S;) =1,i=1,...,k —t.
Se p ¢ Q, entao p=&;, ... 9; &, ..., com s >1epara j.,r € {1,...,s}, temos

L= p(S;,) =9(S;,)(p) =& (p) =& (Pyy ... 0., ... &) =& (&) = —1.

Portanto, Gy C €.
Por outro lado, se p € (2 entao p é da forma ®;, ..., o,
Dado je{l,...,k—t}eie {1,...,t}, temos

e

D;(S)) = U(S5;)(®i) = & () = 1.

J
Portanto, p(S;) =1 para j € {1,...,k —t} e p é trivial em Gb.
Observe que (Fg,, P Gl) possui Fg como conjunto de pontos fixos.

Counsidere
(F<I>7 {Vpl}plepl)7 Pl = HOm(Gl,Zg) - {1},

fixed-data de (Fg,, @5, )-
Mostraremos que v,y = €,, para algum p € P tal que p, =p e p € Q.

Seja v, no fixed-data de (Fo,{vy}yep/) € considere p € P com p, = p' e p agindo
trivialmente em Gs.

Como p age trivialmente em G, entao pela afirmacao 1, p € Q. Como v, ¢é fibrado
normal de Fy em Fi, e cada T age nas fibras de v, como p'(T"), temos para cada T' € G
que p(T) = 1.

Portanto, p/(T') = p(T') = 1 para cada T € Gs.
Como €, é caracterizado como sendo o sub-fibrado do fixed-data de (M, ®), onde cada

T € ® age nas fibras como p(T), devemos ter v, = ¢,. O
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Capitulo

4
Zé‘“—agées fixando K ;P> U K P>m+1

4.1. Introducéao

Neste capitulo classificaremos a menos de cobordismo equivariante, as Z5-acoes (M, ®)
cujo conjunto de pontos fixos é K;P?" U K;P?*™ ! onde K,P para d = 1,2,4 é respectiva-
mente o espaco projetivo real, complexo e quaternionico.

A classificac@o serd descrita em termos das classes de cobordismo de involugdes (M, T)
que fixam K P?*" U K P>+,

Explicitamente mostraremos que toda Zk-aciao (M, ®) é equivariantemente cobordante
& uma Z5-agao do tipo T¥(W,T) onde (W, T) é uma involugio fixando K P*" U K4P?™ .

4.2. Classificagio de Z3-ages fixando K, P> U K, P*"+1

Lema 4.2.1. Seja (€, €5 €p5) — KaP? U (Lpy, tpys Hps) — KgP?™ L fized-data de uma
Z3-agdo, (M, ®), com M conexa. Se U,, e V,, sio as componentes do conjunto de pontos
fizros do Ker(p;) contendo KqP*" e K4P?*™ ! respectivamente, entio existe i € {1,2,3}
tal que U,, NV, = 0. Neste caso, dizemos que €,, e p,, fitam separado, caso contrdrio,

dizemos que fixam junto.

Prova:. Se U, NV, # () para todo i € {1,2,3}, entao U,, =V,, e

Pi
dim(ep,) + 2nd = (2m + 1)d + dim(p,,), @ € {1,2,3}.
Além disso, como (€yy, €y €p5) —> KaP?™ U (s flpns fps) — KgP?™H1 é fixed-data, temos

2nd + dim(e,, ) + dim(e,,) + dim(e,,) = (2m+ 1)d + dim(p,,) + dim(p,,) + dim(p,,).
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Segue que
(%) dim(ep,) + dim(e,y) = dim(pp,) + dim(py,).

Suponha sem perda de generalidade que 2n < 2m + 1.
Como dim(e,,) + 2nd = (2m + 1)d + dim(p,,), temos

dim(e,,) > dim(p,,), i = 1,2,3,

gerando um absurdo em (x).
Portanto, existe i € {1,2, 3} tal que U,, NV, = 0.

Lema 4.2.2. Seja (M, ®) uma Z3-agdo, com fized-data
(€p1s €pas €ps) — KaP?™ U (lpy s fpys fps) — KqP? L.
Entao, as possibilidades para (€,,, f1,,) $40
e 1 = (0= K P?™)U (£ = KyP*™*), onde & borda;
o 1y = (72" — K P?) U (€ — K4P*™ ), onde & borda;
o 05 = ((2m+ 277 = K,P?) U ((2n+ 1)yd — K P2+
o = (i@ REmHL-20d _y ¢, P2y | (44 5 K, PPmt1)

Aqui estamos considerando fibrados com classes caracteristicas iguais e fibra de mesma

dimensao sendo fibrados iguais.

Prova:. Suponha que (€, €y, €p5) —> KaP?" U (fpy, fpy, Hps) — KaP?™ ! seja fixed-data
de uma Z3-agao (M, ®).

Se U,, = V,,, entao tomando T" ¢ Ker(p;) temos (U,,,T') involugdo com fibrado normal
€p, — KqP?" U p,, — KyP?m

Pelo Teorema 2.8.11 as possibilidades para (e,, ;) 80
(1) (€pi o) = ((2m +2)7" — KyP?)U((2n + 1)y* — KyP?™ 1), com 7 fibrado linha;
(2) (€ps, pp;) = (v REmHI=20d 5 |, P) U (v¢ — KyP*™ 1), com 4? fibrado linha.
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Se U,, NV,, = 0, entdao tomando T" ¢ Ker(p;), temos (U,,,T) e (Up,,,T) sendo invo-
lugoes fixando Ky4P?" e K4P?™*! com fibrados normais €,, — K P> e p, — KqP*™t!
respectivamente.

Pelo Teorema 2.8.10, €,, é cobordante ao fibrado tangente 72" — K, P?" ou é o fibrado
0-dimensional 0 — K,P?", e pelo Teorema 2.8.9 11, borda equivariantemente.

Sendo €, cobordante ao fibrado tangente 72" — K;P?" temos pelo lema 2.8.1 que ¢,
pode ser tomado como sendo o fibrado tangente pois W (e,,) = W (72"4).

O]

Observagao 4.2.3. Se (M",®) é uma involugao cujo fibrado normal é do Tipo 74, entao

segue do Teorema 2.8.11 que
r=02m+2)d <l4(2n) + (2n + 1)d.

Como [4(2n) < 2nd temos em particular que (2m + 1)d < 4nd.

Observagao 4.2.4. Como 1 /g, pem+1 € 1 /e bordam equivariantemente, temos pelo
d

p2m+1

lema 2.8.3 que a classe de Stiefel-Whitney desses fibrados sao da forma (1 + «4)? com ¢

par.

Considere agora (M, ®g) e (N, ¥y) involugoes fixando KyP** U K;P*™ ! com fibrados

normais sendo respectivamente

(2m+2)y" = KyP*") U ((2n + 1)y* = K PP
((,yd ® R(2m+1—2n)d) N de2n) U (7d N de2m+1) 7

onde v¢ é o fibrado linha. Assim, temos as seguintes Z32-acoes fixando KyP?" U K,P?™+1:

o I'2(M,®) cujo fixed-data ¢

((2m+2)7%, (2m 4 2)7, 724) — K4P?" U
((2n + 1), (2n + 1)y, 7@mEDD) 5 K, PPt

o I'2(M, ®y) cujo fixed-data ¢

((2m + 2)7%,0,0) — KaP? U (20 4 1)7%,0,0) — K P>+,
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e T2(N, W) cujo fixed-data é

((,yd D R(2m+1—2n)d’ ,yd D R(2m+1—2n)d’ 7_an) — de2n)U((’)/d, 'Yd, 7_(2m+1)d> N de2m+1);

e T'3(N, ) cujo fixed-data ¢é
((’Yd D R(2m+172n)d’0’ 0) - KdP2n> U (('Yd, 070) N KdPZerl).

Teorema 4.2.5. Se (W, ¥) ¢ uma Z2-agdo firando KaP?" U K P*™ 1 entio (W, ¥) €

cobordante a uma das acoes abaixo

oT3(M,®g), oI3(N, W), oI3(K.P? x K.P™ twist) U (W', '),
oT2(K. P>, Id) U (W', W), j € {1,2}

onde (W', W) € uma Z3-agao fizando KqP*™ " que borda equivariantemente e o : 75 — 73

¢ um automorfismo.

Prova:. Analisaremos as possibilidades no fixed-data de (W, ¥) na seguinte ordem, pri-
meiramente consideraremos os fixed-datas contendo exatamente 1 fibrado do tipo 7, depois
com exatamente 2 do tipo 7; e finalmente com exatamente 3 do tipo 7.

A seguir analisaremos os fixed-datas nao contendo fibrados do tipo n;, na seguinte
ordem, os que contém exatamente 1 do tipo 7y, exatamente 2 do tipo 7, e exatamente 3
do tipo ny. Finalmente analisaremos os fixed-datas contendo somente fibrados do tipo 73 e
Na-

Fazendo uso de um automorfismo o : Z2 — 72 se necessario, nao nos preocuparemos

com a ordem dos fibrados no fixed-data.

Caso: (7717 M4, 774)

Pela observagao 4.2.4 temos W ( = (14 B4)? com q par.

771 ‘de2m+1 )
Se (n1,m4,m4) seja fixed-data de uma Z32-acao, entao pelo Teorema 3.4.1 segue que

()‘47774|de271 D (771|de2” ® 1)) <>\_4; UZ —— D (UuKdPQmH ®)\_4)>
I U {
RP(U4|KdP2n> RP(

774‘I(dp2'm+1 )

borda simultaneamente. Como M|, pon = U, €ntao
d
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W(774|de2n d (771\de2n ®@N\y)) = W(n4|KdP2n) = W(y @ RemH1-2d) = | 4 ¢,
Por outro lado, temos

W( @A) = (14 82) [(L+e) + (1 +ea) oy + -+ vy,

?74‘de2m+1 © (771|KdP2m+1

e W( )= 4+Ba)=1+vi+vo+---+u.
Além disso, como 7, fixa junto temos

onde | = dim(m,_
d

p2m—+1 ) 771‘de2771+1

2nd + 2dim(y? @ RCmH1=20d) — (2m + 1)d + | + 2dim(y?).

Segue que [ = (2m+ 1 —2n)d e

Waay, o @ (N, o, @A) = Wiy o) = 0

_ l
wd(TM'KdP?erl ) (Ul\de2m+1 ® )\4)) = Ba+ <d> eg

= Ba+es.

Como

wa(RP (M, 1)) =0 € wa(BP(my, o)) = €5+ Ba

entao podemos formar os seguintes termos caracteristicos,

Waay, o ® (N, oy @ A1) +wa(RP (0, ) = Qay
wd(774\;<dp2m+1 ® (M), p2mrr @ Ag)) + wd(RP(ﬂ4|KdP2m+l)) = 0.
Como a lista acima borda, devemos ter

n (2m+2—-2n)d— m+2—2n)d—
1= (a2 G (RP (e pen) ) = (0.8 o (RP(yy00)) = 0.

Portanto, (91,74, 74) nio pode ser fixed-data de uma Z3-acao.

Caso: (7]17 13, 7]3)
Se (n1,m3,m3) ¢é fixed-data de uma Z3-agao, entao pelo Teorema 3.4.1 segue que

()‘37773|de271 D (771|de2” ® A3)) <>\_37 ] pomir P (UuKdPQmH ®)\_3)>
I U {
RP(%Idezn) RP(

773‘}(0{1::2'm+1 )

borda simultaneamente. Como M|, pon = U, €ntao
d
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W31, pon © (M), oy @A) = Wiy o) = W((2m A+ 2)77) = (1 + aq) 2.

Por outro lado,

W(773|KdP2m+1 52 (nl\KdP2m+1 ® X3)) = (1 + Bd)2n+1 [Z(l + eQ)l_di (3) 52] :

()

Como (my,m3,m3) € fixed-data temos
2nd + 2dim((2m + 2)y?) = (2m + 1)d + | + 2dim((2n + 1)7%).

Segue que [ = (2m+ 1 —2n)d e

wd(ﬁS'KdPQ" @ <771|KdP2" ® )\3)) = 0

_ [
wd(773‘KdP2m+1 @ (771|de2m+1 & )\3)) = Ba+ (d) eg

= ﬁd—l—eg.

Além disso, wd(RP(n3|KdP2n)) =qge wd(RP(n3|de2m+1)) = el + By

Assim, podemos formar os seguintes termos caracteristicos
wd(RP(’f]3|KdP2n)) + 'LUd(773|KdP2n @ (7]1|KdP2n ® A3)) = ag;
wd(RP(T]Slep?erl)) + wd(nglep2m+1 @ <n1|de2m+1 ® )\3)) = 0

Como a lista acima borda devemos ter

n . (2m+2)d—1 2m+2)d—1
1= (e o(RP(y, ,0)) = (08" 0 (RP (g, ,0,))) = 0.

Portanto, (1,73, 73) nao pode ser fixed-data de uma Z3-agao.

Caso: (01,72, M4)-
Neste caso 2m + 1 > 2n e pela observacao 4.2.4 temos

W( = (14 B4)* com ¢, par.

/’72|de2m+l)

Se (n1,m2,m4) é fixed-data de Z3-agao, entdo pelo Teorema 3.4.1 segue que

()\4, n1|KdP2n S¥ (U2|de2n & )\4)> ()\_4, (771\K[1132m+1 ©® (772|Kd132m+1 & >\_4))>
\ U !
RP(U4|KdP2n> RP(

774|de2m+1 )
borda simultaneamente. Como 71|, pen = 0, entao
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2n

nd—di 2n + 1 i

W(n1|KdP2n @ (n2|de2n ® /\4)) - W<772|de2n ® )\4) - Z(l + 62)2 o ( Z )ad.
1=0

Por outro lado, temos

W(771|de2m+1 52 (nQ‘KdPQerl ®X4)) = (1 + Bd)q [Z(l + 62)127& (q;) Zl] :

7

Assim,

wd(Th'KdPQW EB (n2|KdP2n ® )\4)) = O{d;

1()(1(771|dezwrl S (772|O”)2Wrl ®N)) = ( ly > 4 d<l,

[
Se d >l ou ( ; ) = 0, entao usando o fato da lista acima bordar temos

n _(2m+2-2n)d—1 2m+2—2n)d—1
1= (agre®™ 2 (R ,0)) = (068 o (RP (L L)) =0,
Caso contrario, como
wa(RP (M, ) = 0 € Wa(RP (Mg, oy)) = €5+ Ba
podemos formar os seguintes termos caracteristicos:
wd(RP(ﬁ4|KdP2n)) + 'LUd(771|KdP2n 2] (772|de% ® A1) = ag;
wd(RP(n4\KdP2m+1)) + wd(nl‘KdP2m+1 D (772|de2m+1 ® M) = fa-
Como 2m + 1 > 2n e a lista acima borda segue que
O = <a(21m+1€(f_17O-(RP<T]4|KdP2n))> = < 2m+1€(21_17O-(RP<T]4Ide2m+1))> = 1

Portanto, (1,72, 74) nao pode ser fixed-data de uma Z3-agao.

Caso: (7717 12, 773)
Se (n1,m9,m3) ¢ fixed-data de Z3-acao, entdao pelo Teorema 3.4.1 segue que

()\4, W1|de2n ©® (772|de% ® )\3)> <)\_37 (771\](0”327”+1 S% (02|de2m+1 & )\_3)))
\ U !
RP(y, .. RP(

773|de2m+1)
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borda simultaneamente.

l
Sed > ls0u ; = 0 temos uma contradi¢do da mesma forma que no caso (71, 72, 74).

[
Assim, podemos supor d < [, e ( ; > = 1.

Segue que

wd(771|KdP2n ® (772|de2” ® A3)) = ag;

wd(RP(n3|KdP2m+1)) + wd<m|xdp2m+1 S (772|Kd}32m+1 ® N3)) = ed.
Como
wd(RP(ng‘KdPQ")) = Qa € wd(RP(n3‘KdP2m+1)) = 6‘21 + ﬂd?

entao podemos formar os seguintes termos caracteristicos

wa(RP(yy, o))+ walimy, o, ® (), o, ® A3)) = 0;
Wa(BPM3), o))+ 0, o © (21, iy @ A3)) = Ba

Como a lista acima borda, devemos ter

2n+1)d—1 m 2n+1)d—1
0= (0™ VY o (RP(ny, 000 = (B3 0 (BP0 ))) = 1

Portanto, (11, 72,73) nao pode ser fixed-data de uma Z3-agao.

Caso: (11,73, 14)
Como ocorre 14, entao pela observacao 4.2.3 temos 2n < 2m + 1 < 4n.

Se (n1,n3,n4) é fixed-data de uma Z3-agao, entao pelo Teorema 3.4.1 a lista a seguir

borda:

()\3, My pn @ (774|de2n ® Ag)) <A3,771|de2m+1 ) (774\de2m+1 ® Ag))
{ U {
RP(ng\KdP%) RP(

773‘I(dp2'm+1)

Como My pon = 0, temos

WO, pan @ (M) @ 8)) = Wy, o, @ As)) = (14 €)M H2720 4 (14 e 120y,
Além disso, temos
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W<771|de2m+1 @ (n4‘de2m+l ®)\_3)) = (1 _I_ /Bd)q |:]‘ + eg + 5d] .
Assim,
2m+2 —2n
w2d(771|KdP2n >, (774‘de2n ®A3)) = ( ; )e%d i Oédeil;

e q
w2d<n1|KdP2m+1 EB <774|KdP2m+1 ® )\3)) = (2) /65

2 2—-2
Se ( " +2 " > = 0, entao usando o fato da lista acima bordar temos

n m+2—2n)d—
1 = <(Oéd6(1i)2 652 +2-2n) I,U(Rp(n3|;<dp2n>)>
q n m —zn)a—
<<2> (B42)%en2rmt2=2m)d 1,U(RP(773|de2m+1))>
q n m —zn)ad—
= <<2> i o, (2m-+2-2m)d I,U(RP(U3|KdP2m+1))>
= 0.
2 2—-2
Portanto, podemos supor " +2 "= 1.

Segue novamente do Teorema 3.4.1 que a lista a seguir borda:

<)\37 Mg pan @ (771|de2” ® As)) ()\_37 Ml pomir ("71\Kd132m+1 ®)\_3)>
1 U 4
RP(ng‘KdPQn) RP(

n3‘de2m+1 )

Como M pon = 0, temos

W(U4|KdP2n S (771|KdP2n ®A3)) =1+ ay.

Como supomos (11, 13, n4) fixed-data, se [ = dim(n1|K entao
d

p2m+1 )

2nd+ (2m+2)d+ (2m+2 —2n)d = 2m+ 1)d+ 1+ (2n + 1)d + d.

Assim, [ = (2m + 1 — 2n)d.

Como
W @ (

7]4\de2m+1 nl‘KdPQm""l
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CAPITULO 4. ZE-ACOES FIXANDO KpP*N U K, P2+

entao
_ [ d
wd<n4|de2m+1 ® (nl‘KdP2m+1 ® )‘3>> - Bd + d €9,

— l
w2d(n4|KdP2m+l @ (nl\de2m+1 ® /\3)> = ﬁd( ) (2d> gd + (g) BCQI

2m+2—2n)

Da igualdade = 1 podemos concluir que 2 nao esta na particao didtica

de 2m — 2n + 1, ou seja,

L\ [ @2m+1-2n)d _0
2d | 2d B

[
Além disso, como d esta na partigao didtica de | = (2m + 1 — 2n)d temos ( y ) =1.

Logo,
w2d(774|1<dp2m D (771|de2m+1 ® X)) = Baeh+ ( )ﬁda
w2d<n4|KdP2n @ <771|KdP2n ® )\_3)) = 07

sao classes caracteristicas correspondentes.

Observe que

wd(n4|KdP2m+l @ (nl‘KdP2m+1 ®)\_3)) + eg = /8d7
wd(n4|KdP2n @ (nllePZn ® )\3>> + e? = Oéd + eil'

sao termos caracteristicos correspondentes, assim usando o fato da lista acima bordar

obtemos

1 — <ﬁd2m+l (2n+1)d (RP(U3\de27rz+1))>

= Qﬁ (ﬁ% ()@Q %dRoUﬂ%%&JMHD>
\
0

a+ 0.0, o (RP(y )
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Portanto, (11, 73,74) nao pode ser fixed-data de uma Z3-agao.

"

Casos: (7717 T2, 775)7 (7737 77/1/7 ™ ) e (7727 T, 77/1)
Mostraremos primeiramente que (71, 72, 75) nao pode ser fixed-data de uma Z3-agao.
Suponha por absurdo que exista uma Z2-acao (W, ¥) com fixed-data (1,72, 75)-

Pelo lema 3.4.5 temos que a lista ¢é fixed-data de uma

Z3-agao (W', @').

Segue que (W, ¥)U(WW’', @) é uma Z3-a¢ao equivariantemente cobordante & uma Z3-acao
fixando K P?".

Como K4P*" tem a propriedade H, entao temos por [19] que (W, W)U (W', ®') é equiva-
riantemente cobordante a oT'?(M,T) com (M, T) involugio fixando KyP?" e o : Z3 — 73
automorfismo.

Pelo Teorema 2.8.10 temos (M, T') equivariantemente cobordante a (KzP*" x K;P?", twist)
ou (M,T) = (K4P?",1d). Segue do Teorema 3.2.10 que as possibilidades para [(W, ¥) U
(W', ®")] sao:

/
{nl‘Kdﬂm—*-l ’ T]Q‘KdPQm""l ’ 772|KdP2m+1 }

(W, @)U (W', "] = [olF(K4P?", Id)] = [oT5(KaP>", 1d)] ;
(W, @)U (W', @")] = [olF (KPP x K P, twist)] ;
(W, @)U (W', @")] = [ol3(KsP™™ x K P>, twist)] .

/ e \
Logo, a menos de ordem, (m|de2n’772|de2n’772|;<dp2n> ¢ simultaneamente cobordante a
ond 2nd -2nd 2nd
(0,0,0), (=4, 72m¢ 7)) ou (72,0, 0).

Como ( = (0,72 72nd) temos um absurdo.

1 2 2/ 2 )
77 ‘KiPQn’,r/ ‘KiPQnylrl IK iP n

Suponha agora que (71,17, n}") e (12,71, 7;) sdo fixed-datas de Z3-agoes.

Pelo lema 3.4.5 temos que existem Z32-agoes (Wi, ¥1) e (W, ¥5) com fixed-datas

e

' " m /
{/’71|de2771+1 Th |, p2m+17 M |de2m+1} {n2|de27n+1 ) 771|dezm+1 ) nl\dezmH }

Portanto, se (W, ¥) é uma Z2-agdo com fixed-data (n},n7,n{’), entao (W, ¥)U (Wy, ¥;)
é equivariantemente cobordante & uma Z2-acao fixando KyP?".

Assim, por [19] e pelo Teorema 2.8.10 podemos concluir que (W, W) U (W7, ¥;) é equi-
variantemente cobordante & o2 (K4P?", Id), o3 (K P*™ x K4P?" twist) ou oT'3(K4P?" x

K4P?" twist), onde o : Z3 — Z3 é um automorfismo.
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Portanto, as possibilidades para [W, U] sao

W, 0] = [oT{(KaP?, 1d)] U[(Wy, ¥y)];
W, 0] = [oT](KsP* x K4P?", twist)] U [(Wy, ¥y)];
W, 0] = [oT5(KoP* x KaP?" twist)] U [(Wy, ¥y)].

Analogamente, se (W, ¥) é uma Z2-aciao com fixed-data (ny,n1,7}) entao as possibilidades

para [W, U] sao
(W, 0] = [oT7(KaP?, 1d] U [(Wa, Us)];
W, 0] = [oT](K.P? x K4P?"), twist] U [(Wa, ¥s)];
W, 0] = [oT5(KaP* x K4P?" twist)] U [(Wa, ¥y)] .

Além disso, como os fibrados do fixed-data de (W;, ¥;) sao fibrados que bordam equivari-
antemente, temos pelo lema 3.4.5 que cada (W;, ¥;) borda equivariantemente.
Analisaremos agora as possibilidades com exatamente 2 fibrados do tipo 7, com exceg¢ao

de (m2,m1,7,), o qual ja foi analisado.

Casos: (n1,71,13) € (11,77, M4)-

. el / _ U
Considere UTp— =¢{e My pomir = §.

Afirmagao 1: Se (11,7),n3) é fixed-data de uma Z3-acdo (W, ¥) entdo & e & sdo
nulos.

De fato, se (11,7}, n3) é fixed-data de uma Z2-acao, entao
2nd + 0+ 0+ (2m + 2)d = (2m + 1)d + dim/(€") + dim(&") + (2n + 1)d.

Da igualdade acima temos [ + " = 0, ou seja, [ =" = 0.

Afirmacao 2: Se (n,7,,m4) é fixed-data de uma Z2-acdo (W, ¥) entdo & e € sdo
nulos.

De fato, se (n1,1;,m4) é fixed-data de uma Z3-agao, entao
2nd + 040+ (2m +2 —2n)d = (2m + 1)d + dim/(€") + dim(&") + d.
Segue que [ + 1" =0, ou seja, [ =1' = 0.
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Assim, concluimos que em ambos os casos 17, = 1} = 0.

Logo, (n4,m1,7,) é simultaneamente cobordante a

(’}/d ey R(2m+1—2n)d’ 0’ O) (,yd’ 07 O)

! UL
Kd PQn Kd P2m+1

e (n3,m,n;) é simultaneamente cobordante &

((2m +2)7%,0,0) ((2n+1)7%,0,0)
4 U 1
KdP2n KdPQm—H

Segue que do Teorema 3.2.10 que as possibilidades nesses casos sao respectivamente [V, ¥] =
[T3(N, Wo)] e [W, 9] = [[F(M, Bp)].

Analisaremos agora os fixed-datas sem fibrados do tipo 7; e com exatamente 1 fibrado
do tipo 7s.

Observe que nesta andlise, T5(N, ) e T'3(M, @) sao exemplos de Z3-acoes cujo fixed-
data sao respectivamente da forma (19,93, 13) € (12,74, 14), para nz sendo o fibrado tangente
rnd _y |, P2y r@mtld _y f p2ml

Caso: (12,73,m4). Neste caso temos 2m + 1 > 2n.

Se (12, 13,m4) ¢ fixed-data de uma Z3-agao, entao pelo Teorema 3.4.1 segue que

()\47 T2y, pon &) (T]3|KdP2n ® >\4)) <>\_4, ("72\de2m+1 @ (773|de27”+1 ® )\_4)))
{ U 4
RP(n .. RP(

774|de2m+1 )
borda lista.
Como

n mao—dgi [2m+ 2\
VV(th(dlﬂn ® (n3|de2n ® /\4)> = (1 + O'/d)Q " [Z(l + 62)2 e ( ? )ad] )

)

entao wd(ledp% @ (773|KdP2n ® \y)) = Qq.

Por outro lado,
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W(<n2|KdP2m+1 @ (T]S'KdPQerl ® >‘_4))) = (1 + ﬁd>q2 [Z(l + 62>2n+1idi <2nl+ 1) 52] :

7

Assim,

d
~ 62 + ﬁd 7d S 2n + 1,
wd(n2\de2m+1 b (US‘KdP2m+1 ® )\4)) N { B ,d > 2n+1.

Se d > 2n + 1, usando o fato da lista acima bordar temos
0= (a2l o (RP(my,,0)) = (B et o(RP(ny_ )Y = 1.
Caso contrario, observe que
Wa(RP(),, oin)) =0 € wa(RP(nyy, o)) = €5+ Ba

Assim, podemos formar os seguintes termos caracteristicos:

Wd(m'KdPQ” D (773|de2n ® \g)) + wd(RP(n4|KdP2n)) = aq
’LUd(772|KdP2m+1 S (773|de2m+1 ® Ag)) + wd(RP(m\dezmH)) = 0.

Como a lista acima borda devemos ter

n (2m+2—2n)d— 2m+2—2n)d—1
1= <ad2 e? e 1,U(RP(774\KdP2n))> = <0-€§ e ,U(RP(n4|KdP2m+1))> = 0.

Portanto, (12,73, 74) nao pode ser fixed-data de uma Z3-agao.

Analisaremos agora os casos (12,13, 3),(n2, M4, m4). Observe que o lema 4.2.1 aplicado

aos casos (1n2,M3,13) € (N2, M4, m4) diz que o fibrado 7, fixa separado.

Caso: (12, 73,73)
Suponha que (M, ®) é uma Z2-acao cujo fixed-data é (1,13, 73).

Pela observagao 4.2.4 temos W ( = (1 4+ f4)® com ¢ par. Denotando

172|de2m+1 )
__ ¢la :
T2y prmen = £, mostraremos a seguir que

lg = (2m + 1)d € W(é‘b) — (1 + 5d>q2 — (1 + ﬁd)2m+2'
Como (n2,73,m3) é fixed-data entao

2nd + 2dim((2m + 2)v?) + dim(72"?) = (2m + 1)d + 2dim((2n + 1)7) + Lo,
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assim, o = (2m + 1)d.
Mostraremos agora que W (£2) = (1 4 4)% = (1 + 84)*™ 2.

Pelo lema 3.4.3 temos

W(RP( ) = (14 B2)*™ (1 + €)= (1 + By + e5)™.

772|de2771+1

Assim,

(6) W(RP(n, ) = (L Ba)™ 272 (14 €)™ [(1+ Ba + e5) (1 + )]
= (148221 +e)? 2 [1 + B4° + Buey] -

Como (19, 73,m3) é fixed-data, segue do Teorema 3.4.1 que

()\2, 151 pon &) (773|de2n ® >\2)> <)\2, ], pamin @ (773|de2er1 & >\2)>
{ U {
RP(n2|KdP2n) RP(

n2|de2m+1)

borda simultaneamente.
Como 7, fixa separado as listas devem bordar separadamente. Em particular, todos os

numeros da lista

()\_2’ (773/de2m+1 @ (nglep2m+1 ® A_Q))> - RP(TI2|KdP2m+1)

devem ser nulos.
Afirmagao: Sy + Bae§ e (1+ B2)*™ 7% sdo termos caracteristicos.
De fato,

®X)) = (1+ B2 [1+e3 + fBd]
= (14 e3+ B; + Baex)™ !

2n +1
=1+%+@+m%+(

2n+1

W(n3‘KdP2m+1 @ (n3|de2m+1

5 )egd + poténcias > 2d.

2n+1
2

Multiplicando ambos os lados de (*) por (1 + e3)? ~(2=%4) para 29 suficientemente

Assim, wyg + ( )e%d = de + Bdeg é um termo caracteristico.

grande, concluimos que (1 + (34)?""27% também é um termo caracteristico.

Caso 1: 0< @ <2m+2.

— , s ~ 2 2— 4 ,
Como (1 + 34)¥™+27% é um termo caracteristico, entdo 5;""° % também é um termo
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caracteristico, pois é a parcela na dimensao (2m + 2 — ¢2)d.

Assim, podemos formar o seguinte nimero

m —q2 o—1 m 2
<B§ +2—q [ﬁd2+ﬁde§]q egz +1—¢ <RP(772\KdP2m+1))> =

m 2m—+1— m m
< 5 +q2 g q2)d +ﬁ2 +1 2 d— 1 (RP(U2\Kszm+1)>> = 1

Contrariando o fato da lista acima bordar.

Portanto, se 0 < g < 2m + 2, entao (12,13, 73) nao ¢ fixed-data de uma Z3-acao.

Caso 2: ¢ > 2m + 2.
Considere 2! < 2m + 1 < 2871, Observe que podemos supor g, < 281, pois se qp > 2071

entao
Q=2 +r, ¢g>1 e 0<r <2t
com
Wy, pmen) = (14 Ba)” = (1+ Ba)"
Considere agora
—(2m+2)=2°2k+1),comk >0es > 1.

Observe que 2¢ > 2, caso contrério, terfamos 2° > 2+1 > ¢,.

Como 2° < 2" < 2m + 1, existem ¢y > 0 e 0 < ry < 2° fmpar, tais que
2m + 1 = 2%ty + ro.

Além disso, como (1 + B4)%2~3m+2) § um termo caracteristico, entdo 42 também é um
termo caracteristico, pois é a parcela na dimensao 2°d.

Assim, podemos formar o seguinte niimero nao nulo:

(255 + B e o(RP (o0 1)) =

<52m+1 (Bd + eg)TQGgQW—Tz)d—l’ U(RP(T]Q\RPQm-H ))> =
(B e o (RP (1 ppamsr))) = 1.

Contrariando o fato da lista acima bordar.

Portanto, se gy > 2m + 2, entao (1, 13,73) nao ¢ fixed-data de uma Z3-agao.
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Caso 3: ¢ = 0.
Se 2m + 2 = 27 para algum j > 0, é imediato que

W, ) = (1+ Ba)® = (14 Bg)>m+2.

Logo, podemos supor 2m + 2 = 25(2k + 1), k > 1.
Se 28 < 2m + 1 < 2" entdao como anteriormente podemos supor 2m + 2 < 21

Observe que 2° < 2¢, caso contrario,
2> S o9m+1=2m+2=2=k=0.

Procedendo como no caso anterior temos um numero caracteristico nao nulo.
Assim, a tnica possibilidade é go = 2m + 2.

Segue que [y = (2m + 1)d e
W(E") = (1+ Ba)™ = (1+ Ba)*"*2.

Portanto, (13, n3,72) é simultaneamente cobordante &

((@m +2)y7, 2m+ 2y 72) (20 + 1)y, (20 + Dy, )
\ U 4
dezn deszrl.

e pelo Teorema 3.2.10 temos [M, ®] = [['3(N, ®g)].

Caso: (14,74, 72)
Se (04, N4, m2) é fixed-data de uma Z2-aciao (M, @), entdao como anteriormente devemos

ter que todos os nimeros caracteristicos da lista

(/\_27 (U4\de2m+1 ) (774|de2m+1 & )\_2))> — RP(n2|de2m+1)

sao nulos.

Como

W1 s © M)y s @ A2)) = (1+ Ba) [14 € + Ba] = 1+ €5 + 53 + faes,

entdo (33 + Baed é classe caracterfstica.
Utilizando essa classe e procedendo como no caso anterior, se W ( ) # W (r@m+d)

(2m+1)

772/de2771+1

onde 7 d 5 K,P?™*1 ¢ o fibrado tangente, entdo teremos um absurdo.
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Assim, (14, n4,72) é simultaneamente cobordante a

(,yd D R(2m+172n)d, 'Yd D R(2m+172n)d7 7_2nd) (’7d7 ’Yd, 7_(2m+1)al)

+ U +
KdP2n de2m+1 )

Portanto, pelo Teorema 3.2.10 temos [M, ®| = [['3(M, ¥y)].

Agora, analisaremos as possibilidades sem fibrados do tipo 7; e exatamente dois fibrados

do tipo 7s.

Caso: (12,75, 13)
Suponha que (12,75, 13) seja fixed-data de uma Z3-agao. Pelo lema 4.2.1 temos que 75 ou
14 fixam separado. Suponha sem perda de generalidade que 7, fixa separado.

Pelo Teorema 3.4.1 a lista a seguir borda

(Vo (0 ® Ol ©22))) = BP0

Como
W(nélkdﬂn & (773|de2n ® X)) = (1 + ag)? 11 + e + g2+,

entao wd(n§|KdP2n ® (M3 x,p2n @ A2)) = Q.

Assim, podemos formar o seguinte nimero caracteristico nao nulo:

n (2n—1)d
<ozfl el2n=b ,O'(RP(T]Q‘RPQm+1))> =1

Contrariando o fato da lista acima bordar.

Portanto, (ny, 75, n3) nao é fixed-data de uma Z2-acao.

Caso: (7727 név 774)
Supondo que (12,75, n4) seja fixed-data de uma Z3-agao, temos pelo Teorema 3.4.1 que

(s O © Oty s @22))) = RP (i, o)

borda simultaneamente.

Como

W(( @A) = (14 By)%[1 + €5 + Bl

/
772|de2m+1 @ (n4‘de2m+l
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entao wy = eq + [4. Segue que [y € um termo caracteristico.

Assim, podemos formar o seguinte nimero nao nulo:

(B3t o (RP (s ) ) = 1.

Contrariando o fato da lista acima bordar.

Portanto, (12,75, 74) nao é fixed-data de uma Z3-agao.

Caso: (12,7, 13)
Se (W, ¥) é uma Z2-acao cujo fixed-data ¢ do tipo

(7_2nd, 7_2nd’ ,7_2nd) (67 5/’ g//)
4 U \ ;
KdPQn KdPQm—H

onde £,¢ e & bordam, entao (W, W) U I'3(K P x K4P?", twist) é equivariantemente
cobordante & uma acao (W', ¥’) cujo fixed-data é (&,&',£") — KqP?™ 1

Como os fibrados £,£" e £ bordam, entao pelo lema 2.8.3 temos

/!

W) =(1+ay), WE)=[1+a)” e W(E)=(1+ad),

com p,p’ e p” pares.

Observe que para se formar um numero caracteristico nao nulo da lista (£,£,£") —
K4P?m+1 & preciso ter pelo menos uma classe caracteristica com poténcia impar de ay.

Como W(K4P?> 1) = (1 + a4)*™*2, entdo as classes caracteristicas nao nulas sao
formadas por poténcias pares de ay. Além disso, pelas consideragoes anteriores todas as
classes caracteristicas de &, &', £” com poténcia impar de g sao nulas.

Portanto, ao se tomar classes para calcular um nimero caracteristico da lista (&,¢,¢") —
K P?"+1 sempre tera uma classe nula, e consequentemente todos os ntimeros caracteristicos
da lista sao nulos.

Segue do Teorema 3.2.10 que (W', ¥’) borda equivariantemente.

Para finalizarmos falta apenas os casos onde aparecem somente fibrados do tipo 73 e 7.
Essa andlise no entanto nao é necessaria, pois pelo lema 4.2.1 um dos fibrados do fixed-data
deve fixar separado e nestes casos isso nao ocorre.

Portanto, nao é possivel ocorrer fixed-data de uma Z3-agao com apenas fibrados do tipo

N3 € 14 € o teorema esta provado. O]
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4.3. Classificagdo de Z-agdes fixando K,P** U K P?™+!

Lema 4.3.1. Se (M, ®) é uma Z5-a¢io com fized-data

(e, = KaP™™) U(EP 1y — KaP>™H),

pEP pEP

o (ep i) = (7224, €9) £ (727 70709 oy (e, 1) = (0,€) # (0,0), porn algum
p1 € P = Hom(Z5,7s) — {1}, onde & borda equivariantemente, entdo para cada p € P,

vale uma das sequintes tqualdades:
(1) (€p, p1p) = (7274, €), onde & borda equivariantemente;
(2) (€55 1tp) = (0,€), onde & borda equivariantemente.

Prova:. Suponha (e,,, 1, ) = (724,£7) £ (72d 7CmADd) - onde €7 borda equivariante-
mente.

Se p € P—{p1}, entdo {1, p, p1, pp1} é um subgrupo de Hom(Z%,Z,) e pelo lema 3.4.6
existem G, H tais que Z§ = G@® H, com G isomorfo a Z3 e o fixed-data de (Fyg, ®/s) sendo

(€01 €p1s €ppr) = KaP?™ U (tp, L1y Hopy) — KaP?™

Temos duas possibilidades a considerar:

1) K P?" e K4P?™! estao em componentes diferentes de F.

Neste caso, sendo Iy, e Fb,,1 as componentes de Fy contendo K P* e K,P?mt!
respectivamente, temos (Fy,, ®/¢) e (Fomy1, ®/g) sendo Z2-acoes com fixed-datas respec-

tivamente
2 2m+1
(€ps €prs €ppr) = KaP™™ € (Lps fpys Hppy) — KgP?"

Como K P?" tem a propriedade H, entao por [19] (Fy,,®/q) é equivariantemente
cobordante & o(T?(M,T)) com (M, T) involugao fixando K4P?".
Pelo Teorema 2.8.10 temos (M, T') equivariantemente cobordante & (K4 P x K;,P?", twist),

assim pelo Teorema 3.2.10 podemos concluir que as possibilidade para (€,, €, , €, ) sdo:

o (0,7 0);

° (,7_2nd7 ,7_2nd7 7_2nd)‘
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Por outro lado, fazendo uso do Teorema 2.8.9 e do Teorema 3.2.11, podemos concluir
que ft, € [t,, bordam equivariantemente.

Logo, neste caso temos (€,, u1,) = (724, €) ou (€,, 11,) = (0,€), onde & borda.

2) K4P? e K4P?™ ! estao na mesma componente de Fy.

Neste caso, pelo Teorema 4.2.5 as unicas possibilidades sao :
o (€ps o) = (r°r &) e (€pps Hppr) = (72", €h);

hd (emﬂp) = (07£j> € (€pP17/~Lppl> = (O7£Z)7

onde ¢’ e ¢ bordam equivariantemente.
Analogamente se supormos (€,,, t,,) = (0,&7) # (0,0), onde & borda equivariante-

mente, entao as possibilidades sao :
b (Epaﬂp) = (T%dagj) S (Eppuﬂpm) = (0751)5
° (Em,up) = (0>€j> € (Epplnupm) = (7_2nd7€l);

b (Ephup) = (07€j) € (Epplnuppl) - (ngl)a

onde &7 e & bordam equivariantemente. O

Teorema 4.3.2. Se (M, ®), ® = (T, Ty,...T}), é uma Z5-acio com fized-data nas con-

digoes do lema anterior, entao (M, ®) é equivariantemente cobordante a
aFf(KdP% X KqP* twist) U (W, ),
onde (W, W) é uma Zk-agdo firando KqP?*™* que borda equivariantemente.
Prova:. Pelo lema anterior as possibilidades para o fixed-data sao
(€p: 11) = (72%,67) e (€9, 1) = (0,€0),

onde &7 e & bordam equivariantemente.
Considere agora Q = {1} U {p € P/e, = 72"}.

Afirmacgao 1: Q é um subgrupo de Hom(Z, Z,).

De fato, se p1,p2 € €, entdao {1, p, p2, p1p2} é um subgrupo de Hom(Z%,Z,), e pelo
lema 3.4.6 existem subgrupos G, H C 7% com G’ isomorfo & Z% e Zk = G' @ H', tais que
o fixed-data de (Fy/, ®/) é
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(EPU €pas Eﬂlpz) — KdP2n U (,upnﬂpg, :Umpz) — KdP2m+1.

Como vimos anteriormente devemos considerar duas possibilidades:
1) K P e K4P?™ ! estao em componentes diferentes de Fyy;
2) K4P* e K4P?" ! estao na mesma componente de F.

No primeiro caso, sendo F;, e F; ., as componentes de Fs contendo respectivamente
K P?™ e KqP* 1 temos (F3,, ®/q¢/) e (Fyi1, ®/cr) sendo Z3-agoes com fixed-datas

2 2 1
(Epp €p2) Ep1pz) — KgP™", (Mpn,upzaluplpz) — KgP?m

Como K4P?" tem a propriedade H, entdao por [19] (Fj,, ®/c) é equivariantemente
cobordante & o(T'?(M,T)) com (M, T) involugao fixando K4P?".

Pelo Teorema 2.8.10 temos (M, T') equivariantemente cobordante & (K4 P x K4P*", twist),
assim utilizando o Teorema 3.2.10 podemos concluir que (€,,, €4y, €p,p,) € simultaneamente

2nd -2nd 2nd>
, .

cobordante a (7°"¢ 7" T

Em particular, €,,,, é cobordante & 72" e pelo lema 2.8.1 temos

W(€pips) = W(Tznd) :

; _ 2nd
Logo, podemos considerar €, ,, = 7"

No segundo caso, temos pelo Teorema 4.2.5 que (F3,, ®/¢) é equivariantemente cobor-

2n»

dante & uma das seguintes Z2-acoes:
O'F?(M, D), O'FJZ(N, Vo), UF?(KdPQ” x K P twist)|U W' ¥, j € {1,2},

onde (W', ¥') é uma Z3-agao fixando K;P*™ ! que borda equivariantemente.

Assim, olhando para os fixed-datas das Z3-acoes acima e fazendo uso do Teorema 3.2.10
podemos concluir que (€,,, €y, €5, p,) = (7274, 721 72nd),

Logo, 2 é um subgrupo, implicando em particular, que existe 1 < r < k, tal que a
quantidade de fibrados €, = 72" é 2" — 1.

Se aplicarmos novamente o lema 3.4.6 ao subgrupo {2, encontramos subgrupos G, H C

Z% com G isomorfo a Z5, 75 = G ® H e H+ = Q, tais que o fixed-data de (Fy,®/q) é

(KaP?; {e,} pea—q1y) U (KaP?™ ' {11p} pea-1y)-

Sejam Fy, e Fy,, 11 as componentes do conjunto de pontos fixos Fy de H, contendo
respectivamente KyP?" e K P> +!,
Como (Fy — (Fy, U Fypp1), ®) é uma acao sem pontos fixos, temos por [21] que a acdo

borda equivariantemente; assim, podemos supor Fg = Fy, U Fb,, 1.
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Escolha agora uma base (17, ..., T, 1o\, ..., T} ) para Z& onde (T}, ..., T.) é uma base
para G e (1., ,,...,T,) é uma base para H.

Considere o automorfismo ¢ : Z§ — Z% dado por

() = Ti/ 1< <
P = T r<i<k.

)

Observe que a parte do fixed-data de (M, ®) sobre K;P?" é simultaneamente cobor-

dante & lista {€,},ep, com a seguinte descrigao: €, = 72"

, se p é o homomorfismo trivial
em H e e, =0 caso contrario.

Segue que o fixed-data de (M, @) é simultaneamente cobordante ao fixed-data de
TH(K4P? x KqP*", twist),

e pelo Teorema 3.2.10, (M, @) é equivariantemente cobordante a Ff(KdPQ” x KqP?", twist).

Tomando o = ¢!, temos
(W, W) = (M, ®) U oTH(K P x KPP, twist)

equivariantemente cobordante & uma Z-acao fixando KyP?™+1.

Como o fixed-data de (W, ¥) é formado apenas por fibrados que bordam equivarian-
temente sobre KyP?™"! seguindo o mesmo argumento do lema 3.4.5, temos que (W, ¥)
borda equivariantemente e o resultado segue.

]

Seja (M, ®) uma Z5-agao com fixed-data n = @,n,, onde p € P = Hom(Z5, Z,) — {1}.
Para cada p € P denotemos por U, e V, as componentes de Fi.,(, contendo K ,P?" e

K4 P?"*! respectivamente.

Teorema 4.3.3. Seja (M, ®) uma Z5-acio com fized-data

e, = EP™) U (EP 1o — KPPH).

pEP pEP

Se U,NV, =10 para cada p € P = Hom(Z5,Zs) — {1}, entao (M, ®) € equivariantemente

cobordante a
ol (K4P?" x KqP?" twist) U (W, ¥),
onde (W, W) é uma Zk-agdo firando KqP?*™ ! que borda equivariantemente.
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Prova:. Sejam M(2n) e M(2m + 1) as componentes de M contendo K;P** e K P?"!
respectivamente.

Como (M — (M(2n)U M(2m + 1)), ®) é uma agdo sem pontos fixos, entdao segue de
[24] que (M — (M (2n) U M(2m + 1)), ®) borda equivariantemente.
Portanto, podemos supor M = M (2n) U M (2m + 1).

Se M(2n) N M(2m + 1) = (), entao (M (2n),®) e (M (2m + 1), ®) sdo Z5-acdes fixando
K P?" e K P*"*! respectivamente.

Como Ky4P?" possui propriedade H, temos por [19] que
(M(2n), ®] = [oTH(K P2 x K,P* twist)

para algum automorfismo o : Z& — Z5. Além disso, pelos Teoremas 3.2.11 e 2.8.9 todos os
fibrados do fixed-data de (M (2m + 1), ®) bordam equivariantemente.

De fato, se p, pertence ao fixed-data de (M (2m + 1), ®), entao pelo Teorema 3.2.11
pp — KqP*™ 1 é o fibrado normal de (V,,T) com T ¢ Ker(p).

Como (V,,T) é uma involugao fixando K P*"*! entdao pelo Teorema 2.8.9 (V,,T)
borda equivariantemente. Logo, pela sequéncia de Conner e Floyd segue que p, borda
equivariantemente.

Pelo lema 2.8.3

W(n,) = (1 + aq)?%, g, par.

Assim, as classes caracteristicas nao nulas de p, possuem apenas poténcias pares de oy.
Segue que nao é possivel obter um nimero caracteristico nao nulo para a lista {y,} ,ep(veja
prova do lema 3.4.5).

Logo, a lista {y,},ep borda simultaneamente e pelo Teorema 3.2.10 (M (2m + 1), ®)
borda equivariantemente.

Portanto, se M (2n) N M (2m + 1) = 0, entao (M, ®) é equivariantemente cobordante &
ol¥(K4P?" x KqP?" twist) U (M(2m + 1), ®),

onde (M (2m + 1), ®) borda equivariantemente.

Suponhamos agora, M = M (2n) = M(2m + 1) conexa.
Como por hipétese, U, NV, = () para cada p € P, entdo pode ocorrer a priori as seguintes
possibilidades no fixed-data de (M, ®),

o (e, p,) = (T2 7m+Dd) “para cada p € P;
e (€, 11p) = (0,0), para cada p € P;
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e dpe P/(Ep, ,Up) = (T2nd’£j) 7& (Tan,T(2m+1)d) ou
(€, 1) = (0,&7) # (0,0), onde & borda equivariantemente.

(2m+1)d) "para cada p € P, entdo

Se (€,, 1) = (72" 1
2nd + (28 — 1)2nd = 2m + 1)d + (2F — 1)(2m + 1)d,

de onde segue que 2n = 2m + 1, gerando assim um absurdo.

Se (e, it,) = (0,0), para cada p € P, entdo chegarfamos novamente no absurdo 2n =
2m + 1.

Assim, podemos supor que 3 p € P tal que

(6o tt) = (P9, ) # (70,7700 ou (e, 1) = (0.) # (0,0)

e o resultado segue do Teorema 4.3.2. [

Suponha de agora em diante que existe py tal que U,, = V), com (€4, itp,) = (05, 7;),

J = 3,4 e que no fixed-data da Z5-acao (M, ®) as possibilidades sdo
(Emp“p) = (nj:nj)vj =3,4; (Epnup) - (TzndvT(Qerl)d); (epvlup) - (0’0)7

onde

N3 = ((2m + 2)7d N de2n) U ((2n + 1)7d N de2m+1) ;
Ny = ('Yd D R(2m+1—2n)d N KdP2n> U (’yd - KdP2m+1) .

Como U,, =V,, C M(2n) N M(2m + 1), temos M = M (2n) = M(2m + 1) conexa.

Lema 4.3.4. Seja (M, ®) uma Z-acdo com fized-data

(e, = KaP™™) U(EP 1 — KaP>™H).

pEP pEP
Se (€pys tpo) = (M,m5), 7 € {3,4} entdo no fived-data nao pode ocorrer (n;,m;), i # j.
Prova:. Seja p € P, com (€, p1,) = (n;,m:),7 € {3,4}.

Aplicando o lema 3.4.6 ao subgrupo {1, p, po, ppo} C Hom(Z, Z,), temos subgrupos
G1,Gy C Z5 com Z5 = G @ Gy, tais que o fixed-data de (Fg,, ®/q,) é
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((€po @ €0 © €ppg) = KaP?") U ((tpy © 1y D fippy) — KagP?>™ ).

Observe que KyP*" e KyP*™ "1 estao na mesma componente de Fg,, pois po fixa junto.

Pelo Teorema 4.2.5 as tnicas possibilidades para a lista acima ser fixed-data sao:

(eptty) = M1s1)s  (€opos Hopo) = (r2nd 7 (2m1)dy.

(Em/‘p) = (T2nd77(2m+1)d)> (Eppovﬂppo):(nj>nj)-

Como (i, m:) # (727, 7™+ D7) segue que (13, 1) = (€, 1) = (13,75) € i = j.

Teorema 4.3.5. Seja (M, ®) uma Z%-acdo com fived-data

(e, = KaP™™) U(EP 1y — KaP>™H).

peEP peEP

Se

Py ={p € Pllep 1to) = (nm)}, Po={p € Pl(€p, pr,) = (7, 7m0}
Py={pec Pl(emﬂp) =(0,0)},

entdo P = PLUP,U P3, P, tem 2! elementos e P, tem 271 — 1 elementos para algum
1 <r <k, (consequentemente P tem 28 — 2" elementos).

Além disso, existe um automorfismo o : 75 — 7% tal que, (M, ®) é equivariantemente
cobordante & oU¥(W,T), onde (W, T) é uma involucio firando KaP?" U K4P*™ ! com
fibrado normal (n,n).

Prova:. Seja py tal que U,y = V), € (€49, thpy) = (1, 7).

Dado p € P — {po}, o lema 3.4.6 aplicado ao subgrupo {1, po, p, pop} C Hom(Z5, Z,)
diz que existem subgrupos G, H C Z& com H* = {1, p, po, pop} e Z = G ® H, tais que o
fixed-data de (G, Fg,®/q) é

(€901 €03 €p0p) = KaP?™ U (tpg, fps Hpop) — KaP?™

Temos H C Ker(py) e pelo mesmo argumento feito anteriormente sendo F'(2n) e
F(2m + 1) as componentes do conjunto de pontos fixos de H, Fy, contendo K;P*" e
K 4P respectivamente, podemos considerar Fy = F(2n) U F(2m + 1).

Como U,, = V,, C Fg segue que F(2n) N F(2m + 1) # 0, ou seja, Fy = F(2n) =

F(2m + 1) é conexo. Pelo Teorema 4.2.5, temos as seguintes possibilidades:
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® (€p: 11p) = (0,0) € (€p5p, tpop) = (0,0);

2nd 2m+1)d).

9

b (Epaﬂp) =(n,n) e (%opvﬂpop) = (7 aT(

i (€paﬁ‘p) = (TQndaT(QmH)d) € (Epopvﬂpop> = (n,n).

Assim P = P U P, U P3 e a aplicacdo p — pop é uma bijecao entre Py e Py U {1}.

Afirmagao 1): P, U P, U {1} é um subgrupo de Hom(Z, Z,).
De fato, se p1, pa € Py, entao pop1, pop2 € Py U {1}, logo

p1p2 = (pop1)(pop2) € Py U {1}.

Se p1 € Py e ps € Py, entao pyps € Py e pelo argumento anterior py(pop2) € Po U{1} ,
assim p1pa = po(p1pop2) € Pr.

Pelo lema 3.4.6, existe uma decomposicao Z5 = G’ @ H' com G’ isomorfo a 75, H* =
PyUP,U {1}, com a agao (Fy,®/c) tendo fixed-data

(B e KPHYU(EP np— KPP,
pEPIUP, pEPIUP,
Assim, se p é um homomorfismo trivial em H’, entdao p € P, U P,, caso contrario
péEPLUPy, ee,=0.

Afirmacao 2): P, U {1} é um subgrupo de P, U P, U {1}.

Esta afirmacao segue da afirmacgao 1 do Teorema 4.3.2.
Segue que P, tem 27! — 1 elementos (consequentemente P tem 27 elementos) para algum
1<r<k.

Aplicando novamente o lema 3.4.6 para a acao (M, ® /) e o subgrupo P,U{1}, obtemos
uma decomposicao G' = Gy @ Gq, com Gy = P, U {1}, onde a acio (Fg,,®/q,) possui
fixed-data

(B e, = KP™) U(ED 1y — KaP*™ ).
pEP, pEP;
Observe que sendo (7 isomorfo a Zg_l, entao G4 é isomorfo a Z.
Se S é um gerador de Gy, como Gy = P, U {1} temos que S atua como —1 nas fibras
de €,, i1, para cada p € Py e S atua como identidade nas fibras de €,, i1, para cada p € P,.

Escolha uma base (T)_4,...,T,) para H' e (T, ..., T.) para G.

Definimos o automorfismo ¢ : Z5 — Z& por
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p(T) =8, ¢(T;) = (T;) para2 < i < k.
Observe que o fixed-data de p(M, ) é simultaneamente cobordante ao fixed-data de
(W, T), onde (W, T) é uma involugao fixando K;P?" U K;P*" !  cujo fibrado normal é

(m,7).
Segue do Teorema 3.2.10 que (M, ®) é equivariantemente cobordante & I'*(W, T)).

Tomando o = ¢! temos o resultado. [
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Capitulo

5
Zg—agées fixando K, P>+t U K ;p?m+]

5.1. Introducéao

Neste capitulo classificaremos a menos de cobordismo equivariante, as Z3-acoes (M, @)
cujo conjunto de pontos fixos ¢ K P?"1 U K P>+ Na classificacao de involucoes fixando
K P U KgP?™+ feita em ([21],pg.67), Adriana Ramos e Pedro Pergher provaram que
qualquer involucao fixando KyP* ™! U K,P*"*! borda equivariantemente.

Estenderemos esse resultado para Z5-acao fixando K,P** U K4P?™ !, ou seja, mos-
traremos que toda Zk-acio fixando K,P** U K4P?™*! borda equivariantemente.

Em tal classificacao foi provado que se n*U¢! — K P21 UK, P?™*1 é fibrado normal de
uma involugao fixando KyP?" U KyP? 1 entao W(n*) = (1+ag)Pi e W(E) = (14 5,)%

com p; e g; pares, ou p; e ¢; impares com dim(n*) = dim(&"), p; = ¢ e 2n + 1 = 2m + 1.

5.2. Classificagao de Z3-agbes fixando K,P?" " U K ;P>

Lema 5.2.1. Se (M, ®) é uma Z%-agdo com fized-data
(6017 €pas 603) — KdP2n+1 U (:upuﬂ’pzv :up:a) — KdPQerl:

entao W(e,,) = (1 + aq)? e W(n,,) = (14 Ba)% com p; e q; pares ou p; e q; sGo impares
com dim(e,,) = dim(p,,), pi = ¢ e 2n+1=2m + 1.

Prova:. Suponha que (€, €y, €p5) —> KaP?" U (fipy, fpy, Hps) — KaP?™ ! seja fixed-data
de uma Z3-agao (M, ®).

Sejam U, e V,, as componentes do Ker(p;) contendo KyP***! e K4P*™! respectiva-
mente.

Dado (e, f1,,) no fixed-data temos duas possibilidades
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1) U, NV, =0, neste caso tomando T ¢ Ker(p;), temos pelo Teorema 3.2.11 que

U,,T) e (V,,T) sao involucoes fixando KyP*"*! e K;P?" " com fibrados normais
Pi Pi

2n+1 2m+1
€p, — KaP e fp, — KqP .

2) U, = V,, neste caso tomando T" ¢ Ker(p;), (U,,,T) é uma involucao fixando
K Pt U K P> ! com fibrado normal

(Epi — KdP2n+1) U (,um — KdPQerl).

Se ocorre 1), entao pelo Teorema 2.8.9, (U,,,T') e (V,,,T) bordam equivariantemente e
pela sequeéncia de Conner e Floyd segue que €,, e ji,, bordam equivariantemente.

Logo, temos pelo lema 2.8.3 que
Wi(ep) =1 +ag) e W(n,)=(1+Ba)",

com p; e ¢; pares.

Se ocorre 2), entao pela classificacao feita em [21] temos
Wiep) = (1 +aa)’ e Win,) = (14 5a)",
com p; € g; pares ou p; e ¢; sao fmpares com
dim(ep,) = dim(p,,), pi=¢ e 2n+1=2m+1.
0

Teorema 5.2.2. Se (M,®) ¢ uma Z3-agdo firando KyP*" ™ U K P*™ 1 entio (M, ®)

borda equivariantemente.
Prova:. Seja (M, ®) uma Z3-agao fixando K4P?"™ U KyP*™*! com fixed-data
(€1, €2,€3) = KgP?" 1 U (1, o, pig) — KgP?™

e W(e) =1+ ag)”, W(k) = (1+ Ba)" .
Se p1, p2 € p3 sao pares, entao pelo lema 5.2.1 temos ¢q1, g2 € g3 pares .

Neste caso, temos pelo lema 3.4.5 que {e1, €2, €3} e {1, pio, pi3} sao fixed-datas de Z2-
agoes (Wq, ®q) e (Wa, ®y), as quais bordam equivariantemente.

Segue que (M, ®) é equivariantemente cobordante a acao (Wi, 1) U (Ws, ®s), a qual
borda equivariantemente, e o resultado segue.

Assim, podemos supor sem perda de generalidade que p; é impar.

Denote por
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Mostraremos a seguir que k; = l;, ¢ = 1,2, 3.
Como p; ¢é impar, entao pelo lema 5.2.1 py = ¢, ky =1l e2n+1=2m + 1.
Sendo (€1, €2, €3) U (11, p2, 13) fixed-data temos

d2n+ 1)+ ki + ke + ks =d2m+ 1)+l + 1o+ 5.

Da igualdade acima e usando que 2n + 1 =2m + 1, k; = [y, segue que
ky =1y & k3 = I3. (51)

Se py ou p3 é impar, entao pelo lema 5.2.1 e por (5.1) temos ky = Iy e k3 = I3.
Logo, podemos considerar p, e p3 pares.
Se ko # Iy, entao pelo lema 5.2.1 temos €, fixando separado.
Assim, pelo Teorema 3.4.1 segue que (A2, €3 @ (€1 ® A2)) — RP(e2) borda como lista.

Como
Wi(es @ (610 X)) = (14 ) (1 + ag + ed)Pr(1 + ed)kr-pd,

com e; sendo a primeira classe de Stiefel-Whitney do fibrado linha A — RP(ey), entao

multiplicando a igualdade com a classe (1 + 6‘11)23_(’“1 —71d) para 29 suficientemente grande,

concluimos que
(14 ag)P* (1 + ag + )P

é um termo caracteristico.
Além disso, como p3 par, entio o termo caracterfstico correspondente & dimensao d é ag+e9.

Segue que ay ¢ um termo caracteristico e podemos formar o seguinte niimero
2n+1 _p2—1 —
(a7t el™ o(RP(ey))) = 1.

Contrariando o fato da lista acima bordar.

Portanto, nao podemos ter ko # I, ou seja, ko = ls e k3 = I3.
Mostraremos agora que W(e;) = W(w;), i = 2, 3.

Se ps e p3 sao fmpares, entao pelo lema 5.2.1 temos ps = ¢ € p3 = q3, ou se€ja,
Wi(e;) = Wi(w),i=2,3.

Assim, podemos supor ps ou ps par.
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Consideraremos a seguir p3 par, sendo que o caso py par é analogo.

Temos

W(es @ (1@ A)) = (1+ag)?(1+ag+ ef)pl(l + ef)kl’pl; (5.2)
Wi @ (11 ® X)) = (14 B2)®(1+ B+ eD)™ (1 + )2, (5.3)

com e; e ey sendo respectivamente a primeira classe de Stiefel-Whitney dos fibrados linhas
A— RP(GQ) e\ — RP(/LQ)
Como l; — q; = k1 — p1, multiplicando (5.2) e (5.3) com as respectivas classes inversas

de (1 + ed)k1=P1 ¢ (1 + ed)1=91 obtemos os seguintes termos caracterfsticos

Wy = (1+ag)P(1+aq+ed)r; (5.4)

Wy = (14 Ba)B(1+4 By + ed)®. (5.5)

Além disso, como p3 é par entdo g3 é par. Logo, ag+ e? e B4+ €4 sdo os respectivos termos

caracteristicos na dimensao d.

Afirmacgao: ¢, fixa junto.

Das consideragoes anteriores temos que ay € um termo caracteristico. Assim, podemos

formar o seguinte niimero nao nulo:
<a2n+1 ko— 1 RP(GQ))> - 1

Segue que (Mg, €3 @ (€1 ® \y)) — RP(e2) ndo borda simultaneamente e consequentemente
€5 deve fixar junto, caso contrario, teriamos um absurdo pelo Teorema 3.4.1.

Como ¢, fixa junto entao pelo Teorema 3.4.1 segue que

(A2, €63 ® (€1 @ A2)) (A2, 113 ® (111 ® Xg))
1 U 4
RP(e3) RP(p2)

borda simultaneamente.
Usando o fato de que p; = ¢; e multiplicando as equacoes 5.4 e 5.5 com as respectivas

classes inversas de (1 + ag + e?)Pt, (14 B4+ €)% obtemos que
(I+ag) e (14 64)®

sao termos caracteristicos correspondentes.
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Afirmacao: Se 1 <i < 2m + 1, entao

convencionando as combinatorias nulas caso ¢ > p3 ou 7 > ¢s.

De fato, se existe algum 1 <7 < 2m + 1 com

entao 0 e 3% sdo termos caracteristicos correspondentes e usando os fatos de ay e 34 serem

termos caracteristicos correspondentes e a lista acima bordar temos
0= (e Lal™70,0(RP(e2))) = (eg™ B B, o(RP(pa))) = 1.

Da mesma forma nao pode existir 1 <i < 2m + 1 com

Além disso, para j > 2m + 1 temos Ozé = ﬁé = 0, logo podemos concluir que

Wies) = (1+aq)” = (1+ag®=W(us).

De maneira andloga obtemos W (eg) = W (u2).
Portanto, (€1, €2, €3) é simultaneamente cobordante & (u1, pa, 13) € pelo Teorema 3.2.10

(M, ®) borda equivariantemente. O

5.3. Classificagao de Z-agdes fixando K,P*"*! U K P¥H!
Lema 5.3.1. Seja (M, ®) = (M, Ty,...,T}), uma Z5-acio com fized-data

B, = KL U (EP 1o — KaP>™ ).

pEP peEP

Se W (ey,) = (1 + )P com p impar, para algum py € P = Hom(Z§,Zs) — {1}, entao
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CAPITULO 5. ZE-ACOES FIXANDO K, PN+l U K, P2+

dim(e,) = dim(p,) e Wi(ep) = W(n,),
para todo p € P e2n+1=2m + 1.

Prova:. Se p € P — {po}, entdo {1, p, po, ppo} é um subgrupo de Hom(Z5, Z,).
Pelo lema 3.4.6, existem subgrupos G, H tais que Z = G @ H e (Fr,®/,) é uma

Z%—a@éo com fixed-data
((697 €po> eﬂpo) — KdP2n+1) U ((H’p?ﬂpo?ﬂ’ppo) — KdP2m+1),

Como W(e,) = (1 + a4)?, p impar, segue do lema 5.2.1 que ¢, fixa junto, ou seja,
Ky P?l e K P?™! estao na mesma componente de Fi.

Logo, estamos nas mesmas condic¢oes que a segunda parte da demonstragao do Teorema
5.2.2(caso p; impar).

Considerando k, = dim(e,), |, = dim(p,) e seguindo a mesma demonstragao do Teo-

rema 5.2.2, mostra-se que
Wie,) =W(u,), 2n+1=2m+1 e k,=1,.

]

Teorema 5.3.2. Se (M, ®) é uma Z5-acdio firando K,P?" ' U K P+ entio (M, ®)

borda equivariantemente.

Prova:. Pelo lema anterior, se existe algum py tal que W(e,) = (1 4+ ag)? com p fmpar,
entdo 2n +1=2m+1e W(e,) = W(u,) para todo p € P.

Neste caso, {€,},cp é simultaneamente cobordante a {,},ep € pelo Teorema 3.2.10
segue que (M, @) borda equivariantemente.

Suponha entao,
Wi(e,) = (1 + ag)?, ppar, VpeP.

Assim, nao é possivel gerar niimero caracteristico nao nulo para as listas {€,},ep € {1y} pep
(veja lema 3.4.5) .
Em particular, {€,},ep é simultaneamente cobordante a {1, },ep € pelo Teorema 3.2.10

(M, ®) borda equivariantemente. O
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Capitulo

6
Z%—agées fixando K P>+ U K, pP?"

6.1. Introducéao

Neste capitulo classificaremos a menos de cobordismo equivariante, as Z3-agoes (M, ®)
cujo conjunto de pontos fixos ¢ K P*™*' U K.P?", onde d < e, ou seja, faremos uma
classificagao de Z3-agoes (M, ®) onde Fyp é um dos seguintes: RP*™+1 U CP?", RP?*™*1 U
QP> e CP*™ L uQP?™.

Nesta andlise, aparecerao agoes exoticas, ou seja, que nao sao equivariantemente cobor-
dantes & uma acao do tipo TH(M, T).

Observe que se fosse considerado separadamente KyP*™*! ¢ K,P?" como conjuntos de
pontos fixos, entao as agoes seriam do tipo F? (M, T). Este fato no entanto nao ocorre se
considerarmos Fp = K P?™*1 U K, P?*, o0 qual torna a classificacao para este caso, um dos
resultados mais originais deste trabalho.

Ao mesmo tempo, a ocorréncia de casos exdticos se mostrou um empecilho para a
classificagdo a menos de cobordismo equivariante de Z5-agoes, k > 2, fixando KyP?*" 1 U
K. P?, d<e.

6.2. Classificagdo de Z3-agdes fixando K, P*" 1 U K, P?"

Lema 6.2.1. Seja RF — K,P?>"*! fibrado trivial k-dimensional, entdo a lista (A, 7@ (A®
7)) — RP(RF) borda se, e somente se, k < d(2' — 1) onde 2m + 2 = 24(2j + 1).

Prova:. Suponha que (A\,7? @ (A ® %)) — RP(R*) borda simultaneamente.

Como

W(RP(R") = (14 ay)*™™2(1+ o), (6.1)
WH'oA®9Y)) = 1+a))(l+c+aq) =14+ aglag + ), (6.2)
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segue de 6.2 que ag(ag + ¢?) é classe caracteristica.

Além disso, multiplicando a igualdade de 6.1 por (1 + C)QS_'“ , para S suficientemente
grande, concluimos que (1 + ay)*™*% ¢ um termo caracteristico.

Se 2m+2 = 2'(2¢+1), entao o@t é um termo caracteristico, pois é a parcela na dimensao
2td de (1 + ag)?™ ™.

Se supormos que k > d(2' — 1), podemos formar o seguinte nimero
(0 foa(rg + A2 FIE DT G (RP(RY) ) = (oL o (RP(RN) = 1

e como estamos supondo que a lista borda simultaneamente, chegamos em um absurdo.
Portanto k < d(2' — 1).

Suponha agora que (A, 74 @® (A ® 7)) — RP(R*) nao borda simultaneamente, ou seja,
existe algum nimero caracteristico nao nulo.

Observe que todo numero da lista acima é gerado pelas classes c, 04(2;, ag(ag +c?), além
disso, temos da relacio de Borel-Hirzebruch que ¢ = 0.

Assim, um nimero nao nulo é da forma
2s5+1 d\2s+1 2tz y
a; " ag+ ) ag A,

comd(2s+1+2s+1+22)+y=d2m+1)+k—1.

Segue que existe r tal que

2s+1 t
< a2 tla2stli=ra2izcrdey ¢ ngo nulo.
r

Da Férmula de Conner e do fato de ¢* = 0 e o), = 0 para i > 2m + 1, para tal ntimero
ser nao nulo e d(2s +1+2s+1+2%2) +y=d(2m + 1) + k — 1, devemos ter

2s + 1
y+rd=k—1,rd <k, ( st ):1 com
r

25+ 1+2s+1—r+22=2m+1=2(2¢) +2" -1

Afirmacao: Toda poténcia de 2, na particao diddica de 28 —1 =142+ ---+ 271 esta na
particao diaddica de r.

Para demonstrarmos essa afirmacao faremos uso da seguinte propriedade:
. . .. ~ a . 1
Dados a e b inteiros positivos, entao ) = 1(mod 2) se, e somente se, a parti¢ao diddica

de b esta contido na particao diddica de a.
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Suponha que exista alguma poténcia de 2 da particao diddica de 2! — 1 que nao esteja
em 7 e seja 2/ a menor dessas poténcias.

Segue que
r=1+2+--+271 + (poténcias de 2 maiores que j).

2s +1 - N Do e -
Como = 1, entao todas as poténcias de 2 na particao didadica de r estao na
r
particao diddica de 2s 4+ 1 e temos
25 +1=1+2+---+ 2714 (poténcias de 2 maiores ou iguais a j).

Das consideracoes anteriores temos

212 —2)+2" -1 = 2s+1+2s+1—7r

= 2s+ 1+ (poténcias de 2 em 2s + 1 maiores ou iguais a j).

Se 27 esta na particao diddica de 2s + 1, entdo nao esta na particao de
2s+14+2s+1—r =2s+ 1+ (poténcias de 2 em 2s + 1 maiores ou iguais a j),

e 0 mesmo ocorre se 2/ nao esta na particao de 2s + 1.
Logo, 27 nao esta na particao de 2s +1+2s+1 —r.
Como 27 esta na partigao diddica de 2/(2g — 2z) + 2t — 1 e

22¢—2)+2' —1=2s+1+2s+1—r,

temos um absurdo.
Portanto, k > rd > (2! — 1)d. O

Teorema 6.2.2. Eriste uma Z3-agdo (E, W) firando KqP?*™ ™ U K. P* cujo fized-data é
(,)/d7 'Yd, R(2m+1)d—2ne) — de2m+1 U (’Ye, 767 0) N KEPZTL,
onde (2m +2)d = (2n + 1)e.
Além disso, ela é inica no sequinte sentido: se (M, ®) é uma Z3-agdo firando K4P*" U
K.P? cujo fived-data
(,)/d’,yd’ nk) N KdP2m+1 U (,ye D Rl—e’,ye D Rl—e’ O) — KEPZn’
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onde n* borda equivariantemente, entio W(n*) =1,l=c ek = (2m+1)d —2ne =e —d.
Prova:. Provemos inicialmente, que
(A, REmANd=me ¢y (X @ y%)) — RP(v)) e (A, 0B (A®7°%)) = RP(°)

sao listas simultaneamente cobordantes.

Por Borel-Hirzebruch temos

W(RP(y")) = (14 )™ 2[(1+ ) + ag] = (14 2a) ™ [1 + ¢! + aq]
W(RP(Y%)) = (L4 B)"" (1 4+ 0)° + Be] = (1 + Be)" 1+ + Be],

com as relacoes ¢ = f3. e ¢! = ay, ou seja,
WRP()) = (L4 o) e W(RP(1) = (1+ g™,
Observe que

W(R(2m+1)d—2ne@()\®7d)) — (l—l—c)d+ad:1+cd—l—ad:1,
WARy) = 1+e)+Be=1+c"+p.=1.

logo, os possiveis nimeros caracteristicos nao nulos de
(A, Remili=2ne g (A @ 4%) = RP(7") e (A, 08 (A® 7)) = RP(%) (6.3)

sao respectivos nimeros de involugio de A — RP(y?) e A — RP(y°).
Pelas consideragdes do final do Capitulo2 (segao 2.8), sabemos que existe uma involugao

cujo fibrado normal é
,Yd N KdPQm—H U ,Ye — K€P2n

e pelo Teorema 2.6.2, os nimeros de involugdes de A — RP(v%) e A — RP(7°) devem ser
iguais.
Portanto, os ntimeros caracteristicos das listas em 6.3 sao iguais e as listas sao simul-
taneamente cobordantes.
Observe que 2m + 2 = (2n + 1), onde
(2m+1)d—2ne=e—d< 9,
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logo, pelo lema 6.2.1 a lista (A, 7/ @ (A®~9)) — RP(RZm™+1d=2n¢) horda simultaneamente.
Segue do Teorema 3.4.1, que existe uma Z3-acao (E,V¥y) fixando K,P*" U K, P?",

cujo fixed-data é

(’Vd, ’Yd, R(2m+1)d—2ne) N KdPQm-‘rl U (,ye’ 767 O) N ]{ePQn7

onde (2m +2)d = (2n+ 1)e.
Suponha agora que (74, 7%, n%) U (7¢ @ R'7¢,v¢ @ R'7¢,0) é fixed-data. Assim,

(2m+1)d+ 2d + k = 2ne + 21.

Além disso, como (v, ¢ @ R!™¢) fixa junto, ou seja, é fixed-data de uma involucdo
fixando K P?™*+ U K.P?", temos

(2m +1)d +d = 2ne + [.

Segue que k =1 —d = (2m + 1)d — 2ne.
Pelo lema 3.4.3 se W(n*) = (1 + ay)?, entdo

WRP(P) = (1+ @)™ (14 0 P(1+ 0+ .

logo,

W(RP(*) = (14 ag)P(1+ag)*P(1+c)" "1+ ag + )P (6.4)
= [(1+ag)(1+c? + ag)P(1 4 ag)*™T27P(1 4 ¢)F 74, (6.5)

Além disso,
WHD (Y@ N) =1+ a))((1+)?+ay) = (14 ag)(l +c+ ag).

Segue que wqg = ag(ay + c?) é classe caracteristica.
Multiplicando 6.5 por (1 + ¢)2" =79 ¢ [(1 4 ag)(1 4 ¢ + ag)]*” 7 para S e S sufici-

entemente grande, concluimos que (1 + a4)*™ ™27 é um termo caracterfstico.

Caso: 0<p<2m+2
Temos wya(n®) = of) # 0, assim k > pd > (p — 1)d.

Além disso, como (1 + ay)?*™27P é um termo caracteristico, se
2m+2—p=242j+1), t>1 e j >0,
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~ t , s . s _ . ~
entdo a? ¢ um termo caracteristico, pois é a parcela de (1 + a4)?" 7P na dimensao 2'd.

Logo, podemos formar o seguinte niimero
<a2t(2j+1)a§fl(ad + cd)pflckf(pfl)dfl’O,(RP(UIC))> _ <&2m+1 k— 1 (RP( ))> —1.

Segue que a lista (A, 7@ (v¢®@\)) — RP(n*) nao borda, contrariando o Teorema 3.4.1.
Portanto devemos ter p = 0 ou p > 2m + 1.

Caso: p>2m+2

Como (1 + a4)?™*27P é um termo caracteristico, entdo sua inversa (1 4 ag)?~(?m+2)
também é um termo caracteristico.

Se p— (2m + 2) = 2%(2i + 1), entdo a2’ é um termo caracterfstico pois é a parcela de
(14 ag)P~®m+2) na dimensao 2°d.

Considere agora 2 < 2m + 2 < 2**1. Observe que podemos supor p < 2%*1 caso

contrério, tomando ry resto da divisao de p por 2¢*! temos
W(n*) = (14 aq)? = (1 4+ ag)™ com 0 < rg < 2m + 2,

recaindo na anélise anterior para 1o # 0(caso 19 = 0 sera abordado quando analisarmos o
caso p = 0).
Observe que 2" esta na particao diddica de p, caso contrario, existiria somente poténcias

de 2 menores ou iguais a u — 1 na particao diddica de p e teriamos 2m + 2 > 2% > p.

p u
waug(n®) = ( ou > ag #0,

Além disso, temos 2° < 2%, caso contrario teriamos 2° > 24+ > p.

Como

entao devemos ter k > 2%d.

Segue que 2° < 2m + 1 e existem 0 < r < 2% ¢y > 1 tais que 2m + 1 = 2% + 7.
Observe que, k > 2%d > 2°d > rd, assim podemos formar o seguinte niimero nao nulo,

<OéinOég ad—f—Cd)er_Td_l, > — <a2m+1 k— 1 RP( ))> = 1.

Portanto, nao podemos ter p > 2m+2 e as tinicas possibilidades sao p = 0 e p = 2m+2.
Mostraremos agora que p nao pode ser 2m + 2.

Suponha por absurdo que p = 2m + 2, assim

Wn'e('eN) = (14a)* 1+ + ad,
WOa (@R ®N) = (1+c) 4+ 1+c) B



6.2. CLASSIFICACAO DE Z3-ACOES FIXANDO K,PM+1 K,P2?N

Segue que
2m 4+ 2\ ¢
w(n" & (' @N) = ( c )ozj,
d

l
w0 (e (rar)) = (et s
Além disso,

W(RP(YY) = (1+aq)*™ ™14+ ay],
W(RPH & R™) = (1+8.)"" 1+ + (1+ )8,

d

com as relacoes ¢ = ag4 e ¢ = 7¢B,.

Assim,

e podemos formar os seguintes termos caracteristicos

We = we(RP(Y")) +we(n* & (v @ \)) =
We = we(RP(Y*®R™)) +w (00 ((*® R @ X)) = fe.

Segue que

1 = <52n lfl (RP( 6®R176>>>
=<w%“ o(RP(y* @ R"™)))
(W=t a(RP (%)) = 0.

Portanto, p nao pode ser 2m + 2.

Das consideragoes acima concluimos que a unica possibilidade é p = 0. Portanto,
W(n*) = 1.
Mostraremos agora que [ = e.

Como W(n* @ (v¢ @ \)) = 1, entao w.(n* & (v @ \)) = 0, além disso, temos

we (0B (PR @A) = ()t + Be.

[
Se ( = 0, entao 0 e [, sao classes caracteristicas correspondentes, e como anteri-
e
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ormente podemos formar nimeros caracteristicos distintos. Suponha entao =1

l
Como [+ 2ne = (2m + 2)d e ( > =1 temos
e

Portanto,

ou seja,

(ng—l— 2) _ ((2m2—2)d) _ (z —|—€2ne> ,

we(RP(yY)) = a3, we(RP(y* & R¢)) = ¢
we(n* & (Y1RN) =0, w(0D(*DR)®@N) =+ B,

T = w(RP(YY) + w.(n* @ (v @ \) = ai;
W, = w(RP(Y*®R™) +w. (08 (O R™©)®\) =p..

Suponha por absurdo que [ > e, assim

<Bgn+lcl_e_l,0'(RP(’}/e @ Rl—e))> _ <w/\e2n+lcl_6_1,U(RP(’ye @ Rl—e))>
(2 o (RP()

e(2n+1)
<add cl“,a<RP<vd>>>

<Oé:23+1>cd1+(2m+1)d(2"“)6, U(RP(’yd))> '

Por outro lado, se

com 2t > 2m

que

e(2n+1)
d
g

W(l,yd) = 1 +61 —|—@2—|— e — (1 +Oéd)2t_1’

+ 1 e denotando ¢ = (2m + 1)d — (2n + 1)e, temos pela férmula de Conner

Cd—1+(2m+l)d—(2n+l)e, O'(RP(’}/d))> _ <ad5(272+1) @q’ J(de2m+1)>

2t -1
_ <( . )a3m+17 J(de2m+1)>
d

=1
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Portanto, [ = e e o resultado esta provado.
]

3 3
Lema 6.2.3. Se (EB € — KaPP" U (@ fy, — K .P?™) € fizred-data de uma Z3-acdo

i=1 i=1
(M, ®), entao

o (e, 11p;) = (v = KPP ) U (v¢ @ B¢ — K.P™) com v e v° fibrados linhas;
o (cpptp) = (P = K PP U (72" — K. P?™), onde nf borda;
o (€pis o) = (17 — KqP?™ 1) U (0 — K P*"), onde n’ borda;

Com 0 <[l—e<h(0,2n),

2e set =1,
he(0,2n) =
e(2t —1) set>1.
onde 2n = 2(25 + 1).
Aqui estamos considerando fibrados com mesma classe caracteristica e com fibra de

mesma dimensao como sendo fibrados iguais.

Prova:. Suponha que (M, ®) é uma Z3-acao com fixed-data

3 3
(@ €p; —7 KdPQMH) U (@ Hp; — KeP%)-

i=1 i=1

Para cada p; denotamos por U, e V,,, as componentes do conjunto de pontos fixos do
Ker(p;) contendo KyP*™ 1 ¢ K, P?" respectivamente.
Se U,, = V,,, dizemos que p; fixa junto e neste caso tomando 7' ¢ Ker(p;) temos que
€py — KgP?*™ U p,, — K.P?" é o fibrado normal de (U,,,T).

Utilizando um recente preprint de Pergher e Adriana Ramos intitulado “Involutions

Fixing Projectives Spaces Relative To Different Rings”, temos
o (e, 11p,) = (V' = K PP 1)U (v @ R'™¢ — K. P?™) com 7% e 4 fibrados linhas,

com 0 <1l—e<h.(0,2n), 2n=242j+1) e

h (0, 20) 2e set=1;
e\U, 2N ) =
e(2t—1) set>1.
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Se U,, N'V,, = 0, dizemos que p; fixa separado, e neste caso tomando T" ¢ Ker(p;)
temos que (U,,,T) e (V,,,T) sao involugoes fixando K,P*"*! e K.P?" respectivamente,
com fibrados normais €,, — K,P*"*! e p, — K. P>

Segue dos Teoremas 2.8.10 e 2.8.9 que (U,,,T’) borda equivariantemente e ocorre um

dos casos seguintes:
(1) dim(V,,) = 2nd, e neste caso (V,,,T) = (K,P?", Id);
(2) (V,,;,T) é cobordante a (K4P?" x K,P*, Twist).

Em particular, pela sequéncia de Conner e Floyd podemos concluir que p,, é cobor-
dante ao fibrado tangente 72" — K;P?" ou é o fibrado nulo 0 — KP?", e ¢, borda
equivariantemente.

Além disso, no caso em que p,, ¢ cobordante ao fibrado tangente temos pelo lema 2.8.1
que W(u,) = W(r*). Logo, podemos considerar p,, = 72" — K,;P>" e o resultado
segue.

O

Considere agora (M, ®,) involucao fixando KyP*™ 1 U K,P?" cujo fibrado normal é
(v = KPP ) U (v¢ @ R — K. .P?).

Assim, temos as seguintes Z3-agoes fixando KyP*™ ! U K, P*:

o 13(M,®g) cujo fixed-data é

(’}/d, ’Yd, 7_(2m+1)d N KdP2m+1) U (’76 D lee7 ’Yd D lee7 7_2ne) N KEPZn;

o 2(M,®) cujo fixed-data é
(v%,0,0 = K P?*™ ) U (¢ @ R'7¢,0,0 — K P™).

Teorema 6.2.4. Se (N,V) uma Z3-acio firando KyP*™1 U K .P?", entio [N,¥] =
[0(E, W), [N, ¥] = [oT5(M, )] ou [N, V] = [W,S]U[oT3 (K. P** x K.P*" twist)], onde
(W, S) € uma Z3-agao fizando K4P*™ ! que borda equivariantemente e o : 23 — 73 é um

automorfismo.

Prova:. Suponha (N, ¥) uma Z3-a¢io com fixed-data

3 3
(@ €p — KaP*™ 1)U (@ fo, = K P?).

i=1 i=1
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Denotemos por U, e V,, as componentes do conjunto de pontos fixos do Ker(p;) con-
tendo K P?™*! ¢ K.P?" respectivamente.

Se cada €,, — K4P?™*! borda, entdo pelo lema 3.4.5 existe uma Z3-acao (W, S) que
3

borda equivariantemente e cujo fixed-data é (@ €, — KaP*™ ).
i=1
Neste caso, (N, ¥) U (W,S) é equivariantemente cobordante & uma Z2-acao fixando

K P,

Como K.P*" tem a propriedade H, entdao por [19] temos que (N, W) U (W, S) é equi-
variantemente cobordante & oI'}(M,T) onde (M,T) é uma involugao fixando K.P*" e
o : Z3 — 72 é um automorfismo.

Pelo Teorema 2.8.10 temos [M,T| = [K.P?*" x K.P*"], assim

(N, 9)U (W, S)] = [O’F?(KQPQTL x K P twist)].
Portanto,
[N, V] = [W,S]uU [aF?(KePzn X K. P?" twist)],

onde (W, S) é uma Z5-acao fixando K4P?™*! que borda equivariantemente.

Observe que se cada p; fixa separado, entdo pelo lema 6.2.3 cada €,, — K, P?*™*! borda
equivariantemente.

Logo, podemos supor de agora em diante que existe pelo menos um p que fixa junto,
com (e, ) = (74,7 ® R'™°),

Se existe apenas um p nestas condigoes entao utilizando um automorfismo o : Z3 — 72,
se necessario, podemos considerar pelo lema 6.2.3 que as possibilidades para o fixed-data

sao :
(1) (77{61’ 7,’/5’27 ,.Yd) U (7_2713’ 7_2ne’ ,.ye D Rl—e) :
(2) (m"m5%, ") U (72, 0,7 @ R'™°);

(3) (YL, m52) U (¢ @ R, 0,0);

onde 7% borda equivariantemente.

Mostraremos a seguir que s6 pode ocorrer o caso (3) e neste caso [N, ¥] = [['3(M, §y)].
Por motivos dimensionais se ocorre o caso (3) entao k; = ko = 0.
De fato, se (74, ¥, m52) U (v¢ @ R'=¢,0,0) é fixed-data de (N, ¥), entdo

d+ki+k+2m+1)d=140+0+2ne e 2ne+!=2m+1)d+d,
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ou seja, k1 + ko = 0.

Portanto,
(v, mt ms?) U (v° @ R°,0,0) = (v%,0,0) U (v & R',0,0),

e pelo Teorema 3.2.10 temos [N, ¥] = [['3(M, ®y)].

Se ocorre o caso (1)
2m+1)d+ ki +ky+d=2ne+2ne+2ne+le2ne+l=2m+1)d+d,

ou seja, k1 + ko = 4ne.

Se ocorre o caso (2)
Cm+1)d+k +ky+d=2ne+2ne+0+1le2ne+l=2m+1)d+d,

. . ki s o~
ou seja, k1 + ko = 2ne. Assim, em ambos os casos pelo menos um 7;” é nao nulo.
Suponha sem perda de generalidade que 775“ ¢ nao nulo.

Como
W<77§2 B AvY) = (1+ ag)”(1 + ? + aq),

temos wy = c? + Q.
Segue que ag = wg+c? é um termo caracteristico e podemos formar o seguinte niimero
nao nulo da lista (A, o AR ) — RP(nf):

(a1 o (RP())) = 1.

Isto contradiz o Teorema 3.4.1 e portanto ndo pode ocorrer os casos 1) e 2).

Suponha agora que existam p; e p, tais que U,, = V,,, com
(€pir i) = (’7d776 b Rli_e)a =12
Como p; e p, fixam junto, temos
2m+1)d+d=2ne+1; e (2m+ 1)d+d = 2ne + Iy,

de onde segue que [} = Is.

Pelo lema 6.2.3 as possibilidades para o fixed-data a menos de ordem sao:
(1) (At U (@ R @ RI40)
(2) (’Yd, '}/d, nk) U (76 D Rl—e’ ,ye o) Rl—e7 7_2ne);
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(3) (Vv v U (v @ R4 @ R0 @ RIT),

onde n* borda equivariantemente.

Como 7* borda equivariantemente, entao pelo lema 2.8.3
W (") = (1 +aqg)? , p par.

Por motivos dimensionais, mostraremos que nao ocorre o caso 3).
Se (74,74, v U (v¢ ® RI7¢, v ® R, v¢ ® R!7°) ¢é fixed-data entdo

(2m +1)d + 3d = 2ne + 3l.
Além disso, como
(2m+1)d+d = 2ne+1,
segue que 2d = 21 > 2e, contrariando a hipdtese d < e.
Caso (2).
Suponha que (v4, v, n*) U (4¢ @ R, ~¢ @ RI=¢, 72"¢) é fixed-data, entdo
2m+1)d+2d+k=2ne+2l+2ne e (2m+1)d+d=2ne—+I,

logo, k = (2m + 1)d.
k 2ne)

Observe que neste caso, (1*, T fixa separado, caso contrario teriamos
2ne 4+ 2ne = (2m + 1)d + (2m + 1)d,

ou seja, 2ne = (2m + 1)d. Como e = 2d ou e = 4d temos um absurdo.
Pelo lema 3.4.3,

W(RP(®) = (1 + ag)®*™2(1 + ) P21 + g + c?)P.

Assim,

(x) W(RP(") = (14 aa)’(1+aa)®™ 2 P(1+ )" "1+ aqg+ ')
= [(1+ag)(X+ ¢+ ag)P(1 4 ag)*™ 2P (1 4 ¢)F P4,

Além disso,
WH'e (7@ N) = (14 ag)(1+ ) + ag) = (14 aq)(1 + ¢* + aq).
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Assim,
wog(V @ (Y4 @ N)) = ag(ag + ).

Além disso, multiplicando (*) com as respectivas classes inversas de [(14+ayg)(1+ci+ay)]P

e (14 ¢)*P4 concluimos que (1 + a4)?™+27P é um termo caracteristico.

Caso: 0<p<2m+2

Temos wpa(n*) = of) # 0, assim k > pd > (p — 1)d.
Como (14 ag)?™+t277 é classe caracterfstica, se 2m + 2 — p = 21(2j + 1), entdo o é classe
caracteristica.

Assim, podemos formar o seguinte nimero caracteristico
<a2t(2j+1)a571<ad + Cd)p—lck—(p—l)d—l, G(Rp(nk)» — <a2m+1ck—17 O'(RP(T]k))> — 1.

Segue que a lista (A\,7? @ (7¢ ® \)) — RP(n*) nao borda, contrariando o Teorema 3.4.1.
Portanto, devemos ter p =0 ou p > 2m + 1.

Caso: p>2m+2

2m+2) fambém

Como (1 + ayg)¥™+27P é classe caracteristica, entdo sua inversa (1 -+ )P~
é classe caracteristica.
Logo, se p — (2m + 2) = 2°(2i + 1), entdo a2 é classe caracteristica.
Considere agora 2! < 2m 4 2 < 2141,
Observe que, podemos supor p < 2+1, caso contrdrio, tomando r resto da divisao de 2/+1

por p temos
Wk =(1+aq)? =1+ ag)" com 0 <r <2m+2,

recaindo na analise anterior se 0 < r < 2m + 2 ou no préximo caso se r = 0.

Logo, 2! < 2m + 2 < p < 2! Observe que 2! esta na particao diddica de p, caso
contrario existiria somente poténcias de 2 menores ou iguais a [ — 1 na particao diddica de
p e terfamos 2m + 2 > 2! > p.

Assim,
k p 9! : ;
warg(N*) = < ol )ozd # 0, ou seja , k > 2'd.

Além disso, temos que 2° < 2!, caso contrario terfamos 2° > 2! > p.
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Segue que 2° < 2m + 1 e existem 0 < r < 2%, t5 > 1 tais que 2m + 1 = 2%ty + 7.
Observe que k > 2'd > 2°d > rd, assim podemos formar o seguinte niimero caracteristico

nao nulo,

(alfaly(aq + ) F=ra=L o (RP(nY))) = (3" o(RP(n))) = 1.
Portanto, nao podemos ter p > 2m + 2 e as tunicas possibilidades sao p =0 e p = 2m + 2.
Caso: p=0

Se p = 0, entao
W(RP(®)) = (1 4+ ag)?™*2(1 + c)*.
Multiplicando a igualdade por (1 + C)QS_’C para S suficientemente grande temos
(14 aq)>™*? = (1+ ) *W(RP(n")).

Se 2m+2 = 2'(2j+1), entao ozflt é um termo caracteristico, pois é a parcela na dimensao

2td. Assim, podemos formar o seguinte nimero nao nulo:
a2t2ja2i—1(a 4+ )2 -1 ,2m+1)d—(2' - 1)d~1 k _
a0y (agt ) le ,o(RP(n"))) = 1.
Portanto, nao podemos ter p = 0.
Segue que W(n*) = (1 + ag)*™ 2 e k= (2m + 1)d.
Logo, (N, V) possui fixed-data simultaneamente cobordante a
(fyd7 ,yd7 7_(2m—|—1)d> U (’76 ® ‘Rl—e7 ,ye o Rl—e7 7_2716)7
e pelo Teorema 3.2.10 temos [N, W] = [[3(M, ®y)].
Caso (1) Se (Y474, 7*) U (v¢ @ R'7¢,4¢ @ R'=¢,0) ¢é fixed-data de (N, W), entdo pelo

Teorema 6.2.2, k = (2m + 1)d — 2ne, W(n¥) =1el=ce.

Portanto, o fixed-data de (N, ¥) é simultaneamente cobordante a
(’Yd, ,yd’ R(2m+1)d72ne) U (767 ,ye’ O),

e pelo Teorema 3.2.10 temos [N, V] = [E, ¥y).
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