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Resumo

Sejam M uma variedade fechada e suave e T : M →M uma involução C∞ definida em

M . É conhecido que se F é o conjunto de pontos fixos de T , então F é uma união finita

de subvariedades fechadas de M . Dado F , um problema neste contexto é a classificação,

a menos de cobordismo equivariante, de pares (M,T ) para os quais o conjunto de pontos

fixos é F .

Neste trabalho nós realizamos a classificação, a menos de cobordismo equivariante, das

Zk2-ações (Mn,Φ) fixando F , com F sendo um dos seguintes:

• F = KP 2n ∪KP 2m+1;

• F = KP 2n+1 ∪KP 2m+1,

onde KP é o espaço projetivo real, complexo ou quaterniônico.

Além disso, realizamos a classificação, a menos de cobordismo equivariante, das Z2
2-

ações cujo conjunto de pontos fixos é KdP
2n ∪KeP

2m+1 e d < e, onde KjP , j = 1, 2, 4 são

respectivamente os espaços projetivos real RP , complexo CP e quaterniônico HP .

Tendo em vista que neste caso apareceram ações exóticas, foi importante a melhora que

obtivemos de um resultado de Pedro Pergher feita no Teorema 3.4.1 a qual permitiu obter

tal classificação.
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Abstract

Let M be a closed smooth manifold and T : M → M be an C∞ involution defined

on M . It is known that if F is the set of fixed points of T , then it is a finite union of

closed submanifolds of M . Given F , a problem in this context is the classification, up to

equivariant cobordism, of pairs (M,T ) for which the fixed point set is F .

In this work we performe the classification, up to equivariant cobordism, of Zk2-actions

(Mn,Φ) fixing F with F being one of the following:

• F = KP 2n ∪KP 2m+1;

• F = KP 2n+1 ∪KP 2m+1,

where KP is the real, complex or quaternionic projective space.

We also perform the classification, up to equivariant cobordism, of Z2
2-action whose

fixed point set is KdP
2n ∪ K2m+1

e and d < e, where KjP , j = 1, 2, 4 are respectively the

real RP , complex CP and quaternionic HP projective spaces.

Given that in this case appeared exotic actions, was important that the improvements

that we made from the result of Pedro Pergher done in Theorem 3.4.1, which allowed us

to obtain such classification.
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2.7 Fórmula de Conner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.8 Involuções fixando KdP
m ∪KdP

n , KdP
m ∪KeP

n . . . . . . . . . . . . . . 15

3 Cobordismo de Zk2-Ações 22

3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.2 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.3 Zk2-Ações Especiais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.4 Fixed-Data de Zk2-Ações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4 Zk2-ações fixando KdP
2n ∪KdP

2m+1 39

4.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

4.2 Classificação de Z2
2-ações fixando KdP

2n ∪KdP
2m+1 . . . . . . . . . . . . . 39

4.3 Classificação de Zk2-ações fixando KdP
2n ∪KdP

2m+1 . . . . . . . . . . . . . 58

5 Zk2-ações fixando KdP
2n+1 ∪KdP

2m+1 67

5.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5.2 Classificação de Z2
2-ações fixando KdP

2n+1 ∪KdP
2m+1 . . . . . . . . . . . . 67

v



SUMÁRIO
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Caṕıtulo

1
Introdução

Suponha M variedade fechada e T : M → M involução C∞ definida em M , com

conjunto de pontos fixos F . É conhecido que F é uma união finita de subvariedades

fechadas de M .

Para uma certa F , um problema neste contexto é a classificação, a menos de cobor-

dismo equivariante, de pares (M,T ) para os quais o conjunto de pontos fixos é F . Alguns

resultados sobre esta classificação podem ser encontrado em Royster [22], Hou and Tor-

rence ([26];[27]), P.L.Q. Pergher [13], Stong ([23];[25]), P.L.Q. Pergher e Stong [15], Conner

e Floyd ([2], Teorema 27.6), Kosniowski e Stong ([6], pag. 309) e Lü ([29];[30]).

Para F = RP n, a classificação foi obtida em [23] e [2]. Royster então estudou esse

problema com F sendo a união disjunta de dois espaços projetivos reais, F = RPm∪RP n.

A classificação estabelecida por Royster foi feita caso a caso, dependendo da paridade

de m e n, com argumentos especiais quando uma das componentes era RP 0 = {ponto}, no

entanto seu método não foi suficiente para resolver o caso m e n pares positivos.

Posteriormente, em [21] o artigo de Royster foi estendido para F sendo a união dis-

junta de dois espaços projetivos complexo ou quaterniônico, além de conter a classificação

para o caso F = KP 2s ∪ KP 2n, s, n ≥ 1, com KP espaço projetivo real, complexo ou

quaterniônico.

Outra questão natural no contexto de cobordismo equivariante é a classificação, a menos

de cobordismo, de Zk2-ações (Mn,Φ) fixando F , sendo Mn variedade fechada, n-dimensional

e C∞. Uma caracteŕıstica interessante nesta questão é que em alguns casos a classificação

para k = 1 determina completamente a correspondente classificação para qualquer k ≥ 1.

Por exemplo, isto ocorre quando F = RP 2n,CP 2n,HP 2n ou QP 2, espaços projetivos

real, complexo, quaterniônico ou o plano projetivo de Cayley (veja [4] e [19]); isto também

acontece quando F = V n ∪ {p}, em que p é um ponto e V n é uma variedade fechada com

n > 0 (veja [17]) e F é a união de um ou dois espaços com propriedade H, dentre os quais

se encontram os espaços projetivos real, complexo e quaterniônico (para detalhes veja [20]).
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

Em todos estes casos, a classe de cobordismo equivariante de Zk2-ações fixando F pode

ser representada por um conjunto especial de Zk2-ações obtidas de involuções fixando F .

A seguir descreveremos tal conjunto. Dados (W,T ) involução fixando F e 1 ≤ r ≤ k,

nós podemos construir uma Zk2-ação especial no produto W 2r−1
= W×· · ·×W (2r−1fatores),

a qual denotaremos por Γkr(W,T ), da seguinte maneira indutiva.

Primeiro defina Γ1
1(W,T ) = (W,T ). Tomando k ≥ 2 e supondo por indução definido

Γk−1
k−1(W,T ) = (W 2k−2

, T1, . . . , Tk−1), defina

Γkk(W,T ) = (W 2k−1
, T ′1, . . . , T

′
k)

com (W 2k−1
, T ′1, . . . , T

′
k−1) = (W 2k−2 ×W 2k−2

, T1 × T1, . . . , Tk−1 × Tk−1) e T ′k atuando em

W 2k−2 ×W 2k−2
por T ′k(x, y) = (y, x). Isto define Γkk(W,T ) para todo k ≥ 1.

A seguir, definimos Γkr(W,T ) = (W 2k−1
, T1, . . . , Tk) com Γrr(W,T ) = (W 2r−1

, T1, . . . , Tr)

e Tr+1 = · · · = Tk = Id; estendemos esta definição para r = 0, colocando Γk0(W,T ) =

(W, Id, . . . , Id).

Agora, dada uma Zk2-ação (M,Φ),Φ = (T1, T2, . . . , Tk), aqui consideraremos Zk2 como o

grupo gerado por k involuções comutantes e o fixed-data de Φ é η = ⊕ρερ → F , em que F

é o conjunto de pontos fixos de Φ e ρ ∈ P = Hom(Zk2,Z2)− {1}.
Os fibrados ερ são caracterizados como sendo o sub-fibrado em que cada T ∈ Zk2 age nas

fibras como ρ(T ) (para mais detalhes veja Caṕıtulo 3).

Primeiramente, cada automorfismo σ : Zk2 → Zk2 determina uma nova ação

(M,σ(T1), σ(T2), . . . , σ(Tk)), que denotaremos por σ(M,Φ). Em [14] foi mostrado que se

(M,Φ) tem fixed-data ⊕ρερ → F e um dos fibrados ερ0 é isomorfo a ε′ρ0
⊕ R, com R → F

sendo o fibrado trivial, então existe uma Zk2-ação (N,Ψ) com fixed-data ⊕ρµρ → F onde

µρ = ερ se ρ 6= ρ0 e µρ0 = ε′ρ0
.

Portanto, dada uma involução (W,T ) fixando F , aplicando as operações σΓkr em (W,T )

e removendo, se posśıvel, secções dos sub-fibrados do fixed-data, obtemos uma coleção de

Zk2-ações fixando F .

Dada F , denotamos por Ak(F ) a coleção de todas as classes de Zk2-ações contendo um

representante (M,Φ) fixando F e por Amk (F ) o conjunto das classes m-dimensionais.

Denote por Bk(F ) ⊂ Ak(F ) o subconjunto consistindo das classes obtidas de A1(F )

pelo processo citado acima e por Bmk (F ) ⊂ Ak(F ) o conjunto das classes m-dimensionais.

Para uma partição fixada ω = {ω1, ω2, . . . , ωp} (p ≥ 1) do conjunto de componentes de

F , escrevemos F = F1 ∪ . . . ∪ Fp, em que Fi é a união dos membros de ωi.

Se [(Mm
i ,Φi)] ∈ Bmk , 1 ≤ i ≤ p, então

p⋃
i=1

[(Mm
i ,Φi)] representa uma classe de Amk (F );
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denote por Pmk,ω(F ) ⊂ Amk (F ) os subconjuntos obtidos desta forma, e por

Pk(F ) =
⋃
m

⋃
ω

Pmk,ω(F ) ⊂ Ak(F ).

Assim, para casos especiais de F acima mencionados temosAk = Pk, ou seja, a classificação

para k = 1 determina completamente a correspondente classificação para qualquer k ≥ 1.

O Caṕıtulo 2 apresenta as terminologias e conceitos básicos da teoria de cobordismo,

com base no trabalho de Conner e Floyd desenvolvida em [2], com destaque para o teorema

2.6.4, onde é demonstrado a sequência exata de Conner e Floyd.

No Caṕıtulo 3 é introduzida a noção de cobordismo simultâneo, e definidas algumas

involuções especiais que serão importantes na classificação dos caṕıtulos seguintes, com

destaque para o Teorema 3.2.10, o qual diz que a classe de cobordismo de uma Zk2-ação é

completamente caracterizada pelo cobordismo simultâneo do seu fixed-data.

O Caṕıtulo 4 deste trabalho mostra que Ak = Pk quando F = KP 2n ∪ KP 2m+1, em

que KP é o espaço projetivo real, complexo ou quaterniônico.

Este resultado além de estender para k > 1 a classificação obtida por Royster em [22] para

k = 1, obtém também as versões complexas e quaterniônicas dessas classificações.

No Caṕıtulo 5 é mostrado que o mesmo é verdade para F = KP 2n+1 ∪KP 2m+1; mais

explicitamente é mostrado que qualquer Zk2-ação fixando F = KP 2n+1 ∪ KP 2m+1 borda,

sendo que isso tinha sido obtido por Royster em [22] para k = 1, considerando o caso

de espaço projetivo real, e por Pergher e Adriana Ramos em [21] considerando o caso de

espaço projetivo complexo e quaterniônico.

No Caṕıtulo 6 obtivemos a classificação a menos de cobordismo de Z2
2-ações cujo con-

junto de pontos fixos é KdP
2n∪KeP

2m+1 e d < e, onde KdP , d = 1, 2, 4 são respectivamente

os espaços projetivos real RP , complexo CP e quaterniônico HP . Nesta classificação apa-

recem ações exóticas, as quais não são da forma Γji (M,T ), com (M,T ) involução fixando

KdP
2n ∪KeP

2m+1.

Todas as classificações foram obtidas devido à uma considerável melhora no resultado

que pode ser encontrado em ([13] Teorema 1, pg.2145), com destaque para a classificação do

caṕıtulo 6, onde só foi posśıvel garantir a existência de ações exóticas utilizando a referida

melhora de resultado, tornando esta classificação a parte mais original e importante em

relação à literatura existente.

O resultado de ([13] Teorema 1, pg.2145) diz que (F ; ε1, ε2, ε3) é fixed-data de uma

Z2
2-ação se, e somente se, as seguintes listas bordam:

3



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

a) (λ1, ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1))→ RP (ε1);

b)

(λ1, λ
′, 0)

↓
RP (ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1))

∪
(ε1 ⊕ (ε3 ⊗ λ2), λ2, 0)

↓
RP (ε2)

;

c) (λ3, ε1 ⊕ (ε2 ⊗ λ3))→ RP (ε3).

Onde λi → RP (εi) i = 1, 2, 3 são os respectivos fibrados linha.

A melhora em questão foi mostrar que

(λ1, λ
′, 0)

↓
RP (ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1))

borda simultaneamente(veja definição 3.2.1).

Fazendo-se essa eliminação, foi computacionalmente posśıvel analisar as possibilidades

de fixed-data de Z2
2-ações fixando KdP

2m+1 ∪KeP
2n.

4



Caṕıtulo

2
Preliminares

2.1. Introdução

Neste caṕıtulo, serão apresentadas algumas terminologias e introduzidos alguns con-

ceitos básicos da teoria de cobordismo equivariante, com base na teoria desenvolvida por

Conner e Floyd em [2].

As variedades, aplicações ou ações aqui abordadas serão consideradas como sendo C∞.

Além disso, uma variedade n-dimensional Mn terá um número finito de componentes co-

nexas, não necessariamente de mesma dimensão.

Usamos σ(M) para denotar a classe fundamental de homologia módulo 2 de M . Deno-

tamos respectivamente por Hn(M) e Hn(M) os grupos de cohomologia e homologia de M

com coeficientes em Z2. Para cada h ∈ Hn(M), denotamos por 〈h, σ(M)〉 ∈ Z2 o valor de

h evaluado em σ(M).

Denotamos por ξk → X um fibrado vetorial k-dimensional sobre um espaço X e Rk →
X o fibrado trivial k-dimensional.

Dados ξk → X com X paracompacto, denotamos a classe total de Stiefel- Whitney de

ξk por

W (ξk) = 1 + w1(ξk) + · · ·+ wk(ξ
k).

com wi(ξ
k) ∈ H i(X) sendo a i-ésima classe de Stiefel- Whitney de ξk.

A classe de Stiefel- Whitney de uma variedade Mn é definida como sendo a classe de

Stiefel- Whitney do fibrado tangente τn →M e denotada por

W (M) = 1 + w1(M) + · · ·+ wn(M).

Dados um fibrado ξ → M e uma aplicação f : N → M , denotamos por f(ξ) → N

o pullback de ξ por f . Diremos que um fibrado ξ → M é nulo se a fibra sobre cada

componente conexa de M for o espaço vetorial nulo {0}, e denotamos tal fibrado por

5



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

0→M .

Finalmente, denotaremos por KdP
n, com d = 1, 2, 4, respectivamente, os espaços pro-

jetivos real RP n, complexo CP n e quaterniônico HP n.

2.2. Cobordismo de Variedades

Definição 2.2.1. Dizemos que uma variedade Mn borda se, e somente se, existe uma

variedade compacta W n+1 tal que ∂W n+1 = Mn. Dizemos que duas variedades Mn e Nn

são cobordantes se Mn ∪Nn borda.

A relação de cobordismo é uma relação de equivalência no conjunto das classes de

difeomorfismo de variedades fechadas n-dimensionais. Denotamos por [Mn] a classe de

cobordismo de Mn e por Nn o conjunto das classes de cobordismo de variedades fechadas

n-dimensionais.

Com a operação [Mn] + [V n] = [Mn ∪ V n], Nn tem estrutura de grupo abeliano,

denominado grupo de cobordismo não orientado n-dimensional. Observe que o elemento

neutro é a classe de cobordismo [Mn] = 0 onde Mn borda.

Se N∗ =
∞⊕
j=1

Nj, então (N∗,+, .) é um anel graduado comutativo com unidade com

respeito às operações

[Mn] + [V n] = [Mn ∪ V n] e [Mn].[V n] = [Mn × V n].

Definição 2.2.2. Seja Mn variedade fechada com classe de Stiefel- Whitney

W (Mn) = 1 + w1(Mn) + · · ·+ wn(Mn).

Então para cada partição i1 + i2 + · · ·+ ij = n, temos associado o número〈
wi1(Mn)wi2(Mn) . . . wij(M

n), σ(Mn)
〉
∈ Z2,

chamado de número caracteŕıstico ou número de Stiefel-Whitney de Mn em relação ao

monômio wi1(Mn)wi2(Mn) . . . wij(M
n).

Em 1954 René Thom em seu famoso trabalho Quelques propriétés globales des variétés

differentiables [28], o qual lhe garantiu a Medalha Fields em 1958, mostrou que a classe de

cobordismo de Mn é completamente determinada pelos números caracteŕısticos de Mn.

De maneira mais expĺıcita, ele mostrou o seguinte teorema:

6



2.3. COBORDISMO SINGULAR

Teorema 2.2.3. (Thom) Uma variedade fechada Mn borda se, e somente se, todos os

números caracteŕısticos de Mn são nulos.

Corolário 2.2.4. Duas variedades Mn e V n são cobordantes se, e somente se, Mn e V n

possuem os mesmos números caracteŕısticos, ou seja〈
wi1(Mn)wi2(Mn) . . . wij(M

n), σ(Mn)
〉

=
〈
wi1(V n)wi2(V n) . . . wij(V

n), σ(V n)
〉
.

para cada partição i1 + i2 + · · ·+ ij = n.

Exemplo 2.2.5. Usando o teorema acima, utilizando a estrutura multiplicativa de KdP
n

e que W (KdP
n) = (1 + αd)

n+1, onde αd é o gerador de Hd(KdP
n), mostra-se que KdP

n

borda se, e somente se, n é ı́mpar.

De [28] temos o seguinte teorema, o qual determina a estrutura de N∗.

Teorema 2.2.6. N∗ é uma álgebra polinomial graduada sobre Z2 com um gerador em cada

dimensão n 6= 2j − 1 (n ≥ 0)

Explicitamente, em [28] foi mostrado que para n par os espaços projetivos RP n são

representantes de geradores, e para as dimensões restantes foi mostrado em [5] que as

variedades do tipo

Si × CP j/ ∼

onde (z1, z2) ∼ (−z1, z2), são representantes de geradores com i e j apropriados. Tais

variedades são denominadas variedades de Dold P (i, j).

Assim, o teorema acima diz que qualquer variedade M é cobordante à uma união dis-

junta de variedades, com cada uma delas sendo um produto cartesiano envolvendo espaços

projetivos pares e variedades de Dold, conforme acima especificado.

2.3. Cobordismo Singular

Os conceitos abaixo podem ser encontrados em [2].

Definição 2.3.1. Seja X um espaço topológico. Uma variedade singular em X é um par

(Mn, f) com Mn uma variedade fechada e f : Mn → X uma função cont́ınua. Dizemos

que (Mn, f) borda se existe (W n+1, F ), com W n+1 variedade fechada, ∂W n+1 = Mn e

F : W n+1 → X uma extensão de f .

7



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Definição 2.3.2. Dizemos que duas variedades singulares (Mn, f) e (V n, g) são cobordan-

tes se (Mn ∪ V n, f ∪ g) borda.

Mostra-se que a relação é de equivalência no conjunto das variedades singulares n-

dimensionais. Denotamos por [Mn, f ] a classe de equivalência de (Mn, f), e por Nn(X) o

conjunto de tais classes de equivalência.

Se N∗(X) =
∞⊕
n=0

Nn(X), então N∗(X) possui uma estrutura de N∗-módulo graduado

dada pelas operações

N∗ ×N∗(X)→ N∗(X), que associa ([Mm], [V n, f ])→ [Mm × V n, g] ,

com g(x, y) = f(y).

N∗(X)×N∗(X)→ N∗(X), que associa ([Mm, f ], [V n, g])→ [Mm ∪ V n, f ∪ g].

Definiremos a seguir os números caracteŕısticos de uma variedade singular, os quais, as-

sim como no caso de variedades, classificam a menos de cobordismo as variedades singulares

para X sendo CW -complexo.

Seja (Mn, f) uma variedade singular em X. Para cada h ∈ Hm(X) com 0 ≤ m ≤ n, o

inteiro módulo 2 〈
wi1(Mn) . . . wijf

∗(h), σ(Mn)
〉

com f ∗ : Hm(X) → Hm(Mn) sendo o homomorfismo induzido de f em cohomologia e

i1 + i2 + · · ·+ ij = n−m, é chamado de número caracteŕıstico de (Mn, f).

Teorema 2.3.3. Seja X um CW-complexo finito. Então uma variedade singular, (Mn, f),

borda se, e somente se, seus números caracteŕısticos são nulos.

Prova:. Veja ([2], pg:56, 17.3).

Corolário 2.3.4. Seja X um CW-complexo finito. Então duas variedades singulares em

X são cobordantes se, e somente se, possuem os mesmos números caracteŕısticos.

Observação 2.3.5. Para h = 1 ∈ H0(X), os números caracteŕısticos de f correspondentes

à h, coincidem com os números caracteŕısticos de M , em particular se X = {ponto} então

os números caracteŕısticos de f coincidem com os números caracteŕısticos de M .
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2.4. COBORDISMO DE FIBRADOS

2.4. Cobordismo de Fibrados

Definição 2.4.1. Dizemos que um fibrado vetorial k-dimensional ξk → Mn sobre uma

variedade fechada Mn borda se existe um fibrado vetorial k-dimensional ζk → W n+1 sobre

uma variedade W n+1 compacta com bordo, tal que ∂W n+1 = Mn e ζk|Mn = ξk. Dois

fibrados vetoriais k-dimensionais ξk →Mn e ηk → V n são cobordantes se a união disjunta

(ξk →Mn) ∪ (ηk → V n) borda.

Fixados k e n, existe uma bijeção natural entre o conjunto das classes de cobordismo

de fibrados vetoriais k-dimensional, ξk → Mn e Nn(BO(k)), onde BO(k) é o espaço clas-

sificante para fibrados k-dimensionais.

A bijeção é dada por

[ξk →Mn] −→ [Mn, f ],

com f sendo uma função classificante para ξk →Mn. A inversa é

[Mn, f ] −→ [f(υk)→Mn],

onde υk → BO(k) é o fibrado universal k-dimensional.

Considerando as operações

[ξk →Mn] + [µk → V n] = [ξk ∪ µk →Mn ∪ V n];

[V n] .[ξk →Mn] = [p2(ξk)→ V n ×Mn],

onde p2 é a projeção na segunda coordenada, mostra-se que a bijeção acima é um isomor-

fismo de N∗-módulos.

Assim, podemos ver os elementos deN∗(BO(k)) como classes de cobordismo de fibrados

vetoriais k-dimensionais.

O elemento neutro [ξk → Mn] = 0 ∈ Nn(BO(k)) é a classe contendo os fibrados

k-dimensionais triviais sobre variedades que bordam.

De acordo com o Teorema 2.3.3, um elemento [ξk → Mn] é determinado por seus

números caracteŕısticos. Assim, se f é uma função classificante para ξk, temos para cada

h ∈ Hm(BO(k)) e partição i1 + · · ·+ is = n−m, o seguinte número caracteŕıstico:

〈wi1(Mn) . . . wis(M
n)f ∗(h), σ(Mn)〉.

Sabe-se que H∗(BO(k)) é a álgebra polinomial Z2[v1, v2, . . . , vk] com vi sendo a i-ésima

classe de Stiefel-Whitney do fibrado universal k-dimensional, µk → BO(k). Assim, h é da

forma
∑
vj1 . . . vjl e portanto
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f ∗(h) =
∑
f ∗(vj1) . . . f ∗(vjl).

Sabemos que f ∗(vi) = wi(ξ
k) e para cada monômio básico vj1 . . . vjl temos

f ∗(vj1) . . . f ∗(vjl) = wj1(ξk) . . . wjl(ξ
k).

Segue que os números caracteŕısticos da forma〈
wi1(Mn) . . . wis(M

n)wj1(ξk) . . . wjl(ξ
k), σ(Mn)

〉
com i1 + · · ·+ is + j1 + j2 + · · ·+ jl = n, caracterizam a classe de cobordismo de ξk.

Definição 2.4.2. Os números caracteŕısticos do fibrado ξk são dados por〈
wi1(Mn) . . . wis(M

n)wj1(ξk) . . . wjl(ξ
k), σ(Mn)

〉
∈ Z2

com i1 + · · ·+ is + j1 + j2 + · · ·+ jl = n.

Das consideração acima temos o seguinte corolário do Teorema 2.3.3:

Corolário 2.4.3. Um fibrado ξk →Mn é cobordante se todos os seus números caracteŕıs-

ticos são nulos. Além disso, dois fibrados são cobordantes se, e somente se, possuem os

mesmos números caracteŕısticos.

Exemplo 2.4.4. Para cada n ≥ 1, seja γd → KdP
n o fibrado linha canônico sobre KdP

n.

Assim, W (γd) = 1 + αd e temos o seguinte número caracteŕıstico〈
wd(γ

d)n, σ(KdP
n)
〉

= 〈αnd , σ(KdP
n)〉 = 1 ∈ Z2.

Portanto, pelo corolário anterior, γd não borda, mesmo KdP
n sendo cobordante para n

ı́mpar.

2.5. Cobordismo de Ações

Seja G um grupo de Lie compacto. Cada par da forma (Φ,Mn) denotará uma ação

C∞, Φ : G×Mn →Mn em uma variedade fechada Mn.

Definição 2.5.1. Dizemos que uma ação (Φ,Mn) borda equivariantemente, se existem

uma variedade compacta W n+1 com bordo ∂W n+1 = Mn e uma ação Ψ : G ×W n+1 →
W n+1 com restrição Ψ|Mn = Φ. Dizemos que duas ações (Φ,Mn) e (Ψ, V n) sãoG−cobordantes,

se a união disjunta (Φ ∪Ψ,Mn ∪ V n) borda.
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A relação de G-cobordismo de ações assim definida é uma relação de equivalência.

Denotamos por [Φ,Mn] a classe de cobordismo de (Φ,Mn) e por In(G) a coleção das

classes de cobordismo das G-ações nas variedades fechadas n-dimensionais.

Considere a seguinte operação

[Φ,Mn] + [Ψ, V n] = [Φ ∪Ψ,Mn ∪ V n]

onde (Φ ∪Ψ)/Mn = Φ e (Φ ∪Ψ)/V n = Ψ.

Com tal operação verifica-se que In(G) tem estrutura de grupo, o qual é denominado

grupo de G-cobordismo irrestrito n-dimensional ; quando restringimos à ações livres, o

conjunto das classes de G-ações nas variedades fechadas n-dimensionais ainda possui es-

trutura de grupo, denominado grupo de G-cobordismo principal n-dimensional, denotado

por Nn(G).

Se I∗(G) =
∞⊕
j=1

Ij(G), então I∗(G) possui uma estrutura de N∗-módulo dada por

[Mn].[Φ, V n] = [Ψ,Mn × V n],

onde Ψ(x, y) = (x,Φ(y)). Analogamente, N∗(G) =
∞⊕
j=1

Nj(G) também possui uma estru-

tura de N∗-módulo.

2.6. Sequência de Conner e Floyd

Se G = Z2, o elemento [M,Φ] ∈ N∗(Z2) também será denotado por [M,T ], onde

T : M →M é a involução correspondente ao gerador de Z2.

Definição 2.6.1. Seja (Mn, T ) uma involução sem pontos fixos e considere o quociente
M
T

, o qual também é uma variedade fechada. Definimos o fibrado linha canônico associado

a T como sendo λ
p→ M

T
, onde o espaço total é Mn×R

(x,r)∼(T (x),−r) e p([x, r]) = [x].

Teorema 2.6.2. A associação [Mn, T ]→ [λ→ Mn

T
] define um isomorfismo de N∗-módulos

entre N∗(Z2) e N∗(BO(1)).

Prova:. Vide ([2], pg 71).
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Pelo teorema acima e Corolário 2.4.3, a classe de cobordismo da involução livre (Mn, T )

em Nn(Z2) é caracterizada pelos números caracteŕısticos do fibrado linha canônico γ → M
T

.

Tais números são chamados de números de involução de (Mn, T ).

Consideremos ξk → V n um fibrado vetorial k-dimensional sobre uma variedade fe-

chada V n, com grupo O(k) (grupo ortogonal), k ≥ 1. Existe, então, o fibrado em esferas

S(ξk)
p→ V n, com fibra Sk−1 e cujo espaço total S(ξk) é uma variedade fechada (n+k−1)-

dimensional.

A aplicação antipodal A : Sk−1 → Sk−1 comuta com todos os elementos de O(k),

portanto, podemos introduzir em S(ξk) uma involução T , bem definida, sem pontos fixos,

a qual restrita a cada fibra é a antipodal.

Referimo-nos ao par (S(ξk), T ) como sendo o fibrado involução associado à ξk.

Definição 2.6.3. Se (S(ξk), T ) é o fibrado involução associado a ξk
p→ V n, então o fi-

brado projetivo associado à ξk, é dado por RP (ξk)
p̄→ V n, com fibra RP k−1, espaço total

RP (ξk) = S(ξk)
T

e projeção p̄([x]) = p(x) .

Dada uma involução (Mn, T ), com fibrado normal η → Mn, então η pode ser escrito

como η = ∪ηn−k → F k com ηn−k → F k sendo o fibrado normal restrito à F k, onde F k

denota a união das componentes de F de dimensão k, 0 ≤ k ≤ n.

Observe que [ηn−k → F k] pode ser visto como um elemento deNk(BO(n−k)) e portanto

[η → F ] ∈Mn =
n⊕
k=0

Nn−k(BO(k)).

Denotemos por M∗ =
∞⊕
i=0

Mi. Assim, se (M,T ) é uma involução com fibrado normal

η → F , então [η → F ] ∈M∗.

Temos então a função j∗ : I∗(Z2)→M∗ dada por

j∗[M
n, T ] = [η → F ] =

n∑
k=0

[ηn−k → F k].

Se η → F é um fibrado vetorial sobre uma variedade fechada F , define-se

∂ :M∗ → N∗(Z2),

por ∂[η → F ] = 0, se η é nulo, e ∂[η → F ] = [S(η), A], se η não é o fibrado nulo.

Além de verificar que j∗ e ∂ estão bem definidos, Conner e Floyd mostraram em [2] que

j∗ e ∂ são homomorfismos de N∗-módulos e compõem uma sequência exata curta.

Teorema 2.6.4. A sequência
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0→ I∗(Z2)
j∗→M∗

∂→ N∗(Z2)→ 0

é exata.

Prova:. Vide ([2], pg: 88, 25.2).

Definição 2.6.5. Se (M,T ) é uma involução fixando F , então o fibrado normal η → F é

chamado Fixed-data de (M,T ).

A sequência acima fornece informações sobre a existência de involuções cujo fixed-data

é um determinado fibrado η → F .

De fato, se η → F é o fibrado normal de uma involução (M,T ) fixando F , temos pela

sequência de Conner e Floyd que [η] = j∗[M,T ].

Assim,

∂([η → F ]) = (∂ ◦ j∗)[M,T ] = 0.

Portanto, se ∂([η → F ]) 6= 0, então não existe involução (M,T ) com fibrado normal η → F .

Na demonstração do Teorema 2.6.4 é provado que, se ∂([η → F ]) = 0, então η é

realizado como o fixed-data de uma involução (M,T ), e não apenas cobordante à um

fibrado que é realizado como fixed-data. Em particular, temos que um fibrado cobordante

à um fixed-data também é um fixed-data.

Dessa forma obtemos o seguinte corolário:

Corolário 2.6.6. Um fibrado η → F é o fixed-data de uma involução (M,T ) se, e somente

se, ∂[η → F ] = 0.

Observação 2.6.7. Segue do corolário anterior e Teorema 2.6.2 que η → F = ∪nk=0η
n−k →

F k é um fixed-data se, e somente se, todos os números de involução de γ → RP (η) são

nulos.

Corolário 2.6.8. Seja η → F = (ηn−i → F i) ∪ (ηn−j → F j), fibrado normal de uma

involução. Se ηn−i é um fixed-data, então ηn−j é um fixed-data.

Prova:. 0 = ∂([η → F ]) = ∂([ηn−i → F ]) + ∂([ηn−j → F ]) = ∂([ηn−j → F ]).

Como vimos acima, informações sobre γ → RP (η) resultam em informações sobre a

existência de involuções com fibrado normal η. Observe que para termos informações sobre
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os números de γ → RP (η) precisamos conhecer a estrutura de cohomologia e as classes de

Stiefel-Whitney de RP (η).

Para obter tais informações lançamos mão do seguinte teorema:

Teorema 2.6.9. (Borel-Hirzebruch) Sejam ηk → F um fibrado vetorial sobre uma vari-

edade fechada, e c é a primeira classe de Stiefel-Whitney do fibrado linha λ → RP (ηk).

Então H∗(RP (η)) é um H∗(F )-módulo livre graduado com base 1, c, . . . , ck−1 e a classe

total de Stiefel-Whitney de RP (ηk) é dada por

W (RP (ηk)) = W (F ).[(1 + c)k + w1(ηk)(1 + c)k−1 + · · ·+ wk(η
k)].

Além disso, temos a seguinte relação

ck + ck−1w1(ηk) + · · ·+ wk(η
k) = 0.

2.7. Fórmula de Conner

Seja ηk → F n um fibrado vetorial k-dimensional (k ≥ 1) sobre uma variedade fechada

e conexa, com

W (ηk) = 1 + v1 + · · ·+ vk.

Vimos que H∗(RP (ηk)) é um H∗(F n)-módulo livre gerado por {1, c, . . . , ck−1}, com a re-

lação ck = ck−1v1 + · · ·+ vk. Assim, se an ∈ Hn(Mn) é tal que anc
k−1 = 0, então an = 0.

Além disso, como Hn(Mn) e Hn+k−1(RP (ηk)) são isomorfos à Z2 temos

〈an, σ(Mn)〉 =
〈
anc

k−1, σ(RP (ηk))
〉
.

Se as ∈ Hs(Mn) com n < s < n+ k − 1 então
〈
asc

n+k−s−1, σ(RP (ηk))
〉

= 0 pois as = 0.

Vejamos agora como calcular
〈
asc

n+k−s−1, σ(RP (ηk))
〉
, para 0 ≤ s < n.

Seja vi o termo homogêneo de grau de i de W (ηk) onde

W (ηk) = 1
W (ηk)

= 1 + v1 + · · ·+ vn é a classe dual.

Temos que os vi são obtidos da equação W (ηk).W (ηk) = 1, ou seja,

vj =

j∑
i=1

vivj−i e v0 = 1.

Utilizando essa expressão e usando iteradamente a relação ck = ck−1v1 + · · ·+ vk, obtemos
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N

cj+k−1 = vjc
k−1 +

k−1∑
t=1

bj+tc
k−1−t,

para certos bj+t ∈ Hj+t(F n).

Em particular, temos

asc
n−s+k−1 = as

(
vn−sc

k−1 +
k−1∑
t=1

bn−s+tc
k−1−t

)
= asvn−sc

k−1,

pois, para t ≥ 1, asbn−s+t ∈ Hn+t(F n) se anula. Portanto, para 0 ≤ s ≤ n, temos a

seguinte fórmula: 〈
asc

n−s+k−1, σ(RP (ηk))
〉

= 〈asvn−s, σ(F n)〉,

denominada Fórmula de Conner (vide [3]).

2.8. Involuções fixando KdP
m ∪KdP

n , KdP
m ∪KeP

n

Nesta seção, apresentaremos alguns lemas que serão importantes para a análise dos pos-

śıveis fixed-data de involuções fixando uma união de espaços projetivos, e apresentaremos

alguns resultados conhecidos a respeito da correspondente classificação.

Além disso, exibiremos modelos de involuções fixando KdP
m ∪KdP

n e KdP
m ∪KeP

n,

onde KjP , j = 1, 2, 4 são respectivamente os espaços projetivos real RP , complexo CP e

quaterniônico HP .

Essas involuções serão fundamentais no que se refere à classificação de Zk2-ações fixando

KdP
m∪KdP

n, apresentada nos Caṕıtulos 4,5 e a classificação de Z2
2-ações fixando KdP

m∪
KeP

n, feita no Caṕıtulo 6.

Observe que, se (M r, T ) e (V r, S) são involuções fixando respectivamente KdP
m e

KdP
n, então (M r, T ) ∪ (V r, S) é uma involução fixando KdP

m ∪KdP
n.

Além disso, se (M r, T ) e (V r, S) são involuções fixando respectivamente KdP
m∪{ponto}

e KeP
n ∪{ponto}, então (M r ∪V r, T ∪S) = (M r, T )∪ (V r, S) é equivariantemente cobor-

dante à uma involução (N r, U) fixando KdP
m ∪KeP

n.

Defina a seguinte involução

τmn : KdP
n+m+1 → KdP

n+m+1,

onde τmn [x0, . . . , xm, y0, . . . , yn] = [−x0, . . . ,−xm, y0, . . . , yn].

Observe que Fτmn = KdP
m ∪KdP

n.

Além disso, τmn possui fibrado normal
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(
(n+ 1)γd → KdP

m
)
∪
(
(m+ 1)γd → KdP

n
)
,

onde γd é o fibrado linha canônico (vide [2]).

Os lemas a seguir serão importantes para estudar posśıveis fixed-datas de involuções

fixando uma união de espaços projetivos.

Lema 2.8.1. Se η → KdP
2n e µ→ KdP

2n são fibrados cobordantes, então W (η) = W (µ).

Prova:. Se n = 0 então os fibrados são triviais e portanto W (η) = W (µ) = 1.

Logo podemos supor n > 0. Como W (KdP
2n) = (1 + βd)

2n+1, temos wd(KdP
2n) = αd.

Além disso, como η e µ são cobordantes, eles possuem os mesmos números,

ou seja, 〈
α2n−j
d wjd(η), σ(KdP

2n)
〉

=
〈
α2n−j
d wjd(µ), σ(KdP

2n)
〉
.

Assim, wjd(η) = 0 se, e somente se, wjd(µ) = 0, para todo 0 ≤ j ≤ 2n, de onde seque que

W (η) = W (µ).

Observação 2.8.2. Da estrutura do anel de Grothendieck dos espaços projetivos real, com-

plexo e quaterniônico, sabe-se que se η → KdP
n é qualquer fibrado vetorial, então sua

classe de Stiefel-Whitney é da forma W (η) = (1 + αd)
p, para algum p ≥ 0, onde αd é o

gerador de Hd(KdP
n).

Lema 2.8.3. Um k-fibrado vetorial ηk → KdP
2n+1 borda se, e somente se, W (ηk) =

(1 + αd)
p, com p par.

Prova:. Suponha que ηk → KdP
2n+1 borda. Então todos os números caracteŕısticos de

ηk são nulos.

Assim, p é par, caso contrário, teŕıamos o número caracteŕıstico não nulo proveniente

de w2n+1
d (ηk) = α2n+1

d .

Por outro lado, se p é par então

W (ηk) = (1 + αd)
p = (1 + α2

d)
p
2 .

Além disso,

W (KdP
2n+1) = (1 + αd)

2n+2 = (1 + α2
d)
n+1.
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2.8. INVOLUÇÕES FIXANDO KDP
M ∪KDP

N , KDP
M ∪KEP

N

Em ambas as classes, todas as potências de αd são pares.

Observe que todo número caracteŕıstico de ηk → KdP
2n+1 provém de um produto de

classes onde ao menos uma tal classe envolve potência ı́mpar de αd, e pelo cálculo anterior

tais classes são nulas. Portanto, todos os números de ηk são nulos.

Segue do Corolário 2.4.3 que ηk → KdP
2n+1 borda.

Recordemos o operador

Γ : I∗(Z2)→ I∗(Z2)

apresentado por Conner e Floyd em [2].

Dado [Mn, T ] ∈ In(Z2), considere as seguintes involuções comutantes definidas em

S1 ×Mn:

T1 : S1 ×Mn → S1 ×Mn e T2 : S1 ×Mn → S1 ×Mn,

com T1(z, x) = (−z, T (x)) e T2(z, x) = (z, x).

Como T1 é livre de pontos fixos, V n+1 = (S1×Mn/T1) ainda é uma variedade fechada.

Além disso, como T1 e T2 são comutantes, T2 induz uma involução T 2 em V n+1. Definimos

então Γ[Mn, T ] = [V n+1, T 2].

Se (Mn, T ) é uma involução com fibrado normal η → F e Mn borda, então Γ pode ser

usado para obter uma involução cujo fixed data é η⊕R→ F , com a variedade subjacente

tendo portanto dimensão n+ 1.

Este resultado segue do seguinte teorema, encontrado em ([2], pg.90, 25.3).

Teorema 2.8.4. Se η → F é fixed-data de uma involução (Mn, T ), então o fixed-data de

Γ(Mn, T ) = (V n+1, T 2) é (η ⊕R→ F ) ∪ (R→Mn) .

Se Mn borda, R → Mn borda como fibrado, e então Γ(Mn, T ) é equivariantemente

cobordante à uma involução (W n+1, S) com fixed-data η ⊕R→ F .

De fato,

[η ⊕R→ F ] = [η ⊕R→ F ] + [R→ F ] = [(η ⊕R→ F ) ∪ (R→ F )],

além disso, pelo teorema anterior, (η ⊕R→ F )∪(R→ F ) é fixed-data de Γ(Mn, T ), então

lembrando que um fibrado cobordante a um fixed-data também pode ser realizado como

fixed-data, conclúımos que existe uma involução (W n+1, S) tendo η ⊕ R→ F como fixed-

data.

Neste caso, como j∗([W
n+1, S]) = j∗(Γ [M,T ]) e j∗ é um monomorfismo, então
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Γ [Mn, T ] = [W n+1, S].

Mais ainda, temos o seguinte corolário

Corolário 2.8.5. Se (Mn, T ) é uma involução com fibrado normal η → F , então η⊕R→
F é fixed-data de uma involução (W n+1, S) se, e somente se, Mn borda. Neste caso,

Γ [Mn, T ] = [W n+1, S].

Prova:. Se η ⊕R→ F é o fixed-data de (W n+1, S), então

j∗([W
n+1, S] + Γ [Mn, T ]) = [η ⊕R→ F ] + [η ⊕R→ F ] + [R→Mn] = [R→Mn] = 0.

Portanto, Mn borda.

Outro importante resultado é o teorema de estabilidade para involuções enunciado

abaixo, o qual foi mostrado em ([2], pg.85, 24.3 ).

Teorema 2.8.6. Se η ⊕ R → F é fixed-data de uma involução, então η → F também é

realizado como fixed-data de uma involução.

Pelos resultados acima, podemos dizer que Γj([KdP
2n+1, τ 0

2n]) possui um representante

com fixed-data (
γd ⊕Rj → KdP

2n
)
∪
(
R(2n+1)d+j → {ponto}

)
,

se, e somente se,

εΓi [KdP
2n+1, τ 0

2n] = 0, 1 ≤ i ≤ j,

onde ε [V r, S] = [V r].

Em [15], Pergher e Stong, exibiram um menor limitante l(2n) para o qual

εΓl(2n) [RP 2n+1, τ 0
2n] 6= 0.

Posteriormente, em [21], esse limitante também foi calculado para o caso complexo e qua-

terniônico; explicitamente, tais resultados são abaixo descritos.

Teorema 2.8.7. (Stong-Pergher) Se (M2n+k, T ) é uma involução fixando F = RP 2n ∪
{ponto}, então
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k ≤ l(2n) =

{
3, t = 1,

2t, t > 1,

onde 2n = 2t(2j + 1). Além disso, existem involuções realizando cada tal k.

Do teorema anterior, e das considerações acima, conclúımos que

l(2n) =

{
2 , t = 1

2t − 1 , t > 1

Teorema 2.8.8. (A. Ramos e P. Pergher) Se 2nd = 2t(2j + 1), então

ld(2n) =

{
2d , t = 1

d(2t − 1) , t > 1

é o menor natural com a propriedade{
εΓi [KdP

2n+1, τ 0
2n] = 0 , 0 ≤ i ≤ ld(2n)− 1,

εΓld(2n) [KdP
2n+1, τ 0

2n] 6= 0.

Em [2], Conner e Floyd mostraram que, se (M r, T ) é uma involução fixando FT =

RP 2n+1, então (M r, T ) borda equivariantemente. Além disso, em [23] Stong mostrou que

se (M r, T ) é uma involução fixando FT = RP 2n, então (M r, T ) é equivariantemente cobor-

dante à (RP 2n × RP 2n, twist). Posteriormente, em ([21], pg.46), A. Ramos e P. Pergher

estenderam os resultados acima para a versões complexa e quaterniônica.

Explicitamente, os resultados obtidos foram

Teorema 2.8.9. Se (M r, T ) é uma involução fixando KdP
2m+1, então (M r, T ) borda equi-

variantemente.

Teorema 2.8.10. Se (M r, T ) é uma involução fixando KdP
2n, d = 1, 2, 4, r > 2nd e

n > 0, então (M r, T ) é equivariantemente cobordante à

(KdP
2n ×KdP

2n, twist).

Outro resultado de ([21], pg.71) foi estender a classificação feita por Royster em [22],

para as versões complexa e quaterniônica. Explicitamente, os resultados obtidos foram

19
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Teorema 2.8.11. Se (M r, T ) é uma involução fixando KdP
2n∪KdP

2m+1, então as únicas

possibilidades para a classe de cobordismo (M r, T ) são:

(a) [KdP
2n, Id] ;

(b) [KdP
2n ×KdP

2n, Twist] ;

(c)
[
KdP

2n+2m+2, τ 2m+1
2n

]
;

(d)
[
KdP

2m+2, τ 0
2m+1

]
+ Γr−(2n+1)d [KdP

2n+1, τ 0
2n], com 0 ≤ r − (2n+ 1)d ≤ ld(2n).

A técnica para abordar tal classificação pode ser assim descrita:

Seja (M r, T ) involução com fixed-data

η =

ξk µl

↓ ↓
KdP

2n ∪ KdP
2m+1.

Da sequência de Conner e Floyd, temos ∂(η) = ∂(ξk) + ∂(µl) = 0, assim

ξk → KdP
2né um fixed-data ⇔ ∂(ξk → KdP

2n) = 0

⇔ ∂(µl → KdP
2m+1) = 0 ⇔ µl → KdP

2m+1é um fixed-data.

Se ξk → KdP
2n é um fixed-data de uma involução (N,S), temos pelo Teorema 2.8.10

que (N,S) é equivariantemente cobordante à (KdP
2n ×KdP

2n, twist).

Como veremos mais adiante no Teorema 3.3.2, (KdP
2n×KdP

2n, twist) possui o fibrado

tangente τ 2nd → KdP
2n como fixed-data, assim segue da sequência de Conner e Floyd que

ξk → KdP
2n é cobordante ao fibrado tangente τ 2nd → KdP

2n.

Neste caso pelo lema 2.8.1 podemos afirmar que ξk tem a mesma classe de Stiefel-

Whitney do fibrado tangente τ 2nd.

Além disso, se ξk → KdP
2n é um fixed-data então µl → KdP

2m+1 é um fixed-data, e

pelo Teorema 2.8.9 temos que µk borda equivariantemente.

No caso de ξk → KdP
2n não ser um fixed-data, então µl → KdP

2m+1 não é um fixed-

data, e neste caso, mostra-se que

W (ξk) = W ((2m+ 2)γd) e W (µl) = W ((2n+ 1)γd),
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onde (2m+2)γd → KdP
2n e (2n+1)γd → KdP

2m+1 são somas de fibrados linhas canônicos.

Encerraremos essa seção, fazendo algumas observações que permitem mostrar que existe

uma involução fixando KdP
2m+1 ∪KeP

2n, cujo fixed-data é(
γd → KdP

2m+1
)
∪ (γe → KeP

2n).

Observe que os fibrados normais de (KdP
2m+2, τ 2m+1

0 ) e (KeP
2n+1, τ 2n

0 ) são respectiva-

mente(
γd → KdP

2m+1
)
∪
(
R(2m+2)d → {ponto}

)
e (γe → KeP

2n) ∪
(
R(2n+1)e → {ponto}

)
.

Se (2m + 2)d = (2n + 1)e, então (M r, T ) = (KdP
2m+2 ∪ KeP

2n+1, τ 2m+1
0 ∪ τ 2n

0 ) é

equivariantemente cobordante à uma involução (N r, S) fixando KdP
2m+1 ∪ KeP

2n, cujo

fibrado normal é γd → KdP
2m+1 ∪ γe → KeP

2n.

De fato,

j∗ [M r, T ] = j∗
[
(KdP

2m+2, τ 2m+1
0 )

]
+ j∗

[
(KeP

2n+1, τ 2n
0 )
]

=

 γd

↓
KdP

2m+1

 +

 R(2m+2)d

↓
{ponto}

+

 γe

↓
KeP

2n

+

 R(2n+1)e

↓
{ponto}



=

 γd

↓
KdP

2m+1

+

 γe

↓
KeP

2n



=

 γd γe

↓ ↓
KdP

2m+1 ∪ KeP
2n

 .
Assim, pela sequência de Conner e Floyd existe uma involução (N r, S) equivariante-

mente cobordante à (KdP
2m+2 ∪KeP

2n+1, τ 2m+1
0 ∪ τ 2n

0 ) cujo fibrado normal é

γd → KdP
2m+1 ∪ γe → KeP

2n.
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Caṕıtulo

3
Cobordismo de Zk2-Ações

3.1. Introdução

Neste caṕıtulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados importantes da teoria de

Zk
2 -ações, com destaque para o Teorema 3.2.10 e a caracterização do fixed-data de uma Zk

2 -

ação dada no Teorema 3.2.11. Também apresentaremos alguns modelos de Zk
2 -ações, que

serão criadas de forma indutiva a partir de involuções (M,T ), e denotadas por Γkt (M,T ).

Veremos que o fixed-data dessas ações são dadas em termos do fixed-data de (M,T ), e

que essas ações serão fundamentais para as classificações feitas nos caṕıtulos seguintes.

Para finalizar o caṕıtulo, demonstraremos na última seção alguns resultados sobre clas-

ses caracteŕısticas de fibrados sobre espaços projetivos pares e ı́mpares, além de demonstrar

o Teorema 3.4.1, o qual foi a principal ferramenta do nosso trabalho.

3.2. Preliminares

Definição 3.2.1. Dizemos que uma lista de fibrados vetoriais (Mn; η1, η2, . . . , ηs) sobre

Mn, borda simultaneamente se, e somente se, existe uma variedade W n+1 e uma lista de

fibrados (W n+1; ξ1, ξ2, . . . , ξs) sobre W n+1, com ∂(W n+1) = Mn e ξj |Mn
= ηj, 1 ≤ j ≤ s.

Definição 3.2.2. Dizemos que duas listas (M, ξ1, . . . , ξs) e (N,µ1, . . . , µs) são simultane-

amente cobordantes se, e somente se, a união disjunta (M ∪N, ξ1 ∪ µ1, . . . , ξs ∪ µs) borda

simultaneamente.

Lema 3.2.3. O cobordismo simultâneo de fibrados é uma relação de equivalência.

Denotaremos por [M, ν1, ν2, . . . , νs] a classe de cobordismo simultâneo de (M, ν1, ν2, · · · , νs)
e por Nn;r1,r2,...,rs o conjunto de classes de equivalência de cobordismo simultâneo de listas

de s-fibrados ordenados, com dimensões r1, r2, . . . , rs sobre variedades n-dimensionais.
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Além disso, usaremos N∗;r1,r2....,rs para denotar o conjunto das classes de equivalência de

cobordismo simultâneo de listas de s-fibrados ordenados, com dimensões r1, r2, . . . , rs sobre

variedades de qualquer dimensão.

Teorema 3.2.4. A aplicação In : Nn;r1,r2,...,rs −→ Nn(BO(r1) × BO(r1) × · · · × BO(rs))

que associa

[Mn, η1, η2, . . . , ηs] −→ [Mn, f ],

onde f = (f1, f2, . . . , fs), com fi : Mn → BO(ri) a função classificante para ηi, é bijetora.

Logo, podemos estender In à uma aplicação bijetora

I∗ : N∗;r1,r2,...,rs −→ N∗(BO(r1)×BO(r1)× · · · ×BO(rs)).

Utilizando I∗ podemos induzir uma estrutura de N∗-módulo em N∗;r1,r2,...,rs, o qual é cha-

mado grupo de bordismo simultâneo.

Prova:. Mostraremos primeiramente que In é bem definida.

Sejam α1 = [Mn, η1, η2, . . . , ηs], α2 = [V n, ν1, ν2, . . . , νs] ∈ Nn;r1,r2,...,rs com [α1] = [α2]

e considere f = (f1, f2, . . . , fs), com fi função classificante para ηi, e g = (g1, g2, . . . , gs),

com gi função classificante para νi.

Como [α1] = [α2], então existe (W n+1, ξ1, ξ2, . . . , ξs) com

∂(W n+1) = Mn ∪ V n , ξi|Mn = ηi e ξi|V n = νi

Tomando h = (h1, h2, . . . , hs) com hi : W n+1 → BO(ri) função classificante para ξi,

temos pela definição, que (Mn, h|Mn ) é cobordante à (V n, h|V n ), assim

In [Mn, η1, η2, . . . , ηs] = [Mn, f ] =
[
Mn, h|Mn

]
=

[
V n, h|V n

]
= [V n, g]

= In [V n, ν1, ν2, . . . , νs] .

Mostraremos agora que In é injetora.

Sejam α1 = [Mn, η1, η2, . . . , ηs], α2 = [V n, ν1, ν2, . . . , νs] ∈ Nn;r1,r2,...,rs com

In (α1) = In (α2).

Assim, [Mn, f ] = [V n, g], ou seja, existem W n+1 e h = (h1, h2, . . . , hs) tais que

∂(W n+1) = Mn ∪ V n, h|Mn = f e h|V n = g.
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Considere agora, ξi = hi(γ
ri) onde γri é o fibrado universal sobre BO(ri). Segue que

(W n+1, ξ1, ξ2, . . . , ξs) estabelece o cobordismo simultâneo e, portanto, [α1] = [α2].

Para mostrar que In é sobrejetora, dado [Mn, f ] ∈ N∗(BO(r1)×BO(r2)×· · ·×BO(rs)),

considerando a lista de fibrados {f 1(γr1), . . . , f s(γ
rs)} sobre Mn, temos

In
[
Mn, f 1(γr1), . . . , f s(γ

rs)
]

= [Mn, f ] .

Pelo Teorema 2.3.3, [Mn, f ] é determinada pelos seus números caracteŕısticos, assim

pelo teorema anterior [Mn, η1, η2, . . . , ηs] também será determinada pelos números carac-

teŕısticos correspondentes pela aplicação In.

A seguir, estudaremos a forma como são obtidos os números caracteŕısticos de

[Mn, ν1, . . . , νs] ∈ Nn;r1,r2,...,rs ,

e para isso precisaremos de alguns fatos conhecidos.

Pelo Teorema de Kunneth, se X, Y são espaços topológicos tais que

H∗(X) é a álgebra polinomial Z2 [α1, α2, . . . , αp] e

H∗(Y ) é a álgebra polinomial Z2 [β1, β2, . . . , βq],

então H∗(X × Y ) é é a álgebra polinomial sobre Z2, gerada por

αi × βj, i = 1, 2, . . . , p e j = 1, 2, . . . , q.

Sabe-se que H∗(BO(k)) é a álgebra polinomial Z2 [v1, v2, . . . , vk] com vi sendo a i-ésima

classe de Stiefel-Whitney do fibrado universal k-dimensional, γk → BO(k).

Assim, um elemento básico h de Hp(BO(r1)×BO(r2) · · · ×BO(rs)) é da forma

(vi1)1 × · · · × (vit)t

com i1 + i2 + · · ·+ it = p.

Portanto, utilizando a aplicação In, obtemos os seguintes números caracteŕısticos para

a classe [Mn, η1, . . . , ηs]

〈wj1(Mn) . . . wjk(M
n)f ∗h, σ(Mn)〉 = 〈w.(f1, f2, . . . , ft)

∗ ((vi1)1 × · · · × (vit)t) , σ(Mn)〉

= 〈w.f ∗1 (vi1)1 . . . f
∗
t (vit)t, σ(Mn)〉 ,

com i1 + i2 + · · ·+ it + j1 + · · ·+ jk = n.

Como f ∗j (vij)j é a ij-ésima classe do fibrado ηj →Mn, então um número caracteŕıstico

para [Mn, η1, . . . , ηs] é da forma
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〈wj1(Mn) . . . wjk(M
n)wi1(η1) . . . wit(ηt), σ(Mn)〉 ∈ Z2,

com i1 + i2 + · · ·+ it + j1 + · · ·+ jk = n

Observação 3.2.5. Se (M, ξ1, . . . , ξs) e (N,µ1, . . . , µs) são simultaneamente cobordantes,

então ξi e µi são cobordantes para cada 1 ≤ i ≤ s. Além disso, se tais listas são simultane-

amente cobordantes podemos concluir que (M, ξ1⊕· · ·⊕ξs) é cobordante à (N,µ1⊕· · ·⊕µs).
No entanto, se para cada i, ξi é cobordante à µi, não implica que as listas são simulta-

neamente cobordantes, como pode ser comprovado no exemplo abaixo.

Exemplo 3.2.6. Seja ξ → S1 o fibrado linha canônico e considere os fibrados

η1 = p1(ξ)→ S1 × S1,

η2 = p2(ξ)→ S1 × S1.

onde pi são as projeções.

Mostraremos que η1 e η2 são cobordantes mas (S1 × S1, η1, η2) não borda simultanea-

mente.

Sejam α× 1 e 1× β os geradores de H1(S1 × S1),

W (ξ) = 1 + c, c ∈ H1(S1) e W (η1) = 1 + p∗1(c) = 1 + α× 1.

Assim, os números de Stiefel Whitney de [S1 × S1, η1] são

〈
w2

1(η1), σ(S1 × S1)
〉

=
〈
α2 × 1, σ(S1 × S1)

〉
= 0;〈

w1(η1)w1(S1 × S1), σ(S1 × S1)
〉

=
〈
(α× 1).0, σ(S1 × S1)

〉
= 0;〈

w2
1(S1 × S1), σ(S1 × S1)

〉
= 0 ,

〈
w2(S1 × S1), σ(S1 × S1)

〉
= 0.

Além disso, temos W (η2) = 1 + p∗2(c).

Portanto os números de Whitney de [S1 × S1, η2] são

〈
w2

1(η2), σ(S1 × S1)
〉

=
〈
1× β2, σ(S1 × S1)

〉
= 0;〈

w1(η2)w1(S1 × S1), σ(S1 × S1)
〉

=
〈
(1× β).0, σ(S1 × S1)

〉
= 0.

Como tais números são nulos, então [S1 × S1, η1] e [S1 × S1, η2] bordam.

Porém, o número
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〈w1(η1)w(η2), σ(S1 × S1)〉 = 1,

ou seja, (S1 × S1, η1, η2) não borda simultaneamente.

Lema 3.2.7. Seja T : Rn → Rn uma involução linear. Os conjuntos F1 = {x ∈ Rn/T (x) =

x} e F2 = {x ∈ Rn/T (x) = −x} são subespaços vetoriais de Rn com Rn = F1 ⊕ F2.

Prova:. Claramente F1 e F2 são subespaços de Rn e F1 ∩ F2 = {0}. Além disso, dado

x ∈ Rn, temos x = y + z onde y = x−T (x)
2

e z = x+T (x)
2

com T (y) = −y e T (z) = z.

Suponha agora que existam k involuções lineares T1, T2, . . . , Tk : Rn → Rn que comutam

entre si. Para cada inteiro 0 ≤ j ≤ 2k− 1 seja Bj = b1 . . . bk−1bk a representação binária de

j com k algarismos. Considerando a coleção Aj = (a1, a2, . . . , ak) com ai = (−1)bi temos o

seguinte lema

Lema 3.2.8. εAj = {v ∈ Rn/Ti(v) = aiv}, 1 ≤ j ≤ 2k − 1 é um subespaço vetorial de Rn

com Rn =
⊕

0≤j≤2k−1

εAj .

Prova:. Prova feita em ([7], pg.34 ).

Seja agora (M,Φ) = (M,T1, T2, . . . , Tk) uma Zk2-ação.

Fixado x ∈ FΦ, temos as respectivas derivadas em x, T
′
i (x) : TMx → TMx.

Logo,

Ti ◦ Ti = Id⇒ (Ti ◦ Ti)
′
= Id

′
= Id⇒ T

′
i (Ti(x)) ◦ T ′i (x) = Id⇒ T

′
i (x) ◦ T ′i (x) = Id.

Além disso, dados Ti, Tj, i, j ∈ {1, . . . , k}

(Ti ◦ Tj)
′
(x) = (Tj ◦ Ti)

′
(x) = T

′
j (Ti(x)) ◦ T ′i (x) = T

′
j (x) ◦ T ′i (x) = (Tj ◦ Ti)

′
(x).

Portanto, para cada x ∈ FΦ, temos a ação (TMx, G
′
) onde

G
′
= {T ′1(x), . . . , T

′

k(x)} ∼= Zk2.

Usando o lema 3.2.8, para cada x ∈ FΦ, conclúımos que

τM |FΦ

∼=
⊕

0≤j≤2k−1

εAj ,
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onde Aj = (a1, a2, . . . , ak) com ai = ±1.

Por outro lado, sabemos que

τM|FΦ

∼= η ⊕ τFΦ,

com η → FΦ fibrado normal de FΦ em M .

Além disso, por [2], para cada x ∈ FΦ, existe Dr(0) (disco em torno de 0 ∈ τMx e

invariante sobre G
′
), o qual é equivariantemente difeomorfo à

(Br(x), T1(x), T2(x), . . . , Tk(x)),

onde Br(x) é um disco em torno de x e invariante sobre G.

Seja exp o referido difeomorfismo(chamado de rebatimento exponencial).

Como

ε(1,1,...,1)x
= {v ∈ τM/T

′
i (v) = v,∀ i },

então (Dr(0) ∩ ε(1,1,...,1)x
) é rebatido por exp em uma carta local de FΦ em torno de x e

ε(1,1,...,1)x
= (τFΦ)x.

Portanto, τM|FΦ

∼=
⊕

0≤j≤2k−1

ε
Aj

e ε(1,1,...,1)x
= (τFΦ)x, de onde segue que

η ∼=
⊕

0≤j≤2k−1 εAj ,

onde Aj percorre todas as sequências (a1, . . . , ak), ai = ±1, com exceção de (1, 1, . . . , 1).

Além disso, εAj é caracterizado como sendo o sub-fibrado de η onde T
′
i atua como ai.

Pelo rebatimento exponencial acima mencionado, temos uma descrição local da ação de

G em uma vizinhança tubular V de FΦ, a qual é invariante sob G e com raio suficientemente

pequeno de tal sorte que a exponencial seja um difeomorfismo equivariante (D(η), G
′
) →

(V , G).

Assim, podemos identificar η com V e um elemento de z ∈ V pode ser visto como uma

2k − 1-upla (xA1 , xA2 , . . . , xA2k−1
) onde cada Ti ∈ G atua em x como

(xA1 , xA2 , . . . , xA2k−1
)→ (ai(A1)xA1 , ai(A2)xA2 , . . . , ai(A2k−1)xA

2k−1
) .

Definição 3.2.9. O fixed-data de uma Zk2-ação (M,T1, T2, . . . , Tk) é dado por

η ∼=
⊕

0≤j≤2k−1

ε
Aj
,
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onde Aj percorre todas as sequências (a1, . . . , ak), ai = ±1, com exceção de (1, 1, . . . , 1).

A conexão entre o bordismo de Zk2-ações e o cobordismo simultâneo é devido à Stong,

o qual em [24] mostrou o seguinte teorema :

Teorema 3.2.10. Duas Zk2-ações são cobordantes se, e somente se, seus fixed-data forem

simultaneamente cobordantes.

A seguir, mostraremos outra forma de indexar o fixed-data de (M,T1, . . . , Tk), através

de homomorfismos ρ : Zk
2 → Z2.

Para cada sequência A = (a1, . . . , ak), podemos criar o homomorfismo ρA : Zk2 → Z2,

dado por ρ(Ti) = ai.

Por outro lado, dado ρ : Zk2 → Z2 homomorfismo não nulo, e tomando a sequência

A = (a1, a2, . . . , ak) onde ai = ρ(Ti), temos ρ = ρA.

Assim, A → ρA é uma associação biuńıvoca entre a coleção de sequências não nulas e

a coleção de homomorfismos não triviais.

Observe que se definirmos ερ
A

sendo o sub-fibrado onde cada Ti atua nas fibras como

ρA(Ti), temos εA = ερA .

Dado ρ ∈ Zk2 → Z2 homomorfismo não nulo, temos que ker(ρ) ∼= Zk−1
2 , assim faz

sentido tomarmos a ação restrição Ψ = Φ|Ker(ρ) e temos o seguinte resultado, o qual fornece

uma caracterização mais geométrica para ερ

Teorema 3.2.11. Seja ε o fibrado normal de FΦ em FΨ. Então ε = ερ.

Prova:. Como ερ é caracterizado como sendo o sub-fibrado onde cada T ∈ Zk2 age nas

fibras como ρ(T ), basta mostrarmos que cada tal T age nas fibras de ε como ρ(T ).

Como ε é o fibrado normal de FΦ em FΨ, e Ψ = Φ|H , então cada T ∈ H = Ker(ρ) age

nas fibras de ε como identidade.

Além disso, como H = Ker(ρ), então ρ(T ) = 1. Portanto, T age das fibras de ε como

ρ(T ) para cada T ∈ H.

Por outro lado, se T /∈ H = Ker(ρ), então (FΨ, T ) é uma involução fixando FΦ e T age

como a antipodal em uma vizinhança tubular apropriada de FΦ em FΨ .

Como T /∈ H = Ker(ρ), então ρ(T ) = −1, ou seja, T age nas fibras de ε como ρ(T ).
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3.3. Zk
2-Ações Especiais

Nesta seção definiremos algumas Zk2-ações em variedades e explicitaremos seus respecti-

vos fixed-data. Tais ações serão obtidas indutivamente a partir de involuções e terão papel

fundamental nas classificações obtidas nos caṕıtulos seguintes.

Definição 3.3.1. Seja M variedade e T : M ×M → M ×M dada por T (x, y) = (y, x);

(M ×M,T ) é uma Z2-ação chamada “twist”.

Teorema 3.3.2. O fixed-data da ação “twist” é (Ftwist, τM) onde Ftwist é a diagonal ∆ =

{(x, y) ∈M ×M/x = y} a qual é difeomorfa à M , e τM é o fibrado tangente à M .

Prova:. Claramente Ftwist = {(x, y) ∈M×M/x = y} = ∆ ∼= M , assim basta mostrarmos

que o fibrado normal η → Ftwist é equivalente à τM .

Sabemos que τ(M ×M) ∼= τM ⊕ τM e que τ(M ×M)|∆
∼= η ⊕ τ∆.

Como τ∆ é o sub-fibrado de τ(M ×M)|∆ cuja fibra sobre (x, x) são os vetores da forma

(v, v) ∈ τ(M ×M)(x,x), então tomando θ → ∆ sub-fibrado de τ(M ×M)(x,x) tal que a fibra

sobre (x, x) são os vetores da forma (−w,w) ∈ τ(M ×M)(x,x), temos que τ(M ×M)(x,x)
∼=

θ ⊕ τ∆.

Logo, η é equivalente à θ, o qual é equivalente ao fibrado tangente τM → M via a

aplicação fibrada (v, v)→ (−v, v).

Definiremos a seguir uma Zk2-ação a qual é uma generalização da Z2-ação “twist” e que

chamaremos de Zk2-twist.

Definição 3.3.3. Definiremos a ação Zk2-twist de forma indutiva. Aqui (M)r denotará o

produto cartesiano de r-cópias de M .

Para k = 1 defina como em 3.3.1.

Supondo definida a Zk−1
2 -twist, ((M)2k−1

, T1, . . . , Tk−1) defina

Γkk(M,T ) = ((M)2k , T ′1, . . . , T
′
k),

onde

((M)2k , T ′1, . . . , T
′
k−1) = ((M)2k−1

× (M)2k−1

, T1 × T1, . . . , Tk−1 × Tk−1)

e T ′k atua em (M)2k = (M)2k−1

× (M)2k−1

como T ′k(x, y) = (y, x).

É um exerćıcio simples mostrar que T
′
i , 1 ≤ i ≤ k, são involuções comutantes, definindo

assim uma Zk
2 -ação em (M)2k .
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As ações Γjt descritas abaixo foram introduzidas por P. Pergher em [11], e também

aparecem em [17].

Em sua tese de doutorado [7], R. de Oliveira detalhou didaticamente pormenores sobre

as propriedades de tais ações.

Teorema 3.3.4. O fixed-data da Zk2-“twist” é (M, τM, . . . , τM)(2k−1 cópias de τM). Ou

seja, para qualquer ρ : Zk2 → Z2, ερ = τM com τM sendo o fibrado tangente de M .

Prova:. Prova feita em [[7], pg 42].

A seguir descreveremos outra Zk2-ação especial, a qual é obtida de uma involução (M,T ).

Definição 3.3.5. Dada uma involução (M,T ) com fixed-data η → F , definiremos de forma

indutiva uma Zk2-ação sobre (M)2k−1
a partir de (M,T ), a qual denotaremos por Γkk(M,T ).

Para k = 1 definimos Γ1
1(M,T ) = (M,T ). Para k > 1, suponha definida Γk−1

k−1(M,T ) =

(M2k−2
, T1, . . . , Tk−1). Defina então

Γkk(M,T ) = (M2k−1
, T ′1, . . . , T

′
k),

onde (M2k−1
, T
′
1, . . . , T

′

k−1) = (M2k−2 × M2k−2
, T1 × T1, . . . , Tk−1 × Tk−1) e T

′

k atua em

M2k−2 ×M2k−2
como Tk(x, y) = (y, x).

Teorema 3.3.6. Os fibrados do fixed-data de Γkk(M,T ) tem a seguinte descrição: para

cada A = (a1, a2, . . . , ak),

• Se a1 = −1, então εA = η, onde η → F é o fixed-data de (M,T );

• Se a1 = 1, então εA = τ , onde τ → F é o fibrado tangente.

Prova:. Prova feita em [[7], pg 43].

Teorema 3.3.7. Seja (M,Φ) = (M,T1, . . . , Tk) uma Zk2-ação com fixed data

(FΦ; ε
A1
, . . . , ε

A
2k−1

).

Então os fibrados do fixed-data de Zk+1
2 -ação (M,Ψ) = (M,T1, T2, . . . , Tk, Id) tem a se-

guinte descrição: para cada B = (b1, b2, . . . , bk+1)
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• Se (b1, b2, . . . , bk) = (a1, a2, . . . , ak) = A 6= (1, 1, . . . , 1) e bk+1 = 1, então εB = εA;

• Se (b1, b2, . . . , bk) = (a1, a2, . . . , ak) = A 6= (1, 1, . . . , 1) e bk+1 = −1, então εB = 0;

• Se (b1, b2, . . . , bk) = (1, 1, . . . , 1) e bk+1 = −1, então εB = 0.

Prova:. Prova feita em [[7], pg 44].

Aplicando o teorema anterior repetidas vezes, obtemos o seguinte corolário

Corolário 3.3.8. Seja (M,Φ) = (M,T1, . . . , Tk) uma Zk2-ação com fixed data

(FΦ; ε
A1
, . . . , ε

A
2k−1

).

Então os fibrados do fixed-data da Zk+s
2 -ação (M,Ψ) = (M,T1, T2, . . . , Tk, Id, Id, . . . , Id)

(acréscimo de s identidades) tem a seguinte descrição: para cada B = (b1, b2, . . . , bk+1)

• Se (b1, b2, . . . , bk) = (a1, a2, . . . , ak) = A 6= (1, 1, . . . , 1) e bj = 1 para j > k, então

εB = εA;

• Se (b1, b2, . . . , bk) = (a1, a2, . . . , ak) = A 6= (1, 1, . . . , 1) e bj = −1 para algum j > k,

então εB = 0;

• Se (b1, b2, . . . , bk) = (1, 1, . . . , 1) e bj = −1 para algum j > k, então εB = 0.

Aplicando o Corolário 3.3.8 às ações Γkk(M,T ), obtemos novas ações:

Definição 3.3.9. Seja (M,T ) involução com fibrado normal η → F e 1 ≤ t ≤ k en-

tão definimos uma Zk2-ação da seguinte forma se Γtt(M,T ) = ((M)2t−1, T1, . . . , Tt) então

Γkt (M,T ) = (T1, . . . , Tt, Id, . . . , Id) (Acréscimo de k − t identidades à Γtt)

Pelo Teorema 3.3.6 e Corolário 3.3.8, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.3.10. O fixed-data de Γkt (M,T ) tem a seguinte descrição em termos dos A =

(a1, a2, . . . , ak)

• Se aj = 1 para j > t e se a1 = −1, então εA = η, onde η → F é o fibrado normal de

(M,T );

• Se aj = 1 para j > t e se a1 = 1, então εA = τ , onde τ → F é o fibrado tangente;
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• Se aj = −1 para algum j > t, então εA = 0.

Encerraremos essa seção fazendo uma observação sobre Zk2-ações que são equivariante-

mente cobordante à uma ação do tipo Γkt (M,T ).

Observação 3.3.11. Sejam (M,T ) involução cujo fibrado normal é η → F e (W,S1, . . . , Sk)

uma Zk2-ação com fixed-data⊕
ρ∈P

ερ → F , com P = Hom(Zk2,Z2)− {1}

com a seguinte descrição

• Se ρ(T ) = −1 e ρ(Tj) = 1 para j > t, então ερ = η;

• Se ρ(T ) = 1 e ρ(Tj) = 1 para j > t, então ερ = τ ;

• Se ρ(Ti) = −1 para algum j > t, então ερ = 0.

Pelo Teorema 3.3.10 e pela caracterização feita no Teorema 3.2.11, o fixed-data de

(W,S1, . . . , Sk) é simultaneamente cobordante ao fixed-data de Γkt (M,T ).

Segue do Teorema 3.2.10 que (W,S1, . . . , Sk) e Γkt (M,T ) são equivariantemente cobor-

dantes.

3.4. Fixed-Data de Zk
2-Ações

Nesta seção mostraremos algumas propriedades que o fixed-data de uma Z2
2-ação devem

satisfazer (veja Teorema 3.4.1), além de mostrar que existem várias “cópias” de Z2
2-ações

no fixed-data de uma Zk2-ações, ou seja, informações sobre o fixed-data de Z2
2-ações podem

fornecer importantes informações do fixed-data de uma Zk2-ação (veja lema 3.4.6).

O Teorema 3.4.1 mostrado a seguir é fundamental para a realização deste trabalho, e

foi obtido através de uma considerável melhora do resultado obtido em ([13] Teorema 1,

pg.2145).

A melhora em questão foi a simplificação de uma das condições necessárias e suficientes

para que uma determinada lista de fibrados (ερ1 , ερ2 , ερ3) → F seja um fixed-data de uma

Z2
2-ação.

As condições necessárias e suficientes dadas pelo teorema a seguir desempenha, no

contexto de Z2
2-ações, o mesmo papel que o homomorfismo ∂ da sequência de Conner e
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Floyd desempenha no estudo de involuções, pois possibilita afirmar, caso a lista satisfaça

as condições, que existe uma Z2
2-ação com fixed-data sendo a lista em questão.

Teorema 3.4.1. (F ; ε1, ε2, ε3) é fixed-data de uma Z2
2-ação se, e somente se, as seguintes

listas bordam:

(a) (λ1, ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1))→ RP (ε1);

(b) (λ2, ε1 ⊕ (ε3 ⊗ λ2))→ RP (ε2);

(c) (λ3, ε1 ⊕ (ε2 ⊗ λ3))→ RP (ε3);

onde λi → RP (εi), i = 1, 2, 3 são os respectivos fibrados linhas.

Prova:. Segue de ([13] Teorema 1, pg.2145), que (F ; ε1, ε2, ε3) é fixed-data de uma Z2
2-ação

se, e somente se, valem os itens (a), (c) e a seguinte lista borda

(λ′, λ1, 0)

↓
RP (ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1))

∪
(λ2, ε1 ⊕ (ε3 ⊗ λ2), 0)

↓
RP (ε2)

,

onde λ
′

é o fibrado linha sobre RP (ε2⊕ (ε3⊗ λ1)) e RP (ε2⊕ (ε3⊗ λ1)) fibra sobre RP (ε1).

Assim, para demonstrar o resultado basta mostrarmos que

(λ′, λ1, 0)→ RP (ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1))

borda simultaneamente.

Pelo cobordismo simultâneo do item (a), existem γ → W e η → W tais que

∂W = RP (ε1), γ|RP (ε1)
= λ1 e η|RP (ε1)

= ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1).

Considere agora λ̃→ RP (η) o fibrado linha associado à η, e p(γ)→ RP (η) o pullback

do fibrado γ → W pelo fibrado projetivo p : RP (η)→ W .

Observe que

∂RP (η) = RP (η|∂W ) = RP (ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1)),

e p(γ) restrito à ∂RP (η) = RP (ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1)) é igual ao pullback do fibrado restrição

γ|∂W = λ1 por p|∂RP (η)
: ∂RP (η)→ ∂W , ou seja,

p(γ)|∂RP (η)

↓
RP (ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1))

=

λ1

↓
RP (ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1))

.

33
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Por fim, temos

λ̃|∂RP (η)

↓
RP (ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1))

=

λ
′

↓
RP (ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1))

Observação 3.4.2. Se (λ1, ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1)→ RP (ερ1)) borda simultaneamente, então

(λ1 ⊕ · · · ⊕ λ1 ⊕ (ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1)))→ RP (ερ1)

deve bordar equivariantemente, pois todos os números caracteŕısticos da lista anterior são

em particular números caracteŕısticos de (λ1, ε2 ⊕ (ε3 ⊗ λ1))→ RP (ερ1).

Para fazermos uso do teorema anterior, na classificação de Z2
2-ações fixando KdP

2n ∪
KdP

2m+1, feita no caṕıtulo 4, precisaremos de um lema que será útil nos cálculos de números

caracteŕısticos.

Lema 3.4.3. Se ηk → KdP
2m+1 é um fibrado k-dimensional com classe W (ηk) = (1+αd)

q,

então

W (RP (ηk)) = (1 + αd)
2m+2(1 + c)k−qd(1 + αd + cd)q.

Prova:. Como W (ηk) = 1 + v1 + · · ·+ vk = (1 + αd)
q, segue de Borel-Hirsebruch que

W (RP (ηk)) = (1 + αd)
2m+2

[
(1 + c)k + (1 + c)k−1v1 + · · ·+ vk

]
.

Se d > k, então (1 + αd)
q=1. Assim, podemos assumir que q = 0 e temos

W (RP (ηk)) = (1 + αd)
2m+2(1 + c)k = (1 + αd)

2m+2(1 + c)k−qd(1 + αd + cd)q

= (1 + αd)
2m+2(1 + c)k−qd(1 + αd + cd)q.

Se d ≤ k e k ≥ qd, então

(1 + αd)
2m+2

[
(1 + c)k + (1 + c)k−1v1 + · · ·+ vk

]
= (1 + αd)

2m+2
[
(1 + c)k + (1 + c)k−dvd + · · ·+ vqd(1 + c)k−qd

]
= (1 + αd)

2m+2(1 + c)k−qd
[
(1 + c)qd + (1 + c)(q−1)dvd + · · ·+ vqd

]
= (1 + αd)

2m+2(1 + c)k−qd(1 + αd + cd)q.

Se d ≤ k e k < qd, então
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(1 + αd)
2m+2

[
(1 + c)k + (1 + c)k−1v1 + · · ·+ vk

]
= (1 + αd)

2m+2
[
(1 + c)k + (1 + c)k−dvd + · · ·+ vk

]
= (1 + αd)

2m+2(1 + c)k−qd
[
(1 + c)qd + (1 + c)(q−1)dvd + · · ·+ vk(1 + c)qd−k

]
.

Como vi = 0 para i > k, segue que

(1 + αd)
2m+2(1 + c)k−qd

[
(1 + c)qd + (1 + c)(q−1)dvd + · · ·+ vk(1 + c)qd−k

]
= (1 + αd)

2m+2(1 + c)k−qd
[
(1 + c)qd + (1 + c)(q−1)dvd + · · ·+ vk(1 + c)qd−k + · · ·+ vqd

]
= (1 + αd)

2m+2(1 + c)k−qd(1 + αd + cd)q.

Se (ε1, ε2, η
k)→ KdP

2m+1 é fixed-data de uma Z2
2-ação, então temos do Teorema 3.4.1

e da observação 3.4.2 que

(λ3 ⊕ · · · ⊕ λ3 ⊕ (ε1 ⊕ (ε2 ⊗ λ3)))→ RP (ηk)

borda equivariantemente.

Tomando-se 2S − (k − qd) somas de Whitney do fibrado λ3, para 2S suficientemente

grande, temos

(1 + c)2S−(k−qd)W (RP (ηk)) = (1 + αd)
2m+2(1 + αd + cd)q.

Além disso, os termos de dimensão j de (1 + c)2S−(k−qd)W (RP (ηk)) são somas e produtos

de classes caracteŕısticas de W (RP (ηk)) e λ3.

Assim, se tomarmos um termo de dimensão j de (1 + c)2S−(k−qd)W (RP (ηk)) e multipli-

carmos com classes caracteŕısticas de λ3, (ε1 ⊕ (ε2 ⊗ λ3)) e W (RP (ηk)) de tal forma que

o produto tenha dimensão (2m+ 1)d+ k − 1, e avaliarmos em σ(RP (ηk)) obteremos uma

soma de números caracteŕısticos da lista

(λ3, (ε1 ⊕ (ε2 ⊗ λ3)))→ RP (ηk).

Portanto, pelo Teorema 3.4.1, este produto evaluado em σ(RP (ηk)) deve ser nulo.

Como faremos muitos cálculos com classes obtidas da forma acima, faremos uso da

seguinte definição

Definição 3.4.4. Dizemos que x é um termo caracteŕıstico se ele é formado por somas e

produtos de classes caracteŕısticas de fibrados.

Lema 3.4.5. Se {KdP
2m+1; ε1, ε2, ε3} é uma lista de fibrados, onde cada εi borda, então

existe uma Z2
2-ação que borda equivariantemente, cujo fixed-data é formado por (ε1, ε2, ε3)→

KdP
2m+1.
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Prova:. Como cada εi → KdP
2m+1 borda, segue do lema 2.8.3 que

W (εi) = (1 + αd)
pi , pi par.

Além disso, temos

W (KdP
2m+1) = (1 + αd)

2m+2 = (1 + α2
d)
m+1.

Logo, todas as classes caracteŕısticas não nulas da lista (ε1, ε2, ε3)→ KdP
2m+1 são formadas

por potências pares de αd.

Mostraremos a seguir que todos os números caracteŕısticos da lista acima são nulos.

Considere t1,1, . . . , t1,l1 , t2,1, . . . , t2,l2 , t3,1, . . . , t3,l3 com

t1,1 + · · ·+ t1,l1 + t2,1 + · · ·+ t2,l2 + t3,1 + · · ·+ t3,l3 = 2m+ 1.

Assim, pelo menos um ti,j é ı́mpar, e pelas considerações acima podemos concluir que o

correspondente wti,j .d é 0.

Segue que

w(t1,1).d(ε1). . . . w(t1,l1 ).d(ε1).w(t2,1).d(ε2). . . . .w(t2,l2 ).d(ε2).w(t3,1).d(ε3). . . . .w(t3,l3 ).d(ε3) = 0,

ou seja, todo número caracteŕıstico da lista acima é nulo.

Como (ε1, ε2, ε3)→ KdP
2m+1 borda simultaneamente, existem uma variedadeW (2m+1)d+1

e uma lista de fibrados (µ1, µ2, µ3)→ W (2m+1)d+1 tais que

∂(W (2m+1)d+1) = KdP
2m+1 e µi|KdP2m+1

= εi.

Seja ν : D(ν)→ KdP
2m+1 o fibrado em discos de ν = (ε1 ⊕ ε2 ⊕ ε3)→ KdP

2m+1 e

considere as seguintes funções T1 e T2:

T1 : D(ν) → D(ν) que leva (a1, a2, a3) ∈ ν−1(p), p ∈ KdP
2m+1, em T1(a1, a2, a3) =

(−a1, a2,−a3).

Como T1 preserva os vetores de norma menor ou igual à 1, então T1 esta bem definida.

Além disso, temos T 2
1 = Id.

T2 : D(ν) → D(ν) que leva (a1, a2, a3) ∈ ν−1(p), p ∈ KdP
2m+1, em T1(a1, a2, a3) =

(a1,−a2,−a3).

Da mesma maneira T2 é bem definida e T 2
2 = Id.

Observe que (D(ν), T1, T2) é uma Z2
2-ação com conjunto de pontos fixos

FT1 ∩ FT2 = {(a1, a2, a3) ∈ ν−1(p), p ∈ KdP
2m+1 : a1 = a2 = a3 = 0} ∼= KdP

2m+1.
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Considere agora o fibrado em esferas S(µ) → W (2m+1)d+1 de µ = (µ1 ⊕ µ2 ⊕ µ3) →
W (2m+1)d+1 e T̃1, T̃2 : S(µ) → S(µ) involuções definidas respectivamente da mesma forma

que T1 e T2.

Observe que (S(µ), T̃1, T̃2) é uma Z2
2-ação livre de pontos fixos e ∂(S(µ)) = S(ν).

Além disso, (D(ν), T1, T2) e (S(µ), T̃1, T̃2) são Z2
2-ações com

∂(S(µ)) = S(ν) = ∂(D(ν)).

Como (D(ν), T1, T2) coincide com (S(µ), T̃1, T̃2) no bordo, efetuando um cancelamento

de bordo, obtemos uma Z2
2-ação (W,S1, S2), com W variedade sem bordo e Si|D(ν)

= Ti.

Como (S(µ), T̃1, T̃2) é livre de pontos fixos, temos

FSk = FTk ⊂ D(ν), k = 1, 2.

Seja (η(1,0), η(0,1), η(1,1))→ KdP
2m+1 fixed-data de (W,S1, S2).

Sabemos pelo Teorema 3.2.11 que

η(1,0) é caracterizado como sendo o fibrado em que T ′1 = T1 e T ′2 = T2 agem nas fibras

respectivamente como antipodal e identidade,

η(0,1) é caracterizado como sendo o fibrado em que T ′2 = T2 e T ′1 = T1 agem nas fibras

respectivamente como antipodal e identidade,

η(1,1) é caracterizado como sendo o fibrado em que T ′1 = T1 e T ′2 = T2 agem como

antipodal nas fibras.

Por construção temos que T ′1 = T1 e T ′2 = T2 agem nas fibras de ερ1 respectivamente

como antipodal e identidade, ou seja, η(1,0) = ε1.

Da mesma forma temos η(0,1) = ε2 e η(1,1) = ε3.

Além disso, como a lista {ερi → KdP
2m+1} borda simultaneamente, temos pelo Teorema

3.2.10 que a Z2
2-ação (W,S1, S2) borda equivariantemente.

O lema a seguir é exatamente o lema 3.1 de [[19], pg. 104] e por ser uma das principais

ferramentas da classificação de Zk2-ações, daremos a seguir uma prova mais detalhada.

Lema 3.4.6. Se (M,Φ, G) é uma Zk2-ação com fixed-data

(FΦ, {ερ}ρ∈P), P = Hom(Zk2,Z2)− {1}

e Ω = {ρa/a ∈ A} é um subgrupo de Hom(Zk2,Z2), então existem subgrupos G1 e G2 tais

que G = G1 ⊕G2, onde

G⊥2 = {ρ : Zk2 → Z2 : ρ é trivial em G2} = Ω
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e o fixed-data de (G1, FG2 ,Φ|G1) é (FΦ, {νρ′}ρ′∈P ′), P ′ = Hom(G1,Z2) − {1}, νρ′ = ερ,

ρ ∈ Ω e ρ|G1
= ρ′.

Prova:. Considere {Φ1, . . . ,Φt, ξ1, . . . , ξk−t} base de Hom(Zk2,Z2) tal que {Φ1,Φ2, . . . ,Φt}
é base de Ω.

Temos um isomorfismo natural de Ψ : Zk2 → Hom(Hom(Zk2,Z2),Z2) dado por T → ΦT ,

onde Φ(T )(ρ) = ρ(T ) para todo ρ ∈ Hom(Zk2,Z2).

Seja {T1, . . . , Tt, S1, . . . , Sk−t} a base de Zk2 correspondente à base dual

{Φ∗1, . . . ,Φ∗t , ξ∗1 , . . . , ξ∗k−t} de Hom(Hom(Zk2,Z2),Z2) pela aplicação Ψ, e considere

G1 = 〈T1, . . . , Tt〉 e G2 = 〈S1, . . . , Sk−t〉.

Afirmação 1: G⊥2 = {ρ : Zk2 → Z2 : ρ é trivial em G2} = Ω.

Seja ρ : Zk2 → Z2 com ρ trivial em G2, ou seja, ρ(Si) = 1, i = 1, . . . , k − t.
Se ρ /∈ Ω, então ρ = Φi1 . . .Φirξj1 . . . ξjs com s ≥ 1 e para jr, r ∈ {1, . . . , s}, temos

1 = ρ(Sjr) = Ψ(Sjr)(ρ) = ξ∗jr(ρ) = ξ∗jr(Φi1 . . .Φirξj1 . . . ξjs) = ξ∗jr(ξjr) = −1.

Portanto, G⊥2 ⊂ Ω.

Por outro lado, se ρ ∈ Ω então ρ é da forma Φi1 . . . ,Φir .

Dado j ∈ {1, . . . , k − t} e i ∈ {1, . . . , t}, temos

Φi(Sj) = Ψ(Sj)(Φi) = ξ∗j (Φi) = 1.

Portanto, ρ(Sj) = 1 para j ∈ {1, . . . , k − t} e ρ é trivial em G2.

Observe que (FG2 ,Φ|G1
) possui FΦ como conjunto de pontos fixos.

Considere

(FΦ, {νρ′}ρ′∈P ′), P ′ = Hom(G1,Z2)− {1},

fixed-data de (FG2 ,Φ|G1
).

Mostraremos que νρ′ = ερ, para algum ρ ∈ P tal que ρ|G1
= ρ′ e ρ ∈ Ω.

Seja νρ′ no fixed-data de (FΦ, {νρ′}ρ′∈P ′) e considere ρ ∈ P com ρ|G1
= ρ′ e ρ agindo

trivialmente em G2.

Como ρ age trivialmente em G2, então pela afirmação 1, ρ ∈ Ω. Como νρ′ é fibrado

normal de FΦ em FG2 e cada T age nas fibras de νρ′ como ρ′(T ), temos para cada T ∈ G2

que ρ′(T ) = 1.

Portanto, ρ′(T ) = ρ(T ) = 1 para cada T ∈ G2.

Como ερ é caracterizado como sendo o sub-fibrado do fixed-data de (M,Φ), onde cada

T ∈ Φ age nas fibras como ρ(T ), devemos ter νρ′ = ερ.
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Caṕıtulo

4
Zk2-ações fixando KdP

2n ∪KdP
2m+1

4.1. Introdução

Neste caṕıtulo classificaremos a menos de cobordismo equivariante, as Zk2-ações (M,Φ)

cujo conjunto de pontos fixos é KdP
2n ∪KdP

2m+1, onde KdP para d = 1, 2, 4 é respectiva-

mente o espaço projetivo real, complexo e quaterniônico.

A classificação será descrita em termos das classes de cobordismo de involuções (M,T )

que fixam KdP
2n ∪KdP

2m+1.

Explicitamente mostraremos que toda Zk2-ação (M,Φ) é equivariantemente cobordante

à uma Zk2-ação do tipo Γkj (W,T ) onde (W,T ) é uma involução fixando KdP
2n ∪KdP

2m+1.

4.2. Classificação de Z2
2-ações fixando KdP

2n ∪KdP
2m+1

Lema 4.2.1. Seja (ερ1 , ερ2 , ερ3) → KdP
2n ∪ (µρ1 , µρ2 , µρ3) → KdP

2m+1 fixed-data de uma

Z2
2-ação, (M,Φ), com M conexa. Se Uρi e Vρi são as componentes do conjunto de pontos

fixos do Ker(ρi) contendo KdP
2n e KdP

2m+1 respectivamente, então existe i ∈ {1, 2, 3}
tal que Uρi ∩ Vρi = ∅. Neste caso, dizemos que ερi e µρi fixam separado, caso contrário,

dizemos que fixam junto.

Prova:. Se Uρi ∩ Vρi 6= ∅ para todo i ∈ {1, 2, 3}, então Uρi = Vρi e

dim(ερi) + 2nd = (2m+ 1)d+ dim(µρi), i ∈ {1, 2, 3}.

Além disso, como (ερ1 , ερ2 , ερ3)→ KdP
2n ∪ (µρ1 , µρ2 , µρ3)→ KdP

2m+1 é fixed-data, temos

2nd+ dim(ερ1) + dim(ερ2) + dim(ερ3) = (2m+ 1)d+ dim(µρ1) + dim(µρ2) + dim(µρ3).
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Segue que

(∗) dim(ερ2) + dim(ερ3) = dim(µρ2) + dim(µρ3).

Suponha sem perda de generalidade que 2n < 2m+ 1.

Como dim(ερi) + 2nd = (2m+ 1)d+ dim(µρi), temos

dim(ερi) > dim(µρi), i = 1, 2, 3,

gerando um absurdo em (∗).
Portanto, existe i ∈ {1, 2, 3} tal que Uρi ∩ Vρi = ∅.

Lema 4.2.2. Seja (M,Φ) uma Z2
2-ação, com fixed-data

(ερ1 , ερ2 , ερ3)→ KdP
2n ∪ (µρ1 , µρ2 , µρ3)→ KdP

2m+1.

Então, as possibilidades para (ερi , µρi) são

• η1 = (0→ KdP
2n) ∪ (ξ → KdP

2m+1), onde ξ borda;

• η2 = (τ 2n → KdP
2n) ∪ (ξ → KdP

2m+1), onde ξ borda;

• η3 =
(
(2m+ 2)γd → KdP

2n
)
∪
(
(2n+ 1)γd → KdP

2m+1
)
;

• η4 =
(
γd ⊕R(2m+1−2n)d → KdP

2n
)
∪
(
γd → KdP

2m+1
)
.

Aqui estamos considerando fibrados com classes caracteŕısticas iguais e fibra de mesma

dimensão sendo fibrados iguais.

Prova:. Suponha que (ερ1 , ερ2 , ερ3)→ KdP
2n ∪ (µρ1 , µρ2 , µρ3)→ KdP

2m+1 seja fixed-data

de uma Z2
2-ação (M,Φ).

Se Uρi = Vρi , então tomando T /∈ Ker(ρi) temos (Uρi , T ) involução com fibrado normal

ερi → KdP
2n ∪ µρi → KdP

2m+1.

Pelo Teorema 2.8.11 as possibilidades para (ερi , µρi) são

(1) (ερi , µρi) =
(
(2m+ 2)γd → KdP

2n
)
∪
(
(2n+ 1)γd → KdP

2m+1
)
, com γd fibrado linha;

(2) (ερi , µρi) =
(
γd ⊕R(2m+1−2n)d → KdP

2n
)
∪
(
γd → KdP

2m+1
)
, com γd fibrado linha.
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Se Uρi ∩ Vρi = ∅, então tomando T /∈ Ker(ρi), temos (Uρi , T ) e (Uρi , T ) sendo invo-

luções fixando KdP
2n e KdP

2m+1 com fibrados normais ερi → KdP
2n e µρi → KdP

2m+1

respectivamente.

Pelo Teorema 2.8.10, ερi é cobordante ao fibrado tangente τ 2nd → KdP
2n ou é o fibrado

0-dimensional 0→ KdP
2n, e pelo Teorema 2.8.9 µρi borda equivariantemente.

Sendo ερi cobordante ao fibrado tangente τ 2nd → KdP
2n, temos pelo lema 2.8.1 que ερi

pode ser tomado como sendo o fibrado tangente pois W (ερi) = W (τ 2nd).

Observação 4.2.3. Se (M r,Φ) é uma involução cujo fibrado normal é do Tipo η4, então

segue do Teorema 2.8.11 que

r = (2m+ 2)d ≤ ld(2n) + (2n+ 1)d.

Como ld(2n) < 2nd temos em particular que (2m+ 1)d < 4nd.

Observação 4.2.4. Como η1/KdP 2m+1 e η2/KdP2m+1
bordam equivariantemente, temos pelo

lema 2.8.3 que a classe de Stiefel-Whitney desses fibrados são da forma (1 + αd)
q com q

par.

Considere agora (M,Φ0) e (N,Ψ0) involuções fixando KdP
2n ∪KdP

2m+1 com fibrados

normais sendo respectivamente

(
(2m+ 2)γd → KdP

2n
)
∪
(
(2n+ 1)γd → KdP

2m+1
)

;(
(γd ⊕R(2m+1−2n)d)→ KdP

2n
)
∪
(
γd → KdP

2m+1
)
,

onde γd é o fibrado linha. Assim, temos as seguintes Z2
2-ações fixando KdP

2n ∪KdP
2m+1:

• Γ2
2(M,Φ0) cujo fixed-data é(
(2m+ 2)γd, (2m+ 2)γd, τ 2nd

)
→ KdP

2n ∪(
(2n+ 1)γd, (2n+ 1)γd, τ (2m+1)d

)
→ KdP

2m+1;

• Γ2
1(M,Φ0) cujo fixed-data é(
(2m+ 2)γd, 0, 0

)
→ KdP

2n ∪
(
(2n+ 1)γd, 0, 0

)
→ KdP

2m+1;
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• Γ2
2(N,Ψ0) cujo fixed-data é(
(γd ⊕R(2m+1−2n)d, γd ⊕R(2m+1−2n)d, τ 2nd)→ KdP

2n
)
∪
(
(γd, γd, τ (2m+1)d)→ KdP

2m+1
)
;

• Γ2
1(N,Ψ0) cujo fixed-data é(
(γd ⊕R(2m+1−2n)d, 0, 0)→ KdP

2n
)
∪
(
(γd, 0, 0)→ KdP

2m+1
)
.

Teorema 4.2.5. Se (W,Ψ) é uma Z2
2-ação fixando KdP

2n ∪ KdP
2m+1, então (W,Ψ) é

cobordante à uma das ações abaixo

σΓ2
j(M,Φ0), σΓ2

j(N,Ψ0) , σΓ2
j(KdP

2n ×KdP
2n, twist) ∪ (W ′,Ψ′),

σΓ2
j(KdP

2n, Id) ∪ (W ′,Ψ′), j ∈ {1, 2}

onde (W ′,Ψ′) é uma Z2
2-ação fixando KdP

2m+1 que borda equivariantemente e σ : Z2
2 → Z2

2

é um automorfismo.

Prova:. Analisaremos as possibilidades no fixed-data de (W,Ψ) na seguinte ordem, pri-

meiramente consideraremos os fixed-datas contendo exatamente 1 fibrado do tipo η1, depois

com exatamente 2 do tipo η1 e finalmente com exatamente 3 do tipo η1.

A seguir analisaremos os fixed-datas não contendo fibrados do tipo η1, na seguinte

ordem, os que contém exatamente 1 do tipo η2, exatamente 2 do tipo η2 e exatamente 3

do tipo η2. Finalmente analisaremos os fixed-datas contendo somente fibrados do tipo η3 e

η4.

Fazendo uso de um automorfismo σ : Z2
2 → Z2

2 se necessário, não nos preocuparemos

com a ordem dos fibrados no fixed-data.

Caso: (η1, η4, η4)

Pela observação 4.2.4 temos W (η1|KdP2m+1
) = (1 + βd)

q com q par.

Se (η1, η4, η4) seja fixed-data de uma Z2
2-ação, então pelo Teorema 3.4.1 segue que

(λ4, η4|KdP2n
⊕ (η1|KdP2n

⊗ λ4))

↓
RP (η4|KdP2n

)

∪

(
λ4, η4|KdP2m+1

⊕ (η1|KdP2m+1
⊗ λ4)

)
↓

RP (η4|KdP2m+1
)

borda simultaneamente. Como η1|KdP2n
= 0, então
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W (η4|KdP2n
⊕ (η1|KdP2n

⊗ λ4)) = W (η4|KdP2n
) = W (γd ⊕R(2m+1−2n)d) = 1 + αd.

Por outro lado, temos

W (η4|KdP2m+1
⊕ (η1|KdP2m+1

⊗ λ4)) = (1 + βd)
[
(1 + e2)l + (1 + e2)l−1v1 + · · ·+ vl

]
,

onde l = dim(η1|KdP2m+1
) e W (η1|KdP2m+1

) = (1 + βd)
q = 1 + v1 + v2 + · · ·+ vl.

Além disso, como η4 fixa junto temos

2nd+ 2dim(γd ⊕R(2m+1−2n)d) = (2m+ 1)d+ l + 2dim(γd).

Segue que l = (2m+ 1− 2n)d e

wd(η4|KdP2n
⊕ (η1|KdP2n

⊗ λ4)) = W (η4|KdP2n
) = αd;

wd(η4|KdP2m+1
⊕ (η1|KdP2m+1

⊗ λ4)) = βd +

(
l

d

)
ed2

= βd + ed2.

Como

wd(RP (η4|KdP2n
)) = 0 e wd(RP (η4|KdP2m+1

)) = ed2 + βd,

então podemos formar os seguintes termos caracteŕısticos,

wd(η4|KdP2n
⊕ (η1|KdP2n

⊗ λ4)) + wd(RP (η4|KdP2n
)) = αd,

wd(η4|KdP2m+1
⊕ (η1|KdP 2m+1 ⊗ λ4)) + wd(RP (η4|KdP2m+1

)) = 0.

Como a lista acima borda, devemos ter

1 =
〈
α2n
d e

(2m+2−2n)d−1
1 , σ(RP (η4|KdP 2n))

〉
=
〈

0.e
(2m+2−2n)d−1
2 , σ(RP (η4|KdP2m+1

))
〉

= 0.

Portanto, (η1, η4, η4) não pode ser fixed-data de uma Z2
2-ação.

Caso: (η1, η3, η3)

Se (η1, η3, η3) é fixed-data de uma Z2
2-ação, então pelo Teorema 3.4.1 segue que

(λ3, η3|KdP2n
⊕ (η1|KdP2n

⊗ λ3))

↓
RP (η3|KdP2n

)

∪

(
λ3, η3|KdP2m+1

⊕ (η1|KdP2m+1
⊗ λ3)

)
↓

RP (η3|KdP2m+1
)

borda simultaneamente. Como η1|KdP2n
= 0, então
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W (η3|KdP2n
⊕ (η1|KdP2n

⊗ λ3)) = W (η3|KdP2n
) = W ((2m+ 2)γd) = (1 + αd)

2m+2.

Por outro lado,

W (η3|KdP2m+1
⊕ (η1|KdP2m+1

⊗ λ3)) = (1 + βd)
2n+1

[∑
i

(1 + e2)l−di
(
q

i

)
βid

]
.

Como (η1, η3, η3) é fixed-data temos

2nd+ 2dim((2m+ 2)γd) = (2m+ 1)d+ l + 2dim((2n+ 1)γd).

Segue que l = (2m+ 1− 2n)d e

wd(η3|KdP2n
⊕ (η1|KdP2n

⊗ λ3)) = 0,

wd(η3|KdP2m+1
⊕ (η1|KdP2m+1

⊗ λ3)) = βd +

(
l

d

)
ed2

= βd + ed2.

Além disso, wd(RP (η3|KdP2n
)) = αd e wd(RP (η3|KdP2m+1

)) = ed2 + βd.

Assim, podemos formar os seguintes termos caracteŕısticos

wd(RP (η3|KdP2n
)) + wd(η3|KdP2n

⊕ (η1|KdP2n
⊗ λ3)) = αd;

wd(RP (η3|KdP2m+1
)) + wd(η3|KdP2m+1

⊕ (η1|KdP2m+1
⊗ λ3)) = 0.

Como a lista acima borda devemos ter

1 =
〈
α2n
d e

(2m+2)d−1
1 , σ(RP (η3|KdP2n

))
〉

=
〈

0.e
(2m+2)d−1
2 , σ(RP (η3|KdP2m+1

))
〉

= 0.

Portanto, (η1, η3, η3) não pode ser fixed-data de uma Z2
2-ação.

Caso: (η1, η2, η4).

Neste caso 2m+ 1 > 2n e pela observação 4.2.4 temos

W (η2|KdP2m+1
) = (1 + βd)

q2 com q2 par.

Se (η1, η2, η4) é fixed-data de Z2
2-ação, então pelo Teorema 3.4.1 segue que(

λ4, η1|KdP2n
⊕ (η2|KdP2n

⊗ λ4)
)

↓
RP (η4|KdP2n

)

∪

(
λ4, (η1|KdP2m+1

⊕ (η2|KdP2m+1
⊗ λ4))

)
↓

RP (η4|KdP2m+1
)

borda simultaneamente. Como η1|KdP 2n = 0, então
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W (η1|KdP2n
⊕ (η2|KdP2n

⊗ λ4)) = W (η2|KdP2n
⊗ λ4) =

2n∑
i=0

(1 + e2)2nd−di
(

2n+ 1

i

)
αid.

Por outro lado, temos

W (η1|KdP2m+1
⊕ (η2|KdP2m+1

⊗ λ4)) = (1 + βd)
q

[∑
i

(1 + e2)l2−di
(
q2

i

)
βid

]
.

Assim,

wd(η1|KdP2n
⊕ (η2|KdP2n

⊗ λ4)) = αd;

wd(η1|KdP2m+1
⊕ (η2|dP2m+1

⊗ λ4)) =


0 , d > l2(
l2

d

)
ed2 , d ≤ l2.

Se d > l2 ou

(
l2

d

)
= 0, então usando o fato da lista acima bordar temos

1 =
〈
α2n
d e

(2m+2−2n)d−1
1 , σ(RP (η4|KdP2n

))
〉

=
〈

0.e
(2m+2−2n)d−1
2 , σ(RP (η4|KdP2m+1

))
〉

= 0.

Caso contrário, como

wd(RP (η4|KdP2n
)) = 0 e wd(RP (η4|KdP2m+1

)) = ed2 + βd,

podemos formar os seguintes termos caracteŕısticos:

wd(RP (η4|KdP2n
)) + wd(η1|KdP2n

⊕ (η2|KdP2n
⊗ λ4)) = αd;

wd(RP (η4|KdP2m+1
)) + wd(η1|KdP2m+1

⊕ (η2|KdP2m+1
⊗ λ4)) = βd.

Como 2m+ 1 > 2n e a lista acima borda segue que

0 =
〈
α2m+1
d ed−1

1 , σ(RP (η4|KdP2n
))
〉

=
〈
β2m+1
d ed−1

2 , σ(RP (η4|KdP2m+1
))
〉

= 1.

Portanto, (η1, η2, η4) não pode ser fixed-data de uma Z2
2-ação.

Caso: (η1, η2, η3).

Se (η1, η2, η3) é fixed-data de Z2
2-ação, então pelo Teorema 3.4.1 segue que(

λ4, η1|KdP2n
⊕ (η2|KdP2n

⊗ λ3)
)

↓
RP (η3|KdP2n

)

∪

(
λ3, (η1|KdP2m+1

⊕ (η2|KdP2m+1
⊗ λ3))

)
↓

RP (η3|KdP2m+1
)
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borda simultaneamente.

Se d > l2 ou

(
l2

d

)
= 0 temos uma contradição da mesma forma que no caso (η1, η2, η4).

Assim, podemos supor d ≤ l2 e

(
l2

d

)
= 1.

Segue que

wd(η1|KdP2n
⊕ (η2|KdP2n

⊗ λ3)) = αd;

wd(RP (η3|KdP2m+1
)) + wd(η1|KdP2m+1

⊕ (η2|KdP2m+1
⊗ λ3)) = ed2.

Como

wd(RP (η3|KdP2n
)) = αd e wd(RP (η3|KdP2m+1

)) = ed2 + βd,

então podemos formar os seguintes termos caracteŕısticos

wd(RP (η3|KdP2n
)) + wd(η1|KdP2n

⊕ (η2|KdP2n
⊗ λ3)) = 0;

wd(RP (η3|KdP2m+1
)) + wd(η1|KdP2m+1

⊕ (η2|KdP2m+1
⊗ λ3)) = βd.

Como a lista acima borda, devemos ter

0 =
〈

0.e
(2n+1)d−1
1 , σ(RP (η3|KdP2n

))
〉

=
〈
β2m+1
d e

(2n+1)d−1
2 , σ(RP (η3|KdP2m+1

))
〉

= 1.

Portanto, (η1, η2, η3) não pode ser fixed-data de uma Z2
2-ação.

Caso: (η1, η3, η4)

Como ocorre η4, então pela observação 4.2.3 temos 2n < 2m+ 1 < 4n.

Se (η1, η3, η4) é fixed-data de uma Z2
2-ação, então pelo Teorema 3.4.1 a lista a seguir

borda: (
λ3, η1|KdP2n

⊕ (η4|KdP2n
⊗ λ3)

)
↓

RP (η3|KdP2n
)

∪

(
λ3, η1|KdP2m+1

⊕ (η4|KdP2m+1
⊗ λ3)

)
↓

RP (η3|KdP2m+1
)

.

Como η1|KdP2n
= 0, temos

W (η1|KdP2n
⊕ (η4|KdP2n

⊗ λ3)) = W (η4|KdP2n
⊗ λ3)) = (1 + ed1)2m+2−2n + (1 + ed1)2m+1−2nαd.

Além disso, temos
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W (η1|KdP2m+1
⊕ (η4|KdP2m+1

⊗ λ3)) = (1 + βd)
q
[
1 + ed2 + βd

]
.

Assim,

w2d(η1|KdP2n
⊕ (η4|KdP2n

⊗ λ3)) =

(
2m+ 2− 2n

2

)
e2d

1 + αde
d
1;

w2d(η1|KdP2m+1
⊕ (η4|KdP2m+1

⊗ λ3)) =

(
q

2

)
β2
d .

Se

(
2m+ 2− 2n

2

)
= 0, então usando o fato da lista acima bordar temos

1 =
〈

(αde
d
1)2ne

(2m+2−2n)d−1
1 , σ(RP (η3|KdP2n

))
〉

=

〈(
q

2

)
(βd

2)2ne2
(2m+2−2n)d−1, σ(RP (η3|KdP2m+1

))

〉
=

〈(
q

2

)
β4n
d e2

(2m+2−2n)d−1, σ(RP (η3|KdP2m+1
))

〉
= 0.

Portanto, podemos supor

(
2m+ 2− 2n

2

)
= 1.

Segue novamente do Teorema 3.4.1 que a lista a seguir borda:(
λ3, η4|KdP2n

⊕ (η1|KdP2n
⊗ λ3)

)
↓

RP (η3|KdP2n
)

∪

(
λ3, η4|KdP2m+1

⊕ (η1|KdP2m+1
⊗ λ3)

)
↓

RP (η3|KdP2m+1
)

.

Como η1|KdP2n
= 0, temos

W (η4|KdP2n
⊕ (η1|KdP2n

⊗ λ3)) = 1 + αd.

Como supomos (η1, η3, η4) fixed-data, se l = dim(η1|KdP2m+1
) então

2nd+ (2m+ 2)d+ (2m+ 2− 2n)d = (2m+ 1)d+ l + (2n+ 1)d+ d.

Assim, l = (2m+ 1− 2n)d.

Como

W (η4|KdP2m+1
⊕ (η1|KdP2m+1

⊗ λ3)) = (1 + βd)
[
(1 + e2)l + (1 + e2)l−d

(
q
1

)
βd + · · ·

]
,
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então

wd(η4|KdP2m+1
⊕ (η1|KdP2m+1

⊗ λ3)) = βd +

(
l

d

)
ed2,

w2d(η4|KdP2m+1
⊕ (η1|KdP2m+1

⊗ λ3)) = βd

(
l

d

)
ed2 +

(
l

2d

)
e2d

2 +

(
q

2

)
β2
d .

Da igualdade

(
2m+ 2− 2n

2

)
= 1 podemos concluir que 2 não esta na partição diática

de 2m− 2n+ 1, ou seja,(
l

2d

)
=

(
(2m+ 1− 2n)d

2d

)
= 0.

Além disso, como d esta na partição diática de l = (2m+ 1− 2n)d temos

(
l

d

)
= 1.

Logo,

w2d(η4|KdP2m
⊕ (η1|KdP2m+1

⊗ λ3)) = βde
d
2 +

(
q

2

)
β2
d ;

w2d(η4|KdP2n
⊕ (η1|KdP2n

⊗ λ3)) = 0,

são classes caracteŕısticas correspondentes.

Observe que

wd(η4|KdP2m+1
⊕ (η1|KdP2m+1

⊗ λ3)) + ed2 = βd;

wd(η4|KdP2n
⊕ (η1|KdP2n

⊗ λ3)) + ed1 = αd + ed1.

são termos caracteŕısticos correspondentes, assim usando o fato da lista acima bordar

obtemos

1 =
〈
βd

2m+1e
(2n+1)d−1
2 , σ(RP (η3|KdP2m+1

))
〉

=

〈
βd

2m

(
βde

d
2 +

(
q

2

)
β2
d

)
e2nd−1

2 , σ(RP (η3|KdP2m+1
))

〉
=

〈
(αd + ed1)2m.0.e1

2nd−1, σ(RP (η3|KdP2n
))
〉

= 0
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Portanto, (η1, η3, η4) não pode ser fixed-data de uma Z2
2-ação.

Casos: (η1, η2, η
′
2), (η′1, η

′′
1 , η

′′′
1 ) e (η2, η1, η

′
1).

Mostraremos primeiramente que (η1, η2, η
′
2) não pode ser fixed-data de uma Z2

2-ação.

Suponha por absurdo que exista uma Z2
2-ação (W,Ψ) com fixed-data (η1, η2, η

′
2).

Pelo lema 3.4.5 temos que a lista {η1|KdP2m+1
, η2|KdP2m+1

, η′2|KdP2m+1
} é fixed-data de uma

Z2
2-ação (W ′,Φ′).

Segue que (W,Ψ)∪(W ′,Φ′) é uma Z2
2-ação equivariantemente cobordante à uma Z2

2-ação

fixando KdP
2n.

Como KdP
2n tem a propriedade H, então temos por [19] que (W,Ψ)∪(W ′,Φ′) é equiva-

riantemente cobordante à σΓ2
i (M,T ) com (M,T ) involução fixando KdP

2n e σ : Z2
2 → Z2

2

automorfismo.

Pelo Teorema 2.8.10 temos (M,T ) equivariantemente cobordante à (KdP
2n×KdP

2n, twist)

ou (M,T ) = (KdP
2n, Id). Segue do Teorema 3.2.10 que as possibilidades para [(W,Ψ) ∪

(W ′,Φ′)] são:

[(W,Ψ) ∪ (W ′,Φ′)] =
[
σΓ2

1(KdP
2n, Id)

]
=
[
σΓ2

2(KdP
2n, Id)

]
;

[(W,Ψ) ∪ (W ′,Φ′)] =
[
σΓ2

1(KdP
2n ×KdP

2n, twist)
]

;

[(W,Ψ) ∪ (W ′,Φ′)] =
[
σΓ2

2(KdP
2n ×KdP

2n, twist)
]
.

Logo, a menos de ordem, (η1|KdP2n
, η2|KdP2n

, η′2|KdP2n
) é simultaneamente cobordante à

(0, 0, 0), (τ 2nd, τ 2nd, τ 2nd) ou (τ 2nd, 0, 0).

Como (η1|KdP2n
, η2|KdP2n

, η′2|KdP2n
) = (0, τ 2nd, τ 2nd) temos um absurdo.

Suponha agora que (η′1, η
′′
1 , η

′′′
1 ) e (η2, η1, η

′
1) são fixed-datas de Z2

2-ações.

Pelo lema 3.4.5 temos que existem Z2
2-ações (W1,Ψ1) e (W2,Ψ2) com fixed-datas

{η′1|KdP2m+1
, η′′1 |KdP2m+1

, η′′′1 |KdP2m+1
} e {η2|KdP2m+1

, η1|KdP2m+1
, η′1|KdP2m+1

}.

Portanto, se (W,Ψ) é uma Z2
2-ação com fixed-data (η′1, η

′′
1 , η

′′′
1 ), então (W,Ψ)∪ (W1,Ψ1)

é equivariantemente cobordante à uma Z2
2-ação fixando KdP

2n.

Assim, por [19] e pelo Teorema 2.8.10 podemos concluir que (W,Ψ) ∪ (W1,Ψ1) é equi-

variantemente cobordante à σΓ2
1(KdP

2n, Id), σΓ2
1(KdP

2n×KdP
2n, twist) ou σΓ2

2(KdP
2n×

KdP
2n, twist), onde σ : Z2

2 → Z2
2 é um automorfismo.
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Portanto, as possibilidades para [W,Ψ] são

[W,Ψ] =
[
σΓ2

1(KdP
2n, Id)

]
∪ [(W1,Ψ1)] ;

[W,Ψ] =
[
σΓ2

1(KdP
2n ×KdP

2n, twist)
]
∪ [(W1,Ψ1)] ;

[W,Ψ] =
[
σΓ2

2(KdP
2n ×KdP

2n, twist)
]
∪ [(W1,Ψ1)] .

Analogamente, se (W,Ψ) é uma Z2
2-ação com fixed-data (η2, η1, η

′
1) então as possibilidades

para [W,Ψ] são

[W,Ψ] =
[
σΓ2

1(KdP
2n, Id

]
∪ [(W2,Ψ2)] ;

[W,Ψ] =
[
σΓ2

1(KdP
2n ×KdP

2n), twist
]
∪ [(W2,Ψ2)] ;

[W,Ψ] =
[
σΓ2

2(KdP
2n ×KdP

2n, twist)
]
∪ [(W2,Ψ2)] .

Além disso, como os fibrados do fixed-data de (Wi,Ψi) são fibrados que bordam equivari-

antemente, temos pelo lema 3.4.5 que cada (Wi,Ψi) borda equivariantemente.

Analisaremos agora as possibilidades com exatamente 2 fibrados do tipo η1, com exceção

de (η2, η1, η
′
1), o qual já foi analisado.

Casos: (η1, η
′
1, η3) e (η1, η

′
1, η4).

Considere η1|KdP2m+1
= ξl e η′1|KdP2m+1

= ξl
′
.

Afirmação 1: Se (η1, η
′
1, η3) é fixed-data de uma Z2

2-ação (W,Ψ) então ξl e ξl
′

são

nulos.

De fato, se (η1, η
′
1, η3) é fixed-data de uma Z2

2-ação, então

2nd+ 0 + 0 + (2m+ 2)d = (2m+ 1)d+ dim(ξl) + dim(ξl
′
) + (2n+ 1)d.

Da igualdade acima temos l + l′ = 0, ou seja, l = l′ = 0.

Afirmação 2: Se (η1, η
′
1, η4) é fixed-data de uma Z2

2-ação (W,Ψ) então ξl e ξl
′

são

nulos.

De fato, se (η1, η
′
1, η4) é fixed-data de uma Z2

2-ação, então

2nd+ 0 + 0 + (2m+ 2− 2n)d = (2m+ 1)d+ dim(ξl) + dim(ξl
′
) + d.

Segue que l + l′ = 0, ou seja, l = l′ = 0.
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Assim, conclúımos que em ambos os casos η1 = η′1 = 0.

Logo, (η4, η1, η
′
1) é simultaneamente cobordante à(

γd ⊕R(2m+1−2n)d, 0, 0
)

↓
KdP

2n

∪

(
γd, 0, 0

)
↓

KdP
2m+1

,

e (η3, η1, η
′
1) é simultaneamente cobordante à(

(2m+ 2)γd, 0, 0
)

↓
KdP

2n

∪

(
(2n+ 1)γd, 0, 0

)
↓

KdP
2m+1

.

Segue que do Teorema 3.2.10 que as possibilidades nesses casos são respectivamente [W,Ψ] =

[Γ2
1(N,Ψ0)] e [W,Ψ] = [Γ2

1(M,Φ0)].

Analisaremos agora os fixed-datas sem fibrados do tipo η1 e com exatamente 1 fibrado

do tipo η2.

Observe que nesta análise, Γ2
2(N,Ψ0) e Γ2

2(M,Φ0) são exemplos de Z2
2-ações cujo fixed-

data são respectivamente da forma (η2, η3, η3) e (η2, η4, η4), para η2 sendo o fibrado tangente

τ 2nd → KdP
2n ∪ τ (2m+1)d → KdP

2m+1.

Caso: (η2, η3, η4). Neste caso temos 2m+ 1 > 2n.

Se (η2, η3, η4) é fixed-data de uma Z2
2-ação, então pelo Teorema 3.4.1 segue que(

λ4, η2|KdP2n
⊕ (η3|KdP2n

⊗ λ4)
)

↓
RP (η4|KdP2n

)

∪

(
λ4, (η2|KdP2m+1

⊕ (η3|KdP2m+1
⊗ λ4))

)
↓

RP (η4|KdP2m+1
)

borda lista.

Como

W (η2|KdP2n
⊕ (η3|KdP2n

⊗ λ4)) = (1 + αd)
2n+1

[∑
i

(1 + e2)2m+2−di
(

2m+ 2

i

)
αid

]
,

então wd(η2|KdP2n
⊕ (η3|KdP2n

⊗ λ4)) = αd.

Por outro lado,
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W ((η2|KdP2m+1
⊕ (η3|KdP2m+1

⊗ λ4))) = (1 + βd)
q2

[∑
i

(1 + e2)2n+1−di
(

2n+ 1

i

)
βid

]
.

Assim,

wd(η2|KdP2m+1
⊕ (η3|KdP2m+1

⊗ λ4)) =

{
ed2 + βd , d ≤ 2n+ 1;

βd , d > 2n+ 1.

Se d > 2n+ 1, usando o fato da lista acima bordar temos

0 =
〈
α2m+1
d ed−1

1 , σ(RP (η4|KdP2n
))
〉

=
〈
β2m+1
d ed−1

2 , σ(RP (η4|KdP2m+1
))
〉

= 1.

Caso contrário, observe que

wd(RP (η4|KdP2m+1
)) = 0 e wd(RP (η4|KdP2m+1

)) = ed2 + βd.

Assim, podemos formar os seguintes termos caracteŕısticos:

wd(η2|KdP2n
⊕ (η3|KdP2n

⊗ λ4)) + wd(RP (η4|KdP2n
)) = αd

wd(η2|KdP2m+1
⊕ (η3|KdP2m+1

⊗ λ4)) + wd(RP (η4|KdP2m+1
)) = 0.

Como a lista acima borda devemos ter

1 =
〈
αd

2ne
(2m+2−2n)d−1
1 , σ(RP (η4|KdP2n

))
〉

=
〈

0.e
(2m+2−2n)d−1
2 , σ(RP (η4|KdP2m+1

))
〉

= 0.

Portanto, (η2, η3, η4) não pode ser fixed-data de uma Z2
2-ação.

Analisaremos agora os casos (η2, η3, η3),(η2, η4, η4). Observe que o lema 4.2.1 aplicado

aos casos (η2, η3, η3) e (η2, η4, η4) diz que o fibrado η2 fixa separado.

Caso: (η2, η3, η3)

Suponha que (M,Φ) é uma Z2
2-ação cujo fixed-data é (η2, η3, η3).

Pela observação 4.2.4 temos W (η2|KdP2m+1
) = (1 + βd)

q2 com q2 par. Denotando

η2|KdP2m+1
= ξl2 , mostraremos a seguir que

l2 = (2m+ 1)d e W (ξl2) = (1 + βd)
q2 = (1 + βd)

2m+2.

Como (η2, η3, η3) é fixed-data então

2nd+ 2dim((2m+ 2)γd) + dim(τ 2nd) = (2m+ 1)d+ 2dim((2n+ 1)γ) + l2,
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assim, l2 = (2m+ 1)d.

Mostraremos agora que W (ξl2) = (1 + βd)
q2 = (1 + βd)

2m+2.

Pelo lema 3.4.3 temos

W (RP (η2|KdP2m+1
)) = (1 + βd)

2m+2(1 + e2)l2−q2d(1 + βd + ed2)q2 .

Assim,

(∗) W (RP (η2|KdP2m+1
)) = (1 + βd)

2m+2−q2(1 + e2)l2−q2d
[
(1 + βd + ed2)(1 + βd)

]q2
= (1 + βd)

2m+2−q2(1 + e2)l2−q2d
[
1 + βd

2 + βde
d
2

]
.

Como (η2, η3, η3) é fixed-data, segue do Teorema 3.4.1 que(
λ2, η3|KdP2n

⊕ (η3|KdP2n
⊗ λ2)

)
↓

RP (η2|KdP2n
)

∪

(
λ2, η3|KdP2m+1

⊕ (η3|KdP2m+1
⊗ λ2)

)
↓

RP (η2|KdP2m+1
)

borda simultaneamente.

Como η2 fixa separado as listas devem bordar separadamente. Em particular, todos os

números da lista(
λ2, (η3/KdP 2m+1 ⊕ (η3|KdP2m+1

⊗ λ2))
)
→ RP (η2|KdP2m+1

)

devem ser nulos.

Afirmação: βd
2 + βde

d
2 e (1 + βd)

2m+2−q2 são termos caracteŕısticos.

De fato,

W (η3|KdP2m+1
⊕ (η3|KdP2m+1

⊗ λ2)) = (1 + βd)
2n+1

[
1 + ed2 + βd

]2n+1

= (1 + ed2 + β2
d + βde2)2n+1

= 1 + ed2 + β2
d + βde

d
2 +

(
2n+ 1

2

)
e2d

2 + potências > 2d.

Assim, w2d +
(

2n+1
2

)
e2d

2 = βd
2 + βde

d
2 é um termo caracteŕıstico.

Multiplicando ambos os lados de (∗) por (1 + e2)2s−(l2−q2d) para 2S suficientemente

grande, conclúımos que (1 + βd)
2m+2−q2 também é um termo caracteŕıstico.

Caso 1: 0 < q2 < 2m+ 2.

Como (1 + βd)
2m+2−q2 é um termo caracteŕıstico, então β2m+2−q2

d também é um termo
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caracteŕıstico, pois é a parcela na dimensão (2m+ 2− q2)d.

Assim, podemos formar o seguinte número〈
β2m+2−q2
d

[
βd

2 + βde
d
2

]q2−1
e

(2m+1−q2)d−1
2 , σ(RP (η2|KdP2m+1

))
〉

=〈
β2m+q2
d e

(2m+1−q2)d−1
2 + β2m+1

d e2md−1
2 , σ(RP (η2|KdP2m+1

))
〉

= 1

Contrariando o fato da lista acima bordar.

Portanto, se 0 < q2 < 2m+ 2, então (η2, η3, η3) não é fixed-data de uma Z2
2-ação.

Caso 2: q2 > 2m+ 2.

Considere 2t < 2m + 1 < 2t+1. Observe que podemos supor q2 ≤ 2t+1, pois se q2 > 2t+1,

então

q2 = q2t+1 + r, q ≥ 1 e 0 ≤ r < 2t+1,

com

W (η2|RP2m+1
) = (1 + βd)

q2 = (1 + βd)
r.

Considere agora

q2 − (2m+ 2) = 2s(2k + 1), com k ≥ 0 e s ≥ 1.

Observe que 2t > 2s, caso contrário, teŕıamos 2s ≥ 2t+1 ≥ q2.

Como 2s < 2t < 2m+ 1, existem t0 > 0 e 0 ≤ r2 < 2s ı́mpar, tais que

2m+ 1 = 2st0 + r2.

Além disso, como (1 + βd)
q2−(2m+2) é um termo caracteŕıstico, então β2s

d também é um

termo caracteŕıstico, pois é a parcela na dimensão 2sd.

Assim, podemos formar o seguinte número não nulo:〈
β2st0
d (β2

d + βde
d
2)r2e

(2m−r2)d−1
2 , σ(RP (η2|KdP2m+1

))
〉

=〈
β2m+1(βd + ed2)r2e

(2m−r2)d−1
2 , σ(RP (η2|RP2m+1

))
〉

=〈
β2m+1e2md−1

2 , σ(RP (η2/RP 2m+1))
〉

= 1.

Contrariando o fato da lista acima bordar.

Portanto, se q2 > 2m+ 2, então (η2, η3, η3) não é fixed-data de uma Z2
2-ação.
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Caso 3: q2 = 0.

Se 2m+ 2 = 2j para algum j > 0, é imediato que

W (η2|RP2m+1
) = (1 + βd)

q2 = (1 + βd)
2m+2.

Logo, podemos supor 2m+ 2 = 2s(2k + 1), k ≥ 1.

Se 2t < 2m + 1 < 2t+1, então como anteriormente podemos supor 2m + 2 < 2t+1.

Observe que 2s < 2t, caso contrário,

2s ≥ 2t+1 > 2m+ 1⇒ 2m+ 2 = 2s ⇒ k = 0.

Procedendo como no caso anterior temos um número caracteŕıstico não nulo.

Assim, a única possibilidade é q2 = 2m+ 2.

Segue que l2 = (2m+ 1)d e

W (ξl2) = (1 + βd)
q2 = (1 + βd)

2m+2.

Portanto, (η3, η3, η2) é simultaneamente cobordante à(
(2m+ 2)γd, (2m+ 2)γd, τ 2nd

)
↓

KdP
2n

∪

(
(2n+ 1)γd, (2n+ 1)γd, τ (2m+1)d

)
↓

KdP
2m+1.

e pelo Teorema 3.2.10 temos [M,Φ] = [Γ2
2(N,Φ0)].

Caso: (η4, η4, η2)

Se (η4, η4, η2) é fixed-data de uma Z2
2-ação (M,Φ), então como anteriormente devemos

ter que todos os números caracteŕısticos da lista(
λ2, (η4|KdP2m+1

⊕ (η4|KdP2m+1
⊗ λ2))

)
→ RP (η2|KdP2m+1

)

são nulos.

Como

W (η4|KdP2m+1
⊕ (η4|KdP2m+1

⊗ λ2)) = (1 + βd)
[
1 + ed2 + βd

]
= 1 + ed2 + β2

d + βde
d
2,

então β2
d + βde

d
2 é classe caracteŕıstica.

Utilizando essa classe e procedendo como no caso anterior, seW (η2/KdP2m+1
) 6= W (τ (2m+1)d),

onde τ (2m+1)d → KdP
2m+1 é o fibrado tangente, então teremos um absurdo.
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Assim, (η4, η4, η2) é simultaneamente cobordante à(
γd ⊕R(2m+1−2n)d, γd ⊕R(2m+1−2n)d, τ 2nd

)
↓

KdP
2n

∪

(
γd, γd, τ (2m+1)d

)
↓

KdP
2m+1.

Portanto, pelo Teorema 3.2.10 temos [M,Φ] = [Γ2
2(M,Ψ0)].

Agora, analisaremos as possibilidades sem fibrados do tipo η1 e exatamente dois fibrados

do tipo η2.

Caso: (η2, η
′
2, η3)

Suponha que (η2, η
′
2, η3) seja fixed-data de uma Z2

2-ação. Pelo lema 4.2.1 temos que η2 ou

η′2 fixam separado. Suponha sem perda de generalidade que η2 fixa separado.

Pelo Teorema 3.4.1 a lista a seguir borda(
λ2, (η

′
2|KdP2n

⊕ (η3|KdP2n
⊗ λ2))

)
→ RP (η2|KdP2n

).

Como

W (η′2|KdP2n
⊕ (η3|KdP2n

⊗ λ2)) = (1 + αd)
2n+1[1 + ed1 + αd]

2m+2,

então wd(η
′
2|KdP2n

⊕ (η3/KdP 2n ⊗ λ2)) = αd.

Assim, podemos formar o seguinte número caracteŕıstico não nulo:〈
α2n
d e

(2n−1)d
1 , σ(RP (η2|RP2m+1

))
〉

= 1.

Contrariando o fato da lista acima bordar.

Portanto, (η2, η
′
2, η3) não é fixed-data de uma Z2

2-ação.

Caso: (η2, η
′
2, η4)

Supondo que (η2, η
′
2, η4) seja fixed-data de uma Z2

2-ação, temos pelo Teorema 3.4.1 que(
λ2, (η

′
2|KdP2m+1

⊕ (η4|KdP2m+1
⊗ λ2))

)
→ RP (η2/KdP 2m+1)

borda simultaneamente.

Como

W ((η′2|KdP2m+1
⊕ (η4|KdP2m+1

⊗ λ2))) = (1 + βq)
q2 [1 + ed2 + βd],
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então wd = ed + βd. Segue que βd é um termo caracteŕıstico.

Assim, podemos formar o seguinte número não nulo:〈
β2m+1
d e

l′2−1
1 , σ(RP (η2/RP 2m+1))

〉
= 1.

Contrariando o fato da lista acima bordar.

Portanto, (η2, η
′
2, η4) não é fixed-data de uma Z2

2-ação.

Caso: (η2, η
′
2, η
′′
2)

Se (W,Ψ) é uma Z2
2-ação cujo fixed-data é do tipo(

τ 2nd, τ 2nd, τ 2nd
)

↓
KdP

2n

∪
(ξ, ξ′, ξ′′)

↓
KdP

2m+1

,

onde ξ,ξ′ e ξ′′ bordam, então (W,Ψ) ∪ Γ2
2(KdP

2n × KdP
2n, twist) é equivariantemente

cobordante à uma ação (W ′,Ψ′) cujo fixed-data é (ξ, ξ′, ξ′′)→ KdP
2m+1.

Como os fibrados ξ,ξ′ e ξ′′ bordam, então pelo lema 2.8.3 temos

W (ξ) = (1 + αd)
p, W (ξ′) = (1 + αd)

p′ e W (ξ′) = (1 + αd)
p′′ ,

com p, p′ e p′′ pares.

Observe que para se formar um número caracteŕıstico não nulo da lista (ξ, ξ′, ξ′′) →
KdP

2m+1 é preciso ter pelo menos uma classe caracteŕıstica com potência ı́mpar de αd.

Como W (KdP
2m+1) = (1 + αd)

2m+2, então as classes caracteŕısticas não nulas são

formadas por potências pares de αd. Além disso, pelas considerações anteriores todas as

classes caracteŕısticas de ξ, ξ′, ξ′′ com potência ı́mpar de αd são nulas.

Portanto, ao se tomar classes para calcular um número caracteŕıstico da lista (ξ, ξ′, ξ′′)→
KdP

2m+1 sempre terá uma classe nula, e consequentemente todos os números caracteŕısticos

da lista são nulos.

Segue do Teorema 3.2.10 que (W ′,Ψ′) borda equivariantemente.

Para finalizarmos falta apenas os casos onde aparecem somente fibrados do tipo η3 e η4.

Essa análise no entanto não é necessária, pois pelo lema 4.2.1 um dos fibrados do fixed-data

deve fixar separado e nestes casos isso não ocorre.

Portanto, não é posśıvel ocorrer fixed-data de uma Z2
2-ação com apenas fibrados do tipo

η3 e η4 e o teorema esta provado.
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4.3. Classificação de Zk
2-ações fixando KdP

2n ∪KdP
2m+1

Lema 4.3.1. Se (M,Φ) é uma Zk2-ação com fixed-data

(
⊕
ρ∈P

ερ → KdP
2n) ∪ (

⊕
ρ∈P

µρ → KdP
2m+1),

com (ερ1 , µρ1) = (τ 2nd, ξj) 6= (τ 2nd, τ (2m+1)d) ou (ερ1 , µρ1) = (0, ξj) 6= (0, 0), para algum

ρ1 ∈ P = Hom(Zk2,Z2) − {1}, onde ξj borda equivariantemente, então para cada ρ ∈ P,

vale uma das seguintes igualdades:

(1) (ερ, µρ) = (τ 2nd, ξ), onde ξ borda equivariantemente;

(2) (ερ, µρ) = (0, ξ), onde ξ borda equivariantemente.

Prova:. Suponha (ερ1 , µρ1) = (τ 2nd, ξj) 6= (τ 2nd, τ (2m+1)d), onde ξj borda equivariante-

mente.

Se ρ ∈ P −{ρ1}, então {1, ρ, ρ1, ρρ1} é um subgrupo de Hom(Zk2,Z2) e pelo lema 3.4.6

existem G,H tais que Zk2 = G⊕H, com G isomorfo à Z2
2 e o fixed-data de (FH ,Φ/G) sendo

(ερ, ερ1 , ερρ1)→ KdP
2n ∪ (µρ, µρ1 , µρρ1)→ KdP

2m+1.

Temos duas possibilidades a considerar:

1) KdP
2n e KdP

2m+1 estão em componentes diferentes de FH .

Neste caso, sendo F2n e F2m+1 as componentes de FH contendo KdP
2n e KdP

2m+1

respectivamente, temos (F2n,Φ/G) e (F2m+1,Φ/G) sendo Z2
2-ações com fixed-datas respec-

tivamente

(ερ, ερ1 , ερρ1)→ KdP
2n e (µρ, µρ1 , µρρ1)→ KdP

2m+1.

Como KdP
2n tem a propriedade H, então por [19] (F2n,Φ/G) é equivariantemente

cobordante à σ(Γ2
i (M,T )) com (M,T ) involução fixando KdP

2n.

Pelo Teorema 2.8.10 temos (M,T ) equivariantemente cobordante à (KdP
2n×KdP

2n, twist),

assim pelo Teorema 3.2.10 podemos concluir que as possibilidade para (ερ, ερ1 , ερρ1) são:

• (0, τ 2nd, 0);

• (τ 2nd, τ 2nd, τ 2nd).
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Por outro lado, fazendo uso do Teorema 2.8.9 e do Teorema 3.2.11, podemos concluir

que µρ e µρρ1 bordam equivariantemente.

Logo, neste caso temos (ερ, µρ) = (τ 2nd, ξ) ou (ερ, µρ) = (0, ξ), onde ξ borda.

2) KdP
2n e KdP

2m+1 estão na mesma componente de FH .

Neste caso, pelo Teorema 4.2.5 as únicas possibilidades são :

• (ερ, µρ) = (τ 2nd, ξj) e (ερρ1 , µρρ1) = (τ 2nd, ξl);

• (ερ, µρ) = (0, ξj) e (ερρ1 , µρρ1) = (0, ξl),

onde ξj e ξl bordam equivariantemente.

Analogamente se supormos (ερ1 , µρ1) = (0, ξj) 6= (0, 0), onde ξj borda equivariante-

mente, então as possibilidades são :

• (ερ, µρ) = (τ 2nd, ξj) e (ερρ1 , µρρ1) = (0, ξl);

• (ερ, µρ) = (0, ξj) e (ερρ1 , µρρ1) = (τ 2nd, ξl);

• (ερ, µρ) = (0, ξj) e (ερρ1 , µρρ1) = (0, ξl),

onde ξj e ξl bordam equivariantemente.

Teorema 4.3.2. Se (M,Φ), Φ = (T1, T2, . . . Tk), é uma Zk2-ação com fixed-data nas con-

dições do lema anterior, então (M,Φ) é equivariantemente cobordante à

σΓkj (KdP
2n ×KdP

2n, twist) ∪ (W,Ψ),

onde (W,Ψ) é uma Zk2-ação fixando KdP
2m+1 que borda equivariantemente.

Prova:. Pelo lema anterior as possibilidades para o fixed-data são

(ερ, µρ) = (τ 2nd, ξj) e (ερ, µρ) = (0, ξl),

onde ξj e ξl bordam equivariantemente.

Considere agora Ω = {1} ∪ {ρ ∈ P/ερ = τ 2nd}.

Afirmação 1: Ω é um subgrupo de Hom(Zk2,Z2).

De fato, se ρ1, ρ2 ∈ Ω, então {1, ρ1, ρ2, ρ1ρ2} é um subgrupo de Hom(Zk2,Z2), e pelo

lema 3.4.6 existem subgrupos G
′
, H

′ ⊂ Zk2 com G′ isomorfo à Z2
2 e Zk2 = G

′ ⊕H ′ , tais que

o fixed-data de (FH′ ,Φ/G′ ) é
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(ερ1 , ερ2 , ερ1ρ2)→ KdP
2n ∪ (µρ1 , µρ2 , µρ1ρ2)→ KdP

2m+1.

Como vimos anteriormente devemos considerar duas possibilidades:

1) KdP
2n e KdP

2m+1 estão em componentes diferentes de FH′ ;

2) KdP
2n e KdP

2m+1 estão na mesma componente de FH′ .

No primeiro caso, sendo F ′2n e F ′2m+1 as componentes de FH′ contendo respectivamente

KdP
2n e KdP

2m+1, temos (F ′2n,Φ/G′) e (F ′2m+1,Φ/G′) sendo Z2
2-ações com fixed-datas

(ερ1 , ερ2 , ερ1ρ2)→ KdP
2n, (µρ1 , µρ2 , µρ1ρ2)→ KdP

2m+1.

Como KdP
2n tem a propriedade H, então por [19] (F ′2n,Φ/G′) é equivariantemente

cobordante à σ(Γ2
i (M,T )) com (M,T ) involução fixando KdP

2n.

Pelo Teorema 2.8.10 temos (M,T ) equivariantemente cobordante à (KdP
2n×KdP

2n, twist),

assim utilizando o Teorema 3.2.10 podemos concluir que (ερ1 , ερ2 , ερ1ρ2) é simultaneamente

cobordante à (τ 2nd, τ 2nd, τ 2nd).

Em particular, ερ1ρ2 é cobordante à τ 2nd e pelo lema 2.8.1 temos

W (ερ1ρ2) = W (τ 2nd).

Logo, podemos considerar ερ1ρ2 = τ 2nd.

No segundo caso, temos pelo Teorema 4.2.5 que (F ′2n,Φ/G) é equivariantemente cobor-

dante à uma das seguintes Z2
2-ações:

σΓ2
j(M,Φ0), σΓ2

j(N,Ψ0) , σΓ2
j(KdP

2n ×KdP
2n, twist)] ∪ [W ′,Ψ′], j ∈ {1, 2},

onde (W ′,Ψ′) é uma Z2
2-ação fixando KdP

2m+1 que borda equivariantemente.

Assim, olhando para os fixed-datas das Z2
2-ações acima e fazendo uso do Teorema 3.2.10

podemos concluir que (ερ1 , ερ2 , ερ1ρ2) = (τ 2nd, τ 2nd, τ 2nd).

Logo, Ω é um subgrupo, implicando em particular, que existe 1 ≤ r ≤ k, tal que a

quantidade de fibrados ερ = τ 2nd é 2r − 1.

Se aplicarmos novamente o lema 3.4.6 ao subgrupo Ω, encontramos subgrupos G,H ⊂
Zk2 com G isomorfo a Zr2, Zk2 = G⊕H e H⊥ = Ω, tais que o fixed-data de (FH ,Φ/G) é

(KdP
2n; {ερ}ρ∈Ω−{1}) ∪ (KdP

2m+1, {µρ}ρ∈Ω−{1}).

Sejam F2n e F2m+1 as componentes do conjunto de pontos fixos FH de H, contendo

respectivamente KdP
2n e KdP

2m+1.

Como (FH − (F2n ∪F2m+1),Φ) é uma ação sem pontos fixos, temos por [24] que a ação

borda equivariantemente; assim, podemos supor FH = F2n ∪ F2m+1.
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Escolha agora uma base (T
′
1, . . . , T

′
r , T

′′
r+1, . . . , T

′′

k ) para Zk2 onde (T
′
1, . . . , T

′
r) é uma base

para G e (T
′′
r+1, . . . , T

′′

k ) é uma base para H.

Considere o automorfismo ϕ : Zk2 → Zk2 dado por

ϕ(Ti) =

{
T
′
i 1 ≤ i ≤ r;

T
′′
i r < i ≤ k.

Observe que a parte do fixed-data de ϕ(M,Φ) sobre KdP
2n é simultaneamente cobor-

dante à lista {ερ}ρ∈P , com a seguinte descrição: ερ = τ 2nd, se ρ é o homomorfismo trivial

em H e ερ = 0 caso contrário.

Segue que o fixed-data de ϕ(M,Φ) é simultaneamente cobordante ao fixed-data de

Γkj (KdP
2n ×KdP

2n, twist),

e pelo Teorema 3.2.10, ϕ(M,Φ) é equivariantemente cobordante à Γkj (KdP
2n×KdP

2n, twist).

Tomando σ = ϕ−1, temos

(W,Ψ) = (M,Φ) ∪ σΓkj (KdP
2n ×KdP

2n, twist)

equivariantemente cobordante à uma Zk2-ação fixando KdP
2m+1.

Como o fixed-data de (W,Ψ) é formado apenas por fibrados que bordam equivarian-

temente sobre KdP
2m+1, seguindo o mesmo argumento do lema 3.4.5, temos que (W,Ψ)

borda equivariantemente e o resultado segue.

Seja (M,Φ) uma Zk2-ação com fixed-data η = ⊕ρηρ, onde ρ ∈ P = Hom(Zk2,Z2)− {1}.
Para cada ρ ∈ P denotemos por Uρ e Vρ as componentes de FKer(ρ) contendo KdP

2n e

KdP
2m+1 respectivamente.

Teorema 4.3.3. Seja (M,Φ) uma Zk2-ação com fixed-data

(
⊕
ρ∈P

ερ → KdP
2n) ∪ (

⊕
ρ∈P

µρ → KdP
2m+1).

Se Uρ ∩ Vρ = ∅ para cada ρ ∈ P = Hom(Zk2,Z2)− {1}, então (M,Φ) é equivariantemente

cobordante à

σΓkj (KdP
2n ×KdP

2n, twist) ∪ (W,Ψ),

onde (W,Ψ) é uma Zk2-ação fixando KdP
2m+1 que borda equivariantemente.
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Prova:. Sejam M(2n) e M(2m + 1) as componentes de M contendo KdP
2n e KdP

2m+1

respectivamente.

Como (M − (M(2n) ∪M(2m+ 1)),Φ) é uma ação sem pontos fixos, então segue de

[24] que (M − (M(2n) ∪M(2m+ 1)),Φ) borda equivariantemente.

Portanto, podemos supor M = M(2n) ∪M(2m+ 1).

Se M(2n) ∩M(2m+ 1) = ∅, então (M(2n),Φ) e (M(2m+ 1),Φ) são Zk2-ações fixando

KdP
2n e KdP

2m+1 respectivamente.

Como KdP
2n possui propriedade H, temos por [19] que

[M(2n),Φ] = [σΓkj (KdP
2n ×KdP

2n, twist)]

para algum automorfismo σ : Zk2 → Zk2. Além disso, pelos Teoremas 3.2.11 e 2.8.9 todos os

fibrados do fixed-data de (M(2m+ 1),Φ) bordam equivariantemente.

De fato, se µρ pertence ao fixed-data de (M(2m + 1),Φ), então pelo Teorema 3.2.11

µρ → KdP
2m+1 é o fibrado normal de (Vρ, T ) com T /∈ Ker(ρ).

Como (Vρ, T ) é uma involução fixando KdP
2m+1, então pelo Teorema 2.8.9 (Vρ, T )

borda equivariantemente. Logo, pela sequência de Conner e Floyd segue que µρ borda

equivariantemente.

Pelo lema 2.8.3

W (µρ) = (1 + αd)
qρ , qρ par.

Assim, as classes caracteŕısticas não nulas de µρ possuem apenas potências pares de αd.

Segue que não é posśıvel obter um número caracteŕıstico não nulo para a lista {µρ}ρ∈P(veja

prova do lema 3.4.5).

Logo, a lista {µρ}ρ∈P borda simultaneamente e pelo Teorema 3.2.10 (M(2m + 1),Φ)

borda equivariantemente.

Portanto, se M(2n) ∩M(2m+ 1) = ∅, então (M,Φ) é equivariantemente cobordante à

σΓkj (KdP
2n ×KdP

2n, twist) ∪ (M(2m+ 1),Φ),

onde (M(2m+ 1),Φ) borda equivariantemente.

Suponhamos agora, M = M(2n) = M(2m+ 1) conexa.

Como por hipótese, Uρ ∩ Vρ = ∅ para cada ρ ∈ P , então pode ocorrer a priori as seguintes

possibilidades no fixed-data de (M,Φ),

• (ερ, µρ) = (τ 2nd, τ (2m+1)d), para cada ρ ∈ P ;

• (ερ, µρ) = (0, 0), para cada ρ ∈ P ;
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2N ∪KDP

2M+1

• ∃ρ ∈ P/(ερ, µρ) = (τ 2nd, ξj) 6= (τ 2nd, τ (2m+1)d) ou

(ερ, µρ) = (0, ξj) 6= (0, 0), onde ξj borda equivariantemente.

Se (ερ, µρ) = (τ 2nd, τ (2m+1)d), para cada ρ ∈ P , então

2nd+ (2k − 1)2nd = (2m+ 1)d+ (2k − 1)(2m+ 1)d,

de onde segue que 2n = 2m+ 1, gerando assim um absurdo.

Se (ερ, µρ) = (0, 0), para cada ρ ∈ P , então chegaŕıamos novamente no absurdo 2n =

2m+ 1.

Assim, podemos supor que ∃ ρ ∈ P tal que

(ερ, µρ) = (τ 2nd, Rj) 6= (τ 2nd, τ (2m+1)d) ou (ερ, µρ) = (0, Rj) 6= (0, 0)

e o resultado segue do Teorema 4.3.2.

Suponha de agora em diante que existe ρ0 tal que Uρ0 = Vρ0 , com (ερ0 , µρ0) = (ηj, ηj),

j = 3, 4 e que no fixed-data da Zk2-ação (M,Φ) as possibilidades são

(ερ, µρ) = (ηj, ηj), j = 3, 4 ; (ερ, µρ) = (τ 2nd, τ (2m+1)d); (ερ, µρ) = (0, 0),

onde

η3 =
(
(2m+ 2)γd → KdP

2n
)
∪
(
(2n+ 1)γd → KdP

2m+1
)

;

η4 =
(
γd ⊕R(2m+1−2n)d → KdP

2n
)
∪
(
γd → KdP

2m+1
)
.

Como Uρ0 = Vρ0 ⊂M(2n) ∩M(2m+ 1), temos M = M(2n) = M(2m+ 1) conexa.

Lema 4.3.4. Seja (M,Φ) uma Zk2-ação com fixed-data

(
⊕
ρ∈P

ερ → KdP
2n) ∪ (

⊕
ρ∈P

µρ → KdP
2m+1).

Se (ερ0 , µρ0) = (ηj, ηj), j ∈ {3, 4} então no fixed-data não pode ocorrer (ηi, ηi), i 6= j.

Prova:. Seja ρ ∈ P , com (ερ, µρ) = (ηi, ηi), i ∈ {3, 4}.
Aplicando o lema 3.4.6 ao subgrupo {1, ρ, ρ0, ρρ0} ⊂ Hom(Zk2,Z2), temos subgrupos

G1, G2 ⊂ Zk2 com Zk2 = G1 ⊕G2, tais que o fixed-data de (FG2 ,Φ/G1) é
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((ερ0 ⊕ ερ ⊕ ερρ0)→ KdP
2n) ∪ ((µρ0 ⊕ µρ ⊕ µρρ0)→ KdP

2m+1).

Observe que KdP
2n e KdP

2m+1 estão na mesma componente de FG2 , pois ρ0 fixa junto.

Pelo Teorema 4.2.5 as únicas possibilidades para a lista acima ser fixed-data são:

(ερ, µρ) = (ηj, ηj), (ερρ0 , µρρ0) = (τ 2nd, τ (2m+1)d);

(ερ, µρ) = (τ 2nd, τ (2m+1)d), (ερρ0 , µρρ0) = (ηj, ηj).

Como (ηi, ηi) 6= (τ 2nd, τ (2m+1)d) segue que (ηi, ηi) = (ερ, µρ) = (ηj, ηj) e i = j.

Teorema 4.3.5. Seja (M,Φ) uma Zk2-ação com fixed-data

(
⊕
ρ∈P

ερ → KdP
2n) ∪ (

⊕
ρ∈P

µρ → KdP
2m+1).

Se

P1 = {ρ ∈ P|(ερ, µρ) = (η, η)}, P2 = {ρ ∈ P|(ερ, µρ) = (τ 2nd, τ (2m+1)d)}

P3 = {ρ ∈ P|(ερ, µρ) = (0, 0)},

então P = P1 ∪ P2 ∪ P3, P1 tem 2r−1 elementos e P2 tem 2r−1 − 1 elementos para algum

1 ≤ r ≤ k, (consequentemente P3 tem 2k − 2r elementos).

Além disso, existe um automorfismo σ : Zk2 → Zk2 tal que, (M,Φ) é equivariantemente

cobordante à σΓkr(W,T ), onde (W,T ) é uma involução fixando KdP
2n ∪ KdP

2m+1, com

fibrado normal (η, η).

Prova:. Seja ρ0 tal que Uρ0 = Vρ0 e (ερ0 , µρ0) = (η, η).

Dado ρ ∈ P − {ρ0}, o lema 3.4.6 aplicado ao subgrupo {1, ρ0, ρ, ρ0ρ} ⊂ Hom(Zk2,Z2)

diz que existem subgrupos G,H ⊂ Zk2 com H⊥ = {1, ρ, ρ0, ρ0ρ} e Zk2 = G⊕H, tais que o

fixed-data de (G,FH ,Φ/G) é

(ερ0 , ερ, ερ0ρ)→ KdP
2n ∪ (µρ0 , µρ, µρ0ρ)→ KdP

2m+1.

Temos H ⊂ Ker(ρ0) e pelo mesmo argumento feito anteriormente sendo F (2n) e

F (2m + 1) as componentes do conjunto de pontos fixos de H, FH , contendo KdP
2n e

KdP
2m+1 respectivamente, podemos considerar FH = F (2n) ∪ F (2m+ 1).

Como Uρ0 = Vρ0 ⊂ FH segue que F (2n) ∩ F (2m + 1) 6= ∅, ou seja, FH = F (2n) =

F (2m+ 1) é conexo. Pelo Teorema 4.2.5, temos as seguintes possibilidades:
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• (ερ, µρ) = (0, 0) e (ερ0ρ, µρ0ρ) = (0, 0);

• (ερ, µρ) = (η, η) e (ερ0ρ, µρ0ρ) = (τ 2nd, τ (2m+1)d);

• (ερ, µρ) = (τ 2nd, τ (2m+1)d) e (ερ0ρ, µρ0ρ) = (η, η).

Assim P = P1 ∪ P2 ∪ P3 e a aplicação ρ→ ρ0ρ é uma bijeção entre P1 e P2 ∪ {1}.

Afirmação 1): P1 ∪ P2 ∪ {1} é um subgrupo de Hom(Zk2,Z2).

De fato, se ρ1, ρ2 ∈ P1, então ρ0ρ1, ρ0ρ2 ∈ P2 ∪ {1}, logo

ρ1ρ2 = (ρ0ρ1)(ρ0ρ2) ∈ P2 ∪ {1}.

Se ρ1 ∈ P1 e ρ2 ∈ P2, então ρ0ρ2 ∈ P1 e pelo argumento anterior ρ1(ρ0ρ2) ∈ P2 ∪ {1} ,

assim ρ1ρ2 = ρ0(ρ1ρ0ρ2) ∈ P1.

Pelo lema 3.4.6, existe uma decomposição Zk2 = G′ ⊕H ′ com G′ isomorfo a Zr2, H ′⊥ =

P1 ∪ P2 ∪ {1}, com a ação (FH′ ,Φ/G′) tendo fixed-data

(
⊕

ρ∈P1∪P2

ερ → KdP
2n) ∪ (

⊕
ρ∈P1∪P2

µρ → KdP
2m+1).

Assim, se ρ é um homomorfismo trivial em H ′, então ρ ∈ P1 ∪ P2, caso contrário

ρ /∈ P1 ∪ P2, e ερ = 0.

Afirmação 2): P2 ∪ {1} é um subgrupo de P1 ∪ P2 ∪ {1}.
Esta afirmação segue da afirmação 1 do Teorema 4.3.2.

Segue que P2 tem 2r−1− 1 elementos (consequentemente P1 tem 2r elementos) para algum

1 ≤ r ≤ k.

Aplicando novamente o lema 3.4.6 para a ação (M,Φ/G′) e o subgrupo P2∪{1}, obtemos

uma decomposição G′ = G1 ⊕ G2, com G⊥2 = P2 ∪ {1}, onde a ação (FG2 ,Φ/G1) possui

fixed-data

(
⊕
ρ∈P2

ερ → KdP
2n) ∪ (

⊕
ρ∈P2

µρ → KdP
2m+1).

Observe que sendo G1 isomorfo a Zr−1
2 , então G2 é isomorfo a Z2.

Se S é um gerador de G2, como G⊥2 = P2 ∪ {1} temos que S atua como −1 nas fibras

de ερ, µρ para cada ρ ∈ P1 e S atua como identidade nas fibras de ερ, µρ para cada ρ ∈ P2.

Escolha uma base (T
′
r+1, . . . , T

′

k) para H ′ e (T
′
2, . . . , T

′
r) para G1.

Definimos o automorfismo ϕ : Zk2 → Zk2 por
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ϕ(T1) = S, ϕ(Ti) = (T
′
i ) para 2 ≤ i ≤ k.

Observe que o fixed-data de ϕ(M,Φ) é simultaneamente cobordante ao fixed-data de

Γkr(W,T ), onde (W,T ) é uma involução fixando KdP
2n ∪KdP

2m+1, cujo fibrado normal é

(η, η).

Segue do Teorema 3.2.10 que ϕ(M,Φ) é equivariantemente cobordante à Γkr(W,T ).

Tomando σ = ϕ−1 temos o resultado.
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Caṕıtulo

5
Zk2-ações fixando KdP

2n+1 ∪KdP
2m+1

5.1. Introdução

Neste caṕıtulo classificaremos a menos de cobordismo equivariante, as Z2
2-ações (M,Φ)

cujo conjunto de pontos fixos é KdP
2n+1∪KdP

2m+1. Na classificação de involuções fixando

KdP
2n+1 ∪KdP

2m+1, feita em ([21],pg.67), Adriana Ramos e Pedro Pergher provaram que

qualquer involução fixando KdP
2n+1 ∪KdP

2m+1 borda equivariantemente.

Estenderemos esse resultado para Zk2-ação fixando KdP
2n+1 ∪KdP

2m+1, ou seja, mos-

traremos que toda Zk2-ação fixando KdP
2n+1 ∪KdP

2m+1 borda equivariantemente.

Em tal classificação foi provado que se ηk∪ξl → KdP
2n+1∪KdP

2m+1 é fibrado normal de

uma involução fixando KdP
2n+1∪KdP

2m+1, então W (ηk) = (1 +αd)
pi e W (ξl) = (1 +βd)

qi

com pi e qi pares, ou pi e qi ı́mpares com dim(ηk) = dim(ξl), pi = qi e 2n+ 1 = 2m+ 1.

5.2. Classificação de Z2
2-ações fixando KdP

2n+1 ∪KdP
2m+1

Lema 5.2.1. Se (M,Φ) é uma Z2
2-ação com fixed-data

(ερ1 , ερ2 , ερ3)→ KdP
2n+1 ∪ (µρ1 , µρ2 , µρ3)→ KdP

2m+1,

então W (ερi) = (1 + αd)
pi e W (µρi) = (1 + βd)

qi com pi e qi pares ou pi e qi são ı́mpares

com dim(ερi) = dim(µρi), pi = qi e 2n+ 1 = 2m+ 1.

Prova:. Suponha que (ερ1 , ερ2 , ερ3)→ KdP
2n ∪ (µρ1 , µρ2 , µρ3)→ KdP

2m+1 seja fixed-data

de uma Z2
2-ação (M,Φ).

Sejam Uρi e Vρi as componentes do Ker(ρi) contendo KdP
2n+1 e KdP

2m+1 respectiva-

mente.

Dado (ερi , µρi) no fixed-data temos duas possibilidades
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1) Uρi ∩ Vρi = ∅, neste caso tomando T /∈ Ker(ρi), temos pelo Teorema 3.2.11 que

(Uρi , T ) e (Vρi , T ) são involuções fixando KdP
2n+1 e KdP

2m+1, com fibrados normais

ερi → KdP
2n+1 e µρi → KdP

2m+1.

2) Uρi = Vρi , neste caso tomando T /∈ Ker(ρi), (Uρi , T ) é uma involução fixando

KdP
2n+1 ∪KdP

2m+1 com fibrado normal

(ερi → KdP
2n+1) ∪ (µρi → KdP

2m+1).

Se ocorre 1), então pelo Teorema 2.8.9, (Uρi , T ) e (Vρi , T ) bordam equivariantemente e

pela sequência de Conner e Floyd segue que ερi e µρi bordam equivariantemente.

Logo, temos pelo lema 2.8.3 que

W (ερi) = (1 + αd)
pi e W (µρi) = (1 + βd)

qi ,

com pi e qi pares.

Se ocorre 2), então pela classificação feita em [21] temos

W (ερi) = (1 + αd)
pi e W (µρi) = (1 + βd)

qi ,

com pi e qi pares ou pi e qi são ı́mpares com

dim(ερi) = dim(µρi), pi = qi e 2n+ 1 = 2m+ 1.

Teorema 5.2.2. Se (M,Φ) é uma Z2
2-ação fixando KdP

2n+1 ∪ KdP
2m+1, então (M,Φ)

borda equivariantemente.

Prova:. Seja (M,Φ) uma Z2
2-ação fixando KdP

2n+1 ∪KdP
2m+1 com fixed-data

(ε1, ε2, ε3)→ KdP
2n+1 ∪ (µ1, µ2, µ3)→ KdP

2m+1,

e W (εi) = (1 + αd)
pi , W (µi) = (1 + βd)

qi .

Se p1, p2 e p3 são pares, então pelo lema 5.2.1 temos q1, q2 e q3 pares .

Neste caso, temos pelo lema 3.4.5 que {ε1, ε2, ε3} e {µ1, µ2, µ3} são fixed-datas de Z2
2-

ações (W1,Φ1) e (W2,Φ2), as quais bordam equivariantemente.

Segue que (M,Φ) é equivariantemente cobordante à ação (W1,Φ1) ∪ (W2,Φ2), a qual

borda equivariantemente, e o resultado segue.

Assim, podemos supor sem perda de generalidade que p1 é ı́mpar.

Denote por
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ki = dim(εi) e li = dim(µi).

Mostraremos a seguir que ki = li, i = 1, 2, 3.

Como p1 é ı́mpar, então pelo lema 5.2.1 p1 = q1, k1 = l1 e 2n+ 1 = 2m+ 1.

Sendo (ε1, ε2, ε3) ∪ (µ1, µ2, µ3) fixed-data temos

d(2n+ 1) + k1 + k2 + k3 = d(2m+ 1) + l1 + l2 + l3.

Da igualdade acima e usando que 2n+ 1 = 2m+ 1, k1 = l1, segue que

k2 = l2 ⇔ k3 = l3. (5.1)

Se p2 ou p3 é ı́mpar, então pelo lema 5.2.1 e por (5.1) temos k2 = l2 e k3 = l3.

Logo, podemos considerar p2 e p3 pares.

Se k2 6= l2, então pelo lema 5.2.1 temos ε2 fixando separado.

Assim, pelo Teorema 3.4.1 segue que (λ2, ε3 ⊕ (ε1 ⊗ λ2))→ RP (ε2) borda como lista.

Como

W (ε3 ⊕ (ε1 ⊗ λ2)) = (1 + αd)
p3(1 + αd + ed1)p1(1 + ed1)k1−p1d,

com e1 sendo a primeira classe de Stiefel-Whitney do fibrado linha λ → RP (ε2), então

multiplicando a igualdade com a classe (1 + ed1)2S−(k1−p1d) para 2S suficientemente grande,

conclúımos que

(1 + αd)
p3(1 + αd + ed1)p1

é um termo caracteŕıstico.

Além disso, como p3 par, então o termo caracteŕıstico correspondente à dimensão d é αd+e
d
1.

Segue que αd é um termo caracteŕıstico e podemos formar o seguinte número〈
α2n+1
d ep2−1

1 , σ(RP (ε2))
〉

= 1.

Contrariando o fato da lista acima bordar.

Portanto, não podemos ter k2 6= l2, ou seja, k2 = l2 e k3 = l3.

Mostraremos agora que W (εi) = W (µi), i = 2, 3.

Se p2 e p3 são ı́mpares, então pelo lema 5.2.1 temos p2 = q2 e p3 = q3, ou seja,

W (εi) = W (µi), i = 2, 3.

Assim, podemos supor p2 ou p3 par.
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Consideraremos à seguir p3 par, sendo que o caso p2 par é análogo.

Temos

W (ε3 ⊕ (ε1 ⊗ λ2)) = (1 + αd)
p3(1 + αd + ed1)p1(1 + ed1)k1−p1 ; (5.2)

W (µ3 ⊕ (µ1 ⊗ λ2)) = (1 + βd)
q3(1 + βd + ed2)q1(1 + ed2)l1−q1 , (5.3)

com e1 e e2 sendo respectivamente a primeira classe de Stiefel-Whitney dos fibrados linhas

λ→ RP (ε2) e λ→ RP (µ2).

Como l1 − q1 = k1 − p1, multiplicando (5.2) e (5.3) com as respectivas classes inversas

de (1 + ed1)k1−p1 e (1 + ed2)l1−q1 , obtemos os seguintes termos caracteŕısticos

w̃1 = (1 + αd)
p3(1 + αd + ed1)p1 ; (5.4)

w̃2 = (1 + βd)
q3(1 + βd + ed2)q1 . (5.5)

Além disso, como p3 é par então q3 é par. Logo, αd + ed1 e βd + ed2 são os respectivos termos

caracteŕısticos na dimensão d.

Afirmação: ε2 fixa junto.

Das considerações anteriores temos que αd é um termo caracteŕıstico. Assim, podemos

formar o seguinte número não nulo:

〈
α2n+1
d ek2−1

1 , σ(RP (ε2))
〉

= 1.

Segue que (λ2, ε3 ⊕ (ε1 ⊗ λ2)) → RP (ε2) não borda simultaneamente e consequentemente

ε2 deve fixar junto, caso contrário, teŕıamos um absurdo pelo Teorema 3.4.1.

Como ε2 fixa junto então pelo Teorema 3.4.1 segue que

(λ2, ε3 ⊕ (ε1 ⊗ λ2))

↓
RP (ε2)

∪

(
λ2, µ3 ⊕ (µ1 ⊗ λ2)

)
↓

RP (µ2)

borda simultaneamente.

Usando o fato de que p1 = q1 e multiplicando as equações 5.4 e 5.5 com as respectivas

classes inversas de (1 + αd + ed1)p1 , (1 + βd + ed2)q1 obtemos que

(1 + αd)
p3 e (1 + βd)

q3

são termos caracteŕısticos correspondentes.
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Afirmação: Se 1 ≤ i ≤ 2m+ 1, então(
p3

i

)
=

(
q3

i

)
,

convencionando as combinatórias nulas caso i > p3 ou i > q3.

De fato, se existe algum 1 ≤ i ≤ 2m+ 1 com(
p3

i

)
= 0 e

(
q3

i

)
= 1,

então 0 e βid são termos caracteŕısticos correspondentes e usando os fatos de αd e βd serem

termos caracteŕısticos correspondentes e a lista acima bordar temos

0 =
〈
ek2−1

1 .α2m+1−i
d .0, σ(RP (ε2))

〉
=

〈
el2−1

2 β2m+1−i
d βid, σ(RP (µ2))

〉
= 1.

Da mesma forma não pode existir 1 ≤ i ≤ 2m+ 1 com(
p3

i

)
= 1 e

(
q3

i

)
= 0.

Além disso, para j > 2m+ 1 temos αjd = βjd = 0, logo podemos concluir que

W (ε3) = (1 + αd)
p3 = (1 + αd)

q3 = W (µ3).

De maneira análoga obtemos W (ε2) = W (µ2).

Portanto, (ε1, ε2, ε3) é simultaneamente cobordante à (µ1, µ2, µ3) e pelo Teorema 3.2.10

(M,Φ) borda equivariantemente.

5.3. Classificação de Zk
2-ações fixando KdP

2n+1 ∪KdP
2m+1

Lema 5.3.1. Seja (M,Φ) = (M,T1, . . . , Tk), uma Zk2-ação com fixed-data

(
⊕
ρ∈P

ερ → KdP
2n+1) ∪ (

⊕
ρ∈P

µρ → KdP
2m+1).

Se W (ερ0) = (1 + α)p com p ı́mpar, para algum ρ0 ∈ P = Hom(Zk2,Z2)− {1}, então
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dim(ερ) = dim(µρ) e W (ερ) = W (µρ),

para todo ρ ∈ P e 2n+ 1 = 2m+ 1.

Prova:. Se ρ ∈ P − {ρ0}, então {1, ρ, ρ0, ρρ0} é um subgrupo de Hom(Zk2,Z2).

Pelo lema 3.4.6, existem subgrupos G,H tais que Zk2 = G ⊕ H e (FH ,Φ/G) é uma

Z2
2-ação com fixed-data

((ερ, ερ0 , ερρ0)→ KdP
2n+1) ∪ ((µρ, µρ0 , µρρ0)→ KdP

2m+1).

Como W (ερ) = (1 + αd)
p, p ı́mpar, segue do lema 5.2.1 que ερ fixa junto, ou seja,

KdP
2n+1 e KdP

2m+1 estão na mesma componente de FH .

Logo, estamos nas mesmas condições que a segunda parte da demonstração do Teorema

5.2.2(caso p1 ı́mpar).

Considerando kρ = dim(ερ), lρ = dim(µρ) e seguindo a mesma demonstração do Teo-

rema 5.2.2, mostra-se que

W (ερ) = W (µρ), 2n+ 1 = 2m+ 1 e kρ = lρ.

Teorema 5.3.2. Se (M,Φ) é uma Zk2-ação fixando KdP
2n+1 ∪ KdP

2m+1, então (M,Φ)

borda equivariantemente.

Prova:. Pelo lema anterior, se existe algum ρ0 tal que W (ερ) = (1 + αd)
p com p ı́mpar,

então 2n+ 1 = 2m+ 1 e W (ερ) = W (µρ) para todo ρ ∈ P .

Neste caso, {ερ}ρ∈P é simultaneamente cobordante à {µρ}ρ∈P e pelo Teorema 3.2.10

segue que (M,Φ) borda equivariantemente.

Suponha então,

W (ερ) = (1 + αd)
p, p par , ∀ρ ∈ P .

Assim, não é posśıvel gerar número caracteŕıstico não nulo para as listas {ερ}ρ∈P e {µρ}ρ∈P
(veja lema 3.4.5) .

Em particular, {ερ}ρ∈P é simultaneamente cobordante à {µρ}ρ∈P e pelo Teorema 3.2.10

(M,Φ) borda equivariantemente.
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Caṕıtulo

6
Z2
2-ações fixando KdP

2m+1 ∪KeP
2n

6.1. Introdução

Neste caṕıtulo classificaremos a menos de cobordismo equivariante, as Z2
2-ações (M,Φ)

cujo conjunto de pontos fixos é KdP
2m+1 ∪ KeP

2n, onde d < e, ou seja, faremos uma

classificação de Z2
2-ações (M,Φ) onde FΦ é um dos seguintes: RP 2m+1 ∪ CP 2n, RP 2m+1 ∪

QP 2n e CP 2m+1 ∪QP 2n.

Nesta análise, aparecerão ações exóticas, ou seja, que não são equivariantemente cobor-

dantes à uma ação do tipo Γkj (M,T ).

Observe que se fosse considerado separadamente KdP
2m+1 e KeP

2n como conjuntos de

pontos fixos, então as ações seriam do tipo Γkj (M,T ). Este fato no entanto não ocorre se

considerarmos FΦ = KdP
2m+1 ∪KeP

2n, o qual torna a classificação para este caso, um dos

resultados mais originais deste trabalho.

Ao mesmo tempo, a ocorrência de casos exóticos se mostrou um empecilho para a

classificação a menos de cobordismo equivariante de Zk2-ações, k > 2, fixando KdP
2m+1 ∪

KeP
2n, d < e.

6.2. Classificação de Z2
2-ações fixando KdP

2m+1 ∪KeP
2n

Lema 6.2.1. Seja Rk → KdP
2m+1 fibrado trivial k-dimensional, então a lista (λ, γd⊕ (λ⊗

γd))→ RP (Rk) borda se, e somente se, k ≤ d(2t − 1) onde 2m+ 2 = 2t(2j + 1).

Prova:. Suponha que (λ, γd ⊕ (λ⊗ γd))→ RP (Rk) borda simultaneamente.

Como

W (RP (Rk)) = (1 + αd)
2m+2(1 + c)k, (6.1)

W (γd ⊕ (λ⊗ γd)) = (1 + αd)(1 + cd + αd) = 1 + cd + αd(αd + cd), (6.2)
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segue de 6.2 que αd(αd + cd) é classe caracteŕıstica.

Além disso, multiplicando a igualdade de 6.1 por (1 + c)2S−k, para S suficientemente

grande, conclúımos que (1 + αd)
2m+2 é um termo caracteŕıstico.

Se 2m+2 = 2t(2q+1), então α2t

d é um termo caracteŕıstico, pois é a parcela na dimensão

2td de (1 + αd)
2m+2.

Se supormos que k > d(2t − 1), podemos formar o seguinte número〈
α2t2q
d [αd(αd + cd)]2

t−1ck−d(2t−1)−1, σ(RP (Rk))
〉

=
〈
α2m+1
d ck−1, σ(RP (Rk))

〉
= 1,

e como estamos supondo que a lista borda simultaneamente, chegamos em um absurdo.

Portanto k ≤ d(2t − 1).

Suponha agora que (λ, γd ⊕ (λ⊗ γd))→ RP (Rk) não borda simultaneamente, ou seja,

existe algum número caracteŕıstico não nulo.

Observe que todo número da lista acima é gerado pelas classes c, α2t

d , αd(αd + cd), além

disso, temos da relação de Borel-Hirzebruch que ck = 0.

Assim, um número não nulo é da forma

α2s+1
d (αd + cd)2s+1α2tz

d cy,

com d(2s+ 1 + 2s+ 1 + 2tz) + y = d(2m+ 1) + k − 1.

Segue que existe r tal que(
2s+ 1

r

)
α2s+1
d α2s+1−r

d α2tz
d crdcy é não nulo.

Da Fórmula de Conner e do fato de ck = 0 e αid = 0 para i > 2m+ 1, para tal número

ser não nulo e d(2s+ 1 + 2s+ 1 + 2tz) + y = d(2m+ 1) + k − 1, devemos ter

y + rd = k − 1, rd < k,

(
2s+ 1

r

)
= 1 com

2s+ 1 + 2s+ 1− r + 2tz = 2m+ 1 = 2t(2q) + 2t − 1 .

Afirmação: Toda potência de 2, na partição diádica de 2t− 1 = 1 + 2 + · · ·+ 2t−1 esta na

partição diádica de r.

Para demonstrarmos essa afirmação faremos uso da seguinte propriedade:

Dados a e b inteiros positivos, então

(
a

b

)
= 1(mod 2) se, e somente se, a partição diádica

de b esta contido na partição diádica de a.
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Suponha que exista alguma potência de 2 da partição diádica de 2t − 1 que não esteja

em r e seja 2j a menor dessas potências.

Segue que

r = 1 + 2 + · · ·+ 2j−1 + (potências de 2 maiores que j).

Como

(
2s+ 1

r

)
= 1, então todas as potências de 2 na partição diádica de r estão na

partição diádica de 2s+ 1 e temos

2s+ 1 = 1 + 2 + · · ·+ 2j−1+ (potências de 2 maiores ou iguais a j).

Das considerações anteriores temos

2t(2q − z) + 2t − 1 = 2s+ 1 + 2s+ 1− r

= 2s+ 1 + (potências de 2 em 2s+ 1 maiores ou iguais a j).

Se 2j esta na partição diádica de 2s+ 1, então não esta na partição de

2s+ 1 + 2s+ 1− r = 2s+ 1+ (potências de 2 em 2s+ 1 maiores ou iguais a j),

e o mesmo ocorre se 2j não esta na partição de 2s+ 1.

Logo, 2j não esta na partição de 2s+ 1 + 2s+ 1− r.
Como 2j esta na partição diádica de 2t(2q − z) + 2t − 1 e

2t(2q − z) + 2t − 1 = 2s+ 1 + 2s+ 1− r,

temos um absurdo.

Portanto, k > rd ≥ (2t − 1)d.

Teorema 6.2.2. Existe uma Z2
2-ação (E,Ψ0) fixando KdP

2m+1 ∪KeP
2n cujo fixed-data é

(γd, γd, R(2m+1)d−2ne)→ KdP
2m+1 ∪ (γe, γe, 0)→ KeP

2n,

onde (2m+ 2)d = (2n+ 1)e.

Além disso, ela é única no seguinte sentido: se (M,Φ) é uma Z2
2-ação fixando KdP

2m+1∪
KeP

2n cujo fixed-data

(γd, γd, ηk)→ KdP
2m+1 ∪ (γe ⊕Rl−e, γe ⊕Rl−e, 0)→ KeP

2n,
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onde ηk borda equivariantemente, então W (ηk) = 1, l = e e k = (2m+ 1)d− 2ne = e− d.

Prova:. Provemos inicialmente, que(
λ,R(2m+1)d−2ne ⊕ (λ⊗ γd)

)
→ RP (γd) e (λ, 0⊕ (λ⊗ γe))→ RP (γe)

são listas simultaneamente cobordantes.

Por Borel-Hirzebruch temos

W (RP (γd)) = (1 + αd)
2m+2[(1 + c)d + αd] = (1 + αd)

2m+2[1 + cd + αd]

W (RP (γe)) = (1 + βe)
2n+1[(1 + c)e + βe] = (1 + βe)

2n+1[1 + ce + βe],

com as relações ce = βe e cd = αd, ou seja,

W (RP (γe)) = (1 + βe)
2n+1 e W (RP (γd)) = (1 + αd)

2m+2.

Observe que

W (R(2m+1)d−2ne ⊕ (λ⊗ γd)) = (1 + c)d + αd = 1 + cd + αd = 1,

W (λ⊗ γe) = (1 + c)e + βe = 1 + ce + βe = 1.

logo, os posśıveis números caracteŕısticos não nulos de

(
λ,R(2m+1)d−2ne ⊕ (λ⊗ γd)

)
→ RP (γd) e (λ, 0⊕ (λ⊗ γe))→ RP (γe) (6.3)

são respectivos números de involução de λ→ RP (γd) e λ→ RP (γe).

Pelas considerações do final do Caṕıtulo2 (seção 2.8), sabemos que existe uma involução

cujo fibrado normal é

γd → KdP
2m+1 ∪ γe → KeP

2n

e pelo Teorema 2.6.2, os números de involuções de λ→ RP (γd) e λ→ RP (γe) devem ser

iguais.

Portanto, os números caracteŕısticos das listas em 6.3 são iguais e as listas são simul-

taneamente cobordantes.

Observe que 2m+ 2 = (2n+ 1) e
d
, onde

(2m+ 1)d− 2ne = e− d ≤ e
d
,
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logo, pelo lema 6.2.1 a lista (λ, γd⊕ (λ⊗γd))→ RP (R(2m+1)d−2ne) borda simultaneamente.

Segue do Teorema 3.4.1, que existe uma Z2
2-ação (E,Ψ0) fixando KdP

2m+1 ∪ KeP
2n,

cujo fixed-data é

(γd, γd, R(2m+1)d−2ne)→ KdP
2m+1 ∪ (γe, γe, 0)→ KeP

2n,

onde (2m+ 2)d = (2n+ 1)e.

Suponha agora que (γd, γd, ηk) ∪ (γe ⊕Rl−e, γe ⊕Rl−e, 0) é fixed-data. Assim,

(2m+ 1)d+ 2d+ k = 2ne+ 2l.

Além disso, como (γd, γe ⊕ Rl−e) fixa junto, ou seja, é fixed-data de uma involução

fixando KdP
2m+1 ∪KeP

2n, temos

(2m+ 1)d+ d = 2ne+ l.

Segue que k = l − d = (2m+ 1)d− 2ne.

Pelo lema 3.4.3 se W (ηk) = (1 + αd)
p, então

W (RP (ηk)) = (1 + αd)
2m+2(1 + c)k−pd(1 + αd + cd)p,

logo,

W (RP (ηk)) = (1 + αd)
p(1 + αd)

2m+2−p(1 + c)k−pd(1 + αd + cd)p (6.4)

= [(1 + αd)(1 + cd + αd)]
p(1 + αd)

2m+2−p(1 + c)k−pd. (6.5)

Além disso,

W (γd ⊕ (γd ⊗ λ)) = (1 + αd)((1 + c)d + αd) = (1 + αd)(1 + cd + αd).

Segue que w2d = αd(αd + cd) é classe caracteŕıstica.

Multiplicando 6.5 por (1 + c)2S−(k−pd) e [(1 + αd)(1 + cd + αd)]
2S
′−p para S e S ′ sufici-

entemente grande, conclúımos que (1 + αd)
2m+2−p é um termo caracteŕıstico.

Caso: 0 < p < 2m+ 2

Temos wpd(η
k) = αpd 6= 0, assim k ≥ pd > (p− 1)d.

Além disso, como (1 + αd)
2m+2−p é um termo caracteŕıstico, se

2m+ 2− p = 2t(2j + 1), t ≥ 1 e j ≥ 0,
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então α2t

d é um termo caracteŕıstico, pois é a parcela de (1 + αd)
2m+2−p na dimensão 2td.

Logo, podemos formar o seguinte número〈
α2t(2j+1)αp−1

d (αd + cd)p−1ck−(p−1)d−1, σ(RP (ηk))
〉

=
〈
α2m+1ck−1, σ(RP (ηk))

〉
= 1.

Segue que a lista (λ, γd⊕ (γd⊗λ))→ RP (ηk) não borda, contrariando o Teorema 3.4.1.

Portanto devemos ter p = 0 ou p ≥ 2m+ 1.

Caso: p > 2m+ 2

Como (1 + αd)
2m+2−p é um termo caracteŕıstico, então sua inversa (1 + αd)

p−(2m+2)

também é um termo caracteŕıstico.

Se p − (2m + 2) = 2s(2i + 1), então α2s

d é um termo caracteŕıstico pois é a parcela de

(1 + αd)
p−(2m+2) na dimensão 2sd.

Considere agora 2u ≤ 2m + 2 < 2u+1. Observe que podemos supor p < 2u+1, caso

contrário, tomando r0 resto da divisão de p por 2u+1 temos

W (ηk) = (1 + αd)
p = (1 + αd)

r0 com 0 ≤ r0 < 2m+ 2,

recaindo na análise anterior para r0 6= 0(caso r0 = 0 sera abordado quando analisarmos o

caso p = 0).

Observe que 2u esta na partição diádica de p, caso contrário, existiria somente potências

de 2 menores ou iguais a u− 1 na partição diádica de p e teŕıamos 2m+ 2 ≥ 2u > p.

Como

w2ud(η
k) =

(
p

2u

)
α2u

d 6= 0,

então devemos ter k ≥ 2ud.

Além disso, temos 2s < 2u, caso contrário teŕıamos 2s ≥ 2u+1 > p.

Segue que 2s < 2m+ 1 e existem 0 ≤ r < 2s, t0 ≥ 1 tais que 2m+ 1 = 2st0 + r.

Observe que, k ≥ 2ud > 2sd > rd, assim podemos formar o seguinte número não nulo,〈
αt0d α

r
d(αd + cd)rck−rd−1, σ(RP (ηk))

〉
=
〈
α2m+1
d ck−1, σ(RP (ηk))

〉
= 1.

Portanto, não podemos ter p > 2m+2 e as únicas possibilidades são p = 0 e p = 2m+2.

Mostraremos agora que p não pode ser 2m+ 2.

Suponha por absurdo que p = 2m+ 2, assim

W (ηk ⊕ (γd ⊗ λ)) = (1 + αd)
2m+2[1 + cd + αd],

W (0⊕ ((γe ⊕Rl−e)⊗ λ)) = (1 + c)l + (1 + c)l−eβe.
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Segue que

we(η
k ⊕ (γd ⊗ λ)) =

(
2m+ 2

e
d

)
α
e
d
d ,

we(0⊕ (λ⊗ (γe ⊕Rl−e))) =

(
l

e

)
ce + βe.

Além disso,

W (RP (γd)) = (1 + αd)
2m+2[1 + cd + αd],

W (RP (γe ⊕Rl−e)) = (1 + βe)
2n+1[(1 + c)l + (1 + c)l−eβe],

com as relações cd = αd e cl = cl−eβe.

Assim,

we(RP (γd)) =

(
2m+ 2

e
d

)
α
e
d
d e we(RP (γe ⊕Rl−e)) =

(
l

e

)
ce,

e podemos formar os seguintes termos caracteŕısticos

w̃e = we(RP (γd)) + we(η
k ⊕ (γd ⊗ λ)) = 0,

ŵe = we(RP (γe ⊕Rl−e)) + we(0⊕ ((γe ⊕Rl−e)⊗ λ)) = βe.

Segue que

1 =
〈
β2n
e c

l−1, σ(RP (γe ⊕Rl−e))
〉

=
〈
ŵe

2ncl−1, σ(RP (γe ⊕Rl−e))
〉

=
〈
w̃e

2ncl−1, σ(RP (γd))
〉

= 0.

Portanto, p não pode ser 2m+ 2.

Das considerações acima conclúımos que a única possibilidade é p = 0. Portanto,

W (ηk) = 1.

Mostraremos agora que l = e.

Como W (ηk ⊕ (γd ⊗ λ)) = 1, então we(η
k ⊕ (γd ⊗ λ)) = 0, além disso, temos

we(0⊕ ((γe ⊕Rl−e)⊗ λ)) =
(
l
e

)
ce + βe.

Se

(
l

e

)
= 0, então 0 e βe são classes caracteŕısticas correspondentes, e como anteri-
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ormente podemos formar números caracteŕısticos distintos. Suponha então

(
l

e

)
= 1.

Como l + 2ne = (2m+ 2)d e

(
l

e

)
= 1 temos

(
2m+ 2

e
d

)
=

(
(2m+ 2)d

e

)
=

(
l + 2ne

e

)
= 1.

Portanto,

we(RP (γd)) = α
e
d
d , we(RP (γe ⊕Rl−e)) = ce;

we(η
k ⊕ (γd ⊗ λ)) = 0, we(0⊕ (γe ⊕Rl−e)⊗ λ) = ce + βe,

ou seja,

w̃e = we(RP (γd)) + we(η
k ⊕ (γd ⊗ λ)) = α

e
d
d ;

ŵe = we(RP (γe ⊕Rl−e)) + we(0⊕ (γe ⊕Rl−e)⊗ λ) = βe.

Suponha por absurdo que l > e, assim

0 =
〈
β2n+1
e cl−e−1, σ(RP (γe ⊕Rl−e))

〉
=
〈
ŵe

2n+1cl−e−1, σ(RP (γe ⊕Rl−e))
〉

=
〈
w̃e

2n+1cl−e−1, σ(RP (γd))
〉

=

〈
α
e(2n+1)

d
d cl−e−1, σ(RP (γd))

〉
=

〈
α
e(2n+1)

d
d cd−1+(2m+1)d−(2n+1)e, σ(RP (γd))

〉
.

Por outro lado, se

1
W (γd)

= 1 + v1 + v2 + · · · = (1 + αd)
2t−1,

com 2t > 2m + 1 e denotando q = (2m + 1)d − (2n + 1)e, temos pela fórmula de Conner

que 〈
α
e(2n+1)

d
d cd−1+(2m+1)d−(2n+1)e, σ(RP (γd))

〉
=

〈
α
e(2n+1)

d
d vq, σ(KdP

2m+1)

〉
=

〈(
2t − 1

q
d

)
α2m+1
d , σ(KdP

2m+1)

〉
= 1
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Portanto, l = e e o resultado esta provado.

Lema 6.2.3. Se (
3⊕
i=1

ερi → KdP
2m+1) ∪ (

3⊕
i=1

µρi → KeP
2n) é fixed-data de uma Z2

2-ação

(M,Φ), então

• (ερi , µρi) = (γd → KdP
2m+1) ∪ (γe ⊕Rl−e → KeP

2n) com γd e γe fibrados linhas;

• (ερi , µρi) = (ηj → KdP
2m+1) ∪ (τ 2ne → KeP

2n), onde ηj borda;

• (ερi , µρi) = (ηj → KdP
2m+1) ∪ (0→ KeP

2n), onde ηj borda;

Com 0 ≤ l − e ≤ he(0, 2n),

he(0, 2n) =

{
2e se t = 1;

e(2t − 1) se t ≥ 1.

onde 2n = 2t(2j + 1).

Aqui estamos considerando fibrados com mesma classe caracteŕıstica e com fibra de

mesma dimensão como sendo fibrados iguais.

Prova:. Suponha que (M,Φ) é uma Z2
2-ação com fixed-data

(
3⊕
i=1

ερi → KdP
2m+1) ∪ (

3⊕
i=1

µρi → KeP
2n).

Para cada ρi denotamos por Uρi e Vρi , as componentes do conjunto de pontos fixos do

Ker(ρi) contendo KdP
2m+1 e KeP

2n respectivamente.

Se Uρi = Vρi , dizemos que ρi fixa junto e neste caso tomando T /∈ Ker(ρi) temos que

ερi → KdP
2m+1 ∪ µρi → KeP

2n é o fibrado normal de (Uρi , T ).

Utilizando um recente preprint de Pergher e Adriana Ramos intitulado “Involutions

Fixing Projectives Spaces Relative To Different Rings”, temos

• (ερi , µρi) = (γd → KdP
2m+1) ∪ (γe ⊕Rl−e → KeP

2n) com γd e γe fibrados linhas,

com 0 ≤ l − e ≤ he(0, 2n), 2n = 2t(2j + 1) e

he(0, 2n) =

{
2e se t = 1;

e(2t − 1) se t ≥ 1.
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CAPÍTULO 6. Z2
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Se Uρi ∩ Vρi = ∅, dizemos que ρi fixa separado, e neste caso tomando T /∈ Ker(ρi)

temos que (Uρi , T ) e (Vρi , T ) são involuções fixando KdP
2m+1 e KeP

2n respectivamente,

com fibrados normais ερi → KdP
2m+1 e µρi → KeP

2n.

Segue dos Teoremas 2.8.10 e 2.8.9 que (Uρi , T ) borda equivariantemente e ocorre um

dos casos seguintes:

(1) dim(Vρi) = 2nd, e neste caso (Vρi , T ) = (KdP
2n, Id);

(2) (Vρi , T ) é cobordante à (KdP
2n ×KdP

2n, Twist).

Em particular, pela sequência de Conner e Floyd podemos concluir que µρi é cobor-

dante ao fibrado tangente τ 2nd → KdP
2n ou é o fibrado nulo 0 → KP 2n, e ερi borda

equivariantemente.

Além disso, no caso em que µρi é cobordante ao fibrado tangente temos pelo lema 2.8.1

que W (µρ) = W (τ 2nd). Logo, podemos considerar µρi = τ 2nd → KdP
2n e o resultado

segue.

Considere agora (M,Φ0) involução fixando KdP
2m+1 ∪ KeP

2n cujo fibrado normal é

(γd → KdP
2m+1) ∪ (γe ⊕Rl−e → KeP

2n).

Assim, temos as seguintes Z2
2-ações fixando KdP

2m+1 ∪KeP
2n:

• Γ2
2(M,Φ0) cujo fixed-data é

(γd, γd, τ (2m+1)d → KdP
2m+1) ∪ (γe ⊕Rl−e, γd ⊕Rl−e, τ 2ne)→ KeP

2n;

• Γ2
1(M,Φ0) cujo fixed-data é

(γd, 0, 0→ KdP
2m+1) ∪ (γe ⊕Rl−e, 0, 0→ KeP

2n).

Teorema 6.2.4. Se (N,Ψ) uma Z2
2-ação fixando KdP

2m+1 ∪ KeP
2n, então [N,Ψ] =

[σ(E,Ψ0)], [N,Ψ] = [σΓ2
j(M,Φ0)] ou [N,Ψ] = [W,S]∪ [σΓ2

j(KeP
2n×KeP

2n, twist)], onde

(W,S) é uma Z2
2-ação fixando KdP

2m+1 que borda equivariantemente e σ : Z2
2 → Z2

2 é um

automorfismo.

Prova:. Suponha (N,Ψ) uma Z2
2-ação com fixed-data

(
3⊕
i=1

ερi → KdP
2m+1) ∪ (

3⊕
i=1

µρi → KeP
2n).
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Denotemos por Uρi e Vρi as componentes do conjunto de pontos fixos do Ker(ρi) con-

tendo KdP
2m+1 e KeP

2n respectivamente.

Se cada ερi → KdP
2m+1 borda, então pelo lema 3.4.5 existe uma Z2

2-ação (W,S) que

borda equivariantemente e cujo fixed-data é (
3⊕
i=1

ερi → KdP
2m+1).

Neste caso, (N,Ψ) ∪ (W,S) é equivariantemente cobordante à uma Z2
2-ação fixando

KeP
2n.

Como KeP
2n tem a propriedade H, então por [19] temos que (N,Ψ) ∪ (W,S) é equi-

variantemente cobordante à σΓ2
j(M,T ) onde (M,T ) é uma involução fixando KeP

2n e

σ : Z2
2 → Z2

2 é um automorfismo.

Pelo Teorema 2.8.10 temos [M,T ] = [KeP
2n ×KeP

2n], assim

[(N,Ψ) ∪ (W,S)] = [σΓ2
j(KeP

2n ×KeP
2n, twist)].

Portanto,

[N,Ψ] = [W,S] ∪ [σΓkj (KeP
2n ×KeP

2n, twist)],

onde (W,S) é uma Zk2-ação fixando KdP
2m+1 que borda equivariantemente.

Observe que se cada ρi fixa separado, então pelo lema 6.2.3 cada ερi → KdP
2m+1 borda

equivariantemente.

Logo, podemos supor de agora em diante que existe pelo menos um ρ que fixa junto,

com (ερ, µρ) = (γd, γe ⊕Rl−e).

Se existe apenas um ρ nestas condições então utilizando um automorfismo σ : Z2
2 → Z2

2,

se necessário, podemos considerar pelo lema 6.2.3 que as possibilidades para o fixed-data

são :

(1) (ηk1
1 , η

k2
2 , γ

d) ∪ (τ 2ne, τ 2ne, γe ⊕Rl−e) ;

(2) (ηk1
1 , η

k2
2 , γ

d) ∪ (τ 2ne, 0, γe ⊕Rl−e);

(3) (γd, ηk1
1 , η

k2
2 ) ∪ (γe ⊕Rl−e, 0, 0);

onde ηkii borda equivariantemente.

Mostraremos a seguir que só pode ocorrer o caso (3) e neste caso [N,Ψ] = [Γ2
1(M,Φ0)].

Por motivos dimensionais se ocorre o caso (3) então k1 = k2 = 0.

De fato, se (γd, ηk1
1 , η

k2
2 ) ∪ (γe ⊕Rl−e, 0, 0) é fixed-data de (N,Ψ), então

d+ k1 + k2 + (2m+ 1)d = l + 0 + 0 + 2ne e 2ne+ l = (2m+ 1)d+ d,
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ou seja, k1 + k2 = 0.

Portanto,

(γd, ηk1
1 , η

k2
2 ) ∪ (γe ⊕Rl−e, 0, 0) = (γd, 0, 0) ∪ (γe ⊕Rl−e, 0, 0),

e pelo Teorema 3.2.10 temos [N,Ψ] = [Γ2
1(M,Φ0)].

Se ocorre o caso (1)

(2m+ 1)d+ k1 + k2 + d = 2ne+ 2ne+ 2ne+ l e 2ne+ l = (2m+ 1)d+ d,

ou seja, k1 + k2 = 4ne.

Se ocorre o caso (2)

(2m+ 1)d+ k1 + k2 + d = 2ne+ 2ne+ 0 + l e 2ne+ l = (2m+ 1)d+ d,

ou seja, k1 + k2 = 2ne. Assim, em ambos os casos pelo menos um ηkii é não nulo.

Suponha sem perda de generalidade que ηk1
1 é não nulo.

Como

W (ηk2
2 ⊕ (λ⊗ γd)) = (1 + αd)

p2(1 + cd + αd),

temos wd = cd + αd.

Segue que αd = wd + cd é um termo caracteŕıstico e podemos formar o seguinte número

não nulo da lista
(
λ, ηk2

2 ⊕ (λ⊗ γd)
)
→ RP (ηk1

1 ):〈
α2m+1
d ck1−1, σ(RP (ηk1

1 ))
〉

= 1.

Isto contradiz o Teorema 3.4.1 e portanto não pode ocorrer os casos 1) e 2).

Suponha agora que existam ρ1 e ρ2 tais que Uρi = Vρi , com

(ερi , µρi) = (γd, γe ⊕Rli−e), i = 1, 2.

Como ρ1 e ρ2 fixam junto, temos

(2m+ 1)d+ d = 2ne+ l1 e (2m+ 1)d+ d = 2ne+ l2,

de onde segue que l1 = l2.

Pelo lema 6.2.3 as possibilidades para o fixed-data a menos de ordem são:

(1) (γd, γd, ηk) ∪ (γe ⊕Rl−e, γe ⊕Rl−e, 0) ;

(2) (γd, γd, ηk) ∪ (γe ⊕Rl−e, γe ⊕Rl−e, τ 2ne);
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(3) (γd, γd, γd) ∪ (γe ⊕Rl−e, γe ⊕Rl−e, γe ⊕Rl−e),

onde ηk borda equivariantemente.

Como ηk borda equivariantemente, então pelo lema 2.8.3

W (ηk) = (1 + αd)
p , p par.

Por motivos dimensionais, mostraremos que não ocorre o caso 3).

Se (γd, γd, γd) ∪ (γe ⊕Rl−e, γe ⊕Rl−e, γe ⊕Rl−e) é fixed-data então

(2m+ 1)d+ 3d = 2ne+ 3l.

Além disso, como

(2m+ 1)d+ d = 2ne+ l,

segue que 2d = 2l ≥ 2e, contrariando a hipótese d < e.

Caso (2).

Suponha que (γd, γd, ηk) ∪ (γe ⊕Rl−e, γe ⊕Rl−e, τ 2ne) é fixed-data, então

(2m+ 1)d+ 2d+ k = 2ne+ 2l + 2ne e (2m+ 1)d+ d = 2ne+ l,

logo, k = (2m+ 1)d.

Observe que neste caso, (ηk, τ 2ne) fixa separado, caso contrário teŕıamos

2ne+ 2ne = (2m+ 1)d+ (2m+ 1)d,

ou seja, 2ne = (2m+ 1)d. Como e = 2d ou e = 4d temos um absurdo.

Pelo lema 3.4.3,

W (RP (ηk)) = (1 + αd)
2m+2(1 + c)k−pd(1 + αd + cd)p.

Assim,

(∗) W (RP (ηk)) = (1 + αd)
p(1 + αd)

2m+2−p(1 + c)k−pd(1 + αd + cd)p

= [(1 + αd)(1 + cd + αd)]
p(1 + αd)

2m+2−p(1 + c)k−pd.

Além disso,

W (γd ⊕ (γd ⊗ λ)) = (1 + αd)((1 + c)d + αd) = (1 + αd)(1 + cd + αd).
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Assim,

w2d(γ
d ⊕ (γd ⊗ λ)) = αd(αd + cd).

Além disso, multiplicando (*) com as respectivas classes inversas de [(1+αd)(1+cd+αd)]
p

e (1 + c)k−pd conclúımos que (1 + αd)
2m+2−p é um termo caracteŕıstico.

Caso: 0 < p < 2m+ 2

Temos wpd(η
k) = αpd 6= 0, assim k ≥ pd > (p− 1)d.

Como (1 + αd)
2m+2−p é classe caracteŕıstica, se 2m+ 2− p = 2t(2j + 1), então α2t é classe

caracteŕıstica.

Assim, podemos formar o seguinte número caracteŕıstico〈
α2t(2j+1)αp−1

d (αd + cd)p−1ck−(p−1)d−1, σ(RP (ηk))
〉

=
〈
α2m+1ck−1, σ(RP (ηk))

〉
= 1.

Segue que a lista (λ, γd ⊕ (γd ⊗ λ)) → RP (ηk) não borda, contrariando o Teorema 3.4.1.

Portanto, devemos ter p = 0 ou p ≥ 2m+ 1.

Caso: p > 2m+ 2

Como (1 +αd)
2m+2−p é classe caracteŕıstica, então sua inversa (1 +αd)

p−(2m+2) também

é classe caracteŕıstica.

Logo, se p− (2m+ 2) = 2s(2i+ 1), então α2s

d é classe caracteŕıstica.

Considere agora 2l ≤ 2m+ 2 < 2l+1.

Observe que, podemos supor p < 2l+1, caso contrário, tomando r resto da divisão de 2l+1

por p temos

W (ηk) = (1 + αd)
p = (1 + αd)

r com 0 ≤ r < 2m+ 2,

recaindo na análise anterior se 0 < r < 2m+ 2 ou no próximo caso se r = 0.

Logo, 2l ≤ 2m + 2 < p < 2l+1. Observe que 2l esta na partição diádica de p, caso

contrário existiria somente potências de 2 menores ou iguais a l− 1 na partição diádica de

p e teŕıamos 2m+ 2 ≥ 2l > p.

Assim,

w2ld(η
k) =

(
p

2l

)
α2l

d 6= 0, ou seja , k ≥ 2ld.

Além disso, temos que 2s < 2l, caso contrário teŕıamos 2s ≥ 2l+1 > p.
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Segue que 2s < 2m+ 1 e existem 0 ≤ r < 2s, t0 ≥ 1 tais que 2m+ 1 = 2st0 + r.

Observe que k ≥ 2ld > 2sd > rd, assim podemos formar o seguinte número caracteŕıstico

não nulo, 〈
αt0d α

r
d(αd + cd)rck−rd−1, σ(RP (ηk))

〉
=
〈
α2m+1
d ck−1, σ(RP (ηk))

〉
= 1.

Portanto, não podemos ter p > 2m+ 2 e as únicas possibilidades são p = 0 e p = 2m+ 2.

Caso: p = 0

Se p = 0, então

W (RP (ηk)) = (1 + αd)
2m+2(1 + c)k.

Multiplicando a igualdade por (1 + c)2S−k para S suficientemente grande temos

(1 + αd)
2m+2 = (1 + c)2S−kW (RP (ηk)).

Se 2m+2 = 2t(2j+1), então α2t

d é um termo caracteŕıstico, pois é a parcela na dimensão

2td. Assim, podemos formar o seguinte número não nulo:〈
α2t2j
d α2t−1

d (αd + cd)2t−1c(2m+1)d−(2t−1)d−1, σ(RP (ηk))
〉

= 1.

Portanto, não podemos ter p = 0.

Segue que W (ηk) = (1 + αd)
2m+2 e k = (2m+ 1)d.

Logo, (N,Ψ) possui fixed-data simultaneamente cobordante à

(γd, γd, τ (2m+1)d) ∪ (γe ⊕Rl−e, γe ⊕Rl−e, τ 2ne),

e pelo Teorema 3.2.10 temos [N,Ψ] = [Γ2
2(M,Φ0)].

Caso (1) Se (γd, γd, ηk) ∪ (γe ⊕ Rl−e, γe ⊕ Rl−e, 0) é fixed-data de (N,Ψ), então pelo

Teorema 6.2.2, k = (2m+ 1)d− 2ne, W (ηk) = 1 e l = e.

Portanto, o fixed-data de (N,Ψ) é simultaneamente cobordante à

(γd, γd, R(2m+1)d−2ne) ∪ (γe, γe, 0),

e pelo Teorema 3.2.10 temos [N,Ψ] = [E,Ψ0].
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