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Resumo

Partindo dos trabalhos de Scherk (1835) e Enneper-Weierstrat (1863), novas super-
ficies minimas com fins Scherk foram encontradas em 1988 por Karcher (vide [16, 17]).
No caso simplesmente periddico, os exemplos de género positivo de Karcher haviam sido
tnicos até que Traizet obteve novos em 1996 (vide [41]). No entanto, a construgao de
Traizet é implicita e exclui torres, ou seja a desingularizacao de mais do que dois planos
concorrentes. Entao novas torres explicitas foram encontradas somente em 2006 por Mar-
tin e Ramos Batista (vide [24]), todos eles com género um. Para género dois, as primeiras
torres foram construidas em 2010 (vide [40]). De volta a 2009, torres implicitas de género
arbitrario foram encontradas em [11]. No presente trabalho obtemos torres de sela Scherk
minimas ezplicitas, para qualquer género 2k, k > 3, que denotamos STy

Apresentamos também a programacao MATLAB e em Evolver que fazem possivel
gerar as superficies STy, MATLAB é uma abreviagao de MATrix LABoratory, programa
desenvolvido e distribuido pela MathWorks. Evolver é um programa iterativo gratuito
desenvolvido por Kenneth A. Brakke, professor da Susquehanna University (vide [3, 34]).
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Abstract

Starting from works by Scherk (1835) and by Enneper-Weierstrafs (1863), new mini-
mal surfaces with Scherk ends were found only in 1988 by Karcher (see [16, 17]). In the
singly periodic case, Karcher’s examples of positive genera had been unique until Traizet
obtained new ones in 1996 (see [41]). However, Traizet’s construction is implicit and ex-
cludes towers, namely the desingularisation of more than two concurrent planes. Then,
new explicit towers were found only in 2006 by Martin and Ramos Batista (see [24]), all
of them with genus one. For genus two, the first such towers were constructed in 2010
(see [40]). Back to 2009, implicit towers of arbitrary genera were found in [11]. In our
present work we obtain explicit minimal Scherk saddle towers, for any given genus 2k,
k > 3, that we denote STyy.

We also present the MATLAB and Evolver programming that make it possible to
generate the surfaces STy,. MATLAB is an abbreviation for Matrix Laboratory, a program
developed and distributed by MathWorks. Evolver is a free iterative program developed
by Kenneth A. Brakke, a professor at Susquehanna University (see [3, 34]).
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Introducao

Superficies minimas completas tém sido objeto de estudo em Geometria Diferencial por
quase trés séculos. Lagrange formulou a equac¢ao que uma fungdo v = u(x,y) tem que
satisfazer para que seu gréafico seja minimo, ele fez isso partindo de seu estudo do Célculo
de Variacoes. Explicitamente, obteve a seguinte equagao:

(14 12 tgw — 2Ugtyylay + (1 + ul)uy, =0, (0.1)

em que os sub-indices x, y denotam as derivadas parciais correspondentes. A equacao
(0.1) sera chamada a equagao dos graficos minimos.

Foi Meusnier, em 1770 quem caracterizou geometricamente as superficies minimas,
como aquelas cuja curvatura media se anula constantemente, e historicamente esta carac-
terizagao passou a ser tomada como defini¢ao de superficie minima.

No entanto, até hoje existem somente dois métodos com os quais é possivel construi-las
explicitamente. Um deles utiliza Analise Complexa, e o outro Conjugagao de Solugoes do
Problema de Plateau. Em referéncia ao primeiro método podemos mencionar que surgiu
a causa que a equacao dos graficos minimos era demasiado complicada para ferramentas
das que se dispunha no final do século XVIII. Assim, matematicos como Monge, Legen-
dre, Lacorix, ou Ampére integraram a equagao (0.1), obtendo férmulas para as fungoes
coordenadas das superficies minimas em termos de fungoes analiticas. Com respeito ao
segundo método e ao Problema de Plateau em 1865, Schwarz obteve métodos para resol-
ver o problema de Plateau tendo como bordo um quadrilatero pré-fixado o qual conduziu
ao descobrimento de novas superficies minimas triplamente periédicas. Em geral, é bem
dificil obter tais superficies. Por exemplo, por dois séculos eram conhecidas somente duas
tinicas superficies minimas completas mergulhadas, com curvatura total finita em R?, que
sao o plano e o catendide. Somente em 1984 é que um terceiro exemplo foi descoberto
pelo gedmetra brasileiro Celso Costa.

Considerando obter uma superficie minima completa mergulhada S em R?® com cur-
vatura total finita, observamos que depois dos trabalhos de Rick Schoen [39] e Lopez-Ros
[22] foi conhecido que os tnicos exemplos possiveis com género zero ou niamero de fins
n < 2 sao o plano e o catendide. Portanto novas superficies S tém género positivo e
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ao menos trés fins. Um primeiro exemplo foi encontrado em 1984 por Costa 8], seguido
de Hoffman-Meeks [12] em 1990, e Hoffman-Karcher [13] em 1997, ainda com trés fins,
mas género arbitrario. Além disso, em [13] os autores langaram a conjectura de que toda
superficie S desta forma verifica a relagao n < género+2. Até os dias de hoje, esta con-
jectura ainda permanece aberta.

Em 2005, uma resposta parcial a esta conjetura foi encontrada por Meeks, Pérez e
Ros [26]. Os autores provaram que cada n > 2 possui um limite superior que somente
depende do género.

Em 1989, Karcher apresentou vérios exemplos em [16, 17| que respondem a muitas
questoes na teoria de superficies minimas. Dentre outros, obteve o primeiro exemplo com
género positivo e fins helicoidais, provou a existéncia das superficies triplamentes perio-
dicas de Alan Schoen [38] e deu exemplos de superficies dupla e simplesmente periddicas
nao-pertencentes as familias de Scherk. A proposito, tomando o quociente pelo grupo
de translagao, para torres de sela obteve exemplos de géneros zero e um, com n = 2r
fins, onde r € N e r > género +2. Desde entao foram obtidos poucos exemplos novos
explicitos de torres de selas, tais como em [24, 40]. Isto pode ser devido a restri¢oes sob
tais superficies. Dentre alguns resultados sobre isso, citamos um recentemente obtido por
Meeks e Wolf em [27], no qual os autores provam que uma torre de sela (propriamente)
mergulhada com 4 fins deve pertencer a familia de Scherk.

Em [40], os autores introduzem o conceito de quase explicito, pelo qual temos os dados
de Weierstrak e a solugao dos periodos. Além disso, se o dominio dos parametros sempre
pode ser redefinido para mais e mais precisao, chamamos isto de exemplo explicito. Este
¢é o caso de todas as construgoes efetuadas por Karcher.

Neste trabalho, apresentamos os primeiros exemplos explicitos de Torres de selas de
género par arbitrdrio 2k e com 2k fins Scherk em R3, onde k > 3. A Figura 2.1 representa
a torre de sela que iremos construir, logo obteremos os dados de Weierstrafs pelo método
do Karcher, teremos um problema de periodo a ser resolvido. Observaremos que nem
todas as curvas sao linhas de simetria, fazendo a demonstragao do mergulho um tanto
mais complicada.

Na tentativa de continuar com a construgao explicita de superficies minimas, deixamos
em aberto o problema de existéncia de torres de sela de género impar j com fins Scherk
em R3, onde j > 3.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Algumas nocoes basicas

Neste capitulo apresentamos alguns resultados gerais de Variedades Diferenciaveis de di-
mensao 2. Exploramos nogoes bésicas das superficies de Riemann e algumas propriedades
de aplicacoes holomorfas. Enfatizamos a teoria de Superficies Minimas.

Definicao 1.1. Uma variedade diferenciavel de dimensao 2, ou uma 2-variedade de classe
C*, & um espaco topologico M de Hausdorff, com base enumeravel, munido de uma familia
S"(M) de homeomorfismos ¢; : U; — V;, onde U; é aberto de M, e V; aberto do R, tal
que:

(1) U, Ui = M;

(2) Vi,j com U;U; =W #£0, ¢; 0 goj_l ¢ de classe C* em ¢;(W);

(3) Dado um homeomorfismo ¢ : U — V', onde U é subconjunto aberto de M, V' é
aberto em R? e {(p,U)} U > (M) satisfazendo (2), tem-se (o,U) € >_.(M). Ou seja,
> (M) é maximal.

Observagao 1.1. Os elementos de Y (M) sao chamados cartas locais da variedade.

Definicao 1.2. Sejam M e N variedades C* de dimensao 2. Uma funcdo f : M — N
¢ dita diferenciavel de classe C* em M se ¢ o f o ¢! ¢ de classe CF, para toda carta
(¢,U) de M e toda carta (p,V) de N, tais que f(U) C V. Seja M uma variedade C*°.
Uma funcdo f : M — R tal que f o™t € C°, para toda carta (p,U) de M é também
dita diferenciavel C*°, e o conjunto de todas as fungoes diferenciaveis neste sentido é
representado por F(M).

Mais adiante, introduziremos o conceito de superficie de Riemann, e neste caso o termo
funcao diferencidvel sera usado em um sentido mais particular.

1.1.1 O Espaco Tangente

Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao 2 de classe C* e p um ponto de M.

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicao 1.3. Uma curva C! por partes ¢ uma aplicacio v : I — M, I intervalo
aberto, semi-aberto ou fechado de R, em que z oy ¢ C! por partes, qualquer que seja
(z2,U) € > (M) para a qual a composicao faz sentido.

Definimos o conjunto de curvas
Cpo={N:J—=M: X0)=p e A édiferenciavel em 0}.

Se A€ C,ep:U — R? ¢ uma carta de M, com p € U, pode acontecer que a imagem
A(J) nao esteja contida em U. Em vista disto, toda vez que escrevemos p o A, estamos
admitindo que o dominio de A\ foi suficientemente reduzido a um intervalo aberto J' 3 0,
tal que A(J') C U.

Dizemos que dois caminhos A, p € C, sao equivalentes, e escrevemos A ~ u, quando
existir uma carta ¢ : U — R* em M, com p € U, tal que poX:J - R*e popu: I — R?
tém o mesmo vetor velocidade em ¢ = 0, isto & (¢ o A)'(0) = (¢ o u)’(0).

Observemos que esta igualdade sera verdadeira para toda carta ¢ : U — R? em M,
p € U. Disto resulta que A ~ 1 é, de fato, uma relagao de equivaléncia em C,.

O vetor velocidade A de um caminho \ € C, ¢ a classe de equivaléncia de A. Isto é,

A={peC,:u~A}.
Portanto, para A\, p € C,, tem-se:

A= i (po N (0) = (pou)(0), (L1)

para alguma carta ¢ em M. Entretanto, note que (1.1) independe da escolha da carta.
O conjunto quociente C,/. = T,M € o espa¢o tangente a variedade M no ponto p.
Podemos atribuir a 7,M uma estrutura de espaco vetorial sobre R. Cada carta ¢ :
U — R?* em M, p € U, determina uma bijecao ¢ = ¢(p) : T,M — R? definida por
@(\) = (¢ o N)(0). De fato, por (1.1) @ é injetora. Mostremos agora que @ é sobrejetora:
se v € R?, seja A € C,, dado por A(t) = ¢ (¢(p) + tv). Entao

P(A) = (poN)(0) = v.
Damos a T, M uma estrutura de espaco vetorial real, exigindo que a bije¢ao ¢ : T, M —

R? seja um isomorfismo. Em outras palavras, as operacoes de soma e produto de um vetor
por um nimero real sao definidas pelas equagoes

At o= (@) (@) + @),
c- A= (@) (e a(\).
O fato crucial ¢ que estas operagoes nao dependem da escolha da carta . Com efeito,
dada v : V = R?* em M, com p € V, entdo ¢ = (o) op: T,M — R

Como (¢ o™ 1) ((p)) € um isomorfismo, as cartas ¢ e ¢ determinam a mesma estru-
tura de espaco vetorial em T, M.
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Dados uma carta local ¢ : U — R? em M e um ponto p € U, indicamos por

{50 550},

a base de T,M que ¢ levada pelo isomorfismo ¢ : T,M — R? sobre a base canonica
{e1, ea}. Também escrevemos a%i em lugar de 6%1-(1)). O vetor bésico a%i € T,M ¢ a
classe de equivaléncia de qualquer caminho A € C, tal que (¢ o A)'(0) = e;.

Definicao 1.4. Sejam M e N variedades diferenciaveis e f : M — N uma aplicacao
diferenciavel no ponto p € M. A diferencial de f no ponto p é a transformacao linear
df, : T,M — Ty M que associa a cada v = A € T,M o elemento df,(v) = %L:o (fo
A(t)) € Ty N, vetor velocidade do caminho fo X € Cy,) .

Observagao 1.2. Se v(t) = p, entao v'(ty) € T,M.
Definicao 1.5. O trago de 7 é o conjunto {7} = v({).

Definigao 1.6. Seja M uma 2-variedade C*°. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura
Riemanniana) é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto
interno <, >, isto ¢, uma forma bilinear simétrica, positiva definida, no espaco tangente
T,M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido. Se ¢ : U — V' & uma carta local
em torno de p, entao

0 0
ii\q) = (q), 7— , VqgeU, i,7€{1,2},
9:5(q) <3W (q) 9 (Q)>q q je{1,2}
sao fungoes diferenciaveis em U, isto é g;; € F(M).

As fungoes g;; sao chamadas expressao da métrica Riemanniana na carta .

Definicao 1.7. Um caminho em M ¢é uma curva C* por partes v : I — M. Ele é dito
divergente se I = [0,b[, 0 < b < 00, e para cada compacto () C M existe ¢ty € I tal que
v(t) ¢ @, para todo t €]tg, b[. Denotamos 7 : p ~ ¢ um caminho em M ligando p a ¢, isto

¢, Dom(y) = [z,y], v(x) =pey(y) =q.

Definicao 1.8. Uma 2-variedade diferenciavel M é completa com respeito a uma métrica
Riemanniana ds* se fob |7/ (t)|dt = oo para todo caminho divergente ~ : [0,b— M, onde

Y/ (1)]? = ds*(7/ (1), (t)) = (/' (1), (1)).

1.2 Superficies de Riemann

1.2.1 Cartas Complexas e Estruturas Complexas

A idéia basica de Superficie de Riemann é um espago que localmente pode ser observado
como um conjunto aberto no plano complexo.
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Definigao 1.9. (Cartas Complexas) Seja X um espago topologico. Uma carta complexa,
ou simplesmente uma carta sobre X, é um homeomorfismo ¢ : U — V, onde U C X é um
conjunto aberto em X, e V' C C é um conjunto aberto no plano complexo. U é chamado
o dominio da carta ¢. A carta ¢ diz-se centrada em p se ¢(p) = 0.

Exemplo 1.1. Sejam X = R2 e U qualquer subconjunto aberto de R?. Definimos
¢U(x7y) :x—i—zy

Exemplo 1.2. Para qualquer subconjunto U C R? definimos

(b T,Y)= +1 9
U( ) 1+ ’x2+y2 1+ /x2_|_y2

sendo sua inversa ¢, : ¢y(U) C B(0,1) — U, dada por

_ _ ) a b
0i'(0) =6 ) = (2 7).

onde B(0,1) é a bola de centro 0 e raio 1.
Esta funcdo ¢y também é carta complexa sobre R2.

Exemplo 1.3. Seja ¢ : U — V uma carta complexa sobre X. Suponha que U; C U é um
subconjunto aberto de U. Entao ¢|y, : Uy — ¢(U;) é uma carta complexa sobre X. Esta
restricao de ¢ é chamada uma sub-carta de ¢.

Exemplo 1.4. Seja ¢ : U — V uma carta complexa sobre X. Suponha que ¢ : V. — W ¢é
uma bije¢ao holomorfa entre dois conjuntos abertos do plano complexo. Entao a composta
Yogp:U — W é uma carta complexa sobre X.

Definigcao 1.10. Seja ¢; : Uy — Vi e ¢9 : Uy — V5 duas cartas complexas sobre X. Diz-se
que ¢, e ¢y sao compativeis se Uy N Uy # 0 e

Bo0 ¢t 1 (Uy NUs) — (U N Us)
¢ holomorfa.

Exemplo 1.5. (Projegao Estereografica) Seja S? a esfera unitaria em R? centrada na
origem, isto é,
S* ={(z,y,w) e R’ : 2* + y* + w* =1} .

Identificamos R? x {0} com C por

C — R?2x{0}
r+i1y — (z,9,0).

Se (x,y,w) € S*\ {(0,0,1)}, considere a reta:

L={(te,ty,1 +t(w—1)): t € R},
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passando por (0,0,1) e (z,y,w).
Fazendo a terceira componente de £ igual a 0, obtemos

‘= 1
S l-w’
Definimos a projegao estereografica de S?\ {(0,0, 1)} sobre R? por

¢ SA\{(0,0,1)} — C
(x,y,w) — 4

1—w 1—w’

que é continua.
A fim de obter a expressao de ¢; ", consideremos

L ={(te,ty,1 —1t): t € R}.
Como (tz,ty,1 —t) deve pertencer a S%, entdo

(tx)* + (ty)* + 1—-1)?* = 1

_ 2 )
t TP
com z = x + 1y.

Lembrando que w = 1 — ¢, temos
IRE
E

Agora, se z = x + iy, entao

T _a
1 7)'&)’
by = 17—w

Procuramos (a,b,w) € £' N S?\ {(0,0,1)}. Assim,

2Re(z)

r = Re(z) = = @
2Im(z
y = Im(Z) :> |z‘2_§_1) = b,

logo
o7t : C — S\ {(0,0,1)}

PR 2Re(z) 2Im(z) |z]?>—1
C T NP P 2P )

que é uma carta complexa.
Da mesma forma, definimos:

¢o: S\ {(0,0,-1)} — C
(z,y,w) — = —

w—1 w—17?
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com inversa
¢ C — S\ {(0,0,-1)}
2Re(z) 2Im(z) 1—|z|2) .

< ? (\z|2+1’ FP+10 [2P+1

Os dominios comuns S?\ {#(0,0,1)} sao aplicados por ¢; e ¢ bijetivamente sobre
C* = C\{0}. A composicio ¢ 0 ¢;'(2) = 1/z & holomorfa. Portanto, as duas cartas sio
compativeis.

1.2.2 Atlas Complexo

Observemos que no Exemplo 1.5 cada ponto da esfera estd em pelo menos uma das cartas
complexas. Portanto, temos uma coordenada local complexa em cada ponto da esfera.
Generalizando, para X como na Definicao 1.9, devemos ter cartas complexas ao redor de
cada ponto. Mas desejamos que estas cartas sejam compativeis. Esta é a nogao de atlas
complexo.

Definigao 1.11. Um atlas complexo, ou simplesmente um atlas A sobre X, é uma cole¢ao
de cartas complexas ¢, : U, — V,, compativeis cujos dominios cobrem X, isto é

X:UUQ.

Observe que as cartas definidas no Exemplo 1.1 formam um atlas complexo sobre R2.
Também, as duas cartas definidas sobre a esfera S? no Exemplo 1.5 definem um atlas
complexo sobre S2.

Exemplo 1.6. Se A = {¢, : U, — V,} é¢ um atlas sobre X, e Y C X é qualquer conjunto
aberto, a colecao de sub-cartas

AY = {¢a|YﬂUa YN Ua — ¢a(Y N Ua)}u

é um atlas sobre Y.
De fato, YNU, C Y C X é aberto, € ¢4 |ynu, ¢ um homeomorfismo sobre ¢,(Y N U,) =
¢a(Y)NV,. Além disso, U, (YNU,)=YNY, U, =YNX=Y.

Definicao 1.12. Dois atlas A e B sao equivalentes se cada carta de um é compativel com
cada carta do outro.

Observemos que dois atlas sao equivalentes se, e somente se, a uniao deles é também
um atlas. Isso decorre diretamente da Definigao 1.10.

O Lema de Zorn mostra que qualquer atlas complexo esta contido num tnico atlas
maximal complexo.

Definicao 1.13. Uma estrutura complexa sobre X é uma atlas maximal complexo sobre
X (ou equivalentemente, é uma classe de equivaléncia de atlas complexos sobre X).
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Observemos que qualquer atlas sobre X determina uma tnica estrutura complexa.
Esta é a maneira usual de definir uma estrutura complexa: outorgando um atlas.

Definigao 1.14. (Superficie de Riemann) Uma superficie de Riemann é um espago to-
polégico de Hausdorff munido de uma estrutura complexa.

Observagao 1.3. Em [10], pag.186, prova se que toda superficie de Riemann tem base
enumeravel.

Exemplo 1.7. Seja X = C, considerado topologicamente como R?, com a estrutura
complexa induzida pelo atlas do Exemplo 1.1. Esta superficie de Riemann é chamada de
plano complexo.

Definicao 1.15. Seja X = S2, com a estrutura complexa dada pelas duas cartas do
Exemplo 1.5. Observe que a esfera é de Hausdorff e conexa. Esta superficie de Riemann
¢ chamada Esfera de Riemann. Acrescentamos o simbolo “0o” para estender ¢, a S?, ou
seja ¢1(0,0,1) = oo na projecao estereografica. A esfera de Riemann é freqiientemente
denotada por C ou C U .

A esfera de Riemann é uma superficie de Riemann compacta.

Exemplo 1.8. Qualquer subconjunto aberto conexo de uma superficie de Riemann é
também uma superficie de Riemann. Para ver isto, usamos o atlas sobre o subconjunto
como descrevemos no Exemplo 1.6.

1.2.3 Variedade 2-Real

Uma superficie de Riemann é simplesmente uma variedade complexa conexra unidimensi-
onal sobre C. Mas ao longo deste trabalho, uma superficie de Riemann seré considerada
como uma 2-variedade real.

Definicao 1.16. Seja X um espaco topoldgico de Hausdorff. Uma carta real n-dimensional
sobre X é um homeomorfismo ¢ : U — V', onde U C X é um conjunto aberto em X, e
V C R"™ é um conjunto aberto em R".

Duas cartas reais ¢; e ¢o sao C*-compativeis se a interse¢ao de seus dominios é vazio
ou

P20 7" 1 (Uy NUs) — o(Uy N Us)
¢ um difeomorfismo C°.

Um atlas C'*° sobre X é uma colecao de cartas reais sobre X, as quais sao C'*° com-
pativeis, e cujos dominios cobrem X. Dois atlas sao equivalentes se a uniao deles é um
atlas.

Uma estrutura C'* sobre X é uma classe de equivaléncia de atlas C*.

Uma variedade real C* é um espago X conexo, de Hausdorff, com base enumeravel e
munido de uma estrutura C'*°.

Jé& que aplicagoes holomorfas de uma variavel complexa z = 41y sao C*> nas variaveis
reais = e y, imediatamente observamos que cada superficie de Riemann é uma variedade
2-dimensional C'*° real. Este termo ¢ freqiientemente abreviado por “2-variedade”.
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1.2.4 O Género de uma Superficie Compacta

Para definir género, utilizamos a classificacao das 2-variedades compactas orientaveis.
Cada uma destas ¢ homeomorfa a uma esfera com g algas para algum inteiro g > 0.

Quando ¢g = 0, ndo temos alcas e a superficie é topologicamente S2.

Para g = 1, temos uma alca e a superficie é topologicamente o toro St x S*.

No caso g > 2, a superficie é obtida anexando ¢ “alcas” a esfera.

Este inteiro é chamado de género de uma superficie de Riemann compacta e é um
invariante topolégico. Assim temos:

Proposicao 1.1. Cada superficie de Riemann é uma 2-variedade real C* orientdvel e
conexa. Se for compacta, entao € difeomorfa a uma esfera tendo como nimero de alcas
um unico inteiro g > 0.

Demonstragao. Vide [28]. O

Teorema 1.1. Toda superficie de Riemann compacta € homeomorfa a uma esfera ou a
uma soma conexa de um numero finito de toros.

Demonstragao. Vide [25]. O

Exemplo 1.9. Na Definicao 1.15 vimos a Esfera de Riemann, que possui género zero.

1.2.5 Toro Complexo

Fixamos dois nimeros complexos w; e ws linearmente independentes sobre R. Definimos
o reticulado
[' = Zwy + Zwy = {mqwy + mows : mq, my € Z}.

Seja X = C/I" o grupo quociente, com a aplica¢ao projecao m : C — X. Temos que
7 induz uma topologia em X. Assim, um subconjunto U C X é aberto se, e somente se,
7 1(U) é aberto em C. Esta definigao faz com que 7 seja continua, e sendo C conexo X
também é conexo.

Cada conjunto aberto de X é imagem por m de um conjunto aberto de C, pois se U é
aberto de X, entdao w(7~1(U)) = U.

Um resultado mais forte é que 7 é uma aplicacao aberta.

De fato, se V ¢ um conjunto aberto de C, mostraremos que 7~ *(7(V)) é aberto de C.

Como
@ (V) = w+V),

wel’

unido de translagoes de V', entao 7! (7(V)) é aberto de C.
Definimos agora o paralelogramo fundamental

P = {)\111)1 4+ dowsg 1 A € [Oa 1>}
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Observacao 1.4. Todo ponto de C é congruente modulo I' a um ponto de P, isto é,
Vz € C existe p e P tal que z —p € I
De fato, seja z € C = [wy, ws]. Temos que existem «, 5 € R tais que z = aw; + Pws.
Sejam m; e my as partes inteiras de |af e |f], respectivamente

a = :i:(ml -+ )\1) , OS)\1<1,
B = :I:(m2 -+ )\2) s OS)\2<1,

z = 2(mg + A\)wy £+ (Mg + Ag)ws;

z = I?Llwl + m2w%+\)\1w1 + )\Qw%

v~

el’ pgp
Logo, z — p = mjw; + mows € T,
e O reticulado I' é um subconjunto discreto de C. Assim, existe um e > 0 tal que
|w| > 2¢, para todo w # 0 € I

Fixamos tal € > 0, um ponto zy € C, e consideramos o disco aberto D = D(z, €).
A escolha de € implica a —b ¢ ', V a, b € D. Isto é, nenhum par de pontos em D
é congruente modulo T

Queremos que para qualquer zy e para tal €, a restricao de m ao disco D aplique-se
homeomorficamente sobre 7(D).

Claramente, 7|p : D — 7(D) é sobrejetora, continua e aberta. Resta mostrar que
7 & injetora, o que segue-se direto da escolha de e.
e Estamos, portanto, preparados para definir um atlas complexo sobre X.

Fixamos € > 0 como antes. Para cada zy € C, seja D,, = D(zp,¢), e defina
¢z 1 T(Dzy) — Dy, a inversa da aplicagao m|p,, . Pelo feito anteriormente, estas sdo
cartas complexas sobre X.

Para finalizar a construcao, devemos verificar que estas cartas sao compativeis.
Escolhemos dois pontos z; e 2o, e consideramos duas cartas

le - ¢z1 : W(Dh) - DZl

¢2 = gbzz : W(Dzz) — Dz2'

Seja U = 7n(D,,) N7(D,,). Se U é vazio, a prova esta feita. Suponhamos que U # ()
e seja

T(z) = ¢20¢; ' (2) = da(n(2)),
para z € ¢1(U).

Devemos verificar que 7" ¢ um holomorfismo sobre ¢,(U). Observe que 7(7'(z)) =

7(2), Vz € ¢1(U).
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Assim, T(z) — z = a(z) € T, para todo z € ¢ (U).

Esta funcao o : ¢1(U) — I' é continua, e como I' é discreta, ¢ localmente constante
sobre as componentes conexas de ¢;(U). Assim, localmente

T(z) =z +w,

para algum w € I' fixo, e desta maneira T' é holomorfa.

Portanto, as duas cartas ¢; e ¢y sdo compativeis, e a cole¢ao de cartas {¢, : z € Z}
é um atlas complexo sobre X.

Assim, X é uma superficie de Riemann compacta.

e Agora vejamos que X é homeomorfa a um toro.
De fato, seja S' = {z € C : |z| = 1} o circulo unitério. H4 uma aplicagio que
associa cada ponto de X = C/T" a algum = = Awy + fwy, N, B € [0,1). Isto ocorre
pois o fato de [z] € X implica

y|=1[z] & y—=zel
& Y=+ mawyp + Moo
& y=(mi+Nwy + (mg+ Bws, A, €0,1).

Temos (2™, e¥™F) € St x S' donde existe um homeomorfismo F' de C/T" sobre
St x S, Observe o diagrama:

C g glx gt
z=(A+m1) + (B +my) (2™, e2mif)
Tl NF
X=C/T

Definigao 1.17. Seja X uma superficie de Riemann e Y C X um subconjunto aberto.
Uma funcao f : Y — C é chamada holomorfa se para cada carta ¢ : U — V sobre X a
funcao

foot:p(UNY)—C

é holomorfa no sentido usual sobre o conjunto aberto ¢(UNY) C C. O conjunto de todas
as fungoes holomorfas sobre Y ¢ denotado por O(Y).

Teorema 1.2. (Singularidade Removivel) Seja U um subconjunto aberto de uma superfi-
cie de Riemann e seja a € U. Suponha que a funcio f € O(U\{a}) € limitada em alguma
vizinhanga de a. Entdo [ pode ser estendida unicamente a uma fungao f € O(U).

Demonstragao. Vide [10]. O
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Agora definimos o conceito de aplicagao holomorfa entre superficies de Riemann.

Definicao 1.18. Sejam X e Y superficies de Riemann. Uma aplicacao continua f : X — Y
é chamada holomorfa (ou anti-holomorfa) se para cada carta ¢, : Uy — V] sobre X e
¢o : Uy — V4 sobre Y, com f(U;) C Us, a aplicagao

G0 fodr! 1 Vi—= Vs
é holomorfa (ou anti-holomorfa) no sentido usual.

Definicao 1.19. Uma aplicagao f : X — Y é chamada biholomorfa se é bijetiva e ambas
f:X—=Ye f!':Y — X sdo holomorfas. Duas superficies de Riemann X e Y sao
chamadas isomorfas se existe uma aplicacao biholomorfa f : X — Y.

Teorema 1.3. (Teorema da Identidade) Sejam X e Y superficies de Riemann e fi, fo :
X — Y duas aplicacoes holomorfas que coincidem em um conjunto A com um ponto de
acumulacao a € X. Entao fi e fy sao idénticas.

Demonstragao. Vide [10]. O

Definicao 1.20. Seja X uma superficie de Riemann e Y um subconjunto aberto de X.
Uma fun¢ao meromorfa sobre Y é uma funcao holomorfa f : Y — C, onde Y C Y é um
subconjunto aberto que satisfaz as propriedades:

i) Y\Y’ contém somente pontos isolados.

ii) Para cada ponto p € Y\Y’', temos lim |f(x)| = occ.
T—p

Os pontos de Y\Y’ sdo chamados de pdlos de f. O conjunto de todas as fungdes mero-
morfas sobre Y ¢ denotado M(Y).

Definicao 1.21. Seja X uma superficie de Riemann, Y um subconjunto aberto de X e
z € > (X). Para f € M(Y) e a € Y definimos

0, se foz"!éholomorfae f(a) # 0,

k, se foz ! tem um zero de ordem k em a,
se foz"!tem um polo de ordem k em a,
o0, se f =0 numa vizinhanca de a.

1.2.6 Propriedades elementares de Aplicacoes Holomorfas

Nesta subse¢ao observamos algumas das propriedades topologicas elementares de aplica-
¢oes holomorfas entre Superficies de Riemann.

Teorema 1.4. (Comportamento Local de Aplicagdes Holomorfas) Considere X e Y su-
perficies de Riemann e f : X = Y wma aplicacao holomorfa nao-constante. Tome a € X
e b= f(a). Entao existe um inteiro k > 1 e cartas ¢ : U — V sobre X, ¢ : U — V' sobre
Y, com as sequintes propriedades:
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i) ae U, ¢(a)=0;be U, () =0.
i) f(U)cCU".
iii) A aplicagio F =)o fo¢p ' :V — V' é dada por F(z) = 2*, para todo z € V.
Demonstragao. Vide [10]. O

Observagao 1.5. O ntimero k do Teorema 1.4 pode ser caracterizado da seguinte maneira:
para cada vizinhanca Uy de a existe uma vizinhanga U C Uy de a e W de b = f(a) tal
que o conjunto f~'(y) N U contém exatamente k elementos, V y € W\{b}. Chamamos k
a multiplicidade com a qual a aplicagao f assume o valor b no ponto a, e dizemos que f
possui multiplicidade k& no ponto a.

Corolario 1.1. Sejam X e Y superficies de Riemann e f : X — Y uma aplicagao holo-
morfa nao-constante. Entao f é aberta.

Demonstracao. Segue direto do Teorema 1.4, ja que se U é uma vizinhanga de um ponto
a € X, entdao f(U) é uma vizinhanga do ponto f(a). Isto implica que f é aberta. O]

Corolario 1.2. (Principio do Méaximo) Seja X uma Superficie de Riemann e f: X — C
uma fungao holomorfa nao-constante. Entao o valor absoluto de f nao atinge seu mdximo.

Demonstracao. Suponhamos que exista um ponto a € X tal que

R =|f(a)] = sup{|f(z)| : = eX}.

Entao

fX)c K={z€C:|z| <R},

mas f(X) é aberto, donde estda no interior de K. Isto contradiz a suposigao de que
f(a) € OK. O

Teorema 1.5. Sejam X e Y superficies de Riemann tais que X é compacta e f: X — Y
¢ uma aplica¢do holomorfa nao-constante. Entao Y é compacta e f € sobrejetora.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.4 temos que f(X) é aberto. Ja que X é compacta, f(X) é
compacto e assim fechado. Os tnicos subconjuntos de um espaco topoldgico conexo que
sdo abertos e fechados s@o o vazio e o proprio espago. Segue-se que f(X) =Y.

Assim f é sobrejetiva e Y compacta. O]

Corolario 1.3. Qualquer func¢ao holomorfa sobre uma superficie de Riemann compacta
€ constante.

Demonstragao. Vide [10]. O
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1.2.7 Formas diferenciais

Nesta subsecao apresentamos algumas defini¢oes para conseguir entender as expressoes
de uma 1-forma meromorfa e de divisor de uma 1-forma meromorfa. Isto com a finalidade
de enunciar o Teorema 1.6 que, mais adiante, serda bastante util. Para maiores detalhes
consultar [10, 28].

Definicao 1.22. Uma 1-forma holomorfa em um conjunto aberto V' C C é uma expressao
da forma w = f(z)dz, onde f é uma fung¢ao holomorfa em V. Podemos dizer que w ¢ uma,
1-forma holomorfa na coordenada z.

Definigao 1.23. Suponha que w; = f(2)dz é uma 1-forma holomorfa na coordenada
z, definida em um subconjunto aberto Vj. Suponha também que wy = g(w)dw é uma
1-forma holomorfa na coordenada w, definida em um subconjunto aberto V5. Se z = T'(w)
define uma aplicacao holomorfa de um conjunto aberto V5 para V;. Dizemos que w;
transforma-se para wy sob T se g(w) = f(T(w))T"(w).

Definicao 1.24. Seja X uma superficie de Riemann. Uma 1-forma holomorfa em X é
uma colegao de 1-formas holomorfas {wy}, uma por cada carta ¢ : U — V na coordenada
do contradominio V, tal que se duas cartas w; : U; — V; (para i = 1,2) possuem dominios
sobrepostos, entao a l-forma asociada wg, transforma-se para wg, sob a aplicacao de
mudanca de coordenadas T' = ¢ o ¢; .

Exemplo 1.10. Sejam Y uma superficie de Riemann, w uma 1-formaem Ye f:Y — C
uma fun¢do. Entdo a aplicagdo fw definida por (fw)(a) := f(a)w(a) é também uma
1-forma em Y. Por outro lado, se (U, z) é uma carta complexa com z = x + 1y, entao toda
1-forma em U pode ser escrita da seguinte maneira

w = fdx + gdy = pdz + Ydz,
onde as funcoes f, g, ¢, ¥ : U — C nao sao necessariamente continuas, em geral.

Definicao 1.25. Uma 1-forma meromorfa em um conjunto aberto V' C C é uma expressao
da forma w = f(2)dz, onde f é uma fun¢do meromorfa em V. Podemos dizer que w é
uma 1-forma meromorfa na coordenada z.

Definigao 1.26. Suponha que w; = f(2)dz é uma 1-forma meromorfa na coordenada z,
definida em um subconjunto aberto V. Suponha também que wy = g(w)dw é uma 1-
forma meromorfa na coordenada w, definida em um subconjunto aberto V5. Se z = T'(w)
define uma aplicagao meromorfa de um conjunto aberto V5, para Vi. Dizemos que w;
transforma-se para wy sob T se g(w) = f(T(w))T"(w).

Definicao 1.27. Seja X uma superficie de Riemann. Uma 1-forma meromorfa em X é
uma colegao de 1-formas meromorfas {wy}, uma para cada carta ¢ : U — V na coordenada
do contradominio V, tal que se duas cartas w; : U; — V; (para i = 1,2) possuem dominios
sobrepostos, entao a 1-forma associada wy, transforma-se para wg, sob a aplicacao de
mudanca de coordenadas T' = ¢ o ¢, .
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Definicao 1.28. Seja X uma superficie de Riemann e Y um subconjunto aberto de X.
Para a 1-forma meromorfa w podemos definir sua ordem em um ponto a € Y, denotada por
ord,(w), como segue: escolhemos um sistema de coordenadas (U, z) de a, entao em UNY
podemos escrever w = fdz, onde f é uma fungdo meromorfa. Assim, ord,(w) = ord,(f).

Definicao 1.29. Seja X uma superficie de Riemann. Um divisor em X é uma aplicacao
D : X — Z, tal que para qualquer subconjunto compacto K C X existem finitos pontos
x € K tal que D(x) # 0. Com respeito a adi¢ao o conjunto de todos os divisores em X ¢é
um grupo abeliano que denotamos por Div(X).

Definigao 1.30. Sejam X uma superficie de Riemann e f uma fungdo meromorfa em
X nao identicamente nula. O divisor de f, denotado por (f), é o divisor definido pela
aplicagao ordem z +— ord,(f).

Definigao 1.31. Sejam X uma superficie de Riemann e w uma 1-forma meromorfa em
X nao identicamente nula. O divisor de w, denotado por (w), é o divisor definido pela
aplicacao ordem x — ord,(w).

Definicao 1.32. Seja X uma superficie de Riemann compacta. Entao para cada D €
Div(X) existem finitos © € X tal que D(z) # 0. Portanto podemos definir a aplicagao
deg : Div(X) — Z, chamada o grau de um divisor D, como deg D := Z D(z).

zeX

Teorema 1.6. O divisor de uma 1-forma meromorfa nao nula w em uma superficie de
Riemann compacta de género g satisfaz

deg(w) = 29 — 2.

Demonstragao. Vide [10]. O

1.2.8 Espagos de Recobrimento

Definicao 1.33. Sejam X e Y espacos topologicos e p : Y — X uma aplicagao continua.
Para x € X, o conjunto p~!(z) é chamado a fibra de p sobre z. Sep: Y - Xeq:Z — X
sao aplicacoes continuas, entao a aplicacao f : Y — Z preserva fibras se p = qo f. Isto
significa que qualquer ponto y € Y, que encontra-se sobre o ponto x € X, é aplicado num
ponto que também encontra-se sobre x. Uma aplicacao p : Y — X é discreta se a fibra
p~!(z), para cada x € X, ¢ um subconjunto discreto de Y.

Teorema 1.7. Sejam X e Y superficies de Riemann ep : Y — X uma aplica¢ao holomorfa
nao-constante. Entao p € aberta e discreta.

Demonstragao. Vide [10]. O



1.2. SUPERFICIES DE RIEMANN 17

Definicao 1.34. Suponhamos que X e Y sejam superficies de Riemann e p : Y — X
seja uma aplicagao holomorfa nao-constante. Um ponto y € Y é chamado ponto de ramo
ou ponto de ramifica¢do de p se nao existe vizinhanca V' de y tal que p|y é injetora. A
aplicacao é nao-ramificada se nao possui pontos de ramo. O conjunto de todos os pontos
de ramo de p é denotado por Ram(p).

Observagao 1.6. Se f é nao-constante, Ram(f) ¢ um conjunto de pontos isolados.

Teorema 1.8. Suponhamos que X e Y sejam superficies de Riemann. Uma aplicag¢ao
holomorfa nao-constante p : Y — X nao possui pontos de ramo se, e somente se, p € um
homeomorfismo local. Isto é, cada ponto y € Y possui uma vizinhanca aberta V' que €
aplicada homeomorficamente por p a um conjunto aberto U em X.

Demonstracao. Suponhamos que p : Y — X nao possua pontos de ramo e seja y € Y um
ponto arbitrario. Como y nao é ponto de ramo, entao existe uma vizinhanca aberta V' de
y tal que p|y é injetiva. Ja que p é uma aplicagao continua e aberta, p aplica o conjunto
V' homeomorficamente ao conjunto aberto U = p(V).

Reciprocamente, assumimos que p : Y — X é um homeomorfismo local. Entao, para
qualquer y € Y existe uma vizinhanca aberta V de y que ¢é aplicada homeomorficamente
por p a um conjunto aberto de X. Em particular, p|y é injetiva e y ndo é ponto de
ramo. O

Definicao 1.35. Suponha que X, Y e Z sao espacos topolégicosep: Y — Xe f: Z - X
sao aplicacoes continuas. Entao o levantamento de f com respeito a p é uma aplicagao
continua g: Z — Y tal que f =pog.

Definicao 1.36. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma aplicacao p : Y — X é chamada
recobrimento se para todo x € X existe uma vizinhanca aberta U tal que sua pré-imagem
p~Y(U) pode ser representada por

pH(U) =V
jeJ

onde os V}, j € J, sao subconjuntos abertos disjuntos de Y, e todas as aplicagoes p : V; —
U sao homeomorfismos. Em particular, p € um homeomorfismo local.

Definicao 1.37. Uma aplicagao continua p : Y — X possui a propriedade do levantamento
de curvas se para cada curva u : [0,1] — X e para cada ponto yy € Y, com p(yo) = u(0),
existe um levantamento « : [0,1] — Y de u tal que 4(0) = yo

Teorema 1.9. Toda aplicacao de recobrimento p : Y — X de espacos topoldogicos X e Y
possui a propriedade de levantamento de curvas.

Demonstragao. Vide [10]. O
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Teorema 1.10. Sejam X e Y espacos de Hausdorff com X conexo por caminhos e p :
Y — X uma aplicagio de recobrimento. Entdo para todo xo, 11 € X, 0s conjuntos p~* ()
e p~(z1) possuem a mesma cardinalidade.

Demonstragao. Vide [10]. O

Definicao 1.38. Sejam X e Y espacos topoldgicos conexos e p : Y — X uma aplicagao
de recobrimento. A aplicacao p é chamada recobrimento universal de X se para cada
recobrimento ¢ : Z — X, com Z conexo, e para cada escolha de pontos yyp € Y, zyg € Z
com p(yo) = q(zp) existe exatamente uma aplicagao continua que preserva fibras f : Y — Z

tal que f(yo) = 2o.

Teorema 1.11. Sejam X e Y wvariedades conexas, Y simplesmente conexo e p : Y — X
um recobrimento. Entao p € o recobrimento universal de X.

Demonstragao. Vide [10]. O
Teorema 1.12. Seja G um subconjunto conexo aberto de C. Entao sao equivalentes:

a) G € simplesmente conexa;
b) C— G € conexo.

Demonstragao. Vide [7]. O

1.2.9 Funcoes Algébricas

Um dos primeiros exemplos de uma fungao multivalente que encontramos em anélise
complexa é a raiz quadrada w = /2. Isto é um caso particular de func¢ao algébrica, sendo
esta uma funcdo w = w(z) que satisfaz uma equacgao algébrica

-1
w4+ a(2)w" T+ .o+ an(z) =0,
onde os coeficientes a, sao fun¢des meromorfas de z.

Definigao 1.39 (Fungoes Simétricas Elementares). Sejam X e Y superficies de Riemann,
7 : Y — X um recobrimento holomorfo nao-ramificado de n folhas e f uma fungao
meromorfa em Y. Cada ponto x € X possui uma vizinhanca aberta U tal que 7= !(U)
¢ a uniao disjunta de conjuntos abertos Vi,...,V,, e ®m : V, — U ¢é biholomorfa para
v=1,...,n.SejaT:U —V, aaplicagao inversa de 7 : V, = U e seja f, :=7,f = for,.
Seja T' uma indeterminada e considere

n

H(T—fv) =T+, T 4. . +oe,

v=1

Entao cada ¢, é uma funcao meromorfa em U e

Cy = (_1>vsv(fla cee fn)a
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onde s, denota a v-funcao simétrica elementar em n varidveis. Se levarmos em conta
esta mesma construcao em uma vizinhanca U’ de outro ponto 2’ € X, entao obtere-
mos as mesmas fungoes ¢y, ..., c,. Assim, estas representam fungoes meromorfas globais
1y ey 0 € M(X), que chamaremos fungoes simétricas elementares de f com respeito ao
recobrimento Y — X.

Teorema 1.13. Sejam X e Y superficies de Riemann e m : Y — X um recobrimento
holomorfo ramificado de n folhas. Se f € M(Y) ecy,...,c, € X sao as fungoes simétricas
elementares de f, entao

"+ (mre) f" P+ 4 (T eno1) f + T, = 0.
Demonstragao. Vide [10]. O

Teorema 1.14. Sejam X uma superficie de Riemann e
P(T)=T"+cT" ' 4 ... 4+ c, € M(X)[T]

um polinémio irredutivel de grau n. FEntao existe uma superficie de Riemann Y, um
recobrimento holomorfo ramificado de n folhas w:Y — X e uma fun¢ao meromorfa F' €
M(Y) tal que (7*P)(F) = 0. Nestas mesmas condi¢oes a tripla (Y, 7, F') é unicamente
determinada: se (Z,T,G) tem as mesmas propriedades, entao existe exatamente uma
aplicagao biholomorfa que preserva fibras o : Z — Y tal que G = o*F.

Demonstragao. Vide [10]. O

1.3 Superficies Minimas

Definigao 1.40. Uma superficie em R™ é um par (M, X) onde M é uma 2-variedade
diferenciével e X : M — R™ é uma imersao C™, isto ¢, X op™! € C® e d(X o ¢p7') ¢
injetiva para toda (o, U) € Y (M).

Como é mostrado abaixo, X induz uma métrica Riemanniana em M. Dizemos que uma
superficie S = (M, X) é completa se M for completa relativamente a métrica Riemanniana,
induzida por X em M.

Observagao 1.7. Se p € U e d(X o ¢ !)(¢(p)) ¢ injetiva para alguma carta (p,U) de
M, entao d(X o1~ 1)(¢(p)) é também injetiva, onde (¢, V) € Y (M) epe V.

Considere u, v os parametros em ¢(U) C R?. De modo abreviado temos d(X op™!) =
[X. X,]. Portanto, G = [X, X,|' - [X, X,] é uma matriz 2 x 2 simétrica e det G # 0.
Neste caso, se G = (gi;), a matriz da primeira forma fundamental é

g [ XX, Xu'Xv]:{E F}

XX, X X, F G



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

e a matriz da sequnda forma fundamental é

50 = [ 3 X =[5 7] w2

onde N é o vetor normal unitario da superficie.
Definicao 1.41. As curvaturas principais de uma superficie sao as raizes da equacao
det(B(N) — A\G) =0,

isto é
det(G'B(N) — \ld) = 0.

Expandindo esta equacao temos
N —trG'B(N) 4 det(G'B(N)) = 0.
A curvatura média H(N) de S no ponto p, com respeito a N, é definida por

ki(N) + k2 (N)

donde BN
tr(G—1.
H(N) = rg : (V). (1.3)
Equivalentemente, como
G — 1 G -F
EG-F?| -F FE |’
entao
-1 o 1 G —F e f
g B(N)*EG—F2 -F B fal’
1 B 1 Ge—Ff Gf—Fg
g B(N)_EG—F2 —Fe+Ef —Ff+Eqg |’
donde )
-1 _ _ _
tr(G (B(N))) = 45 (Ge — Ff) = Ff + Eg),
< Xp, Xp > Xy — 2 < Xy, Xy > Xt < Xy, Xo > Xy - N

(G BON)) = o

Logo,
(922qu - 2912Xu1) + glleU) : N

HN) = det G
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Segue-se de (1.2) que B(N) ¢é linear em N e de (1.3) que H(N) ¢é linear em N, VN €
7,()".
Assim, existe um tnico vetor H € T,(S)™* tal que

H(N)=H-N, VN eT,(5)" (1.4)

O vetor H assim definido é chamado vetor curvatura média de S. Seja {e1, -+ e, 2}
uma base ortonormal de T,,(S)*. Temos que o vetor H pode ser escrito como

n—2
H = TI(H), (1.5)
k=1
em que I (H) é a projegdo de H na sua k-ésima coordenada em relagao a {ey,--- , €, 2}.

Definigao 1.42. Uma superficie S = (M, X) é minima se seu vetor curvatura média H
for nulo em todos seus pontos.

Em virtude de (1.4) e de (1.5), H = 0 se, e somente se, H(/N) = 0 para qualquer
N € T,(S)*.
Assim, usando (1.3) as superficies minimas sao caracterizadas por

tr(G='-B(N)) =0, (1.6)
ou equivalentemente

(< X0, Xy > Xuw —2 < X0, Xy > X+ < X0, Xy > Xo] - N =0.



Capitulo 2

Construgao das Superficies ST5;. (Parte

0

2.1 Resultados classicos

Nesta secao enunciamos algumas defini¢oes bésicas e teoremas conhecidos em superficies
minimas. Ao longo deste trabalho as superficies consideradas sao conexas e regulares.
Para maiores detalhes vide [10, 13, 17, 21, 23, 31, 32].

Teorema 2.1. Seja X : R — E uma imersao isométrica completa de uma superficie
de Riemann R num espaco E “flat”, completo e tridimensional. Se X é minima e sua
curvatura Gaussiana total fR KdA € finita, entao existe uma superficie de Riemann com-
pacta R e um mimero finito de pontos {py,pa,--- ,p,} tal que R e R\{p1,p2,- -+ ,pr} sd0
biholomorfas.

Teorema 2.2. (Representagao de Weierstrak) Sejam R uma superficie de Riemann, g e
dh uma fun¢ao e 1-forma meromorfas em R, tais que os zeros de dh coincidem com os
zeros e polos de g. Suponhamos que X : R — E, dada por

X) = Re [“(0non0n). (Gn0me) =3 (5 -0l rin2)an

esteja bem definida. Entao X € uma imersao minima conforme. Reciprocamente, toda
imersao minima conforme X : R — E pode ser expressa como acima para alguma funcao
g e 1-forma dh meromorfas.

Definigao 2.1. O par (g,dh) sao os dados de Weierstrafi e ¢1, ¢2, ¢3 as formas de
Weierstraf$ em R da imersdao minima X : R — X(R) C E.

Definicao 2.2. Uma superficie minima orientavel completa S é algébrica se admite uma
representagao de Weierstral tal que R = R\{p1,p2, - ,pr}, onde R é compacto e ambos
g e dh se estendem meromorficamente sobre R.

22
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Definicao 2.3. Sejam R e R como nos Teoremas 2.1 € 2.2. Um fim de R é a imagem por X
de uma vizinhanca perfurada V, de um ponto p € {p1,p2,--- ,p.} tal que ({p1,p2, -+, 0r }\
{p})NV, = 0. O fim é mergulhado se sua imagem ¢ mergulhada para uma vizinhanca de
p suficientemente pequena.

Teorema 2.3. Nas hipdteses dos Teoremas 2.1 e 2.2, os dados de Weierstraf$ (g,dh) se
estendem meromorficamente sobre R.

Definicao 2.4. Sejam X e Y superficies de Riemann e f : X — Y uma aplicagdo me-
romorfa nao constante. Chamamos grau de f a cardinalidade de f~!(z), V2 € C, e
denotamos deg(f).

Teorema 2.4. Sejam X e Y superficies de Riemann e f : X — Y uma aplicagdo holomorfa
nao-constante e propria. Entao existe um numero natural n tal que f assume cada valor
c €Y, exatamente n vezes, contando a multiplicidade.

Teorema 2.5. (Formula de Jorge-Meeks) Seja X : R — E uma superficie minima reqular
completa de curvatura total finita fR KdA. Se os fins de R sao mergulhados, entao

deg(g) =k+r—1,
onde k € o género de R = R\ {p1,p2, -+ ,p,} er € o niimero de fins.

A funcdo g é a projecdo estereografica da aplicacao normal de Gauk N : R — S? da
imersao minima X, isto é,

1
N=—".2 21 2 1),
\gp.%1(‘36{9}’ m{g}, |g| )

Ela ¢ um recobrimento (ramificado) de C. Além disso, [ KdA = —4mdeg(g).
O elemento de reta ds de X : R — E é dado por

1 1
ds = - +—)dm
20m o) lan

e a curvatura Gaussiana é dada pela seguinte férmula:

K:‘memmy

Teorema 2.6. Se 0 € uma curva em X (R) entdo vale:

2

dg/g
dh

i) o € assintdtica se, e somente se, %(U,) -dh(o’) € iR;

it) o € principal se, e somente se, %(0’) -dh(co’) € R.
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Teorema 2.7. (Principio da Reflexdo de Schwarz) Toda linha reta (respectivamente, ge-
odésica plana) numa superficie minima € uma linha de simetria rotacional (respectiva-
mente, simetria especular) da superficie.

Observacao 2.1. Se uma curva € invariante por isometria em uma superficie, entao esta
curva é uma geodésica. Agora, suponha que em uma imersao minima F : Q — R?, Q c C,
com dados de Weierstraf (g, dh), tenhamos uma curva o : I — € com g o a meridiano ou
equador de (@, e dh oo’ meridiano principal. Pelo Principio de Reflexdo de Schwarz em C,
temos que {a} = a([) é arco de circunferéncia, ou segmento de reta. Assim, reflexdo por
{a} mantém invariante a Primeira Forma Fundamental, donde ¢ isometria de S = F(£2),
e portanto « é geodésica. Além disso,

dg 1R, ou
E-dh € { R

Finalmente, por um resultado classico da Teoria de Superficies Minimas, segue-se:

(a) Nas condig¢oes do Teorema 2.6(i) temos: « ¢ geodésica, se e somente se, « ¢é reta,;
(b) Nas condigbes do Teorema 2.6(ii) temos: « é geodésica, se e somente se, a é plana.

O Teorema 2.6 nao exige que « seja geodésica.

Teorema 2.8. Seja 0 uma curva analitica em R tal que g(o) estd contida em um meri-
diano e®R ou no equador S*, e dh(c') C R ou dh(c’) C iR. Entdo o é uma geodésica de
R e uma linha de simetria.

2.2 Construcao da superficie STy

Consideramos a possibilidade da existéncia de uma superficie minima em R?® gerada por
uma peca fundamental P com fins Scherk.

Neste trabalho apresentamos a primeira superficie minima completa mergulhada em
R3 com curvatura total finita explicita de género arbitrario 2k e 2k fins Scherk, k& > 3,
que denotamos STs,. Mais especificamente provaremos

Teorema 2.9. Para cada natural k > 3 existe uma familia continua a um-pardmetro de
torres de sela minima mergulhada em R3, na qual qualquer membro STy, tem seu grupo
de simetria gerado pelas sequintes aplicacoes:

1. w-rotagdo em torno da linha [(cot £, 1,0)] C R?;
2. Reflexao no plano vertical Oxx3;

3. Reflexao no plano horizontal (0,0,1) + Oxqz,.

As simetrias 1 e 8 implicam que STy, sao invariantes pelo grupo de translacao G =
((0,0,4)). Além disso, STo,/G tem 2k fins Scherk e género 2k . As superficies STy, sao
mergulhadas em R3.
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Observemos que os items 1 e 2 fazem STy, invariante por p, definida como a composta
da rotagao de 7/k em torno do eixo Ozj e a reflexdo em Oxzyzy. A simetria p serd tutil
nas nossas construgoes.

Figura 2.1: Uma torre de sela de género 2k (k = 3).
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Provaremos o Teorema 2.9 utilizando o método de construcao reversa de Karcher,
assim obtemos uma lista de condi¢oes necessarias que devemos ter para a existéncia dessas
superficies. Estas nos permitem obter as equagoes algébricas para R, g e dh. Neste ponto,
aplicamos os Teoremas 2.1 e 2.2.

Desta maneira comegamos supondo que temos uma supericie minima como observamos
na Figura 2.1.

O quociente pelo seu grupo de translagao gera uma superficie de Riemann compacta
de género 2k que denotamos S. Agora, seja p o quociente de S pela simetria de rotacao de
90°/k em torno do eixo 3, composta com a reflexdo em Ox;xe. Portanto, a caracteristica

de Euler de p(S) é dada por:

oy X(S) 2%-1 1 1
x(p(S)) = o + o 2_k: 242 k—().

Entdo p(S) é um toro que chamaremos de 7.

2.3 A funcao z em S e a aplicagao de Gauf g(z)

Nesta secao estudamos as condi¢Oes necessarias para a existéncia da superficie minima
mostrada na Figura 2.1. Elas implicam uma equacgao algébrica para a superficie de Rie-
mann compacta S, junto com os dados de Weierstrak. Provaremos que a equacio algébrica
corresponde realmente a S em termos de seu género e simetrias. Também provaremos que
os dados de Weierstral levam realmente a um mergulho minimo de S em R? com as
propriedades desejadas: curvas de simetria, periodicidade, etc.

letra"U"

A
z=1/x(2) curva horizontal|fechada (de reflexdo)

s pto. regular

ﬁm Scherk

curva|Scherk

Figura 2.2: Valores de z em pontos especiais de S.

Chamemos S a superficie representada na Figura 2.1 e suponhamos que seja uma
imersdo minima em R®. Como vimos na se¢io acima p(S) ¢ homeormorfo ao toro 7.
Assim, podemos considerar a fungao p : S — T assumindo valores no toro e também
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como em [36], uma fungao elitica Z " T — C definida no toro, como vemos na Figura 2.3.
Definimos a aplicagao z : S — C como z := Z'" o p. Neste caso, a aplicagao de Gauls em
S leva a uma fun¢ao meromorfa g em S como vemos na Figura 2.4.

Observacao 2.2. Existe uma relacao biunivoca entre a funcao elitica Z : T'— C definida
em [36] e a nossa fungao elitica Z' : T' — C, determinada pelo biholormorfismo 7;, : D — D
dado por

Z—a
7; Z) = T
(2) 1—aZ
onde D é o disco de raio 1 e centro 0 em C e a = —z. Sendo —1 < x < y < 1, existe
A= L= € (0,1) como imagem de Z num ponto do toro 7' de forma que T,(\) =y e

1—yx
T.(0) = x. Assim, nossa fungao elitica Z’' ¢ uma transformagao de Mobius da fungao Z

definida em [36]. Portanto a funcio p em S realmente tem como imagem o toro retangular
T, e a funcao elitica Z’ estd bem definida.

1
X
y
1 1
N

Figura 2.3: O toro T com valores de Z'.

Figura 2.4: Valores de g em S.

Entao, os correspondentes valores de z e g (incluindo as suas multiplicidades) estao
indicados nas Figuras 2.2 e 2.4. Baseados nisto, obtemos a seguinte relacao entre g e z:
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L F=1 g o\ 2
1—yz Tr—z

em que ¢ é uma constante real com |c| = 1. De fato, das Figuras 2.2 ¢ 2.5 no segmento
em que z(t) = €™ 0 <t <1, temos |g| = 1 e operando adequadamente

k—1 2k
Ak zZ—y 1 -2z
o }:‘0(1 ) ( )
—yz T —z

14k)im /K

)

obtemos |c| = 1. Para z = 1 temos g = e! . Portanto de (2.2) obtemos que ¢ = 1.
Observemos que as fungdes em ambos os lados de (2.2) possuem os mesmos zeros e polos,
incluindo as multiplicidades.

AX,

Figura 2.5: A peca fundamental vista de cima e os correspondentes valores de g.

De (2.2) e baseados nas Figuras 2.2 e 2.5 podemos resumir os valores de g e dh. Certo,
apesar de ainda nao termos definido esta tltima, podemos considerar seus valores nas
curvas de simetria como segue:

Observacao 2.3. Veremos na Secao 2.5 que dh, nos trechos 2 e 3 da Tabela 2.1, assume
valores complexos com partes real e imaginaria nao-nulas. Isto é, nessas curvas dh(z') ¢
R U:R.
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| trecho || valores de z | valores de g | valores de dh(z') |
1 2(t)=e™ 0<t<1 lg =1 € iR
2 —-l<z<ux g< -1 ¢ RUIR
3 r<z<-—1 g>1 ¢ RUIR
4 2(t)=¢€e™, —1<t<0 lg| =1 € iR
5 l<z<y € —ie®m/FR c iR
6 y<z<1 € —e/*R €R

Tabela 2.1: Valores de g e dh nas curvas de simetria.

Em verdade queremos aplicar os Teoremas 2.6 a 2.8, que fornecem condigoes suficientes
para provar a existéncia de curvas de simetria. A superficie pode ser menos simétrica do
que haviamos suposto, sendo que nestas curvas a simetria nao pode ser provada pelos
Teoremas 2.6 a 2.8.

Com isso, provamos que os valores de g em todas as curvas especiais da superficie de

Riemann S sao consistentes com o vetor normal unitério sobre a superficie minima S em
R3.

2.4 As involugoes da superficie S

Nesta secao apresentamos involucoes importantes de S, uma vez que estao relacionadas
as simetrias de S em R®. Baseados nas Figuras 2.2 ¢ 2.5 e em (2.2), podemos resumir
estas involugoes na seguinte tabela:

’ simetria H involugao \ gE< ‘
2(t)=e™ 0<t <1 (z,9) — (1/2,1/9) St
-l<z<ux (z,9) = (Z,9) (—o0, —1)
r<z<—1 (z,9) — (2,9) (1,00)
z(t)=e™, —1<t<0| (2,9 — (1/z,1/g) St
l<z<y (z,9) — (2, —€™*g) | —ie®™ /R
y<z<l1 (z,9) = (z,e2™Fg) | —e™FR

Tabela 2.2: Involucdes da superficie S.

2.5 A diferencial altura dh em termos de z

Agora estamos precisando de uma expressao para a forma diferencial dh. A superficie
possui fins Scherk e devido a isso dh é meromorfa. Seus zeros ocorrem exatamente onde
g =0 ou g = oo, e seus polos sao determinados pelos fins de S.
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Figura 2.6: Pélos e zeros de dh em S.

Para a forma diferencial dz, observamos que onde z = y (ponto marcado com X na
Figura 2.2) temos dz = 0 de ordem 4k — 1. Para mostrarmos que isto é valido, seja z = y
de multiplicidade 4k em S. Tomemos uma carta local ¢ em uma vizinhanca de 0. Temos
a série de Taylor

z0( =y +aul™® + ag ¢+

donde

d
d—z = QA4 4/{3C4k_1 -+ A4k+1 ° (4]{3 + 1)<4k + ...

Logo, para ¢ = 0 temos dz = 0 de ordem 4k — 1. De maneira andloga, onde z = x
temos dz = 0. Para verificar isto, seja z = x de multiplicidade 2 em S. Tomemos uma
carta local ( em uma vizinhanca de 0. Temos a série de Taylor

zo(=x+a(*+az(® +as* + -+

donde

dz
d—C:ag-2C+3a3C2+---

Logo, para ¢ = 0 temos dz = 0 (zero simples). Podemos ver os divisores de dz e dh/dz
na Figura 2.7.
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(a) ()

Figura 2.7: (a) Valores de dz em S; (b) Valores de dh/dz em S.

Para obtermos dh, se considerarmos a forma diferencial dz, teremos que analisar os
zeros e polos da fungio f = (1 —yz)(y — z). Como observamos na Figura 2.8(a), a partir

daqui basta mostrar que existe uma funcao F' na superficie de Riemann compacta S tal
que F = f-dh/dz, donde

(a) (b)
Figura 2.8: (a) Valores da funcdo f; (b) Valores de f - dh/dz em S.
H4 pontos distintos (fim e ponto regular) de S, nos quais z assume o mesmo valor. E

preciso diferi-los. Para isto consideramos as seguintes func¢oes representadas nas Figuras
2.9 a 2.11, onde
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{

A
—— X — ——
X y 1
fim Scherk _ ponto reg. SCherk
g fim Scher
I+y
Figura 2.10: A funcdo w = (1_2)2— 1_—yQeafuméuol—i
g T G 142 14y ¢ w

A 1-z i
i z 1+z
ponto reg.
——— ¥ V/;> X O >
X b% \ 1-y 1- x
. 1+y 1+x
fim Scherk it
: . 5A 1=2
Figura 2.9: A fungao 17=.
z fim Scherk ]_i[l—_yj A
w ,173"/ wll+y
pto. regular/—\ I+y /_\

corresp. a curva U
180°

~1 2

/ o Pomtoreg.

V2

ponto reg.

[,

N

fim Scherk

corresp. a curva U

fim Scherk

Figura 2.11: A funcao F =

C \/5 ponto reg.

M

i (1=
-2 (52,

1-y

1+y

).
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1—2\° 1—y 2
v = -\
1+x 1+y
/1
w=1-1 (1),
v \1+y
1—2\° 1—y 2
w = ——,
142 I+y

estd bem definida numa superficie de recobrimento R, como veremos mais adiante.
Deste modo encontramos uma fungao

;:\/1_1(1;9)
w\1+y

Portanto temos que F f - % nao possui poélos nem zeros, donde é uma constante. Entao,

F
dh ~ —dz,
f
em que F' = 1/F resultando em
c-dz
dh = — 2.3
,F' f’ ( )

onde ¢ é uma constante. Vejamos que ¢ = 1. De fato, como o trecho 5 da Tabela 2.1
é representado por uma reta, a terceira coordenada de (2.1) tem que ser zero. Como
](1_3 € iR e considerando que em (2.1) calculamos a parte real de uma integral complexa,

a constante ¢ tem que ser real. Assim, ela se comporta como fator de homotetia para a
formula de X, podemos entao escolher ¢ = 1.

Figura 2.12: Valores da funcdo F em S.
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Conforme o Teorema 2.1 a forma dh pode ser definida utilizando-se ¢, dg, z e dz. Mas
isto pode-se tornar numa expressao muito complicada. Entao, usamos a raiz quadrada
como visto acima. Ela néo esta bem definida em S, mas é bem definida num recobrimento
de S que chamamos R. Assim, para obter uma representacao da superficie R consideramos

a funcao
f:\/l_i(l;y),
w\1l+y

WP Af

(14 2)2(1 4 y)?’
2 o 11 +2%(1—y)?
A Y e B

donde

obtendo-se assim o polinémio
az’ +bz+c=0,

onde a, b e ¢ dependem de F e constantes complexas, resultando em
b+ VA
N 2a

A formula (2.2) pode ser reescrita da forma

z

A3k71(g) . ng_l + ...+ Ao(g> =0.
Colocando neste polinémio a fungao z acima obtemos uma igualdade
+VA - B, = Es,

onde E; e FEy sao polinomios, isto é, livre de raizes. Elevando ao quadrado ambos os
lados da igualdade, conseguimos o polinémio P(g, F) = 0 que relaciona as fungoes g e
F, e representa a superficie R que é o recobrimento procurado de S. As funcdes ¢ e
F estdo definidas em R. Através de uma funcdo projecdo B conseguimos levar ¢ em S,
B(g,F) = g. Nio existe uma funcio projecio que leve F em S, j4 que se conseguissemos
tal projecao ela teria que ser escrita em forma de raizes, mas as raizes nao estao bem
definidas em S.

Por tanto estamos escrevendo dh numa outra superficie R onde as rafzes estao bem
definidas e que é um recobrimento ramificado de S. Mas para efeitos praticos de calculos,
seguiremos utilizando as raizes quadradas.

Agora podemos analisar dh nas curvas de simetria da Tabela 2.1, observando que

an == L. %
f F =z

No trecho y < z < 1, F ¢é real positiva e f & real negativa. Como se trata de uma

curva z(t) = t, temos que dh(z’) € R. Para 1 < z < y F ¢é imaginaria negativa donde

(2.4)
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dh(z') € iR. Para os trechos 1 e 4 temos z(t) = ™, 0 <t < le —1 <t < 0,

i z 1, 1 z 3
respectivamente. Observamos que 7Ty Ty O ambos os trechos ;e F sao

reais portanto dh(2') € iR, dado que £ € iR.

Da Tabela 2.1 vemos que as z-curvas nela listadas, 2 e 3, sdo geodésicas pois g(z) esta
contida em um meridiano ou no equador de S? e dh(z') C R ou dh(z') C iR. Além disso
estas geodésicas sao planas no caso das curvas 1, 4 e 6 pois dh(z') - dg(2')/g(z) € R, reta
no caso 5 pois dh(z’) - dg(2')/g(z) € iR. Assim estas quatro curvas tornam-se linhas de
simetria da nossa superficie S. Como vimos na Observacao 2.3, no caso das curvas 2 e 3
(isto ¢ a curva U) da Tabela 2.1, dh(z') ¢ RUR. De fato, para z(t) = ¢, =1 < t < z,
temos 7 € R, e a fungao F ¢ R U R, donde dh(2') ¢ RUR. Veremos mais tarde que
para estes dois casos nao se trata de curvas de simetria.



Capitulo 3

Construgao das Superficies ST5;. (Parte
IT)

3.1 Os problemas de periodo

Nesta se¢ao analisaremos os problemas de periodo. Como observamos na Figura 2.5, um
problema de periodo é dado pela curva na Figura 3.1(a) partindo do ponto x. Esta sobe
e logo vai da direita para a esquerda, percorrendo assim o contorno da peca; ao subir e
depois ir da direita para a esquerda, estamos saindo do plano x5 = 0 e queremos voltar a
este plano.

1)
A
Y X, BU

(@) (b)

Figura 3.1: As curvas dos periodos.

Um outro problema de periodo seria dado pela curva U na Figura 3.1(b). Quando
desce e sobe os comprimentos dos segmento A e B tém que ser os mesmos na vertical. Ao
fazer este trajeto a curva tem que voltar na mesma altura. Como esta se refere somente a
integral de dh, e esta é uma raiz, ao descer temos uma raiz negativa e ao subir uma raiz
positiva, resolvendo assim automaticamente este problema de periodo. Observemos que
isto deve-se ao fato de dh ser escrita usando raiz quadrada, uma maneira particular do
caso geral. Este seria uma expressao de dh usando os termos (z, g,dz, dg) cuja existéncia,
é garantida pelo Teorema 2.2. Mas tal expressao nao é facil de ser encontrada. Se
tivéssemos tal expressao, ela englobaria o caso geral de dh e também um problema extra

36
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de periodo, sendo que os comprimentos dos segmentos A e B nao seriam os mesmos devido
a outros parametros livres que dariam diferenca nas alturas. Entretanto, usando a raiz
quadrada temos somente dois parametros livres x e y, pois aqueles parametros extras
estao particularizados em S. Eles seriam reconheciveis na equacio de R.

Portanto sao dois problemas de periodo que se convertem num tinico problema, dado
que estamos trabalhando com uma féormula de dh que particulariza uma expressao geral
em termos de (z,g,dz,dg), com valores particulares em S devido a fixarmos uma raiz
quadrada.

3.2 Solucao dos problemas de Periodo.

Nesta secao faremos a solucao do problema de periodo da superficie, que ja foi comentado
anteriormente. Para isto analisaremos as seguintes equagoes nos trechos da Figura 3.1(a):

S (L (f:;)k_l (= > o

dh = ! dz , (3.2)
1_ -y (I —yz)(y —2)
w(l4y)

onde

1-2\" [(1—y\’
w = ) (=2 (3.3)
142 I+y
Observemos que, de acordo com os ramos de raizes que escolhemos, 1 = e**+1)7™ parg

o trecho z(t) =t, y <t <1 (sela—ponto regular) (vide Figura 2.5) . Assim obtemos

k—1 1

’ t—y \ * [1—at)\?
= ¢k [ L . 3.4
g ‘ (1—yt> (t—w) (3:4)

Agora no trecho z(t) = €, 0 < t < 7 e lembrando que 1 possui 4k rafzes, temos

k—1 1
) ) it ik —it\ 2
i ikt [y — € Tr—e
g=—ek -e ik (y — ez’t) (—x — ) . (3.5)

Analisamos w mais cuidadosamente ao longo do trecho z(t) =t, y <t < 1. De (3.3)
obtemos
_ 20—yt —y)
(I+t)(1+y)
Fazendo Y =i(1 — y)/(1 +y) temos




38 CAPITULO 3. CONSTRUCAO DAS SUPERFICIES STy, (PARTE II)

Y 1 0+ -y)

w2 /0-yt)(t—y)

1 dt
\/1 L aea-ye (T=yt)(y —1)

donde
dh =

(1—yt)(t—y)
Portanto

! dt
" (O —yt)(t— )2+ (L+6)(1—g)/2)2 (L=t —y)P/" (3.6)

Por outro lado, em geral de (3.2) e (3.3) segue-se que

w o 2/(-y)z—y) A+y) 25V Ay +y) —(1/z+2)

Y (A+2)(14y) i(1—y) Vz(1/z +1)(1 - y)
¢ B 1/y dz/z
i = i(l—y) Wy— 2wz =1

1_—
w(l+y)

_ 1/y dz/z

Ci(l—y) et =My +y)

w(l+y)

Em particular, para z(t) = e, 0 <t < 7, resulta

B: VIV —2cost+ (1/y +y)
(1 —y)cos(t/2)

[[_Y \/ (1 — y)(cos(t/2))
VI(/y+y —2cost)t/2

Z/y dt

\/1 f(l/y+y 2cost)1/? (1/y +y)

Portanto

(3.7)

Agora, como mencionamos na Secao 3.1, associada a curva que sobe a partir do ponto
x saindo do plano xs = 0, como vemos na Figura 3.1(a), calculamos
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1 1
IF = Re/ dodh = Re/ <3 —|—z’g)dh. (3.8)
Yy Yy g
Para isto consideramos (3.4) e (3.6) e obtemos
! t 1\ Y t TtV
e {8 () ) (2
Y 11—ty t—x 1 -ty t—x

1 . dt (39)
(A =yt — 2+ 1+ (1 —y)/24? [A—yt)t -y | ‘

Faremos a analise da integral I¥ considerando uma mudanca de varidvel ¢t = y + s*.

Assim,

—y) 1/ 4k —k-l -1/2
]k;| R (1-y) ik 1 = (1—x(y+ S4k>
H(yx) 0 1 — y2 — sty (y + s*) — x

T 1/2
_pin/k 2(k—1) 1 NE -y + ) /
1—y2 — sty (y+ s%) —

1 4kds
\/\/ (1 — y2 — s¥hy)(stF) + Loy VI —y? — sty

Y

2

lembrando que y € (0,1) e z € (—1,0). Fazendo (y,x) — (0,—1) temos

4kds
Vst 4 (1+2s4k)

1
B,y = Be i /O [—emin/k _ gin/k g2(k=1)]

portanto

1
Ik
1|( 0 1—|-82]C

0,~1)

= Re{ 4k\/§z/ [—e’”/k — e”/ks%k’l)] i} . (3.10)

Vamos observar o que acontece com (3.10) quando k = 3

1 1 .4
: ds , s*ds
3 _ S| —im/3 _ im/3
11}(07_1)_36{ 12\/52{ e /0 il /O 1+36H'
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Como

/ . :%(—\/gln(sz_\/gs+1)+\/§1n(32+\/§8+1)

1+ 56
—2arctan(v/3 — 2s) + 4 arctan(s) + 2 arctan(2s + \/5)) + K,

/ s'ds = % (\/gln(sz—\/gs+1)—\/gln(SQ—l—\/gs—l—l)

1+ 58
—2arctan(v/3 — 2s) + 4 arctan(s) + 2 arctan(2s + \/3)) + Ko,

sendo K; e K, constantes, temos que:

Y| gy = Re { i12v/2 [e7™/3(0.90377) + €™/3(0.14343)] } :

k ~
It| g _y) = —11.17447.

Agora analisamos a integral IF quando (y,z) — (0,0):

4kds

(S% X 1+284k ) 1/2

)

1
I Z/D [eim/kgk _ gim/k =2k 2(k=1)]

portanto

- ' —im T - ds
Iﬂ(o,o) = Re{ Z4/€\/§/0 [—e Ikg?k _ gim/kg ?] } (3.11)

14 52
Em particular para k = 3, (3.11) torna-se

: ! 5% : b2
3 _ . __—iw/3 s-as _iw/3 S s
]1‘(0,0)_R€{ 212\/5[ e /0 5 a0 e /0 6| [

bd 1
/S ! :E[\/gln(sz—\/gs—l—l)—\/gln(32+\/§s+1)+123—|—

1+ 5

onde

+2arctan(v/3 — 2s) — 4arctan(s) — 2 arctan(2s + \/5)] + K,

/ — B _% [\/gln(s2 —V3s+1) — V3sIn(s* + V3s + 1)—

1+ 6

—2arctan(v/3 — 2s) + 4 arctan(s) + 2arctan(2s + v/3) + 12] + Ky,
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sendo K3 e K, constantes. Temos que — Iﬂ(o 0) diverge para —oo, Vk.

Continuando com a curva d que vai da direita para a esquerda conforme vemos também
na Figura 3.1(a), e com o objetivo de voltar ao plano x5 = 0, calculamos

j= Re/ dodh = Re/ (3 + ig) dh, (3.12)
(63 (6 g
em que « é a semicircunferéncia superior a(t) = €, com 0 < ¢t < 7. Assim de (3.5) e
(3.7) resulta
T it -5 —it -3
I = Re 2/ {[—e_kme_i(k:;l)t ( v -t) : (x —° m ) 2
0 y—et r—e
Lo kL L1
i it [y —et\ F fp—eh2
—eke ik , .
Yy — et r — et

) dt
iy } (3.13)
\/1 (1—y)(cos(t/2)) 2cost — (1/y +y)
f(l/y-l—y 2cost)1/2

Comegamos a analise de I} e fazendo (y,z) — (0, —1), temos

[k 2101y = = Re 2/ {{—eléﬂei(gm (62”) ( Ll >
0
. ) _ it 1/2 _
o (e“) ( l—e ) } idt }
—1—e /1 + cos t/2

& —i(4mt(k—1)) i(dmtt(k—1))
= Re |:_@ ik —e 1k } ,
0 1+ Cos(t/Q)

% T A +t(k — 1) dt
I ’(0 ) = —2Re {/o Ccos ( i ) T o)) } : (3.14)

Para k = 3, (3.14) reescreve-se como

T 2m +t dt
3
I ‘(0 = —2Re / cos( 5 ) - ,
0 + cos(t/2)

mas 0 <t < 7 implica

—-1/2

portanto
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2 t 1
—2§—200$<7T+ ) <2,
6 1+ cos(t/2)
donde
—21 < I§’| < 2.

(0’71)

Por tltimo analisamos a integral I5 quando (y,z) — (0,0) e de (3.13) obtemos

4 i —1 L\ — k=2 .
IS‘(O,O) = Re Z/O { |:—e]z7r . 64(2;‘1% <62'Lt> k4k1 (ezt)

e ey (o |
1+ cos(t/2)
e / [—ei(M_jIEHI)) B 6-1‘(4#;}2(1@4-1))} dt |
0 1+ cos(t/2)

portanto

o~ oped [T (ATt 4D dt
I3]0 = —2R {/0 ( n )\/HTS(t/z)} (3.15)

Agora para k = 3, (3.15) torna-se

1'3!(0’0) = —QRG{/;COS (W;t> \/H—c(ftois(tﬂ)}’

e 0 <t < mimplica

m—1 1
—2 < —2cos < 2,
3 V14 cos(t/2)

21 < Lj’\(w) < 2.

donde

Portanto

3 ~
Y] gy ~ —11.1747,

21 < Ig’ < 2m,

|(o,—1)

obtendo —I} > I3. Agora,

_Iﬂ(om -
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2 < [5"(070) < 2,

donde —I} < I3 em (0,0). Assim, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe um ponto
(y*,2*) no qual —I} = I3, como queriamos.

Agora vamos provar o seguinte resultado, que conclui esta secao:
Lema 3.1. Para qualquer natural k > 3, existe um ponto no qual —IF = I}.

Demonstracao. De (3.10), —Iﬂ serad crescente com respeito a k exatamente quando

(0771)

- % . (—5_2 + 111‘95;5) é crescente com respeito a k. Mas isto é claro para a funcao
sin(w/k)

Gy © também para a funcio —s 2 + Lis—>

1452k
é crescente com respeito a k. Além disso, para todo k > 3 temos

Uma vez que ambos sao positivos, entao

k
—2r < ]§|(0,71) < 2m,

—2m < I}|(0,0) < 2,

porque temos estas desigualdades para k = 3, e os mesmos calculos conduzem ao caso
geral. Portanto _I{{‘(O,—l) Z _I§|(0,—1) > ]§|(07_1), e também —Iﬂ(op) = -0 < I§|(070).
O

3.3 Mergulho das superficies ST5;. em R?

Recapitulamos que a superficie de Riemann compacta S é dada por (2.2), onde (x,y) é
o ponto a que o Lema 3.1 se refere. Temos dh definido em S, com uma expressio local
dada por (2.3). Do Teorema 2.2, isto define uma imersao minima X : R — R3 onde
R = S\{p1,p2, - ,par} € {p1, P2, ,par} sd0 os fins de S. Nesta se¢do iremos mostrar
que X é um mergulho.

3.3.1 Analise dos zeros e po6los para dg

Temos que deg(dg) = —xg = 4k — 2. A Figura 2.4 sugere k + (2 + 2)k = 5k polos para
dg. Como deg(dg) = Nr zeros (dg) - Nr poélos (dg), devemos ter 9k — 2 zeros para dg.
Agora é preciso encontrar estes zeros. Da Figura 2.4 temos k — 2 zeros no ponto de sela.
Temos k pontos umbilicos na curva horizontal do meio e outros k£ pontos umbilicos na
curva horizontal de cima, totalizando 2k pontos, e cada um gera 2 zeros para dg. Até
agora temos 5k — 2 zeros. Na reta inferior existe um ponto em que g possui uma inflexao,
logo um ponto em que dg = 0. O mesmo ocorre na reta superior e assim obtemos mais
4k zeros, totalizando 9k — 2 zeros como suptunhamos.
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3.3.2 Hipobteses sobre a curva U

Veremos mais adiante que a curva U nao é uma curva de simetria. Entretanto, esta
secao mostra como sao simplificados os argumentos para a demonstracao do mergulho
da pega fundamental, se a curva U fosse de simetria. A maioria destes argumentos sera
aproveitada na demonstracao do caso efetivo, em que a curva U nao é de simetria.

Como mencionamos antes, P é a peca fundamental de S. A regiao sombreada na
Figura 3.3 representa o dominio fundamental de P.

Figura 3.2: Dominio fundamental Figura 3.3: Dominio fundamental
no toro 7. de P.

Seja R a regiao sombreada do circulo na Figura 3.4. A imagem D desta regiao pela
aplicacao g é a regiao do plano complexo descrita na Figura 3.4. Como esta se encontra
no semiplano inferior, N(R) esta contido num hemisfério de S? = C, isto é, existe uma
dire¢ao em que a projegao ortogonal do dominio fundamental X (R) é uma imersao, e por
conveniéncia tomamos na diregao de Oxy. Dessa forma, (z1,23) : R — R? ¢ uma imersao
quando ¢ restrita ao interior de R.

g
1 ’

-1
X y tn\\//
k\:"

\/

Figura 3.4: Imagem D = g(R).
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A projecao do dominio fundamental do plano x5 = 0 possui quatro alternativas que
estao indicadas na Figura 3.5.

\/

ey

Ryl
R \/

(a) (b)

A X, A X,

0

(© (d)

Lo4
\/
>

Figura 3.5: Possiveis projecoes do dominio fundamental em x5 = 0.

A curva em forma de U é convexa. De fato, na se¢ao 3.1 vimos que

- ‘<|g| +21/|g|>4 dzf/lg

Assim, K = 0 se, e somente se, dg se anula na curva U. Veremos que isto nao acontece.
De fato, pela anélise da subsecao 3.3.1 sobre a curva U nao existe nenhum ponto em que
dg = 0. Portanto, sua curvatura nunca se anula, sendo entao convexa.

Assumindo o caso inicial, em que U, é uma curva de simetria, os contornos que obser-
vamos na Figura 3.5 estao coerentes. Uma vez que (x1,23) é uma imersao para R, ela é
aberta e continua. Assim, sua imagem ¢ um subconjunto aberto conexo de R?. Portanto,
dois caminhos quaisquer da imagem de OR por (z1,xs) sdo disjuntos. Por causa disto,
a intersegdo dada na Figura 3.5(b) ndo pode ocorrer. Os casos (3.5)(c) e (3.5)(d) nao
ocorrem pois g é nao singular na curva U. Logo (z1,x3) s6 pode realizar o contorno da
Figura 3.5(a).

Desta forma (21, x3) é uma imersao cujo contorno é uma curva mondtona, isto é, uma
curva C! por partes tal que seu vetor tangente se anula apenas para um conjunto discreto
de pontos.

Denotamos por G o interior de (x1,z3)(R) correspondente a regiao sombreada da
Figura 3.5(a), temos que G é simplesmente conexa. De fato, a regido G é conexa, agora
considerando o bordo de (21, 23)(R) e 0 Teorema da Curva de Jordan, temos que C — G
é conexa. Logo pelo Teorema 1.12, GG é simplesmente conexa.

2
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Considerando R C C, podemos estender continuamente (z1,73) para (x1,73) : R —
C tomando (z1,x3)(c0) = oo. A pré-imagem de qualquer ponto em (z1,25)(R) ¢ um
conjunto finito de pontos, caso contrario eles se acumulariam em um certo p € dR, o
que é uma contradi¢ao. Portanto é uma aplicacao de recobrimento de ‘R para uma regiao
simplesmente conexa (x1,23)(R).

Assim, (x1,23)|r ¢ injetora. Portanto, (x1,z9,73) : R — R® ¢ um grafico e um
mergulho.

Sendo que neste caso, estamos assumindo que a curva U é de simetria, garantimos que
este grafico esta contido em um prisma, isto é uma regiao convexa de R3. Como a superficie
S esté gerada por reflexdes, rotacoes e translagoes partindo do dominio fundamental de P,
entao um prisma nao vai interceptar nenhum outro. Logo, a superficie é sem intersecgoes.

Observacao 3.1. No Capitulo 2 ao analisarmos as curvas de simetria do dominio funda-
mental de P, surgiu a questao da curva U ser uma linha de isometria. Como mencionamos
na demonstragao anterior assumimos que esta curva é de isometria. Mas mostraremos que
isto nao ocorre. De fato, se ela fosse uma curva de simetria, estaria no plano z;z3. Sua
conjugada seria um trecho de reta, o vetor normal ao longo do trecho seria o mesmo pois
sua projecao estereografica ainda é g real. Assim terfamos uma reta horizontal perpen-
dicular a este plano. Mas na conjugada dh é idh. Assim, a parte real de idh teria que
ser zero, pois a terceira coordenada nao pode ter contribuicao alguma. Logo, dh de S
tem que ser real na curva U. Mas isto nao é verdade, porque dh possui valores reais e
imaginarios nao-nulos em U. Isto provém de (2.4), ja que os valores de F nao sao reais
nem imaginérios puros em U (vide Figura 2.11).

3.3.3 Mergulho da peca fundamental

Como vimos na Observacao 3.1, a curva U nao é uma curva de simetria e agora faremos
a demonstragao do mergulho tendo este ultimo fato em consideragao. Usaremos as idéias
de [40], em que também se trabalha com uma curva que nao ¢ de simetria. Primeiro
observemos nossa pe¢a fundamental na Figura 3.6 (duas copias, parte frontal em azul e
parte traseira em amarelo). Também vemos os respetivos valores de z, isto ¢, dois circulos
um sobre o outro (na cor verde).

Observamos agora na Figura 3.7 os valores da aplicagdo g para estas regioes. Nesta
figura chamamos de I' o segmento de curva horizontal que corresponde & imagem da
curva U pela aplicagao z; T" divide o interior dos circulos da esquerda (observemos que um
circulo esta sobreposto ao outro) em duas componentes disjuntas A e B, correspondentes
as regioes sombreadas na Figura 3.6. Agora faremos a analise do mergulho da peca
fundamental para cada uma das regioes sombreadas. Usaremos alguns argumentos vistos
acima, quando assumimos que a curva U era de simetria.

A imagem da aplicagao g é dada por duas regioes do plano complexo, como vemos
na Figura 3.7. Tirando a curva I' do dominio fundamental, como vemos na Figura 3.8,
observamos mais claramente os dois setores do plano complexo.



3.3. MERGULHO DAS SUPERFICIES STy; EM R3 47

Figura 3.6: Valores de z em algums pontos da peca fundamental.

Figura 3.7: Valores de g em alguns pontos.

Como g é a projegao estereografica da normal de Gaufs, temos que N(A) e N(B) estao
cada qual totalmente em um dos hemisférios de S2. Isto ¢, existe uma direcdo em que a
projecao ortogonal do dominio fundamental é uma imersao, e por conveniéncia tomamos
Ozy. Dessa forma, (z1,73) : A — R? e (21, 73) : B — R? sao ambas imersoes.

Agora analisaremos a imersao (zy,73) : A — R? sendo que (7,23) : B — R? ¢é
analoga.

A projecao do dominio fundamental no plano xo = 0 possui quatro alternativas que
estao indicadas na Figura 3.5. A curva U é convexa. De fato, como ja vimos a curvatura
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Figura 3.8: Valores de g em alguns pontos distintos da curva U.

gaussiana para superficies minimas é
2
dg/g

2 4
()
lg| + 1/l dh

Assim, K = 0 se, e somente se, dg se anula na curva U. Pela analise feita na subsecgao
3.3.1, quanto aos zeros e polos para dg, esta nao se anula sobre U. Portanto, a curvatura
de U nunca se anula, sendo entao convexa.

A partir daqui também podemos concluir que os casos (c) e (d) da Figura 3.5 nao
podem acontecer, senao terfamos inflexdes em U e isto contradiz o fato de g ser nao
singular nesta curva.

Lembremos que (z1,z3) é uma imersao para A e para B. Além disso, suas imagens
sao subconjuntos abertos conexos de R?. Portanto, dois caminhos quaisquer da imagem
de 0A por (z1,x2) sdo disjuntos, e o mesmo ocorre para 3. Por causa disto, a interse¢ao
dada na Figura 3.5(b) nao pode ocorrer. Logo (z1,x3) s6 pode realizar o contorno da
Figura 3.5(a).

Dessa forma (21, x3) é uma imersao cujo contorno é uma curva mondtona, isto é, uma
curva C'* por partes tal que seu vetor tangente se anula apenas para um conjunto discreto
de pontos.

Considerando A C C, podemos estender continuamente (z1,z3) para (21, z3) : A —
C tomando (zy,x3)(c0) = oo. A pré-imagem de qualquer ponto em (zy,z3)(A) ¢ um
conjunto finito de pontos, caso contrario eles se acumulariam em um certo p € 0A, o
que é uma contradicao. Portanto é uma aplicacao de recobrimento de A para uma regidao
simplesmente conexa (21, 23)(A). Assim, (z1,x3)|4 ¢ injetora e pelos mesmos argumentos
(71, 23) : B — R? também ¢é injetora.

Assim, (z1,79,73) : A — R ¢é um grafico e um mergulho. De maneira analoga
(71,22, 73) : B — R3 ¢ um mergulho.

Portanto temos dois graficos e as duas pegas se encontram na curva U que nao é de
simetria, teremos assim um prisma dobrado contendo as duas pegas. Poderia acontecer
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-1 1

Figura 3.9: Dominios fundamentais no toro.

que uma pega encostasse na outra ou a intercepte, mas isso nao é possivel. Tirando
as curvas que formam o bordo, nao podemos ter uma peca tangenciando a outra pelo
Principio do Méaximo para Superficies Minimas. Também nao é possivel ter uma peca
atravessando a outra. De fato, se isso acontece, nao ocorre nos fins, pois os fins Scherk
sao assintoticos a planos, cada um vai para um diedro diferente. Se acontece que uma
peca atravessasse a outra serd dentro de uma bola de R3. Agora afastamos as pecas,
mas seguindo com este procedimento conseguiremos uma tangéncia entre as pegas o que
contradiz o Principio do Méaximo para Superficies Minimas. Portanto, nao existe auto-
intersecao ente as duas pecas coladas. Assim, temos um prisma duplo comparado com
o caso em que a curva U fosse de simetria, e uma pega mergulhada, isto ¢ sem auto-
intersecoes. A superficie S seré gerada por este prisma duplo, através de reflexoes, rotacoes
e translagoes garantindo assim a nao existéncia de auto- intersegoes na superficie toda.



Capitulo 4

Programagao em MATLAB (Parte I)

Neste capitulo apresentamos a programacao MATLAB que fez possivel gerar as superficies
STye. A Figura 5.54 ilustra o caso k = 3. MATLAB ¢é uma abreviacao de MATrix
LABoratory, programa desenvolvido e distribuido pela MathWorks.

Faremos inicialmente uma pequena revisao historica de como foram implementados
computacionalmente os diversos procedimentos do método de H. Karcher, para a cons-
trucao de superficies minimas em R3. Em seguida analisaremos as ferramentas, sub-
programas e programa principal que gera a superficie minima.

4.1 Uma breve revisao historica

Hermann Karcher, professor da Universidade de Bonn (Alemanha), foi quem comengou a
estruturar, junto a representacao de Weirstrafs, rotinas computacionais para gerar super-
ficies minimas com a finalidade de dar maior consisténcia ao seu método desenvolvido na
década de 80. Trata-se de um método de construcao reversa que comega com um esboco
da figura da superficie. Inicialmente, a implementagao de seu método utilizou a lingua-
gem de programagao BASIC, que pelas limita¢oes da época nao permitia produzir figuras
no espaco, mas somente uma dada vista da superficie. Foi ao final da década de 90 que
Valério Ramos Batista, atualmente professor da Universidade Federal do ABC (Brasil)
retomou os trabalhos de H. Karcher, agora em linguagem de programacao MATLAB.

4.2 Sub-programas do programa principal

Com a finalidade de gerar as superficies ST, usamos a programagao MATLAB cons-
truindo um programa principal que centraliza sub-programas, cada um deles com uma
finalidade especifica.

20
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4.2.1 Programa Cplot.m.

Programa implementado por H. Karcher que desenha as linhas da malha z complexa.

E=» Cplotiz)
E»»

15

05

| | | | | |
0 045 1 145 2 25 5

Figura 4.1: Malha complexa.

4.2.2 Programa de integracao

As rotinas do programa de integragao foram implementadas por Karcher em MATLAB
para a integragao complexa. Porém, assim como na se¢ao anterior, nao iremos expor o
codigo destas rotinas, por respeito aos direitos autorais.



52 CAPITULO 4. PROGRAMACAO EM MATLAB (PARTE I)

4.2.3 Programa de solucao dos problemas de periodo

Como vimos na Secao 3.1, temos que resolver um problema de periodo dado pela curva

da Figura 3.1(a). Temos assim as equagoOes integrais I; e [, dadas em (3.9) e (3.13),

respectivamente. O programa indica que este problema possui solu¢ao mostrando um

cruzamento de curvas, donde concluimos que existe um ponto no qual I, = —1I;.
Comencamos a analise do programa:

function solvepp (varargin)

i 0.15;
k= 3;
[-0.9:.1:.1]:

X

for ii=1:lengthix])
Il{ii)=simpsonil,=x(ii), v, k30,0, (1-7v) .7 (1/4/k)):
IZ{ii)=simpsoni(2,=x(ii), v, k,30,0,pi):

end;

plotix,-I1,x,I12):

Algoritmo 1: Solugao dos problemas de periodo.

Temos nimeros positivos y e k e teoricamente —1 < x < y. Do ponto de vista
numérico, ndo podemos fazer com que x assuma os valores extremos. E por isso que x =
[-0.9:.1:.1], uma vez que estamos trabalhando com integrais cujo integrando possui
polos. Computacionalmente, isto gera erro de calculo (overflow). Lembramos que [;
representa a integral sobre a curva que parte do ponto x no plano x5 = 0 e logo sobe,
e I, representa a integral sobre a curva que percorre o contorno da peca da direita para
esquerda. Queremos que [; + I, = 0, o equivalente a encontrar um cruzamento dos
graficos de —1I; e I,. Para isto usamos plot(x,-I11,x,I2), que fard o desenho das curvas.
O comando for ii=1:length(x) ¢é para fazer percorrermos os valores de x(ii) desde 1
até o comprimento do x. Para o trecho y < z < 1, temos que o integrando de [; em (3.9)
possui polos. Afim de eliminar os polos faremos uma mudanca da variavel ¢ € (y, 1) para
uma nova variavel 0 < s < (1 —y)/4/%) Passamos agora a calcular a integral I;, o que é
feito usando o método de Simpson, a saber

I1(ii)=simpson(1,x(ii),y,k,50,0,(1-y). " (1/4/k)).

Na continuagao veremos o significado de cada uma das entradas deste comando. O
namero 1 da primeira entrada se refere & primeira integral I;, os x(ii) sao valores de
x percorridos pelo comando for, o que resulta em diferentes integrais; y e k sao valores
que se ingressam ao comego do programa. Quanto ao ntimero 50, refere-se as divisoes do
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intervalo de integracao. Por tultimo, as entradas 0 e (1-y) .~ (1/4/k) correspondem aos
extremos do intervalo de integracao.

function v=simpson(which,x,v,k,N, za, ze)

t=[1:N]-0.5;

zm=za+( (ze—-za) /N)*t; % zm contains the midpoints of all subintervalls
me=fct (which, %, v, k, z2m) ;
vt=sumiwm) * (ge—za) /N; % middle-tangsnt-trapsezium integration

z=[1:N-1]: % NOT n, but n-1

zs=za+|((ze—-za) /N)*s; % zs contains the endpoints of all INTERIOE subintervalls
ws=fct (which,®, v, Kk, 23):

ws=((fct (vhich, %, v, k, za) +fct (vhich,x, v, k,ze) ) /2+sum(ws) ) * (ze—-za) /I;

w=(ws+2*vtL) /3; % simpson integration

Algoritmo 2: A integracao de Simpson.

A integracao de Simpson efetua chamadas ao integrando fct, mais precisamente
fct(which,x,y,k,zm).

Como vemos, a fungao fct depende dos pardmetros which,x,y,k,s. Observamos que,
nesta parte do programa, aparece o comando switch which, onde which indica diferentes
integrandos. Nesta construgao temos dois casos, I; e I5.

function w=fct (which,x, v, k,s)

switch which

case 1
L=y+s." (4*%k) ;
eXpryg = -expi(i*pi/k) ./ (1-v*t) .~ (1/4-1/4/k) . *({1-=*t) ./ (t-x)) .~ {1/2):

g = exXprg.*s.” (k-1):

exprh = 1./sgrt( sgrt{{l-v%c).*it-v)) + (1+t).*{1-7)/2 )./ (1-7%t) .~ (3/4) *4*k;
dh = exprh.*s." (k-1);

w=real (i* (exprh. /exXprg+g. *dh) ) :

-

case 2
t=s3:
g=—exp (i*pi/k) Fexp (i*c* (1/4+1/4/k)) . * {(y—exp(i*t)) ./ (y-exp(-i*c))) .~ (1/4-1/4/K) ...
L ix—exp(-itt) ) LS iH—eNp (iFE) ) ) 0L/ 2)
dh=ii/v)./sqrt (1+i1-v) . *cos(t/2) ./ (sgqrei{v) *il/v+v-2Fcos(t) ).~ (L/2))) ./ (L/v+7-2Fcosit));

w=real (i*(1./g+g) .*dh) :
end;

Algoritmo 3: Algoritmo dos diferentes integrandos.

No case 1, como haviamos mencionado acima temos a mudaca de varidvel de t para
s, sendo t=y+s.” (4xk). Assim, a integragdo é em termos de s, e nao mais de t, isto
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mostra uma vantagem do célculo numérico, que quando se faz um mudanga de variavel
nao é preciso escrever a expressao de toda a integral em termos de s. Esta encontra-se
abstraida em uma funcao t(s). Lembremos que as integrais da tese sao em termos de t e
com a mudanga queremos integrar em s. Para isto fazemos dt(s) = t'(s)ds e justamente
este t'(s) permitird que o polo desaparega na integragao em s.

No capitulo anterior vimos a equagao de g** em (3.1), que implica na equagao de g em
(3.4). Nesta fazemos notar que aparece o fator —e'™/k Este fator aparece ao calcularmos a
raiz de ordem 4k de (3.1). Existem 4k raizes possiveis, mas temos que escolher aquela que
corresponda ao comportamento do vetor normal unitario sobre a curva na qual estamos
trabalhando. Notamos que no programa aparece a expressao:

exprg = -exp(ixpi/k)./(1-y*t). (1/4-1/4/k) .x((1-x*t)./(t-x)).~(1/2),

com a escolha adequada da raiz. Agora comparando-a com (3.4), vemos que falta o termo
t — y, mas isto é compensado em

g = exprg.*s.” (k-1).
Da mesma maneira trabalha-se com expressao de dh:

exprh =1./sqrt(sqrt((1-y*t) .*(t-y))+(1+t) .x(1-y)/2) ./ (1-y*t) .  (3/4) *4x*k,
dh = exprh.*s.”(k-1).

Nela, o termo dt(s) é omitido, mas é desta forma que H.Karcher elaborou as rotinas:
precisamos somente da funcao a ser integrada. Finalmente em

w=real (ix(exprh./exprg+g.*dh)),

tomamos o integrando da ¢2. Observamos que exprh./exprg substitui dh./g para
evitar 0/0 quando t assume o valor y. Assim termina o case 1 obtendo os valores
fct(which,x,y,k,s) para calcular a integral

I1(ii)=simpson(1l,x(ii),y,k,50,0,(1-y) . " (1/4/k),

para véarios valores de ii.
O case 2 ¢ analogo, e obtemos os valores de fct(which,x,y,k,s) para calcular a
integral

I2(ii)=simpson(2,x(ii),y,k,50,0,pi-1.001),

em que 0 e m — 1.001 sao os extremos do intervalo de integracao. Neste caso fazemos
uma mudanca trivial de variaveis t=s ja que a integracao é toda em s. Como vimos,
¢ preciso escolher raizes da ¢** de forma que corresponda ao comportamento do vetor
normal unitario.
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Figura 4.2: Solug¢ao numérica dos problemas de periodo.
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Capitulo 5

Programagao em MATLAB (Parte II)

5.1 Programa principal

Nesta secao estudaremos o programa principal que gera as figuras MATLAB das super-
ficies STy, como ilustra a Figura 5.54. Observaremos que este processo muitas vezes é
reverso em suas respectivas etapas.

O comando [t,s] = meshgrid(T,Y) transforma os vetores T e Y em matrizes t e s,
as quais sao usadas para calcular fungoes de duas variaveis e tracar superficies em espagos
tridimensionais. As linhas de t sdo copias do vetor T e as colunas de s sao copias do vetor
Y.

5.1.1 Obtendo o dominio fundamental numérico

Comecaremos analisando os procedimentos para obter a Figura 5.2, que é a representagao
numérica do dominio fundamental, isto é o disco unitario tal como vemos na Figura 5.1.

A

—@— X —>
X y 0.2
04}
06
08
Figura 5.1: Dominio Figura 5.2: Dominio fundamental
fundamental. numeérico.

26
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Para isto precisamos do comando meshgrid, que gera a malha da Figura 4.1. Aplica-
mos o comando meshgrid aos vetores T e Y

[t,s]=meshgrid(T,Y)

para depois definirmos z=t+i*s e obtermos uma cole¢ao de complexos em malha. Fazendo
Cplot(z) podemos visualizar um retangulo, isto é a malha que querfamos, em que a
vertical varia de 0 a 2 e a horizontal varia de 0 a w. A finalidade da malha obtida por
z=t+i*s é a seguinte: como a horizontal sempre varia de 0 a 7 para diferentes valores de
s, podemos montar uma colecao de arcos de elipses e gerar a Figura 5.2. Por exemplo,
para s=0 temos o arco superior da circunferéncia em azul, e para s=1 temos o segmento
horizontal amarelo de x a y que representa uma elipse degenerada. Este processo continua
para os arcos de elipse que estao na parte inferior. Assim, para s=2 temos o arco inferior
da circunferéncia. Desta maneira obtemos um disco com duas fendas, como era nosso
primeiro objetivo. Para isto procuramos um disco simétrico unitario com duas fendas e
um segmento horizontal unindo os pontos -X e X, dado na Figura 5.3.

06r

D4+

0.2r

Figura 5.3: Disco simétrico unitério.

Este ultimo é feito usando uma transformacao de Mobius para obter X dada por
X = (y-AA)/(1-AAxy),

em que AA=((x*y+1) -sqrt ((x*xy+1) "2-(x+y) "2))/(x+y). Os arcos de elipse para obter
o disco unitario simétrico sao montados fazendo

z=a.*cos(real(z))+i*b.*sin(real(z)),
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onde a=(1-X)*abs(imag(z)-1)+X e b=1-imag(z). Finalmente, usando a inversa da

transformacao de Mobius que define X, obtemos
z=(z+AA) ./ (1+AAxZ) ,

e assim conseguimos a figura do dominio fundamental da superficie, isto é o disco unitario
da Figura 5.2.

5.1.2 Fazendo desvios

Os integrandos do Teorema 2.2 apresentam singularidades nos pontos z, y, 1 e —1 do disco
unitario, que representa o dominio fundamental. Isto impossibilita os cilculos numéricos
na programacao MATLAB. Para evita-los é preciso fazer desvios no dominio fundamental
numérico da Figura 5.2, nestes pontos. Além disso para o trecho de curva que vai do
ponto y ao ponto 1 na pega fundamental da superficie, temos que fazer uma concentragao
de linhas com o objetivo de suavizar a curva e evitar que ela apareca em baixa resolucao.
Estes desvios e concentracao de linhas aparecem nas Figuras 5.4 e 5.5.

mn

04l ' s“\ '

s ——
“ L

I 1 1 I I
0 02 04 06 08 1 12

N2

ol N \
01 0.2f ="";"l Il;’

D3F

04}

N5k

i 08 06 o 02 0 . - .
Figura 5.5: Concentracao de linhas no

Figura 5.4: Desvios nos pontos —1 e x. trecho de y a 1 e desvio no ponto 1.
Observamos que devido aos desvios trabalhamos com pontos perto das singularidades,
produzindo assim erros de integragao pelo fato do integrando assumir valores proximos
de +00 ou —oo. Estes erros serao corrigidos mais adiante no programa.
A titulo de exemplo de como foram feitos os desvios, analisaremos o desvio em = e um
caso para a concentracao de linhas. Para o ponto x utilizamos os seguintes comandos

z(L1/2-1,1) =x-0.02*%(2+1i);
z(L1/2, 1) =x+.01;
z(L1/2+1,1) =x-0.02*%(2-1);
z(L1/2-1,2) =x-0.04-0.03%1;

z(L1/2+1,2)

=x-0.04+0.03%1;
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obtendo o desvio da Figura 5.6.

1 1 L 1 ! 1 ]
-0.5 -04 -03 -0.2 -01 0 01

Figura 5.6: Desvio no ponto =x.

Para observar um caso da concentragao de linhas, usamos
z(1:L1/2-2,0L2-2) =(z(1:L1/2-2,L2-1)+z(1:L1/2-2,L2-2))/2;
z(1:L1/2-2,12-3) =(z(1:L1/2-2,L2-2)+z(1:L1/2-2,1.2-3))/2;

obtendo a Figura 5.7. Notemos que ao fazer o desvio no ponto y esta é dada pela linha
vermelha e nao deve-se cruzar com as outras linhas vizinhas; os dois comandos acima sao
um exemplo de como evitar este cruzamento, fazendo médias com linhas proximas para
afasté-las do desvio (linha vermelha). Dependendo dos valores de x e de y que tomemos
inicialmente tal cruzamento pode ocorrer ou nao.

=

Figura 5.7: Concentracao de linhas no segmento de y a 1.

04 0.5 0.6 0.7 0.8

5.1.3 Separando malhas

Devido ao fato do MATLAB trabalhar sobre o plano complexo C, e nao sobre @, quando se
aproxima do oo surgem dificuldades ao montar a malha de z que precisam ser resolvidas.
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Isto pode ser visto ao calcular (;i)2 nas Figuras 5.8 e 5.9.

sof
500

200 ] 40f

300+

200 1 201

100+ 1 W
0 S -

100 - 1 20t

=

200}
300 -40F
400}
_50 L
500}

I I I I L I 1 | | 1 1 1 I I 1 1
-400 -200 0 200 400 600 800 1000 -80 50 -40 20 0 20 40 60 80

Figura 5.8: (ii)Q Figura 5.9: Aproximando (L’rj)g
Ao calcular 1/(1 + z) como vemos na Figura 5.10, observamos linhas com valores que
se aproximam do co de duas maneiras: a primeira pela linha vertical que esté indo para
+i00 e —ioo, e a segunda pela linha horizontal, isto é a parte real positiva. A causa do
problema é a auséncia de uniformidade na distribuicao da malha. Ao calcular o quadrado
da linha vertical, observamos que esta vai abruptamente para —oo na reta real.

0.06 -

0.04 -

0021

-0.02f

-0.04

006

lI] é 1I0 1I5 2I[] 0.112 U.ll-rl 0.-“16 0.:15 05 U.ISZ 0.‘54 U.IEE U.ISS U.IG
Figura 5.10: 1/(1 + z). Figura 5.11: Aproximando 1/(1 + z).
Assim, se continuamos trabalhando com a malha z como até agora, teremos entrela-

camento. Por causa disto é que separamos a malha z em trés pedacos 21, 22 € 23 como
aparece nas Figuras 5.12, 5.13 e 5.14.



5.1. PROGRAMA PRINCIPAL 61

08 06 04 02 0 02 04 06 08 08 06 -04 02 0 02 04 08 08 01 -005 0 005 01 015 02 025 03

Figura 5.12: Trecho z;. Figura 5.13: Trecho z,. Figura 5.14: Trecho zs.

O problema sera concentrado no pedago z3 e corrigido por intervencao como veremos
mais adiante. Como a malha z foi separada em trés pedacos, temos que a malha ¢ foi
também separada em trés pedacos como vemos nas Figuras 5.15, 5.16 e 5.17.

Figura 5.15: Pedago ¢;. Figura 5.16: Pedago gs. Figura 5.17: Pedago g3.

Justamente o trecho g3 é problematico. Obtemos assim a malha g na Figura 5.18 que
pode ser comparada com a Figura 2.5 dos valores da g, observando que para o caso k = 3
esta é simétrica.

P T S
\\\,

Figura 5.18: A malha g.
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Note o detalhe da Figura 5.19, que mostra o resultado dos desvios em z = y, e faz que
g nao se aproxime de zero.

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 5.19: Aproximando a malha g.

Para calcular dh precisamos calcular w como vimos no Capitulo 3. Uma vez que a
malha z foi separada em trés pedacos, o calculo de w também foi separado em trés no
programa, como ilustra a Figura 5.20. Justamente nesta etapa resolve-se o problema de
sinal no trecho z3 ao fazer W1 = -R(2,W21)

Wzl
Wz

(1-21) .~2./ (1421) .~ 2472}
{1-22) ."2./ (1422) .~ 247" 2;
{1-23) ."2./ (1423) .~ 247" 2;

wi
W2
w3

—B(Z,W21);
B(Z,U22);

B(Z,W23);

Figura 5.20

Ao calcular w em separado, obtemos as Figuras 5.21 e 5.23.

Através das figuras podemos ver a influéncia de W1 = -R(2,W21), isto é, trocar o sinal
da raiz, ja que unindo as Figuras 5.21 e 5.23 obtemos uma malha desembaragada. A
opcao W1 = R(2,W21) é dada pela Figura 5.24, mas ao se juntar a Figura 5.21 estamos
forcando uma uniao que produz uma malha entrelacada.
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Figura 5.21: W2 e W3. Figura 5.22: Aproximandose de W3.

20 1 0

15- 1 5r

10- . ot

| | | | | |
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Figura 5.23: W1. Figura 5.24: -W1.

Agora analisaremos o caso de tracar dh. Para isto, observamos que matematicamente
nao faria sentido pelo fato de se tratar de uma forma diferencial dh = ?dz. Na progra-
macao MATLAB optamos por chamar simbolicamente dh a ? para conseguir visualizar
seus valores. Assim como no caso de g, os célculos para dh foram também separados em
trés, como nas Figuras 5.25 a 5.27, sendo esta tltima onde foi concentrado o problema.

Notamos que podemos juntar as Figuras 5.25 a 5.27, como na Figura 5.28. Nela ocorre
sobreposicao mas isto era de se esperar pois trata-se de uma projecao.
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Figura 5.25: Valores de dhl e dh2. Figura 5.26: Aproximacao a dhl e dh2.
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Figura 5.27: Valores de dh3. Figura 5.28: Valores de dhl, dh2 e dh3.

Como vimos anteriormente, para evitar pontos que vao para infinito fizemos um desvio
(na forma de um diamante cor vermelha). As corre¢oes seguem-se partindo z, g, e dh em
trés pedagos, concentrando o problema em z3, g3, e dh3. No caso deste tltimo temos
a Figura 5.29, que precisou ser corrigida (a causa da presenca de um vaivém de linhas).
Para isto fizemos dh3(2, :)=-dh3(2,:) e obtivemos assim a Figura 5.27. Podemos fazer
a corre¢cao mudando o sinal ja que a féormula da dh é composta por raizes quadradas,
permitindo-nos escolher a raiz adequada pois sabemos que a superficie é suave.
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Figura 5.29: Valores de dh3 com o problema.

5.1.4 Integracao numeérica

Nesta subsecao discutimos as integracoes complexas. Para isto usamos as rotinas de
integracao complexa implementadas por H. Karcher no programa MATLAB, permitindo-
nos obter a imersao dada pelo Teorema da Representacao de Weierstrafs

1

X(p) = Re/ (¢1, D2, B3), (01, P2, 03) = i(é -9, é + 19, 2>dh‘

Esta integral produz trés componentes, correspondentes a cada coordenada. Pelo fato
de termos separado a malha z em trés partes, cada uma destas origina trés novas integrais.
Lembramos que o problema se concentra no terceiro trecho. Notemos que no programa
[ gdh & chamada GH, e [ dh/g é chamado HG. Assim temos
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HG1 = stower_int(n,z1,dhl./gl);
GH1 = stower_int(n,z1,gl.*dhl);
H1 = stower_int(n,z1,dhl);

HG2 = stower_int(n,z2,dh2./g2);
GH2 = stower_int(n,z2,g2.*dh2);

H2 = stower_int(n,z2,dh2);

HG3 = stower_int(n,z3,dh3./g3);
GH3 = stower_int(n,z3,g3.*dh3);
H3 = stower_int(n,z3,dh3);

Agora analisamos o integrando da terceira coordenada, representado por dh, papel
que no programa serda adotado por H, como ilustra a Figura 5.30 colando os trechos H1,
H2 e H3.

05F

NEF

Figura 5.30: Colando H1, H2 e H3. Figura 5.31: Aproximagao de H1, H2 e H3.

Na Figura 5.31 vemos as trés pecgas deslocadas, tendo a origem como ponto de jungao.
Da forma como as pecgas aparecem na figura, estas sugerem um encaixe. Elas nao aparecem
encaixadas dado que ao fazer integracao complexa utilizam caminhos. As rotinas de
integracao complexa de H. Karcher comecam com extemo inferior z(1, :). Assim, o ponto
z(1,1) constitui a base da integragao, que resulta na origem (motivo pelo qual cada uma
das trés pegas sempre tém um ponto na origem). Isto é, quando H. Karcher consegue
a primitiva depois da integracao complexa, ela sempre passa pela origem correspondente
ao ponto z(1,1). Mas como dividimos a malha z em trés, os pontos-base z1(1,1),
z2(1,1) e z3(1,1) nao coincidem. A tarefa seguinte é transladar os trechos de uma
maneira adequada. Fazemos
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vec=H1(end-1,1)-H2(2,1);
H2=H2+vec;

em que vec=H1(end-1,1)-H2(2,1) indica a defasagem entre a figura de H1 e H2. Obtemos
a Figura 5.32, na qual observamos que as pecas foram coladas perfeitamente.

14+
12+

0.8}
06}
04+
02}

02f
04k
06F

] 2 0 2 s 6
Figura 5.32: Colando H1 e H2. Figura 5.33: Aproximacgao de H1 e H2.
Agora colaremos as pecas anteriores a malha H3, como ilustra a Figura 5.35. Nela

observamos que as trés pecas quase se encaixam. Isto se deve aos erros de integracao que
corrigiremos logo em seguida.

141

12+

At 4 08
06

02r

5 i 02F

04}
06k

25

b b U ’ ' : Figura 5.35: Aproximacgao de H1, H2 e
Figura 5.34: Colando H3 a H1 e H2 . H3.

Juntamos tudo na malha H e corrigimos a desfasagem de H3, fazendo
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H=H1;H(end+1, :)=H3(2,:);
L=length(H2(:,1));
H(end+1:end+L,:)=H2(1:L,:);

o que resulta na Figura 5.36.

1 1 1 1 1
4 -2 0 2 4 6

Figura 5.36: H.

Figura 5.37: Aproximacao de H.

Agora, os comandos
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u=real (HG-GH) ;
v=real (i* (HG+GH)) ;
w=real (H);

geram as trés coordenadas da representagao de Weierstrafs. Elas geram a Figura 5.38,
proxima daquela que queremos, mas ainda com algumas imperfei¢oes. Por exemplo, ainda
temos um desvio na curva U e falta a curva suave indo para o ponto de sela. Portanto é
preciso corrigir esta Figura.

4 2 i 2 4 B 8 o 12 14
Figura 5.38: (u,v,w).

Comecamos a correcao fazendo Z=u+i*v, que é uma proje¢ao no plano w=0 como sugere
a Figura 5.38, obtendo a Figura 5.309.
Agora nos concentramos em corrigir a ponta apresentada na Figura 5.40, fazendo

Z(L1/2,1)=(Z(L1/2-2,1)+Z(L1/2+2,1))/2;

z(L1/2-1,1)=(Z(L1/2-2,1)+Z(L1/2,1))/2;

Z(L1/2+1,1)=(Z(L1/2+2,1)+Z2(L1/2,1))/2;
o que resulta na Figura 5.41. O comando

Z(L1/2,2:3)=(Z(L1/2-1,2:3)+Z(L1/2+1,2:3))/2;

resolve o problema, como mostra a Figura 5.42.



70 CAPITULO 5. PROGRAMACAO EM MATLAB (PARTE II)
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Figura 5.39: (u,v). Figura 5.40: Aproximacao de (u,v).

Figura 5.41: Primeira corregao. Figura 5.42: Segunda correcao.

Uma vez obtida esta ultima Figura 5.42 fazemos
Z(:,1)=real(Z(:,1))-0.08x%i;

e obtemos a Figura 5.43, na qual podemos visualizar um segmento horizontal.

Notemos que a Figura 2.1, da superficie que estamos construindo, é uma figura mo-
tivacional. Este recurso é largamente utilizado, vide por exemplo http://www.impt.univ—
tours.fr/~traizet/minimal.html, onde algumas figuras foram coladas, e também [40].
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10F

Figura 5.43

Figura 5.44

O recurso motivacional oferece uma visao gréafica da superficie, permitindo rotagoes,
ampliagoes e coloragao. Em nosso caso, os valores de x e y estao muito préoximos e as
alcas tornam-se muito pequenas, além de que os fins Scherk sao muito largos, fazendo-a
inviavel de se gerar computacionalmente com valores que realmente solucionam o problema
de periodo. Por isso, nesta parte iremos forcar o fechamento dos periodos.

Fazemos

vec=Z(2,end)-Z(L1/2-2,end);
Z(L1/2,end)=real (Z(L1/2-2,end))-imag(Z(L1/2-2,end)) *cot (angle(vec)) .
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Assim, enviamos a sela para o eixo real, como na Figura 5.45 e deslocamos Z=Z-Z (L1/2,end)
para obter a Figura 5.46, em que a sela coincide com a origem. Isto facilitard nosso tra-
balho quando realizarmos rotagoes e reflexdes.

15F 15r

05F 05+

05+ 4 06+

Figura 5.45 Figura 5.46

Na continuagao, temos que devolver os valores as primeiras coordenadas u e v da
representacao de Weierstrak, fazendo u=real (Z) ;v=imag(Z) ;.

Similarmente fazemos as outras correcoes realizando projegoes nos planos v=0 e u=0,
isto é, Z=u+i*w e Z=v+i*w.

Depois disto conseguimos a Figura 5.47. Fazendo uma reflexao no plano x;z3 obtemos
a Figura 5.48. Rotagoes e reflexoes resultam nas Figuras 5.49 a 5.52. Continuando com
rotacao seguida de reflexao no plano xiz9, temos a Figura 5.53. Por tltimo, usando
translagao obtemos a Figura 5.54.
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Figura 5.47: Dominio fundamental de P.

Figura 5.48: Reflexao no plano xjzs.



CAPITULO 5. PROGRAMACAO EM MATLAB (PARTE II)

74

Figura 5.50

Figura 5.49

Figura 5.52

Figura 5.51

Figura 5.53
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Figura 5.54: Uma torre de sela de género 2k (k = 3).
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Capitulo 6

Programacao em Evolver

Neste capitulo apresentamos a programacao em Evolver que, similarmente ao MATLAB,
torna possivel gerar as superficies STy, sendo o caso k = 3, ilustrado pela Figura 2.1.
Continuamos assim com a implementacao computacional dos procedimentos do método
de H. Karcher, para a construcao de superficies minimas em R3.

6.1 Surface Evolver

Evolver é um programa gratuito desenvolvido por Kenneth A. Brakke, professor da Sus-
quehanna University, Estados Unidos. Consiste de um programa iterativo, que modela
superficies minimizando uma energia submetida a vérias restrigoes dadas, por exemplo,
pelos bordos. Evolver faz convergir uma superficie inicial para um minimo da energia
(podendo ser esta a area, a gravidade, etc.) mediante um método de decrescimento do
gradiente da energia. A superficie inicial é implementada através de uma triangulagao,
que ¢ introduzida através de coordenadas para os vértices, para as arestas ordenadas, e
listas ordenadas de arestas para as faces (vide |3, 34]).

Com a interatividade de Evolver, além de definirmos a superficie inicial e a energia
para minimizagao, podemos alterar as propriedades ou a evolugao da superficie durante o
processo de minimizacao, de modo que seja realizado da melhor maneira possivel, no sen-
tido de estética visual. Evolver também mostra os graficos das evolu¢des com movimentos
em tempo real e permite exporti-los em varios formatos.

Comentamos que a superficie inicial esta associada a uma energia, que é minimizada
por Evolver através de iteragoes. Cada iteracao consiste em que a triangulacao inicial
seja substituida por outra. Para isto, calcula-se o gradiente da energia total em cada
vértice, como funcao da posicao deste vértice. Este vetor gradiente indica a diregao
em que o vértice serd movido para ser localizado na direcao de chegada. Logo, estes
vetores gradiente sao submetidos as restri¢oes que foram especificadas anteriormente, por
exemplo, que alguns lados sejam fixos ao longo do processo. Na continuagao, é calculada a
magnitude do gradiente em cada vértice, para conhecer a magnitude do deslocamento ao
qual ele sera submetido. Finalmente, conseguimos uma nova triangulacao, mais préoxima
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do minimo de energia que a original.

6.2 A superficie inicial

A superficie inicial é introduzida através de um arquivo de texto, que a partir de agora
chamaremos arquivo de dados, e pode ser criado com qualquer editor de textos. Por
exemplo, o gedit do Linux. Geralmente ¢ salvado com a extensao .fe (facet-edge).

A superficie (complexo simplicial) é definida a partir de seus dados geométricos de
cada dimensao, isto é vértices, lados, faces e poliedros.

e Vértices: Um vértice é um ponto do espaco, dado por suas trés coordenadas re-
tangulares.

e Lados: Todos os lados sao objetos unidimensionais, sendo cada um deles um seg-
mento orientado por seus vértices extremos.

e Faces: Uma face é um poligono orientado, definido por um ciclo de trés ou mais
lados. O normal associado a uma face é dado pela orientacao no seu bordo, de
acordo com a regra da mao direita. Devemos tomar cuidado com as orientagoes das
faces adjacentes, para que sejam compativeis.

e Poliedros: Um poliedro é um conjunto de faces no espacgo, determinado por sua
fronteira, que sao bordos faces. As faces sao usadas para calcular ou prescrever o
volume, a energia gravitacional, etc. Para definir um poliedro, as faces pelas quais
é delimitado devem estar orientadas compativelmente com o vetor normal externo.

Nao existem restrigoes quanto a quantidade de lados que podem concorrer num vértice,
ou quanto a quantidade de faces que podem compartilhar um lado. Desta maneira pode-
mos modelar qualquer topologia na superficie inicial, incluindo topologias nao-orientadas.
Um dado interessante para ressaltar é que os célculos internos sao feitos sempre supondo
que as faces sao triangulos. Isto é feito de maneira virtual, ja que se uma face tiver mais de
trés lados, Evolver internamente cria um vértice no interior da face e faz o traco de lados
a partir deste novo vértice para aqueles que originalmente tinham a face. Isto justifica
que no programa seja feita uma disting@o entre as palavras faces (faces em geral) e facets
(faces triangulares). Observemos também que uma face ndo necessariamente tem que ser
plana: pode acontecer que sua fronteira seja uma poligonal de pelo menos 4 vértices nao
coplanares.

Cada um dos elementos que constituem a configuracao inicial sao dados numa linha do
arquivo de dados junto com uma numeracao, que Evolver usara para se referir ao elemento.
As numeracoes sao independentes para cada uma das quatro se¢oes da configuracao inicial,
que sao precedidas por uma palavra chave: vertices, edges, faces e bodies. Depois de
definir cada elemento, na mesma linha, serao colocadas seus atributos, por exemplo: ser
fixo, ou estar submetido a uma restrigao, etc.
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Uma vez que Evolver tenha lido o arquivo de dados, esta pronto para receber comandos.
Isto é feito no modo comandos, quando a linha “Enter command:” aparece.
Agora veremos alguns comandos:

e Digitando s, o que quer dizer show, saimos do modo comandos para entrar no modo
grifico, onde vemos o estado atual da evolucao. Isto é, a superficie inicial.

e O mouse giraré a figura em tempo real. Estando no modo grdfico mantendo pressi-
onados z+ mouse, entao faremos um zoom sobre a figura.

e Analogamente, pressionando t+ mouse, conseguiremos transladar a figura.

e f (facets), ¢ também um comando grafico, que faz transparentes as faces. Digitando
novamente f as faces ficam opacas tal como no inicio.

e Semelhante ao anterior, para fazer transparente os lados digitamos e (edges).

e Outros comandos graficos sao +, -, com os quais podemos alterar a espessura dos
lados .

e Se quisermos voltar ao inicio, digitamos R (reset).

Por outro lado, fazendo click direito do mouse sobre uma porcao da superficie na janela
grafica, estaremos escolhendo o vértice, lado ou face sobre o qual esta situada a ponta do
cursor. Assim na janela de comandos, aparecera o nimero que corresponde ao elemento
escolhido.

Quando escolhemos um vértice, podemos girar a figura com o mouse, tendo esse ponto
(do vértice) como centro do giro através do comando grafico F.

Para conhecer outras opgoes graficas, digitamos h (help) quando o mouse esté sobre a
janela grafica.

Com a finalidade de sair do modo grdfico e voltar para o modo comandos, digitamos q
(quit) somente uma vez. Se digitamos q duas vezes, Evolver sera fechado.

Quando estamos no modo comandos, trabalhamos com comandos de somente uma
letra, fazendo uma distingao entre maitisculas e mintisculas. A letra é as vezes seguida de
um numero. Por exemplo:

e g n permite fazer n iteragoes (go).
e r refina (refine) a triangulagao da superficie.
e s mostra (show) a superficie na tela.

e u equiangulation modifica uma configuragao por outra com a mesma combinatoria
mas com faces mais “regulares”. O comando V permite fazer algo similar, sendo
recomendéavel usar os dois comandos depois de refinar.
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e q (quit) fecha o programa. Com este comando também conseguimos sair do modo
grdfico.

O processo ‘refinar-iterar” pode se repetir sempre que o computador tiver memoria
suficiente. Também podemos usar seqiiéncias predefinidas de comandos para que Evolver
siga um script prédeterminado. Por exemplo, o script gogo do nosso programa que vere-
mos mais adiante.

Quando queremos sair digitamos a letra q, uma vez para comegar com um novo ar-
quivo de dados e duas vezes para sair de Evoler.

Devemos considerar as seguintes propriedades

Valence: E um atributo de cada vértice ou cada lado. Para um vértice, indica o
numero de lados que dele partem. Para um lado indica o nimero de faces que dele
partem.

Refine: Subdivide um lado ou uma face. Para refinar um lado, introduz um novo
vértice no centro do mesmo dividindo-se em duas faces adjacentes. Para refinar uma
face Evolver produz um novo vértice no meio da mesma, fazendo o tragado desde
este novo vértice até os vértices originais da face.

Show: Mostra na tela elementos de uma triangulagao, por default nos mostra todos.

Podemos escrever comandos usando uma sintaxe de tipo SQL (structured query
language), que se usa com base de dados. Em geral uma sintaxe consiste em 4
partes:

“acao” + “elemento” + where + “premissa que se aplica aos elementos submetidos
a a¢ao”. Por exemplo

— “ag¢ao” pode ser refine ou show, mas temos outras opg¢oes como list,
delete, set, fix.

— “elemento” é o elemento genérico de uma triangulacao, podendo ser vértice,
aresta, faceta ou poliedro.

— A premissa é a condi¢ao logica que tem que satisfazer o elemento para que a
acao seja aplicada.

e Podemos também especificar a cor para uma face e as vezes € util designar cores
diferentes as duas faces de uma superficie. Fazemos isto definindo cada face, através
por exemplo do comando frontcolor + nome da cor ou backcolor + nome da cor.
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6.2.1 Exportando figuras

Para exportar figuras com Evolver, primeiro devemos sair do modo grafico usando g, e logo
digitamos: P. Desta maneira estamos ordenando exportar a visao atual da configuracao.
Evolver responde com diferentes comandos gréficos:

Pixar Produz arquivos com a extensao quad de quadrilateral.

00GL Comando similar ao anterior, também produz arquivos com a extensao quad.
Postscript Produz arquivos ps.

Triangle Produz arquivos sem extensao.

Softimage Produz arquivos com a extensao mdl.

OFF Produz arquivos ASCII sem extensao.

Em nosso caso escolheremos a terceira opg¢ao (postscript). Com ela com esta opcao
Evolver pergunta varias outras para configurar o arquivo grafico. Respondemos com sim

€¢

y b

> ou nao ‘“ n ’’. Assim sio:

show grid lines? Se respondemos y, desenham-se todas as arestas. Se responde-
mos n, elas sao omitidas.

do colors? Neste caso a resposta y indica que os lados e as faces serao desenhados
com as cores predefinidas e com sombreamento. Se respondemos n, todos os lados
serao desenhados em preto e todas as faces em escala de cinza.

do labels? (i for ids, o for originals) Mostra os digitos que identificam
os dados da triangulagao. Se teclamos ENTER, nenhum digito serd mostrado.

Por tltimo, nos sera perguntado um nome de saida para o arquivo. Nao devemos in-
troduzir a extensao ps, ja que o programa designa isto automaticamente. O arquivo
de saida sera colocado no mesmo diretério onde estamos trabalhando.

6.3 Problemas de fronteira livre

Evolver pode considerar fixo o bordo de uma superficie, conforme acontece por exemplo
no problema de Plateau. Ressaltamos que este tiltimo é somente um caso particular dentre
outros problemas de minimizac¢ao de area. Os principais tipos sao:

Problema de Plateau: Consiste em encontrar as superficies de menor area com
um bordo prefixado. Fisicamente, tem como solucoes as peliculas de sabao, ou
superficies minimas (do ponto de vista teorico). Os diferentes problemas de Plateau
sao:
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1. Com fronteira fiza: Todas as componentes do bordo sao predeterminadas.

2. Com fronteira livre: Exigimos somente que os componentes do bordo sejam
curvas sobre uma ou véarias superficies predeterminadas.

3. Mixtos: Quando alguns componentes do bordo sao fixos e os outros sao fron-
teira livre.

e Problema isoperimétrico: Consiste em encontrar as superficies de menor area, e
que encerram um volume. Fisicamente, possui como solugoes as bolhas de sabao, ou
superficies de curvatura média constante. Este problema tem as seguintes versoes:

1. Sem fronteira: As solucoes sao esferas, ou bolhas duplas, triplas, etc.
2. Com fronteira fixa.

3. Com fronteira livre.
4.

Miztos, isto €, com fronteiras fizas e fronteiras livres.

Para implementar com Evolver o problema de Plateau com fronteira livre, nosso in-
teresse serd que um ou varios lados do bordo estejam contidos numa superficie prescrita,
chamada superficie de ligadura (constraint surface), embora os lados podem se mover
sobre esta superficie ao longo do processo de minimizacao. A curva sobre a qual a con-
figuragao corta a superficie prescrita chama-se curva de contato ou fronteira livre. Para
Evolver as superficies de ligaduras sao introduzidas com o comando constraint, seguido
de um numero que indica a superficie de ligadura a qual fazemos referéncia, e também a
equacao desta superficie f = cte. Por exemplo:

constraint 1
formula: z =0

A expressao f = cte é chamada equagao de ligadura. Por exemplo, pertencer ao plano
horizontal de altura zero equivalente a equacao de ligadura z = 0, como no exemplo
anterior.

6.4 Simetrias

Certos processos de otimizacao produzem superficies que possuem uma simetria num
plano, tal como acontece com os problemas de fronteira livre que vimos anteriormente, ou
quando resolvemos um problema de Plateau e o bordo estabelecido é simétrico por reflexao
num plano. Assim, considerando um problema de Plateau com um bordo prescrito, a
existéncia de planos de simetria dividem a superficie em regides congruentes, chamadas
dominios fundamentais. Isto significa que, se fazemos Evolver calcular somente um dos
dominios fundamentais, entao podemos gerar a figura completa através da reflexao nos
planos anteriores.
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Com Evolver podemos gerar diferentes vistas de uma mesma figura, através de apli-
cacoes afins. Ou seja, uma aplicao F : R* — R3 do tipo

1 a b c T U1
Fl xzm |=1de f To | +| v2 |,
T3 g h 1 T3 U3

em que usamos coordenadas com respeito & base canonica de R3. Para representar a
aplicagao anterior, Evolver usa a seguinte expressao

Agora, voltando ao caso anterior podemos definir vérias matrizes de aplicagoes afins
para gerar cada dominio fundamental. Mas isto torna-se trabalhoso. Ao invés, podemos
aplicar somente umas poucas simetrias que geram a figura completa partindo de um doni-
nio fundamental. Estas simetrias serao chamadas geradores, e os comandos que permitem
utilizar estes geradores sao

view_transform_generators n

em que n é o numero de geradores que serao utilizados.

Com Evolver podemos gerar, partindo de uma cadeia de n letras (os geradores) todas
aquelas transformacoes da figura original que correspondem a aplicar qualquer sub-cadeia
ordenada dentro da cadeia original, descartando aquelas sub-cadeias que somente produ-
zem repeticoes. Para eliminar imagens multiplas geradas pelo processo anterior, digitamos

transforms off
Se queremos ativar a tultima imagem multipla gerada, digitamos
transforms on
Apresentamos agora o arquivo ‘‘torresST.fe’’ com o programa que traca as nossas
superficies, as Torres de Sela Scherk com género 2k (k = 3) em R3.
// torresST.fe
/* Commands :
gogo - typical evolution

transforms off - show just single fundamental region
setcolor - to color one side yellow.
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*/

constraint 1 formula: z =0 // mirror

constraint 2 formula: 2z =2.688 // mirror

constraint 3 formula: y =0 // mirror

constraint 4 formula: y = —1.198 // mirror
constraint 5 formula: y = tan(pi/6)* x // plane pi/6
constraint 6 formula: y = tan(pi/3)* x // plane pi/3

// For viewing multiple copies of the fundamental region
view_transform_generators 5
// generator A: reflection in x_mirror

1000
0 -1 0 0
0 010
0 001

// generator B: rotation 2xpi/3
cos(2%pi/3) sin(2xpi/3) 0 0

-sin(2xpi/3) cos(2xpi/3) 0 0
0 0 1 0
0 0 01
// generator C: reflection in z_mirror
10 00
01 00
0 0 —1 2%2.688
00 01

// generator D: rotation and reflection in z_mirror
-cos(pi/3) -sin(pi/3) 0 0
-sin(pi/3)  cos(pi/3) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 —1
// generator E: translation
1 000
01 00
0 0 1 4%2.688
0001

vertices
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1 00 0 fixed constraints 1,5

2 -2.006x% cos(pi/3) -2.006% sin(pi/3) 0.3797 constraint 6

3 -2x% cos(pi/3) -2% sin(pi/3) 1.36 constraint 6

4 -2.215 -1.198 2.123 constraint 4

5 -2.643 -1.198 2.123 constraint 4

6 -3.367 -1.198 2.4 constraint 4

7 -3.367 -1.198 2.688 constraints 2,4

8 -7.5% cos(pi/6) -7.5% sin(pi/6) 2.688 constraint 2

9 -15.2% cos(pi/6) -15.2% sin(pi/6) 2.688 fixed constraints 2,5
10 -15.2% cos(pi/6) -15.2% sin(pi/6) O fixed constraints 1

11 -1.97% cos(pi/3) -1.97* sin(pi/3) 2.688 fixed constraint 2
12 -1.7% cos(pi/6) -1.7+ sin(pi/6) 2.688 constraint 2

13 -1.787 -1.198 2.4 constraint 4

14 -1.787 0 2.688 constraints 2,3

156 -1.787 0 2.4 constraint 3

16 -2.215 0 2.123 constraint 3

17 -2.643 0 2.123 constraint 3

18 -3.07 0 2.4 constraint 3

19 -3.07 0 2.688 constraints 2,3

edges

-

constraint 6
constraint 6

constraint
constraint
constraint
constraint
constraints 2,5
10 fixed

10 1 constraints 1,5

©O© 00 N O O W N =
©O© 0 N O O b W N
O© 00 N O O W N
N DD

IS
o

11 3 11 constraint 6
12 11 12 constraint 2
13 12 13
14 13 4

15 12 14 constraint 2
16 14 15 constraint 3
17 15 16 constraint 3
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18 16 17 constraint 3
19 17 18 constraint 3
20 18 19 constraint 3
21 19 7 constraint 2

22 15 13
23 16
24 17
25 18

o O W

faces
1123456789 10
2 -3 11 12 13 14

3 -13 15 16 22

4 -14 -22 17 23

5 -4 -23 18 24

6 -5 -24 19 25
7 -6 -25 20 21
read

hessian_normal
band_flag :=(0 // whether banding has been done

// command to show ST_2k_surfaces

showST ::{ transform_expr "cdaba"; transforms on;

if not band_flag then show edge where valence ==1;}
showST1 ::{ transform_expr "ecdaba"; transforms on;
if not band_flag then show edge where valence ==1;}
setcolor :={ set facet backcolor yellow }

// A typical evolution
gogo :={ r;u 5;V;r;u 5;V;t 0.16;u 4;g 10;}

Usando Evolver com o arquivo torresST.fe obtemos a configuragao inicial, mostrada
na Figura 6.1 e logo de um processo de refinamento-iteragao com o comando gogo, re-
sulta o dominio fundamental como observamos na Figura 6.2

Evolver gera a pega fundamental com o comando que chamamos showST, a partir de
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Figura 6.1: A configuragao inicial em torresST.fe.

Figura 6.2: Dominio fundamental da superficie.

uma cadeia de 5 letras transform_expr ‘‘cdaba’ (os geradores) que consiste de todas
as transformagoes que sao aplicadas ao dominio fundamental.

Figura 6.3: Pega fundamental da superficie.

Agora aplicamos a transformac@o que representa a traslacao vertical, determinada
pelo quinto gerador com a letra e. Junto com o comando denominado showST, finalmente
obtemos a supericie, como vemos na Figura 6.4

Também podemos designar cores aos dois lados de nossa superficie segundo a orien-
tagao. Escolhemos a cor que Evoler designa por default ao lado positivo (frontcolor), e
amarelo ao lado correspondente & orientagao negativa (backcolor yellow). Isto é feito
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Figura 6.4: Torres de sela de género 2k (k = 3).

no programa com o comando setcolor := { set facet backcolor yellow }. Assim,
a peca fundamental e a superficie ficam como observamos nas Figuras 6.5 e 6.6, respecti-
vamente.

Figura 6.5: Sentidos positivo e negativo na peca fundamental da superficie.
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Figura 6.6:

CAPITULO 6. PROGRAMACAO EM EVOLVER

Sentidos positivo e negativo na pega torres de sela de género 2k (k = 3).
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