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Resumo

Iniciamos com uma breve analise das propriedades espectrais do laplaciano de Robin
em uma faixa reta infinita, com parametro de acoplamento de Robin mudando de sinal.
Assumindo que tal parametro ¢ uma constante fora de um compacto, encontramos o
espectro essencial, e também derivamos uma condicao suficiente que garante a existéncia
de estados ligados. Em seguida, temos nos dedicado a estudar o laplaciano em alguns
dominios finos e encurvados no plano e no espago, com um tipo particular de condigoes de
contorno de Robin e de segoes transversais; tais condicoes sao nao homogéneas, no sentido
de que o parametro de acoplamento de Robin depende da curvatura da curva de referéncia.
Obtivemos, quando o didmetro das secoes transversais tendem a zero, operadores efetivos
por meio de um tipo de convergéncia em norma dos resolventes. Com essa estrutura
de modelagem, as principais novidades sao que a curvatura contribui com um potencial
repulsivo enquanto a torgdo (no caso espacial) ndo desempenha nenhum papel para os

operadores efetivos.
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Abstract

First we briefly discuss the spectral properties of the Robin Laplacian in a straight
and infinitely long planar strip with Robin coupling parameter changing signs. Assuming
that such parameter is a constant outside a compact set, we find the essential spectrum,
and also derive a sufficient condition that guarantees the existence of bound states. Next,
we have studied the Laplacian in some thin curved domains in the plane and space, with
a particular type of Robin boundary conditions and cross-sections; such conditions are
nonhomogeneous, in the sense that the Robin coupling parameter depends on the curva-
ture of the reference curve. We derive, when the diameter of the cross sections tends to
zero, effective operators by means of a kind of convergence of the resolvents. With such
modeling framework, the main novelties are that the curvature contributes with a repul-

sive potential whereas the torsion (in the spatial case) plays no role to effective operators.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Visao geral

Alguns estudos sobre sistemas microfluidicos apresentam modelagens naturais pela equagao
de Laplace, com condigbes de contorno que dependem da curvatura [Bat, WS, WSN], e
isso passa a ser (tem sido) considerado uma parte crucial dos modelos. Tais condigoes de
contorno estao relacionadas com as relagoes Young-Laplace [Bat| que descrevem a pressao

capilar na interface entre dois fluidos estaticos, devido & tensao superficial.

Tais estruturas finas com condi¢oes de contorno dependendo da curvatura, também
justificam propor um modelo que poderia ser geral o suficiente para ser de interesse e
simultaneamente passivel de uma abordagem matemaética rigorosa. A ideia consiste em
investigar os operadores efetivos para o operador de Laplace em dominios finos, construido
ao longo de curvas de referéncia, com condigoes de contorno de Robin cujo “parametro de
Robin” depende da curvatura da curva. Nos temos resultados para modelos especificos
em que outras propriedades também desempenham um papel (por exemplo, sinal do
parametro de Robin). Além do interesse matematico dos nossos modelos, em termos de
aplicacoes em experimentos eles constituem um primeiro passo, mas evidentemente é mais

tedrico no momento.

Pense numa particula movimentando-se sobre uma curva no plano ou no espaco. Para

manter tal vinculo, seriam necessarias “forcas infinitas” na direcao normal & cada ponto
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dessa curva, e uma maneira de modelar esse vinculo seria considerar o movimento da
particula em uma vizinhanca tubular da curva e entao tomar o limite em que o didmetro
da secao transversal vai a zero. Entre as questoes interessantes que surgem desse proce-

dimento, destacam-se:
(i) Tal procedimento tem sentido? Como seria possivel efetiva-lo?

(ii) Na descrigao da dinamica limite, surgiriam grandezas que “lembrariam” das dimen-

soes descartadas no processo?
(iii) Esse processo dependeria de condig¢oes de contorno escolhidas?

Neste trabalho vamos investigar alguns casos particulares desse procedimento no caso
de uma particula quantica “livre”, ou seja, o operador de interesse é o operador energia
em Mecanica Quantica, o qual é dado pelo laplaciano negativo. Assim, podemos precisar
um pouco mais as questoes acima neste contexto, em que em principio o operador sobre a
curva seria simplesmente o laplaciano dado em termos da varidvel comprimento de arco,
o operador na vizinhanca tubular seria o laplaciano nessa vizinhanga com determinadas

condicoes de contorno na fronteira da mesma. Destacamos:

(j) que ja existem técnicas para abordar (i) acima, mas note que os limites sdo altamente

singulares devido, principalmente, & reducao de dimensao envolvida, e devem ser

entendidos de forma apropriada [BMT;, dOl,, DE, FS;, GJ|;

(jj) de fato, no processo limite podem surgir termos adicionais ao laplaciano sobre
a curva, alguns deles de natureza geométrica, contribuindo para formar o que
chamamos de operador efetivo sobre a curva, o qual guarda certa memoria do pro-

cesso de reducao de dimensao;

(jij) o operador efetivo depende sensivelmente de algumas condigoes, particularmente de
contornos (Dirichlet [BMT;, DE| e Neumann [Sch| sdo os casos mais estudados), e

se existe ou nao algum defeito na vizinhanga tubular [FS;, dOIV,].

Nosso principal objetivo é considerar a situagao acima em que o laplaciano na vizi-

nhanca tubular da curva apresenta uma classe especial de condigoes de contorno de Robin
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e com a se¢ao transversal dessa vizinhanga indo a zero uniformemente (i.e., sem defeitos).
Ha muito pouco na literatura sobre o caso de condi¢ao de Robin neste contexto de reducao
de dimensao [BMT,, Jiy, FK].

Dois pontos novos sao destaques em nossas consideragoes: a possibilidade (que de
fato ocorre) de mudanga de sinal do parametro da condigdo de contorno e uma nao-
homogeneidade da mesma, no sentido de que algumas vezes a condicao depende da cur-
vatura de curva; tais particularidades levam a novos operadores efetivos, destacando-se
um papel repulsivo para a curvatura (até entao, a curvatura sempre apareceu através de
um potencial atrativo) e a auséncia da tor¢ao da curva de referéncia no caso de tubos no
espaco. Detalhes aparecem mais adiante.

Cabe ressaltar que, aparentemente, o primeiro a propor um processo dessa natureza
foi Linus Pauling em 1936 [Pal| para estudos teoricos do benzeno, o que foi desenvolvido

de forma um tanto heuristica por Ruedenberg e Scherr em 1953 [RSc].

1.2 Mais detalhes

Uma classe de dominios (aberto conexo) que denotamos por Q de R? e R?, que iremos
trabalhar, tem como principal caracteristica seu tamanho em uma direcao, tais dominios
modelam vizinhancas tubulares muito estreitas no plano e espago. O mais simples cenério
é quando €2 é uma faixa infinita no plano, ou seja, uma vizinhanca tubular de largura
constante ao longo de uma curva I' em R?, usualmente chamada de curva de referéncia.

Em regices dessa natureza (alongadas), é de interesse estudar o espectro do laplaciano
sujeito a trés tipos de condi¢ao de fronteira, a saber, Dirichlet, Neumann e combinagao
destas, chamadas de Robin. Muitos trabalhos dedicam a analisar qual a conexao entre
propriedades geométricas e condicao de fronteira, por exemplo quando a geometria do
dominio induz ou nao estados ligados; referimos aos artigos |GJ, KK, FK] e suas referéncias
para mais detalhes.

Tratemos um pouco mais sobre a condicao de Robin, a qual homenageia o matematico
francés Victor Gustave Robin (1855-1897). Um exemplo concreto de faixa infinita é o

espago 2 = R x (0,d), considerada no trabalho [Jiz] com a seguinte condigao de Robin
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imposta sobre a fronteira,

oY

~o,0) + o)z, 0) =0 (1)
oY 7 |
gy (&I +a@)i(z,d) =0

r € R, com o parametro de Robin a : R — R em WH*(R) positivo. No referido
artigo o autor da condigoes suficientes para garantir a existéncia de autovalor discreto
abaixo do infimo do espectro essencial. Seguindo de perto as idéias 14 contidas, também
demos uma condicao para a existéncia de estado ligado para o laplaciano com a seguinte
condicao de Robin modificada, aqui escolhemos d = 1, note também a mudanca de sinal

no parametro a(x),

i

—5, (0 — e}z, 0 =0 (1.2)
oY 7 |
3_y<x, 1) +a(z)y(z,1) =0

para mais detalhes vide Capitulo 4, Teorema 16. Observamos que ¢ (x,0) e 1(x,d) de-
notam o traco da funcao 1 sobre as respectivas componentes conexas da fronteira; no
Capitulo 2 ha mais informacoes sobre traco de fungoes. Cabe ressaltar que em geral
os operadores com condi¢ao de fronteira de Robin sao introduzidos através de formas
quadraticas apropriadas; isto sera seguido em capitulos posteriores.

Como ja mencionado, uma questao a qual este trabalho em grande parte se dedicou é
com relacao a reducao de dimensao, em dominio tais como certas faixas planas e certos
tubos tridimensionais, no que diz respeito a acao do operador efetivo e de como aproxima-
lo. Outras questdes importantes, veja por exemplo, [BMT;, BMT,, dO1Vy, dOl,, K],
também estao atreladas a redugao dimensional, tais como existéncia de espectro discreto
e aproximacao dos autovalores em funcao de termos que dependem do didametro da segao
transversal. Nos trabalhos citados as questoes sao abordadas usando técnicas diferentes, a
saber, a teoria de I'- convergéncia [BMTy, dOly| e a técnica em [FS;, FSs| que fornece um
tipo de convergéncia em norma dos resolventes e seré nossa principal ferramenta técnica.

A organizacao da tese é dividida em cinco capitulos, além desta introducao. Os Capi-
tulos 2 e 3 dao suporte para os demais. O Capitulo 2 se preocupa com alguns resultados

sobre anélise funcional e trago de fungoes no espago de Sobolev H!(§2), Q aberto de R? ou
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R3, bem como exemplos para esclarecer as integrais de fronteira em alguns calculos. J4 no
Capitulo 3 fizemos alguns computos sobre o espectro do laplaciano, com nossa condigao
de Robin dada em (1.2); esses resultados sdo béasicos para o que segue, e sao empregados
fortemente nos Capitulos 4, 5 e 6.

A partir do Capitulo 4, focalizamos nosso interesse, o qual trata-se de reducao de
dimensao, com destaque em como se da a aproximacao pelo operador efetivo. Demons-
tramos uma aproximacao tipo em norma dos resolventes, isto €, consideramos o operador
laplaciano —Af* de Robin em L2(€.), sendo €2, C R? uma faixa plana reta, entdo apos
identificar o espago de Hilbert L2(€2,) com L2(€2), Q C R?, obtemos que —Af converge

para T', quando € | 0, em “norma dos resolventes”’, em que
Tw = —w" + Vi, w € domT = H*(R),

com potencial VeI (z) = —a(z)?, sendo que a fungao a : R — R define basicamente a
condigao de fronteira (1.2). De fato, nao temos convergéncia classica pois os operadores
resolventes estao sobre dominios diferentes. Porém, o operador efetivo em L?(2) ¢ com-
parado, de maneira apropriada, com a agao do operador T em L?(R).

Por um lado geométrico, entendemos que quando comprimimos a faixa 2. = R x (0, €)
até colapsar sobre a reta R real, isto é, 2, =~ R para € | 0, diz-se, intuitivamente, que
houve uma reducao de dimensao, o que analiticamente corresponde entao a dizer, de modo
grosseiro, que o laplaciano —A% sobre (), converge para T em R. Veja o Teorema 19
para fortalecer estas ideias e completar o sentido geométrico da convergéncia entre os
operadores.

De modo a considerar regidoes mais complexas que a faixa reta acima, porém que
seja acessivel a manipulacoes matemaéticas, propomos no Capitulo 5, estudar o laplaciano
sobre uma regiao €2, dada por meio de uma curva de referéncia I'(s) plana; por construgao
temos que {2, é uma vizinhaca tubular, cujo significado geométrico é de uma faixa plana
encurvada. Quando a fungao curvatura k(s) da curva I' é identicamente nula k = 0, diz-
se que a faixa €2, é reta, recuperando o caso discutido no Capitulo 4. Geometricamente,
quando €, — T, para € | 0, entdo é esperado que ao considerarmos o laplaciano —Afk

de Robin sobre €, sejamos levados a estabelecer um tipo de (aproximagao) convergéncia
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em norma dos resolventes para um operador sobre I', em simbolos,
—AS T, €0, (1.3)

com ,
k
Tw=—-w"+ (Z—az) w, w € domT = H*(R).

No Capitulo 5, melhoramos o resultado do Teorema 19, veja o resultado central do capitulo
no Teorema 23 (este resultado poderia ser realizado no Capitulo 4).

Organizamos este trabalho seguindo a evolugao do problema, primeiro estudamos o
nosso laplaciano de Robin num intervalo limitado, entao em faixas infinitas e retas, ou
seja, curvatura nula, em seguida em faixas encurvadas e por fim em alguns tubos tridi-
mensionais. Quando lidamos com tubos tridimensionais a abordagem difere um pouco dos
demais casos no plano; pois o que se faz é trabalhar com um forma quadratica aproximada
em vez da original, veja (6.12).

Tratamos desses tubos em R? no Capitulo 6. Seguindo [dOIVy, BMTs,| para a con-
strucao do tubo estreito €, seja I' : R — R? uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco, e denotemos por k(s) e 7(s) as fungoes curvatura e torgao, respectivamente. Co-
nstruiremos uma regiao tubular €2, que é entendida por deslocar uma secao transversal
eS (i.e., a se¢ao transversal S multiplicada pelo parametro pequeno ¢ > 0) limitada ao
longo da curva I', de maneira apropriada. Em tubos, no espago, limitados ou ilimitados
¢é conhecido que o operador efetivo herda propriedades geométricas do ambiente, veja os
trabalhos [DE, dO1Vy, dOly, BMT};| para mais esclarecimentos. Para tubos ilimitados com
condigao de Dirichlet foi obtido em [dOly|, via I'- convergéncia, que o operador efetivo, no
sentido de convergéncia forte dos resolventes, tem a forma

k% (s)
4

Tw = —w"+ C(S)r*(s)w w, w € domT = H*(R),

com C(S) > 0; veja o Teorema 5 em [dOly|, para uma generalizagao de [BMT}]| (o qual
trata de tubos limitados). Também nessa dire¢ao, ainda em tubos ilimitados e condi¢ao de
contorno de Dirichlet, em [dO1V;](Veja Teorema 3) usando a técnica em [FSy, FSy| e uma
adicional mudancga de variavel a convergénica em norma dos resolventes foi estabelecida,

e a agao do operador efetivo é como acima.
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Em se tratando de condi¢ao de contorno de Robin citamos o trabalho [BMTs]; nesse
trabalho a técnica de I'- convergéncia é empregada para a construcao de operadores efe-
tivos, mas o parametro « associado & condi¢ao de fronteira nao muda de sinal e o fator
de escala € aparece explicitamente junto com «. Essas caracteristicas diferem bastante de
nossa abordagem nesta tese.

Apos a construgao do tubo €., no Capitulo 6, seguimos as ideias iniciais em [BMTSs)]
e, a partir dai, o método em [F'S;| sera a nossa principal ferramenta. Estabelecemos que
o operador efetivo é influenciado pela geometria do tubo e, segundo nossa escolha de
condicao de contorno de Robin, obtemos a seguinte forma para o operador efetivo

2

k
Tw=—w"+ (Z—2052) w, w € domT = H*(R),

e a convergéncia ¢ do tipo norma dos resolventes; veja Teorema 27 que realiza a aproxi-
macao para o eperador efetivo. Notemos que a curvatura aparece na forma de um potencial
repulsivo, o que é uma novidade do modelo aqui estudado; outra novidade é a auséncia
da torgao no potencial efetivo (compare com os casos Dirichlet [BMT;, dOl,| e Robin com

parametro positivo [BMTy]).



Capitulo 2

Resultados de analise funcional e traco

de funcoes

Antes de expor alguns resultados que iremos utilizar, fixemos algumas notagoes. Na
presente secao, denotamos por H um espago de Hilbert. Também escrevemos YV C X
para denotar que Y é um subconjunto denso de X. O dominio de uma transformacao T
serd indicado por dom 7. A norma do espago de Sobolev H'(2) de ordem 1 sera denotada
por || |12, € em demonstragoes nas demais segoes as normas sobre L(€2), L>°(Q) serdo
denotadas por || ||2, || ||oo, respectivamente. O vetor normal unitério exterior é denotado
por U, entao % ¢é a derivada nornal, isto sera usado a frente para introduzirmos a nossa
condigao de fronteira. Agora, apresentamos as ferramentes técnicas necesséarias para uma

leitura rigorosa dos capitulos subsequentes. Esta primeira se¢ao tem como principais

fontes [Dal, [dOlLy], [Fe], e [Gi].

2.1 Formas e teoria espectral

Seja b uma forma sesquilinear simétrica, isto é, b(¢, 1) = b(¢, ¢), para todas ¢, 1 € domb,
quando domb C H, diz-se que b é hermitiana. Quando existe algum € R de modo

que b(¢) = b(p,9) > Bllo||3, escrevemos b > B, e dizemos que a forma ¢ limitada

8
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inferiormente. Neste caso, um produto interno (-,-); sobre domb C H ¢é definido por

Seja b > 3 limitada inferiormente e fechada. Um cerne de b é um subconjunto D C dom b

que é denso em dom b equipado com o produto interno (-, ).

Definigao 1. Dada uma forma b(-,-) sesquilinear hermitiana, o operador T, associado

com b é definido como

dom T, := {¢p € domb: In € H com b(p,) = (¢, n)n, V¢ € domb},
wa =1, w € dOme,

isto €, b(p, V) = (¢, Ty))y, ¥ ¢ € domb, V ¢p € domTy,. Tal operador estd bem definido

pois domb € denso em H.

O Teorema 1, cuja demonstragao pode ser encontrada em [dOl;| Teorema 4.2.6., é

conhecido como Teorema de representagao de formas sesquilineares.

Teorema 1. Sejam domb CE H e b: domb x domb — C uma forma sesquilinear fechada
limitada inferiormente por € R (assim hermitiana). Entao o operador T, associado com

b € o unico operador autoadjunto com domT, C domb — H tal que
b(p, ) = (¢, Ty))y, YV ¢ €domb, Ve domTy.

Além disso, T, > 8 e dom T}, € um cerne de b. O subespag¢o domb € chamado de dominio

forma de Ty,.
Aqui resumimos alguns fatos sobre a teoria espectral que faremos uso neste trabalho.

Teorema 2. Se H admite uma base ortonormal de autovetores do operador simétrico

T:domT C H — H, entao T € essencialmente autoadjunto e o(T) é o fecho do conjunto

de autovalores de T.

Demonstracao:  Vide [dOl;|, Teorema 2.2.10. ]
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Teorema 3. Seja T' um operador linear autoadjunto em H Hilbert complexo. FEntao,

A € 0ess(T') se e somente se existe uma sequéncia ()5, C domT tal que
Lo |[nll=1, VYn=1,23,..
2. ¢y —0 em H.
3. (T — A\)p, — 0, quando n — oo em H.

Demonstracao:  Vide [dOl|, Teorema 11.2.7. ]

Teorema 4. Seja T : domT' C ‘H — H autoadjunto e assuma que dim H = oo. Entao,

as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. 0ess(T) = 0.

2. Eziste uma base ortonormal (¢,)°, de H formada por autovalores do operador T,
T, = Mn, com A € R, contados conforme suas multiplicidades, satisfazendo

lim,, o |An| = 00 (€ assim cada um deles tem multiplicidade finita).
3. R.(T) é um operador compacto para algum z € p(T') (e assim para todo z € p(T)).

Demonstracao:  Vide [dOl;|, Teorema 11.3.13. ]

Teorema 5. Seja T um operador autoadjunto e limitado inferiormente em um espaco de
Hilbert H, e sejam A\, definido por

T
A = inf{ sup M;L CdomT, dimL = m} .
o+eer  ||0l%

Se T tem espectro essencial nao vazio (0ess(T) # 0) entao um dos sequintes casos ocorrem.
1) Existe a < oo tal que A\, < a para todo m e lim,, o A\ =a. Entdo a é o menor nimero

no espectro essencial, e a parte do espectro de T em (—o0,a) consiste dos autovalores A,
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cada um contado o nimero de vezes de sua multiplicidade.
2) Eziste a < o0 e N < oo tal que A\y < a e A\, = a para m > N. Entio a € o
menor nimero no espectro essencial, e a parte do espectro de T em (—oo,a) consiste dos

autovalores Ay, - -+, Ay cada um contado o niumero de vezes de sua multiplicidade.

Demonstracao:  Vide [Da], Teorema 4.5.3.

Teorema 6. Seja T > 0 um operador autoadjunto em um espago de Hilbert H. Defina

uma forma b’ sesquilinear por

T (¢, ) = (T2, T )y,

com domb” = dom T2, Seja L um subespago de dom T2 de dimensio m e defina N,

bT
No= inf{ sup L?;L CdomT"?, dim L = m} ,
oxect 19113
entao \,, = X, para todo m > 1.
Demonstracao: Vide [Da|, Teorema 4.5.2. ]

Teorema 7. Seja T um operador limitado inferiormente autoadjunto atuando em um

espaco de Hilbert H. Suponha que, a menos de multiplicidade, os autovalores de T sao
A< Ay < Az... < iIlfO'eSS(T).

Entao,

A = foosS B N(T =\,
! ozecdomt  ||€]12, 1 ( 1)

T
07é§€d0mTﬂEf H§”H

Demonstracao:  Vide [dOl;|, Teorema 11.4.28.

Observacgao 1. Seja b > [ uma forma sesquilinear hermitiana e fechada com operador

associado Ty, > (. Entao, supondo Ay simples podemos escrever a identidade

0#££€ dom bNET- ”f”%{
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2.1.1. Espacgos de Sobolev: trago

Esta secao é uma breve consideragao sobre espagos de Sobolev e Trago de fungoes.

Seguimos fielmente as referéncias [EG]| e [Gil.

Definigao 2 (Fronteira de Classe C). Seja Q@ C R"™ um aberto tal que a fronteira O

satisfaz,
1. 09 =0(Q)

2. Para cada xo € 05) existem uma vizinhan¢a A (A é um aberto contendo xq) de xo,
coordenadas locais y = (¥, yn) € R xR, comy = 0 em x = xg, e uma fungdo

f € C(Qn_1(0,7)), 7> 0, tal que
0N A=A, f(¥)):y € Qna(0,7)},
com Qu-1(0,7) = {y’ € R"}; [y/| < r}.
A fronteira 9 de um aberto satisfazendo 1. e 2. é chamada de Classe C.

Observacao 2. Em 2. o cubo (n-1)-dimensional Q,—1(0,7) pode ser substituindo por
qualquer aberto contendo 0 € R"™1. Também, y(x) := Ry, (x — x¢), sendo Ry, uma matriz
nxn ortogonal. Estamos interessados nos sequintes abertos de fronteira C, a saber, faizas
retas R x (0,d) e tubos retos (0,1) x (0,1) x R. Estes mesmos conjuntos serao exemplos

de conjuntos uniformemente Lipschitz, definicao dada a sequir.

Definigao 3 (Uniformemente Lipschitz). A fronteira 02 de um aberto Q@ C R™ € uni-
formemente Lipschitz se existem €, L >0 e M € N e uma cobertura (£2,) contdvel local-

mente finita de OS) tal que
1. Se x € 02 entao B(x,€) C 2, para algum n € N,
2. Nenhum ponto de R™ estd contido em mais de M dos €2,,.

3. Para cada n € N ezistem coordenadas locais y = (v, y,) € R x R e uma fungao

Lipschitz f : R"™' = R com Lipf < L, tal que

Q,NQ=2,N{, yu) ER" ' xR;y, > f(¥)}.
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Teorema 8. Seja Q2 C R™ um aberto tal que a fronteira O é de Classe C. Entio C°(2) =
{9|; ¢ € C*(R?)} € denso em WHP(Q), V1 < p < oo,

Demonstracao:  Vide |Gi|, Teorema 10.29.

Teorema 9 (Trago). Seja Q@ C R™, n > 2 um aberto cuja 02 € uniformemente Lipschitz

e seja 1 < p < oo. Entao existe um operador linear continuo
tr: WhHP(Q) — L2(09)
tal que
o tr(u) = u sobre 90, V u € WHP(Q) N C(Q),

e Para toda ¢ € CH(R™),u € WhP(Q),i=1,2,--+ | n,

ol0) / du —1
u—dr = — dxr + tr(u)y; dH" ™,
[ e [ Foda [ ot

Ly
em que v € o normal unitdrio exterior a 9 e H"™* € a (n—1)-dimensional medida
de Hausdorff.

Demonstracao: Vide |Gi|, Teorema 15.23.

Teorema 10. Se h: R™ — R™ € Lipschitz e m < n, entao
[ b= [ gwn A i)

sempre que A for um conjunto Lebesque L™-mensurdvel, g : R* — R e (1) g é H™-
mensurdvel, ou (2) N(h|A,y) = #{ANh"(y)} < oo para H™-q.t.py ou (3) xa-(goh)-J,h

é L - mensurdvel.
Demonstracao:  Vide [Fe|, Teorema 3.2.5.

Observagao 3. Note que, [FM], J,h(z)? € igual a soma dos quadrados dos determinantes
de submatrizes m x m da matriz jacobiana Dh(x). Ou equivalentemente, J,,h(x)? é igual

ao determinante da matriz m x m Dh(z)'Dh(x).
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A seguir, alguns exemplos serdo dados para futuras referéncias, note que quando h|A

é injetora temos N (h|A,y) =1, com y € f(A), em todos os exemplos abaixo h é injetora.

Exemplo 1. Sejam m = 1 e n = 2. Sejam u : 0 — R uma fun¢io H™- mensurdvel,

com Q=R x (0,1) e h; : R = R? i€ {0,1}, dada por

hi :R — R2?
(2.1)
r = (x,1)
dai, notando que Jp,hi(x) = [det(Dhy(x)*Dh;(x))]*/? =1, i € {0,1},
/aQ u(yr, yz) dH™ /h1 y) dH™ (y) + /}ZO(R) u(y) dH™ (y)
/ u(z, 1) + u(x 0)) dz.
n

Exemplo 2. Sejam m =1 en = 2. Sejam u : 0S — R uma fungao H™- mensurdvel, com

S=(0,1) x (0,1), hiy, : R > R? i€{0,1}, dada por

hi ‘R — R?
Y1 ‘ (22)
v (y1,4)
e hiy, : R—R? ie€{0,1}, dada por
hi,yz R — R2

2.3
v = (i,12) 29

dai, notando que Jphiy, (x)* = det(Dh,y (2)'Dhsy (x)) = 1, i = 0,1,j = 1,2, e deno-
tando I = [0, 1] obtemos

| )ty ZZ/W y) dH™(y)

=0 j=1

-/ (o 1)+ 0(01,0)) o + / (o) + 0(0.32)) i
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Exemplo 3. Sejam m = 2,n = 3 e S dado no Ezemplo 2. Sejam u : S — R uma
fungio H™- mensurdvel, com Q =S X R, e h;,, : R? = R3, i € {0,1}, dada por

hi,?ﬂ ‘R?2 — R?

(2.4)
<y175) = (yhivs)
e hiy, : R? = R3 i €{0,1}, dada por
hi ‘R? —» R
Y2 (2.5)

(y275) = (@92,3)
dai, notando que Jphiy, (x)* = det(Dh,y (2)'Dh;y (x)) = 1, i = 0,1,j = 1,2, e deno-
tando I = [0, 1] obtemos

RCELATRED % ) SRTLATE

=0 j=1 “J
1 1

= Z/ u(yi,i,s)dy;ds + Z/ u(, Yo, s) dyads.
IxR I'xR

=0 i=0
Com um certo abuso de notacdao, em vista do exemplo anterior, podemos reescrever a

1dentidade acima por

| @ = [ ([ aoaem) i

Exemplo 4. Seja S C R? uma aberto conezo e limitado, com fronteim 05 dada pelo
traco de uma curva y(t) simples de classe C([a,b]), denote § = % e suponha ||y|| = 1.
Seja L : Q — R? injetora em que Q = S xR, além disso, suponha L|Q um difeomorfismo.

Defina uma parametrizagio de OL(Q) = L(0) por

o:la,b) xR — R3

2.6
(t s) +— L(y(t),s) (26)

entao seque por hipdtese que & ox & 7é 0. Além disso,

@ da|l _ t 1/2
’at s = Jyo(t,s) = [det(Do(t,s) Do(t,s))] "~
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Portanto, para u : OL(Q) — R uma funcio H2-mensurdvel temos pelo Teorema 10 a

/ o A = / 0. \

expressao

Jo Oo
X_

E 63 dtdS




Capitulo 3

Laplaciano de Robin unidimensional

Primeiramente neste capitulo, estudamos o laplaciano de Robin num intervalo limitado,
sua definicao precisa, demonstragao de que seu espectro essencial é vazio e computo ex-
plicito de seus autovalores. Optamos por uma troca de sinal no parametro o da condigao
de fronteira, o que servird de guia para as construcoes mais elaboradas de faixas e tubos
is adiantes; destaca- imei tovalor & ti le —a? do tod
mais adiantes; destaca-se que o primeiro autovalor é negativo (e vale —a®), sendo todos
os outros positivos. Entao passamos ao estudo correspondente numa faixa reta estreita

infinita, dando condic¢oes suficientes para que o espectro discreto seja nao-vazio.

3.1 Secao transversal

A principio alguns resultados serao apresentados para o nosso laplaciano de Robin no
intervalo (segao transversal) I = (0, 1), estes por sua vez serdo importantes para os demais
capitulos. Aqui, verificamos que o operador laplaciano —A! (classico) em H = L3(I) ¢
autoadjunto via teoria de formas quadraticas.

Considere o operador

—~AL : dom (—A]) — L*(I)

com dom (—AZL) = {4 € H*(0,1);% satisfaz (3.1)},

VO —av0) =0 )

(1) +ap(l) =

17
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Seja b, > —|a|? a forma sesquilinear fechada em H, com dominio dom b, = H'(I) C H,

bal,) = /0 ) () dy + oG (1) — S0)(0)),

entdo certificamos que —A! é autoadjunto, seguem os dethalhes no préximo teorema.

Teorema 11. Seja o € R — {0}. Entdo, o laplaciano —A! negativo é o inico operador

autoadjunto associado a forma b, sesquilinear, ou seja,

ba(d)a ¢) - (¢7 _Aiw)ﬂ
para cada ¢ € dom by, e € dom(—AlL).

Demonstragao: Vamos primeiramente verificar que b, ¢é limitada inferiormente e
fechada. De fato, denotaremos por b, (¢) := b, (¢, @), com ¢ € domb, e por || | a norma

em L*(I), temos explicitamente que
ba(9) > —|al?[0]I*, ¥ ¢ € domb,.
Com efeito, basta notar que para todo a > 0 tem-se
/ 1 /
2l¢'ll ol < a®ll¢ll* + pel 2.
Se ¢ € dom b, entao
1 d 1 o .
£(|6)F - 10OF) =% [ ol de == [ @o+0F)ds
o 4T 0
/ 1 /
<2||¢'llloll < a®|l¢lI* + pl 2.
Agora,
ba(9) = [[¢[1* + a(lo(1)]* — |¢(0)[?)
/ 1 /
> 1612 = ol (@6l + 25161
al\ |
> (1- 1) b2 - ko

a?

Escolhendo a = +/|«/,
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ba(9) = —[af*l]*.

Note que escolhendo a = 4/2|a/|, teremos

1
ba(9) 2 11 = 2la [l (3.2)

Vejamos que b, é fechada. Dada uma sequéncia {¢,}22, em H'(I) tal que ¢, — ¢
em L2(I) e by(¢pp — &) — 0 quando m,n — oo. Devemos concluir que ¢ € H'(I) e
bo(pn — ¢) — 0. De fato, por hipdtese e desigualdade (3.2), temos que {¢] }°°, é uma
sequéncia de Cauchy de L?(I), entdo existe ¢ € L*(I) tal que ||¢], —||.2(;) — 0. Portanto,
¢ € HY(I), e desde que ¢/ = v, obtemos a convergéncia ¢, — ¢ em H'(I). Desde que

H'(I) é imerso continuamente em C[0, 1] valem as convergéncias:

$n(0) = 4(0) e ¢,(1) > ¢(1) em C.

Portanto,

ba(n, — ) — 0 e segue que b, é fechada.

Denote por Ty, o tnico operador associado com a forma b, entdo T, = —Al com
dom Ty, = dom (—AZ). De fato, se ¢ € dom (—A!) entdo, por integracio por partes,
temos a identidade bo(¢,v) = (¢, =" )r2(p); dai obtemos T,
dom (—A!) C dom T, .

Agora, sejam ¢ € dom T, e n:= T, ¢ € L*(I) entdo (¢, n)12(1) = ba(9,v), isto ¢,

ldom (~a1) = —Aj, pois

/01 éndz = /01 &' dz + a($(1)¢(1) - 45(0)@0(0)). (3.3)

Seguindo as idéias em (|Ka], Exemplo VI. 2.16), seja z € H'(I) uma primitiva de 7, ou

seja, 2’ = n (igualdade de fungoes), entao
1 1 1 ~ B
/ ¢ondx = / ¢z dx = —/ ¢'zdx + (qb(l)z(l) - gb(O)z(O)). (3.4)
0 0 0
Comparando (3.3) e (3.4) tem-se

/0 ¢ (W +2)dz + o(1)arp(1) — 2(1)] + ¢(0)[-anp(0) + 2(0)] =0, ¥ ¢ € H'(I). (3.5)
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Em particular, para ¢ € CJ(0,1) temos

1
/ ¢'(Y' 4 2)dr =0,
0

consequentemente

W +z=c qtp x€l. (3.6)

Portanto, ¢ € H*(I), pois ¢/ = ¢ — z € HY(I). Além disso, v = —2' = —n e
(3.7)

Assim, resta apenas verificar a condi¢ao de Robin para v, e seguira a inclusao dom 7, C

dom (—A!). Substituimos (¢ + 2) = ¢ em (3.5) e integramos por partes para obter

¢(Dle+ (1) = 2(1)] + ¢(0)[~c — arp(0) + 2(0)] =0, Vo€ H'(I).  (3.8)

Como ¢ ¢ escolhida arbitrariamente, produzimos as igualdades: ¢+ atp(1) — 2(1) =

0 e c+ay(0)—2z(0) = 0. Portanto, de (3.7), temos

H(0)+ab(0) =0 e ¥(1) +aw(1) =0,

3.2 Espectro: secao transversal

A idéia desta se¢ao é informar ao leitor o contetido das Proposic¢oes 1-2 as quais encontram-
se basicamente na Tese [Ji;| (embora a condi¢ao de fronteira seja um pouco diferente). O
Teorema 11 teve sua demonstracao seguindo os mesmos passos realizados na demonstracao
da Proposigao 4.1 em [Ji;], que aqui corresponde a Proposi¢ao 1. Ja o nosso Teorema 13,
veja também Proposicao 2, tem argumentos proprios.

Seja b* uma forma quadratica em L?(I) dada por

b () = / 16(y)Pdy + a(J9(1) + 6(0)),
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com dominio dom b® = H*(I) e considere a seguinte condigao de Robin,

—'(0) + ap(0) =0

v(0)+au(0) =0 59)
P'(1) + arp(1) =0

Proposicao 1. Seja 0 < o € R. Entao, o laplaciano negativo H, == —A com a condi¢ao

(3.9) € o dnico operador autoadjunto associado & forma quadrdtica b > 0, ou seja,

ba(gbu 77Z)> = (¢7 HOz?vD)LZ(I)
para toda ¢ € dom b e toda vp € dom (Hy) := {¢ € H*(I) ;v satisfaz (3.9)}.

Demonstracao:  Vide [Ji]. m

Proposicao 2. Seja a > 0, entdao com as notagoes da Proposicao 1 vale que o espectro

de H, é puramente discreto, ou seja, Oess(Hy) = 0.
Demonstracao:  Vide [Ji].

Observacao 4. Note que o Teorema 11 ou Proposicao 1 € vdlido para o = 0, ou seja, o

laplaciano —AL, com condigao de Neumann é o operador associado com

/ &) da,

domby = HY(I) e dom(—AL) = {v € H*(I);4'(0) = ¢'(1) = 0}. Além disso, sabemos

que o0s autovalores de —AL, rearranjados em ordem crescente sao dados por

AN =0, AV =n?r% com neN.

As correspondentes autofungoes normalizadas sdo:

1 =0,
v (@) = o (3.10)
V2cos(nrx), sen>1

A sequéncia {1}, é uma base ortonormal de L2(I) e do fato que \Y — oo quando

n — 00, temos que o espectro essencial de —AL € vazio. Portanto,

‘7(_A5V) = UdiSC(_Afv) = {)‘nN}Zozo
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Para futura referéncia, seja p(z) = v/2sin(nmz),n > 1, as autofungoes normalizadas as-

sociadas ao laplaciano —AL de Dirichlet, isto ¢, ao operador associado a forma quadrdtica

/ ¢/ de,

dombp = H}(I) e dom(—AL) = {4 € H*(I),4(0) = (1) = 0}. Citamos [Ji],|[KK] para

mais informagoes.

3.2.1. Espectro essencial

O espectro do operador Al é demonstrado ser puramente discreto. Vimos na Proposigao 2
que o laplaciano de Robin sem mudanca de sinal admite espectro essencial vazio, isto
€, Oess(Hy) = 0. Tendo como motivagao [KBZ], veja secao (6.2), concluimos o mesmo
resultado para o laplaciano de Robin com mudanca de sinal, segue detalhes no Teorema 13.

Para demonstracao deste fato necessitamos do seguinte resultado.

Teorema 12. Seja {2 }°2, uma familia ortonormal completa em H. e seja {1, }°°, uma
sequéncia tal que Y " || — |13, < co. Entao, ¢y, € uma base de H se 0 = > """ ¥,

implicar que todo c¥ = 0.
Demonstracao: Vide [Ka|, Teorema V.2.20.

Teorema 13. Seja o € R — {0}. Entdao o laplaciano de Robin tem espectro puramente

discreto, isto €, Oess(—AL) = 0.

Demonstragao: Veremos na subsecao seguinte que os elementos

Gol) = e, Ual@) = ot (U - R 21

(n?m2 + a?

sao as autofungoes de —A! | associadas aos autovalores

respectivamente. Para n > 1 temos

H%—Mim) =2—-——=—0, n—oc
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Segue que a funcdo f(z) =2 — % ¢ decrescente no intervalo [1,00[ e

/loof(x)dx < 00.

Entao, pelo critério da Integral para séries temos que X2, f(n) é convergente, conse-

quentemete,
oo
Z [thn — %7”%2(1) <00
n=0

Afirmagao 2: A sequéncia {1, }°2, ¢ uma base (ortonormal) de L(I), ou seja, para

toda ¢ € L2(I), temos

Y= Z c1p,, com ¥ € C unicamente escolhidos. (3.11)

De fato, para ¢ € L?(I) arbitréria e v como na identidade (3.11) implicaria que

m

(¢ )2y = nlim Z n)L2(1)- (3.12)

=0
Para ¢ =0e ¢ =y, k = 0,1, ... segue de (3.12) e ortogonalidade que ¢} = 0. Portanto,
do Teorema 12, segue a afirmacao 2.
Escolha ¢ = ¢, k = 0,1,... em (3.12), ja que {¢o} U {¢,} é uma familia ortonormal
= (¥r, ¥)12(1). Portanto,

77Z) Z ¢k7
k=0

Assim, de Teorema 4, segue que ges(—AL) = 0. n

3.2.2. Espectro pontual

Para obter o espectro pontual de —A!

(o2

0 # ¢ € H*(0,1) normalizada em L?(0,1) satisfazendo

vamos determinar A\ € R para o qual exista

—" =\ (3.13)
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juntamente com a condi¢do de contorno (a # 0),

(0) —aw(0) =0 -
Y'(1) +arp(1) =0
Se A > 0, sabemos que a solucao geral (classica) de (3.13) é dada por
() = Asin(vVAz) + B cos(VAz), (3.15)

com A, B € C determinados pela condicao de Robin e a condi¢ao de normalizacao. Entao,

impondo as condi¢oes de Robin sobre a solugao geral obtemos o seguinte sistema,

\/X «Q A

VAcos(vVA) + asin(v/A)  acos(vA) — Asin(v/A) B -0 (3.16)

Como nao estamos interessados na solucao nula devemos exigir que o determinante da

matriz acima seja nulo. Esta exigéncia nos possibilita obter A explicitamente:
(a® + \)sin(vVA) = 0,

ou seja,

A=—a®> ou A=n’1’ nez.

Ja que o sistema (3.16) é equivalente a equacao VAA +aB = 0, podemos expressar A em
funcao de B, ou seja, A = —\%B . Portanto, a autofunc¢ao correspondente ao autovalor
positivo A = n?72,n > 1 é dada por:

Yn(x) = B (_ﬁ sin(nmx) + cos(mrx)) ,

nmw
com 1= |B]*|%(1+ 2 )| . Dai, para n > 1 e escolhendo B > 0 temos explicitamente
2 n4m

Un(z) = nr <\/§ cos(nmx) — i\/Esin(mm)> ,

(n?m? 4 2)1/2 nm

ou ainda,
nmw

N_ @ D)
(n?m? 4 a2)1/2 (1% mrwn ’

com PP = V2 sin(nmx), n > 1, recorde que ¥ sao as autofungoes para —AL o operador

Yn(T) =

laplaciano de Dirichlet.
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Agora, suponha A < 0, entao a solucao geral é da forma
Y(x) = AeVF 4 Be VI
com 4 = —\. Impondo as condi¢oes de contorno obtem-se o sistema

viEEa “o v 4 (3.17)
VaevE + aevit e VE — | flie” Vi B

Novamente, supondo que o determinante é nulo, segue a igualdade:
(@ = p)(eVF —eV¥) =0,

desde que p # 0, temos p = o2, ou seja, A = —a?. Segue da identidade v'(0) + a)(0) = 0

que a autofuncao associada ao autovalor negativo A = —a? ¢é
20y 1/2
@Z)(LE’) = 06_0@7 com C = <m> .

Se A = 0 enta@o a solugao geral é ¢)(x) = Az + B e das condig¢oes de contorno segue
que A = B = 0. Portanto, A = 0 nao é autovalor.
Em suma, )\ := —a? é o primeiro autovalor (negativo) do operador autoadjunto —AZ

com ¢g(y) = ce~*, ¢ > 0, a correspondente autofun¢ao normalizada, isto &,

1
“ATdo = hodo. 0 < o€ H(I) e / ol dy = 1,
0

e satisfaz a condigao de Robin (3.14).

3.3 Laplaciano de Robin sobre uma faixa infinita

Do ponto de vista fisico, considere uma particula quantica cujo movimento esta confinado
em uma faixa estreita infinita no plano de largura constante €; denotamos este cenario
por Q. =R x (0,€), e como barreira de impenetrabilidade impomos um tipo de condigao
de contorno de Robin sobre a fronteira 0€). da faixa Q..

A teoria de formas quadraticas ainda é instrumento fundamental. De fato, empre-
gando tal teoria encontramos que o laplaciano —A% classico em L?(€),) com um adequado

dominio é autoadjunto, agora, no entanto o é uma funcao de W1=°(R).
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Sob certas condi¢oes no infinito com relacao a aplicacao o podemos garantir a existén-
cia de estados ligados, isto é, a existéncia de autovalores (de multiplicidade finita) abaixo
do infimo do espectro essencial. Seguimos de perto algumas das ideias de [Jiy, BK, GJ].

A forma sesquilinear fechada de interesse é b > —|la||%:, em L?(£2.), com dominio

sendo o espago de Hilbert H'(Q,),

b2 (6, ) = / Ta(e,y) Vib(a, y) dedy
Qe

+ /R o) (6(0) (. tr(v) (. ) — tr()(x, 0)tr(¥) (. 0) ) da

em que tr(¢) denota o trago em L?*(9€2,) da fungao ¢ € H'(€2,). Considere o laplaciano
negativo

— A% dom (=A%) — LA(9Q,),
com dom (—ASk) = {1p € H?(,) ;4 satisfaz (3.18)},

o
g% , (3.18)

a—y(m, €) + a(x)y(x,e) =0

na condi¢ao de contorno (3.18) exigimos que a(z) € W <(R).
A limitagao inferior da forma bl ¢ realizada inicialmente para ¢|g, com ¢ € CF(RR?),

e por densidade, Teorema 8, para toda ¢ € H'(£2,). Note que tr(¢|q,) = ¢|q, em L*(09.),

o [| [

desde que ¢(z,-) € H'(0,¢) para quase todo z € R, por argumento em Teorema 11,

dai temos

9¢
dy

dy + a(@)(l¢(@, )" — [4(z, 0)\2)] dz,

obtemos

bac(¢) = —llall [ I¢l* dady,

Qe
para toda @|lg, com ¢ € CP(R?). Sejam ¢ € H'(Q) e {dn}_,, uma sequéncia em
Cs°(R?) tal que ¢y,

a. — ¢ em H'(Q.). Entao, para ¢,, vale

B2 () > [l / (6 ? dady, (3.19)
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e ao observarmos o limite (veja os exemplos)

/ altr(én)Prado. — [ altr()Erador, m — oo, (3.20)
00, 00

produzimos a limitacao inferior

b2(6) > —lal / 6P dedy,
Qe

ou ainda, seguindo os mesmos argumentos produzimos uma segunda desigualdade, a saber

o= [ |15

091" dy + 2a(2) (I6(z, O — |6(z, 0)) | dz
> 2l [ Jof dady,

dy

Resta verificar que b é fechada. Considere a forma quadrética (positiva) auxiliar
b(¢) := b5 () +c1]|¢]|3, com dominio dom b = H(2,), a qual é fechada, com ¢; = 2| .
De fato, ao limitarmos a forma b inferiormente pode ser observado a existéncia de uma
constante C > 0 de tal sorte que Cl||¢||7, < b(¢), para qualquer ¢ € H'(Q). Sejam
¢ € L2(Q,) e {¢n}55_, uma sequénica em dom b de modo que b(¢,, —¢,) — 0, m,n — oo,

e ¢ — b, m — 00, em L?(Q,), queremos mostrar i) e ii) :
i) ¢ € domb
i) b(¢m — @) = 0, m — 0.

Visto que Cllém — ¢nll7y < b(m — én), entdo {dm}pe_; € de Cauchy em H'(€), assim
existe ¥ € H'(S,) tal que ¢,, — ¥, m — oo em L?(€,). Segue o item i) uma vez que a
igualdade ¢ = 1 em L2(£2,) é obtida. Para o item ii) basta notar que quando m — oo, os
limites ||¢m — ¢[l1.2 = 0, [|tr(¢m — @)||lL2(s0.) — 0 e (3.20). Portanto, bl é fechada.

No préximo teorema demonstramos que de fato o laplaciano —ASk ¢ autoadjunto, isto
é, —ASk & o laplaciano de Robin, o que entendemos por operador associado a forma b,

Para a demonstracao do teorema seguimos as ideias em [Jip, BK].

Teorema 14. Seja a € Wb *(R). Entdo, o laplaciano negativo —ASk € o inico operador
autoadjunto associado a forma sesquilinear b$<, ou seja, b (¢, 1) = (¢, —Agew)Lz(Qe) para

¢ € dom b, 1 € dom(—A).
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A demonstracao é apresentada via Lema 1 e Lema 2. O primeiro Lema mostra que
para o operador Tjo. associado com bY temos a inclusdo dom e, C dom(—Afk). Ja o
«@ (%

segundo Lema conclui que Tjo. ¢ uma extensao de —A%. Portanto, obtemos a igualdade
Tbgf = —Age.
Lema 1. Seja a € WH(R). Para cada F € 12(Q.), toda solu¢io ¢ € H'(Q.) do

problema

b (6,0) = (6, F)i2a,), ¥ ¢ € dombl)s = H'(9,), (3.21)

pertence ao conjunto dom(—ASk). Como consequéncia, dom Tha. C dom(—Afk).

Demonstragao: Para ¢ € H'(£2,), introduzimos o quociente de Newton

1/}<‘T + 57 y) — ¢($7 y)

s, ) = - L 0A0ER
Desde que
Lo Lo
oo+ ) — vyl = | [ _¢<x+5t,y>5dt‘ <15l _%m,y)‘ a
0 Ox 0 |O0x
temos
! o 2 I 2
2 < - — R
/QE |1hs]? dedy < /0 [/ﬂe e (x4 dt,y)| daxdy| dt /QE o (x,y)| dxdy
Portanto,
|ths|* dady < [[¢75, V 0#£8€R. (3.22)

Qe

Se ¢ € H'(Q,) ¢ solucao de (3.21), entao 15 é uma solucao para o problema

1:(0va) = (6. Pz — [ as(o) (3@ 90 + 8.6) — @000 +8,0)) .

R
para toda ¢ € H'(Q.). Escolha ¢ = 15 e notando que (¢, Fs)i20,) = —(d—s5, F)r2(00),
obtemos

bee (1) = —((1/15)—5,F)L2(Q€)—/ as(z) (@/Ja(% €)Y (46, €)—bs(z,0)h (249, 0)) dz. (3.23)

R

Por questao de simplicidade escreva b (1)5) = b$(1ps) + bS(1s), com

mwwzéwwﬁmm
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ba(ws) = [ ato)(Jus(z. ) ~ st ) dady,
R
Usando desigualdade de Schwarz, desigualdade de Cauchy, estimativa (3.22), limitagao

das fungoes a e g, e a imersao de H'(€.) em L2(99.), podemos produzir as estimativas

para t > 0,

[((¥5) -6, F)L2()

< 2[[F[|L2(q,)

(¥s) sl < tTHIF 20, + Hlws]T o,

< Cllhsllellvllie + Cllvlli 2,

[ esto) (sl uta + 6.6) = Tl 0t + 6,0)) do

com C' > 0 independente de 9,

|b§l€ (s)]

| at@rgrio asa
< 2lalloollsll2ll0avsllz < tHl@lZ NI 2 + by (vs)
Por um lado, desde que b2 (15) = bi*(1)s) + by (1)5), obtemos
b (¥5) = (1= 1)b (vs) — t*[lalZ 1111 -
Por outro lado, a identidade (3.23) produz
02 @s)| < Clgslhallvlhe + (£ 1F e + HledsllEe + CllIE)

Logo,

(1= 0 (s) =t lallZ 1172 < Cllvsllallvle + (t_lnFHI%?(Qe) +t[[¥sllo + CHQ/}H%Q)'

Agora, suponha 0 < ¢t < 1 e acrescente (1 — t)||2s/|3 em ambos os lados da desigualdade

anterior, para obtermos

(1= Ollsl2 < Clslhalllhe + (£ 1FRaa, + 180l + CllIR2) + 1 ol 913,

+ (1= )[[s]l2-

Portanto,

0 <2t =1)[[esl7a + Cllvlhallvshh e
(NP ey + M a2l + CllelEs + (1= )]1%]3,).
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Assim, exigindo 0 < t < 1/2 teremos uma fun¢ao quadrética com concavidade para baixo.
E por desigualdade acima devemos ter |45, < C, sendo C' independente de 8. Dai, esta

estimativa implica
sup [[1—sl1,2 < oo,
5
e ja que H'(£,) é reflexivo, toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia fracamente

convergente, logo existe v € H*({)) e uma subsequéncia d; — 0 de modo que ¥_g, S

em H'(Q,). Dai,
o i - o
— —¢drdy = Yo, odrdy = Y lim ¢s, dedy = lim Vs, de dy
Q. &’L’ Q. Q. 0 —0 0 —0 Q.

6,9%0

= — lim / Vs, ¢drdy = —/ vodady, V ¢ € C ().
Qe Qe

Portanto, 9,10 = v no sentido fraco, e assim 9,1 € H'(£.). Consequentemente 9,,1 €
L2(2) e Oytp € L*(Q.). Segue do Teorema de Regularidade (veja [E|] Teorema 1 pag.
309) que ¥ € VViCQ(Qe), dai a equagdo —AY = F vale q.t.p. em €. Portanto, 0,9 =
—(F 4 0,20) € L*(Q.), e portanto ¢ € W2(£,).

Finalmente, resta verificar que ¢ satisfaz a condi¢ao de contorno. Apéds integragao por

partes

(6, Py = b2 (6, 8) = (6 D)z, + / o, 0)[~By(x, 0) — ax)ib(x, 0)] da
4 / 5@, 0,0(x, €) + alz)i(z, €)] dz

para toda ¢ € H'(Q.). Isto implica a condi¢ao de contorno, pois —Aw) = F vale q.t.p. em
Q. e ¢ é arbitraria. |
Lema 2. Se a € WL *(R) entio T, = —A%e.

Demonstragao:  Seja ¢ € dom (=A%), entdo ¢ € W22(Q,) e satisfaz a condi¢ao de

contorno (3.18). Por integragao por partes e (3.18) obtemos para toda ¢ € dom bl a
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identidade

1:(6.0) = [ 3 00,0te.) de — [ 5 000,0(5,0)do

—/Qm&ﬂ(x,y) dmdy+/ﬂ§&($)¢(ﬁf’€)¢(%€) dz

—A@($)¢($,0)¢($70) dz = —/Q ¢(z,y) AY(z, y) dz dy = (¢, —A¢)L2(q,).

Portanto, ¢ € dom T}, e segue que T, é uma extensao de —ASk. Segue do lema anterior

a igualdade desejada. [

3.4 Espectro do hamiltoniano na faixa estreita (),

Vamos investigar o espectro o(—A%) do hamiltoniano —A% na faixa 2, quando a fungao

a em W (R) satisfaz a condigao:
JapeR; a(x)=ay para |z]|>a.

Neste caso, demonstramos que a componente essencial do espectro de —ASk ¢ o inter-
valo [—ad, 00). Esta afirmacao ¢ o contetido do Teorema 15, cuja demonstragao ¢é realizada
em duas etapas. A primeira etapa é dada pelo Lema 3 e a segunda etapa pelo Lema 4;
neste altimo empregamos o método chamado de Dirichlet-Neumann bracketing, para mais

informagoes citamos [Jiz] e [RS].

Lema 3. Seja o € W *(R). Além disso, suponha que existe a > 0 tal que a(z) =
para |x| > a. Entao,

[—ag, o0) C aess(—Agﬁ).

Demonstragdo:  Seja A € [up,00), com pg = —ag. Vamos construir uma sequéncia
(1,)22; nas condigoes do Teorema 3 (veja [dOl;], Teorema 11.2.7.). Seguindo as mesmas
construgoes como em [Jip], definimos as seguintes fungoes

Un(2,y) = Cn(l’)cbo(y)ei(m)z.
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sendo ¢g(y) = c(ap)e™¥ normalizada em L2(0, €) e os elementos ¢, fungdes cut-off. Mais
claramente, considere ¢ € CP(R), com 0 < ¢ <1 tal que ( =1 em (—-1/4,1/4) , (=0
em R\(—1/2,1/2) e ||¢|l2 = 1, e defina ¢,(x) := n~2¢(z/n — n). Note que

1) supp((n) C (n* —n,n* 4 n);
2) (Gl = n7¢ ]2
3) 10112 = n72¢7 |2

As derivadas das fungoes 1, sao

) = e L) (¢hw) + i) VA= o).

e ) = ant)e ) (Gate) + 20/ X = o () = (A = o)) ).

Onton (2, ) = <n¢s<y>ei<m>”i

\/m>x \/m>x

Bn(z,y) = Ca S(y)ei< = Cn(_/io)%(y)@i( = —[oUn.

A condigao 1) do Teorema 3 é satisfeita devido a nornalizac¢ao da fungao ¢, e a hipotese
sobre (. Ja o item 2) temos que (¢, ¥y )12(0,) — 0 quando n — oo para toda ¢ € C§°(€2),
uma vez que para n suficientemente grande o conjunto supp(¢)Nsupp(¢,,) = 0, e dai desde
que C$°(€,) é denso em L2(€2,) segue a validade do item 2) para a sequéncia {1, }°,.

Assim, resta apenas verificar o item 3). De fato, para toda ¢ € L?(€),) temos

(@, (A — N)apy,)| < '/Q GG o X (i\/)\ — uga:> dmdy’

+

Qi/ CZC},L% exp <Z\/>\ - Mol") \//\ — Lo dxdy’
Q.
<072 @ll2 o lldollLz 0,0 I 2@ + 20~ Hlov/ A — pollLz o lldollLzo,0 1" L2 @),

logo segue que
const.

(=AY = N2 < m—

entao

(=A% = Ntnllizq) — 0, 1 — oo
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E claro que 1, € dom (—ASk), pois 1, e suas derivadas parciais classicas pertencem ao
espaco L*(Q.) e supp((,) C (n? —n,n? +n) C [a, oo para n suficientemente grande.

Portanto, vale a inclusdo [—a3, 00) C gegs(—A%). ]

Para o caso particular a(z) = ap,z € R, recorremos ao Corolario 1, em razao de sua
breve demonstracao. No que diz respeito a este caso, podemos resgata-lo no Teorema 15.

Note, ainda que, neste caso temos ogis(—ASk) = ().

ag
Corolario 1. Se a(z) = ag, entio [—af, 00) = Tess(—A%).

Demonstracao: Com efeito, de maneira analoga ao lema anterior vale a inclusao
[—ad, 00) C Oess(—ALe). Por outro lado, temos a limitagao inferior bc > —ag, logo temos

a inclusdo o(—A¥) C [—af, 00). Portanto, o(—Afs) = 0es(—A) = [—af, 00). n

Lema 4. Suponha o € WL(R). Além disso, que exista a > 0 tal que a(x) = ag para

2| > a, entdo inf oo (=A%) > —a?.

Demonstragao:  Seja {\%(€Q.)}>2, a sequéncia associada com a forma b dada pelo

Teorema 5, isto é,

o . Jo, IVo2dady + [, altr(¢)[*redo(z)
AX(Q) = inf  sup > .
LCdombg® ¢eL Jo, |9Pdady

dim L=n
Seja A% (©,) o infimo do espectro essencial de —Af¥, ou seja,
Hm A% () == A% ().
n—oo
Dividimos €2, da seguinte maneira,
Qo =QquluQ.ul,uQ,,
em que

Q) = (—00,—a) x (0,¢), Q.= (—a,a)x (0,¢e) e Q= (a,00) x (0,¢),

I''={(-a,y);0<y<e} e ' ={(a,9);0 <y < e}
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Seja b ‘v uma forma quadratica, cujo dominio ¢ o espago soma direta 7; & T, ® T,

dada por

B2 () = / 1V (lay)? dady +

i€{l,c,r}

3 [ a@nda) @ DR - o) @0 n

ie{l,c,r}

com

Ty = {¢1 € L*(Q); dulo, € H' (%) e ¢y =0 q.t.p em Q\Q},
T. = {¢c € L*(Q); ¢elo. € H'(Q) € ¢ = 0 q.t.p em Q\QS,
T, = {¢r € L*(Q); brlo, € H'(Q) e ¢, = 0 q.t.p em Q\Q, .
Ja que I';, T, sdo conjuntos de medida nula, entdo para toda ¢ € dom b vale,
¢ = OX1+ OXe + OXry  Qt.pem
sendo que y; denota a fungao caracteristica de Q;, para i € {l,¢,r}. Dai, a inclusdo

dom b C dom by

segue por decomposicao anterior. Em seguida reescrevemos a forma quadratica b%<(¢) de

maneira conveniente, a saber,

Z/iv

ie{l,e,r}

+ Z/ ix(6) e, VP — lir(6)(ar, 0 d,

i€{l,c,r}

enunciamos a seguinte afirmagao e deixemos sua verificacao para o fim dos argumentos.

Afirmagao 1. bl (¢) = biy(¢), para ¢ € dom bk,

Denotemos por {\%"(€,)}°%, a sequéncia associada com bg y dada pelo Teorema 5.

Entao, decorre da afirmacao acima a seguinte desigualdade:

A (Qe) < A(Q),
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dai, mostramos que
AN (Q) < A% (90,

em que
AEN(Q) = lim A2N(Q) e AL (Q) = lim A*(€).

n—oo n—oo

Agora, anote as expressao, a qual corresponde a sequéncia { A&V (Q,)},,

N Dic{ler} (fg IV (¢ilo) Pdady + [oq, altri(dile,) 2V2d0(33))
AP (Q) = inf  sup 5
L%?&@EQ%TT sl ZZ’E{l,c7 r} le |¢Z Q; d$dy
= inf
LlCTl7LCCTC7L7‘CT’I‘
dim L;+dim L.4dim L.=n
Z’L'E{Z,C,T} (fQL V(@ Qz) 2d£L’dy -+ faQL Oé‘trl<¢l Qz) 21/2d0_(1')>
sup _
Zie{l,c, r} fQZ i Q; dedy

¢1€L;, pcE€Lc, prELy

. , N Q,
Defina, para i € {l,¢,r}, os nimeros )\;‘{;N (€;) em correspondéncia as formas b, y,

com dom by = H' (),

@mmwa/wmew+
Q;

+/ammmmwﬁﬁwmwmwwma

I;

ou seja,
V(¢;)|*dzdy + altr;(o;)Prado (2
Ag’.N(Qi) = inf sup fQ’| Sl Y fa;]" tri(¢0)[ vado ) (3.24)

Considere a forma by > 0 sesquilinear fechada com dom b = H'(Q.)

b (o) = ’ ev o)|? dzdy,
% (5,) /;A|wnxy

logo,
V(¢ )|?dxd
M) = inf sup ch | (¢2)| Y
LCHY(Q.) gel fQ || 2dxdy

dim L=n
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Segue do Teorema 7.2.2 ¢ Exercicio 7.3 em |Da] que o espectro essencial do laplaciano de

Neumann ¢é vazio, ou seja, temos que

lim AY () == A\Y(Q,.) = +oo.

n—oo

Para i = ¢ vale a limitagao inferior by > —||a||%, , recordamos tal forma quadratica

o) = [ [ 9@y + [ a0 (e DE - 6@, 0P) d

a
Além disso,

1
56%(05(:) < b (9e) + 2llalZ eIz ..

para ¢, € H'(Q.), consequentemente,
EAN(R) < XN () + 2fall%,
logo temos lim,, o A2V (£2,.) = 400, entdo Jess(—Ang) = (). Portanto, vale que
AEN(Q) = +o0. (3.25)

Dado n > 1, seja L C domb’, com dimL = n. Entdo L = L; ® L. & L,, com

dim L; = n;,dim L. = n.,dim L, = n, e n; + n. + n, = n.

Segue de (3.24) que

dedy —+ fai a]trz((bl
¢ilo,|*dzdy

Sictent (Jo, IV(6a) o,)Prado ()
sup

$1€L1, dc€Lc, preLr Zié{l,cﬂ’} fQZ

> max{ A7 (), A% (Qe), A7V () ),
com a convencao que )\g;N(Qi) =0sen; =dimL; =0 para i € {l,¢,r}. Dai, segue que
Av Q) > min  {max AT (90, A% (20), A7 Q)] -
ni+ne+nr=n

Finalmente, para n — oo,

AN (Qe) = min ALY (), A (), ALY ()]
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Qp
Notemos que, para ¢ € domb,"y = HY(Q,),

bg,"zv(cbr):/g |V(¢T)|2dxdy+/Ooa0(|trr(¢r)<x71)|2_|trr(¢r)<$’0)|2) dz

> —CY% ’(br’Q dl’dy,
Qp

entao aess(—Ang) C [—ag, ), logo
A2N(Q,) = inf aess(—Ang) > —a?.

Analogamente,

ALN () = inf oo (AL ) = —0.
Portanto, como ja verificamos a desigualdade A% ™ (Q.) < A% (€,), entao

—ag < AN (Qe) < A%(Q),

ou seja,
A2 () = inf e (—AD) > —a?.

e} iy

(Demonstragio da afirmagio 1:) Com efeito, se ¢ € H*(Q.) N C(Q,) entdo pelo Teo-
rema (do Trago) vale, tr(¢) = ¢ em L*(9Q.), e para cada i € {l,c,7}, tr;(d]o,) = 9|a,
em L2(09;), pois éla, € H'(;) N C(Q). Logo, a afirmacio é satisfeita para cada ¢ €
HY(Q) NC(Q).

Dada ¢ € H'(€),) existe uma sequéncia {¢, }>>, em H'(£,)NC(Q.) tal que os limites,

quando n — oo, valem:

bn = O em HI(QG)
Gnlo, — 9la em H'()

e via Teorema do Trago,

(3.26)

tr(¢,) — tr(o) em L2(09,)

. (3.27)
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B (0) = lim b2 (9n) = T b (60) = b2 (0).

n—o0

De fato, vamos justificar apenas a tultima igualdade, é claro dos limites acima que

/ IV (dle ) dardy — / V(9lo) 2 dady, n— oo,
Qi Qi

para i € {l,c,r} seguem as integrais de fronteira:

lim [ afltxi(@ala) (@, DI = [tr:(gulo,)(z, 0)[|dz =

= lim altr; (o, 2uydo.

n—+00 09,

2u2da:/ altr;(¢
09

Para a demonstragao do Teorema 15, meramente empregamos os Lemas 3-4.

Teorema 15. Seja o € WH(R). Suponha que existe a > 0 tal que a(xr) = o para

2] > a. Entdo oes(—A%) = [—a?, 00).

Demonstragao:  Por Lema 4 temos oo (—AS) C [—a?, 00). E a inclusdo oposta segue

do Lema 3. m

3.4.1. Existéncia de espectro discreto

Como ja haviamos comentado no inicio desta secao, damos uma condicao para que
(=A%) N (—o0, —al] # 0, ainda supondo a(x) = «ap para |z| > a, a > 0. Isto, jun-
tamente com o Teorema 15 implica que o espectro abaixo de g = —a3 é formado por
autovalores isolados de multiplicidade finita, ou seja, ogis.(—AS) # 0. Tal condigao para
puxar o espectro do operador —AS¥ para baixo de g é introduzida no Teorema 16, o qual

tem base na sec@o 3.3 de [Jiy].
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Teorema 16. Suponha ag >0 (ag <0 ). Se, além disso, (a(x) — ) € integrdvel com
/(a(x) — ap)dz > 0, (/(a(m) —ap)dr < 0) )
R R

inf o (=A%) < po.

entao,

Demonstragao:  Considere a forma quadratica Qf%, com dom Q% = dom b,

Qu(9) = b3 (9) + agllgll3-

Sejam {u,}°°, uma sequéncia de fungoes testes dadas por u,(x,y) = fn(x)de(y) sendo
¢ uma funcdo cut-off como no Lema 3, f,(z) = C(x—\/ﬁm e oo = c(ag)e Y a autofungao

. 0, . . . ,
(normalizada) de ~ A9 associada ao primeiro autovalor \g = —a?, isto é,

—A&%€)¢o = Ao, / |gb0|2dy =L
0

Dai, apés uma integragao por partes, obtemos

Q% (un) = n2|IC'|2 + / 1642 da + / o) ful2(60(e) — |G (0)[2) d + 02 / 6ol da,

Desde que

/OE (‘%’2 + 04(2)‘¢0’2> dx = —ao(‘qﬁo(e)‘? _ ’¢0(O)|2),

temos

Q) =12 I+ [ (o) = a0 L (lon(e) = [on(0))
ja que (a(z) — ap) € LY(R) e fuo(x) — 1,n — oo podemos aplicar o Teorema da Con-
vergéncia Dominada e produzir o limite

Tim Qg (un) = (Iéo(e)” — [¢o(0)]) /(a(;c) — ap)dr <0,

R
em que (|¢o(€)|* — |¢o(0)[?) = c(ag)*(e”?*c = 1).
Portanto, existe N > 1 tal que b (uy) < po, assim, inferimos do Teorema 6 que

inf o (=A%) < pp. n



Capitulo 4
Dominios finos no plano

Consideramos o laplaciano —A% em uma familia de dominios €2, compreendido entre
duas retas paralelas no plano, e propomos um tipo de condi¢ao de Robin particular na
fronteira deste dominio. Investigamos o limite da familia {—A%*}..s quando o diAmetro
da secao transversal tende a zero. O resultado desta anéalise assintética, que teve como
principal técnica a de [FS;, FSy|, diz que podemos aproximar a referida familia de oper-
adores laplacianos, apos devidas identificagoes, por um operador efetivo em norma dos

resolventes.

4.1 Mudanca de variavel

Primeiramente, recorde as notagoes do capitulo anterior e que —A% & autoadjunto e
correspondente & forma b quadratica. Aqui, impomos que o parametro o cumpra as

exigéncias:
e A fungdo a: R — (0,00) estd em CH{R) N W1*(R), com 1/« limitada.

Comumente em analise de reducao de dimensao, expressamos o laplaciano em novas
coordenadas (s, u) determinadas pela inversa da aplicagao f., a seguir definida.
Introduzimos a regiao 2 = R x (0,1) (faixa reta plana infinita); podemos definir a

faixa 2. = R x (0, €), simplesmente notando que Q. = f.(Q),

40
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fe:Rx[0,1] — R x[0,¢€ | (4.1)
(z,y) — (z,ey)

Por sua simplicidade é imediato concluir que a aplicacao f. é um difeomorfismo e
de determinante jacobiano igual a detV f. = e. Uma mudanga de regiao de integracao é

realizada ao consideramos a transformagao unitaria

U 12(Q) — L2(Q)
b = b= Velo f)

Tal transformagao induz a familia {B, := U, (=A%)U-1}.~o em L%(Q) de operadores

. (4.2)

unitariamente equivalente ao laplaciano de Robin —ASk.

4.1.1. Transformacao do hamiltoniano

A forma sesquilinear b ¢ fechada e limitada inferiormente, com dominio independente

de €,

bVi¢) = b2 (U¢), com ¢ € dombd = H' Q).

Por observar as identidades (4.3)-(4.4) com ¢ € dom b}, apresentamos sua acio. Em (4.3)
obtemos o gradiente da composi¢ao (¢ o f71), e a identidade (4.4) trata da integral de

fronteira,

V(60 £7Y)(s,u)]” = |0u0 (s,%)(2+612 aygb(s,%)F, (4.3)

! Ik —1 alx r x 2 tr x 2) dz
—/E)Qéa(8)|tre(¢ofe Prado. = ¢ [ a(@)(x(o)w VP - @)z, 0)F) do. (49

€ R

Algumas palavras a respeito da segunda identidade. Estabelecemos (4.4) para fungoes
bm € CP(Q) e, veja Teorema 8, dai para toda ¢ € H'(Q). Em vista do Teorema 10 (veja

também Exemplo 1) temos
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:\

/ a(s)|tre(dm o f71)[Prado. = (P 0 f71) 1 do
00

O

/ o S P do,
hi(R
)| 1) = |6z, 0)2) da,

+

%\
Q

assim, quando m — o0,

/ a|tre(¢0f€_l)|21/2d06:/ altr(¢)[*vy do.
R a0

Logo, podemos descrever a agdao da forma quadratica b, por

20 = | |52 o

dx ay
e /R (@) (|tr(0) (x, 1)[? = [tr(¢) (z, 0)]?) da.

2
d dy + dxdy

€

Ocasionalmente, faremos uso da forma quadratica b usando a expressao que envolve

o vetor normal a fronteira 02 de 2, a saber,

0p
b () :/ — d dy + d:cdy
o |9z
1
1 [ a@lu@)Prds,

€ Joq
ambas expressoes tem suas vantagens técnicas.
4.2 Reducao de dimensao
Seja A\j(x) = —(ea(x))? o primeiro autovalor do laplaciano —A!, , de Robin na secao

transversal I, e ¢§(z,y) = c(2)e”*®Y a correspondente autofuncido nornalizada. Isto
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é, para cada € R (fixo) escolhemos a autofungao (normalizada) associada ao primeiro

autovalor do laplaciano —Aga(gg), com dominio formado pelas x € H?(I) tal que x satisfaz

—X(0) — ca@)x(0) =0 ¢ (1) +eale)'(1) =0, (4.5)

a fungao c.(x) é simplesmente (fl leme@ey|2q >_1/2 ou seja, c.(z) = _2af@)e v
Q € p 0 y ) .] ) V€ - 1 o 6_20((3;)6 .
Para estarmos em acordo com as ideias de [FS;, FSy|, veja Se¢ao 4.3, distinguimos o
subespaco fechado H, de H = L2(Q2), H, = {w(x)¢§; w € L2(R)}. Naturalmente, podemos

identificar, via a isometria 7, os espagos H. e L*(R),

me:H. — L3AR)

weE = w

(4.6)

Se restringimos a forma b quadratica a elementos do subespaco H, com w € H'(R),

d. com d. = {wef;w € H'(R)} C H, entdo, veja Segao 4.5.2.,

isto ¢, consideramos b

obtemos a expressao

2wdf) = [

(12 + [ PVET) e,
R

com funcdo potencial efetivo V¥ (z) dada por
V@) = [ ln) Py = (o)
Note que contamos com a convergéncia essencial,
Vel 5 —a? quando € — 0 (uniformemente).

Ja que b? > —cy, com ¢y = |lal|’, defina ¢; = 2c¢,. Assim, investigamos o com-
portamento assintotico da familia {a.}.~o de formas quadraticas positivas e fechadas, a
saber a(¢) = b%(¢) + cl||¢||ig(9). E claro da escolha de ¢; que a.(¢) > c»||¢||2 para cada
¢ € H(Q). Em particular, se ¢ € d., isto ¢, se ¢ = wg§ com w € H'(R), entao

acluwdt) = [ [l + WPV + e do > o [ ol da

e, além disso,
oufwd) = [ [0+ PV 4 )] do > [ s,
R R

uma vez que a funcio (VT + ¢;) > 0 para e suficientemente pequeno.
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4.2.1. Potencial e operador efetivo

A vista da restricio a.|d. podemos estabelecer o Teorema 17, que é uma etapa para a

demonstracdo do principal resultado, Teorema 19. Defina a forma q. = b%|;. > —c»

quadratica, que por isometria 7, pomos dom ¢, = H'(R) = d_, e

gelw) = / (10 + V2" fuf?) de.
R

Indicamos por T, o (tinico) operador autoadjunto associado com g, segue por desigual-
dade prévia que ||(T,, +¢1) 7Y < ¢3!, para todo e suficientemente pequeno. Naturalmente,

para T, : H*(R) — L?*(R) confere-se a agao
T, (w) = —w” + V& (z)w.
Por convergéncia uniforme, ||V — a?| — 0,¢€ ] 0, considera-se a forma quadratica
ow) = [ (' = a@fluf )ds. - domq = H'(R),
com operador (efetivo) associado T : H*(R) — L*(R),
T(w) = —w" + Vi, (4.7)
em que V¥ (2) = —a(z)?, por fim anote a desigualdade ||(T'+c;) 7! < ¢t

Teorema 17. Suponha 0 < a € WH2(R). Entao, sob as condigoes sobre o pardmetro a

introduzidas, vale a convergéncia na norma dos operadores
(T + 1) = (T + 1) ey = 0, €—0.
Demonstragao: Se u,v € H'(R), entdo

[Ty + )%, (T, + 1) 20) = (T + 1) P, (T + @) Po)| = |ge(u, v) = q(u,0)]

<VET = Voo lull2 0] -

Dai, para u = (T + ¢1)"'g and v = (T, + ¢1)"*h, with g, h € L*(R) temos

(T + 1) tg, h) = (T, + c)2(T + 1) g, (Ty, + c)V2(Ty, + e1)'h),
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(g, (Ty. + 1) 'h) = (T + c)2(T + 1) g, (T + 1) *(Ty, + 1)~ 'h).
Portanto,

(T + )7 g, 1) = g, (T + 1) ") < IVES = V(T + 1) gl (Ty + 1) ™Rl
< G VET = Vol l2l g1l

Consequentemente,
(T, =T g, W) < IV =V llllgllz | hll 2 e)-

Portanto,

1T = T semy < IV =Vl =0, €—0.

4.3 Aplicacao: teoria geral

Na presente secao, apresentamos o Teorema 18 que nos fornece um método ou uma técnica
para reducao de dimensdo. Para a referida técnica citamos o trabalho [FS;, FSy| que
originalmente contém igualmente esta secao.

Para cada € > 0, seja a. uma sequéncia de formas sesquilinear nao negativas fechada
em um espaco de Hilbert H separavel e A, os correspondentes operadores autoadjunto
positivos associados. Seja H. um subespaco fechado (Hilbert) de H e H o complemento
ortogonal de H. em H. Entao, apos a decomposicao H = H. ® HL, cada ¢ € H pode ser

escrita de maneira nica como
¢:¢6+¢67 Pe¢:¢e€7{e, PEQSZCbEEHEL,

em que P,, P¢ denotam as projegoes ortogonais sobre H, e HZL, respectivamente.
Suponha que ¢ € dom a, implique ¢. € dom a., assim também ¢ € dom a.. Portanto,

estao bem definidos os seguintes subconjuntos densos de H, e de HL, respectivamente,

d€:{¢e;¢€domae}EHe € dez{ﬁbe;QSEdOmae}EHi.
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De fato, se ¢ € He e (¥, 0) = 0 para toda ¢. € d, entdo (¢,¢)y = 0 para toda
¢ € doma, C H, portanto ¥ = 0.

Considere a seguinte familia de restri¢oes
qe :a/€|d67 be :ae’de

de formas quadraticas em H, e HL respectivamente. Note que ambas sdo formas quadrati-
cas positivas e fechadas.
Denotemos por (). e B. os correspondentes operadores autoadjuntos associados. As-

sim, a forma quadratica pode ser escrita da seguinte maneira

ac(®) = qe(@e) + be(¢°) + 2me(¢e, ¢°), (4.8)

seguindo a nomenclatura de [FS]|, a forma ¢.(¢.) + b.(¢°) é chamada de parte diagonal
de a e ao termo m(o, ¢¢) chamamos de parte nao-diagonal de a.; e para os parametros

p(e) > 0, g(€) > 0, suponha que as condigoes ocorrem,

qe(0e) = c(e)ll@cll . ¥ ¢ € de, cl€) = co > 0; (4.9)

be(¢°) = p(e)l| 613, ¥ ¢ € d (4.10)

[me(de, 9)° < 4(€)*qe(¢e)be(¢) . ¥V ¢ € domag; (4.11)

q(€) = 0,p(e) = +oo,¢(e) = O(p(€)) quando € — 0; (4.12)

sob estas hipoteses enunciamos o Teorema 18, cuja demonstragao é o objeto na Se¢ao 4.5.3..

Teorema 18. Para € > 0 suficientemente pequeno, o operador A. € positivo e eziste

D > 0 de modo que
HAE_I - [Qe_l D O] HB(H) < p(e)_l + DQ(E)C(E)_I )

em que 0 € o operador nulo sobre o subespago H.

4.4 Teorema principal

Na corrente segao o Teorema 18 ¢ colocado em pratica. Neste contexto, H = L*(Q),

d. T H,. definidos na Segao 4.2 com d° = H'(Q) N HL. Dada ¢ € H'(Q) temos a
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decomposicao
¥ =w(x)d; +nlz,y)

com w € H'(R) e n € HY(Q) N HL. Recorde a familia {a.}.~o de formas sesquilineares

que supomos, sem perda de generalidade, reais. Entao podemos escrever a decomposicao

ac(¥) = ac(wep) + ac(n) + 2a.(wey, n), ¥ € domae.

Suponha que cada parcela em a, admite um comportamento do tipo como listado:

ac(wog) > col|wll3, ¥V we H' (R); (4.13)

w? 2 € 1 1
ac(n) > 6—2||77||2, Vnped :=H (Q)NH:; (4.14)
lac(wey, n)|* < MPac(weh)ac(n), o € domay; (4.15)

Conferimos a validade de (4.13)-(4.15) a partir da Subse¢ao 4.5.1., deste modo enunciamos

de imediato o

Teorema 19. Seja B, > —cy o tinico operador autoadjunto associado com b unitari-
amente equivalente ao hamiltoniano (—AS¥) e considere T dado em (4.7) e o operador
correspondente a restricao G. ‘= ac|q, denotado por Q. > ¢5. Entio, vale a convergéncia

em norma dos resolventes

|(Be+ci)™ = [7.HT +¢1) 'me @ 0] —0, €—0,

||B(L2(Q))
em que 0 € o operador nulo sobre o subespago Hx.

Demonstracao:  Suponha (4.13)-(4.15) e denote por A, = (B, + ¢1) o operador au-

toadjunto associado com a., entao via Teorema 18,

1 _ [AH-1 3
HAE Q7 ®0] HB(L2(Q)) = De.

Segue do Teorema 17 a convergéncia

H Q7' @ 0] — [7 YT + 1) ‘7 @ 0] HB(L2(Q)) —0, €—0.
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De fato, apenas notemos que QE : dom Q€ — H. ¢ dada por

Q.= (T, +c1)me, com domQ, = {wes:we H*(R)} = H*(R).
Seguindo, por desigualdade triangular, obteremos

[(Be+e) ! = [r (T +e)) '@ 0] | < [[[Q7 @ 0] = [77 (T + c1) " me @ 0] |
+ HA;1 — [0 @0 H

dai, como cada parcela tende a zero quando ¢ — 0, segue a demonstracao. |

Observagao 5. Dada ¢ = w¢§ +n em H'(Q) podemos concluir que w € H'(R), logo
wey € HY(Q). Deste fato, obtemos que d. = {weh;w € H'(R)}.

4.5 Apéndice

4.5.1. Estimativas

Realizamos aqui as estimativas necessarias para empregarmos o Teorema 18 & familia
{a.}eso de formas quadraticas. Por escolha de ¢; > 0, temos ac.(¢) > cal|¢||3, para toda
¢ € H'(Q), entao (4.13) segue por defini¢ao de a,.

Para conferir (4.14), usamos a caracterizagdo minimax (Teorema 7) para o segundo
autovalor A\ do operador laplaciano —A!

ea(x

fixado arbitrariamente. Seja n € H'(Q) NHE, entdo n(z,-) L [e @] q.t.p.-z € R. Dai,

) de Robin na secao transversal I com x

aplicando o Teorema 7 ao termo entre colchetes, obtemos a segunda desigualdade abaixo

Ui

SUEEYATA

Oy

M4 e
> A0 [ o dady,
Q

2
+ e’ dy + ea(z) (|n(z, 1)|* = [n(z,0)]°) | d=

Portanto,

)\I
ol = 3} [P dsdy, com A =7
Q
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Mais sobre a estimativa de a.(n)

49

Sabemos que H'(£2) N C(Q) é um subconjunto denso em H'(Q2), por Teorema 8. Logo,

deste fato, o conjunto H'(€2) N C(Q) NHL é também denso em H'() NHE.
Se n € H'(Q) N C(Q) NH} entdo

n(xz,-) L ¢g5(x,-) qtp zeR.

Seja, para cada tal x fixado, a forma quadratica

dy + ea(z) (lu(D)]® = [uw(0)[?), ue H'(I).

Em virtude do Teorema 11 temos que 7;, = —Afa(z) é o operador associado e

No(z) = —(ea(x))?

é o primeiro autovalor e

o segundo autovalor, o qual nao depende da varidvel longitudinal z. Por hipotese,
n(z,-) € HY(0,1) N C[0, 1] N [e-*@)ev] -

entao, por observacao 1 ap6s Teorema 7, temos

ba(n(z,)) > A / ine.y)|? dy,

uma vez que

A = inf (€ Tou b

0#£¢€ dom Ty, NEG W ’

Ey:= N(T,, — \b).

Ou seja,

Mo
adm) = SHinllE.

Por densidade declarada acima, obtém-se, a.(n) > ’e\—é||n||§, para cada n € H'(Q) NHL.
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Estimativa: parte nao-diagonal

Para a estimativa de (4.15) recorde que 0 < a € Wh*(R) e 1/a € L*®(R). Por hipdtese
n € HE N HY(Q) entdo a’wgf L n, e por integragao por partes obtemos

1 1

—/ atr(wey)tr(n)ve do(x) = / wgb On dxdy

€ Joa €

Dai, segue que
e _ 0
ac (@, )—/w¢08ndxdy+/ —¢ 7701 dy

—/quﬁg(o/ey)% dzdy.
Mais uma vez a ortogonalidade wg¢§ L 71 serd fundamental. Desde que w € H'(R) ¢
arbitréaria,
/1 e @Yn(z y)dy =0, qt.p. z€R,
derivando esta tultima igoualdade (com relagdo & variavel x) sob o sinal de integragao

obtém-se

1 1

0

/ e’o‘(m)eya—z dy = —/ e @Yo/ (x)eyn(z,y)dy, qtp. xR (4.16)
0 0

Agora multiplique a identidade (4.16) por w'c. e integre sobre R,

/ w' g0, dady = — / (a/ye)w' gpin dady,
Q Q

também ao multiplicamos por c.w produzimos a identidade

/ /
| Swdipndady = - [ (@ye) i dady.
Q €

€ Q
Sob as hipoteses em «, temos c./cc — 0,6 — 0, e como y € [0, 1] a valem as estimativas

a.(wey) 2/|w'|2dm,
R

a 77)2/|8$77|2dxdy,
Q

A 2
> —2/ In|” dz dy,
€ Ja

ac(wdf) > e / e ? dz dy,
Q

finalmente, podemos obter a estimativa desejada,

|ac(woo, n)|? < M2Ea(wes)ac(n).
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4.5.2. Energia potential

Derivando as funcoes c.(-) e ¢§ com relacao & varidvel x obtemos:
0

dee ' €
¢ — ac [1 . 02672a(x)e] _

dz 200 €

o’c.

200

[1 =165z, DI,

CI
(66)' = 265 — (aey) ¢
Desde que

] Vealudy = — 5l ) = 1

entdo [;[(¢5)'¢fldy = 0.

Dai, podemos anotar a identidade
| tewory P dude = [ (sl + ) + 2Rea’)oi(n) ) dyde

= [ [ ok ([ierar) as

Finalmente, os termos remanescentes sao (4.17)-(4.18), com

1
—2/ ]w8y¢8|2dxdy:/]w|2a2dx, (4.17)
& Ja R
1 V(2 2 2
- altr(wey)|‘rado = =2 | |w]“a” dx. (4.18)
€ Joq R
Portanto,
20wdf) = [ (juF +VeTluf) da
R
com

Ve /wo V() dy — o?(x),

Desde que |(¢§)'(x,y)]*> — 0 (uniformemente) entao VT — —a? uniformemente

quando € — 0.
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4.5.3. Demonstracao do Teorema 18

Por conveniéncia dos leitores, agora vamos apresentar a demonstragao do importante
método de Friedlander e Solomyak, que originalmente apareceu em [FSy, FS,.
Demonstragcao: Para cada ¢ > 0, analizemos a parte diagonal de a., isto é, a forma

quadratica fechada e positiva

te(@) := qc(de) + be(¢), V ¢ € doma,.

Temos que t. é fechada e positiva, pois ambas componentes sao fechadas e positivas.
Com efeito, que ambas sao positiva é imediato uma vez que a. > 0. Vejamos que ac|d,
¢ fechada. Suponha que ¢, — ¥, n — 00, em He € ae(be,n — Ge,m) — 0, m,n — 00;
devemos mostrar que ¢ € d. € ac(pe,,—1) — 0, n — oco. Por hipotese, vale a convergéncia
Gen — Y, n — 00 em H e como a. ¢ fechada temos ¢y = Pa) + P € doma,, com
P € d, e vale ac(¢e,n, — ) — 0, n — oo. Basta mostrar que ¢ € d.. Para isso, dada
p € HE temos (¢, ) = 0, pois ¢, — b, n — oo, entao Y € (HL)* = H,, logo P =0,
ou seja, ¥ = P € d.. Analogamente, obtemos que a.|d® é fechada.

Denotemos por 7, o tinico operador autoadjunto associado a t.. Das hipoteses sobre

as compomentes de ¢, para e suficientemente pequeno
1T 50 < Dic(e) ™

De fato, desde que c¢(e) = O(p(e)), quando € — 0, existem M > 0 e 0 < ¢, tais que

)
(€

Dai, com D;' = min{1, M~'}, temos

c

—~

<M, 0<e<e.

~—

g~

[1(9)] = ge(0e) + be(¢) = cle)l|el|” + p(e)l ]|
> c(e) min{1, M~ }o]*

Notando que qc(¢c), be(¢°) < t.(¢) obtemos a desigualdade, para a parte nao-diagonal de

a€7

|ac(¢e, 9)| < ql€)te(o).
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Consequentemente,

|ae(¢) — ()] < 2[ac(¢c, ¢°)| < 2q(€)tc(¢).

Se € > 0 é suficientemente pequeno de modo que ¢(e) < 1/4 a desigualdade anterior

implica
1/206) < a6) < 3/21,(0)
entao
P12 < ae), ¥ o€ doma
Portanto,

1A 530 < 2D1e(e)™

Segue das estimativas de b, a implicacao

1B sy <ple)™" (4.19)

Para ¢;, ¢o € doma,, (= dom Ai/ > = dom Tel/ 2) e para € suficientemente pequeno,

temos
(A2 01, AP ) — (T201, T ¢o)| = |ac(d1, ¢2) — te(d1, d2),

desde que |ac(P1, P2) — te(d1, P2)| = |ac(Pre, 95) + aec(d], P2.c)|, vale a seguinte estimativa

(A1, AY200) — (T2201, TH260)]| < q(e) [y a(01.)b(85) + 1/ a(6D)b(02.) |
< q(€)V2(1(91)1(02)) 2 < 2(O(t(én)a(02)

Escolhendo ¢y = T 'v e ¢ = A-'p, em que v, p sao vetores arbitrarios de H, temos

(A ) — (T v, )| < 2q(€) (A py p(T v v) M2
< 2v2Dig(e)e(e) Vil ull -

esta estimativa nos revela que

(AT = TN w, ] < 2v2Dag(e)ee) ™ |v] [l
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portanto,

1A =T lsg < 2V2D1g(e)c(e) ™.

Ja que , T-' = Q.' @ B! vale a igualdade

|17 = (R @ 0] ||y = 1Bl (4.20)

lembrando de 0 é o operador nulo sobre o subespago H . Por desigualdade triangular, de

(4.19) e (4.20), com D = 2v/2D, segue que

A7 = [Q:1 @ 0] < 2() ™+ Dale)e(e) ™



Capitulo 5
Dominios finos e encurvados no plano

Introduzimos o laplaciano em um dominio encurvado plano de largura constante com
um tipo particular de condi¢ao de Robin na fronteira; essa condi¢ao é nao-homogénea, no
sentido de que o pardmetro de Robin depende da curvatura (no nosso caso de uma maneira
especifica; veja (5.5)). Derivamos, quando o didmetro da segao transversal tende a zero, via
técnica de [FSy, FSy|, um operador limite (operador efetivo), gragas a uma convergéncia
uniforme de formas quadraticas implicando numa aproximacao entre operadores dada
em norma dos resolventes. Com tal quadro de modelagem, surge a novidade de que
a curvatura contribui com um potencial repulsivo no potencial efetivo, a despeito de
potenciais atrativos em todos os outros trabalhos publicados em que ela joga um papel

explicito.

5.1 Preliminares geométricas

Seja I uma curva plana simples de classe C3(R) parametrizada pelo comprimento de arco,
isto &,
[:R— R?: {s (I'1(s),I2(s))}, (5.1)

satisfaz || T(s)|| = 1, para s € R. Seja {T'(s), N(s)} uma base de R?, em a que funcio

N := (=TI, I';) define o vetor normal unitdrio e a fungio T := I' o vetor tangente (I' = 4L).

25
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A curvatura é a aplicagao escalar k(s) satisfazendo as Fquagoes de Frenet

T 0 k T
N —k 0 N

J& que T ¢ de classe C? entdo k ¢ de classe C!'(R). Uma adicional hip6tese, muito comum

em véarios trabalhos, sobre a funcao curvatura é sua limitacao, a saber,
(H) ke Who(R) N CY(R).

Introduzimos o aberto conexo 2 = R x (0, 1), que geometricamente é uma faixa plana

reta. Denotamos por §2. um dominio plano encurvado o qual ¢ obtido via a aplicacao

fo:Rx[0,1] — R?

(5.2)
(s,u) +— T(s)+euN(s),

pondo
Q= {(z,9) € R (z,y) = T'(s) + euN(s),s € R,u € (0,1)}.

A matriz jacobiana (Vf.) de f. é

rl(l ~ cuk(s)) _E,FQ . detVf. = e(1 — euk(s)).
[o(1 — euk(s)) €Iy
Sendo £ uma funcao continua e limitada, para e suficientemente pequeno a aplicagao
Be(s,u) := 1 — euk(s) ndo é zero em nenhum ponto da faixa reta = R x (0,1). Neste
caso, B > 0 com f. um difeomorfismo local. Sob a hipotese que f, é injetora (i.e, a faixa
nao tem auto-interse¢do), o difeomorfismo é global. No contexto acima, o dominio €2,

tem o significado geométrico de uma faixa plana encurvada sem auto-intersecao de lagura

uniforme € ao longo da curva I'.

5.2 Formas quadraticas e convergéncia

Investigamos o comportamento de uma particula quantica na faixa encurvada €2, sob a
influéncia de um tipo condi¢ao de Robin na fronteira 02, quando o parametro € aproxima-

se de zero, ou seja, quando a faixa €2, — I', quando € | 0, num sentido geométrico.
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O operador —ASk denota o tinico operador auto-adjunto em L2(€,) associado & forma
b quadratica, com dom bS = H(€,), dada por

b () = / VU dady + / 3o, () do. (5.3)

00

em que tr.(¢) (veja (5.9), confira também Observagao 1 em [FK]) denota o trago de
¥ € dom b’k e do, a medida unidimensional de superficie em 9€),.. Em termos das coorde-
nadas (z,y) = fe(s,u) com (s,u) € 09, definimos a func¢do 5 : 92, — R em L*(99Q, R),
mais detalhes sdo apresentados em (5.5).

Considere o laplaciano de Robin —A%¢ sobre o dominio ), encurvado, sem falar em
identificacoes, obtemos que o operador —A% pode ser aproximado por um operador
unidimensional 7" sobre a curva I.

Em principio lidamos com operadores associados a formas, ou seja, operadores ilimi-
tados, e assim, a convergénica de —A% para T ¢é entendida no sentido dos resolventes, no
entanto, mesmo lidando com convergéncia em norma dos resolventes é preciso identificar
os espacos de Hilbert envolvidos.

Com respeito ao operador T efetivo, este por sua vez é identificado com um operador
em L2(R), o qual anota-se este por T = —A + V. Em resumo, apos identificacdes,

estabelecemos um tipo de convergéncia em norma dos resolventes, quando € — 0,

—A% T

k2 L. .
Desde que V°f(s) = is) — a(s)?, observamos que quando a curvatura ¢ identicamente
nula, isto é, a curva é uma reta, recuperamos o caso estudado em dominios finos no
capitulo anterior; também o potencial efetivo pode ser tanto repulsivo como atrativo,

dependendo se k(s) — 2a(s) é positiva ou negativa, respectivamente.

5.2.1. Condicao de fronteira de Robin

Para descrever nossa condic¢ao de fronteira usamos formalmente a equacao em (5.4), neste

contexto, tal equacao é entendida no sentido do trago

oy
$+’ﬂb—0, em Of).. (5.4)
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A aplicagao 7 : 9€2c — R ¢é limitada e muda de sinal, uma situacao que em geral nao é
considerada em regioes estreitas. Pomos 7 := vy o f=! em que 7 : 9Q — R, definida sobre

o bordo de 2 =R x (0,1) (faixa reta), ¢ dada por

—ag(s), (s,u) € Rx {0}
S,u) = , 5.5
s ar(s), (s,u) e Rx {1} (5:5)

com ay(s) = a(s) — @ O parametro « satisfaz as hipoteses:

e A fungdo a: R — (0,00) estd em C'(R) N WH>*(R), com 1/« limitada.

5.3 Estratégia padrao

Comumente em trabalhos que tratam de reducao de dimensao, a estratégia para dar
sentido para aproximagao entre operadores (ilimitados) e consequentemente obter um
candidato a operador efetivo é trabalhar com familias de formas quadraticas em regioes
mais simples via mudanga de “coordenada”, ou seja, lidamos com formas em L?*(€2) em
vez de tratar com o espago L?(.) mais complicado, o prego a pagar é que as formas se
tornam mais complexas.

Em [K] o laplaciano —A%s, em L(€,) de Dirichlet-Neumann com condigio de Dirichlet
sobre I' e de Neumann em I' + eV foi investigado, e um tipo de convergéncia em norma
dos resolventes estabelecida, veja |K| Teorema 3.1. Além disso, uma abordagem com
relacao ao comportamento assintotico dos autovalores de —A%N foi derivada. Um tipo de
condigao de Dirichlet-Robin aparece em [FK] a estratégia ¢ similar a esta se¢do, porém é

direcionada para estabilidade espectral e desigualdades de Hardy.

5.3.1. Transformacgao unitaria: passo 1

A estratégia ¢ substituir a forma bk quadrética com operador —ASk em L2(€2,) por uma
forma b$! quadrética mais complicada nas coordenadas (s,u) com operador agindo no

espaco de Hilbert L2(£2, ¢8.dsdu) mais simples.
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Para cada elemento ¢ em L2(€).) faga corresponder a um novo elemento U (¢)) = ¢

em L2(€, e8.dsdu) definido por U.(v)) = 1 o f.. A transformagao unitaria
U : L*(Q) — L*(Q, eB.dsdu)

é para que possamos fixar a regiao de integracao. No que segue, defina a familia de formas

quadraticas b : dom b? — R, com dom b = H*(Q), em L2(Q, e8.dsdu) por

bH(@) = ba(¢o f1);
de maneira explicita,
2 [ 1028 L 2
o) = E/Q 5, dsdu + 6/Q|8uqb| Be dsdu (5.6)
+ [ o)) DAL 1) - (@) 5.0)F) d.

Seguem alguns detalhes para descrever a forma quadratica b. O gradiente em novas

coordenadas ¢ dado pela expressdo, haja visto ortogonalidade da base {T'(s), N(s)},

050|? 0,012
V6o f ) (hls )P = 12+ gl

Entao, usando o Teorema de mudanca de variaveis para f. : 2 — €2, obtém-se

2 2
/ IV(po f7H)(x y)]dedy/ ( |c9;z5| —|—ﬂ€|au6¢| ) dsdu. (5.7)
Q €

Desde que 09, = {I'} U{I' + eN}, a integral sobre 0f), ¢ dada por

/ Altre()[* doe = /’?\tr(@ Of61|2d<76+/ Ate() o f | do,
00 T I'4+eN
evidenciamos que I' = hg(R) e I' + e N = hy(R), com

hi iR — R*: {s > f(s,i)} (5.8)

para ¢ = 0, 1. Dai, por Teorema 10, temos para v € H'(£,)

/6Q Ftre(¥)|* do —/RO%(S)(IH(@(&1)|25e(8,1) — [tr(¢)(s, 0)[*) ds. (5.9)
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5.3.2. Transformacgao unitaria: passo 2

Introduzimos a isometria
V. : L3(Q,eBdsdu) — L3(Q,dsdu)
¢ — (VeBe)o

entdo V. (domb?) = HY(Q), recorde que k € WH*(R) N C(R). Dai, definimos a forma

(5.10)

quadratica

t(p) =02V (), ¢ € H'(Q) CLQ).
Apos alguns célculos obtemos a expressao

[9s9|*
0 B

e /Rak(rtrwm DI? = (@) s.0)F) ds + 5 / 52

1
/Q 6€Re(¢8ugz5 ) dsdu + (—:/ u—Re (p0,¢) dsdu + ¢ /

t(o) = dsdu + = /|8u¢|2dsdu

—|¢|? dsdu
LN
4 Bt

O Lema 5 é para que possamos lidar com formas quadraticas positivas; as constantes

6 dsdu.

envolvidas sao conhecidas. A demonstracao pode ser encontrada na Subsecao 5.7.1.,

preferimos adiar seu contetido técnico apenas para facilitar a leitura.

Lema 5. Seja t. definida acima, sob as hipdteses sobre o e k; existem constantes ¢y, co
positivas as quais dependem de ||a|oo , [|K]|oo € ||F||oo de modo que, para € suficientemente

pequeno, para cada ¢ € H(Q)
o t(¢) + 9l = ealloll3

te(@) + crlldll3 = (26) 71 0ugll3.

Além disso, t. é hermitiana (a forma quadrdtica € real) e fechada.

5.4 Forma quadratica

Nas demais segbes propomos investigar o limite da familia {a. = t. + ¢; }¢~o quando € | 0.
De acordo com a Proposicao 3, a seguir, podemos chegar a um limite ao examinarmos a

familia mais simples {@, = f, + ¢1 Yeso-
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A forma quadrética @, > ¢y ¢ obtida de ¢, + ¢; substituindo 82 por 1, é descartando a

integral com Re(40,¢) e |k'|?> no integrando, ou seja, para ¢ € H'(£2), obtemos

fe(¢):/\8s¢\2dsdu+l2/\&L(b\zdsdu—i-l/ ailtr(¢)[Pvy do
Q & Ja €Jo

Q

K 1 [k -
+ [ =|¢[Pdsdu+ - | —Re(¢d,¢) dsdu.
Q 4 € Jo /BE

Como a forma t. quadratica é uma aproximacao de t. entao as estimativas do Lema 5
também valem. Tais estimativas sao dadas no Lema 6, cuja demonstragao também aparece

no Apéndice deste capitulo.

Lema 6. Sejam ¢y, cy constantes como no Lema 5 entao a. > co € uma forma sesquilinear

hermitiana e fechada. Além disso, para cada ¢ € H'(S2), vale a.(¢) > (2€) (00|72 (q)-

O proximo teorema, de carater mais técnico, simplifica nossos calculos, sua aplicacao

é o conteudo da Proposicao 3.

Teorema 20. Sejam (ac)c, (b)e duas sequéncias de formas sesquilineares positivas e
fechadas em um espago de Hilbert H com dom a. = domb. = D, para todoe >0, e A, , B,
0s operadores auto-adjuntos associados com (a.)e, e (be)e respectivamente. Suponha que

exista ¢ > 0 de modo que a.,b. > c, para todo € > 0, e

’ae(¢) - be(¢)‘ < Q(E>be(¢)a VoeD,

com q(€) — 0 quando ¢ — 0. Entao, existe C >0 tal que para todo € > 0 suficientemente
pequeno

1A = B s < Cae).
Demonstracao:  Veja Teorema 3 em [BdOLV]. ]
Como aplicacgao direta do Teorema 20 estabelecemos a Proposicao 3 a qual é uma justi-

ficativa para manusearmos a familia {a.}.~o em vez de {a.}=0, isto é apenas consequéncia

da convergéncia uniforme 8. — 1, € | 0, e da escolha da constante ¢; > 0.
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Proposicao 3. Seja ¢; > 0 a constante obtida em Lema 5. Denote por T, e fle 0S8
operadores associado com t. e a., respectivamente. Entao, para € suficientemente pequeno,

ezxistem D, D > 0 tais que

|ac(¢) — ac(9)| < €Dac(¢), ¢ € domae,
(T + )™ = AT |sa(@)) < De.

Demonstracao: Vide Apéndice deste capitulo. |

5.5 Subespaco para reducao de dimensao

Os dados obtidos no Capitulo 3 a respeito do laplaciano de Robin —A’ na secao transversal
I =(0,1) serao empregados. Emprestamos o conjunto #H. da Segao 4.2, isto é, considere
He = {w(s)e; w € L*(R)} subespago fechado de H = L%(92). Recorde também a trans-
formacao 7, unitéria,

7ot He — L*(R) : {wef — w}.
Para cada v € dom a. escrevemos ) como uma soma w(s)@§ + (s, u), com w € H'(R) e

n € HY() NHE. Entao a. (1) se decompoe

ac(¢) = ac(wef) + ac(n) + 2Relac(wej, n)]-

Para a familia {a.}-0, verificamos, veja Apéndice deste capitulo, as estimativas

Qc(be) = calldell3, Vo € de = H'(Q) NHe; (5.11)
I
30) > D013, Vo € dt = HNO) N H (5.12)
| de(de, 0 < Mac(@)ac(¢), & = e + ¢ € doma, (5.13)

entao invocamos o Teorema 18, e o reescrevemos na forma do Teorema 21.
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Teorema 21. Para € > 0 suficientemente pequeno, existe D > 0, de modo que,

AT [0 90 H < De
H ‘ [ ] BH) —
em que 0 € o operador nulo sobre o subespago HE, A, denota o operador associado com

ae. € Q. o operador associado com a 1estri¢ao G. = ae|d.

Demonstragao: Vide apéndice deste capitulo. |

Por intermédio do Teorema 21 derivamos dois tipos de convergéncia em norma dos
resolventes. Em ambas convergéncias, dizemos que T,, em L2(f2), converge para T, em
L%(R), em norma dos resolventes. De fato, a convergénica requer alguma identificacao,
uma vez que os resolventes possuem dominios diferentes. No primeito tipo de convergén-
cia, Teorema 22, estabelecemos a convergéncia em norma dos resolventes da familia de
operadores {T.}.-o para o operador efetivo T identificado em L%(Q) através da isometria

Te; recorde que

Tw=—w"+ VT, domT C L*R).

Adiante, no Teorema 22, a convergéncia entre tais operadores é apenas no sentido da
diferenca entre os correspondentes operadores resolventes na norma dos operadores.
Nosso principal resultado Teorema 23, veja Subsecao 5.6.1., diz respeito ao segundo
tipo de convergéncia. Neste, estabelecemos que a familia de operadores {7 }.~¢ converge
em norma dos resolventes para o operador efetivo T' identificado em L2(2) através da
isometria my; veja Lema 8, Secao 5.6.1.. Adiante, note que o Teorema 22 é um passo

itermediario, para estabelecermos nossa principal contribuicao.

5.6 Convergéncia uniforme para formas

Considere g, = f€|d€ a restricdo da forma t, ao espaco d. C H,, entdo a forma f. quadratica

torna-se,

. (wes) = / <|w’|2 n V§ﬂ|w|2> ds, (5.14)
R
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com fungao potencial VI € L>(R) convergindo uniformemente,
k2
Vel —a? + T quando € — 0.
A caracterizagao da fungao VT potencial é inferida na Segdo 5.7.5. na qual também
justificamos a convergéncia uniforme.

Por simplicidade, a forma ¢, > —c; é definida em dom ¢. = H*(R) = 7.(d,), ou seja,
alw) = [ (WP +VeTol)ds, ¥ we H(R)
R

com operador associado dado por T, (w) = —w" + VI (s)w, com w € H*(R). Além disso,
vale ||(T,, + ¢1)7Y| < ;' Induzidos pela convergéncia uniforme de V| somos levados a

definir a forma g > —c,,

atw) = [ W+ (5 = a?) ] as, - domq = ®

o operador associado T : H*(R) — L(R),
" eff eff k2 2
T(w) =—-w"4+V"(s)w, com V& = Z—a(s) :
também satisfaz a desigualdade ||(T'+¢;)7!|| < c;'. Assim, com as notacdes acima pode-

mos enunciar o seguinte lema auxiliar, cuja demonstracao é analoga a do Teorema 17.

Lema 7. Sob as hipdteses para o pardmetro o, temos a convergéncia na norma dos opera-
dores

H(Te + Cl)il — (T + Cl)ill‘B(LZ(R)) — O, € — 0

Com as notagoes ja introduzidas no inicio desta segao, a Proposicao 4 é estabelecida.
Um indicador para a convergéncia no Teorema 22 é dado pela Proposicao 4, pois por meio

desta se permite descartar um subespago de L?(Q) no processo de limite.

Proposicao 4. Considere a restri¢io G = aelq.,de = He, € o correspondente operador

Q. = [7-N(T,. + ¢1)n] > ¢y auto-adjunto. Entdo,

N—1 -1 -1
e ea -t et o], w0 o
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Demonstracao: Basta apenas notar a desigualdade a seguir e aplicar o Lema 7,

|01 @0] = [ '@ +e) Mm@ 0] | < N +e) ™! = (T +e) 7.

A demonstracao do Teorema 22 é imediata das Proposi¢oes 3-4 e Teorema 21. O
caso quando a funcao curvatura k é nula, ou seja, a curva I' € uma reta como no Capi-
tulo 4, pode ser entao recuperado. Além disso, este resultado é um passo importante para

apresentarmos o teorema principal.

Teorema 22. Seja T, o unico operador auto-adjunto associado com t., o qual € unitari-

amente equivalente ao laplaciano —AS de Robin. Entdo,
~1 ~1 -1
(T + )™ = [7-HT + ) 'm0 HB(LQ(Q)) —0, e€—0,
em que 0 € o operador nulo sobre o subespago Hx.

Demonstragao:  Denotamos a norma dos operadores por || ||. Apos uso de desigual-

dade triangular obtemos

[Tt e) ™t = [r (T o) Mm@ 0] < T+ e) ™ = A+ A7 - (@ @ 0]

+ H Q7 @ 0] — [7 M (T + 1) e @ 0] H .

Dai, invocamos Proposicao 3-4 e Teorema 21, o que encerra a demonstracao. |

Em nosso ponto de vista, por meio do Teorema 22, entendemos que familia de ope-
radores resolventes {(7. + ¢;)"'}. em L2(), ¢ aproximada por outra, em L*(Q), que
efetivamente ¢ descrita pela familia {(77*(T + ¢;1)'7}., j4 que podemos descartar um
subespaco na aproximacao. Por identificar cada elemento desta tltima colecao com o
operador (T + ¢;)7!, em L?(R), completamos o sentido do primeiro tipo de convergéncia

em norma dos resolventes.
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5.6.1. Resultado Principal

Para apresentarmos o Teorema 23, introduzimos um outro subespago de H = L%(Q), o
qual consiste das fungoes que nao dependem da varidvel longitudinal u, isto é, escolha

E C H subespaco fechado da seguinte maneira,
E = {w(s)1;w € L*(R)}(tal subespaco identifica-se com L*(R)).

Denote por Pg, Pg. as projegoes ortogonais de L?(2) sobre os subespagos E, E+, respec-

tivamente. Para ¢ € H = E ® E+ temos

¢ = Pp(¢) + Pp-(9),
além disso, X
Pu(@)(s) = / 6(s,u)du, qtp sER.
Outro subespaco fechado de H, ja aopareceu no inicio da Secao 5.5, recordamos tal sub-
espago
He = {wgi(s, u);w € L (R)},
com ¢§ — 1,€ — 0, uniformemente. Entdo, para ¢ € H = H, ® HL vale a decomposigao,

¢ =wey+1, 1€H,

com )
w(s):/ ooy(s,u)du, qt.p seR.
0

Em suma, podemos escrever
EQFE*=H=H ®H,
e para cada ¢ € ‘H temos,
¢=wdy+n ou ¢=Py()+ Pp(d), nEMH.
Lema 8. Seja (T + ¢;)~ ' : L(R) — L?(R) como no Teorema 22. Entao,
|7 (T + 1) 'me ® 0] — [m5 (T + ¢1) 'm0 @ O | HB(LQ(Q)) —0, €—0,

em que 0 € o operador nulo sobre HE e 01 o operador nulo sobre E*, e my denota o

operador Ty : E — L2(R) : {w(s)1 — w(s)}.



5.6. CONVERGENCIA UNIFORME PARA FORMAS 67

Demonstragao: Escreva ¢ = Pg(¢) + Pri(d) e ¢ = weof + 1, com ||¢|| = 1. Entao,

[[7e (T + ) ' me @ 0(9)] = [mg (T + e1) 'm0 @ 052 (9)] [| o) =

= [|65(T + c1)"'w = (T + 1) Pe(9) L2
Por desigualdade triangular,

165(T + c1) ™ w = (T + 1) " Pe(9) le@) < 86(T + 1) "rw — (T + e1) " iz
+ (T + c1)'w = (T + 1) "' Pe(9) L2

O primeiro termo a direita da desigualdade acima tende a zero quando ¢ — 0; de fato,
dado ¢ > 0, por convergéncia uniforme, existe ey = €y(d) > 0 tal que
(52

¢ — 1% < =173
” 0 H ||(T+Cl)_1H2

sempre que 0 < € < €.
Dai,

l6(T + 1) w — (T +¢1)” 1w||iz(ﬂ) = /Q |pG — 11*|(T + 1) 'w|*ds du

52
< -
S @ xeap!

note que, como [[¢||r2q) = 1 entao ||w||r2w) < 1. Por outro lado, a parcela restante pode

(T +e) | / P ds < &,
R

ser estimada da seguinte maneira:

1/2
I+ Pe(o) = (7 + )l = ([ 107+ )M = Pef@)) dsc

1/2
< (T + ) ( [1w- PE<¢>|2ds) .
R
Para 0 < € < ¢ temos

(/ w(s) )(s )Ist)l/ = ( ds) "
< / ( / 6165 — 1|2ds)1/2 du
<o/lr+e)l [ B ([ 1oras) " au

(Holder) < 8/|[(T + ¢1) 7.

6— 1)du
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Portanto, dado ¢ > 0 existe ¢y tal que, se 0 < € < €,
[ 1T + 1) e @ 0(0)] — [ (T + 1) ™" 70 @ 01 (9)] }|L2(Q) < 26,

e a demosntragao estéd completa. |

Teorema 23. Seja T, o tunico operador auto-adjunto em L%()) associado com t., o qual
¢ unitariamente equivalente ao laplaciano —ASe de Robin em 12(Q.). Se T denota o
operador auto-adjunto em L2(R) dado no Teorema 22, entdo a convergéncia uniforme dos

resolventes
~1 -1 -1
(T +c) ™" = [mg (T + e1) 'm0 @ 0p2 ] || g gy = 05 €= 0.
vale, em que O € o operador nulo sobre o espago E*.

Demonstracgao: Por uma desigualdade triangular, Lema 8 e Teorema 22 segue a

demonstracao. |

O Teorema 23 esclarece o segundo tipo de convergéncia, j4 comentado anteriormente.
Entao, a luz do Teorema 23 dizemos que a familia de operadores resolventes { (T, +c;) ™'},
em L2(12), converge uniformemente ao operador efetivo (m; ' (T4c;) '), o qual identifica-
se com o operador (T + ¢;)~!, em L?*(R); completando o sentido do tipo de convergéncia,

em norma dos resolventes.

5.7 Apéndice

5.7.1. Demonstracao do Lema 5

Demonstragao: Seja ¢ € H'(Q) entao integrando por partes

1 ﬁ A - k_2 2 1 k 2
; /Q ﬁeRe(qbaugb) dsdu = /92562|¢| dsdu + ; /89 2Bﬁ\tr(¢)| vy do. (5.15)
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Assim, forma t. pode ser reescrita da seguinte maneira

Y
0= | T

1 k 5 1 [k, 1 [k,
+ = —Jtr(¢)\ V2d0—§/9ﬁ—62]¢\ dsdu+1/96—z\¢>\ dsdu

2€ a0

1 1
dsdu+—2/ |8u¢|2dsdu+—/ agltr(¢)[*vy do
€ Ja € Joq

U _ u2| /|2
A dsdu+62/—
o g el#0:0) o4 At

Recordando que o = (o — k/2), temos a seguinte identidade em que a segunda integral

+e |p|* dsdu.

a direita é nao-negativa
2

/ [ak + 256] ]tr(¢)\21/2 do = /89 a]tr(¢)\2l/2 do + 6/69 2kﬁ6u]tr(¢)\21/2 do,

substituindo a igualdade acima na expressao de t. vale a desigualdade

|as¢|2 = 2 1 2
te(o) > 52 ds du+ |8ugz5| dsdu—i— a|tr( )|“do
Q €
2
- k_2|¢|2dsdu+e/ uk’ (p0,¢) dsdu + €2 /u dsdu.
2 e 4

Recordando a desigualdade 2ab < a? + b, com a > 0, b > 0, vale a desigualdade
(1/2 < B < 3/4)

uk’
/Q 5 (p0,¢) dsdu

2 2
Q

< el ( / 617 + rasasr?dsdu) |

entao,

/
e/%—iRe(gE@sgb) dsdu > —4||k’||/ |gz5|2dsdu—4e||k’||/ 0.62dsdu.  (5.16)
Q Me Q Q

Em vista da convergéncia . — 1,¢ — 0, podemos escolher ¢, positivo e suficientemente

pequeno de modo que para 0 < € < ¢ exista L > 0 independente de € tal que

10s9|
0 B2
Agora, usando (5.18) e em virtude de (5.16),(5.17) para e suficientemente pequeno

dsdu — 4|k’ ||e/ |05¢|” dsdu > L/ |059|* dsdu. (5.17)

temos para ¢; € C3°(R?) a primeira desigualdade em (5.19) e por argumento feito em

Teorema 11 a segunda desigualdade ¢ justificada,

1 9 1 )
3 /Q 0,0 dsdu > o /Q 10,6[2 dsdu, (5.18)
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temos também a desigualdade:

1 k?
o) = o [ 10uPdsdu— [ Slo dsdu— @K+ 4w [ 16 dsdu+
2¢% Jo o 20 Q

+ 2—12 . {/0 |0, 03| du + 2604(8)(|¢,-(s, D* — |¢i(s, 0)|2)} ds (5.19)

v

—(@llalP + 20kl + 48 4D [ o dsdu+ 55 [ 10,00 dsdu
Entao,
te(o;) +202/Q\¢i\2dsdu > cg/Qlcﬁi]stdu,
com ¢y = (2||a|]® + 2[|k[|* + 4[|K']|* + 4]|¥'||), além disso,
L(60) + 265 /Q 61[2 dsdu > (2€)2 /Q 10uts? dsdlu,

Note também que vale a desigualdade

1 1 P
_/ fau@]?dsdu—l——/ arltr(¢;)]? vy da—i—/ Re(¢;0,¢;) dsdu (5.20)
62 @ € Joo Qeﬁe
+<2Ha||2+2||k||2)/ 652 dsdu > 0.
Q

Escolha ¢; = 2¢, assim, para e suficientemente pequeno, valem as desigualdades abaixo

para toda ¢; € CF(R?)

te(di) +alléilld = cal|dill3

te(di) + calldill3 (26)72[10uill’

v

te(di) +ailldill; = LI0sgill3,
com a tltima desigualdade seguindo da escolha de ¢; > 0 e de (5.17). Sejam {¢;}2, €
Ce°(R?) e ¢ € H'(Q) tal que ¢;|Q — ¢ em H'(Q2) entdo quando i — oo, vale a convergén-
cia t.(¢;) — t.(¢), e segue a primeira parte do lema.
Verificamos que b(¢) := t.(¢) + c1]|¢||3 ¢ fechada. A primeira parte da demonstragao
nos permite obter uma constante ¢ > 0 tal que [|¢||7 , < cb(¢), para qualquer ¢ € H' ().
Dadas ¢ € L%(Q) e {¢, }5°_, uma sequénica em H'(Q) tal que b(¢,,—d,) — 0, m,n — oo,

e ¢ — &, m — 00, em L2(Q). Queremos mostrar que
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i) ¢ € domb
ii) (¢ — @) — 0, m — oc.

De fato, ||¢m —¢nllTs < b(dm—dn), 1080 {dn }os_, € uma sequéncia de Cauchy em H'(€2),
entdo existe ¥ € H'(Q) tal que ¢,, — 1¥,m — oo em L*(). Assim, conclui-se a igual-
dade ¢ = ¢ em L*(Q2). Para o item ii) basta notar os limites ||¢,, — ¢|l1.2 — 0,m — oo,

|tr(dm — @)|l2 = 0,m — oc. -

5.7.2. Demonstracao do Lema 6

Como no Lema 5, para ¢ € CP(Q), temos

te(¢) > 2 2/|8ugz§|2dsdu—/ 262|<;5|2d5du—|—
L [ / 19,6 du + 2a(s) (j6(s, )P - |¢<s,o>|2)] s
R 0
1
(@l + 207+ 4K+ 41D [ Tof? dscu+ 55 [ jou07dsc
QO Q

Por densidade segue a primeira parte da afirmacdo. Para verificar que ¢, é fechada
basta proceder de maneira analoga ao Lema 5, visto que, existe uma constante ¢ > 0 de

modo que (|97, < ciic(¢).

5.7.3. Demonstracao da Proposigao 3

Demonstracao: No que segue é suficiente verificarmos as hipoteses do Teorema 20.

Primeiramente, para e suficientemente pequeno, temos a desigualdade
6% — 1| = eluk||B7*(1 + B)| < €F, F >0,

a constante positiva F depende apenas de ||k||o.. Dai, para e suficientemente pequeno,

t(d) — t(p)] < eF/ |8s¢]2dsdu+eF/ k—2]¢|2dsdu
Q
+ uﬁRe(@? ¢)dsdu+e/ 2| /’2|¢5]2dsdu
o B2 ’ 4 B!
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agora, como na demonstragao do Lema 5,
k'/ N u2| /‘2
u—=Re(¢0;¢) dsdu + € / —
o e o 1 B
< 4e||K' || oo {/ |p|* + \05¢|2dsdu} + 46”]{3/H2/ |p|* dsdu.
Q Q

Dai, para D =1 + F + 4||k’||, obtemos

2
It(6) — £.(0)| < (—:D/Q|(95gb|2dsdu+e@/ﬂ%|¢]2dsdu

|p|* dsdu| <

+ D21 + 41K1)] [ [oF dsd

também segue da demonstragao do Lema 5, veja (5.20), que

k
—/|8u¢|2dsdu—|— / ak|tr(gb)]2y2da+/
o0 Q eﬂe
+2(2lall + 20K [ Jof dsdu> 0.
Q

Re(¢0,¢) dsdu

Da, e desde ¢; = 2(2l[a]2, + 2| k|2, + 4| ¥]|2, + 4]¥]l) obtemos

[te(¢) — t(0)| < eDlacd(¢).

Completamos a demonstracao ao aplicarmos o Teorema 20. |

5.7.4. Demonstracao do Teorema 21

A desigualdade (5.11) é imediata da definicdo de .. Ja para a estimativa em (5.12)
aplicamos o principio do minimax (Teorema 7), desde que ¢f L n para quase todo s € R.

Por escolha da constante ¢; > 0 a desigualdade é possivel

187’]2

ou

du + ea(s)(|tr(n)(s, DI* — [tr(n)(s,0)]*) | ds,
dai, em vista da Secao 4.5.1., temos,
A
1 2
) > —2/ In|* dsdu, (5.21)

recorde que A\! > 0 denota o segundo autovalor do operador laplaciano de Robin —A!,

na secgao transversal I com condicao de contorno

—/(0) — ca(s)H(0) =0 e /(1) +eals)h(1) = 0.



5.7. APENDICE 73

Parte nao-diagonal:

A meta é verificar (5.13) (parte nao-diagonal). Dada ¢ € H'(), podemos escrever
¢ = we§ +n, com n = ¢, . Considere a familia de autofungoes {@§}e=o0; denote por I a
forma sesquilinear

o) - |

Q

D01 ds du + 12 / 00,1 ds du + E / atr(@)tr(v)vy do,
€ Ja 90

€

e desde que [ (0sn)¢fdu = — [, 1(0:0§) du, q.t.p. s € R, e |9;¢5(s,u)| < Clo§(s, u)| com

C > 0 independente de ¢, temos

|12 (wd, )| <

/ W' pg0sn + WP Isn ds du
Q

< Clllwll2linll2) + ellwllal|Osnll2-

Assim, por (5.21) e do fato que a.(n) > L||0sl3, a.(weg) > ||w’||3, existe M > 0 (inde-
pendente de €) tal que

|12 (we, )| < eMacfwey] ' 2ac[n)2.
Seja

1 k- - 1 E o -

por integracao por partes obtemos

k - k. - -
| Sui@rtomas = [ S50+ advlasdu,

e daf

2

P2t ) — uk
€ (w¢0a 77) /Q

25, [WpG0un + Ny ()] ds du.

Ja que k(s) e B.(s) sao fungoes limitadas, existe C > 0 tal que %H < C, para €

pequeno o suficiente, e ap6s combinar com Lema 6 segue que

|12 (wdh m)| < Clllwll2ll0unll2) + elladllocllwllz]ll2
< eCac(wep)'Pac(n)'?.
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Finalmente obtemos
|ac(weg,n)|* = |1 (weh, n) + I2(weh,n)|? < MPac(wef)ac(n).

Portanto, é suficiente invocar o Teorema 18 para completar a demonstracao do Teo-

rema 21. ]

5.7.5. Funcao potencial

Seja ¢ = wef, with w € H'(R); entao
00) = [ (P o+ PV ds,
R
com Vi (s) = V.(s) + Vi(s) + Vi(s) + V3(s), em que o primeiro termo em VT é

Vi(s) = /I 05| du — *(s),

o qual foi obtido de (5.22) e (5.23),

/\85<b|2dsdu:/|w’]2+\w\2]83¢6\2d3, (5.22)
(9] R

1 1
—2/ 10,0|? ds du + —/ altr(e)|*re do = —/ |w|*a® ds. (5.23)
e Ja € Jon R
Os outros termos sao obtidos diretamente e dados por
Vi) o —a [ 19 _
5(s) = —ak ﬁ—du, Vs(s) == ak.
I €

Sob as hipoteses sobre a funcao curvatura k e desde que (. converge uniformemente para 1

quando € — 0, temos o limite uniforme
IC2
Vi+ Vs —0, V1+V€—>Z—a2, V. —» —a?, e — 0.

2
Portanto, Vet — i o?, uniformemente.



Capitulo 6
Tubos finos no espaco

Investigamos neste capitulo o operador laplaciano em um tubo delgado tridimensional
sujeito a um tipo de condicao de Robin na fronteira; a regiao tubular é construida ao
longo de uma curva I'(s) € R?® por mover uma segiao transversal limitada, usando a
existéncia do referencial de Frenet.

Estudamos assintoticamente uma familia de operadores auto-adjuntos ilimitados quando
a secao transversal do tubo tende a zero de maneira uniforme. Como visto em dominios
estreitos no plano, existe um operador efetivo o qual pode ser caracterizado por um ope-
rador unidimensional que depende das caracteristicas geométricas do tubo estreito inicial.

Para a descricao de nosso quadro seremos um pouco mais precisos. Usamos formal-
mente a equacao (6.1), a qual é entendida no sentido do trago, para definirmos a condigao

de fronteira e fixar algumas notagoes,

+u. =0, em 0. (6.1)

Para cada parametro € > 0, seja €. C R? uma vizinhanca tubular, de uma dada curva
de referéncia I', construida por meio uma secao transversal S, = €S com S C R? um
subconjunto limitado, por mové-la ao longo de I'(s) € R3 de maneira apropriada. A
fungao 7 : 92 — R ¢é limitada, veja Secao 6.2.1. para mais detalhes.

Com nossas escolhas especificas de condigoes de fronteira, a curvatura também da uma
contribuigao repulsiva para o potencial efetivo (veja a agao do operador efetivo em (6.22))

e, com certa surpresa, a tor¢ao nao joga qualquer papel nesse limite singular!

75
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6.1 Construcao da regiao tubular

Seja I' : R — R? uma curva simples C* com ||I'(s)|| = 1 para todo s € R. A curvatura de T
é definida por k(s) = ||I'(s)|| # 0, para todo s € R. Assim, escolhemos a base ortonormal
de campos de vetores {T', N, B} chamada de vetor tangente, normal e binormal, movendo

ao longo da curva I' e definida por:
T=I, N=T/|T|, B=TxN.

As funcoes curvatura e tor¢ao associadas a curva I', denotadas por k e 7 respectivamente,
sao supostas satisfazer as equacdes de Frenet (ou seja, supoe-se que o triedro de Frenet

esteja globalmente definido):

T 0 k 0 T
N|=|-k 0 7 N |. (6.2)
B 0 —7 0 B

a fungao torgao 7 é definida por (6.2).

Seja S = (0,1) x (0,1) C R? (quadrado). Considere o conjunto
QF ={z eR¥: 2 =T(s) +yN(s) +y2B(s),s € R, (y1,12) € S},

obtido transladando a chamada secao transversal S ao longo da curva I'.
Para cada 0 < € < 1, comprimimos a secao transversal em O, assim, obtemos o
conjunto €2, cujo significado geométrico é de um tubo tridimensional com didmetro da

secao transversal em €2, de ordem infinitesimal e,
Qe={r cR®: 2 =T(s) + eyy N(s) + ey B(5), 5 € R, (y1,92) € S}.

Neste capitulo, estudamos o comportamento de uma particula quantica livre em €2,
com condicao de contorno de Robin na fronteira 0€)., quando o parametro € tende a zero.
Geometricamente, o limite significa comprimir a regiao tubular {2, em torno da curva I'.

Introduzimos a familia de formas quadréticas
R()= [ IVoPder [ Slm@Pdo. H(@)=domE,  (63)
Qe 082

a qual corresponde ao chamado operador laplaciano —A% de Robin em (..
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6.2 Forma quadratica

Para uma anélise de reducao de dimensao, é conveniente efetuar uma mudanca de variaveis
de modo a tornar a regiao de integracao em (6.3) independente de €. Sera sobre um dominio
fixo, a saber o tubo reto 2 := S x R, que investigamos o limite € | 0. Para realizarmos

esta tarefa, apresentamos para cada ¢ > 0, suficientemente pequeno, a transformagao

L.:Q — Q.
(6.4)
(y,8) = T(s)+eyiN(s) + ey2B(s).
Em vista de (6.4), uma transformagao unitaria identifica os espagos de Hilbert L?(€,)

com L%(€), o tltimo espago com o produto interno
(¥, d)e = / Dy, s)d(y. 8)e*Bely, s) dyds, Vb, ¢ € L*(Q). (6.5)
Q

Para assegurar tal identificagao, assumimos que ||k||s, [|T]joc < 00, assim £, é um C!-
difeomorfismo. Entretanto, por razoes técnicas, veja secao “Parte nao-diagonal” abaixo,
exigimos que k € C*(R) N W?*><(R) e 7 € C}(R) N WH>=(R); por isso a nossa hipotese de
que I' é de classe C3. Segue que o determinante da matriz jacobiana de L. é obtido ser
det VL. = €25,, com S, = (1 —€k(s)y1). De fato, apos alguns célculos, a matriz jacobiana,

VL. é dada por

el 0 € 0 T
V£E(y7 S) = €2 = 0 0 € N ) (66)
€3 Be —Teya Tey B
em que
o oL, o 0L, o oL,
Yoy P g P Bs
A inversa da matriz acima é
7(8)y2 _ 1) 1
(y,3) Be(y,s) Be
: 0 0
0 1 0

Desde que a funcao curvatura k é limitada, para 0 < e suficientemente pequeno, temos
Be > 0 em S X R e segue que L, é um difeomorfismo local. Ao exigirmos que L. seja

injetora (isto é, o tubo nao tem auto-intersegao), o difeomorfismo global é obtido.
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A seguir, sob as hipoteses com relacao as fungoes k, 7 e para € suficientemente pequeno,

definimos a transformacao unitéria

U L2(Q.) — L*Q,€e*B.dyds)

6.7
Y = v=1olL, (6.7)

e a partir dai, obtemos uma familia de operadores 2, = UE(—A%)Ue_l, associados com as

formas quadréaticas {a.}.~o dadas por
a.(v) =F.(voL "), doma, = H' Q) C L*Q, B.dyds).

Denotamos o gradiente de v na forma (V,v,v’), sendo v a derivada em relacao a terceira
variavel s € R.

Dai, para v = U~'v obtemos
[ 1ve@Pde= [ [ (9ot VL (L) P)es. dyas
Qe RJS

1 e
262// —|v’+(Vyv-Ry)T|2+£|Vyv|2 dyds
RJS Be €2

em que R é a matriz de rotacao no sentido anti-horario

0 1
-1 0

Seguindo [BMT,], escolhemmos uma parametrizagao y = y(t) de classe C'[0,1] por
partes da fronteira 0S de S, orientada no sentido anti-horario, a saber, y(t) = (¢,0) U

(1,t) U (t,1) U (0,t), entdo, com y = %, obtemos a seguinte parametrizagao

o [0,1]] xR — R?

(6.8)
(t,s) — Le(y(t),s)

da superficie 9, em R3, e desde que

do. Oo. . .
x|l 0 die)  die) |,
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€ ﬁ € y :Q /é 1 Eﬁ y y € €/ ‘

Por expansao de Taylor da raiz quadrada, a fungao (¢, s) satisfaz

,7_2

Te__(yy)

>0
Te = (& B

2l < Ce. (6.10)

De fato, da formula de Taylor com resto de Legendre para a fungao g(¢) = /€, € > 0,
em torno de £ = 1, obtemos para € suficientemente pequeno

201
8( +9U6>U2

a(1+ 0 = g(1) + g(1)u + S s

_ 2 (- y)? g(1 + 0v.) &2 ™y - y)* }
- [253@(75), s) T Biy(t),s) ]’
comO<f<le . ,
Ue(t,8> _ 62 (y : y)

Dai,

T y)? | LB0+0v) (G- y)! }
2Be(y(t), s) 2 Biy(t),s)

Denotando por r.(t, s) a expressao entre colchetes, segue que 7. > 0 e

Beg(l +v.) = B + € {

| |y (1
T2y y)? (ek(s)y
< 5 ( 5, ) ‘ + Ce
< eC.

Seguindo, a integral de fronteira é dada por (confira Exemplo (4))

/ 5t () do (z) =
806 do.

g// D) w(e), )| 2 2
)

‘éﬁ (0(0), )l () (1) 5) PeB (1), ) + ra(y(t), ) dt s
- 6/ </ e (v) (B + eZTE)da(y)) ds.

R oS

dtds

(6.11)
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Portanto, para toda v € dom a,,
= ¢ L+ (Vo Ry)r? + 2w, 02| dyd
v)=¢€ E‘U + (Vv - y)T‘ —|—€—2| y0|7 | dy ds

«/ / ) (u(6),9)Pe(Blu(0).5) + Er.(y(2). ) de ds,

na Subsec¢ao 6.2.1. apresentamos a defini¢do das fungoes 7,v. De (6.9)-(6.10) e do fato
que v € L*(09), segue a aproximagao

2 2
|tre( )? do () —6//85 |tr(v) ﬁ5+7(y y))da<y)ds

< Oyt / Yol do(y)ds
oS

Em virtude de (6.12), definimos a forma quadratica a. : H'(Q, €23, dyds) — R,

—e//[—h}—i- V,vu - Ry) |+ °|V, v|2]dyds
+ [ el (54 S ) aot| as,

e temos a seguinte estimativa

(6.12)

[Fe(vo L£71) —ac(v)] < €'Collvlliny, V ve H'(Q). (6.13)
A forma quadratica a. ¢ vista em L?(€2) via a transformagao unitaria
V. L3(Q, 6. dyds) — L2(Q) : {v — (\/e2B)v}, (6.14)
isto ¢, passamos a considerar a familia de formas quadraticas {b. : domb. — R},
be(v) = a. (V. (v)), domb, = V. (doma.) = H' (),

com operador associado dado por B, = V.. V."!, em que 2. denota o operador associado

1
o= [ 5 o (84 79,5, R)
1 1 k2
+€—2/Q]Vyv\2dyds—|—E/R(/asfy\tr(v)\zdo(y)) ds+/9\v\246€2
1 v 2 tr(v)[* . L )
] Re (V @Vyﬂe) dyds—ke/]R (/857 5, (y-y)°do(y) ) ds.

com a,,

2

dyds

v+ 7(Vyv- Ry) —

no| 3
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Finalmente, introduzimos a forma quadratica b., a qual corresponde & uma versao

mais simples de b,, domb, = H 1(Q), com acao
v

be(v) = /Q 2 (5; +7(V,yBe - Ry))

1 1

+—/|Vyv|2dyds+—/ / yltr(v)[*do(y) ) ds
e Jo € Jr \Jas

+/]v|2k—2d ds—l/Re VU-EVB dyds
Q 4 Y e Jo AR v

6.2.1. Subespaco

2

v 4+ 7(Vyv- Ry) — dyds

Para a técnica de redugao de dimensao em [FS;, FSy| devemos escolher uma familia H,
de subespacos fechados de L?(f2), tais subespagos levam em conta, como ocorreu nos
Capitulos 4 e 5, as autofuncgoes do laplaciano na se¢ao transversal S.

Considere H, = {wu§;w € L*(R)}, com u§(y,s) autofungao normalizada associada
ao primeiro autovalor \j(s) = —2(ea(s))? do problema de autovalor (6.15) sobre a segao
transversal S, que neste capitulo, como dissemos acima, é o cubo bidimensional (0,1) x
(0,1); note que uma parametrizagao y = y(t) da fronteira 9.9, de classe C1[0, 1] por partes,

¢ dada juntamente com a defini¢ao de 75 dada abaixo:

—Ayu = Au, em S

: (6.15)
8—11 +eyou=0, em 0S5
ov

com
’

—a(s), (y1,92) € (0,1] x {0},
a(s),  (yi,y2) € {1} x (0, 1],
a(s), (y.ye) €[0,1) x {1},
| —a(s), (y1,92) € {0} x [0,1)

Por todo este capitulo assumimos que o parametro de fronteira « satisfaz

Yo y1, y2) = (6.16)

e a: R — (0,00) pertence ao espago WH>(R);
e além disso, a quantia o é duas vezes diferenciavel com 1/a e o” limitadas.

Note que podemos reformular a condi¢ao de fronteira em (6.15) como
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_%“ 1,0) — eals)uly,0) = 0 % (0.12) — cals)ul0. ) = 0
e 1)+ eas)u(w, 1) =0 (L) ea(s)u(Ly) =0

Assim, como discutido na Secao 4.2, pela definicao de 7, temos

u(e)(sﬂ y) = gbg(s? y1)¢8(87 92)7

em que
¢6(87 yl) = Ce(s)e_a(s)yle e wa(s’ y2) = Ce(s>€_a(5)y257

sao as autofungoes normalizadas de —Af;(s), —Afi(s), respectivamente, com I; = I,i =
1,2 (cc(s) é o parametro de normaliza¢ao). Desde que S = I; x I (quadrado), temos
A5 (s) = A0 (5) + Ag* (s) = —2(ea(s))*.

Em suma:

/S ()P dy = 1, V,(uf) = —ealus, ),

(—Ay)uf = Au§, em S,

65? cug =0, em 08 ' (617)
A funcio 7 := v o0 L ! que ocorre em (6.1) é definida via v que aqui é dada pela seguinte
exXpressao:
[ —al9, w01 x{0hseR
g, s) = (a=k/2)(s),  (yy2) € {1} x (0,1],s €R (6.18)
a(s), (y1,y2) € [0,1) x {1},s € R
—(a—k/2)(s), (y1,92) €{0} x [0,1),s € R

6.2.2. Limitacao inferior

Preferimos apenas enunciar os Lemas 9-10, os quais sao resultados técnicos sem demons-
tracao para que a leitura nao se torne muito macante, pois os argumentos completos sao
um tanto longos e os deixaremos para a tltima secao, o Apéndice. O contetdo do Lema 9
é para que possamos lidar com formas quadraticas positivas, mas as constantes envolvidas

sao bem conhecidas e por meio das mesmas teremos estimativas mais importantes, com
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relagao ao Lema 10 este é de total interesse técnico. Passemos entao ao enunciado dos

lemas.

Lema 9. Considere as quantias o, k e T, com as hipdteses de reqularidade jd introduzidas.
Entao, existem constantes ci,co > 0 tais que b, > —ca; além disso, esta forma sesquilinear

€ fechada, e b.(v) + c1]|v||* > (2€) 2| Vv||3 para cada v € domb, = H'(Q).

Lema 10. Para € > 0 suficientemente pequeno, a sequinte estimativa
1

J 5

vale para todo v € d. :== H'(Q) NH, = {wu§;w € H'(R)}.

2
V' +7(Vyu- Ry) —wv <B£ +7(V, 5 - Ry)) dyds + 62/ |v|2 dyds > / lw'|? ds,
Q R

Temos o mesmo resultado do Lema 9 para a forma /b\e, j& que esta é de fato uma

aproximagao de b.; veja a Se¢ao 6.5.5. para a demonstragao do Lema 11.

Lema 11. Sob as hipdteses sobre /b\g > —co, temos que esta forma quadrdtica € fechada, e

para, cada v € domb, = H'(Q) temos be(v) + c1|[v]|2 > (2¢)72||V, 0|12
Como consequéncia das escolhas das constantes ¢y, co, obtemos ainda que
be(wup) + a3 >[5 (6.19)

para v € d., o subespago de H, cujos elementos sao da forma wu, w € H'(R).

6.3 Laplaciano de Robin na secao transversal

O objetivo aqui ¢ analisar a convergéncia da familia de formas quadréticas {b. + ¢; }eso
quando € | 0. Entretanto, demonstraremos de acordo com a Proposicao 6 que podemos
considerar b, := ge—l—cl em vez de b.+cq, e a principal conclusao, Teorema 27, enunciaremos
na Secao 6.4.

Também necessitaremos de informagoes sobre as autofuncoes do laplaciano —A% de
Robin na secao transversal S, as quais serao satisfatoriamente obtidas da Proposicao 5

dada a seguir; tal proposigao tem sua motivagao em |[RS|, Proposigao 1, pagina 264.
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Defina o laplaciano de Robin em S, —A%, como o tinico operador auto-adjunto sobre

L2(S) cuja forma quadratica ¢

b(u) = / |Vu|2dy1dy2—|—/ evilul*do(y), domb= H'(S).
s 08
Proposicao 5. Sejam S e v como em (6.16), entdo

Dg = {u;u € C*(S) com %(y) + evi(y)u(y) =0 em OS},

¢ um cerne para o operador —A%, e se u € Dpg; entdo

Pu  *u
dyi  Oys
Demonstragao: Considere o operador simétrico B = —A, dom B = Dg, entao

au

(u,Bu)Lz(S):/u(—Au)dy:/|Vu|2dy—/ ﬁa do(y) =
s S as OV

= [1vutay+ [ elupaoty)
S oS

Vimos, no Teorema 13, que {1,}°°, ¢ uma base ortonormal de autofuncoes de L2(I)
associadas com —A[!, logo por resultado segue que {W,n(y) = Vn(Y1)Um(y2) }osneo €
uma base de L2(S) ortonormal de autofungoes de B = —A, pois ¥,,, € Dg, e segue
também que Dy E L?(S). Pelo Teorema 2, B é essencialmente auto-adjunto, ou seja, seu
fecho B ¢ a sua tnica extensio auto-adjunta. Considere a forma sesquilinear fechada e

limitada inferiormente

b(u,v) = /SVu—(y)Vv(y)dy + /85 evitr(u)tr(v)do(y),  w,v € domb = H*(S).
Por definicao,

b(u,v) = (u, —A%v), we€ H(Q), vecdom(—A3).
Mas, para v € D C H?*(S) C dom b, temos

b(u,v) = /SVEVUdy + /as evotr(u)tr(v) do(y) =

_ /S (= Av)dy + /8 (Vo) dofy) + /a _etiwdo(y) - / (= Av)dy.

S
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Assim, v € dom(—A%) e =A% |qoms = —A. Entdo, B C —A%. Portanto, B = —A?. =

Segue entdo da Proposicio 5 que u§ ¢ uma autofungdo para o laplaciano —A% de
Robin, na secio transversal S, pois u§ € Dp e —A% = —A sobre Dy. Recorde que u§ esta

associada ao primeiro autovalor dado por
X (s) = 2 = —2(ea(s))?,
além disso, o segundo autovalor é
M (s) = M+ M(s) = 7% — (ea(s))?

Para efeito de completude, enunciaremos nesta secao o Teorema 20 dado no caso da
faixa-curva. Este teorema tem como principal aplicacao o contetido da Proposicao 6.

Recodemos o enunciado do teorema.

Teorema 24. Sejam (ac)., (ac). duas sequéncias de formas sesquilineares positivas e
fechadas em um espaco de Hilbert H com dom a. = dom a. = D, para todo € > 0, e A, , A,
0s operadores auto-adjuntos associados com (ac)., e (ac)e respectivamente. Suponha que

existe ¢ > 0 de modo que a.,a. > ¢, para todo € > 0, e

|ae(¢> - de(gbﬂ < q(e)de(gb), v gb € D,

com q(€) — 0 quando € — 0. Entao, existe C >0 tal que para todo € > 0 sufictentemente
PEGUEN.O

IAZ = A o < Cale).

A Proposicao 6 é uma justificativa para considerarmos a expressao de b em vez de
be + c1, e esta consideracao esta ligado & escolha da constante ¢; e também a convergéncia
uniforme da func¢ao . para a fungao constante igual 1, quando € | 0. Como consequéncia
direta do Teorema 24 temos a Proposicao 6 cuja demonstracao detalhada ¢ deixada para

o Apéndice do capitulo.

Proposicao 6. Seja B. o operador auto-adjunto associado com be > 1, com ¢, > 0

escolhido no Lema 11. Entio, para € suficientemente pequeno, existem D,D > 0 tais que

(be + ¢1)(v) — be(v)| < eDb(v), Y v e domb,
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[(Be +c1)™" — B |sra(e) < €D.

6.4 Reducao de dimensao

Seja H, := {w(s)u§;w € L?(R)} subespaco fechado do espaco de Hilbert H := L2(2).
Considere a decomposi¢io em soma direta H = H.®HZL. Introduzimos a aplicagao unitéria

para futura referéncia

7o He — LA(R) : {wuf — w} (6.20)

e recorde a defini¢ao de uf dada anteriormente.

Agora, daremos sentido ao que achamos de reducao de dimensao. Neste contexto,
fagamos a restricao da forma quadrética /b\e ao subespago H, e, apos alguns céalculos que
serao apresentados na Subsecao 6.5.2., obtemos uma expressao da restricao que nos per-

mitird determinar um tipo de convergéncia em norma dos resolventes.

6.4.1. Potencial e operador efetivo

Esta secao é apenas um longo passo da demonstragao de nosso principal resultado. A
funcao potencial aqui denotada por V§ sera deduzida nas segoes seguintes. Note que a

forma quadratica /b\g restrita ao subespago d. = H'(R) é dada por

ge(wug) = /R (\w/|2+ e‘}f(s)|w|2) ds, (6.21)

com a seguinte convergéncia uniforme

k2
o — Vg = —2|a* + R quando € — 0.

Em virtude desta redugao da regiao de integracao, ou seja, passamos da faixa €2 para

a reta real, definimos a forma quadratica restrita t, = /b\5|d6 > —cy em L*(R),

te(w) = | ([w'[* + Vig(s)|w]* ) ds,
L )

com domt, = H'(R); aqui d, ¢ identificado com H'(R) via 7. Denote por T, o operador

auto-adjunto associado com t., dado por

T.(w) = w" + Vs(s)w, domT, = H*(R).
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Defina, t : H'(R) — L?*(R) uma forma quadratica, t > —c,, por

tw) = [ (P + Vias)lw ) s
R
e o correspondente operador auto-adjunto por
T(w) =w"+ Veg(s)w, domT = H*(R). (6.22)

Portanto, obtemos o seguinte teorema auxiliar de redugao de dimensao, cuja demonstracao

¢é analoga a do Teorema 17, e nao seré apresentada aqui.

Teorema 25. Sob as condigoes sobre o pardmetro o e sobre k, T a sequinte convergéncia

T, — T em norma dos resolventes vale, i.e,
H(T16 + Cl)il — (T + 61)71||B(L2(R)) — O, € — 0,
em que 0 denota o operador nulo sobre o subespago H-.

Corolario 2. Considere a restricio q. = l~)5|d€, d. C H., e o correspondente operador

Q. > ¢y auto-adjunto. Entao, Q. = 7. (T, + c1)7, €
H [Qe_l b 0} - [We_l(T +e)lre® 0} HB(LQ(Q)) =0, e—=0,
em que 0 denota o operador nulo sobre o subespago H-.

Demonstracao: De fato, simplesmente note que

[ ®0] = [ (T + 1) 'me @ 0] || < [(Te+ 1) = (T+ ).

O lema seguinte é mais um importante resultado técnico em que a estimativa encon-

trada sera aplicada nas proximas segoes.

Lema 12. Seja n € d€, entao existe u > 0 tal que, para € suficientemente pequeno,

In13-

- p
be(n) Z 6_2
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Demonstragao:  Denote por \{ o segundo autovalor do laplaciano —A?% de Robin em
S e considere n € d. = HY(Q) N HE. Da escolha de ¢; > 0 podemos escrever a seguinte

desigualdade

~ 1 1
)= % [ 19l dsay+ L [ ( / %ilnlgdff(y)) s+l [ i ayas
€ Ja € Jr \Jos Q
1
=5 [ vmans [ eniast] s+ falz [ o asas.
€ Jr LJs S8 Q

Produzimos, pelo Teorema 7, a proxima desigualdade envolvendo o segundo autovalor

A= (M = €la(s)]?) de —A,

[P ay+ [ enlaPdot) = (X - @lalz) [ nfa.
S oS S
Dai, obtemos

~ )\] — llal|?
() > Mol / / inf? dyds + [lal% / nf? dyds.

M 2
> —2/ In|” dyds,
€ Ja

0 que termina a demonstragao. |

Portanto,

Descreveremos como a convergéncia uniforme de formas no sentido do Corolario 2 im-
plica em um tipo de convergéncia em norma dos resolventes, este resultado é consequéncia

da Proposicao 6 e do Teorema 18 mais geral. Até o presente momento verificamos, para

Pe = wuj € ¢° =1,

be(de) > calldel®, ¥ ¢ € de := H'(Q) N H; (6.23)
7 € )\{ €2 € € 1 €
be(¢) = Zle°II°, V¢ € d® = H(Q) NH. (6.24)

Entao, ao assumirmos que existe D > 0 tal que
be(de, 6°))* < Db (e )be(¢°), ¢ = ¢ + ¢ € dom by, (6.25)
podemos concluir do Teorema 18 que existe D > 0 de modo que para € pequeno,

B - [Q- H < De, 6.26
H Q ] BL2(Q) ‘ ( )
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em que 0 é o operador nulo sobre o subespago HX. Recorde que B, denota o operador
associado com b, e para a restricao ¢. = l~)€]d€,d6 C H., denotamos por (). o operador
associado.

Entao, admitindo verdadeira a estimativa (6.25) (veja a segdo “Parte ndo-diagonal”),

enunciamos o teorema. Este resultado é essencial para o resultado principal.

Teorema 26. Sejam B. o operador auto-adjunto associado com b. > —co, € Qc > o

o correspondente operador auto-adjunto associado a restri¢ao q. = bc|q.. Entao, vale a

convergéncia em norma dos resolventes

H(Be+cl)_1 — [77NT+ 1) 'me @ 0] —0, €—0,

||B(L2(Q))
com T definido em (6.22) e 0 denota o operador nulo sobre o subespago HE.

Demonstracao: Como quase todo o trabalho jé foi realizado, apenas note a desigual-

dade

[(Be+ e = [m (T +e) Mm@ 0] || < (B e) ™ = B+ || B = [@ @ 0]
+H[[Q @ 0] =[x (T + ) me @ 0]

Y

e aplique a Proposigao 6, Corolario 2 e desigualdade (6.26) para completar o resultado. m

6.4.2. Resultado Principal

Antes de apresentar nosso principal resultado, Teorema 27, introduzimos o subespaco
E de H = 1L2(Q), das funcoes que nao dependem da varidvel y, isto é, escolha F C H

subespaco fechado da seguinte maneira,
E = {w(s)l;w € L*(R)};

tal subespaco identifica-se com L?(R). Denotando por Pg, Pgi as projegoes ortogonais
de L?(Q) sobre E, E+, respectivamente. Para v € H = E @ E*, temos que v = Pg(v) +

Pgi(v), além disso, notemos que

Pg(v)(s) :/Sv(y, s)dy, qt.p seR
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€L
€

1
€

Por outro lado, da decomposicao H = H. ® H-, v = wu§ + 1, n € H-, temos

w(s) = /vug(y, s)dy, qt.p seR.
s
Lema 13. Seja J : L2(R) — L%(R) um operador limitado arbitrdrio. Entdo,
—1 -1 s
H [7T6 I B 0} — [71’0 JTmod 0 }HB(LQ(Q)) —0, e€—0,

em que 0 € o operador nulo sobre HX, 0% € o operador nulo sobre E+ e o operador my tem
a a¢ao:

7o B — LA(R) : {w(s)1 — w(s)}.

Demonstragao: Dada v € H'(Q) entdo v = Pg(v) + Pgi(v) e v = wu§ + 7, com

H’U”L2(Q) =1. Entéo,
| (72T 0] () = [T m0 & 0] (0)| 2y = N7 ] = [T P (o) Lo
Por uma desigualdade triangular

[uplTw] = [T Pe(0)]1lL2@) < uflTw] — [Twll|lL2@)
+ [Tt = [T Pe(v)]1]2@)-

A primeira parcela tende a zero quando e | 0, pois dado § > 0, por convergéncia
uniforme, existe ¢y = €g(d) > 0 tal que ||u§ — 1||2, < 6%/||T||?, para 0 < € < €. Dai,

62
[vals

g 0] — [Tl Zagey = / s — 1P| Twdyds < —— (17| / wl? dy < 62,
Q R

note que, como ||v{|12) = 1 entdo ||wl[r2) < 1. Por outro lado, a parcela restante pode

ser estimada da seguinte maneira,

1/2
[T Pp(v)]1 — [Tw]l|L2@) = </Q T (w — PE(U))|2dyds>

<191 [ o= Peto)as) "
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mas para 0 < € < ¢ temos

( JAZCE PE<v><s>r2ds) o ( L1 o=y 2 ds> N
g4<4|v\21u5—1\2dy)1/2 ds
<ot [1( [ |v|2dy)1/2 s

(Holder) < §/]|7])

Dai, obtemos que ||[7 'T 7 & 0](v) — [my T mo & 0*] (U)HLQ(Q) < 26,se 0 < € < €, ou
seja,

H[W;ljm@()] — [Waljﬂo@oL]HB(LQ(Q —0, e—=0.

)

Teorema 27. Seja B. o operador auto-adjunto associado com b.. Entao, para alguma

constante ¢y > 0, vale a convergéncia uniforme dos resolventes

|(Be+c1)™ = [m (T + 1) 'mo @ 0] —0, €—0,

HB(LQ(Q))

com T definido em (6.22) e 0% denota o operador nulo sobre E*.

Demonstragao: Seja J = (T + ¢1)~! no Lema 13, por uma desigualdade triangular e

Teorema 26 segue a demonstracao. |

6.5 Apéndice

6.5.1. Parte nao diagonal

Dada v € domb, = H'(Q), escreva v = wu§, + 1, com w € HY(R) e n € H'(Q) N H-.
Entao, por lineariedade em cada entrada, vale

be(v) = be(wus) + be(n) + 2Re[be (wus, n)).
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Verificaremos que cada parcela acima tem o seguinte comportamento, com ¢. = wug

e o=,

be(de) > c(e)||6c]|2, V¥ ¢ €de,  cl€) > ¢o > 0; (6.27)
be(6) = p(e)|l6°[13, ¥ ¢° € d5; (6.28)
| be( e, 09)? < q(€)%b(he)be(6°), & € dom by; (6.29)

q(e) = 0, p(e) = 400, c(e) = O(p(e)) quando € — 0.

As estimativas (6.27)-(6.28) seguem da definicdo de b, e Lema 6, respectivamente.
Ja a estimativa da parte nao-diagonal, isto é, o item (6.29), serd mais trabalhosa e sua

verificagao detalhada é o contetido do que segue.

Estimativa para a parte nao diagonal

Considere a forma sesquilinear b., explicitamente

b(wuf, ) = / {(@uS) + (Y ul - Ry) + wugbe}

x {n"+ 7(Vyn - Ry) + ne} dyds

s ( /8 . YWy da(y)) ds

1 1
+ = [ WV, (uy)Vyndyds + E/
Q

€2

1 k
1 / [(@S)0vn + Oy (wu )] dyds:
€ Q 2/66

acima usamos a identidade

1 v 1 k i
=/ Re <Vyv . Evy@) dyds = - /Q ERG(W%U) dyds (6.30)
e a notagao
]‘ /
Vo= 5 (84 7(9,6. - Fy)).

. . .
Denote por I. e J, as expressoes, respectivamente, (recorde que wuf L n)

T (wiy ) = / {(@us) + T(V s - Ry) + wusape)
Q
x{n' +7(Vyn- Ry)+n.} dyds,
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I . 1 .
Je(wug, n) = = /Qwvy(uo)vyn dsdy + E/]R (/as ywugn da(y)) ds

Nas estimativas a

k
+ 1/ 2ﬁe[(wuo)am + 01 (wug)n] dyds.

seguir usamos as notagcoes:

1
Ji = WV (ug)Vyndsdy,
Q

E2

1
Jy = —/(/ vaBnda(y)> ds,
€ Jr \Jos

1 k
J§ = /25 L (wug)n dyds,

1 k
I = 7 [ gt duds.

Agora, estimamos o valor absoluto de I, e J. em fungao das respectivas normas em

L?(Q) das fungoes wuf e 7.

e J-Estimativa: Primeiramente, observamos que

De fato,

1 [k
Ji+J5= — /Q 5(1171@8)817] dy ds.

( /6 . Yywugn da(y)) ds

1
wa [/ ugn(y1, 1, s) — ugn(y1,0, s) dyl} ds
0

= o |~

M

1
way, {/ ugn(1, ya, 8) — ugn(0, vz, s) dyz] ds
0

o[ [ (] st s)ae) )
ol ([ i) ]

Nl= = O
g

— T — S—
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Ao realizamos as derivadas parciais entre parénteses,
€ 1 — € 1 — €
Js = — [ waugdndyds + — [ wa(dug)ndyds
€ Ja € Ja

1 1
+—/u_)ozkugamdyds—i——/wak(ﬁlug)ndyds.
Q €Ja

€

Desde que € H}, V,(uf) = —eauf(1,1), e os elementos cw, a;w pertencem ao espago

L%(R), temos:

1 1
—/wa(@ué)n dyds =0= —/wak(alug)ndyds.
Q Q

€ €

Recorde que oy = (o — k/2) entdo podemos escrever

1 1 [k
Jy === [ wV,(ug)Vyndyds — —/ —(wug)oindy ds
€ Q €Ja 2

1 [k
=—J; — —/ §(wu6)8177 dy ds.
Q

€

ak

20e

Para a estimativa de J$, note que < C para € suficientemente pequeno. Por

desigualdade de Holder,

‘ [e o]

| J51 < Cllwll2[n]l2-
Desde que k € L*(R), y € S e S é um dominio limitado, escolha D > 0 tal que
187" = 1l < €D.
Dai, pela desigualdade de Holder, obtemos a estimativa
5+ 95+ J5 4 5] < Clollalall + |5 [ wksoum(ar - 1) dyas

< Cllwll2[Inll2 + [kl D|w]|2]| 0172
< Cllw|l2([Inll2 + 1Vynll2).

Portanto, em vista do Lema 11, vale:

| Je (wutew n) | < GDBE [wug] 1/266 [77] 1/2’
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com D > 0 independente de € > 0.
e [-Estimativa: Por hipotese, 7 € CH(R) N WL 2(R) e k € C3(R) N W?>(R) entao
e € CHQ)NIWE(Q), com ||¢he]|1.00 < C, para e suficientemente pequeno.

Desde que wuf L 7, temos

/uﬁm’ dy = —/(US)’ndy, qt.p seR;
S S

A €\ __ € € [AY € T2, €EY — o7/ a0, €
também note que V,(uf) = —ea(uf, uf), || (uf) |lo < Clluf |l Temos que (wuf) = w'u§+
w(uf)’, e mantendo em mente os dados acima vamos estimar apenas trés tipos de integrais
em [, dadas abaixo, pois as demais seguem de maneira mais simples. Recorde que também

temos a estimativa b (weg) > ||lw’|3.

e /;-Estimativa: Usando integracao por partes, segue que

/ w(uf)'n' dyds = 2/ . /ecwufn’ dyds + / ewaugn((1,—1) - Ry) dyds
Q Q Q

+/EW'a’UBn((1,—1)-Ry) dyd8+/6wa’(US>’n((1,—1)-Ry) dyds,
Q Q

acima fizemos uso da identidade (uf) = 2c./ccuf — (’€)uf((1,—1) - Ry). Desde que
2||ck/ce|lo < 1, pois c./cc — 0,6 — 0, e as quantias «, o, a” sdo uniformemente limi-
tadas, obtemos

< eDacfwuy]*ac[n]'?,

/ w(ug)'n’ dyds
Q

com D > 0 independente de €.

e [r-Estimativa: Seja g(y) = ((1,1) - Ry), y € S; entao |g(y)| < 2. Apods integragao
por partes

/ wt(Vyug - Ry)n' dyds = — / wreuag(y)n' dyds
Q Q

:/w’Teugag(y)ndyds+/u‘m’euéag(y)ndyds
Q Q

+/wre(ug)/ag(y)ndyds—i-/IDTeuBo/g(y)r]dyds
Q Q

entao

< (De)acfwug]*acn]'*.

/ wt(Vyui - Ry)n' dyds
Q
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e /3-Estimativa: Apoés integragao por partes,

/ (@ubnf dyds = — / (@b + (g + D) In dyds,
Q Q

e assim

< (De)ac[wug]*acn]'?.

/ wufn' dyds
Q

Portanto, podemos escrever

|1 (wug, n)| < (De)be[wug] b [n]'/?,
para € pequeno o suficiente. Consequentemente,

[be(wug, n)[* = |I(wug, n) + J(wa, )
< A (wuf, n) | + 4| T (wug, 0)|* < (M'e)be(wug) b (m)',

com M’ > 0 independente de €, o que é (6.29).

6.5.2. Potencial efetivo

Dado v = wu§, com w € H'(R), vamos explicitar cada integral em Be. Para cada integral,
via Fubini, vamos destacar a integral sobre R da fungao |w|?, e a integral sobre a regiao S

serd vista como uma funcao de s, a qual fard parte da funcao potencial V. Recordemos

2
dsdy

a expressao de b, e fagamos a substituicao de v por wug :
v

be(v) = /Q 28, (6; +7(VyBe - Ry))

1 1
+—2/ |Vyv|2dyd8+—/ (/ 7|v|2d0(y)> ds
€ Ja € Jr \Jos

+/|v|2k—2d ds — Re l/ﬁ(vu v, 8.) dyds
o4 & Jo Bt ]

Deixemos a primeira integral para o fim, e na ordem que ocorrem as integrais temos

V' +7(Vyv- Ry) —

as seguintes expressoes:

1
6—2/ |Vyv|2dsdy:/2a2|w|2ds (6.31)
Q R
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%/R (/857]v|2d0(y)) ds:/R|w|2(ak—4a2) s (6.32)

k’2 |k’|2
/Q|v|2zdsdy:/R|w|QTds (6.33)

1 [ 2

__ | = 5. _ 2 |ug
= QBE(Vyv V,5) dyds /R]w] ak {/s 5, dy] ds (6.34)

Agora substituimos v por w¢§ em I (v),

I.(v) :/ ]v’]stdgﬁ—/TQ\(Vyv : Ry)]stdy+2Re/ V'T(V,0 - Ry)dsdy+
Q Q Q

1
20

+ [ 1[50+ 7V, R ] sy = 2Re [ 5[5+ (9,5 R asdy

20 Q
— 2Re /Q (Vv - Ry) [

v

25

(B +7(VyBe - Ry)] dsdy,

e obtemos

/Q|v'|2dsdy:/R [yw’|2+|w|2 (/S [(ug)’]zdyﬂ ds, (6.35)

[ R sy = [ ol ( [ 95 Ry>|2dy) ds, (6.36)
Q R S

/ 20'T(V,0 - Ry) dsdy = 2 / (wuy) Tw(Vyui - Ry) dsdy = 0, (6.37)
Q Q

/ |v|2{ L (84 (V8 -Ry>>]2 dsdy = [l ( [ 11 |2dy) ds,  (6.39)
Q 256 € y € R S 0 € ) °

1
—2Re/ﬂv’77[25€ (B4 7(V, 0. - Ry)} dsdy = /]R lwl? (/s |ug|*e! dy) ds, (6.39)
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2Re/QT)T(VyU - Ry)ydsdy = /R lw|? (/ST(Vy(ug)2 - Ry)1. dy) ds. (6.40)

Note que as fungoes que multiplicam |w|? em (6.35)-(6.40) convergem uniformemente

para zero quando € — 0. Portanto, a convergéncia uniforme de V% vem das expressoes

em (6.31)-(6.34) ja que ak:(ugf — ak uniformemente, quando € — 0. Acima temos usado

que

2Re/ lwPugT(ug) (Vyuf - Ry) dsdy ds = 0,

2Re/(w'7j))ug(u6)’dsdy ds = 2/ ww'ugT(Vyug - Ry) dsdy = 0.
Q Q

6.5.3. Demonstracao do Lema 9

Vamos mostrar a existéncia de constantes positivas ¢, ¢y, independentes de €, tais que
be(@) +c1||@]|3 > cal|#]|3, dai obteremos que o operador autoadjunto B, +c¢; é estritamente

positivo. Usaremos as desigualdades 1/2 < . < 3/4 para e suficientemente pequeno.

e Apos alguns célculos, obtemos

[ S ([ FeP o ast)) as = 10+ 150),

em que

2
kTeay,

€ 62
1) = 5 [ (Tl (o)) duds, 1500 =G [ ST P agds (61
Q Me Q €

Agora estimamos cada um dos termos em (6.41). Afirmamos que existe C3 > 0 de modo

[ 5[ FRawast) asz —ca| [ b+ war a6

que
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De fato,

2
]
I5(0)] = ¢ / TV, o - (s an?) dyds

20
< eCy (/ lv|® + \Vyv|2dyds)
Q

<C </ lv|* + ]Vﬂﬁdyds) :
0

com C; = 1+ |72]|oc([|@]|oe + ||ak|ls)- Por outro lado, para 0 < € < ¢, com €; < \/2;T1’

temos
. 1

[I{(v)| <€ (Cl /Q lv]* + @|Vyv]2 dyds) : (6.43)

A desigualdade (6.43) sera usada na demonstracdo da Proposigao 6. Para o termo I§
temos

e 2 Tagk|v]? 2 2
|I5(v)] =€ —m dyds| < 2eCy [ |v|*dyds < 2Cs [ |v|*dyds, (6.44)
Q c Q Q

com Cy = 1+ ||ak|oo]| ks || 72| so- Logo, em (6.42) podemos considerar C3 = C; + 2Cs.

e Usamos integragao por partes para estabelecer a identidade

! Re (V 52y ﬂ) dyds / K lv|? dyds 1/ i tr(v)|*vi d (6.45)
- - —V, 0 = - = o. :
Q s 282 a0 20 '

€2 €

Por definicao de v, obtém-se que

L[ tmraots =3 [ ([ o ) as (6.16)

1

-2 / §|tr(v)|2yl do(y, s). (6.47)
o0

Como

y1k2 2
25O do(y,s) 20
oN €

entao de (6.42) e (6.45)-(6.46), produzimos a desigualdade

102 o [ Wolaas+ 2 [ ([ seopas) a (6.43)

1
Q ¢ Q



100 CAPITULO 6. TUBOS FINOS NO ESPACO

e Para a integral de fronteira em (6.48) temos

1 1 1
5 [ gmekaas s [ ([ sueRan)) as-
€ Ja € Jr \Jos

dy; + ea(s) (1tr(v) (1, 32, 9) 2 = [tx(0)(0, o, s>12)] dypds

B 1| [11]0v
Lo [/0 2 o
| 1[/11 w

Rx(0,1) e |Jo 2|0y2

Com um argumento similar ao usado no Teorema 11, produzimos a limitagao inferior

1 1 1
5[5Vt ( / v;|tr<v>|2da<y>) ds > 4ol [ ol dyds.
Q € Jr a8 Q

€2

dys + ca(s) <|tr(v)(y1, 1,8)[2 — [tr(v)(31, 0, 5)|2>] dyids.

e Finalmente, segue desta ultima desigualdade e (6.48) que

1
be(v) > —(Cs + 4|2, + 2HkH§O)/ [v]? dyds + (? — Cg) / ]Vyv\zdyds.
Q Q

Escolha ¢; = 2¢y, com ¢y = Cy +4]|a||% + 2||k]|2,. Para 0 < € < €5 < 1/24/C3, vale que
(% — Cg) > (2¢)72. Portanto, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, obtemos para toda

v € dom b,
be(v) +cillvll > ealloll3;

be(v) + crllvlls > (26) %[ Vyoll5.

Isto termina a demonstracgao.

6.5.4. Demonstracao do Lema 10

2

Denote por I(v) a integral
Y dyds,

1) = /Q 25.

e note que, como na demonstracao do Lema 9,

o (Vo By) — o (84 7(V,6. R))

be(v) = I(v) + caf|v]lz > 0.
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Entao, expandindo o termo quadratico,

I(v):/|v’|2dsdy+/
Q Q

+2Re/ v’ {T(Vy@ - Ry) —
Q

()

203
(52 +7(VyBe - Ry))} dyds = I + I, + I5.

2
dyds

T(Vyv- Ry) — (52 + 7(VyBe - R?J))

B
2P

Para v = wug, obtemos [, [v'|*dsdy > [, |w'|*ds. De fato,

/Q WP dsdy = / w4+ ol (uf) |2 + 2Re(w'@)us (ug) dsdy
:/|w’|2ds—|—/|w\2[(u8)’]2dsdy
R Q

> / [w'|* ds.
R

Vamos estimar o terceiro termo de I(v) acima. Para tanto, considere as seguintes

etapas:

e Etapa 1: Para v = wug temos

/ 20'7(V,0 - Ry)dsdy = —/ 2w (uf) (V,u§ - Ry) dsdy = 0. (6.49)
Q Q

e Etapa 2: Se v = wu, e € > 0 pequeno o suficiente,

— s 1 / . B 9
2Re/S/RUU [256(5€+T(Vy56 Ry))] dyds > 02/R|w| dyds. (6.50)

De fato, por integracao por partes

~ore | { ! (ﬂ;w(vyﬂe-Ry)} s = | |w|2|u5|2[ ! (62+T(Vy65-Ry)] dyds,

20 20
eja que k, 7, k', 7', K", " sdo limitadas, seja 1), = ﬁ(ﬂé +7(Vy5. - Ry), logo

YL e =0, €—0,

uniformemente, e temos concluida a etapa 2.
Portanto, para cada v € d., obtemos por (6.49) e (6.50), que I.(v) + co||v]|3 > ||w']3, e
desde que b.(v) — I.(v) 4 ¢ ||v||2 > 0 segue b.(v) > ||w’||2, para e suficientemente pequeno.

Isto completa a demonstracao.
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6.5.5. Demonstracao do Lema 11

2

dyds

Considere a forma b, quadratica, com dom b, = H({),
v +7(Vyv- Ry) — 25, (5 +7(Vy0e - Ry))

b.(v) = /Q
‘/wm%mwﬁj(/vaWw@)w
/|v[2—dyds——/Re( U - yﬂg) dyds.

Procedendo como no Lema 9, obtemos:

~ 1 1
b0 2 5 [ 19ana - [ ([ e aot) ) ds—20el [l s
€& Ja € Jr \Jas Q

Notando que

1 1
5 [ 9k aas s [ ([ ot dow ) s> ~2lalt, [ P agas
€ Ja € Jr \Jos Q

podemos escrever

be(v) = =2(|lal% + HkHio)/Q\v!Qdde-
Por outro lado, também contamos com a desigualdade

1 1 1
5 [k aas L [ ([ sePast) as = <aal [ b s
€ Jo 2 € Jr \Jos Q

Logo, vale

he(v) > 5 2/yv of? dyds — 2(2l|all%, + [k]2) /|U|2dyd5 (6.51)

Portanto, basta escolher ¢1, ¢ > 0 como na demonstracao do Lema 9, para concluir nosso

objetivo.

6.5.6. Demonstracao da Proposicao 6

Primeiramente, temos ||3-2 — 1|l < D¢, com D > 0 dependendo apenas de ||k|o.. Se

I.(v) :/Q

2

v +7(Vyv- Ry) — dyds,

<B +7(V, 0 - Ry))

20
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entao

B0 =0 < (D9 [20) + [ Fo1l s

é;(AQE%ﬁywwmﬂds

Pela demonstragao do Lema 9 (veja também (6.43)-(6.44)), podemos inferir as estimativas

+e€

(para € pequeno o suficiente)

‘Ag(égmgwwyfwwﬁds

1
(203—01)/ |v]? dyds < —2/ |Vyv|2dyd5+€_1/ (/ 7|tr(v)|2d0(y)> ds
Q 2e o R \J8s
_ 6—2/ Re (Vyv . ﬁvy@) dyds. (6.53)
Q

€

1
< {2(]3/ |v|2dyds+/ —2|Vyv|2dyds} (6.52)
Q Q 2€

Portanto, as desigualdades (6.52)-(6.53) implicam

) =0 < 09 |10+ [ Flanas] + e {0 - [+ [ Siertanas) ]

com D = (D+1). Aplicando o Teorema 1 in [dO1V;], a demonstracdo da proposicao segue.
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