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Resumo

Iniciamos com uma breve análise das propriedades espectrais do laplaciano de Robin

em uma faixa reta infinita, com parâmetro de acoplamento de Robin mudando de sinal.

Assumindo que tal parâmetro é uma constante fora de um compacto, encontramos o

espectro essencial, e também derivamos uma condição suficiente que garante a existência

de estados ligados. Em seguida, temos nos dedicado a estudar o laplaciano em alguns

domínios finos e encurvados no plano e no espaço, com um tipo particular de condições de

contorno de Robin e de seções transversais; tais condições são não homogêneas, no sentido

de que o parâmetro de acoplamento de Robin depende da curvatura da curva de referência.

Obtivemos, quando o diâmetro das seções transversais tendem a zero, operadores efetivos

por meio de um tipo de convergência em norma dos resolventes. Com essa estrutura

de modelagem, as principais novidades são que a curvatura contribui com um potencial

repulsivo enquanto a torção (no caso espacial) não desempenha nenhum papel para os

operadores efetivos.
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Abstract

First we briefly discuss the spectral properties of the Robin Laplacian in a straight

and infinitely long planar strip with Robin coupling parameter changing signs. Assuming

that such parameter is a constant outside a compact set, we find the essential spectrum,

and also derive a sufficient condition that guarantees the existence of bound states. Next,

we have studied the Laplacian in some thin curved domains in the plane and space, with

a particular type of Robin boundary conditions and cross-sections; such conditions are

nonhomogeneous, in the sense that the Robin coupling parameter depends on the curva-

ture of the reference curve. We derive, when the diameter of the cross sections tends to

zero, effective operators by means of a kind of convergence of the resolvents. With such

modeling framework, the main novelties are that the curvature contributes with a repul-

sive potential whereas the torsion (in the spatial case) plays no role to effective operators.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Visão geral

Alguns estudos sobre sistemas microfluídicos apresentam modelagens naturais pela equação

de Laplace, com condições de contorno que dependem da curvatura [Bat, WS, WSN], e

isso passa a ser (tem sido) considerado uma parte crucial dos modelos. Tais condições de

contorno estão relacionadas com as relações Young-Laplace [Bat] que descrevem a pressão

capilar na interface entre dois fluidos estáticos, devido à tensão superficial.

Tais estruturas finas com condições de contorno dependendo da curvatura, também

justificam propor um modelo que poderia ser geral o suficiente para ser de interesse e

simultaneamente passível de uma abordagem matemática rigorosa. A ideia consiste em

investigar os operadores efetivos para o operador de Laplace em domínios finos, construído

ao longo de curvas de referência, com condições de contorno de Robin cujo “parâmetro de

Robin” depende da curvatura da curva. Nós temos resultados para modelos específicos

em que outras propriedades também desempenham um papel (por exemplo, sinal do

parâmetro de Robin). Além do interesse matemático dos nossos modelos, em termos de

aplicações em experimentos eles constituem um primeiro passo, mas evidentemente é mais

teórico no momento.

Pense numa partícula movimentando-se sobre uma curva no plano ou no espaço. Para

manter tal vínculo, seriam necessárias “forças infinitas” na direção normal à cada ponto

1
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dessa curva, e uma maneira de modelar esse vínculo seria considerar o movimento da

partícula em uma vizinhança tubular da curva e então tomar o limite em que o diâmetro

da seção transversal vai a zero. Entre as questões interessantes que surgem desse proce-

dimento, destacam-se:

(i) Tal procedimento tem sentido? Como seria possível efetivá-lo?

(ii) Na descrição da dinâmica limite, surgiriam grandezas que “lembrariam” das dimen-

sões descartadas no processo?

(iii) Esse processo dependeria de condições de contorno escolhidas?

Neste trabalho vamos investigar alguns casos particulares desse procedimento no caso

de uma partícula quântica “livre”, ou seja, o operador de interesse é o operador energia

em Mecânica Quântica, o qual é dado pelo laplaciano negativo. Assim, podemos precisar

um pouco mais as questões acima neste contexto, em que em princípio o operador sobre a

curva seria simplesmente o laplaciano dado em termos da variável comprimento de arco,

o operador na vizinhança tubular seria o laplaciano nessa vizinhança com determinadas

condições de contorno na fronteira da mesma. Destacamos:

(j) que já existem técnicas para abordar (i) acima, mas note que os limites são altamente

singulares devido, principalmente, à redução de dimensão envolvida, e devem ser

entendidos de forma apropriada [BMT1, dOl2, DE, FS1, GJ];

(jj) de fato, no processo limite podem surgir termos adicionais ao laplaciano sobre

a curva, alguns deles de natureza geométrica, contribuindo para formar o que

chamamos de operador efetivo sobre a curva, o qual guarda certa memória do pro-

cesso de redução de dimensão;

(jjj) o operador efetivo depende sensivelmente de algumas condições, particularmente de

contornos (Dirichlet [BMT1, DE] e Neumann [Sch] são os casos mais estudados), e

se existe ou não algum defeito na vizinhança tubular [FS1, dOlV1].

Nosso principal objetivo é considerar a situação acima em que o laplaciano na vizi-

nhança tubular da curva apresenta uma classe especial de condições de contorno de Robin



1.2. MAIS DETALHES 3

e com a seção transversal dessa vizinhança indo a zero uniformemente (i.e., sem defeitos).

Há muito pouco na literatura sobre o caso de condição de Robin neste contexto de redução

de dimensão [BMT2, Jí2, FK].

Dois pontos novos são destaques em nossas considerações: a possibilidade (que de

fato ocorre) de mudança de sinal do parâmetro da condição de contorno e uma não-

homogeneidade da mesma, no sentido de que algumas vezes a condição depende da cur-

vatura de curva; tais particularidades levam a novos operadores efetivos, destacando-se

um papel repulsivo para a curvatura (até então, a curvatura sempre apareceu através de

um potencial atrativo) e a ausência da torção da curva de referência no caso de tubos no

espaço. Detalhes aparecem mais adiante.

Cabe ressaltar que, aparentemente, o primeiro a propor um processo dessa natureza

foi Linus Pauling em 1936 [Pal] para estudos teóricos do benzeno, o que foi desenvolvido

de forma um tanto heurística por Ruedenberg e Scherr em 1953 [RSc].

1.2 Mais detalhes

Uma classe de domínios (aberto conexo) que denotamos por Ω de R
2 e R

3, que iremos

trabalhar, tem como principal característica seu tamanho em uma direção, tais domínios

modelam vizinhanças tubulares muito estreitas no plano e espaço. O mais simples cenário

é quando Ω é uma faixa infinita no plano, ou seja, uma vizinhança tubular de largura

constante ao longo de uma curva Γ em R
2, usualmente chamada de curva de referência.

Em regiões dessa natureza (alongadas), é de interesse estudar o espectro do laplaciano

sujeito a três tipos de condição de fronteira, a saber, Dirichlet, Neumann e combinação

destas, chamadas de Robin. Muitos trabalhos dedicam a analisar qual a conexão entre

propriedades geométricas e condição de fronteira, por exemplo quando a geometria do

domínio induz ou não estados ligados; referimos aos artigos [GJ, KK, FK] e suas referências

para mais detalhes.

Tratemos um pouco mais sobre a condição de Robin, a qual homenageia o matemático

francês Victor Gustave Robin (1855–1897). Um exemplo concreto de faixa infinita é o

espaço Ω = R × (0, d), considerada no trabalho [Jí2] com a seguinte condição de Robin
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imposta sobre a fronteira,




−∂ψ
∂y

(x, 0) + α(x)ψ(x, 0) = 0

∂ψ

∂y
(x, d) + α(x)ψ(x, d) = 0

, (1.1)

x ∈ R, com o parâmetro de Robin α : R → R em W 1,∞(R) positivo. No referido

artigo o autor dá condições suficientes para garantir a existência de autovalor discreto

abaixo do ínfimo do espectro essencial. Seguindo de perto as idéias lá contidas, também

demos uma condição para a existência de estado ligado para o laplaciano com a seguinte

condição de Robin modificada, aqui escolhemos d = 1, note também a mudança de sinal

no parâmetro α(x),





−∂ψ
∂y

(x, 0)− α(x)ψ(x, 0) = 0

∂ψ

∂y
(x, 1) + α(x)ψ(x, 1) = 0

; (1.2)

para mais detalhes vide Capítulo 4, Teorema 16. Observamos que ψ(x, 0) e ψ(x, d) de-

notam o traço da função ψ sobre as respectivas componentes conexas da fronteira; no

Capítulo 2 há mais informações sobre traço de funções. Cabe ressaltar que em geral

os operadores com condição de fronteira de Robin são introduzidos através de formas

quadráticas apropriadas; isto será seguido em capítulos posteriores.

Como já mencionado, uma questão a qual este trabalho em grande parte se dedicou é

com relação à redução de dimensão, em domínio tais como certas faixas planas e certos

tubos tridimensionais, no que diz respeito a ação do operador efetivo e de como aproximá-

lo. Outras questões importantes, veja por exemplo, [BMT1, BMT2, dOlV1, dOl2, K],

também estão atreladas à redução dimensional, tais como existência de espectro discreto

e aproximação dos autovalores em função de termos que dependem do diâmetro da seção

transversal. Nos trabalhos citados as questões são abordadas usando técnicas diferentes, a

saber, a teoria de Γ- convergência [BMT1, dOl2] e a técnica em [FS1, FS2] que fornece um

tipo de convergência em norma dos resolventes e será nossa principal ferramenta técnica.

A organização da tese é dividida em cinco capítulos, além desta introdução. Os Capí-

tulos 2 e 3 dão suporte para os demais. O Capítulo 2 se preocupa com alguns resultados

sobre análise funcional e traço de funções no espaço de Sobolev H1(Ω), Ω aberto de R
2 ou
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R
3, bem como exemplos para esclarecer as integrais de fronteira em alguns cálculos. Já no

Capítulo 3 fizemos alguns cômputos sobre o espectro do laplaciano, com nossa condição

de Robin dada em (1.2); esses resultados são básicos para o que segue, e são empregados

fortemente nos Capítulos 4, 5 e 6.

A partir do Capítulo 4, focalizamos nosso interesse, o qual trata-se de redução de

dimensão, com destaque em como se dá a aproximação pelo operador efetivo. Demons-

tramos uma aproximação tipo em norma dos resolventes, isto é, consideramos o operador

laplaciano −∆Ωǫ
α de Robin em L2(Ωǫ), sendo Ωǫ ⊂ R

2 uma faixa plana reta, então após

identificar o espaço de Hilbert L2(Ωǫ) com L2(Ω), Ω ⊂ R
2, obtemos que −∆Ωǫ

α converge

para T, quando ǫ ↓ 0, em “norma dos resolventes”, em que

Tw = −w′′ + V effw, w ∈ domT = H2(R),

com potencial V eff(x) = −α(x)2, sendo que a função α : R → R define basicamente a

condição de fronteira (1.2). De fato, não temos convergência clássica pois os operadores

resolventes estão sobre domínios diferentes. Porém, o operador efetivo em L2(Ω) é com-

parado, de maneira apropriada, com a ação do operador T em L2(R).

Por um lado geométrico, entendemos que quando comprimimos a faixa Ωǫ = R× (0, ǫ)

até colapsar sobre a reta R real, isto é, Ωǫ ≈ R para ǫ ↓ 0, diz-se, intuitivamente, que

houve uma redução de dimensão, o que analiticamente corresponde então a dizer, de modo

grosseiro, que o laplaciano −∆Ωǫ
α sobre Ωǫ converge para T em R. Veja o Teorema 19

para fortalecer estas ideias e completar o sentido geométrico da convergência entre os

operadores.

De modo a considerar regiões mais complexas que a faixa reta acima, porém que

seja acessível a manipulações matemáticas, propomos no Capítulo 5, estudar o laplaciano

sobre uma região Ωǫ, dada por meio de uma curva de referência Γ(s) plana; por construção

temos que Ωǫ é uma vizinhaça tubular, cujo significado geométrico é de uma faixa plana

encurvada. Quando a função curvatura k(s) da curva Γ é identicamente nula k ≡ 0, diz-

se que a faixa Ωǫ é reta, recuperando o caso discutido no Capítulo 4. Geometricamente,

quando Ωǫ → Γ, para ǫ ↓ 0, então é esperado que ao considerarmos o laplaciano −∆Ωǫ
α

de Robin sobre Ωǫ, sejamos levados a estabelecer um tipo de (aproximação) convergência
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em norma dos resolventes para um operador sobre Γ, em símbolos,

−∆Ωǫ

α → T, ǫ ↓ 0, (1.3)

com

Tw = −w′′ +

(
k2

4
− α2

)
w, w ∈ domT = H2(R).

No Capítulo 5, melhoramos o resultado do Teorema 19, veja o resultado central do capítulo

no Teorema 23 (este resultado poderia ser realizado no Capítulo 4).

Organizamos este trabalho seguindo a evolução do problema, primeiro estudamos o

nosso laplaciano de Robin num intervalo limitado, então em faixas infinitas e retas, ou

seja, curvatura nula, em seguida em faixas encurvadas e por fim em alguns tubos tridi-

mensionais. Quando lidamos com tubos tridimensionais a abordagem difere um pouco dos

demais casos no plano; pois o que se faz é trabalhar com um forma quadrática aproximada

em vez da original, veja (6.12).

Tratamos desses tubos em R
3 no Capítulo 6. Seguindo [dOlV2, BMT2] para a con-

strução do tubo estreito Ωǫ, seja Γ : R → R
3 uma curva parametrizada pelo comprimento

de arco, e denotemos por k(s) e τ(s) as funções curvatura e torção, respectivamente. Co-

nstruiremos uma região tubular Ωǫ que é entendida por deslocar uma seção transversal

ǫS (i.e., a seção transversal S multiplicada pelo parâmetro pequeno ǫ > 0) limitada ao

longo da curva Γ, de maneira apropriada. Em tubos, no espaço, limitados ou ilimitados

é conhecido que o operador efetivo herda propriedades geométricas do ambiente, veja os

trabalhos [DE, dOlV1, dOl2, BMT1] para mais esclarecimentos. Para tubos ilimitados com

condição de Dirichlet foi obtido em [dOl2], via Γ- convergência, que o operador efetivo, no

sentido de convergência forte dos resolventes, tem a forma

Tw = −w′′ + C(S)τ 2(s)w − k2(s)

4
w, w ∈ domT = H2(R),

com C(S) > 0; veja o Teorema 5 em [dOl2], para uma generalização de [BMT1] (o qual

trata de tubos limitados). Também nessa direção, ainda em tubos ilimitados e condição de

contorno de Dirichlet, em [dOlV3](Veja Teorema 3) usando a técnica em [FS1, FS2] e uma

adicional mudança de variável a convergênica em norma dos resolventes foi estabelecida,

e a ação do operador efetivo é como acima.
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Em se tratando de condição de contorno de Robin citamos o trabalho [BMT2]; nesse

trabalho a técnica de Γ- convergência é empregada para a construção de operadores efe-

tivos, mas o parâmetro α associado à condição de fronteira não muda de sinal e o fator

de escala ǫ aparece explicitamente junto com α. Essas características diferem bastante de

nossa abordagem nesta tese.

Após a construção do tubo Ωǫ, no Capítulo 6, seguimos as ideias iniciais em [BMT2]

e, a partir daí, o método em [FS1] será a nossa principal ferramenta. Estabelecemos que

o operador efetivo é influenciado pela geometria do tubo e, segundo nossa escolha de

condição de contorno de Robin, obtemos a seguinte forma para o operador efetivo

Tw = −w′′ +

(
k2

4
− 2α2

)
w, w ∈ domT = H2(R),

e a convergência é do tipo norma dos resolventes; veja Teorema 27 que realiza a aproxi-

mação para o eperador efetivo. Notemos que a curvatura aparece na forma de um potencial

repulsivo, o que é uma novidade do modelo aqui estudado; outra novidade é a ausência

da torção no potencial efetivo (compare com os casos Dirichlet [BMT1, dOl2] e Robin com

parâmetro positivo [BMT2]).



Capítulo 2

Resultados de análise funcional e traço

de funções

Antes de expor alguns resultados que iremos utilizar, fixemos algumas notações. Na

presente seção, denotamos por H um espaço de Hilbert. Também escrevemos Y ⊑ X

para denotar que Y é um subconjunto denso de X. O domínio de uma transformação T

será indicado por domT. A norma do espaço de Sobolev H1(Ω) de ordem 1 será denotada

por ‖ ‖1,2, e em demonstrações nas demais seções as normas sobre L2(Ω),L∞(Ω) serão

denotadas por ‖ ‖2, ‖ ‖∞, respectivamente. O vetor normal unitário exterior é denotado

por ~ν, então ∂u
∂ν

é a derivada nornal, isto será usado à frente para introduzirmos a nossa

condição de fronteira. Agora, apresentamos as ferramentes técnicas necessárias para uma

leitura rigorosa dos capítulos subsequentes. Esta primeira seção tem como principais

fontes [Da], [dOl2], [Fe], e [Gi].

2.1 Formas e teoria espectral

Seja b uma forma sesquilinear simétrica, isto é, b(φ, ψ) = b(ψ, φ), para todas φ, ψ ∈ dom b,

quando dom b ⊑ H, diz-se que b é hermitiana. Quando existe algum β ∈ R de modo

que b(φ) := b(φ, φ) ≥ β‖φ‖2H, escrevemos b ≥ β, e dizemos que a forma é limitada

8
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inferiormente. Neste caso, um produto interno (·, ·)+ sobre dom b ⊂ H é definido por

(φ, ψ)+ := b(φ, ψ) + (1− β)(φ, ψ)H.

Seja b ≥ β limitada inferiormente e fechada. Um cerne de b é um subconjunto D ⊂ dom b

que é denso em dom b equipado com o produto interno (·, ·)+.

Definição 1. Dada uma forma b(· , ·) sesquilinear hermitiana, o operador Tb associado

com b é definido como

domTb := {ψ ∈ dom b : ∃ η ∈ H com b(φ, ψ) = (φ, η)H, ∀φ ∈ dom b},

Tbψ := η, ψ ∈ domTb,

isto é, b(φ, ψ) = (φ, Tbψ)H, ∀ φ ∈ dom b, ∀ ψ ∈ domTb. Tal operador está bem definido

pois dom b é denso em H.

O Teorema 1, cuja demonstração pode ser encontrada em [dOl1] Teorema 4.2.6., é

conhecido como Teorema de representação de formas sesquilineares.

Teorema 1. Sejam dom b ⊑ H e b : dom b× dom b→ C uma forma sesquilinear fechada

limitada inferiormente por β ∈ R (assim hermitiana). Então o operador Tb associado com

b é o único operador autoadjunto com domTb ⊑ dom b→ H tal que

b(φ, ψ) = (φ, Tbψ)H, ∀ φ ∈ dom b, ∀ ψ ∈ domTb.

Além disso, Tb ≥ β e domTb é um cerne de b. O subespaço dom b é chamado de domínio

forma de Tb.

Aqui resumimos alguns fatos sobre a teoria espectral que faremos uso neste trabalho.

Teorema 2. Se H admite uma base ortonormal de autovetores do operador simétrico

T : domT ⊂ H → H, então T é essencialmente autoadjunto e σ(T ) é o fecho do conjunto

de autovalores de T.

Demonstração: Vide [dOl1], Teorema 2.2.10.
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Teorema 3. Seja T um operador linear autoadjunto em H Hilbert complexo. Então,

λ ∈ σess(T ) se e somente se existe uma sequência (ψn)
∞
n=1 ⊂ domT tal que

1. ‖ψn‖ = 1, ∀ n = 1, 2, 3, ...

2. ψn
w−→ 0 em H.

3. (T − λ1)ψn −→ 0, quando n→ ∞ em H.

Demonstração: Vide [dOl1], Teorema 11.2.7.

Teorema 4. Seja T : domT ⊑ H → H autoadjunto e assuma que dimH = ∞. Então,

as seguintes afirmações são equivalentes:

1. σess(T ) = ∅.

2. Existe uma base ortonormal (ψn)
∞
n=1 de H formada por autovalores do operador T,

Tψn = λnψn, com λ ∈ R, contados conforme suas multiplicidades, satisfazendo

limn→∞ |λn| = ∞ (e assim cada um deles tem multiplicidade finita).

3. Rz(T ) é um operador compacto para algum z ∈ ρ(T ) (e assim para todo z ∈ ρ(T )).

Demonstração: Vide [dOl1], Teorema 11.3.13.

Teorema 5. Seja T um operador autoadjunto e limitado inferiormente em um espaço de

Hilbert H, e sejam λm definido por

λm = inf

{
sup

06=φ∈L

(φ, Tφ)H
‖φ‖2H

;L ⊆ dom T, dim L = m

}
.

Se T tem espectro essencial não vazio (σess(T ) 6= ∅) então um dos seguintes casos ocorrem.

1) Existe a <∞ tal que λm < a para todo m e limm→∞ λm=a. Então a é o menor número

no espectro essencial, e a parte do espectro de T em (−∞, a) consiste dos autovalores λm
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cada um contado o número de vezes de sua multiplicidade.

2) Existe a < ∞ e N < ∞ tal que λN < a e λm = a para m > N. Então a é o

menor número no espectro essencial, e a parte do espectro de T em (−∞, a) consiste dos

autovalores λ1, · · ·, λN cada um contado o número de vezes de sua multiplicidade.

Demonstração: Vide [Da], Teorema 4.5.3.

Teorema 6. Seja T ≥ 0 um operador autoadjunto em um espaço de Hilbert H. Defina

uma forma bT sesquilinear por

bT (φ, ψ) := (T 1/2φ, T 1/2ψ)H,

com dom bT = domT 1/2. Seja L um subespaço de domT 1/2 de dimensão m e defina λ′m

λ′m = inf

{
sup

06=φ∈L

bT (φ)

‖φ‖2H
;L ⊆ domT 1/2, dimL = m

}
,

então λm = λ′m, para todo m ≥ 1.

Demonstração: Vide [Da], Teorema 4.5.2.

Teorema 7. Seja T um operador limitado inferiormente autoadjunto atuando em um

espaço de Hilbert H. Suponha que, a menos de multiplicidade, os autovalores de T são

λ1 < λ2 < λ3... < inf σess(T ).

Então,

λ1 = inf
06=ξ∈ domT

(ξ, T ξ)H
‖ξ‖2H

, E1 := N(T − λ1),

λ2 = inf
06=ξ∈ domT∩E⊥

1

(ξ, T ξ)H
‖ξ‖2H

.

Demonstração: Vide [dOl1], Teorema 11.4.28.

Observação 1. Seja b ≥ β uma forma sesquilinear hermitiana e fechada com operador

associado Tb ≥ β. Então, supondo λ1 simples podemos escrever a identidade

λ2 = inf
06=ξ∈dom b∩E⊥

1

b(ξ)

‖ξ‖2H
.
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2.1.1. Espaços de Sobolev: traço

Esta seção é uma breve consideração sobre espaços de Sobolev e Traço de funções.

Seguimos fielmente as referências [EG] e [Gi].

Definição 2 (Fronteira de Classe C). Seja Ω ⊂ R
n um aberto tal que a fronteira ∂Ω

satisfaz,

1. ∂Ω = ∂(Ω)

2. Para cada x0 ∈ ∂Ω existem uma vizinhança A (A é um aberto contendo x0) de x0,

coordenadas locais y = (y′, yn) ∈ R
n−1 × R, com y = 0 em x = x0, e uma função

f ∈ C(Qn−1(0, r)), r > 0, tal que

∂Ω ∩ A = {(y′, f(y′)); y′ ∈ Qn−1(0, r)},

com Qn−1(0, r) = {y′ ∈ R
n−1; |y′| < r}.

A fronteira ∂Ω de um aberto satisfazendo 1. e 2. é chamada de Classe C.

Observação 2. Em 2. o cubo (n-1)-dimensional Qn−1(0, r) pode ser substituindo por

qualquer aberto contendo ~0 ∈ R
n−1. Também, y(x) := Rx0(x− x0), sendo Rx0 uma matriz

n×n ortogonal. Estamos interessados nos seguintes abertos de fronteira C, a saber, faixas

retas R× (0, d) e tubos retos (0, 1)× (0, 1)× R. Estes mesmos conjuntos serão exemplos

de conjuntos uniformemente Lipschitz, definição dada a seguir.

Definição 3 (Uniformemente Lipschitz). A fronteira ∂Ω de um aberto Ω ⊂ R
n é uni-

formemente Lipschitz se existem ǫ, L > 0 e M ∈ N e uma cobertura (Ωn) contável local-

mente finita de ∂Ω tal que

1. Se x ∈ ∂Ω então B(x, ǫ) ⊂ Ωn para algum n ∈ N,

2. Nenhum ponto de R
n está contido em mais de M dos Ωn.

3. Para cada n ∈ N existem coordenadas locais y = (y′, yn) ∈ R
n−1 × R e uma função

Lipschitz f : Rn−1 → R com Lipf ≤ L, tal que

Ωn ∩ Ω = Ωn ∩ {(y′, yn) ∈ R
n−1 × R ; yn > f(y′)}.



2.1. FORMAS E TEORIA ESPECTRAL 13

Teorema 8. Seja Ω ⊂ R
n um aberto tal que a fronteira ∂Ω é de Classe C. Então C∞

0 (Ω) :=

{φ|Ω;φ ∈ C∞
0 (R2)} é denso em W 1, p(Ω), ∀ 1 ≤ p <∞.

Demonstração: Vide [Gi], Teorema 10.29.

Teorema 9 (Traço). Seja Ω ⊂ R
n, n ≥ 2 um aberto cuja ∂Ω é uniformemente Lipschitz

e seja 1 < p <∞. Então existe um operador linear contínuo

tr : W 1, p(Ω) → L2(∂Ω)

tal que

• tr(u) = u sobre ∂Ω, ∀ u ∈ W 1, p(Ω) ∩ C(Ω),

• Para toda φ ∈ C1
0(R

n), u ∈ W 1, p(Ω), i = 1, 2, · · · , n,
∫

Ω

u
∂φ

∂xi
dx = −

∫

Ω

∂u

∂xi
φ dx+

∫

∂Ω

φtr(u)νi dHn−1,

em que ν é o normal unitário exterior a ∂Ω e Hn−1 é a (n− 1)-dimensional medida

de Hausdorff.

Demonstração: Vide [Gi], Teorema 15.23.

Teorema 10. Se h : Rm → R
n é Lipschitz e m ≤ n, então

∫

A

g(h(x))Jmh(x) dx =

∫

h(A)

g(y)N(h|A, y)dHm(y)

sempre que A for um conjunto Lebesgue Lm-mensurável, g : Rn → R e (1) g é Hm-

mensurável, ou (2) N(h|A, y) = #{A∩h−1(y)} <∞ para Hm-q.t.p y ou (3) χA·(g◦h)·Jmh
é Lm-mensurável.

Demonstração: Vide [Fe], Teorema 3.2.5.

Observação 3. Note que, [FM], Jmh(x)
2 é igual a soma dos quadrados dos determinantes

de submatrizes m×m da matriz jacobiana Dh(x). Ou equivalentemente, Jmh(x)
2 é igual

ao determinante da matriz m×m Dh(x)tDh(x).
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A seguir, alguns exemplos serão dados para futuras referências, note que quando h|A
é injetora temos N(h|A, y) = 1, com y ∈ f(A), em todos os exemplos abaixo h é injetora.

Exemplo 1. Sejam m = 1 e n = 2. Sejam u : ∂Ω → R uma função Hm-mensurável,

com Ω = R× (0, 1) e hi : R → R
2, i ∈ {0, 1}, dada por

hi : R → R
2

x 7→ (x, i)
(2.1)

daí, notando que Jmhi(x) = [det(Dhi(x)
tDhi(x))]

1/2 = 1, i ∈ {0, 1},
∫

∂Ω

u(y1, y2) dHm(y) =

∫

h1(R)

u(y) dHm(y) +

∫

h0(R)

u(y) dHm(y)

=

∫

R

(
u(x, 1) + u(x, 0)

)
dx.

Exemplo 2. Sejam m = 1 e n = 2. Sejam u : ∂S → R uma função Hm-mensurável, com

S = (0, 1)× (0, 1), hi,y1 : R → R
2, i ∈ {0, 1}, dada por

hi,y1 : R → R
2

y1 7→ (y1, i)
(2.2)

e hi,y2 : R → R
2, i ∈ {0, 1}, dada por

hi,y2 : R → R
2

y2 7→ (i, y2)
(2.3)

daí, notando que Jmhi,yj(x)
2 = det(Dhi,yj(x)

tDhi,yj(x)) = 1, i = 0, 1, j = 1, 2, e deno-

tando I = [0, 1] obtemos

∫

∂S

u(y1, y2) dHm(y) =
1∑

i=0

2∑

j=1

∫

hi,yj (I)

u(y) dHm(y)

=

∫ 1

0

(
u(y1, 1) + u(y1, 0)

)
dy1 +

∫ 1

0

(
u(1, y2) + u(0, y2)

)
dy2.
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Exemplo 3. Sejam m = 2, n = 3 e S dado no Exemplo 2. Sejam u : ∂S → R uma

função Hm-mensurável, com Ω = S × R, e hi,y1 : R
2 → R

3, i ∈ {0, 1}, dada por

hi,y1 : R
2 → R

3

(y1, s) 7→ (y1, i, s)
(2.4)

e hi,y2 : R
2 → R

3, i ∈ {0, 1}, dada por

hi,y2 : R
2 → R

3

(y2, s) 7→ (i, y2, s)
(2.5)

daí, notando que Jmhi,yj(x)
2 = det(Dhi,yj(x)

tDhi,yj(x)) = 1, i = 0, 1, j = 1, 2, e deno-

tando I = [0, 1] obtemos

∫

∂Ω

u(y, s) dHm(y, s) =
1∑

i=0

2∑

j=1

∫

hi,yj (I×R)

u(y) dHm(y, s)

=
1∑

i=0

∫

I×R

u(y1, i, s) dy1ds+
1∑

i=0

∫

I×R

u(i, y2, s) dy2ds.

Com um certo abuso de notação, em vista do exemplo anterior, podemos reescrever a

identidade acima por
∫

∂Ω

u(y, s) dH2(y, s) =

∫

R

(∫

∂S

u(y, s) dH1(y)

)
ds.

Exemplo 4. Seja S ⊂ R
2 uma aberto conexo e limitado, com fronteira ∂S dada pelo

traço de uma curva y(t) simples de classe C1([a, b]), denote ẏ = dy
dt

e suponha ‖ẏ‖ = 1.

Seja L : Ω → R
3 injetora em que Ω = S×R, além disso, suponha L|Ω um difeomorfismo.

Defina uma parametrização de ∂L(Ω) = L(∂Ω) por

σ : [a, b]× R → R
3

(t, s) 7→ L(y(t), s)
(2.6)

então segue por hipótese que ∂σ
∂t

× ∂σ
∂s

6= ~0. Além disso,
∥∥∥∥
∂σ

∂t
× ∂σ

∂s

∥∥∥∥ = J2σ(t, s) = [det(Dσ(t, s)tDσ(t, s))]1/2.
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Portanto, para u : ∂L(Ω) → R uma função H2-mensurável temos pelo Teorema 10 a

expressão ∫

∂L(Ω)

u(y) dH2(y) =

∫

[a,b]×R

u(L(y(t), s))
∥∥∥∥
∂σ

∂t
× ∂σ

∂s

∥∥∥∥ dtds.



Capítulo 3

Laplaciano de Robin unidimensional

Primeiramente neste capítulo, estudamos o laplaciano de Robin num intervalo limitado,

sua definição precisa, demonstração de que seu espectro essencial é vazio e cômputo ex-

plícito de seus autovalores. Optamos por uma troca de sinal no parâmetro α da condição

de fronteira, o que servirá de guia para as construções mais elaboradas de faixas e tubos

mais adiantes; destaca-se que o primeiro autovalor é negativo (e vale −α2), sendo todos

os outros positivos. Então passamos ao estudo correspondente numa faixa reta estreita

infinita, dando condições suficientes para que o espectro discreto seja não-vazio.

3.1 Seção transversal

A princípio alguns resultados serão apresentados para o nosso laplaciano de Robin no

intervalo (seção transversal) I = (0, 1), estes por sua vez serão importantes para os demais

capítulos. Aqui, verificamos que o operador laplaciano −∆I
α (clássico) em H = L2(I) é

autoadjunto via teoria de formas quadráticas.

Considere o operador

−∆I
α : dom (−∆I

α) → L2(I)

com dom (−∆I
α) = {ψ ∈ H2(0, 1) ;ψ satisfaz (3.1)},





−ψ′(0)− αψ(0) = 0

ψ′(1) + αψ(1) = 0
. (3.1)

17
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Seja bα ≥ −|α|2 a forma sesquilinear fechada em H, com domínio dom bα = H1(I) ⊑ H,

bα(φ, ψ) =

∫ 1

0

φ′(y)ψ′(y) dy + α
(
φ(1)ψ(1)− φ(0)ψ(0)

)
,

então certificamos que −∆I
α é autoadjunto, seguem os dethalhes no próximo teorema.

Teorema 11. Seja α ∈ R − {0}. Então, o laplaciano −∆I
α negativo é o único operador

autoadjunto associado a forma bα sesquilinear, ou seja,

bα(φ, ψ) = (φ,−∆I
αψ)H

para cada φ ∈ dom bα, e ψ ∈ dom (−∆I
α).

Demonstração: Vamos primeiramente verificar que bα é limitada inferiormente e

fechada. De fato, denotaremos por bα(φ) := bα(φ, φ), com φ ∈ dom bα e por ‖ ‖ a norma

em L2(I), temos explicitamente que

bα(φ) ≥ −|α|2‖φ‖2 , ∀ φ ∈ dom bα.

Com efeito, basta notar que para todo a > 0 tem-se

2‖φ′‖ ‖φ‖ ≤ a2‖φ‖2 + 1

a2
‖φ′‖2.

Se φ ∈ dom bα, então

±
(
|φ(1)|2 − |φ(0)|2

)
= ±

∫ 1

0

d

dx
|φ|2 dx = ±

∫ 1

0

(φ′φ+ φ′φ) dx

≤ 2‖φ′‖‖φ‖ ≤ a2‖φ‖2 + 1

a2
‖φ′‖2.

Agora,

bα(φ) = ‖φ′‖2 + α(|φ(1)|2 − |φ(0)|2)

≥ ‖φ′‖2 − |α|
(
a2||φ||2 + 1

a2
‖φ′‖2

)

≥
(
1− |α|

a2

)
‖φ′‖2 − |α|a2‖φ‖2.

Escolhendo a =
√

|α|,
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bα(φ) ≥ −|α|2‖φ‖2.

Note que escolhendo a =
√
2|α|, teremos

bα(φ) ≥
1

2
‖φ′‖2 − 2|α|2‖φ‖2. (3.2)

Vejamos que bα é fechada. Dada uma sequência {φn}∞n=1 em H1(I) tal que φn → φ

em L2(I) e bα(φn − φm) → 0 quando m,n → ∞. Devemos concluir que φ ∈ H1(I) e

bα(φn − φ) → 0. De fato, por hipótese e desigualdade (3.2), temos que {φ′
n}∞n=1 é uma

sequência de Cauchy de L2(I), então existe ψ ∈ L2(I) tal que ‖φ′
n−ψ‖L2(I) → 0. Portanto,

φ ∈ H1(I), e desde que φ′ = ψ, obtemos a convergência φn → φ em H1(I). Desde que

H1(I) é imerso continuamente em C[0, 1] valem as convergências:

φn(0) → φ(0) e φn(1) → φ(1) em C.

Portanto,

bα(φn − φ) → 0 e segue que bα é fechada.

Denote por Tbα o único operador associado com a forma bα, então Tbα = −∆I
α com

domTbα = dom (−∆I
α). De fato, se ψ ∈ dom (−∆I

α) então, por integração por partes,

temos a identidade bα(φ, ψ) = (φ,−ψ′′)L2(I); daí obtemos Tbα |dom (−∆I
α)

= −∆I
α, pois

dom (−∆I
α) ⊆ domTbα .

Agora, sejam ψ ∈ domTbα e η := Tbαψ ∈ L2(I) então (φ, η)L2(I) = bα(φ, ψ), isto é,

∫ 1

0

φ̄η dx =

∫ 1

0

φ̄′ψ′ dx+ α
(
φ̄(1)ψ(1)− φ̄(0)ψ(0)

)
. (3.3)

Seguindo as idéias em ([Ka], Exemplo VI. 2.16), seja z ∈ H1(I) uma primitiva de η, ou

seja, z′ = η (igualdade de funções), então

∫ 1

0

φ̄η dx =

∫ 1

0

φ̄z′ dx = −
∫ 1

0

φ̄′z dx+
(
φ̄(1)z(1)− φ̄(0)z(0)

)
. (3.4)

Comparando (3.3) e (3.4) tem-se

∫ 1

0

φ̄′(ψ′ + z) dx+ φ̄(1)[αψ(1)− z(1)] + φ̄(0)[−αψ(0) + z(0)] = 0, ∀ φ ∈ H1(I). (3.5)
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Em particular, para φ ∈ C∞
0 (0, 1) temos

∫ 1

0

φ̄′(ψ′ + z) dx = 0,

consequentemente

ψ′ + z = c q.t.p. x ∈ I. (3.6)

Portanto, ψ ∈ H2(I), pois ψ′ = c− z ∈ H1(I). Além disso, ψ′′ = −z′ = −η e




ψ′(0) = c− z(0)

ψ′(1) = c− z(1)
. (3.7)

Assim, resta apenas verificar a condição de Robin para ψ, e seguirá a inclusão domTbα ⊆
dom (−∆I

α). Substituimos (ψ′ + z) = c em (3.5) e integramos por partes para obter

φ̄(1)[c+ αψ(1)− z(1)] + φ̄(0)[−c− αψ(0) + z(0)] = 0, ∀ φ ∈ H1(I). (3.8)

Como φ é escolhida arbitrariamente, produzimos as igualdades: c + αψ(1) − z(1) =

0 e c+ αψ(0)− z(0) = 0. Portanto, de (3.7), temos

ψ′(0) + αψ(0) = 0 e ψ′(1) + αψ(1) = 0.

3.2 Espectro: seção transversal

A idéia desta seção é informar ao leitor o conteúdo das Proposições 1-2 as quais encontram-

se basicamente na Tese [Jí1] (embora a condição de fronteira seja um pouco diferente). O

Teorema 11 teve sua demonstração seguindo os mesmos passos realizados na demonstração

da Proposição 4.1 em [Jí1], que aqui corresponde à Proposição 1. Já o nosso Teorema 13,

veja também Proposição 2, tem argumentos próprios.

Seja bα uma forma quadrática em L2(I) dada por

bα(φ) =

∫ 1

0

|φ′(y)|2dy + α
(
|φ(1)|2 + |φ(0)|2

)
,
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com domínio dom bα = H1(I) e considere a seguinte condição de Robin,




−ψ′(0) + αψ(0) = 0

ψ′(1) + αψ(1) = 0
. (3.9)

Proposição 1. Seja 0 < α ∈ R . Então, o laplaciano negativo Hα := −∆ com a condição

(3.9) é o único operador autoadjunto associado à forma quadrática bα ≥ 0, ou seja,

bα(φ, ψ) = (φ,Hαψ)L2(I)

para toda φ ∈ dom bα e toda ψ ∈ dom (Hα) := {ψ ∈ H2(I) ;ψ satisfaz (3.9)}.

Demonstração: Vide [Jí1].

Proposição 2. Seja α ≥ 0, então com as notações da Proposição 1 vale que o espectro

de Hα é puramente discreto, ou seja, σess(Hα) = ∅.

Demonstração: Vide [Jí1].

Observação 4. Note que o Teorema 11 ou Proposição 1 é válido para α = 0, ou seja, o

laplaciano −∆I
N com condição de Neumann é o operador associado com

bN(φ) =

∫ 1

0

|φ′|2 dx,

dom bN = H1(I) e dom (−∆I
N) = {ψ ∈ H2(I) ;ψ′(0) = ψ′(1) = 0}. Além disso, sabemos

que os autovalores de −∆I
N rearranjados em ordem crescente são dados por

λN0 = 0, λNn = n2π2, com n ∈ N.

As correspondentes autofunções normalizadas são:

ψNn (x) =





1 se n = 0,
√
2 cos(nπx), se n ≥ 1

. (3.10)

A sequência {ψNn }∞n=1 é uma base ortonormal de L2(I) e do fato que λNn → ∞ quando

n→ ∞, temos que o espectro essencial de −∆I
N é vazio. Portanto,

σ(−∆I
N) = σdisc(−∆I

N) = {λNn }∞n=0.
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Para futura referência, seja ψD(x) =
√
2 sin(nπx), n ≥ 1, as autofunções normalizadas as-

sociadas ao laplaciano −∆I
D de Dirichlet, isto é, ao operador associado a forma quadrática

bD(φ) =

∫ 1

0

|φ′|2 dx,

dom bD = H1
0 (I) e dom (−∆I

D) = {ψ ∈ H2(I), ψ(0) = ψ(1) = 0}. Citamos [Jí1],[KK] para

mais informações.

3.2.1. Espectro essencial

O espectro do operador ∆I
α é demonstrado ser puramente discreto. Vimos na Proposição 2

que o laplaciano de Robin sem mudança de sinal admite espectro essencial vazio, isto

é, σess(Hα) = ∅. Tendo como motivação [KBZ], veja seção (6.2), concluímos o mesmo

resultado para o laplaciano de Robin com mudança de sinal, segue detalhes no Teorema 13.

Para demonstração deste fato necessitamos do seguinte resultado.

Teorema 12. Seja {ψNn }∞n=0 uma família ortonormal completa em H e seja {ψn}∞n=0 uma

sequência tal que
∑∞

n=0 ‖ψn−ψNn ‖2H <∞. Então, ψn é uma base de H se 0 =
∑∞

n=0 c
ψ
nψn

implicar que todo cψn = 0.

Demonstração: Vide [Ka], Teorema V.2.20.

Teorema 13. Seja α ∈ R − {0}. Então o laplaciano de Robin tem espectro puramente

discreto, isto é, σess(−∆I
α) = ∅.

Demonstração: Veremos na subseção seguinte que os elementos

ψ0(x) = ce−αx, ψn(x) =
nπ

(n2π2 + α2)1/2

(
ψNn − α

nπ
ψDn

)
, n ≥ 1

são as autofunções de −∆I
α, associadas aos autovalores

λ0 = −α2 e λn = n2π2, n ≥ 1,

respectivamente. Para n ≥ 1 temos

‖ψn − ψNn ‖2L2(I) = 2− 2nπ√
n2π2 + α2

→ 0, n→ ∞.
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Segue que a função f(x) = 2− 2xπ√
x2π2+α2

é decrescente no intervalo [1,∞[ e

∫ ∞

1

f(x) dx <∞.

Então, pelo critério da Integral para séries temos que Σ∞
n=1f(n) é convergente, conse-

quentemete,
∞∑

n=0

‖ψn − ψNn ‖2L2(I) <∞.

Afirmação 2: A sequência {ψn}∞n=0 é uma base (ortonormal) de L2(I), ou seja, para

toda ψ ∈ L2(I), temos

ψ =
∞∑

n=0

cψnψn, com cψn ∈ C unicamente escolhidos. (3.11)

De fato, para φ ∈ L2(I) arbitrária e ψ como na identidade (3.11) implicaria que

(φ, ψ)L2(I) = lim
m→∞

(φ,
m∑

n=0

cψnψn)L2(I). (3.12)

Para ψ = 0 e φ = ψk, k = 0, 1, ... segue de (3.12) e ortogonalidade que c0k = 0. Portanto,

do Teorema 12, segue a afirmação 2.

Escolha φ = ψk, k = 0, 1, ... em (3.12), já que {ψ0} ∪ {ψn} é uma família ortonormal

cψk = (ψk, ψ)L2(I). Portanto,

ψ =
∞∑

k=0

(ψk, ψ)L2(I)ψk.

Assim, de Teorema 4, segue que σess(−∆I
α) = ∅.

3.2.2. Espectro pontual

Para obter o espectro pontual de −∆I
α, vamos determinar λ ∈ R para o qual exista

0 6= ψ ∈ H2(0, 1) normalizada em L2(0, 1) satisfazendo

−ψ′′ = λψ (3.13)
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juntamente com a condição de contorno (α 6= 0),




−ψ′(0)− αψ(0) = 0

ψ′(1) + αψ(1) = 0
. (3.14)

Se λ > 0, sabemos que a solução geral (clássica) de (3.13) é dada por

ψ(x) = A sin(
√
λx) + B cos(

√
λx), (3.15)

com A,B ∈ C determinados pela condição de Robin e a condição de normalização. Então,

impondo as condições de Robin sobre a solução geral obtemos o seguinte sistema,



√
λ α

√
λ cos(

√
λ) + α sin(

√
λ) α cos(

√
λ)− λ sin(

√
λ)




 A

B


 = 0. (3.16)

Como não estamos interessados na solução nula devemos exigir que o determinante da

matriz acima seja nulo. Esta exigência nos possibilita obter λ explicitamente:

(α2 + λ) sin(
√
λ) = 0,

ou seja,

λ = −α2 ou λ = n2π2, n ∈ Z.

Já que o sistema (3.16) é equivalente a equação
√
λA+αB = 0, podemos expressar A em

função de B, ou seja, A = − α√
λ
B. Portanto, a autofunção correspondente ao autovalor

positivo λ = n2π2, n ≥ 1 é dada por:

ψn(x) = B
(
− α

nπ
sin(nπx) + cos(nπx)

)
,

com 1 = |B|2
[
1
2

(
1 + α2

n2π2

)]
. Daí, para n ≥ 1 e escolhendo B > 0 temos explicitamente

ψn(x) =
nπ

(n2π2 + α2)1/2

(√
2 cos(nπx)− α

nπ

√
2 sin(nπx)

)
,

ou ainda,

ψn(x) =
nπ

(n2π2 + α2)1/2

(
ψNn − α

nπ
ψDn

)
,

com ψDn :=
√
2 sin(nπx), n ≥ 1, recorde que ψDn são as autofunções para −∆I

D o operador

laplaciano de Dirichlet.
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Agora, suponha λ < 0, então a solução geral é da forma

ψ(x) = Ae
√
µx + Be−

√
µx,

com µ = −λ. Impondo as condições de contorno obtem-se o sistema



√
µ+ α α−√

µ
√
µe

√
µ + αe

√
µ αe−

√
µ −√

µe−
√
µ




 A

B


 = 0. (3.17)

Novamente, supondo que o determinante é nulo, segue a igualdade:

(α2 − µ)(e−
√
µ − e

√
µ) = 0,

desde que µ 6= 0, temos µ = α2, ou seja, λ = −α2. Segue da identidade ψ′(0)+αψ(0) = 0

que a autofunção associada ao autovalor negativo λ = −α2 é

ψ(x) = ce−αx, com c =

(
2α

1− e−2α

)1/2

.

Se λ = 0 então a solução geral é ψ(x) = Ax + B e das condições de contorno segue

que A = B = 0. Portanto, λ = 0 não é autovalor.

Em suma, λ0 := −α2 é o primeiro autovalor (negativo) do operador autoadjunto −∆I
α

com φ0(y) = ce−αy, c > 0, a correspondente autofunção normalizada, isto é,

−∆I
αφ0 = λ0φ0, 0 < φ0 ∈ H2(I) e

∫ 1

0

|φ0|2 dy = 1,

e satisfaz a condição de Robin (3.14).

3.3 Laplaciano de Robin sobre uma faixa infinita

Do ponto de vista físico, considere uma partícula quântica cujo movimento está confinado

em uma faixa estreita infinita no plano de largura constante ǫ; denotamos este cenário

por Ωǫ = R× (0, ǫ), e como barreira de impenetrabilidade impomos um tipo de condição

de contorno de Robin sobre a fronteira ∂Ωǫ da faixa Ωǫ.

A teoria de formas quadráticas ainda é instrumento fundamental. De fato, empre-

gando tal teoria encontramos que o laplaciano −∆Ωǫ
α clássico em L2(Ωǫ) com um adequado

domínio é autoadjunto, agora, no entanto α é uma função de W 1,∞(R).



26 CAPÍTULO 3. LAPLACIANO DE ROBIN UNIDIMENSIONAL

Sob certas condições no infinito com relação à aplicação α podemos garantir a existên-

cia de estados ligados, isto é, a existência de autovalores (de multiplicidade finita) abaixo

do ínfimo do espectro essencial. Seguimos de perto algumas das ideias de [Jí2, BK, GJ].

A forma sesquilinear fechada de interesse é bΩǫ
α ≥ −‖α‖2∞ em L2(Ωǫ), com domínio

sendo o espaço de Hilbert H1(Ωǫ),

bΩǫ

α (φ, ψ) =

∫

Ωǫ

∇φ(x, y)∇ψ(x, y) dxdy

+

∫

R

α(x)
(
tr(φ)(x, ǫ)tr(ψ)(x, ǫ)− tr(φ)(x, 0)tr(ψ)(x, 0)

)
dx,

em que tr(φ) denota o traço em L2(∂Ωǫ) da função φ ∈ H1(Ωǫ). Considere o laplaciano

negativo

−∆Ωǫ

α : dom (−∆Ωǫ

α ) → L2(Ωǫ),

com dom (−∆Ωǫ
α ) = {ψ ∈ H2(Ωǫ) ;ψ satisfaz (3.18)},





−∂ψ
∂y

(x, 0)− α(x)ψ(x, 0) = 0

∂ψ

∂y
(x, ǫ) + α(x)ψ(x, ǫ) = 0

, (3.18)

na condição de contorno (3.18) exigimos que α(x) ∈ W 1, ∞(R).

A limitação inferior da forma bΩǫ
α é realizada inicialmente para φ|Ωǫ

com φ ∈ C∞
0 (R2),

e por densidade, Teorema 8, para toda φ ∈ H1(Ωǫ). Note que tr(φ|Ωǫ
) = φ|Ωǫ

em L2(∂Ωǫ),

daí temos

bΩǫ

α (φ) ≥
∫

R

[∫ ǫ

0

∣∣∣∣
∂φ

∂y

∣∣∣∣
2

dy + α(x)
(
|φ(x, ǫ)|2 − |φ(x, 0)|2

)
]
dx,

desde que φ(x, ·) ∈ H1(0, ǫ) para quase todo x ∈ R, por argumento em Teorema 11,

obtemos

bΩǫ

α (φ) ≥ −‖α‖2∞
∫

Ωǫ

|φ|2 dxdy,

para toda φ|Ωǫ
com φ ∈ C∞

0 (R2). Sejam φ ∈ H1(Ωǫ) e {φm}∞m=1, uma sequência em

C∞
0 (R2) tal que φm|Ωǫ

→ φ em H1(Ωǫ). Então, para φm vale

bΩǫ

α (φm) ≥ −‖α‖2∞
∫

Ωǫ

|φm|2 dxdy, (3.19)



3.3. LAPLACIANO DE ROBIN SOBRE UMA FAIXA INFINITA 27

e ao observarmos o limite (veja os exemplos)
∫

∂Ωǫ

α|tr(φm)|2ν2 dσǫ →
∫

∂Ωǫ

α|tr(φ)|2ν2 dσǫ, m→ ∞, (3.20)

produzimos a limitação inferior

bΩǫ

α (φ) ≥ −‖α‖2∞
∫

Ωǫ

|φ|2 dxdy,

ou ainda, seguindo os mesmos argumentos produzimos uma segunda desigualdade, a saber

bΩǫ

α (φ) ≥ 1

2

∫

R

[∫ ǫ

0

∣∣∣∣
∂φ

∂y

∣∣∣∣
2

dy + 2α(x)
(
|φ(x, ǫ)|2 − |φ(x, 0)|2

)
]
dx

≥ −2‖α‖2∞
∫

Ωǫ

|φ|2 dxdy.

Resta verificar que bΩǫ
α é fechada. Considere a forma quadrática (positiva) auxiliar

b(φ) := bΩǫ
α (φ)+c1‖φ‖22, com domínio dom b = H1(Ωǫ), a qual é fechada, com c1 = 2‖α‖2∞.

De fato, ao limitarmos a forma bΩǫ
α inferiormente pode ser observado a existência de uma

constante C > 0 de tal sorte que C‖φ‖21,2 ≤ b(φ), para qualquer φ ∈ H1(Ωǫ). Sejam

φ ∈ L2(Ωǫ) e {φm}∞m=1 uma sequênica em dom b de modo que b(φm−φn) → 0, m, n→ ∞,

e φm → φ,m→ ∞, em L2(Ωǫ), queremos mostrar i) e ii) :

i) φ ∈ dom b

ii) b(φm − φ) → 0, m→ ∞.

Visto que C‖φm − φn‖21,2 ≤ b(φm − φn), então {φm}∞m=1 é de Cauchy em H1(Ωǫ), assim

existe ψ ∈ H1(Ωǫ) tal que φm → ψ,m → ∞ em L2(Ωǫ). Segue o item i) uma vez que a

igualdade φ = ψ em L2(Ωǫ) é obtida. Para o item ii) basta notar que quando m→ ∞, os

limites ‖φm − φ‖1,2 → 0, ‖tr(φm − φ)‖L2(∂Ωǫ) → 0 e (3.20). Portanto, bΩǫ
α é fechada.

No próximo teorema demonstramos que de fato o laplaciano −∆Ωǫ
α é autoadjunto, isto

é, −∆Ωǫ
α é o laplaciano de Robin, o que entendemos por operador associado a forma bΩǫ

α .

Para a demonstração do teorema seguimos as ideias em [Jí2, BK].

Teorema 14. Seja α ∈ W 1, ∞(R). Então, o laplaciano negativo −∆Ωǫ
α é o único operador

autoadjunto associado à forma sesquilinear bΩǫ
α , ou seja, bΩǫ

α (φ, ψ) = (φ,−∆Ωǫ
α ψ)L2(Ωǫ) para

φ ∈ dom bΩǫ
α , ψ ∈ dom(−∆Ωǫ

α ).
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A demonstração é apresentada via Lema 1 e Lema 2. O primeiro Lema mostra que

para o operador TbΩǫ
α

associado com bΩǫ
α temos a inclusão domTbΩǫ

α
⊂ dom(−∆Ωǫ

α ). Já o

segundo Lema conclui que TbΩǫ
α

é uma extensão de −∆Ωǫ
α . Portanto, obtemos a igualdade

TbΩǫ
α

= −∆Ωǫ
α .

Lema 1. Seja α ∈ W 1, ∞(R). Para cada F ∈ L2(Ωǫ), toda solução ψ ∈ H1(Ωǫ) do

problema

bΩǫ

α (φ, ψ) = (φ, F )L2(Ωǫ), ∀ φ ∈ dom bΩǫ

α = H1(Ωǫ), (3.21)

pertence ao conjunto dom(−∆Ωǫ
α ). Como consequência, domTbΩǫ

α
⊂ dom(−∆Ωǫ

α ).

Demonstração: Para ψ ∈ H1(Ωǫ), introduzimos o quociente de Newton

ψδ(x, y) :=
ψ(x+ δ, y)− ψ(x, y)

δ
, 0 6= δ ∈ R.

Desde que

|ψ(x+ δ, y)− ψ(x, y)| =
∣∣∣∣
∫ 1

0

∂ψ

∂x
(x+ δt, y)δ dt

∣∣∣∣ ≤ |δ|
∫ 1

0

∣∣∣∣
∂ψ

∂x
(x+ δt, y)

∣∣∣∣ dt

temos
∫

Ωǫ

|ψδ|2 dxdy ≤
∫ 1

0

[∫

Ωǫ

∣∣∣∣
∂ψ

∂x
(x+ δt, y)

∣∣∣∣
2

dxdy

]
dt =

∫

Ωǫ

∣∣∣∣
∂ψ

∂x
(x, y)

∣∣∣∣
2

dxdy

Portanto, ∫

Ωǫ

|ψδ|2 dxdy ≤ ‖ψ‖21,2, ∀ 0 6= δ ∈ R. (3.22)

Se ψ ∈ H1(Ωǫ) é solução de (3.21), então ψδ é uma solução para o problema

bΩǫ

α (φ, ψδ) = (φ, Fδ)L2(Ωǫ) −
∫

R

αδ(x)
(
φ(x, ǫ)ψ(x+ δ, ǫ)− φ(x, 0)ψ(x+ δ, 0)

)
dx,

para toda φ ∈ H1(Ωǫ). Escolha φ = ψδ e notando que (φ, Fδ)L2(Ωǫ) = −(φ−δ, F )L2(Ωǫ),

obtemos

bΩǫ

α (ψδ) = −((ψδ)−δ, F )L2(Ωǫ)−
∫

R

αδ(x)
(
ψδ(x, ǫ)ψ(x+δ, ǫ)−ψδ(x, 0)ψ(x+δ, 0)

)
dx. (3.23)

Por questão de simplicidade escreva bΩα(ψδ) = bΩ1 (ψδ) + bΩ2 (ψδ), com

b1(ψδ) =

∫

Ω

|∇ψδ|2 dxdy,



3.3. LAPLACIANO DE ROBIN SOBRE UMA FAIXA INFINITA 29

b2(ψδ) =

∫

R

α(x)
(
|ψδ(x, ǫ)|2 − |ψδ(x, 0)|2

)
dxdy.

Usando desigualdade de Schwarz, desigualdade de Cauchy, estimativa (3.22), limitação

das funções α e αδ, e a imersão de H1(Ωǫ) em L2(∂Ωǫ), podemos produzir as estimativas

para t > 0,

|((ψδ)−δ, F )L2(Ωǫ)| ≤ 2‖F‖L2(Ωǫ)‖(ψδ)−δ‖L2(Ωǫ) ≤ t−1‖F‖2L2(Ωǫ)
+ t‖ψδ‖21,2,

∣∣∣∣
∫

R

αδ(x)
(
ψδ(x, ǫ)ψ(x+ δ, ǫ)− ψδ(x, 0)ψ(x+ δ, 0)

)
dx

∣∣∣∣ ≤ C‖ψδ‖1,2‖ψ‖1,2 + C‖ψ‖21,2,

com C > 0 independente de δ,

∣∣bΩǫ

2 (ψδ)
∣∣ ≤

∣∣∣∣
∫

Ωǫ

α(x)
∂

∂y
|ψδ|2 dxdy

∣∣∣∣
≤ 2‖α‖∞‖ψδ‖2‖∂2ψδ‖2 ≤ t−1‖α‖2∞‖ψ‖21,2 + tbΩǫ

1 (ψδ)

Por um lado, desde que bΩǫ
α (ψδ) = bΩǫ

1 (ψδ) + bΩǫ

2 (ψδ), obtemos

bΩǫ

α (ψδ) ≥ (1− t)bΩǫ

1 (ψδ)− t−1‖α‖2∞‖ψ‖21,2.

Por outro lado, a identidade (3.23) produz

∣∣bΩǫ

α (ψδ)
∣∣ ≤ C‖ψδ‖1,2‖ψ‖1,2 +

(
t−1‖F‖2L2(Ωǫ)

+ t‖ψδ‖21,2 + C‖ψ‖21,2
)
.

Logo,

(1− t)bΩǫ

1 (ψδ)− t−1‖α‖2∞‖ψ‖21,2 ≤ C‖ψδ‖1,2‖ψ‖1,2 +
(
t−1‖F‖2L2(Ωǫ)

+ t‖ψδ‖21,2 +C‖ψ‖21,2
)
.

Agora, suponha 0 < t < 1 e acrescente (1 − t)‖ψδ‖22 em ambos os lados da desigualdade

anterior, para obtermos

(1− t)‖ψδ‖21,2 ≤ C‖ψδ‖1,2‖ψ‖1,2 +
(
t−1‖F‖2L2(Ωǫ)

+ t‖ψδ‖21,2 + C‖ψ‖21,2
)
+ t−1‖α‖2∞‖ψ‖21,2

+ (1− t)‖ψδ‖22.

Portanto,

0 ≤ (2t− 1)‖ψδ‖21,2 + C‖ψ‖1,2‖ψδ‖1,2
+
(
t−1‖F‖2L2(Ωǫ)

+ t−1‖α‖2∞‖ψ‖21,2 + C‖ψ‖21,2 + (1− t)‖ψ‖21,2
)
.
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Assim, exigindo 0 < t < 1/2 teremos uma função quadrática com concavidade para baixo.

E por desigualdade acima devemos ter ‖ψδ‖21,2 ≤ C̃, sendo C̃ independente de δ. Daí, esta

estimativa implica

sup
δ

‖ψ−δ‖1,2 <∞,

e já que H1(Ωǫ) é reflexivo, toda sequência limitada possui uma subsequência fracamente

convergente, logo existe v ∈ H1(Ωǫ) e uma subsequência δk → 0 de modo que ψ−δk
w→ v

em H1(Ωǫ). Daí,

−
∫

Ωǫ

∂ψ̄

∂x
φ dx dy =

∫

Ωǫ

ψ̄∂xφ dx dy =

∫

Ωǫ

ψ̄ lim
δk→0

φδk dxdy = lim
δk→0

∫

Ωǫ

ψ̄φδk dx dy

= − lim
δk→0

∫

Ωǫ

ψ̄−δkφ dxdy = −
∫

Ωǫ

vφ dxdy, ∀ φ ∈ C∞
0 (Ωǫ).

Portanto, ∂xψ = v no sentido fraco, e assim ∂xψ ∈ H1(Ωǫ). Consequentemente ∂xxψ ∈
L2(Ωǫ) e ∂yxψ ∈ L2(Ωǫ). Segue do Teorema de Regularidade (veja [E] Teorema 1 pag.

309) que ψ ∈ W 2,2
loc (Ωǫ), daí a equação −∆ψ = F vale q.t.p. em Ωǫ. Portanto, ∂yyψ =

−(F + ∂xxψ) ∈ L2(Ωǫ), e portanto ψ ∈ W 2,2(Ωǫ).

Finalmente, resta verificar que ψ satisfaz a condição de contorno. Após integração por

partes

(φ, F )L2(Ωǫ) = bΩǫ

α (ψ, φ) = (φ,−∆)L2(Ωǫ) +

∫

R

φ(x, 0)[−∂yψ(x, 0)− α(x)ψ(x, 0)] dx

+

∫

R

φ(x, ǫ)[∂yψ(x, ǫ) + α(x)ψ(x, ǫ)] dx

para toda φ ∈ H1(Ωǫ). Isto implica a condição de contorno, pois −∆ψ = F vale q.t.p. em

Ωǫ e φ é arbitrária.

Lema 2. Se α ∈ W 1, ∞(R) então Tα = −∆Ωǫ
α .

Demonstração: Seja ψ ∈ dom (−∆Ωǫ
α ), então ψ ∈ W 2, 2(Ωǫ) e satisfaz a condição de

contorno (3.18). Por integração por partes e (3.18) obtemos para toda φ ∈ dom bΩǫ
α a
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identidade

bΩǫ

α (φ, ψ) =

∫

R

φ(x, ǫ)∂yψ(x, ǫ) dx−
∫

R

φ(x, 0)∂yψ(x, 0) dx

−
∫

Ω

φ(x, y)∆ψ(x, y) dx dy +

∫

R

α(x)φ(x, ǫ)ψ(x, ǫ) dx

−
∫

R

α(x)φ(x, 0)ψ(x, 0) dx = −
∫

Ωǫ

φ(x, y)∆ψ(x, y) dx dy = (φ,−∆ψ)L2(Ωǫ).

Portanto, ψ ∈ domTα, e segue que Tα é uma extensão de −∆Ωǫ
α . Segue do lema anterior

a igualdade desejada.

3.4 Espectro do hamiltoniano na faixa estreita Ωǫ

Vamos investigar o espectro σ(−∆Ωǫ
α ) do hamiltoniano −∆Ωǫ

α na faixa Ωǫ quando a função

α em W 1,∞(R) satisfaz a condição:

∃ α0 ∈ R ; α(x) = α0 para |x| > a.

Neste caso, demonstramos que a componente essencial do espectro de −∆Ωǫ
α é o inter-

valo [−α2
0,∞). Esta afirmação é o conteúdo do Teorema 15, cuja demonstração é realizada

em duas etapas. A primeira etapa é dada pelo Lema 3 e a segunda etapa pelo Lema 4;

neste último empregamos o método chamado de Dirichlet-Neumann bracketing, para mais

informações citamos [Jí2] e [RS].

Lema 3. Seja α ∈ W 1, ∞(R). Além disso, suponha que existe a > 0 tal que α(x) = α0

para |x| > a. Então,

[−α2
0,∞) ⊂ σess(−∆Ωǫ

α ).

Demonstração: Seja λ ∈ [µ0,∞), com µ0 = −α2
0. Vamos construir uma sequência

(ψn)
∞
n=1 nas condições do Teorema 3 (veja [dOl1], Teorema 11.2.7.). Seguindo as mesmas

construções como em [Jí2], definimos as seguintes funções

ψn(x, y) := ζn(x)φ0(y)e
i

(
√
λ−µ0

)
x
.
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sendo φ0(y) = c(α0)e
−α0y normalizada em L2(0, ǫ) e os elementos ζn funções cut-off. Mais

claramente, considere ζ ∈ C∞
0 (R), com 0 ≤ ζ ≤ 1 tal que ζ ≡ 1 em (−1/4, 1/4) , ζ ≡ 0

em R\(−1/2, 1/2) e ‖ζ‖2 = 1, e defina ζn(x) := n−1/2ζ(x/n− n). Note que

1) supp(ζn) ⊂ (n2 − n, n2 + n);

2) ‖ζ ′

n‖2 = n−1‖ζ ′‖2;

3) ‖ζ ′′

n‖2 = n−2‖ζ ′′‖2.

As derivadas das funções ψn são

∂1ψn(x, y) = φ0(y)e
i

(
√
λ−µ0

)
x
(
ζ ′n(x) + iζn(x)

√
λ− µ0

)
,

∂21ψn(x, y) = φ0(y)e
i

(
√
λ−µ0

)
x
(
ζ ′′n(x) + 2i

√
λ− µ0ζ

′
n(x)− (λ− µ0)ζn)

)
,

∂2ψn(x, y) = ζnφ
′
0(y)e

i

(
√
λ−µ0

)
x
,

∂22ψn(x, y) = ζnφ
′′
0(y)e

i

(
√
λ−µ0

)
x
= ζn(−µ0)φ0(y)e

i

(
√
λ−µ0

)
x
= −µ0ψn.

A condição 1) do Teorema 3 é satisfeita devido à nornalização da função φ0 e a hipótese

sobre ζ. Já o item 2) temos que (φ, ψn)L2(Ωǫ) → 0 quando n→ ∞ para toda φ ∈ C∞
0 (Ωǫ),

uma vez que para n suficientemente grande o conjunto supp(φ)∩supp(ψn) = ∅, e daí desde

que C∞
0 (Ωǫ) é denso em L2(Ωǫ) segue a validade do item 2) para a sequência {ψn}∞n=1.

Assim, resta apenas verificar o item 3). De fato, para toda φ ∈ L2(Ωǫ) temos

|(φ, (−∆Ωǫ

α − λ)ψn)| ≤
∣∣∣∣
∫

Ωǫ

φ̄ζ ′′nφ0 exp
(
i
√
λ− µ0x

)
dxdy

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣2i
∫

Ωǫ

φ̄ζ ′nφ0 exp
(
i
√
λ− µ0x

)√
λ− µ0 dxdy

∣∣∣∣

≤ n−2‖φ‖L2(Ωǫ)‖φ0‖L2(0, ǫ)‖ζ ′′‖L2(R) + 2n−1‖φ
√
λ− µ0‖L2(Ωǫ)‖φ0‖L2(0, ǫ)‖ζ ′′‖L2(R),

logo segue que

‖(−∆Ωǫ

α − λ)ψn‖L2(Ωǫ) ≤
const.

n
,

então

‖(−∆Ωǫ

α − λ)ψn‖L2(Ωǫ) → 0, n→ ∞.
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É claro que ψn ∈ dom (−∆Ωǫ
α ), pois ψn e suas derivadas parciais clássicas pertencem ao

espaço L2(Ωǫ) e supp(ζn) ⊂ (n2 − n, n2 + n) ⊂ [a,∞[ para n suficientemente grande.

Portanto, vale a inclusão [−α2
0,∞) ⊂ σess(−∆Ωǫ

α ).

Para o caso particular α(x) = α0, x ∈ R, recorremos ao Corolário 1, em razão de sua

breve demonstração. No que diz respeito a este caso, podemos resgatá-lo no Teorema 15.

Note, ainda que, neste caso temos σdisc(−∆Ωǫ
α0
) = ∅.

Corolário 1. Se α(x) ≡ α0, então [−α2
0,∞) = σess(−∆Ωǫ

α0
).

Demonstração: Com efeito, de maneira análoga ao lema anterior vale a inclusão

[−α2
0,∞) ⊂ σess(−∆Ωǫ

α0
). Por outro lado, temos a limitação inferior bΩǫ

α0
≥ −α2

0, logo temos

a inclusão σ(−∆Ωǫ
α0
) ⊂ [−α2

0,∞). Portanto, σ(−∆Ωǫ
α0
) = σess(−∆Ωǫ

α0
) = [−α2

0,∞).

Lema 4. Suponha α ∈ W 1,∞(R). Além disso, que exista a > 0 tal que α(x) = α0 para

|x| > a, então inf σess(−∆Ωǫ
α ) ≥ −α2

0.

Demonstração: Seja {λαn(Ωǫ)}∞n=1 a sequência associada com a forma bΩǫ
α dada pelo

Teorema 5, isto é,

λαn(Ωǫ) := inf
L⊂dom bΩǫ

α
dimL=n

sup
φ∈L

∫
Ωǫ

|∇φ|2dxdy +
∫
∂Ωǫ

α|tr(φ)|2ν2dσ(x)∫
Ωǫ

|φ|2dxdy .

Seja λα∞(Ωǫ) o ínfimo do espectro essencial de −∆Ωǫ
α , ou seja,

lim
n→∞

λαn(Ωǫ) := λα∞(Ωǫ).

Dividimos Ωǫ da seguinte maneira,

Ωǫ = Ωl ∪ Γl ∪ Ωc ∪ Γr ∪ Ωr,

em que

Ωl = (−∞,−a)× (0, ǫ), Ωc = (−a, a)× (0, ǫ) e Ωr = (a,∞)× (0, ǫ),

Γl = {(−a, y); 0 < y < ǫ} e Γr = {(a, y); 0 < y < ǫ}.
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Seja bΩǫ

α,N uma forma quadrática, cujo domínio é o espaço soma direta Tl ⊕ Tc ⊕ Tr,

dada por

bΩǫ

α,N(φ) =
∑

i∈{l, c, r}

∫

Ωi

|∇(φ|Ωi
)|2 dxdy +

+
∑

i∈{l, c, r}

∫

Ii

α(x)(|tri(φ|Ωi
)(x, 1)|2 − |tri(φ|Ωi

)(x, 0)|2) dx,

com

Tl = {φl ∈ L2(Ωǫ);φl|Ωl
∈ H1(Ωl) e φl = 0 q.t.p em Ωǫ\Ωl},

Tc = {φc ∈ L2(Ωǫ);φc|Ωc
∈ H1(Ωc) e φc = 0 q.t.p em Ωǫ\Ωc},

Tr = {φr ∈ L2(Ωǫ);φr|Ωr
∈ H1(Ωr) e φr = 0 q.t.p em Ωǫ\Ωr}.

Já que Γl,Γr são conjuntos de medida nula, então para toda φ ∈ dom bΩǫ
α vale,

φ = φχl + φχc + φχr, q.t.p em Ωǫ,

sendo que χi denota a função característica de Ωi, para i ∈ {l, c, r}. Daí, a inclusão

dom bΩǫ

α ⊂ dom bΩǫ

α,N

segue por decomposição anterior. Em seguida reescrevemos a forma quadrática bΩǫ
α (φ) de

maneira conveniente, a saber,

bΩǫ

α (φ) =
∑

i∈{l, c, r}

∫

Ωi

|∇(φ|Ωi
)|2 dxdy +

+
∑

i∈{l, c, r}

∫

Ii

α(x)(|tr(φ)(x, 1)|2 − |tr(φ)(x, 0)|2) dx,

enunciamos a seguinte afirmação e deixemos sua verificação para o fim dos argumentos.

Afirmação 1. bΩǫ
α (φ) = bΩǫ

α,N(φ), para φ ∈ dom bΩǫ
α .

Denotemos por {λα,Nn (Ωǫ)}∞n=1 a sequência associada com bΩǫ

α,N dada pelo Teorema 5.

Então, decorre da afirmação acima a seguinte desigualdade:

λα,Nn (Ωǫ) ≤ λαn(Ωǫ),
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daí, mostramos que

λα,N∞ (Ωǫ) ≤ λα∞(Ωǫ),

em que

λα,N∞ (Ωǫ) := lim
n→∞

λα,Nn (Ωǫ) e λα∞(Ωǫ) := lim
n→∞

λαn(Ωǫ).

Agora, anote as expressão, a qual corresponde a sequência {λα,Nn (Ωǫ)}∞n=1,

λα,Nn (Ωǫ) := inf
L⊂Tl⊕Tc⊕Tr

dimL=n

sup
φ∈L

∑
i∈{l, c, r}

(∫
Ωi
|∇(φi|Ωi

)|2dxdy +
∫
∂Ωi

α|tri(φi|Ωi
)|2ν2dσ(x)

)

∑
i∈{l, c, r}

∫
Ωi
|φi|Ωi

|2dxdy

= inf
Ll⊂Tl, Lc⊂Tc, Lr⊂Tr

dimLl+dimLc+dimLr=n

sup
φl∈Ll, φc∈Lc, φr∈Lr

∑
i∈{l, c, r}

(∫
Ωi
|∇(φi|Ωi

)|2dxdy +
∫
∂Ωi

α|tri(φi|Ωi
)|2ν2dσ(x)

)

∑
i∈{l, c, r}

∫
Ωi
|φi|Ωi

|2dxdy .

Defina, para i ∈ {l, c, r}, os números λα,Nni
(Ωi) em correspondência as formas bΩi

α,N ,

com dom bΩi

α,N = H1(Ωi),

bΩi

α,N(φi) :=

∫

Ωi

|∇(φi)|2 dxdy +

+

∫

Ii

α(x)(|tri(φi)(x, 1)|2 − |tri(φi)(x, 0)|2) dx,

ou seja,

λα,Nni
(Ωi) = inf

Li⊂H1(Ωi)
dimLi=ni

sup
φi∈Li

∫
Ωi
|∇(φi)|2dxdy +

∫
∂Ωi

α|tri(φi)|2ν2dσ(x)∫
Ωi
|φi|2dxdy

. (3.24)

Considere a forma bΩc

N ≥ 0 sesquilinear fechada com dom bΩc

N = H1(Ωc)

bΩc

N (φc) =

∫ a

−a

∫ ǫ

0

|∇(φc)|2 dxdy,

logo,

λNn (Ωc) = inf
L⊂H1(Ωc)
dimL=n

sup
φ∈L

∫
Ωc

|∇(φc)|2dxdy∫
Ωc

|φc|2dxdy
.
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Segue do Teorema 7.2.2 e Exercício 7.3 em [Da] que o espectro essencial do laplaciano de

Neumann é vazio, ou seja, temos que

lim
n→∞

λNn (Ωc) := λN∞(Ωc) = +∞.

Para i = c vale a limitação inferior bΩc

α,N ≥ −‖α‖2∞ , recordamos tal forma quadrática

bΩc

α,N(φc) =

∫ a

−a

∫ ǫ

0

|∇(φc)|2 dxdy +
∫ a

−a
α(x)(|trc(φc)(x, 1)|2 − |trc(φc)(x, 0)|2) dx.

Além disso,
1

2
bΩc

N (φc) ≤ bΩc

α,N(φc) + 2‖α‖2∞‖φc‖2L2(Ωc)
,

para φc ∈ H1(Ωc), consequentemente,

1

2
λNn (Ωc) ≤ λα,Nn (Ωc) + 2‖α‖2∞,

logo temos limn→∞ λα,Nn (Ωc) = +∞, então σess(−∆Ωc

α,N) = ∅. Portanto, vale que

λα,N∞ (Ωc) = +∞. (3.25)

Dado n ≥ 1, seja L ⊂ dom bΩǫ
α , com dimL = n. Então L = Ll ⊕ Lc ⊕ Lr, com

dimLl = nl, dimLc = nc, dimLr = nr e nl + nc + nr = n.

Segue de (3.24) que

sup
φl∈Ll, φc∈Lc, φr∈Lr

∑
i∈{l, c, r}

(∫
Ωi
|∇(φi|Ωi

)|2dxdy +
∫
∂i
α|tri(φi|Ωi

)|2ν2dσ(x)
)

∑
i∈{l, c, r}

∫
Ωi
|φi|Ωi

|2dxdy

≥ max{λα,Nnl
(Ωl), λ

α,N
nc

(Ωc), λ
α,N
nr

(Ωr)},

com a convenção que λα,Nni
(Ωi) = 0 se ni = dimLi = 0 para i ∈ {l, c, r}. Daí, segue que

λα,Nn (Ωǫ) ≥ min
nl+nc+nr=n

{
max

[
λα,Nnl

(Ωǫ), λ
α,N
nc

(Ωǫ), λ
α,N
nr

(Ωǫ)]
}
.

Finalmente, para n→ ∞,

λα,N∞ (Ωǫ) ≥ min
[
λα,N∞ (Ωl), λ

α,N
∞ (Ωc), λ

α,N
∞ (Ωr)

]
.
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Notemos que, para φ ∈ dom bΩr

α,N = H1(Ωr),

bΩr

α,N(φr) =

∫

Ωr

|∇(φr)|2 dxdy +
∫ ∞

a

α0(|trr(φr)(x, 1)|2 − |trr(φr)(x, 0)|2) dx

≥ −α2
0

∫

Ωr

|φr|2 dxdy,

então σess(−∆Ωr

α,N) ⊂ [−α2
0,∞), logo

λα,N∞ (Ωr) := inf σess(−∆Ωr

α,N) ≥ −α2
0.

Analogamente,

λα,N∞ (Ωl) := inf σess(−∆Ωl

α,N) ≥ −α2
0.

Portanto, como já verificamos a desigualdade λα,N∞ (Ωǫ) ≤ λα∞(Ωǫ), então

−α2
0 ≤ λα,N∞ (Ωǫ) ≤ λα∞(Ωǫ),

ou seja,

λα∞(Ωǫ) := inf σess(−∆Ωǫ

α ) ≥ −α2
0.

(Demonstração da afirmação 1:) Com efeito, se φ ∈ H1(Ωǫ) ∩ C(Ωǫ) então pelo Teo-

rema (do Traço) vale, tr(φ) = φ em L2(∂Ωǫ), e para cada i ∈ {l, c, r}, tri(φ|Ωi
) = φ|Ωi

em L2(∂Ωi), pois φ|Ωi
∈ H1(Ωi) ∩ C(Ωi). Logo, a afirmação é satisfeita para cada φ ∈

H1(Ωǫ) ∩ C(Ωǫ).

Dada φ ∈ H1(Ωǫ) existe uma sequência {φn}∞n=1 em H1(Ωǫ)∩C(Ωǫ) tal que os limites,

quando n→ ∞, valem:

φn → φ em H1(Ωǫ)

φn|Ωi
→ φ|Ωi

em H1(Ωi)
, (3.26)

e via Teorema do Traço,

tr(φn) → tr(φ) em L2(∂Ωǫ)

tri(φn|Ωi
) → tri(φ|Ωi

) em L2(∂Ωi)
. (3.27)
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Daí, já que bΩǫ
α (φn) = bΩǫ

α,N(φn), então

bΩǫ

α (φ) = lim
n→∞

bΩǫ

α (φn) = lim
n→∞

bΩǫ

α,N(φn) = bΩǫ

α,N(φ).

De fato, vamos justificar apenas a última igualdade, é claro dos limites acima que

∫

Ωi

|∇(φn|Ωi
)|2 dxdy →

∫

Ωi

|∇(φ|Ωi
)|2 dxdy, n→ ∞,

para i ∈ {l, c, r} seguem as integrais de fronteira:

lim
n→∞

∫

Ii

α
[
|tri(φn|Ωi

)(x, 1)|2 − |tri(φn|Ωi
)(x, 0)|2

]
dx =

= lim
n→∞

∫

∂Ωi

α|tri(φn|Ωi
)|2ν2 dσ =

∫

∂Ωi

α|tri(φ|Ωi
)|2ν2dσ.

Para a demonstração do Teorema 15, meramente empregamos os Lemas 3-4.

Teorema 15. Seja α ∈ W 1,∞(R). Suponha que existe a > 0 tal que α(x) = α0 para

|x| > a. Então σess(−∆Ωǫ
α ) = [−α2

0,∞).

Demonstração: Por Lema 4 temos σess(−∆Ωǫ
α ) ⊂ [−α2,∞). E a inclusão oposta segue

do Lema 3.

3.4.1. Existência de espectro discreto

Como já havíamos comentado no início desta seção, damos uma condição para que

σ(−∆Ωǫ
α ) ∩ (−∞,−α2

0] 6= ∅, ainda supondo α(x) = α0 para |x| > a, a > 0. Isto, jun-

tamente com o Teorema 15 implica que o espectro abaixo de µ0 = −α2
0 é formado por

autovalores isolados de multiplicidade finita, ou seja, σdisc(−∆Ωǫ
α ) 6= ∅. Tal condição para

puxar o espectro do operador −∆Ωǫ
α para baixo de µ0 é introduzida no Teorema 16, o qual

tem base na seção 3.3 de [Jí2].
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Teorema 16. Suponha α0 > 0 ( α0 < 0 ). Se, além disso, (α(x)− α0) é integrável com
∫

R

(α(x)− α0) dx > 0,

(∫

R

(α(x)− α0) dx < 0

)
,

então,

inf σ(−∆Ωǫ

α ) < µ0.

Demonstração: Considere a forma quadrática QΩǫ
α , com domQΩǫ

α = dom bΩǫ
α ,

QΩǫ

α (φ) := bΩǫ

α (φ) + α2
0‖φ‖22.

Sejam {un}∞n=1 uma sequência de funções testes dadas por un(x, y) = fn(x)φ0(y) sendo

ζ uma função cut-off como no Lema 3, fn(x) = ζ(x/n)√
n

e φ0 = c(α0)e
−α0y a autofunção

(normalizada) de −∆
(0, ǫ)
α0

, associada ao primeiro autovalor λ0 = −α2
0, isto é,

−∆(0, ǫ)
α0

φ0 = λ0φ0,

∫ ǫ

0

|φ0|2 dy = 1.

Daí, após uma integração por partes, obtemos

QΩǫ

α (un) = n−2‖ζ ′‖22 +
∫ ǫ

0

|φ′
0|2 dx+

∫

R

α(x)|fn|2(|φ0(ǫ)|2 − |φ0(0)|2) dx+ α2
0

∫ ǫ

0

|φ0|2 dx,

Desde que

∫ ǫ

0

(
|φ′

0|2 + α2
0|φ0|2

)
dx = −α0(|φ0(ǫ)|2 − |φ0(0)|2),

temos

QΩǫ

α (un) = n−2‖ζ ′‖22 +
∫

R

(
α(x)− α0

)
|fn|2(|φ0(ǫ)|2 − |φ0(0)|2) dx,

já que (α(x) − α0) ∈ L1(R) e fn(x) → 1, n → ∞ podemos aplicar o Teorema da Con-

vergência Dominada e produzir o limite

lim
n→∞

QΩǫ

α (un) = (|φ0(ǫ)|2 − |φ0(0)|2)
∫

R

(α(x)− α0) dx < 0,

em que
(
|φ0(ǫ)|2 − |φ0(0)|2

)
= c(α0)

2(e−2α0ǫ − 1).

Portanto, existe N ≥ 1 tal que bΩǫ
α (uN) < µ0, assim, inferimos do Teorema 6 que

inf σ(−∆Ωǫ
α ) < µ0.



Capítulo 4

Domínios finos no plano

Consideramos o laplaciano −∆Ωǫ
α em uma família de domínios Ωǫ compreendido entre

duas retas paralelas no plano, e propomos um tipo de condição de Robin particular na

fronteira deste domínio. Investigamos o limite da família {−∆Ωǫ
α }ǫ>0 quando o diâmetro

da seção transversal tende a zero. O resultado desta análise assintótica, que teve como

principal técnica a de [FS1, FS2], diz que podemos aproximar a referida família de oper-

adores laplacianos, após devidas identificações, por um operador efetivo em norma dos

resolventes.

4.1 Mudança de variável

Primeiramente, recorde as notações do capítulo anterior e que −∆Ωǫ
α é autoadjunto e

correspondente à forma bΩǫ
α quadrática. Aqui, impomos que o parâmetro α cumpra as

exigências:

• A função α : R → (0,∞) está em C1(R) ∩W 1,∞(R), com 1/α limitada.

Comumente em análise de redução de dimensão, expressamos o laplaciano em novas

coordenadas (s, u) determinadas pela inversa da aplicação fǫ, a seguir definida.

Introduzimos a região Ω = R × (0, 1) (faixa reta plana infinita); podemos definir a

faixa Ωǫ = R× (0, ǫ), simplesmente notando que Ωǫ = fǫ(Ω),

40
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fǫ : R× [0, 1] → R× [0, ǫ]

(x, y) 7→ (x, ǫy)
. (4.1)

Por sua simplicidade é imediato concluir que a aplicação fǫ é um difeomorfismo e

de determinante jacobiano igual a det∇fǫ = ǫ. Uma mudança de região de integração é

realizada ao consideramos a transformação unitária

Uǫ : L
2(Ωǫ) → L2(Ω)

ψ 7→ φ :=
√
ǫ(ψ ◦ fǫ)

. (4.2)

Tal transformação induz a família {Bǫ := Uǫ(−∆Ωǫ
α )U−1

ǫ }ǫ>0 em L2(Ω) de operadores

unitariamente equivalente ao laplaciano de Robin −∆Ωǫ
α .

4.1.1. Transformação do hamiltoniano

A forma sesquilinear bΩǫ é fechada e limitada inferiormente, com domínio independente

de ǫ,

bΩǫ (φ) = bΩǫ

α (U−1
ǫ φ) , com φ ∈ dom bΩǫ = H1(Ω).

Por observar as identidades (4.3)-(4.4) com φ ∈ dom bΩǫ , apresentamos sua ação. Em (4.3)

obtemos o gradiente da composição (φ ◦ f−1
ǫ ), e a identidade (4.4) trata da integral de

fronteira,

∣∣∇
(
φ ◦ f−1

ǫ

)
(s, u)

∣∣2 =
∣∣∣∂xφ

(
s,
u

ǫ

)∣∣∣
2

+
1

ǫ2

∣∣∣∂yφ
(
s,
u

ǫ

)∣∣∣
2

, (4.3)

1

ǫ

∫

∂Ωǫ

α(s)|trǫ(φ ◦ f−1
ǫ )|2ν2 dσǫ =

1

ǫ

∫

R

α(x)
(
|tr(φ)(x, 1)|2 − |tr(φ)(x, 0)|2

)
dx. (4.4)

Algumas palavras à respeito da segunda identidade. Estabelecemos (4.4) para funções

φm ∈ C∞
0 (Ω) e, veja Teorema 8, daí para toda φ ∈ H1(Ω). Em vista do Teorema 10 (veja

também Exemplo 1) temos
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∫

∂Ωǫ

α(s)|trǫ(φm ◦ f−1
ǫ )|2ν2 dσǫ =

∫

h0(R)

α(s)|(φm ◦ f−1
ǫ )|2ν2 dσǫ

+

∫

h1(R)

α(s)|(φm ◦ f−1
ǫ )|2ν2 dσǫ

=

∫

R

α(x)(|φm(x, 1)|2 − |φm(x, 0)|2) dx,

assim, quando m→ ∞,

∫

∂Ωǫ

α|trǫ(φ ◦ f−1
ǫ )|2ν2 dσǫ =

∫

∂Ω

α|tr(φ)|2ν2 dσ.

Logo, podemos descrever a ação da forma quadrática bΩǫ , por

bΩǫ (φ) =

∫

Ω

∣∣∣∣
∂φ

∂x

∣∣∣∣
2

dxdy +
1

ǫ2

∫

Ω

∣∣∣∣
∂φ

∂y

∣∣∣∣
2

dxdy

+
1

ǫ

∫

R

α(x)
(
|tr(φ)(x, 1)|2 − |tr(φ)(x, 0)|2

)
dx.

Ocasionalmente, faremos uso da forma quadrática bΩǫ usando a expressão que envolve

o vetor normal à fronteira ∂Ω de Ω, a saber,

bΩǫ (φ) =

∫

Ω

∣∣∣∣
∂φ

∂x

∣∣∣∣
2

dxdy +
1

ǫ2

∫

Ω

∣∣∣∣
∂φ

∂y

∣∣∣∣
2

dxdy

+
1

ǫ

∫

∂Ω

α(x)|tr(φ)|2ν2 dσ,

ambas expressões tem suas vantagens técnicas.

4.2 Redução de dimensão

Seja λI0(x) = −(ǫα(x))2 o primeiro autovalor do laplaciano −∆I
ǫα(x) de Robin na seção

transversal I, e φǫ0(x, y) = cǫ(x)e
−α(x)ǫy a correspondente autofunção nornalizada. Isto
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é, para cada x ∈ R (fixo) escolhemos a autofunção (normalizada) associada ao primeiro

autovalor do laplaciano −∆I
ǫα(x), com domínio formado pelas χ ∈ H2(I) tal que χ satisfaz

−χ′(0)− ǫα(x)χ(0) = 0 e χ′(1) + ǫα(x)χ′(1) = 0, (4.5)

a função cǫ(x) é simplesmente
(∫ 1

0
|e−α(x)ǫy|2 dy

)−1/2

, ou seja, cǫ(x) =

(
2α(x)ǫ

1− e−2α(x)ǫ

)1/2

.

Para estarmos em acordo com as ideias de [FS1, FS2], veja Seção 4.3, distinguimos o

subespaço fechado Hǫ de H = L2(Ω), Hǫ = {w(x)φǫ0;w ∈ L2(R)}. Naturalmente, podemos

identificar, via a isometria πǫ os espaços Hǫ e L2(R),

πǫ : Hǫ → L2(R)

wφǫ0 7→ w
. (4.6)

Se restringimos a forma bΩǫ quadrática a elementos do subespaço Hǫ com w ∈ H1(R),

isto é, consideramos bΩǫ |dǫ com dǫ = {wφǫ0;w ∈ H1(R)} ⊑ Hǫ então, veja Seção 4.5.2.,

obtemos a expressão

bΩǫ (wφ
ǫ
0) =

∫

R

(
|w′|2 + |w|2V eff

ǫ

)
dx,

com função potencial efetivo V eff
ǫ (x) dada por

V eff
ǫ (x) =

∫

I

|(φǫ0)′|2dy − α2(x).

Note que contamos com a convergência essencial,

V eff
ǫ → −α2 quando ǫ→ 0 (uniformemente).

Já que bΩǫ ≥ −c2, com c2 = ‖α‖2∞, defina c1 = 2c2. Assim, investigamos o com-

portamento assintótico da família {aǫ}ǫ>0 de formas quadráticas positivas e fechadas, a

saber aǫ(φ) = bΩǫ (φ) + c1‖φ‖2L2(Ω). É claro da escolha de c1 que aǫ(φ) ≥ c2‖φ‖22 para cada

φ ∈ H1(Ω). Em particular, se φ ∈ dǫ, isto é, se φ = wφǫ0 com w ∈ H1(R), então

aǫ(wφ
ǫ
0) =

∫

R

[
|w′|2 + |w|2(V eff

ǫ + c1)
]
dx ≥ c2

∫

R

|w|2 dx

e, além disso,

aǫ(wφ
ǫ
0) =

∫

R

[
|w′|2 + |w|2(V eff

ǫ + c1)
]
dx ≥

∫

R

|w′|2 dx,

uma vez que a função (V eff
ǫ + c1) ≥ 0 para ǫ suficientemente pequeno.
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4.2.1. Potencial e operador efetivo

À vista da restrição aǫ|dǫ podemos estabelecer o Teorema 17, que é uma etapa para a

demonstração do principal resultado, Teorema 19. Defina a forma qǫ := bΩǫ |dǫ ≥ −c2
quadrática, que por isometria πǫ pomos dom qǫ = H1(R) ≡ dǫ, e

qǫ(w) =

∫

R

(
|w′|2 + V eff

ǫ |w|2
)
dx.

Indicamos por Tqǫ o (único) operador autoadjunto associado com qǫ, segue por desigual-

dade prévia que ‖(Tqǫ+c1)−1‖ ≤ c−1
2 , para todo ǫ suficientemente pequeno. Naturalmente,

para Tqǫ : H
2(R) → L2(R) confere-se a ação

Tqǫ(w) = −w′′ + V eff
ǫ (x)w.

Por convergência uniforme, ‖V eff
ǫ − α2‖∞ → 0, ǫ ↓ 0, considera-se a forma quadrática

q(w) =

∫

R

(
|w′|2 − α(x)2|w|2

)
dx, dom q = H1(R),

com operador (efetivo) associado T : H2(R) → L2(R),

T (w) = −w′′ + V effw, (4.7)

em que V eff(x) = −α(x)2, por fim anote a desigualdade ‖(T + c1)
−1‖ ≤ c−1

2 .

Teorema 17. Suponha 0 < α ∈ W 1,∞(R). Então, sob as condições sobre o parâmetro α

introduzidas, vale a convergência na norma dos operadores

‖(Tqǫ + c1)
−1 − (T + c1)

−1‖B(L2(R)) → 0, ǫ→ 0.

Demonstração: Se u, v ∈ H1(R), então

|〈(Tqǫ + c1)
1/2u, (Tqǫ + c1)

1/2v〉 − 〈(T + c1)
1/2u, (T + c1)

1/2v〉| = |qǫ(u, v)− q(u, v)|

≤ ‖V eff
ǫ − V eff‖∞‖u‖2‖v‖2.

Daí, para u = (T + c1)
−1g and v = (Tqǫ + c1)

−1h, with g, h ∈ L2(R) temos

〈(T + c1)
−1g, h〉 = 〈(Tqǫ + c1)

1/2(T + c1)
−1g, (Tqǫ + c1)

1/2(Tqǫ + c1)
−1h〉,
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〈g, (Tqǫ + c1)
−1h〉 = 〈(T + c1)

1/2(T + c1)
−1g, (T + c1)

1/2(Tqǫ + c1)
−1h〉.

Portanto,

|〈(T + c1)
−1g, h〉 − 〈g, (Tqǫ + c1)

−1h〉| ≤ ‖V eff
ǫ − V eff‖∞‖(T + c1)

−1g‖2‖(Tqǫ + c1)
−1h‖2

≤ c−2
2 ‖V eff

ǫ − V eff‖∞‖h‖2‖g‖2.

Consequentemente,

|〈(T−1
qǫ − T−1)g, h〉| ≤ c−2

2 ‖V eff
ǫ − V eff‖∞‖g‖L2(R)‖h‖L2(R).

Portanto,

‖T−1
qǫ − T−1‖B(L2(R)) ≤ c−2

2 ‖V eff
ǫ − V eff‖∞ → 0, ǫ→ 0.

4.3 Aplicação: teoria geral

Na presente seção, apresentamos o Teorema 18 que nos fornece um método ou uma técnica

para redução de dimensão. Para a referida técnica citamos o trabalho [FS1, FS2] que

originalmente contém igualmente esta seção.

Para cada ǫ > 0, seja aǫ uma sequência de formas sesquilinear não negativas fechada

em um espaço de Hilbert H separável e Aǫ os correspondentes operadores autoadjunto

positivos associados. Seja Hǫ um subespaço fechado (Hilbert) de H e H⊥
ǫ o complemento

ortogonal de Hǫ em H. Então, após a decomposição H = Hǫ⊕H⊥
ǫ , cada φ ∈ H pode ser

escrita de maneira única como

φ = φǫ + φǫ, Pǫφ = φǫ ∈ Hǫ , P ǫφ = φǫ ∈ H⊥
ǫ ,

em que Pǫ, P ǫ denotam as projeções ortogonais sobre Hǫ e H⊥
ǫ , respectivamente.

Suponha que φ ∈ dom aǫ implique φǫ ∈ dom aǫ, assim também φǫ ∈ dom aǫ. Portanto,

estão bem definidos os seguintes subconjuntos densos de Hǫ e de H⊥
ǫ , respectivamente,

dǫ = {φǫ ;φ ∈ dom aǫ} ⊑ Hǫ e d ǫ = {φǫ ;φ ∈ dom aǫ} ⊑ H⊥
ǫ .
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De fato, se ψ ∈ Hǫ e (ψ, φǫ)H = 0 para toda φǫ ∈ dǫ, então (ψ, φ)H = 0 para toda

φ ∈ dom aǫ ⊑ H, portanto ψ = 0.

Considere a seguinte família de restrições

qǫ = aǫ|dǫ , bǫ = aǫ|d ǫ

de formas quadráticas em Hǫ e H⊥
ǫ respectivamente. Note que ambas são formas quadráti-

cas positivas e fechadas.

Denotemos por Qǫ e Bǫ os correspondentes operadores autoadjuntos associados. As-

sim, a forma quadrática pode ser escrita da seguinte maneira

aǫ(φ) = qǫ(φǫ) + bǫ(φ
ǫ) + 2mǫ(φǫ, φ

ǫ), (4.8)

seguindo a nomenclatura de [FS1], a forma qǫ(φǫ) + bǫ(φ
ǫ) é chamada de parte diagonal

de aǫ e ao termo mǫ(φǫ, φ
ǫ) chamamos de parte não-diagonal de aǫ; e para os parâmetros

p(ǫ) > 0, q(ǫ) > 0, suponha que as condições ocorrem,

qǫ(φǫ) ≥ c(ǫ)‖φǫ‖2H , ∀ φǫ ∈ dǫ , c(ǫ) ≥ c0 > 0; (4.9)

bǫ(φ
ǫ) ≥ p(ǫ)‖φǫ‖2H , ∀ φǫ ∈ d ǫ; (4.10)

|mǫ(φǫ, φ
ǫ)|2 ≤ q(ǫ)2qǫ(φǫ)bǫ(φ

ǫ) , ∀ φ ∈ dom aǫ; (4.11)

q(ǫ) → 0 , p (ǫ) → +∞ , c(ǫ) = O(p(ǫ)) quando ǫ→ 0; (4.12)

sob estas hipóteses enunciamos o Teorema 18, cuja demonstração é o objeto na Seção 4.5.3..

Teorema 18. Para ǫ > 0 suficientemente pequeno, o operador Aǫ é positivo e existe

D > 0 de modo que

∥∥A−1
ǫ −

[
Q−1
ǫ ⊕ 0

]∥∥
B(H)

≤ p(ǫ)−1 +D q(ǫ)c(ǫ)−1 ,

em que 0 é o operador nulo sobre o subespaço H⊥
ǫ .

4.4 Teorema principal

Na corrente seção o Teorema 18 é colocado em prática. Neste contexto, H = L2(Ω),

dǫ ⊑ Hǫ definidos na Seção 4.2 com dǫ = H1(Ω) ∩ H⊥
ǫ . Dada ψ ∈ H1(Ω) temos a
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decomposição

ψ = w(x)φǫ0 + η(x, y)

com w ∈ H1(R) e η ∈ H1(Ω) ∩ H⊥
ǫ . Recorde a família {aǫ}ǫ>0 de formas sesquilineares

que supomos, sem perda de generalidade, reais. Então podemos escrever a decomposição

aǫ(ψ) = aǫ(wφ
ǫ
0) + aǫ(η) + 2aǫ(wφ

ǫ
0, η), ψ ∈ dom aǫ.

Suponha que cada parcela em aǫ admite um comportamento do tipo como listado:

aǫ(wφ
ǫ
0) ≥ c2‖w‖22, ∀ w ∈ H1(R); (4.13)

aǫ(η) ≥
π2

ǫ2
‖η‖22 , ∀ η ∈ dǫ := H1(Ωǫ) ∩H⊥

ǫ ; (4.14)

|aǫ(wφǫ0, η)|2 ≤ M2ǫ2aǫ(wφ
ǫ
0)aǫ(η), ψ ∈ dom aǫ; (4.15)

Conferimos a validade de (4.13)-(4.15) à partir da Subseção 4.5.1., deste modo enunciamos

de imediato o

Teorema 19. Seja Bǫ ≥ −c2 o único operador autoadjunto associado com bΩǫ unitari-

amente equivalente ao hamiltoniano (−∆Ωǫ
α ) e considere T dado em (4.7) e o operador

correspondente à restrição q̃ǫ := aǫ|dǫ denotado por Q̃ǫ ≥ c2. Então, vale a convergência

em norma dos resolventes

∥∥(Bǫ + c1)
−1 −

[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥

B(L2(Ω))
→ 0, ǫ→ 0,

em que 0 é o operador nulo sobre o subespaço H⊥
ǫ .

Demonstração: Suponha (4.13)-(4.15) e denote por Aǫ = (Bǫ + c1) o operador au-

toadjunto associado com aǫ, então via Teorema 18,

∥∥∥A−1
ǫ −

[
Q̃−1
ǫ ⊕ 0

]∥∥∥
B(L2(Ω))

≤ D̃ǫ.

Segue do Teorema 17 a convergência

∥∥∥
[
Q̃−1
ǫ ⊕ 0

]
−
[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥∥

B(L2(Ω))
→ 0, ǫ→ 0.
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De fato, apenas notemos que Q̃ǫ : dom Q̃ǫ → Hǫ é dada por

Q̃ǫ = π−1
ǫ (Tqǫ + c1)πǫ, com dom Q̃ǫ = {wφǫ0 : w ∈ H2(R)} ≡ H2(R).

Seguindo, por desigualdade triangular, obteremos

∥∥(Bǫ + c1)
−1
ǫ −

[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥ ≤

∥∥[Q−1
ǫ ⊕ 0

]
−
[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥

+
∥∥∥A−1

ǫ −
[
Q̃−1
ǫ ⊕ 0

]∥∥∥

daí, como cada parcela tende a zero quando ǫ→ 0, segue a demonstração.

Observação 5. Dada ψ = wφǫ0 + η em H1(Ω) podemos concluir que w ∈ H1(R), logo

wφǫ0 ∈ H1(Ω). Deste fato, obtemos que dǫ = {wφǫ0;w ∈ H1(R)}.

4.5 Apêndice

4.5.1. Estimativas

Realizamos aqui as estimativas necessárias para empregarmos o Teorema 18 à família

{aǫ}ǫ>0 de formas quadráticas. Por escolha de c1 > 0, temos aǫ(φ) ≥ c2‖φ‖22, para toda

φ ∈ H1(Ω), então (4.13) segue por definição de aǫ.

Para conferir (4.14), usamos a caracterização minimax (Teorema 7) para o segundo

autovalor λI1 do operador laplaciano −∆I
ǫα(x) de Robin na seção transversal I com x

fixado arbitrariamente. Seja η ∈ H1(Ω) ∩H⊥
ǫ , então η(x, ·) ⊥ [e−α(x)ǫy] q.t.p.-x ∈ R. Daí,

aplicando o Teorema 7 ao termo entre colchetes, obtemos a segunda desigualdade abaixo

aǫ(η) ≥
1

ǫ2

∫

R

[∫ 1

0

∣∣∣∣
∂η

∂y

∣∣∣∣
2

+ ǫ2c1|η|2 dy + ǫα(x)
(
|η(x, 1)|2 − |η(x, 0)|2

)
]
dx

≥ λI1 + ǫ2c1
ǫ2

∫

Ω

|η|2 dxdy.

Portanto,

aǫ(η) ≥
λI1
ǫ2

∫

Ω

|η|2 dxdy, com λI1 = π2.
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Mais sobre a estimativa de aǫ(η)

Sabemos que H1(Ω) ∩ C(Ω) é um subconjunto denso em H1(Ω), por Teorema 8. Logo,

deste fato, o conjunto H1(Ω) ∩ C(Ω) ∩H⊥
ǫ é também denso em H1(Ω) ∩H⊥

ǫ .

Se η ∈ H1(Ω) ∩ C(Ω) ∩H⊥
ǫ então

η(x, ·) ⊥ φǫ0(x, ·) q.t.p x ∈ R.

Seja, para cada tal x fixado, a forma quadrática

bα(u) =

∫ 1

0

∣∣∣∣
∂u

∂y

∣∣∣∣
2

dy + ǫα(x)
(
|u(1)|2 − |u(0)|2

)
, u ∈ H1(I).

Em virtude do Teorema 11 temos que Tbα = −∆I
ǫα(x) é o operador associado e

λI0(x) = −(ǫα(x))2

é o primeiro autovalor e

λI1 = π2

o segundo autovalor, o qual não depende da variável longitudinal x. Por hipótese,

η(x, ·) ∈ H1(0, 1) ∩ C[0, 1] ∩ [e−α(x)ǫy]⊥

então, por observação 1 após Teorema 7, temos

bα(η(x, ·)) ≥ λI1

∫ 1

0

|η(x, y)|2 dy,

uma vez que

λI1 = inf
06=ξ∈ domTbα∩E⊥

0

(ξ, Tbαξ)H
‖ξ‖2H

, E0 := N(Tbα − λI0).

Ou seja,

aǫ(η) ≥
λI1
ǫ2
‖η‖2L2(Ω).

Por densidade declarada acima, obtém-se, aǫ(η) ≥ λI
1

ǫ2
‖η‖22, para cada η ∈ H1(Ω) ∩H⊥

ǫ .
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Estimativa: parte não-diagonal

Para a estimativa de (4.15) recorde que 0 < α ∈ W 1,∞(R) e 1/α ∈ L∞(R). Por hipótese

η ∈ H⊥
ǫ ∩H1(Ω) então α2wφǫ0 ⊥ η, e por integração por partes obtemos

1

ǫ

∫

∂Ω

αtr(w̄φǫ0)tr(η)ν2 dσ(x) =
1

ǫ

∫

Ω

αw̄φǫ0
∂η

∂y
dxdy.

Daí, segue que

aǫ(w̄φ
ǫ
0, η) =

∫

Ω

w̄′φǫ0
∂η

∂x
dxdy +

∫

Ω

w̄
c′ǫ
cǫ
φǫ0
∂η

∂x
dxdy

−
∫

Ω

w̄φǫ0(α
′ǫy)

∂η

∂x
dxdy.

Mais uma vez a ortogonalidade wφǫ0 ⊥ η será fundamental. Desde que w ∈ H1(R) é

arbitrária, ∫ 1

0

e−α(x)ǫyη(x, y) dy = 0, q.t.p. x ∈ R,

derivando esta última igualdade (com relação à variável x) sob o sinal de integração

obtém-se
∫ 1

0

e−α(x)ǫy
∂η

∂x
dy = −

∫ 1

0

e−α(x)ǫyα′(x)ǫyη(x, y) dy, q.t.p. x ∈ R. (4.16)

Agora multiplique a identidade (4.16) por w′cǫ e integre sobre R,
∫

Ω

w′φǫ0∂xη dxdy = −
∫

Ω

(α′yǫ)w′φǫ0η dxdy,

também ao multiplicamos por c′ǫw produzimos a identidade
∫

Ω

c′ǫ
cǫ
wφǫ0∂xη dxdy = −

∫

Ω

(α′yǫ)
c′ǫ
cǫ
wφǫ0η dxdy.

Sob as hipóteses em α, temos c′ǫ/cǫ → 0, ǫ→ 0, e como y ∈ [0, 1] a valem as estimativas

aǫ(wφ
ǫ
0) ≥

∫

R

|w′|2 dx,

aǫ(η) ≥
∫

Ω

|∂xη|2 dx dy,

aǫ(η) ≥
λI1
ǫ2

∫

Ω

|η|2 dx dy,

aǫ(wφ
ǫ
0) ≥ c2

∫

Ω

|wφǫ0|2 dx dy,

finalmente, podemos obter a estimativa desejada,

|aǫ(wφ0, η)|2 ≤ M2ǫ2aǫ(wφ
ǫ
0)aǫ(η).
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4.5.2. Energia potential

Derivando as funções cǫ(·) e φǫ0 com relação à variável x obtemos:

dcǫ
dx

=
α′cǫ
2α

[1− c2ǫe
−2α(x)ǫ] =

α′cǫ
2α

[1− |φǫ0(x, 1)|2],

(φǫ0)
′ =

c′ǫ
cǫ
φǫ0 − (α′ǫy)φǫ0.

Desde que ∫

I

|φǫ0|2ydy = − 1

2α(x)ǫ
[|φǫ0(x, 1)|2 − 1]

então
∫
I
[(φǫ0)

′φǫ0]dy = 0.

Daí, podemos anotar a identidade

∫

Ω

|(wφǫ0)′|2 dydx =

∫

Ω

(
|w′φǫ0|2 + |w(φǫ0)′|2 + 2Re(w̄w′)φǫ0(φ

ǫ
0)

′
)
dydx

=

∫

R

|w′|2dx+
∫

R

|w|2
(∫

I

|(φǫ0)′|2 dy
)
dx.

Finalmente, os termos remanescentes são (4.17)-(4.18), com

1

ǫ2

∫

Ω

|w∂yφǫ0|2 dxdy =

∫

R

|w|2α2 dx, (4.17)

1

ǫ

∫

∂Ω

α|tr(wφǫ0)|2ν2 dσ = −2

∫

R

|w|2α2 dx. (4.18)

Portanto,

bΩǫ (wφ
ǫ
0) =

∫

R

(
|w′|2 + V eff

ǫ |w|2
)
dx,

com

V eff
ǫ (x) =

∫

I

|(φǫ0)′(x, y)|2 dy − α2(x),

Desde que |(φǫ0)′(x, y)|2 → 0 (uniformemente) então V eff
ǫ → −α2 uniformemente

quando ǫ→ 0.
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4.5.3. Demonstração do Teorema 18

Por conveniência dos leitores, agora vamos apresentar a demonstração do importante

método de Friedlander e Solomyak, que originalmente apareceu em [FS1, FS2].

Demonstração: Para cada ǫ > 0, analizemos a parte diagonal de aǫ, isto é, a forma

quadrática fechada e positiva

tǫ(φ) := qǫ(φǫ) + bǫ(φ
ǫ) , ∀ φ ∈ dom aǫ.

Temos que tǫ é fechada e positiva, pois ambas componentes são fechadas e positivas.

Com efeito, que ambas são positiva é imediato uma vez que aǫ ≥ 0. Vejamos que aǫ|dǫ
é fechada. Suponha que φǫ, n → ψ, n → ∞, em Hǫ e aǫ(φǫ, n − φǫ,m) → 0, m, n → ∞;

devemos mostrar que ψ ∈ dǫ e aǫ(φǫ, n−ψ) → 0, n→ ∞. Por hipótese, vale a convergência

φǫ, n → ψ, n → ∞ em H e como aǫ é fechada temos ψ = Pǫψ + P ǫψ ∈ dom aǫ, com

Pǫψ ∈ dǫ, e vale aǫ(φǫ, n − ψ) → 0, n → ∞. Basta mostrar que ψ ∈ dǫ. Para isso, dada

µ ∈ H⊥
ǫ temos (ψ, µ) = 0, pois φǫ, n → ψ, n→ ∞, então ψ ∈ (H⊥

ǫ )
⊥ = Hǫ, logo P ǫψ = 0,

ou seja, ψ = Pǫψ ∈ dǫ. Analogamente, obtemos que aǫ|dǫ é fechada.

Denotemos por Tǫ o único operador autoadjunto associado a tǫ. Das hipóteses sobre

as compomentes de tǫ para ǫ suficientemente pequeno

‖T−1
ǫ ‖B(H) ≤ D1c(ǫ)

−1.

De fato, desde que c(ǫ) = O(p(ǫ)), quando ǫ→ 0, existem M > 0 e 0 < ǫ0 tais que

c(ǫ)

p(ǫ)
≤M, 0 < ǫ < ǫ0.

Daí, com D−1
1 = min{1,M−1}, temos

| tǫ(φ)| = qǫ(φǫ) + bǫ(φ
ǫ) ≥ c(ǫ)‖φǫ‖2 + p(ǫ)‖φǫ‖2

≥ c(ǫ)min{1,M−1}‖φ‖2.

Notando que qǫ(φǫ), bǫ(φǫ) ≤ tǫ(φ) obtemos a desigualdade, para a parte não-diagonal de

aǫ,

|aǫ(φǫ, φǫ)| ≤ q(ǫ)tǫ(φ).
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Consequentemente,

|aǫ(φ)− tǫ(φ)| ≤ 2|aǫ(φǫ, φǫ)| ≤ 2q(ǫ)tǫ(φ).

Se ǫ > 0 é suficientemente pequeno de modo que q(ǫ) ≤ 1/4 a desigualdade anterior

implica

1/2 tǫ(φ) ≤ aǫ(φ) ≤ 3/2 tǫ(φ),

então
c(ǫ)D−1

1

2
‖φ‖2 ≤ aǫ(φ), ∀ φ ∈ dom aǫ.

Portanto,

‖A−1
ǫ ‖B(H) ≤ 2D1c(ǫ)

−1.

Segue das estimativas de bǫ a implicação

‖B−1
ǫ ‖B(H⊥

ǫ ) ≤ p (ǫ)−1. (4.19)

Para φ1, φ2 ∈ dom aǫ, (= domA
1/2
ǫ = domT

1/2
ǫ ) e para ǫ suficientemente pequeno,

temos

|〈A1/2
ǫ φ1, A

1/2
ǫ φ2〉 − 〈T 1/2

ǫ φ1, T
1/2
ǫ φ2〉| = |aǫ(φ1, φ2)− tǫ(φ1, φ2)|,

desde que |aǫ(φ1, φ2)− tǫ(φ1, φ2)| = |aǫ(φ1,ǫ, φ
ǫ
2) + aǫ(φ

ǫ
1, φ2,ǫ)|, vale a seguinte estimativa

|〈A1/2
ǫ φ1, A

1/2
ǫ φ2〉 − 〈T 1/2

ǫ φ1, T
1/2
ǫ φ2〉| ≤ q(ǫ)

[√
qǫ(φ1,ǫ)bǫ(φǫ2) +

√
qǫ(φǫ1)bǫ(φ2,ǫ)

]

≤ q(ǫ)
√
2(tǫ(φ1)tǫ(φ2))

1/2 ≤ 2q(ǫ)(tǫ(φ1)aǫ(φ2))
1/2.

Escolhendo φ1 = T−1
ǫ ν e φ2 = A−1

ǫ µ, em que ν, µ são vetores arbitrários de H, temos

|〈A−1
ǫ ν, µ〉 − 〈T−1

ǫ ν, µ〉| ≤ 2q(ǫ)(〈A−1
ǫ µ, µ〈T−1

ǫ ν, ν〉)1/2

≤ 2
√
2D1q(ǫ)c(ǫ)

−1‖ν‖‖µ‖ .

esta estimativa nos revela que

|〈(A−1
ǫ − T−1

ǫ )ν, µ〉| ≤ 2
√
2D1q(ǫ)c(ǫ)

−1‖ν‖‖µ‖
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portanto,

‖A−1
ǫ − T−1

ǫ ‖B(H) ≤ 2
√
2D1q(ǫ)c(ǫ)

−1.

Já que , T−1
ǫ = Q−1

ǫ ⊕B−1
ǫ vale a igualdade

∥∥T−1
ǫ −

[
Q−1
ǫ ⊕ 0

]∥∥
B(H)

= ‖B−1
ǫ ‖B(H⊥

ǫ ) (4.20)

lembrando de 0 é o operador nulo sobre o subespaço H⊥
ǫ . Por desigualdade triangular, de

(4.19) e (4.20), com D = 2
√
2D1 segue que

∥∥A−1
ǫ −

[
Q−1
ǫ ⊕ 0

]∥∥
B(H)

≤ p(ǫ)−1 +D q(ǫ)c(ǫ)−1.



Capítulo 5

Domínios finos e encurvados no plano

Introduzimos o laplaciano em um domínio encurvado plano de largura constante com

um tipo particular de condição de Robin na fronteira; essa condição é não-homogênea, no

sentido de que o parâmetro de Robin depende da curvatura (no nosso caso de uma maneira

específica; veja (5.5)). Derivamos, quando o diâmetro da seção transversal tende a zero, via

técnica de [FS1, FS2], um operador limite (operador efetivo), graças a uma convergência

uniforme de formas quadráticas implicando numa aproximação entre operadores dada

em norma dos resolventes. Com tal quadro de modelagem, surge a novidade de que

a curvatura contribui com um potencial repulsivo no potencial efetivo, a despeito de

potenciais atrativos em todos os outros trabalhos publicados em que ela joga um papel

explícito.

5.1 Preliminares geométricas

Seja Γ uma curva plana simples de classe C3(R) parametrizada pelo comprimento de arco,

isto é,

Γ : R −→ R
2 : {s 7→ (Γ1(s),Γ2(s))}, (5.1)

satisfaz ‖ Γ̇(s)‖ = 1, para s ∈ R. Seja {T (s), N(s)} uma base de R
2, em a que função

N := (−Γ̇2, Γ̇1) define o vetor normal unitário e a função T := Γ̇ o vetor tangente (Γ̇ = dΓ
ds
).

55
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A curvatura é a aplicação escalar k(s) satisfazendo as Equações de Frenet


 Ṫ

Ṅ


 =


 0 k

−k 0




 T

N


 .

Já que Γ é de classe C3 então k é de classe C1(R). Uma adicional hipótese, muito comum

em vários trabalhos, sobre a função curvatura é sua limitação, a saber,

(H) k ∈ W 1,∞(R) ∩ C1(R).

Introduzimos o aberto conexo Ω = R× (0, 1), que geometricamente é uma faixa plana

reta. Denotamos por Ωǫ um domínio plano encurvado o qual é obtido via a aplicação

fǫ : R× [0, 1] → R
2

(s, u) 7→ Γ(s) + ǫuN(s),
(5.2)

pondo

Ωǫ := {(x, y) ∈ R
2; (x, y) = Γ(s) + ǫuN(s), s ∈ R, u ∈ (0, 1)}.

A matriz jacobiana (∇fǫ) de fǫ é

 Γ̇1(1− ǫuk(s)) −ǫΓ̇2

Γ̇2(1− ǫuk(s)) ǫΓ̇1


 , det∇fǫ = ǫ(1− ǫuk(s)).

Sendo k uma função contínua e limitada, para ǫ suficientemente pequeno a aplicação

βǫ(s, u) := 1 − ǫuk(s) não é zero em nenhum ponto da faixa reta Ω = R × (0, 1). Neste

caso, βǫ > 0 com fǫ um difeomorfismo local. Sob a hipótese que fǫ é injetora (i.e, a faixa

não tem auto-interseção), o difeomorfismo é global. No contexto acima, o domínio Ωǫ

tem o significado geométrico de uma faixa plana encurvada sem auto-interseção de lagura

uniforme ǫ ao longo da curva Γ.

5.2 Formas quadráticas e convergência

Investigamos o comportamento de uma partícula quântica na faixa encurvada Ωǫ, sob a

influência de um tipo condição de Robin na fronteira ∂Ωǫ quando o parâmetro ǫ aproxima-

se de zero, ou seja, quando a faixa Ωǫ → Γ, quando ǫ ↓ 0, num sentido geométrico.



5.2. FORMAS QUADRÁTICAS E CONVERGÊNCIA 57

O operador −∆Ωǫ
α denota o único operador auto-adjunto em L2(Ωǫ) associado à forma

bΩǫ
α quadrática, com dom bΩǫ

α = H1(Ωǫ), dada por

bΩǫ

α (ψ) =

∫

Ωǫ

|∇ψ|2 dxdy +
∫

∂Ωǫ

γ̃|trǫ(ψ)|2 dσǫ, (5.3)

em que trǫ(ψ) (veja (5.9), confira também Observação 1 em [FK]) denota o traço de

ψ ∈ dom bΩǫ
α e dσǫ a medida unidimensional de superfície em ∂Ωǫ. Em termos das coorde-

nadas (x, y) = fǫ(s, u) com (s, u) ∈ ∂Ω, definimos a função γ̃ : ∂Ωǫ → R em L∞(∂Ωǫ,R),

mais detalhes são apresentados em (5.5).

Considere o laplaciano de Robin −∆Ωǫ
α sobre o domínio Ωǫ encurvado, sem falar em

identificações, obtemos que o operador −∆Ωǫ
α pode ser aproximado por um operador

unidimensional T sobre a curva Γ.

Em princípio lidamos com operadores associados a formas, ou seja, operadores ilimi-

tados, e assim, a convergênica de −∆Ωǫ
α para T é entendida no sentido dos resolventes, no

entanto, mesmo lidando com convergência em norma dos resolventes é preciso identificar

os espaços de Hilbert envolvidos.

Com respeito ao operador T efetivo, este por sua vez é identificado com um operador

em L2(R), o qual anota-se este por T = −∆ + Veff . Em resumo, após identificações,

estabelecemos um tipo de convergência em norma dos resolventes, quando ǫ→ 0,

−∆Ωǫ

α → T.

Desde que Veff(s) = k2(s)
4

− α(s)2, observamos que quando a curvatura é identicamente

nula, isto é, a curva é uma reta, recuperamos o caso estudado em domínios finos no

capítulo anterior; também o potencial efetivo pode ser tanto repulsivo como atrativo,

dependendo se k(s)− 2α(s) é positiva ou negativa, respectivamente.

5.2.1. Condição de fronteira de Robin

Para descrever nossa condição de fronteira usamos formalmente a equação em (5.4), neste

contexto, tal equação é entendida no sentido do traço

∂ψ

∂~ν
+ γ̃ψ = 0, em ∂Ωǫ. (5.4)
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A aplicação γ̃ : ∂Ωǫ → R é limitada e muda de sinal, uma situação que em geral não é

considerada em regiões estreitas. Pomos γ̃ := γ ◦ f−1
ǫ em que γ : ∂Ω → R, definida sobre

o bordo de Ω = R× (0, 1) (faixa reta), é dada por

γ(s, u) =





−αk(s), (s, u) ∈ R× {0}
αk(s), (s, u) ∈ R× {1}

, (5.5)

com αk(s) = α(s)− k(s)
2
. O parâmetro α satisfaz as hipóteses:

• A função α : R → (0,∞) está em C1(R) ∩W 1,∞(R), com 1/α limitada.

5.3 Estratégia padrão

Comumente em trabalhos que tratam de redução de dimensão, a estratégia para dar

sentido para aproximação entre operadores (ilimitados) e consequentemente obter um

candidato a operador efetivo é trabalhar com famílias de formas quadráticas em regiões

mais simples via mudança de “coordenada”, ou seja, lidamos com formas em L2(Ω) em

vez de tratar com o espaço L2(Ωǫ) mais complicado, o preço a pagar é que as formas se

tornam mais complexas.

Em [K] o laplaciano −∆Ωǫ

DN em L(Ωǫ) de Dirichlet-Neumann com condição de Dirichlet

sobre Γ e de Neumann em Γ + ǫN foi investigado, e um tipo de convergência em norma

dos resolventes estabelecida, veja [K] Teorema 3.1. Além disso, uma abordagem com

relação ao comportamento assintótico dos autovalores de −∆Ωǫ

DN foi derivada. Um tipo de

condição de Dirichlet-Robin aparece em [FK] a estratégia é similar a esta seção, porém é

direcionada para estabilidade espectral e desigualdades de Hardy.

5.3.1. Transformação unitária: passo 1

A estratégia é substituir a forma bΩǫ
α quadrática com operador −∆Ωǫ

α em L2(Ωǫ) por uma

forma bΩǫ quadrática mais complicada nas coordenadas (s, u) com operador agindo no

espaço de Hilbert L2(Ω, ǫβǫdsdu) mais simples.
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Para cada elemento ψ em L2(Ωǫ) faça corresponder a um novo elemento Uǫ(ψ) = φ

em L2(Ω, ǫβǫdsdu) definido por Uǫ(ψ) = ψ ◦ fǫ. A transformação unitária

Uǫ : L2(Ωǫ) → L2(Ω, ǫβǫdsdu)

é para que possamos fixar a região de integração. No que segue, defina a família de formas

quadráticas bΩǫ : dom bΩǫ → R, com dom bΩǫ = H1(Ω), em L2(Ω, ǫβǫdsdu) por

bΩǫ (φ) = bΩǫ

α (φ ◦ f−1
ǫ );

de maneira explícita,

bΩǫ (φ) = ǫ

∫

Ω

|∂sφ|2
βǫ

dsdu+
1

ǫ

∫

Ω

|∂uφ|2βǫ dsdu (5.6)

+

∫

R

αk(s)
(
|tr(φ)(s, 1)|2βǫ(s, 1)− |tr(φ)(s, 0)|2

)
ds.

Seguem alguns detalhes para descrever a forma quadrática bΩǫ . O gradiente em novas

coordenadas é dado pela expressão, haja visto ortogonalidade da base {T (s), N(s)},

|∇(φ ◦ f−1
ǫ )(fǫ(s, u))|2 =

|∂sφ|2
β2
ǫ

+
|∂uφ|2
ǫ2

.

Então, usando o Teorema de mudança de variáveis para fǫ : Ω → Ωǫ obtém-se

∫

Ωǫ

|∇(φ ◦ f−1
ǫ )(x, y)|2 dxdy =

∫

Ω

(
ǫ
|∂sφ|2
βǫ

+ βǫ
|∂uφ|2
ǫ

)
dsdu. (5.7)

Desde que ∂Ωǫ = {Γ} ∪ {Γ + ǫN}, a integral sobre ∂Ωǫ é dada por
∫

∂Ωǫ

γ̃|trǫ(ψ)|2 dσǫ =
∫

Γ

γ̃|tr(φ) ◦ f−1
ǫ |2 dσǫ +

∫

Γ+ǫN

γ̃|tr(φ) ◦ f−1
ǫ |2 dσǫ,

evidenciamos que Γ = h0(R) e Γ + ǫN = h1(R), com

hi : R → R
2 : {s 7→ fǫ(s, i)} (5.8)

para i = 0, 1. Daí, por Teorema 10, temos para ψ ∈ H1(Ωǫ)

∫

∂Ωǫ

γ̃|trǫ(ψ)|2 dσǫ =
∫

R

αk(s)
(
|tr(φ)(s, 1)|2βǫ(s, 1)− |tr(φ)(s, 0)|2

)
ds. (5.9)
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5.3.2. Transformação unitária: passo 2

Introduzimos a isometria

Vǫ : L
2(Ω, ǫβǫdsdu) → L2(Ω, dsdu)

φ 7→
(√

ǫβǫ
)
φ

(5.10)

então Vǫ(dom bΩǫ ) = H1(Ω), recorde que k ∈ W 1,∞(R) ∩ C1(R). Daí, definimos a forma

quadrática

tǫ(φ) = bΩǫ (V
−1
ǫ (φ)), φ ∈ H1(Ω) ⊑ L2(Ω).

Após alguns cálculos obtemos a expressão

tǫ(φ) =

∫

Ω

|∂sφ|2
β2
ǫ

dsdu+
1

ǫ2

∫

Ω

|∂uφ|2 dsdu

+
1

ǫ

∫

R

αk
(
|tr(φ)(s, 1)|2 − |tr(φ)(s, 0)|2

)
ds+

1

4

∫

Ω

k2

β2
ǫ

|φ|2 dsdu

+
1

ǫ

∫

Ω

k

βǫ
Re(φ̄∂uφ) dsdu+ ǫ

∫

Ω

u
k′

β3
ǫ

Re(φ̄∂sφ) dsdu+ ǫ2
∫

Ω

u2

4

|k′|2
β4
ǫ

|φ|2 dsdu.

O Lema 5 é para que possamos lidar com formas quadráticas positivas; as constantes

envolvidas são conhecidas. A demonstração pode ser encontrada na Subseção 5.7.1.,

preferimos adiar seu conteúdo técnico apenas para facilitar a leitura.

Lema 5. Seja tǫ definida acima, sob as hipóteses sobre α e k; existem constantes c1, c2

positivas as quais dependem de ‖α‖∞ , ‖k‖∞ e ‖k′‖∞ de modo que, para ǫ suficientemente

pequeno, para cada φ ∈ H1(Ω)

• tǫ(φ) + c1‖φ‖22 ≥ c2‖φ‖22

• tǫ(φ) + c1‖φ‖22 ≥ (2ǫ)−2‖∂uφ‖22.

Além disso, tǫ é hermitiana (a forma quadrática é real) e fechada.

5.4 Forma quadrática

Nas demais seções propomos investigar o limite da família {aǫ = tǫ+ c1}ǫ>0 quando ǫ ↓ 0.

De acordo com a Proposição 3, a seguir, podemos chegar a um limite ao examinarmos a

família mais simples {ãǫ = t̃ǫ + c1}ǫ>0.
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A forma quadrática ãǫ ≥ c2 é obtida de tǫ + c1 substituindo β2
ǫ por 1, é descartando a

integral com Re(φ̄∂sφ) e |k′|2 no integrando, ou seja, para φ ∈ H1(Ω), obtemos

t̃ǫ(φ) =

∫

Ω

|∂sφ|2 dsdu+
1

ǫ2

∫

Ω

|∂uφ|2 dsdu+
1

ǫ

∫

∂Ω

αk|tr(φ)|2ν2 dσ

+

∫

Ω

k2

4
|φ|2 dsdu+ 1

ǫ

∫

Ω

k

βǫ
Re(φ̄∂uφ) dsdu.

Como a forma t̃ǫ quadrática é uma aproximação de tǫ então as estimativas do Lema 5

também valem. Tais estimativas são dadas no Lema 6, cuja demonstração também aparece

no Apêndice deste capítulo.

Lema 6. Sejam c1, c2 constantes como no Lema 5 então ãǫ ≥ c2 é uma forma sesquilinear

hermitiana e fechada. Além disso, para cada φ ∈ H1(Ω), vale ãǫ(φ) ≥ (2ǫ)−2‖∂uφ‖2L2(Ω).

O próximo teorema, de caráter mais técnico, simplifica nossos cálculos, sua aplicação

é o conteúdo da Proposição 3.

Teorema 20. Sejam (aǫ)ǫ , (bǫ)ǫ duas sequências de formas sesquilineares positivas e

fechadas em um espaço de Hilbert H com dom aǫ = dom bǫ = D, para todo ǫ > 0 , e Aǫ , Bǫ

os operadores auto-adjuntos associados com (aǫ)ǫ, e (bǫ)ǫ respectivamente. Suponha que

exista c > 0 de modo que aǫ, bǫ > c , para todo ǫ > 0, e

| aǫ(φ)− bǫ(φ)| ≤ q(ǫ)bǫ(φ), ∀ φ ∈ D ,

com q(ǫ) → 0 quando ǫ→ 0. Então, existe C̃ > 0 tal que para todo ǫ > 0 suficientemente

pequeno

‖A−1
ǫ − B−1

ǫ ‖B(H) ≤ C̃q(ǫ).

Demonstração: Veja Teorema 3 em [BdOlV].

Como aplicação direta do Teorema 20 estabelecemos a Proposição 3 a qual é uma justi-

ficativa para manusearmos a família {ãǫ}ǫ>0 em vez de {aǫ}ǫ>0, isto é apenas consequência

da convergência uniforme βǫ → 1, ǫ ↓ 0, e da escolha da constante c1 > 0.
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Proposição 3. Seja c1 > 0 a constante obtida em Lema 5. Denote por Tǫ e Ãǫ os

operadores associado com tǫ e ãǫ, respectivamente. Então, para ǫ suficientemente pequeno,

existem D, D̃ > 0 tais que

|aǫ(φ)− ãǫ(φ)| ≤ ǫD ãǫ(φ), φ ∈ dom ãǫ,

‖(Tǫ + c1)
−1 − Ã−1

ǫ ‖B(L2(Ω)) ≤ D̃ǫ.

Demonstração: Vide Apêndice deste capítulo.

5.5 Subespaço para redução de dimensão

Os dados obtidos no Capítulo 3 a respeito do laplaciano de Robin −∆I na seção transversal

I = (0, 1) serão empregados. Emprestamos o conjunto Hǫ da Seção 4.2, isto é, considere

Hǫ := {w(s)φǫ0;w ∈ L2(R)} subespaço fechado de H = L2(Ω). Recorde também a trans-

formação πǫ unitária,

πǫ : Hǫ → L2(R) : {wφǫ0 7→ w}.

Para cada ψ ∈ dom ãǫ escrevemos ψ como uma soma w(s)φǫ0 + η(s, u), com w ∈ H1(R) e

η ∈ H1(Ω) ∩H⊥
ǫ . Então ãǫ(ψ) se decompõe

ãǫ(ψ) = ãǫ(wφ
ǫ
0) + ãǫ(η) + 2Re[ãǫ(wφ

ǫ
0, η)].

Para a família {ãǫ}ǫ>0, verificamos, veja Apêndice deste capítulo, as estimativas

ãǫ(φǫ) ≥ c2‖φǫ‖22 , ∀ φǫ ∈ dǫ := H1(Ω) ∩Hǫ; (5.11)

ãǫ(φ
ǫ) ≥ λI1

ǫ2
‖φǫ‖22 , ∀ φǫ ∈ d ǫ := H1(Ω) ∩H⊥

ǫ ; (5.12)

| ãǫ(φǫ, φǫ)|2 ≤ M̃ǫ2ãǫ(φǫ)ãǫ(φ
ǫ), φ = φǫ + φǫ ∈ dom ãǫ, (5.13)

então invocamos o Teorema 18, e o reescrevemos na forma do Teorema 21.
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Teorema 21. Para ǫ > 0 suficientemente pequeno, existe D̃ > 0, de modo que,

∥∥∥Ã−1
ǫ −

[
Q̃−1
ǫ ⊕ 0

]∥∥∥
B(H)

≤ D̃ǫ,

em que 0 é o operador nulo sobre o subespaço H⊥
ǫ , Ãǫ denota o operador associado com

ãǫ e Q̃ǫ o operador associado com a restrição q̃ǫ = ãǫ|dǫ.

Demonstração: Vide apêndice deste capítulo.

Por intermédio do Teorema 21 derivamos dois tipos de convergência em norma dos

resolventes. Em ambas convergências, dizemos que Tǫ, em L2(Ω), converge para T, em

L2(R), em norma dos resolventes. De fato, a convergênica requer alguma identificação,

uma vez que os resolventes possuem domínios diferentes. No primeito tipo de convergên-

cia, Teorema 22, estabelecemos a convergência em norma dos resolventes da família de

operadores {Tǫ}ǫ>0 para o operador efetivo T identificado em L2(Ω) através da isometria

πǫ; recorde que

Tw = −w′′ + Veffw, domT ⊑ L2(R).

Adiante, no Teorema 22, a convergência entre tais operadores é apenas no sentido da

diferença entre os correspondentes operadores resolventes na norma dos operadores.

Nosso principal resultado Teorema 23, veja Subseção 5.6.1., diz respeito ao segundo

tipo de convergência. Neste, estabelecemos que a família de operadores {Tǫ}ǫ>0 converge

em norma dos resolventes para o operador efetivo T identificado em L2(Ω) através da

isometria π0; veja Lema 8, Seção 5.6.1.. Adiante, note que o Teorema 22 é um passo

itermediário, para estabelecermos nossa principal contribuição.

5.6 Convergência uniforme para formas

Considere qǫ = t̃ǫ|dǫ a restrição da forma t̃ǫ ao espaço dǫ ⊑ Hǫ, então a forma t̃ǫ quadrática

torna-se,

t̃ǫ(wφ
ǫ
0) =

∫

R

(
|w′|2 + Veff

ǫ |w|2
)
ds, (5.14)
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com função potencial Veff
ǫ ∈ L∞(R) convergindo uniformemente,

Veff
ǫ → −α2 +

k2

4
, quando ǫ→ 0.

A caracterização da função Veff
ǫ potencial é inferida na Seção 5.7.5. na qual também

justificamos a convergência uniforme.

Por simplicidade, a forma qǫ ≥ −c2 é definida em dom qǫ = H1(R) = πǫ(dǫ), ou seja,

qǫ(w) =

∫

R

(
|w′|2 + Veff

ǫ |w|2
)
ds, ∀ w ∈ H1(R),

com operador associado dado por Tqǫ(w) = −w′′ +Veff
ǫ (s)w, com w ∈ H2(R). Além disso,

vale ‖(Tqǫ + c1)
−1‖ ≤ c−1

2 . Induzidos pela convergência uniforme de Veff
ǫ , somos levados a

definir a forma q ≥ −c2,

q(w) =

∫

R

[
|w′|2 +

(
k2

4
− α(s)2

)
|w|2

]
ds, dom q = H1(R),

o operador associado T : H2(R) → L2(R),

T (w) = −w′′ + Veff(s)w, com Veff =
k2

4
− α(s)2,

também satisfaz a desigualdade ‖(T + c1)
−1‖ ≤ c−1

2 . Assim, com as notações acima pode-

mos enunciar o seguinte lema auxiliar, cuja demonstração é análoga à do Teorema 17.

Lema 7. Sob as hipóteses para o parâmetro α, temos a convergência na norma dos opera-

dores

‖(Tǫ + c1)
−1 − (T + c1)

−1‖B(L2(R)) → 0, ǫ→ 0.

Com as notações já introduzidas no início desta seção, a Proposição 4 é estabelecida.

Um indicador para a convergência no Teorema 22 é dado pela Proposição 4, pois por meio

desta se permite descartar um subespaço de L2(Ω) no processo de limite.

Proposição 4. Considere a restrição q̃ǫ = ãǫ|dǫ , dǫ ⊑ Hǫ, e o correspondente operador

Q̃ǫ = [π−1
ǫ (Tqǫ + c1)πǫ] ≥ c2 auto-adjunto. Então,

∥∥∥
[
Q̃−1
ǫ ⊕ 0

]
−
[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥∥

B(L2(Ω))
→ 0, ǫ→ 0,
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Demonstração: Basta apenas notar a desigualdade a seguir e aplicar o Lema 7,

∥∥∥
[
Q̃−1
ǫ ⊕ 0

]
−
[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥∥ ≤ ‖(Tqǫ + c1)

−1 − (T + c1)
−1‖.

A demonstração do Teorema 22 é imediata das Proposições 3-4 e Teorema 21. O

caso quando a função curvatura k é nula, ou seja, a curva Γ é uma reta como no Capí-

tulo 4, pode ser então recuperado. Além disso, este resultado é um passo importante para

apresentarmos o teorema principal.

Teorema 22. Seja Tǫ o único operador auto-adjunto associado com tǫ, o qual é unitari-

amente equivalente ao laplaciano −∆Ωǫ
α de Robin. Então,

∥∥(Tǫ + c1)
−1 −

[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥

B(L2(Ω))
→ 0, ǫ→ 0,

em que 0 é o operador nulo sobre o subespaço H⊥
ǫ .

Demonstração: Denotamos a norma dos operadores por ‖ ‖. Após uso de desigual-

dade triangular obtemos

∥∥(Tǫ + c1)
−1 −

[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥ ≤ ‖(Tǫ + c1)

−1 − Ã−1
ǫ ‖+

∥∥∥Ã−1
ǫ −

[
Q̃−1
ǫ ⊕ 0

]∥∥∥

+
∥∥∥
[
Q̃−1
ǫ ⊕ 0

]
−
[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥∥ .

Daí, invocamos Proposição 3-4 e Teorema 21, o que encerra a demonstração.

Em nosso ponto de vista, por meio do Teorema 22, entendemos que família de ope-

radores resolventes {(Tǫ + c1)
−1}ǫ em L2(Ω), é aproximada por outra, em L2(Ω), que

efetivamente é descrita pela família {(π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ}ǫ, já que podemos descartar um

subespaço na aproximação. Por identificar cada elemento desta última coleção com o

operador (T + c1)
−1, em L2(R), completamos o sentido do primeiro tipo de convergência

em norma dos resolventes.
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5.6.1. Resultado Principal

Para apresentarmos o Teorema 23, introduzimos um outro subespaço de H = L2(Ω), o

qual consiste das funções que não dependem da variável longitudinal u, isto é, escolha

E ⊂ H subespaço fechado da seguinte maneira,

E = {w(s)1;w ∈ L2(R)}(tal subespaço identifica-se com L2(R)).

Denote por PE, PE⊥ as projeções ortogonais de L2(Ω) sobre os subespaços E,E⊥, respec-

tivamente. Para φ ∈ H = E ⊕ E⊥ temos

φ = PE(φ) + PE⊥(φ),

além disso,

PE(φ)(s) =

∫ 1

0

φ(s, u) du, q.t.p s ∈ R.

Outro subespaço fechado de H, já apareceu no início da Seção 5.5, recordamos tal sub-

espaço

Hǫ = {wφǫ0(s, u);w ∈ L2(R)},

com φǫ0 → 1, ǫ→ 0, uniformemente. Então, para φ ∈ H = Hǫ⊕H⊥
ǫ vale a decomposição,

φ = wφǫ0 + η, η ∈ H⊥
ǫ ,

com

w(s) =

∫ 1

0

φφǫ0(s, u) du, q.t.p s ∈ R.

Em suma, podemos escrever

E ⊕ E⊥ = H = Hǫ ⊕H⊥
ǫ ,

e para cada φ ∈ H temos,

φ = wφǫ0 + η ou φ = PE(φ) + PE⊥(φ), η ∈ H⊥
ǫ .

Lema 8. Seja (T + c1)
−1 : L2(R) → L2(R) como no Teorema 22. Então,

∥∥[π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]
−
[
π−1
0 (T + c1)

−1π0 ⊕ 0E⊥

]∥∥
B(L2(Ω))

→ 0, ǫ→ 0,

em que 0 é o operador nulo sobre H⊥
ǫ e 0E⊥ o operador nulo sobre E⊥, e π0 denota o

operador π0 : E → L2(R) : {w(s)1 7→ w(s)}.
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Demonstração: Escreva φ = PE(φ) + PE⊥(φ) e φ = wφǫ0 + η, com ‖φ‖ = 1. Então,

∥∥[π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0(φ)
]
−
[
π−1
0 (T + c1)

−1π0 ⊕ 0E⊥(φ)
]∥∥

L2(Ω)
=

= ‖φǫ0(T + c1)
−1w − (T + c1)

−1PE(φ)‖L2(Ω).

Por desigualdade triangular,

‖φǫ0(T + c1)
−1w − (T + c1)

−1PE(φ)‖L2(Ω) ≤ ‖φǫ0(T + c1)
−1w − (T + c1)

−1w‖L2(Ω)

+ ‖(T + c1)
−1w − (T + c1)

−1PE(φ)‖L2(Ω).

O primeiro termo à direita da desigualdade acima tende a zero quando ǫ→ 0; de fato,

dado δ > 0, por convergência uniforme, existe ǫ0 = ǫ0(δ) > 0 tal que

‖φǫ0 − 1‖2∞ <
δ2

‖(T + c1)−1‖2 , sempre que 0 < ǫ < ǫ0.

Daí,

‖φǫ0(T + c1)
−1w − (T + c1)

−1w‖2L2(Ω) =

∫

Ω

|φǫ0 − 1|2|(T + c1)
−1w|2ds du

≤ δ2

‖(T + c1)−1‖2‖(T + c1)
−1‖2

∫

R

|w|2 ds ≤ δ2,

note que, como ‖φ‖L2(Ω) = 1 então ‖w‖L2(R) ≤ 1. Por outro lado, a parcela restante pode

ser estimada da seguinte maneira:

‖(T + c1)
−1PE(φ)− (T + c1)

−1w‖L2(Ω) =

(∫

Ω

|(T + c1)
−1(w − PE(φ))|2 ds du

)1/2

≤ ‖(T + c1)
−1‖

(∫

R

|w − PE(φ)|2 ds
)1/2

.

Para 0 < ǫ < ǫ0 temos

(∫

R

|w(s)− PE(φ)(s)|2 ds
)1/2

=

(∫

R

∣∣∣∣
∫ 1

0

φ(φǫ0 − 1) du

∣∣∣∣
2

ds

)1/2

≤
∫ 1

0

(∫

R

|φ|2|φǫ0 − 1|2 ds
)1/2

du

≤ δ/‖(T + c1)
−1‖

∫ 1

0

1

(∫

R

|φ|2 ds
)1/2

du

(Hölder) ≤ δ/‖(T + c1)
−1‖.
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Portanto, dado δ > 0 existe ǫ0 tal que, se 0 < ǫ < ǫ0,

∥∥[π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0(φ)
]
−
[
π−1
0 (T + c1)

−1π0 ⊕ 0E⊥(φ)
]∥∥

L2(Ω)
< 2δ,

e a demosntração está completa.

Teorema 23. Seja Tǫ o único operador auto-adjunto em L2(Ω) associado com tǫ, o qual

é unitariamente equivalente ao laplaciano −∆Ωǫ
α de Robin em L2(Ωǫ). Se T denota o

operador auto-adjunto em L2(R) dado no Teorema 22, então a convergência uniforme dos

resolventes

∥∥(Tǫ + c1)
−1 −

[
π−1
0 (T + c1)

−1π0 ⊕ 0E⊥

]∥∥
B(L2(Ω))

→ 0, ǫ→ 0.

vale, em que 0E⊥ é o operador nulo sobre o espaço E⊥.

Demonstração: Por uma desigualdade triangular, Lema 8 e Teorema 22 segue a

demonstração.

O Teorema 23 esclarece o segundo tipo de convergência, já comentado anteriormente.

Então, a luz do Teorema 23 dizemos que a família de operadores resolventes {(Tǫ+c1)−1}ǫ,
em L2(Ω), converge uniformemente ao operador efetivo (π−1

0 (T+c1)
−1π0), o qual identifica-

se com o operador (T + c1)
−1, em L2(R); completando o sentido do tipo de convergência

em norma dos resolventes.

5.7 Apêndice

5.7.1. Demonstração do Lema 5

Demonstração: Seja φ ∈ H1(Ω) então integrando por partes

1

ǫ

∫

Ω

k

βǫ
Re(φ̄∂uφ) dsdu = −

∫

Ω

k2

2β2
ǫ

|φ|2 dsdu+ 1

ǫ

∫

∂Ω

k

2βǫ
|tr(φ)|2ν2 dσ. (5.15)
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Assim, forma tǫ pode ser reescrita da seguinte maneira

tǫ(φ) =

∫

Ω

|∂sφ|2
β2
ǫ

dsdu+
1

ǫ2

∫

Ω

|∂uφ|2 dsdu+
1

ǫ

∫

∂Ω

αk|tr(φ)|2ν2 dσ

+
1

2ǫ

∫

∂Ω

k

βǫ
|tr(φ)|2ν2 dσ − 1

2

∫

Ω

k2

β2
ǫ

|φ|2 dsdu+ 1

4

∫

Ω

k2

β2
ǫ

|φ|2 dsdu

+ ǫ

∫

Ω

uk′

β3
ǫ

Re(φ̄∂sφ) dsdu+ ǫ2
∫

Ω

u2

4

|k′|2
β4
ǫ

|φ|2 dsdu.

Recordando que αk = (α − k/2), temos a seguinte identidade em que a segunda integral

à direita é não-negativa
∫

∂Ω

[
αk +

k

2βǫ

]
|tr(φ)|2ν2 dσ =

∫

∂Ω

α|tr(φ)|2ν2 dσ + ǫ

∫

∂Ω

k2

2βǫ
u|tr(φ)|2ν2 dσ,

substituindo a igualdade acima na expressão de tǫ vale a desigualdade

tǫ(φ) ≥
∫

Ω

|∂sφ|2
β2
ǫ

dsdu+
1

ǫ2

∫

Ω

|∂uφ|2 dsdu+
1

ǫ

∫

∂Ω

α|tr(φ)|2 dσ

− 1

2

∫

Ω

k2

β2
ǫ

|φ|2 dsdu+ ǫ

∫

Ω

uk′

β3
ǫ

Re(φ̄∂sφ) dsdu+ ǫ2
∫

Ω

u2

4

|k′|2
β4
ǫ

|φ|2 dsdu.

Recordando a desigualdade 2ab ≤ a2 + b2, com a ≥ 0, b ≥ 0, vale a desigualdade

(1/2 < βǫ < 3/4)

ǫ

∣∣∣∣
∫

Ω

uk′

β3
ǫ

Re(φ̄∂sφ) dsdu

∣∣∣∣ ≤ ǫ8‖k′‖∞
(∫

Ω

|φ|2
2

+
|∂sφ|2
2

dsdu

)

≤ ǫ4‖k′‖∞
(∫

Ω

|φ|2 + |∂sφ|2 dsdu
)
,

então,

ǫ

∫

Ω

uk′

β3
ǫ

Re(φ̄∂sφ) dsdu ≥ −4‖k′‖
∫

Ω

|φ|2 dsdu− 4ǫ‖k′‖
∫

Ω

|∂sφ|2 dsdu. (5.16)

Em vista da convergência βǫ → 1, ǫ → 0, podemos escolher ǫ0 positivo e suficientemente

pequeno de modo que para 0 < ǫ < ǫ0 exista L > 0 independente de ǫ tal que
∫

Ω

|∂sφ|
β2
ǫ

dsdu− 4‖k′‖ǫ
∫

Ω

|∂sφ|2 dsdu ≥ L

∫

Ω

|∂sφ|2 dsdu. (5.17)

Agora, usando (5.18) e em virtude de (5.16), (5.17) para ǫ suficientemente pequeno

temos para φi ∈ C∞
0 (R2) a primeira desigualdade em (5.19) e por argumento feito em

Teorema 11 a segunda desigualdade é justificada,

1

ǫ2

∫

Ω

|∂uφ|2 dsdu ≥ 1

2ǫ2

∫

Ω

|∂uφ|2 dsdu, (5.18)



70 CAPÍTULO 5. DOMÍNIOS FINOS E ENCURVADOS NO PLANO

temos também a desigualdade:

tǫ(φi) ≥ 1

2ǫ2

∫

Ω

|∂uφi|2 dsdu−
∫

Ω

k2

2β2
ǫ

|φi|2 dsdu− (4‖k′‖2 + 4‖k′‖)
∫

Ω

|φi|2 dsdu+

+
1

2ǫ2

∫

R

[∫ 1

0

|∂uφi|2 du+ 2ǫα(s)
(
|φi(s, 1)|2 − |φi(s, 0)|2

)]
ds (5.19)

≥ −(2‖α‖2 + 2‖k‖2 + 4‖k′‖2 + 4‖k′‖)
∫

Ω

|φi|2 dsdu+
1

2ǫ2

∫

Ω

|∂uφi|2 dsdu.

Então,

tǫ(φi) + 2c2

∫

Ω

|φi|2 dsdu ≥ c2

∫

Ω

|φi|2 dsdu,

com c2 = (2‖α‖2 + 2‖k‖2 + 4‖k′‖2 + 4‖k′‖), além disso,

tǫ(φi) + 2c2

∫

Ω

|φi|2 dsdu ≥ (2ǫ)−2

∫

Ω

|∂uφi|2 dsdu.

Note também que vale a desigualdade

1

ǫ2

∫

Ω

|∂uφi|2 dsdu+
1

ǫ

∫

∂Ω

αk|tr(φi)|2ν2 dσ +

∫

Ω

k

ǫβǫ
Re(φ̄i∂uφi) dsdu (5.20)

+(2‖α‖2 + 2‖k‖2)
∫

Ω

|φi|2 dsdu ≥ 0.

Escolha c1 = 2c2 assim, para ǫ suficientemente pequeno, valem as desigualdades abaixo

para toda φi ∈ C∞
0 (R2)

tǫ(φi) + c1‖φi‖22 ≥ c2‖φi‖22

tǫ(φi) + c1‖φi‖22 ≥ (2ǫ)−2‖∂uφi‖22

tǫ(φi) + c1‖φi‖22 ≥ L‖∂sφi‖22,

com a última desigualdade seguindo da escolha de c1 > 0 e de (5.17). Sejam {φi}∞i=1 ∈
C∞

0 (R2) e φ ∈ H1(Ω) tal que φi|Ω → φ em H1(Ω) então quando i→ ∞, vale a convergên-

cia tǫ(φi) → tǫ(φ), e segue a primeira parte do lema.

Verificamos que b(φ) := tǫ(φ) + c1‖φ‖22 é fechada. A primeira parte da demonstração

nos permite obter uma constante c > 0 tal que ‖φ‖21,2 ≤ cb(φ), para qualquer φ ∈ H1(Ω).

Dadas φ ∈ L2(Ω) e {φm}∞m=1 uma sequênica emH1(Ω) tal que b(φm−φn) → 0, m, n→ ∞,

e φm → φ,m→ ∞, em L2(Ω). Queremos mostrar que
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i) φ ∈ dom b

ii) b(φm − φ) → 0, m→ ∞.

De fato, ‖φm−φn‖21,2 ≤ cb(φm−φn), logo {φm}∞m=1 é uma sequência de Cauchy em H1(Ω),

então existe ψ ∈ H1(Ω) tal que φm → ψ,m → ∞ em L2(Ω). Assim, conclui-se a igual-

dade φ = ψ em L2(Ω). Para o item ii) basta notar os limites ‖φm − φ‖1,2 → 0,m → ∞,

‖tr(φm − φ)‖2 → 0,m→ ∞.

5.7.2. Demonstração do Lema 6

Como no Lema 5, para φ ∈ C∞
0 (Ω), temos

t̃ǫ(φ) ≥
1

2ǫ2

∫

Ω

|∂uφ|2 dsdu−
∫

Ω

k2

2β2
ǫ

|φ|2 dsdu+

+
1

2ǫ2

∫

R

[∫ 1

0

|∂uφ|2 du+ 2ǫα(s)
(
|φ(s, 1)|2 − |φ(s, 0)|2

)]
ds

≥ −(2‖α‖2 + 2‖k‖2 + 4‖k′‖2 + 4‖k′‖)
∫

Ω

|φ|2 dsdu+ 1

2ǫ2

∫

Ω

|∂uφ|2 dsdu.

Por densidade segue a primeira parte da afirmação. Para verificar que t̃ǫ é fechada

basta proceder de maneira análoga ao Lema 5, visto que, existe uma constante c > 0 de

modo que ‖φ‖21,2 ≤ cãǫ(φ).

5.7.3. Demonstração da Proposição 3

Demonstração: No que segue é suficiente verificarmos as hipóteses do Teorema 20.

Primeiramente, para ǫ suficientemente pequeno, temos a desigualdade

|β−2
ǫ − 1| = ǫ|uk||β−2

ǫ (1 + βǫ)| ≤ ǫF, F > 0,

a constante positiva F depende apenas de ‖k‖∞. Daí, para ǫ suficientemente pequeno,

|tǫ(φ)− t̃ǫ(φ)| ≤ ǫF

∫

Ω

|∂sφ|2 dsdu+ ǫF

∫

Ω

k2

4
|φ|2 dsdu

+

∣∣∣∣ǫ
∫

Ω

u
k′

β3
ǫ

Re(φ̄∂sφ) dsdu+ ǫ2
∫

Ω

u2

4

|k′|2
β4
ǫ

|φ|2 dsdu
∣∣∣∣ ,
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agora, como na demonstração do Lema 5,∣∣∣∣ǫ
∫

Ω

u
k′

β3
ǫ

Re(φ̄∂sφ) dsdu+ ǫ2
∫

Ω

u2

4

|k′|2
β4
ǫ

|φ|2 dsdu
∣∣∣∣ ≤

≤ 4ǫ‖k′‖∞
[∫

Ω

|φ|2 + |∂sφ|2 dsdu
]
+ 4ǫ‖k′‖2

∫

Ω

|φ|2 dsdu.

Daí, para D = 1 + F + 4‖k′‖∞, obtemos

|tǫ(φ)− t̃ǫ(φ)| ≤ ǫD
∫

Ω

|∂sφ|2 dsdu+ ǫD
∫

Ω

k2

4
|φ|2 dsdu

+ ǫD
[
2(4‖k′‖2∞ + 4‖k′‖∞)

] ∫

Ω

|φ|2 dsdu,

também segue da demonstração do Lema 5, veja (5.20), que

1

ǫ2

∫

Ω

|∂uφ|2 dsdu+
1

ǫ

∫

∂Ω

αk|tr(φ)|2ν2 dσ +

∫

Ω

k

ǫβǫ
Re(φ̄∂uφ) dsdu

+2(2‖α‖2∞ + 2‖k‖2∞)

∫

Ω

|φ|2 dsdu ≥ 0.

Daí, e desde c1 = 2(2‖α‖2∞ + 2‖k‖2∞ + 4‖k′‖2∞ + 4‖k′‖∞) obtemos

|tǫ(φ)− t̃ǫ(φ)| ≤ ǫD[ãǫ](φ).

Completamos a demonstração ao aplicarmos o Teorema 20.

5.7.4. Demonstração do Teorema 21

A desigualdade (5.11) é imediata da definição de ãǫ. Já para a estimativa em (5.12)

aplicamos o princípio do minimax (Teorema 7), desde que φǫ0 ⊥ η para quase todo s ∈ R.

Por escolha da constante c1 > 0 a desigualdade é possível

ãǫ(η) ≥
1

ǫ2

∫

R

[∫ 1

0

∣∣∣∣
∂η

∂u

∣∣∣∣
2

du+ ǫα(s)
(
|tr(η)(s, 1)|2 − |tr(η)(s, 0)|2

)
]
ds,

daí, em vista da Seção 4.5.1., temos,

ãǫ(η) ≥
λI1
ǫ2

∫

Ω

|η|2 dsdu, (5.21)

recorde que λI1 > 0 denota o segundo autovalor do operador laplaciano de Robin −∆I
ǫα

na seção transversal I com condição de contorno

−ψ′(0)− ǫα(s)ψ(0) = 0 e ψ′(1) + ǫα(s)ψ(1) = 0.
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Parte não-diagonal:

A meta é verificar (5.13) (parte não-diagonal). Dada φ ∈ H1(Ω), podemos escrever

φ = wφǫ0 + η, com η = φ⊥. Considere a família de autofunções {φǫ0}ǫ>0; denote por Iǫ1 a

forma sesquilinear

I1ǫ (φ, ψ) =

∫

Ω

∂sφ̄∂sψ ds du+
1

ǫ2

∫

Ω

∂uφ̄∂uψ ds du+
1

ǫ

∫

∂Ω

αtr(φ̄)tr(ψ)ν2 dσ,

e desde que
∫
I
(∂sη)φ

ǫ
0 du = −

∫
I
η(∂sφ

ǫ
0) du, q.t.p. s ∈ R, e |∂sφǫ0(s, u)| ≤ C|φǫ0(s, u)| com

C > 0 independente de ǫ, temos

|I1ǫ (wφǫ0, η)| ≤
∣∣∣∣
∫

Ω

w̄′φǫ0∂sη + w̄∂sφ
ǫ
0∂sη ds du

∣∣∣∣

≤ C(‖w‖1,2‖η‖2) + ǫ‖w‖2‖∂sη‖2.

Assim, por (5.21) e do fato que ãǫ(η) ≥ L‖∂sη‖22, ãǫ(wφǫ0) ≥ ‖w′‖22, existe M > 0 (inde-

pendente de ǫ) tal que

|I1ǫ (wφǫ0, η)| ≤ ǫMãǫ[wφ
ǫ
0]

1/2ãǫ[η]
1/2.

Seja

I2ǫ (φ, ψ) =
1

ǫ

∫

Ω

k

2βǫ
[φ̄∂uψ + ∂uφ̄ψ] ds du−

1

ǫ

∫

∂Ω

k

2
tr(φ̄)tr(ψ)ν2 dσ;

por integração por partes obtemos
∫

∂Ω

k

2
tr(φ̄)tr(ψ)ν2 dσ =

∫

Ω

k

2
[φ̄∂uψ + ∂uφ̄ψ] ds du,

e daí

I2ǫ (wφ
ǫ
0, η) =

∫

Ω

uk2

2βǫ
[w̄φǫ0∂uη + η∂u(w̄φ

ǫ
0)] ds du.

Já que k(s) e βǫ(s) são funções limitadas, existe C > 0 tal que
∥∥∥uk22βǫ

∥∥∥
∞

≤ C, para ǫ

pequeno o suficiente, e após combinar com Lema 6 segue que

|I2ǫ (wφǫ0, η)| ≤ C(‖w‖2‖∂uη‖2) + ǫ‖α‖∞‖w‖2‖η‖2
≤ ǫC̃ ãǫ(wφ

ǫ
0)

1/2ãǫ(η)
1/2.
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Finalmente obtemos

|ãǫ(wφǫ0, η)|2 = |I1ǫ (wφǫ0, η) + I2ǫ (wφ
ǫ
0, η)|2 ≤ M2ǫ2ãǫ(wφ

ǫ
0)ãǫ(η).

Portanto, é suficiente invocar o Teorema 18 para completar a demonstração do Teo-

rema 21.

5.7.5. Função potencial

Seja φ = wφǫ0, with w ∈ H1(R); então

t̃ǫ(φ) =

∫

R

(
|w′|2 + |w|2V eff

ǫ

)
ds,

com Veff
ǫ (s) = Vǫ(s) + V1(s) + V ǫ

2 (s) + V3(s), em que o primeiro termo em V eff
ǫ é

Vǫ(s) =

∫

I

|∂sφǫ0|2 du− α2(s),

o qual foi obtido de (5.22) e (5.23),

∫

Ω

|∂sφ|2 ds du =

∫

R

|w′|2 + |w|2|∂sφǫ0|2 ds, (5.22)

1

ǫ2

∫

Ω

|∂uφ|2 ds du+
1

ǫ

∫

∂Ω

α|tr(φ)|2ν2 dσ = −
∫

R

|w|2α2 ds. (5.23)

Os outros termos são obtidos diretamente e dados por

V1(s) :=
k2

4
, V ǫ

2 (s) := −αk
∫

I

|φǫ0|2
βǫ

du, V3(s) := αk.

Sob as hipóteses sobre a função curvatura k e desde que βǫ converge uniformemente para 1

quando ǫ→ 0, temos o limite uniforme

V ǫ
2 + V3 → 0, V1 + Vǫ →

k2

4
− α2, Vǫ → −α2, ǫ→ 0.

Portanto, Veff
ǫ → k2

4
− α2, uniformemente.



Capítulo 6

Tubos finos no espaço

Investigamos neste capítulo o operador laplaciano em um tubo delgado tridimensional

sujeito a um tipo de condição de Robin na fronteira; a região tubular é construída ao

longo de uma curva Γ(s) ∈ R
3 por mover uma seção transversal limitada, usando a

existência do referencial de Frenet.

Estudamos assintoticamente uma família de operadores auto-adjuntos ilimitados quando

a seção transversal do tubo tende a zero de maneira uniforme. Como visto em domínios

estreitos no plano, existe um operador efetivo o qual pode ser caracterizado por um ope-

rador unidimensional que depende das características geométricas do tubo estreito inicial.

Para a descrição de nosso quadro seremos um pouco mais precisos. Usamos formal-

mente a equação (6.1), a qual é entendida no sentido do traço, para definirmos a condição

de fronteira e fixar algumas notações,

∂uǫ
∂~ν

+ γ̃uǫ = 0, em ∂Ωǫ. (6.1)

Para cada parâmetro ǫ > 0, seja Ωǫ ⊂ R
3 uma vizinhança tubular, de uma dada curva

de referência Γ, construída por meio uma seção transversal Sǫ = ǫS com S ⊂ R
2 um

subconjunto limitado, por movê-la ao longo de Γ(s) ∈ R
3 de maneira apropriada. A

função γ̃ : ∂Ωǫ → R é limitada, veja Seção 6.2.1. para mais detalhes.

Com nossas escolhas específicas de condições de fronteira, a curvatura também dá uma

contribuição repulsiva para o potencial efetivo (veja a ação do operador efetivo em (6.22))

e, com certa surpresa, a torção não joga qualquer papel nesse limite singular!

75
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6.1 Construção da região tubular

Seja Γ : R → R
3 uma curva simples C3 com ‖Γ̇(s)‖ = 1 para todo s ∈ R. A curvatura de Γ

é definida por k(s) = ‖Γ̈(s)‖ 6= 0, para todo s ∈ R. Assim, escolhemos a base ortonormal

de campos de vetores {T,N,B} chamada de vetor tangente, normal e binormal, movendo

ao longo da curva Γ e definida por:

T = Γ̇, N = Ṫ /‖Ṫ‖, B = T ×N.

As funções curvatura e torção associadas à curva Γ, denotadas por k e τ respectivamente,

são supostas satisfazer as equações de Frenet (ou seja, supõe-se que o triedro de Frenet

esteja globalmente definido):



Ṫ

Ṅ

Ḃ


 =




0 k 0

−k 0 τ

0 −τ 0







T

N

B


 , (6.2)

a função torção τ é definida por (6.2).

Seja S = (0, 1)× (0, 1) ⊂ R
2 (quadrado). Considere o conjunto

ΩF = {x ∈ R
3 : x = Γ(s) + y1N(s) + y2B(s), s ∈ R, (y1, y2) ∈ S},

obtido transladando a chamada seção transversal S ao longo da curva Γ.

Para cada 0 < ǫ < 1, comprimimos a secão transversal em ΩF , assim, obtemos o

conjunto Ωǫ cujo significado geométrico é de um tubo tridimensional com diâmetro da

seção transversal em Ωǫ de ordem infinitesimal ǫ,

Ωǫ = {x ∈ R
3 : x = Γ(s) + ǫy1N(s) + ǫy2B(s), s ∈ R, (y1, y2) ∈ S}.

Neste capítulo, estudamos o comportamento de uma partícula quântica livre em Ωǫ

com condição de contorno de Robin na fronteira ∂Ωǫ, quando o parâmetro ǫ tende a zero.

Geometricamente, o limite significa comprimir a região tubular Ωǫ em torno da curva Γ.

Introduzimos a família de formas quadráticas

Fǫ(ψ) =

∫

Ωǫ

|∇ψ|2 dx+
∫

∂Ωǫ

γ̃|trǫ(ψ)|2 dσǫ, H1(Ωǫ) = domFǫ, (6.3)

a qual corresponde ao chamado operador laplaciano −∆Ωǫ

R de Robin em Ωǫ.
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6.2 Forma quadrática

Para uma análise de redução de dimensão, é conveniente efetuar uma mudança de variáveis

de modo a tornar a região de integração em (6.3) independente de ǫ. Será sobre um domínio

fixo, a saber o tubo reto Ω := S × R, que investigamos o limite ǫ ↓ 0. Para realizarmos

esta tarefa, apresentamos para cada ǫ > 0, suficientemente pequeno, a transformação

Lǫ : Ω → Ωǫ

(y, s) 7→ Γ(s) + ǫy1N(s) + ǫy2B(s).
(6.4)

Em vista de (6.4), uma transformação unitária identifica os espaços de Hilbert L2(Ωǫ)

com L2(Ω), o último espaço com o produto interno

(ψ, φ)ǫ =

∫

Ω

ψ̄(y, s)φ(y, s)ǫ2βǫ(y, s) dyds, ∀ ψ, φ ∈ L2(Ω). (6.5)

Para assegurar tal identificação, assumimos que ‖k‖∞, ‖τ‖∞ < ∞, assim Lǫ é um C1-

difeomorfismo. Entretanto, por razões técnicas, veja seção “Parte não-diagonal” abaixo,

exigimos que k ∈ C2(R) ∩W 2,∞(R) e τ ∈ C1(R) ∩W 1,∞(R); por isso a nossa hipótese de

que Γ é de classe C3. Segue que o determinante da matriz jacobiana de Lǫ é obtido ser

det∇Lǫ = ǫ2βǫ, com βǫ = (1− ǫk(s)y1). De fato, após alguns cálculos, a matriz jacobiana

∇Lǫ é dada por

∇Lǫ(y, s) :=




e1

e2

e3


 =




0 ǫ 0

0 0 ǫ

βǫ −τǫy2 τǫy1







T

N

B


 , (6.6)

em que

e1 =
∂Lǫ
∂y1

e3 =
∂Lǫ
∂y2

, e3 =
∂Lǫ
∂s

.

A inversa da matriz acima é



τ(s)y2
βǫ(y,s)

− τ(s)y1
βǫ(y,s)

1
βǫ

1
ǫ

0 0

0 1
ǫ

0


 .

Desde que a função curvatura k é limitada, para 0 < ǫ suficientemente pequeno, temos

βǫ > 0 em S × R e segue que Lǫ é um difeomorfismo local. Ao exigirmos que Lǫ seja

injetora (isto é, o tubo não tem auto-interseção), o difeomorfismo global é obtido.
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A seguir, sob as hipóteses com relação às funções k, τ e para ǫ suficientemente pequeno,

definimos a transformação unitária

Uǫ : L
2(Ωǫ) → L2(Ω, ǫ2βǫdyds)

ψ 7→ v = ψ ◦ Lǫ
(6.7)

e a partir daí, obtemos uma família de operadores Aǫ = Uǫ(−∆Ωǫ

R )U−1
ǫ , associados com as

formas quadráticas {aǫ}ǫ>0 dadas por

aǫ(v) = Fǫ(v ◦ L−1
ǫ ), dom aǫ = H1(Ω) ⊑ L2(Ω, ǫ2βǫdyds).

Denotamos o gradiente de v na forma (∇yv, v
′), sendo v′ a derivada em relação a terceira

variável s ∈ R.

Daí, para ψ = U−1
ǫ v obtemos

∫

Ωǫ

|∇ψ(x)|2 dx =

∫

R

∫

S

(|∇v(y, s)∇L−1
ǫ (Lǫ(y, s))|2)ǫ2βǫ dy ds

= ǫ2
∫

R

∫

S

[
1

βǫ

∣∣v′ + (∇yv ·Ry)τ
∣∣2 + βǫ

ǫ2
|∇yv|2

]
dy ds

em que R é a matriz de rotação no sentido anti-horário

 0 1

−1 0


 .

Seguindo [BMT2], escolhemmos uma parametrização y = y(t) de classe C1[0, 1] por

partes da fronteira ∂S de S, orientada no sentido anti-horário, a saber, y(t) = (t, 0) ∪
(1, t) ∪ (t, 1) ∪ (0, t), então, com ẏ = dy

dt
, obtemos a seguinte parametrização

σǫ : [0, 1]× R → R
3

(t, s) 7→ Lǫ(y(t), s)
(6.8)

da superfície ∂Ωǫ em R
3, e desde que

∂σǫ
∂t

× ∂σǫ
∂s

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

T N B

0 ǫ(ẏ · e1) ǫ(ẏ · e2)
βǫ(y(t), s) −τy2(t) τy1(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣
,
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obtemos
∥∥∥∥
∂σǫ
∂t

× ∂σǫ
∂s

∥∥∥∥ = ǫ
(√

β2
ǫ + ǫ2τ 2(ẏ · y)2

)
= ǫβǫ

√
1 + ǫ2

τ 2

β2
ǫ

(ẏ · y)2 = ǫ(βǫ + ǫ2rǫ). (6.9)

Por expansão de Taylor da raiz quadrada, a função rǫ(t, s) satisfaz

rǫ ≥ 0 e

∣∣∣∣rǫ −
τ 2

2
(ẏ · y)2

∣∣∣∣ ≤ Cǫ. (6.10)

De fato, da fórmula de Taylor com resto de Legendre para a função g(ξ) =
√
ξ, ξ > 0,

em torno de ξ = 1, obtemos para ǫ suficientemente pequeno

g(1 + vǫ) = g(1) + ġ(1)vǫ +
g̈(1 + θvǫ)

2
v2ǫ

= 1 + ǫ2
[
τ 2(ẏ · y)2
2β2

ǫ (y(t), s)
+

g̈(1 + θvǫ)

2
ǫ2
τ 4(ẏ · y)4
β4
ǫ (y(t), s)

]
,

com 0 < θ < 1 e

vǫ(t, s) = ǫ2
τ 2(ẏ · y)2
β2
ǫ (y(t), s)

.

Daí,

βǫg(1 + vǫ) = βǫ + ǫ2
[
τ 2(ẏ · y)2
2βǫ(y(t), s)

+ ǫ2
g̈(1 + θvǫ)

2

τ 4(ẏ · y)4
β3
ǫ (y(t), s)

]
.

Denotando por rǫ(t, s) a expressão entre colchetes, segue que rǫ ≥ 0 e
∣∣∣∣rǫ −

τ 2

2
(ẏ · y)2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
τ 2(ẏ · y)2

2

(
1

βǫ
− 1

)∣∣∣∣+ Cǫ

≤
∣∣∣∣
τ 2(ẏ · y)2

2

(
ǫk(s)y1
βǫ

)∣∣∣∣+ Cǫ

≤ ǫC.

Seguindo, a integral de fronteira é dada por (confira Exemplo (4))
∫

∂Ωǫ

γ̃|trǫ(ψ)|2 dσǫ(x) =

=

∫

R

∫ 1

0

γ̃(Lǫ(y(t), s))|tr(v)(y(t), s))|2
∥∥∥∥
∂σǫ
∂t

× ∂σǫ
∂s

∥∥∥∥ dt ds

=

∫

R

∫ 1

0

γ(y(t), s)|tr(v)(y(t), s)|2ǫ(βǫ(y(t), s) + ǫ2rǫ(y(t), s)) dt ds

= ǫ

∫

R

(∫

∂S

γ|tr(v)|2(βǫ + ǫ2rǫ)dσ(y)

)
ds.

(6.11)
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Portanto, para toda v ∈ dom aǫ,

aǫ(v) = ǫ2
∫

R

∫

S

[
1

βǫ

∣∣v′ + (∇yv ·Ry)τ
∣∣2 + βǫ

ǫ2
|∇yv|2

]
dy ds

+

∫

R

∫ 1

0

γ(y(t), s)|tr(v)(y(t), s)|2ǫ(βǫ(y(t), s) + ǫ2rǫ(y(t), s)) dt ds,

na Subseção 6.2.1. apresentamos a definição das funções γ̃, γ. De (6.9)-(6.10) e do fato

que γ ∈ L∞(∂Ω), segue a aproximação
∣∣∣∣
∫

Ωǫ

γ̃|trǫ(ψ)|2 dσǫ(x)− ǫ

∫

R

∫

∂S

γ|tr(v)|2
(
βǫ +

ǫ2τ 2

2
(ẏ · y)2

)
dσ(y)ds

∣∣∣∣ (6.12)

≤ C1ǫ
4

∫

R

∫

∂S

|γ||v|2 dσ(y)ds.

Em virtude de (6.12), definimos a forma quadrática ãǫ : H
1(Ω, ǫ2βǫ dyds) → R,

ãǫ(v) = ǫ2
∫

R

∫

S

[
1

βǫ

∣∣v′ + (∇yv ·Ry)τ
∣∣2 + βǫ

ǫ2
|∇yv|2

]
dy ds

+

∫

R

[∫

∂S

ǫγ|tr(v)|2
(
βǫ +

ǫ2τ 2

2
(ẏ · y)2

)
dσ(y)

]
ds,

e temos a seguinte estimativa

|Fǫ(v ◦ L−1
ǫ )− ãǫ(v)| ≤ ǫ4C2‖v‖2H1(Ω), ∀ v ∈ H1(Ω). (6.13)

A forma quadrática ãǫ é vista em L2(Ω) via a transformação unitária

Vǫ : L
2(Ω, ǫ2βǫ dyds) → L2(Ω) : {v 7→ (

√
ǫ2βǫ)v}, (6.14)

isto é, passamos a considerar a família de formas quadráticas {bǫ : dom bǫ → R}ǫ,

bǫ(v) = ãǫ(V
−1
ǫ (v)), dom bǫ = Vǫ(dom ãǫ) = H1(Ω),

com operador associado dado por Bǫ = VǫÃǫV
−1
ǫ , em que Ãǫ denota o operador associado

com ãǫ,

bǫ(v) =

∫

Ω

1

β2
ǫ

∣∣∣∣v
′ + τ(∇yv · Ry)−

v

2βǫ

(
β′
ǫ + τ(∇yβǫ · Ry)

)∣∣∣∣
2

dyds

+
1

ǫ2

∫

Ω

|∇yv|2 dyds+
1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γ|tr(v)|2 dσ(y)
)

ds+

∫

Ω

|v|2 k
2

4β2
ǫ

dyds

− 1

ǫ2

∫

Ω

Re

(
∇yv ·

v̄

βǫ
∇yβǫ

)
dyds+ ǫ

∫

R

τ 2

2

(∫

∂S

γ
|tr(v)|2
βǫ

(ẏ · y)2 dσ(y)
)

ds.
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Finalmente, introduzimos a forma quadrática b̂ǫ, a qual corresponde à uma versão

mais simples de bǫ, dom b̂ǫ = H1(Ω), com ação

b̂ǫ(v) :=

∫

Ω

∣∣∣∣v
′ + τ(∇yv ·Ry)−

v

2βǫ

(
β′
ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)

)∣∣∣∣
2

dyds

+
1

ǫ2

∫

Ω

|∇yv|2 dyds+
1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γ|tr(v)|2 dσ(y)
)

ds

+

∫

Ω

|v|2k
2

4
dyds− 1

ǫ2

∫

Ω

Re

(
∇yv ·

v̄

βǫ
∇yβǫ

)
dyds.

6.2.1. Subespaço

Para a técnica de redução de dimensão em [FS1, FS2] devemos escolher uma família Hǫ

de subespaços fechados de L2(Ω), tais subespaços levam em conta, como ocorreu nos

Capítulos 4 e 5, as autofunções do laplaciano na seção transversal S.

Considere Hǫ = {wuǫ0;w ∈ L2(R)}, com uǫ0(y, s) autofunção normalizada associada

ao primeiro autovalor λS0 (s) = −2(ǫα(s))2 do problema de autovalor (6.15) sobre a seção

transversal S, que neste capítulo, como dissemos acima, é o cubo bidimensional (0, 1) ×
(0, 1); note que uma parametrização y = y(t) da fronteira ∂S, de classe C1[0, 1] por partes,

é dada juntamente com a definição de γsα dada abaixo:




−∆yu = λu, em S
∂u

∂~ν
+ ǫγsαu = 0, em ∂S

, (6.15)

com

γsα(y1, y2) =





−α(s), (y1, y2) ∈ (0, 1]× {0},
α(s), (y1, y2) ∈ {1} × (0, 1],

α(s), (y1, y2) ∈ [0, 1)× {1},
−α(s), (y1, y2) ∈ {0} × [0, 1)

. (6.16)

Por todo este capítulo assumimos que o parâmetro de fronteira α satisfaz

• α : R → (0,∞) pertence ao espaço W 1,∞(R);

• além disso, a quantia α é duas vezes diferenciável com 1/α e α′′ limitadas.

Note que podemos reformular a condição de fronteira em (6.15) como
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



− ∂u

∂y2
(y1, 0)− ǫα(s)u(y1, 0) = 0

∂u

∂y2
(y1, 1) + ǫα(s)u(y1, 1) = 0

,





− ∂u

∂y1
(0, y2)− ǫα(s)u(0, y2) = 0

∂u

∂y1
(1, y2) + ǫα(s)u(1, y2) = 0

.

Assim, como discutido na Seção 4.2, pela definição de γsα, temos

uǫ0(s, y) = φǫ0(s, y1)ψ
ǫ
0(s, y2),

em que

φǫ0(s, y1) = cǫ(s)e
−α(s)y1ǫ e ψǫ0(s, y2) = cǫ(s)e

−α(s)y2ǫ,

são as autofunções normalizadas de −∆I1
ǫα(s),−∆I2

ǫα(s), respectivamente, com Ii = I, i =

1, 2 (cǫ(s) é o parâmetro de normalização). Desde que S = I1 × I2 (quadrado), temos

λS0 (s) = λI10 (s) + λI20 (s) = −2(ǫα(s))2.

Em suma: ∫

S

|uǫ0(y)|2 dy = 1, ∇y(u
ǫ
0) = −ǫα(uǫ0, uǫ0),





(−∆y)u
ǫ
0 = λS0u

ǫ
0, em S,

∂uǫ0
∂~ν

+ ǫγsαu
ǫ
0 = 0, em ∂S

. (6.17)

A função γ̃ := γ ◦ L−1
ǫ que ocorre em (6.1) é definida via γ que aqui é dada pela seguinte

expressão:

γ(y, s) =





−α(s), (y1, y2) ∈ (0, 1]× {0}, s ∈ R

(α− k/2)(s), (y1, y2) ∈ {1} × (0, 1], s ∈ R

α(s), (y1, y2) ∈ [0, 1)× {1}, s ∈ R

−(α− k/2)(s), (y1, y2) ∈ {0} × [0, 1), s ∈ R

. (6.18)

6.2.2. Limitação inferior

Preferimos apenas enunciar os Lemas 9-10, os quais são resultados técnicos sem demons-

tração para que a leitura não se torne muito maçante, pois os argumentos completos são

um tanto longos e os deixaremos para a última seção, o Apêndice. O conteúdo do Lema 9

é para que possamos lidar com formas quadráticas positivas, mas as constantes envolvidas

são bem conhecidas e por meio das mesmas teremos estimativas mais importantes, com
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relação ao Lema 10 este é de total interesse técnico. Passemos então ao enunciado dos

lemas.

Lema 9. Considere as quantias α, k e τ, com as hipóteses de regularidade já introduzidas.

Então, existem constantes c1, c2 > 0 tais que bǫ ≥ −c2; além disso, esta forma sesquilinear

é fechada, e bǫ(v) + c1‖v‖2 ≥ (2ǫ)−2‖∇yv‖22 para cada v ∈ dom bǫ = H1(Ω).

Lema 10. Para ǫ > 0 suficientemente pequeno, a seguinte estimativa

∫

Ω

∣∣∣∣v
′ + τ(∇yv ·Ry)− v

1

2βǫ

(
β′
ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)

)∣∣∣∣
2

dyds+ c2

∫

Ω

|v|22 dyds ≥
∫

R

|w′|2 ds,

vale para todo v ∈ dǫ := H1(Ω) ∩ Hǫ = {wuǫ0;w ∈ H1(R)}.

Temos o mesmo resultado do Lema 9 para a forma b̂ǫ, já que esta é de fato uma

aproximação de bǫ; veja a Seção 6.5.5. para a demonstração do Lema 11.

Lema 11. Sob as hipóteses sobre b̂ǫ ≥ −c2, temos que esta forma quadrática é fechada, e

para cada v ∈ dom b̂ǫ = H1(Ω) temos b̂ǫ(v) + c1‖v‖22 ≥ (2ǫ)−2‖∇yv‖22.

Como consequência das escolhas das constantes c1, c2, obtemos ainda que

b̂ǫ(wu
ǫ
0) + c1‖w‖22 ≥ ‖w′‖22, (6.19)

para v ∈ dǫ, o subespaço de Hǫ cujos elementos são da forma wuǫ0, w ∈ H1(R).

6.3 Laplaciano de Robin na seção transversal

O objetivo aqui é analisar a convergência da família de formas quadráticas {bǫ + c1}ǫ>0

quando ǫ ↓ 0. Entretanto, demonstraremos de acordo com a Proposição 6 que podemos

considerar b̃ǫ := b̂ǫ+c1 em vez de bǫ+c1, e a principal conclusão, Teorema 27, enunciaremos

na Seção 6.4.

Também necessitaremos de informações sobre as autofunções do laplaciano −∆S
R de

Robin na seção transversal S, as quais serão satisfatoriamente obtidas da Proposição 5

dada a seguir; tal proposição tem sua motivação em [RS], Proposição 1, página 264.
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Defina o laplaciano de Robin em S, −∆S
R, como o único operador auto-adjunto sobre

L2(S) cuja forma quadrática é

b(u) =

∫

S

|∇u|2dy1dy2 +
∫

∂S

ǫγsα|u|2 dσ(y), dom b = H1(S).

Proposição 5. Sejam S e γsα como em (6.16), então

DR = {u; u ∈ C∞(S) com
∂u

∂ν
(y) + ǫγsα(y)u(y) = 0 em ∂S},

é um cerne para o operador −∆S
R, e se u ∈ DR; então

−∆S
Ru = −∂

2u

∂y21
− ∂2u

∂y22
.

Demonstração: Considere o operador simétrico B = −∆, domB = DR, então

(u,Bu)L2(S) =

∫

S

ū(−∆u)dy =

∫

S

|∇u|2dy −
∫

∂S

ū
∂u

∂ν
dσ(y) =

=

∫

S

|∇u|2dy +
∫

∂S

ǫγsα|u|2 dσ(y).

Vimos, no Teorema 13, que {ψn}∞n=0 é uma base ortonormal de autofunções de L2(I)

associadas com −∆I
ǫα, logo por resultado segue que {Ψmn(y) = ψn(y1)ψm(y2)}∞m,n=0 é

uma base de L2(S) ortonormal de autofunções de B = −∆, pois Ψmn ∈ DR, e segue

também que DR ⊑ L2(S). Pelo Teorema 2, B é essencialmente auto-adjunto, ou seja, seu

fecho B̄ é a sua única extensão auto-adjunta. Considere a forma sesquilinear fechada e

limitada inferiormente

b(u, v) =

∫

S

∇u(y)∇v(y)dy +
∫

∂S

ǫγsαtr(u)tr(v) dσ(y), u, v ∈ dom b = H1(S).

Por definição,

b(u, v) = (u,−∆S
Rv), u ∈ H1(Ω), v ∈ dom(−∆S

R).

Mas, para v ∈ DR ⊂ H2(S) ⊂ dom b, temos

b(u, v) =

∫

S

∇ū∇vdy +
∫

∂S

ǫγsαtr(u)tr(v) dσ(y) =

=

∫

S

ū(−∆v)dy +

∫

∂S

ū(∇v · ν) dσ(y) +
∫

∂S

ǫγsαūv dσ(y) =

∫

S

ū(−∆v)dy.
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Assim, v ∈ dom(−∆S
R) e −∆S

R|domB = −∆. Então, B̄ ⊂ −∆S
R. Portanto, B̄ = −∆S

R.

Segue então da Proposição 5 que uǫ0 é uma autofunção para o laplaciano −∆S
R de

Robin, na seção transversal S, pois uǫ0 ∈ DR e −∆S
R = −∆ sobre DR. Recorde que uǫ0 está

associada ao primeiro autovalor dado por

λS0 (s) = 2λI1 = −2(ǫα(s))2,

além disso, o segundo autovalor é

λS1 (s) = λI1 + λI0(s) = π2 − (ǫα(s))2.

Para efeito de completude, enunciaremos nesta seção o Teorema 20 dado no caso da

faixa-curva. Este teorema tem como principal aplicação o conteúdo da Proposição 6.

Recodemos o enunciado do teorema.

Teorema 24. Sejam (aǫ)ǫ , (ãǫ)ǫ duas sequências de formas sesquilineares positivas e

fechadas em um espaço de Hilbert H com dom aǫ = dom ãǫ = D, para todo ǫ > 0, e Aǫ , Ãǫ

os operadores auto-adjuntos associados com (aǫ)ǫ, e (ãǫ)ǫ respectivamente. Suponha que

existe c > 0 de modo que aǫ, ãǫ > c, para todo ǫ > 0, e

| aǫ(φ)− ãǫ(φ)| ≤ q(ǫ)ãǫ(φ), ∀ φ ∈ D,

com q(ǫ) → 0 quando ǫ→ 0. Então, existe C̃ > 0 tal que para todo ǫ > 0 suficientemente

pequeno

‖A−1
ǫ − Ã−1

ǫ ‖B(H) ≤ C̃q(ǫ).

A Proposição 6 é uma justificativa para considerarmos a expressão de b̃ǫ em vez de

bǫ+ c1, e esta consideração está ligado à escolha da constante c1 e também a convergência

uniforme da função βǫ para a função constante igual 1, quando ǫ ↓ 0. Como consequência

direta do Teorema 24 temos a Proposição 6 cuja demonstração detalhada é deixada para

o Apêndice do capítulo.

Proposição 6. Seja B̃ǫ o operador auto-adjunto associado com b̃ǫ ≥ c1, com c1 > 0

escolhido no Lema 11. Então, para ǫ suficientemente pequeno, existem D, D̃ > 0 tais que

|(bǫ + c1)(v)− b̃ǫ(v)| ≤ ǫD b̃ǫ(v), ∀ v ∈ dom bǫ,
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‖(Bǫ + c1)
−1 − B̃−1

ǫ ‖B(L2(Ω)) ≤ ǫD̃.

6.4 Redução de dimensão

Seja Hǫ := {w(s)uǫ0;w ∈ L2(R)} subespaço fechado do espaço de Hilbert H := L2(Ω).

Considere a decomposição em soma direta H = Hǫ⊕H⊥
ǫ . Introduzimos a aplicação unitária

para futura referência

πǫ : Hǫ → L2(R) : {wuǫ0 7→ w} (6.20)

e recorde a definição de uǫ0 dada anteriormente.

Agora, daremos sentido ao que achamos de redução de dimensão. Neste contexto,

façamos a restrição da forma quadrática b̂ǫ ao subespaço Hǫ e, após alguns cálculos que

serão apresentados na Subseção 6.5.2., obtemos uma expressão da restrição que nos per-

mitirá determinar um tipo de convergência em norma dos resolventes.

6.4.1. Potencial e operador efetivo

Esta seção é apenas um longo passo da demonstração de nosso principal resultado. A

função potencial aqui denotada por V ǫ
eff será deduzida nas seções seguintes. Note que a

forma quadrática b̂ǫ restrita ao subespaço dǫ ≡ H1(R) é dada por

b̂ǫ(wu
ǫ
0) =

∫

R

(
|w′|2 + V ǫ

eff(s)|w|2
)
ds, (6.21)

com a seguinte convergência uniforme

V ǫ
eff → Veff := −2|α|2 + k2

4
, quando ǫ→ 0.

Em virtude desta redução da região de integração, ou seja, passamos da faixa Ω para

a reta real, definimos a forma quadrática restrita tǫ = b̂ǫ|dǫ ≥ −c2 em L2(R),

tǫ(w) =

∫

R

(
|w′|2 + V ǫ

eff(s)|w|2
)
ds,

com dom tǫ = H1(R); aqui dǫ é identificado com H1(R) via πǫ. Denote por Tǫ o operador

auto-adjunto associado com tǫ, dado por

Tǫ(w) = w′′ + V ǫ
eff(s)w, domTǫ = H2(R).
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Defina, t : H1(R) → L2(R) uma forma quadrática, t ≥ −c2, por

t(w) =

∫

R

(
|w′|2 + Veff(s)|w|2

)
ds,

e o correspondente operador auto-adjunto por

T (w) = w′′ + Veff(s)w, domT = H2(R). (6.22)

Portanto, obtemos o seguinte teorema auxiliar de redução de dimensão, cuja demonstração

é análoga à do Teorema 17, e não será apresentada aqui.

Teorema 25. Sob as condições sobre o parâmetro α e sobre k, τ a seguinte convergência

Tǫ → T em norma dos resolventes vale, i.e,

‖(Tǫ + c1)
−1 − (T + c1)

−1‖B(L2(R)) → 0, ǫ→ 0,

em que 0 denota o operador nulo sobre o subespaço H⊥
ǫ .

Corolário 2. Considere a restrição qǫ := b̃ǫ|dǫ , dǫ ⊑ Hǫ, e o correspondente operador

Qǫ ≥ c2 auto-adjunto. Então, Qǫ = π−1
ǫ (Tǫ + c1)πǫ, e

∥∥[Q−1
ǫ ⊕ 0

]
−
[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥

B(L2(Ω))
→ 0, ǫ→ 0,

em que 0 denota o operador nulo sobre o subespaço H⊥
ǫ .

Demonstração: De fato, simplesmente note que

∥∥[Q−1
ǫ ⊕ 0

]
−
[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥ ≤ ‖(Tǫ + c1)

−1 − (T + c1)
−1‖.

O lema seguinte é mais um importante resultado técnico em que a estimativa encon-

trada será aplicada nas próximas seções.

Lema 12. Seja η ∈ d ǫ, então existe µ > 0 tal que, para ǫ suficientemente pequeno,

b̃ǫ(η) ≥
µ

ǫ2
‖η‖22.
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Demonstração: Denote por λS1 o segundo autovalor do laplaciano −∆S
R de Robin em

S e considere η ∈ dǫ = H1(Ω) ∩ H⊥
ǫ . Da escolha de c1 > 0 podemos escrever a seguinte

desigualdade

b̃ǫ(η) ≥
1

ǫ2

∫

Ω

|∇yη|2 dsdy +
1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γsα|η|2 dσ(y)
)

ds+ ‖α‖2∞
∫

Ω

|η|2 dyds

=
1

ǫ2

∫

R

[∫

S

|∇yη|2 dy +
∫

∂S

ǫγsα|η|2 dσ(y)
]
ds+ ‖α‖2∞

∫

Ω

|η|2 dyds.

Produzimos, pelo Teorema 7, a próxima desigualdade envolvendo o segundo autovalor

λS1 = (λI1 − ǫ2|α(s)|2) de −∆S
R,

∫

S

|∇yη|2 dy +
∫

∂S

ǫγsα|η|2 dσ(y) ≥
(
λI1 − ǫ2‖α‖2∞

)∫

S

|η|2dy.

Daí, obtemos

b̃ǫ(η) ≥
(λI1 − ǫ2‖α‖2∞)

ǫ2

∫

R

∫

S

|η|2 dyds+ ‖α‖2∞
∫

Ω

|η|2 dyds.

Portanto,

b̃ǫ(η) ≥
λI1
ǫ2

∫

Ω

|η|2 dyds,

o que termina a demonstração.

Descreveremos como a convergência uniforme de formas no sentido do Corolário 2 im-

plica em um tipo de convergência em norma dos resolventes, este resultado é consequência

da Proposição 6 e do Teorema 18 mais geral. Até o presente momento verificamos, para

φǫ = wuǫ0 e φǫ = η,

b̃ǫ(φǫ) ≥ c2‖φǫ‖2, ∀ φǫ ∈ dǫ := H1(Ω) ∩ Hǫ; (6.23)

b̃ǫ(φ
ǫ) ≥ λI1

ǫ2
‖φǫ‖2, ∀ φǫ ∈ d ǫ := H1(Ω) ∩ H⊥

ǫ . (6.24)

Então, ao assumirmos que existe D > 0 tal que

|b̃ǫ(φǫ, φǫ)|2 ≤ Dǫ2b̃ǫ(φǫ)b̃ǫ(φ
ǫ), φ = φǫ + φǫ ∈ dom b̃ǫ, (6.25)

podemos concluir do Teorema 18 que existe D̃ > 0 de modo que para ǫ pequeno,
∥∥∥B̃−1

ǫ −
[
Q−1
ǫ ⊕ 0

]∥∥∥
B(L2(Ω))

≤ D̃ǫ, (6.26)
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em que 0 é o operador nulo sobre o subespaço H⊥
ǫ . Recorde que B̃ǫ denota o operador

associado com b̃ǫ e para a restrição qǫ := b̃ǫ|dǫ, dǫ ⊑ Hǫ, denotamos por Qǫ o operador

associado.

Então, admitindo verdadeira a estimativa (6.25) (veja a seção “Parte não-diagonal”),

enunciamos o teorema. Este resultado é essencial para o resultado principal.

Teorema 26. Sejam Bǫ o operador auto-adjunto associado com bǫ ≥ −c2, e Qǫ ≥ c2

o correspondente operador auto-adjunto associado à restrição qǫ := b̃ǫ|dǫ . Então, vale a

convergência em norma dos resolventes

∥∥(Bǫ + c1)
−1 −

[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥

B(L2(Ω))
→ 0, ǫ→ 0,

com T definido em (6.22) e 0 denota o operador nulo sobre o subespaço H⊥
ǫ .

Demonstração: Como quase todo o trabalho já foi realizado, apenas note a desigual-

dade

∥∥(Bǫ + c1)
−1 −

[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥ ≤ ‖(Bǫ + c1)

−1 − B̃−1
ǫ ‖+

∥∥∥B̃−1
ǫ −

[
Q−1
ǫ ⊕ 0

]∥∥∥

+
∥∥[Q−1

ǫ ⊕ 0
]
−
[
π−1
ǫ (T + c1)

−1πǫ ⊕ 0
]∥∥ ,

e aplique a Proposição 6, Corolário 2 e desigualdade (6.26) para completar o resultado.

6.4.2. Resultado Principal

Antes de apresentar nosso principal resultado, Teorema 27, introduzimos o subespaço

E de H = L2(Ω), das funções que não dependem da variável y, isto é, escolha E ⊂ H

subespaço fechado da seguinte maneira,

E = {w(s)1;w ∈ L2(R)};

tal subespaço identifica-se com L2(R). Denotando por PE, PE⊥ as projeções ortogonais

de L2(Ω) sobre E,E⊥, respectivamente. Para v ∈ H = E ⊕ E⊥, temos que v = PE(v) +

PE⊥(v), além disso, notemos que

PE(v)(s) =

∫

S

v(y, s) dy, q.t.p s ∈ R.
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Por outro lado, da decomposição H = Hǫ ⊕ H⊥
ǫ , v = wuǫ0 + η, η ∈ H⊥

ǫ , temos

w(s) =

∫

S

vuǫ0(y, s) dy, q.t.p s ∈ R.

Lema 13. Seja J : L2(R) → L2(R) um operador limitado arbitrário. Então,

∥∥[π−1
ǫ J πǫ ⊕ 0

]
−
[
π−1
0 J π0 ⊕ 0⊥

]∥∥
B(L2(Ω))

→ 0, ǫ→ 0,

em que 0 é o operador nulo sobre H⊥
ǫ , 0

⊥ é o operador nulo sobre E⊥ e o operador π0 tem

a ação:

π0 : E → L2(R) : {w(s)1 7→ w(s)}.

Demonstração: Dada v ∈ H1(Ω) então v = PE(v) + PE⊥(v) e v = wuǫ0 + η, com

‖v‖L2(Ω) = 1. Então,

∥∥[π−1
ǫ J πǫ ⊕ 0

]
(v)−

[
π−1
0 J π0 ⊕ 0⊥

]
(v)
∥∥
L2(Ω)

= ‖uǫ0[Jw]− [JPE(v)]1‖L2(Ω) .

Por uma desigualdade triangular

‖uǫ0[Jw]− [JPE(v)]1‖L2(Ω) ≤ ‖uǫ0[Jw]− [Jw]1‖L2(Ω)

+ ‖[Jw]1− [JPE(v)]1‖L2(Ω).

A primeira parcela tende a zero quando ǫ ↓ 0, pois dado δ > 0, por convergência

uniforme, existe ǫ0 = ǫ0(δ) > 0 tal que ‖uǫ0 − 1‖2∞ < δ2/‖J ‖2, para 0 < ǫ < ǫ0. Daí,

‖uǫ0[Jw]− [Jw]1‖2L2(Ω) =

∫

Ω

|uǫ0 − 1|2|Jw|2dyds ≤ δ2

‖J ‖2‖J ‖2
∫

R

|w|2 dy ≤ δ2,

note que, como ‖v‖L2(Ω) = 1 então ‖w‖L2(R) ≤ 1. Por outro lado, a parcela restante pode

ser estimada da seguinte maneira,

‖[JPE(v)]1− [Jw]1‖L2(Ω) =

(∫

Ω

|J (w − PE(v))|2 dyds
)1/2

≤ ‖J ‖
(∫

R

|w − PE(v)|2 ds
)1/2

,
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mas para 0 < ǫ < ǫ0 temos

(∫

R

|w(s)− PE(v)(s)|2 ds
)1/2

=

(∫

R

∣∣∣∣
∫

S

v(uǫ0 − 1) dy

∣∣∣∣
2

ds

)1/2

≤
∫

S

(∫

R

|v|2|uǫ0 − 1|2 dy
)1/2

ds

≤ δ/‖J ‖
∫

S

1

(∫

R

|v|2 dy
)1/2

ds

(Hölder) ≤ δ/‖J ‖.

Daí, obtemos que
∥∥[π−1

ǫ J πǫ ⊕ 0
]
(v)−

[
π−1
0 J π0 ⊕ 0⊥

]
(v)
∥∥
L2(Ω)

< 2δ, se 0 < ǫ < ǫ0, ou

seja,
∥∥[π−1

ǫ J πǫ ⊕ 0
]
−
[
π−1
0 J π0 ⊕ 0⊥

]∥∥
B(L2(Ω))

→ 0, ǫ→ 0.

Teorema 27. Seja Bǫ o operador auto-adjunto associado com bǫ. Então, para alguma

constante c1 > 0, vale a convergência uniforme dos resolventes

∥∥(Bǫ + c1)
−1 −

[
π−1
0 (T + c1)

−1π0 ⊕ 0⊥
]∥∥

B(L2(Ω))
→ 0, ǫ→ 0,

com T definido em (6.22) e 0⊥ denota o operador nulo sobre E⊥.

Demonstração: Seja J = (T + c1)
−1 no Lema 13, por uma desigualdade triangular e

Teorema 26 segue a demonstração.

6.5 Apêndice

6.5.1. Parte não diagonal

Dada v ∈ dom b̃ǫ = H1(Ω), escreva v = wuǫ0 + η, com w ∈ H1(R) e η ∈ H1(Ω) ∩ H⊥
ǫ .

Então, por lineariedade em cada entrada, vale

b̃ǫ(v) = b̃ǫ(wu
ǫ
0) + b̃ǫ(η) + 2Re[b̃ǫ(wu

ǫ
0, η)].
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Verificaremos que cada parcela acima tem o seguinte comportamento, com φǫ = wuǫ0

e φǫ = η,

b̃ǫ(φǫ) ≥ c(ǫ)‖φǫ‖22, ∀ φǫ ∈ dǫ, c(ǫ) ≥ c0 > 0; (6.27)

b̃ǫ(φ
ǫ) ≥ p(ǫ)‖φǫ‖22, ∀ φǫ ∈ dǫ; (6.28)

| b̃ǫ(φǫ, φǫ)|2 ≤ q(ǫ)2b̃ǫ(φǫ)b̃ǫ(φ
ǫ), φ ∈ dom b̃ǫ; (6.29)

q(ǫ) → 0, p (ǫ) → +∞, c(ǫ) = O(p(ǫ)) quando ǫ→ 0.

As estimativas (6.27)-(6.28) seguem da definição de b̃ǫ e Lema 6, respectivamente.

Já a estimativa da parte não-diagonal, isto é, o item (6.29), será mais trabalhosa e sua

verificação detalhada é o conteúdo do que segue.

Estimativa para a parte não diagonal

Considere a forma sesquilinear b̃ǫ, explicitamente

b̃ǫ(wu
ǫ
0, η) =

∫

Ω

{(w̄uǫ0)′ + τw̄(∇yu
ǫ
0 · Ry) + w̄uǫ0ψǫ}

× {η′ + τ(∇yη ·Ry) + ηψǫ} dyds

+
1

ǫ2

∫

Ω

w̄∇y(u
ǫ
0)∇yη dyds+

1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γw̄uǫ0η dσ(y)

)
ds

+
1

ǫ

∫

Ω

k

2βǫ
[(w̄uǫ0)∂1η + ∂1(w̄u

ǫ
0)η] dyds;

acima usamos a identidade

− 1

ǫ2

∫

Ω

Re

(
∇yv ·

v̄

βǫ
∇yβǫ

)
dyds =

1

ǫ

∫

Ω

k

βǫ
Re(v̄∂1v) dyds (6.30)

e a notação

ψǫ :=
1

2βǫ
(β′

ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)).

Denote por Iǫ e Jǫ as expressões, respectivamente, (recorde que wuǫ0 ⊥ η)

Iǫ(wu
ǫ
0, η) =

∫

Ω

{(w̄uǫ0)′ + τw̄(∇yu
ǫ
0 ·Ry) + w̄uǫ0ψǫ}

×{η′ + τ(∇yη ·Ry) + ηψǫ} dyds,
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Jǫ(wu
ǫ
0, η) =

1

ǫ2

∫

Ω

w̄∇y(u
ǫ
0)∇yη dsdy +

1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γw̄uǫ0η dσ(y)

)
ds

+
1

ǫ

∫

Ω

k

2βǫ
[(w̄uǫ0)∂1η + ∂1(w̄u

ǫ
0)η] dyds.

Nas estimativas a seguir usamos as notações:

J ǫ1 =
1

ǫ2

∫

Ω

w̄∇y(u
ǫ
0)∇yη dsdy,

J ǫ2 =
1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γw̄uǫ0η dσ(y)

)
ds,

J ǫ3 =
1

ǫ

∫

Ω

k

2βǫ
∂1(w̄u

ǫ
0)η dyds,

J ǫ4 =
1

ǫ

∫

Ω

k

2βǫ
(w̄uǫ0)∂1η dyds.

Agora, estimamos o valor absoluto de Iǫ e Jǫ em função das respectivas normas em

L2(Ω) das funções wuǫ0 e η.

• Jǫ-Estimativa: Primeiramente, observamos que

J ǫ1 + J ǫ2 = −1

ǫ

∫

Ω

k

2
(w̄uǫ0)∂1η dy ds.

De fato,

J ǫ2 =
1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γw̄uǫ0η dσ(y)

)
ds

=
1

ǫ

∫

R

w̄α

[∫ 1

0

uǫ0η(y1, 1, s)− uǫ0η(y1, 0, s) dy1

]
ds

+
1

ǫ

∫

R

w̄αk

[∫ 1

0

uǫ0η(1, y2, s)− uǫ0η(0, y2, s) dy2

]
ds

=
1

ǫ

∫

R

w̄α

[∫ 1

0

(∫ 1

0

∂

∂y2
(uǫ0η)(y, s) dy2

)
dy1

]
ds

+
1

ǫ

∫

R

w̄αk

[∫ 1

0

(∫ 1

0

∂

∂y1
(uǫ0η)(y, s) dy1

)
dy2

]
ds.
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Ao realizamos as derivadas parciais entre parênteses,

J ǫ2 =
1

ǫ

∫

Ω

w̄αuǫ0∂2η dy ds+
1

ǫ

∫

Ω

w̄α(∂2u
ǫ
0)η dy ds

+
1

ǫ

∫

Ω

w̄αku
ǫ
0∂1η dy ds+

1

ǫ

∫

Ω

w̄αk(∂1u
ǫ
0)η dy ds.

Desde que η ∈ H⊥
ǫ , ∇y(u

ǫ
0) = −ǫαuǫ0(1, 1), e os elementos αw, αkw pertencem ao espaço

L2(R), temos:

1

ǫ

∫

Ω

w̄α(∂2u
ǫ
0)η dy ds = 0 =

1

ǫ

∫

Ω

w̄αk(∂1u
ǫ
0)η dy ds.

Recorde que αk = (α− k/2) então podemos escrever

J ǫ2 = − 1

ǫ2

∫

Ω

w∇y(u
ǫ
0)∇yη dyds−

1

ǫ

∫

Ω

k

2
(wuǫ0)∂1η dy ds

= −J ǫ1 −
1

ǫ

∫

Ω

k

2
(wuǫ0)∂1η dy ds.

Para a estimativa de J ǫ3, note que
∥∥∥ αk2βǫ

∥∥∥
∞
< C para ǫ suficientemente pequeno. Por

desigualdade de Hölder,

|J ǫ3| ≤ C‖w‖2‖η‖2.

Desde que k ∈ L∞(R), y ∈ S e S é um domínio limitado, escolha D > 0 tal que

‖β−1
ǫ − 1‖∞ ≤ ǫD.

Daí, pela desigualdade de Hölder, obtemos a estimativa

|J ǫ1 + J ǫ2 + J ǫ3 + J ǫ4| ≤ C‖w‖2‖η‖2 +
∣∣∣∣
1

2ǫ

∫

Ω

wkuǫ0∂1η(β
−1
ǫ − 1) dyds

∣∣∣∣

≤ C‖w‖2‖η‖2 + ‖k‖∞D‖w‖2‖∂1η‖2
≤ C̃‖w‖2(‖η‖2 + ‖∇yη‖2).

Portanto, em vista do Lema 11, vale:

|Jǫ(wuǫ0, η)| ≤ ǫD̃b̃ǫ[w̄u
ǫ
0]

1/2b̃ǫ[η]
1/2,
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com D̃ > 0 independente de ǫ > 0.

• Iǫ-Estimativa: Por hipótese, τ ∈ C1(R) ∩W 1,∞(R) e k ∈ C2(R) ∩W 2,∞(R) então

ψǫ ∈ C1(Ω) ∩W 1,∞(Ω), com ‖ψǫ‖1,∞ < C, para ǫ suficientemente pequeno.

Desde que wuǫ0 ⊥ η, temos
∫

S

uǫ0η
′ dy = −

∫

S

(uǫ0)
′η dy, q.t.p s ∈ R;

também note que ∇y(u
ǫ
0) = −ǫα(uǫ0, uǫ0), ‖(uǫ0)′‖∞ ≤ C‖uǫ0‖∞. Temos que (w̄uǫ0)

′ = w̄′uǫ0+

w̄(uǫ0)
′, e mantendo em mente os dados acima vamos estimar apenas três tipos de integrais

em Iǫ, dadas abaixo, pois as demais seguem de maneira mais simples. Recorde que também

temos a estimativa b̃ǫ(wφǫ0) ≥ ‖w′‖22.

• I1-Estimativa: Usando integração por partes, segue que
∫

Ω

w̄(uǫ0)
′η′ dyds = 2

∫

Ω

c′ǫ/cǫw̄u
ǫ
0η

′ dyds+

∫

Ω

ǫw̄α′′uǫ0η((1,−1) ·Ry) dyds

+

∫

Ω

ǫw̄′α′uǫ0η((1,−1) ·Ry) dyds+
∫

Ω

ǫw̄α′(uǫ0)
′η((1,−1) ·Ry) dyds,

acima fizemos uso da identidade (uǫ0)
′ = 2c′ǫ/cǫu

ǫ
0 − (α′ǫ)uǫ0((1,−1) · Ry). Desde que

2‖c′ǫ/cǫ‖∞ < 1, pois c′ǫ/cǫ → 0, ǫ → 0, e as quantias α, α′, α′′ são uniformemente limi-

tadas, obtemos ∣∣∣∣
∫

Ω

w̄(uǫ0)
′η′ dyds

∣∣∣∣ ≤ ǫDãǫ[wu
ǫ
0]

1/2ãǫ[η]
1/2,

com D > 0 independente de ǫ.

• I2-Estimativa: Seja g(y) = ((1, 1) · Ry), y ∈ S; então |g(y)| < 2. Após integração

por partes
∫

Ω

w̄τ(∇yu
ǫ
0 ·Ry)η′ dyds = −

∫

Ω

w̄τǫuǫ0αg(y)η
′ dyds

=

∫

Ω

w̄′τǫuǫ0αg(y)η dyds+

∫

Ω

w̄τ ′ǫuǫ0αg(y)η dyds

+

∫

Ω

w̄τǫ(uǫ0)
′αg(y)η dyds+

∫

Ω

w̄τǫuǫ0α
′g(y)η dyds

então ∣∣∣∣
∫

Ω

w̄τ(∇yu
ǫ
0 ·Ry)η′ dyds

∣∣∣∣ ≤ (Dǫ)ãǫ[wu
ǫ
0]

1/2ãǫ[η]
1/2.
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• I3-Estimativa: Após integração por partes,
∫

Ω

(w̄uǫ0ψǫ)η
′ dyds = −

∫

Ω

[w̄′uǫ0ψǫ + w̄(uǫ0)
′ψǫ + w̄uǫ0(ψǫ)

′]η dyds,

e assim ∣∣∣∣
∫

Ω

w̄uǫ0ψǫη
′ dyds

∣∣∣∣ ≤ (Dǫ)ãǫ[wu
ǫ
0]

1/2ãǫ[η]
1/2.

Portanto, podemos escrever

|Iǫ(wuǫ0, η)| ≤ (D̃ǫ)b̃ǫ[wu
ǫ
0]

1/2b̃ǫ[η]
1/2,

para ǫ pequeno o suficiente. Consequentemente,

|b̃ǫ(wuǫ0, η)|2 = |Iǫ(wuǫ0, η) + Jǫ(wu
ǫ
0, η)|2

≤ 4|Iǫ(wuǫ0, η)|2 + 4|Jǫ(wuǫ0, η)|2 ≤ (M′ǫ)2b̃ǫ(wu
ǫ
0)

1/2b̃ǫ(η)
1/2,

com M′ > 0 independente de ǫ, o que é (6.29).

6.5.2. Potencial efetivo

Dado v = wuǫ0, com w ∈ H1(R), vamos explicitar cada integral em b̂ǫ. Para cada integral,

via Fubini, vamos destacar a integral sobre R da função |w|2, e a integral sobre a região S

será vista como uma função de s, a qual fará parte da função potencial V ǫ
eff . Recordemos

a expressão de b̂ǫ e façamos a substituição de v por wuǫ0 :

b̂ǫ(v)=

∫

Ω

∣∣∣∣v
′ + τ(∇yv ·Ry)−

v

2βǫ

(
β′
ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)

)∣∣∣∣
2

dsdy

+
1

ǫ2

∫

Ω

|∇yv|2 dyds+
1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γ|v|2 dσ(y)
)

ds

+

∫

Ω

|v|2k
2

4
dyds− Re

[
1

ǫ2

∫

Ω

v

βǫ
(∇yv̄ · ∇yβǫ) dyds

]
.

Deixemos a primeira integral para o fim, e na ordem que ocorrem as integrais temos

as seguintes expressões:

1

ǫ2

∫

Ω

|∇yv|2 dsdy =

∫

R

2α2|w|2 ds (6.31)
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1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γ|v|2 dσ(y)
)

ds =

∫

R

|w|2
(
αk − 4α2

)
ds (6.32)

∫

Ω

|v|2k
2

4
dsdy =

∫

R

|w|2 |k|
2

4
ds (6.33)

− 1

ǫ2

∫

Ω

v

βǫ
(∇yv̄ · ∇yβǫ) dyds = −

∫

R

|w|2αk
[∫

S

|uǫ0|2
βǫ

dy

]
ds (6.34)

Agora substituimos v por wφǫ0 em Iǫ(v),

Iǫ(v) =

∫

Ω

|v′|2 dsdy +
∫

Ω

τ 2|(∇yv · Ry)|2 dsdy + 2Re

∫

Ω

v′τ(∇yv̄ ·Ry) dsdy+

+

∫

Ω

|v|2
[ 1

2βǫ
(β′

ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)
]2

dsdy − 2Re

∫

Ω

v′v̄
[ 1

2βǫ
(β′

ǫ + τ(∇yβǫ · Ry)
]
dsdy

− 2Re

∫

Ω

τ(∇yv ·Ry)
[ v̄

2βǫ
(β′

ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)
]
dsdy,

e obtemos

∫

Ω

|v′|2 dsdy =

∫

R

[
|w′|2 + |w|2

(∫

S

[
(uǫ0)

′]2dy
)]

ds, (6.35)

∫

Ω

τ 2|(∇yv ·Ry)|2 dsdy =

∫

R

|w|2
(∫

S

τ 2|(∇yu
ǫ
0 ·Ry)|2 dy

)
ds, (6.36)

∫

Ω

2v′τ(∇yv̄ ·Ry) dsdy = 2

∫

Ω

(wuǫ0)
′τw̄(∇yu

ǫ
0 · Ry) dsdy = 0, (6.37)

∫

Ω

|v|2
[

1

2βǫ

(
β′
ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)

)]2
dsdy =

∫

R

|w|2
(∫

S

|uǫ0|2|ψǫ|2 dy
)

ds, (6.38)

−2Re

∫

Ω

v′v̄
[ 1

2βǫ
(β′

ǫ + τ(∇yβǫ · Ry)
]
dsdy =

∫

R

|w|2
(∫

S

|uǫ0|2ψ′
ǫ dy

)
ds, (6.39)
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2Re

∫

Ω

v̄τ(∇yv · Ry)ψǫdsdy =

∫

R

|w|2
(∫

S

τ(∇y(u
ǫ
0)

2 ·Ry)ψǫ dy
)

ds. (6.40)

Note que as funções que multiplicam |w|2 em (6.35)-(6.40) convergem uniformemente

para zero quando ǫ → 0. Portanto, a convergência uniforme de V ǫ
eff vem das expressões

em (6.31)-(6.34) já que αk (uǫ
0
)2

βǫ
→ αk uniformemente, quando ǫ→ 0. Acima temos usado

que

2Re

∫

Ω

|w|2uǫ0τ(uǫ0)′(∇yu
ǫ
0 ·Ry) dsdy ds = 0,

e

2Re

∫

Ω

(w′w̄)uǫ0(u
ǫ
0)

′ dsdy ds = 2

∫

Ω

w̄w′uǫ0τ(∇yu
ǫ
0 ·Ry) dsdy = 0.

6.5.3. Demonstração do Lema 9

Vamos mostrar a existência de constantes positivas c1, c2, independentes de ǫ, tais que

bǫ(φ)+c1‖φ‖22 ≥ c2‖φ‖22, daí obteremos que o operador autoadjunto Bǫ+c1 é estritamente

positivo. Usaremos as desigualdades 1/2 < βǫ < 3/4 para ǫ suficientemente pequeno.

• Após alguns cálculos, obtemos

ǫ

∫

R

τ 2

2

(∫

∂S

γ

βǫ
|tr(v)|2(ẏ · y)2 dσ(y)

)
ds = Iǫ1(v) + Iǫ2(v),

em que

Iǫ1(v) =
ǫ

2

∫

Ω

τ 2

βǫ

(
∇y|v|2 · (αky22, αy21)

)
dyds, Iǫ2(v) =

ǫ2

2

∫

Ω

kτ 2αk
β2
ǫ

|v|2 dyds. (6.41)

Agora estimamos cada um dos termos em (6.41). Afirmamos que existe C3 > 0 de modo

que

ǫ

∫

R

τ 2

2

(∫

∂S

γ

βǫ
|tr(v)|2(ẏ · y)2 dσ(y)

)
ds ≥ −C3

[∫

Ω

|v|2 + |∇yv|2 dyds
]
. (6.42)
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De fato,

|Iǫ1(v)| = ǫ

∣∣∣∣
∫

Ω

τ 2

2βǫ
(∇y|v|2 · (αky22, αy21)) dyds

∣∣∣∣

≤ ǫC1

(∫

Ω

|v|2 + |∇yv|2 dyds
)

≤ C1

(∫

Ω

|v|2 + |∇yv|2 dyds
)
,

com C1 = 1 + ‖τ 2‖∞(‖α‖∞ + ‖αk‖∞). Por outro lado, para 0 < ǫ < ǫ1, com ǫ1 <
1√
2C1

,

temos

|Iǫ1(v)| ≤ ǫ

(
C1

∫

Ω

|v|2 + 1

2ǫ2
|∇yv|2 dyds

)
. (6.43)

A desigualdade (6.43) será usada na demonstração da Proposição 6. Para o termo Iǫ2

temos

|Iǫ2(v)| = ǫ2
∣∣∣∣
∫

Ω

τ 2αkk|v|2
2β2

ǫ

dyds

∣∣∣∣ ≤ 2ǫC2

∫

Ω

|v|2 dyds ≤ 2C2

∫

Ω

|v|2 dyds, (6.44)

com C2 = 1 + ‖αk‖∞‖k‖∞‖τ 2‖∞. Logo, em (6.42) podemos considerar C3 = C1 + 2C2.

• Usamos integração por partes para estabelecer a identidade

1

ǫ2

∫

Ω

Re

(
∇yv̄ ·

v

βǫ
∇yβǫ

)
dyds =

∫

Ω

k2

2β2
ǫ

|v|2 dyds− 1

ǫ

∫

∂Ω

k

2βǫ
|tr(v)|2ν1 dσ. (6.45)

Por definição de γ, obtém-se que

1

ǫ

∫

∂Ω

γ|tr(v)|2 dσ(y, s) = 1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γsα|tr(v)|2 dσ(y)
)

ds (6.46)

− 1

ǫ

∫

∂Ω

k

2
|tr(v)|2ν1 dσ(y, s). (6.47)

Como ∫

∂Ω

y1k
2

2βǫ
|tr(v)|2ν1 dσ(y, s) ≥ 0,

então de (6.42) e (6.45)-(6.46), produzimos a desigualdade

bǫ(v) ≥
1

2ǫ2

∫

Ω

|∇yv|2 dyds+
1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γsα|tr(v)|2 dσ(y)
)

ds (6.48)

−(C3 + 2‖k‖2∞)

∫

Ω

|v|2 dyds+
(

1

2ǫ2
− C3

)∫

Ω

|∇yv|2 dyds.
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• Para a integral de fronteira em (6.48) temos

1

ǫ2

∫

Ω

1

2
|∇yv|2 dyds+

1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γsα|tr(v)|2 dσ(y)
)

ds =

=

∫

R×(0,1)

1

ǫ2

[∫ 1

0

1

2

∣∣∣∣
∂v

∂y1

∣∣∣∣
2

dy1 + ǫα(s)
(
|tr(v)(1, y2, s)|2 − |tr(v)(0, y2, s)|2

)]
dy2ds

+

∫

R×(0,1)

1

ǫ2

[∫ 1

0

1

2

∣∣∣∣
∂v

∂y2

∣∣∣∣
2

dy2 + ǫα(s)
(
|tr(v)(y1, 1, s)|2 − |tr(v)(y1, 0, s)|2

)]
dy1ds.

Com um argumento similar ao usado no Teorema 11, produzimos a limitação inferior

1

ǫ2

∫

Ω

1

2
|∇yv|2 dyds+

1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γsα|tr(v)|2 dσ(y)
)

ds ≥ −4‖α‖2∞
∫

Ω

|v|2 dyds.

• Finalmente, segue desta última desigualdade e (6.48) que

bǫ(v) ≥ −(C3 + 4‖α‖2∞ + 2‖k‖2∞)

∫

Ω

|v|2 dyds+
(

1

2ǫ2
− C3

)∫

Ω

|∇yv|2 dyds.

Escolha c1 = 2c2, com c2 = C3+4‖α‖2∞+2‖k‖2∞. Para 0 < ǫ < ǫ2 < 1/2
√
C3, vale que

(
1
2ǫ2

− C3

)
> (2ǫ)−2. Portanto, para ǫ > 0 suficientemente pequeno, obtemos para toda

v ∈ dom bǫ

bǫ(v) + c1‖v‖22 ≥ c2‖v‖22;

bǫ(v) + c1‖v‖22 ≥ (2ǫ)−2‖∇yv‖22.

Isto termina a demonstração.

6.5.4. Demonstração do Lema 10

Denote por I(v) a integral

I(v) =

∫

Ω

∣∣∣∣v
′ + τ(∇yv ·Ry)−

v

2βǫ

(
β′
ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)

)∣∣∣∣
2

dyds,

e note que, como na demonstração do Lema 9,

bǫ(v)− I(v) + c2‖v‖22 ≥ 0.
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Então, expandindo o termo quadrático,

I(v) =

∫

Ω

|v′|2 dsdy +
∫

Ω

∣∣∣∣τ(∇yv ·Ry)−
v

2βǫ

(
β′
ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)

)∣∣∣∣
2

dyds

+2Re

∫

Ω

v′
[
τ(∇yv̄ ·Ry)−

v̄

2βǫ

(
β′
ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)

)]
dyds = I1 + I2 + I3.

Para v = wuǫ0, obtemos
∫
Ω
|v′|2 dsdy ≥

∫
R
|w′|2 ds. De fato,

∫

Ω

|v′|2 dsdy =

∫

Ω

|w′uǫ0|2 + |w|2|(uǫ0)′|2 + 2Re(w′w̄)uǫ0(u
ǫ
0)

′ dsdy

=

∫

R

|w′|2 ds+
∫

Ω

|w|2
[
(uǫ0)

′]2 dsdy

≥
∫

R

|w′|2 ds.

Vamos estimar o terceiro termo de I(v) acima. Para tanto, considere as seguintes

etapas:

• Etapa 1: Para v = wuǫ0 temos
∫

Ω

2v′τ(∇yv̄ ·Ry) dsdy = −
∫

Ω

2|w|2(uǫ0)′(∇yu
ǫ
0 ·Ry) dsdy = 0. (6.49)

• Etapa 2: Se v = wuǫ0 e ǫ > 0 pequeno o suficiente,

−2Re

∫

S

∫

R

v′v̄

[
1

2βǫ
(β′

ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry))
]
dyds ≥ −c2

∫

R

|w|2 dyds. (6.50)

De fato, por integração por partes

−2Re

∫

Ω

v′v̄

[
1

2βǫ
(β′

ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)
]
dyds =

∫

Ω

|w|2|uǫ0|2
[

1

2βǫ
(β′

ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)
]′

dyds,

e já que k, τ, k′, τ ′, k′′, τ ′′ são limitadas, seja ψǫ = 1
2βǫ

(β′
ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry), logo

ψ′
ǫ, ψǫ → 0, ǫ→ 0,

uniformemente, e temos concluída a etapa 2.

Portanto, para cada v ∈ dǫ, obtemos por (6.49) e (6.50), que Iǫ(v)+ c2‖v‖22 ≥ ‖w′‖22, e

desde que b̃ǫ(v)− Iǫ(v)+ c2‖v‖22 ≥ 0 segue b̃ǫ(v) ≥ ‖w′‖22, para ǫ suficientemente pequeno.

Isto completa a demonstração.
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6.5.5. Demonstração do Lema 11

Considere a forma b̂ǫ quadrática, com dom b̂ǫ = H1(Ω),

b̂ǫ(v) =

∫

Ω

∣∣∣∣v
′ + τ(∇yv ·Ry)−

v

2βǫ

(
β′
ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)

)∣∣∣∣
2

dyds

+
1

ǫ2

∫

Ω

|∇yv|2 dyds+
1

ǫ

∫

R

(∫

∂ω

γ|tr(v)|2 dσ(y)
)

ds

+

∫

Ω

|v|2k
2

4
dyds− 1

ǫ2

∫

Ω

Re

(
∇yv ·

v̄

βǫ
∇yβǫ

)
dyds.

Procedendo como no Lema 9, obtemos:

b̂ǫ(v) ≥
1

ǫ2

∫

Ω

|∇yv|2 dyd +
1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γsα|tr(v)|2 dσ(y)
)

ds− 2‖k‖2∞
∫

Ω

|v|2 dyds.

Notando que

1

ǫ2

∫

Ω

|∇yv|2 dyds+
1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γα|tr(v)|2 dσ(y)
)

ds ≥ −2‖α‖2∞
∫

Ω

|v|2 dyds,

podemos escrever

b̂ǫ(v) ≥ −2(‖α‖2∞ + ‖k‖2∞)

∫

Ω

|v|2 dyds.

Por outro lado, também contamos com a desigualdade

1

ǫ2

∫

Ω

1

2
|∇yv|2 dyds+

1

ǫ

∫

R

(∫

∂S

γsα|tr(v)|2 dσ(y)
)

ds ≥ −4‖α‖2∞
∫

Ω

|v|2 dyds.

Logo, vale

b̂ǫ(v) ≥
1

2ǫ2

∫

Ω

|∇yv|2 dyds− 2(2‖α‖2∞ + ‖k‖2∞)

∫

Ω

|v|2 dyds. (6.51)

Portanto, basta escolher c1, c2 > 0 como na demonstração do Lema 9, para concluir nosso

objetivo.

6.5.6. Demonstração da Proposição 6

Primeiramente, temos ‖β−2
ǫ − 1‖∞ ≤ Dǫ, com D > 0 dependendo apenas de ‖k‖∞. Se

Iǫ(v) =

∫

Ω

∣∣∣∣v
′ + τ(∇yv ·Ry)−

v

2βǫ

(
β′
ǫ + τ(∇yβǫ ·Ry)

)∣∣∣∣
2

dyds,



6.5. APÊNDICE 103

então

|bǫ(v)− b̂ǫ(v)| ≤ (Dǫ)

[
Iǫ(v) +

∫

Ω

k2

4
|v2| dyds

]

+ ǫ

∣∣∣∣
∫

R

τ 2

2

(∫

∂S

γ
|tr(v)|2
βǫ

(ẏ · y)2 dσ(y)
)

ds

∣∣∣∣ .

Pela demonstração do Lema 9 (veja também (6.43)-(6.44)), podemos inferir as estimativas

(para ǫ pequeno o suficiente)
∣∣∣∣
∫

R

τ 2

2

(∫

∂S

γ
|tr(v)|2
βǫ

(ẏ · y)2 dσ(y)
)

ds

∣∣∣∣ ≤
[
2C3

∫

Ω

|v|2 dyds+
∫

Ω

1

2ǫ2
|∇yv|2 dyds

]
,(6.52)

e

(2C3 − c1)

∫

Ω

|v|2 dyds ≤ 1

2ǫ2

∫

Ω

|∇yv|2 dyds+ ǫ−1

∫

R

(∫

∂S

γ|tr(v)|2 dσ(y)
)

ds

− ǫ−2

∫

Ω

Re

(
∇yv ·

v̄

βǫ
∇yβǫ

)
dyds. (6.53)

Portanto, as desigualdades (6.52)-(6.53) implicam

|bǫ(v)− b̂ǫ(v)| ≤ (Dǫ)

[
Iǫ(v) +

∫

Ω

k2

4
|v2| dyds

]
+ ǫ

{
b̃ǫ(v)−

[
Iǫ(v) +

∫

Ω

k2

4
|v2| dyds

]}

≤ ǫD̃b̃ǫ(v),

com D̃ = (D+1). Aplicando o Teorema 1 in [dOlV1], a demonstração da proposição segue.
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