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RESUMO

Seja (M;®) uma agao C°° de Z2 em uma variedade C*, fechada e de

dimensao m, com conjunto de pontos fixos F' = U FJ onde FV representa a unido das
componentes de F' de dimensao j. Dada uma certa]L:]il , podemos perguntar quais sao todas
as agoes que possuem F' como conjunto de pontos fixos (quanto existirem), a menos de
cobordismo equivariante. Neste trabalho obtemos tais classificagoes quando quando F' é
uma variedade de Dold do tipo P(1,2n+1) ou quando F é uniao de dois espagos projetivos
da forma Ky;P(m)UK.P(2n+1), com d,e € {1,2,4} e d < e. Em particular, este altimos
casos de unides de projetivos referem-se a problemas que ficaram em aberto em [2]. O
ponto crucial no que se refere a tais classificagoes foi uma melhoria por nés obtida referente
ao resultado de Pedro Pergher (|22, Teorema 1), o qual estabelecia condi¢oes para que
uma colegao de trés fibrados pudesse ser realizado como o fixed data de uma agao de Z3.
Especificamente, tornamos tais condi¢oes mais eficiente computacionalmente, ao eliminar
uma das condigoes, que era computacionalmente a mais complicada. Isto possibilitou que

nas classificagoes citadas fossem detectadas certas agoes exoticas com os mencionados

conjuntos de pontos fixos (vide defini¢ao 1.9.15).



ABSTRACT

Let (M; ®) be a smooth action of Z2 on a closed, smooth and m-dimensional

manifold, with fixed point set F' = U FJ where FJ means the union of the components
of F' of dimension j. Given such a]:FO, we can ask for the actions that have F' as fixed
point set, and in the positive case we have the question of the cobordism classification
of such actions. In this work we obtain such classifications when F' is a Dold manifold
of the form P(1,2n + 1), and when F' is the disjoint union of two projectives spaces of
the form K P(m)U K.P(2n + 1), with d,e € {1,2,4} and d < e. In particular, this
last case is concerning questions leaved open in [2]. The crucial point concerning such
classifications was an improvement refering to the Pergher’s result ([22], Theorem 1),
which established conditions on a collection of three vector bundles in such a way it can
be realized as the fixed data of some Z32-action. Specifically, we become such conditions
more efficient in computational terms, by removing one of the conditions, specifically the

more complicated. This possibilited to detect certain exotic actions (see the definition

1.9.15) in the mentioned classifications.
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INTRODUCAO

Sejam M"™ uma variedade n-dimensional suave e fechada, isto é, compacta
e sem bordo e T': M™ — M™ uma involucao suave, ou seja, T'oT = Id.

E conhecido que o conjunto de pontos fixos de T, F = {z € M™;T(z) = z},
é ou vazio ou uma uniao finita e disjunta de subvariedades fechadas de M", com a dimensao
de cada uma dessas subvariedades podendo assumir qualquer valor entre 0 e n. Podemos

n
entao usar a notacao F' = UF * onde F' denota a unido das componentes de F de
i=1

dimensao i. As componentes O-dimensionais constituem um conjunto finito de pontos,
enquanto as componentes n-dimensionais sao componentes conexas de M"™ em que 71" atua
como a funcao identidade.

Escolhendo a priori uma colecao finita de variedades fechadas e suaves, com

n
dimensoes variando de 0 a n, e considerando sua uniao disjunta F' = U F' uma questdo
i=1

neste contexto é se F' pode ou nao ser realizado como o conjunto de pontos fixos de alguma
involugao (M™;T), com m > n. Caso isso seja possivel, outra questao seria a classificagdo
dos pares (M™;T) com esta propriedade.

Como a classificagao de variedades M™ a menos de difeomorfismo para
m > 3 é um problema praticamente inacessivel, isto também acontece com o problema da
classificagao, a menos de difeomorfismo equivariante, dos pares (M™;T) em pauta. Desta
forma, a relacao de equivaléncia mais branda introduzida por Conner e Floyd, dada pelo
cobordismo equivariante, ¢ uma abordagem mais plausivel na busca de respostas para a
questao atras formulada e, de fato, mostrou-se bastante efetiva. Em outras palavras, a
questao é referente a classificagdo, a menos de cobordismo equivariante dos pares (M™; T')
com tal propriedade.

Nesta diregao, alguns resultados sobre tal tipo de classificacao podem ser

encontrados nos trabalhos listados abaixo:

(i) Quando F' = RP(2n + 1), a classificacao foi obtida por P. E. Conner ¢ E. Floyd em
([8], 1964), e o caso F' = RP(2n) foi obtido por R. E. Stong em ([30], 1966).
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(i)

(iii)

(iv)

(vii)

Em ([29], 1980) D. C. Royster estudou este problema quando F' é a unido de dois
espagcos projetivos reais. A classificacao foi feita caso a caso, dependendo da paridade
das dimensoes dos espagos projetivos, com argumentos especiais quando uma das
componentes era RP(0) = {ponto}, e deixando o caso em que ambas as dimensoes

sao pares em aberto.

Em ([31], 1993) Stong estudou o caso em que F' é uma uniao de uma quantidade

finita e arbitraria de produtos cartesianos finitos arbitrarios da circunferéncia S*.

D. Hou e B. Torrence estudaram o caso em que F' é uma uniao de uma quantidade
arbitraria de espagos projetivos reais de dimensao impar em ([12], 1994), e quando
F' é uma uniao arbitraria de espacos projetivos de dimensao par, todos com mesma

dimensao em ([13], 1996).

Em ([39], 2004) e ([38], 2002) Zhi Lu estudou o caso em que F' é a unido de um

espago projetivo real com uma variedade de Dold.

Em (|14], tese de doutorado, 2002) R. de Oliveira estudou o caso em que F =
RP(2) URP(4j + 2), e em ([15], 2007) R. de Oliveira, P. L. Q. Pergher ¢ A. Ramos
o caso F' = RP(2) URP(2j).

Em (]|28], tese de doutorado, 2007) e (|26], 2009) A. Ramos e P. L. Q. Pergher
estudaram o caso em que F' = RP(2°) URP(2n) e estenderam o trabalho de Royster
para o caso em que [’ é a uniao disjunta de dois espagos projetivos complexos ou

quaterniénicos.

Outra questao no contexto de cobordismo equivariante é a classificagao, a

menos de cobordismo equivariante, de acoes de Z&, (M™; ®), fixando F. No caso, uma

tal acao é entendida como uma colecao ordenada 11,75, ..., Ty : M™ — M"™ de involugoes

suaves e comutantes duas a duas, e F' = {x € M";T;(x) = x,Yi = 1,...,k} é como no

caso k = 1, uma uniao finita e disjunta de subvariedades fechadas de M™.

Para certas F', a classificacao para £k = 1 determina completamente a clas-

sificacao correspondente para todo k > 1. Especificamente, a partir de uma involugao
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(M™;T), é possivel fabricar um conjunto de a¢oes de Z& com o mesmo conjunto de pontos
fixos de T, usando algumas operacoes que serao descritas neste trabalho na se¢ao 1.9.
Para as F' em pauta, ocorre que se A é o conjunto de classes de cobordismo de involugoes
fixando F', entdo o conjunto de classes de cobordismo de agoes de Z& fixando F' ¢ obtido
a partir de A usando operacoes mencionadas. Se, ao contrario, dada F', existe acao de
ZE, (M™;®), a qual nio é obtida desta forma, costumamos chama-la de “ezdtica”. Por
exemplo, o fato de o caso k = 1 determinar completamente o caso k£ > 1 ocorre com
RP(2n), CP(2n), HP(2n) e QP(2), os espagos projetivos real, complexo, quaternioénico
ou o plano projetivo de Cayley ([5], [24]); isto também é verdadeiro quando F' é a uniao
de um ponto e uma variedade fechada conexa de dimensao maior que zero ou quando
F é a uniao de um ou dois espagos com propriedade H ([24] e [25]), entre os quais se
encontram os espagos projetivos da forma RP(2n), CP(2n) e HP(2n). O conceito de
propriedade H foi introduzido por P. Pergher e R. de Oliveira em [24]; uma variedade F™
conexa, suave e fechada satisfaz a propriedade H se ela pode somente ser realizada como
conjunto de pontos fixos de involucoes em codimensoes 0 e n, e no caso isso sempre é
possivel considerando-se as involugoes (M™; Id) e (M™ x M™; twist).

Em (|2], tese de doutorado), A. E. R. de Andrade estende o trabalho de
Royster e A. Ramos no sentido de classificar as acoes de Z5 fixando a unido de dois
espacos projetivos reais, complexos ou quaternidénicos. Também neste trabalho, A. E.
R. de Andrade classifica agoes de Z3 considerando alguns casos onde F' é a unido de
dois espagos projetivos relacionados a anéis distintos, isto é, F' do tipo RP(m) U CP(n),
CP(m)UHP(n) e RP(m) UHP(n). Especificamente, F' do tipo KqP(2m+ 1)U K. P(2n)
com d < e, onde K.P(j) representa o espaco projetivo real, complexo ou quaterniénico
quando ¢ = 1,2, ou 4, respectivamente.

Neste trabalho, completamos a classificagao obtida por A. E. R. de Andrade,
a menos de cobordismo equivariante, das agoes de Z3 fixando F do tipo KzP(m)UK_.P(n)
com d < e, com exceg¢ao de quando m e n sao simultaneamente pares, caso cuja classifica-
¢ao para involugoes ainda se encontra em aberto, em geral. Ou seja, os casos nao resolvidos

por A. E. R. de Andrade, concernente a agoes de Z3 fixando KyP(m)U K. P(2n+ 1), m
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par ou impar, sendo que d < e, foram completamente resolvidos. Ressaltamos que no
caso em que m e n sao pares, cujo caso k = 1 continua em aberto, nada resta a fa-
zer a nao ser resolver o caso k = 1, uma vez que para tal F' o caso k = 1 determina
completamente o caso k > 1. Na@o é o que ocorre com os casos por nos considerados (e
também por A. E. R. de Andrade), uma vez que, como veremos, surgiram varias agoes
exOticas. Quando F' = K,P(2m + 1) U K. P(2n + 1) surgem as agoes [(V/, S, T")], e no
caso F' = K4P(2m) U K.P(2n + 1), as agoes [A'(y)] e [A%(7)]. Também apresentamos a
classificagao, a menos de cobordismo, de involugoes e agoes de Z2 classificando varieda-
des de Dold do tipo P(1,2n + 1). Novamente aqui ocorreram agoes exdticas, denotadas
por [(Nk, ¥x)]. Ressaltamos que na literatura ndo existem ainda trabalhos envolvendo a
classificagao de involugoes e acoes de Z5 quando F' consiste de uma tinica componente, a
qual é uma variedade tipo Dold.

A classificacao foi possivel através da aplicacao da sequéncia exata de bor-
dismo de (Z%, q)-variedades de Stong [31], que diz que a classe de bordismo equivariante
de uma agao é completamente determinada pela classe de cobordismo simultaneo de uma
lista especifica de fibrados, chamado de fized-data da acgao, e de um teorema de Pergher
encontrado em ([22|, Teorema 1), que nos diz quando uma lista de trés fibrados é de
fato o fized-data de uma agao de Z3. Os dois resultados juntos formam um anélogo para
a conhecida sequéncia de Conner-Floyd [8] para agoes de Z3. Também vérias técnicas
computacionais desenvolvidas nos diversos trabalhos da literatura de P. Pergher e seus
colaboradores foram fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho. Mas, de fato,
o ponto crucial foi o resultado obtido por P. Pergher, Sergio Ura e Allan E. R. de An-
drade, o qual se trata de uma melhoria do resultado acima citado de P. Pergher (]|22],
Teorema 1). Conforme mencionado, este teorema de Pergher determina quatro condigoes
em termos de numeros de Whitney para que uma colecao de trés fibrados vetoriais seja
o fized-data de uma agao de Z3. Dentre tais quatro condigoes, uma é bem complicada
em termos computacionais, enquanto as trés restantes sao mais simples. Nossa melhoria
consistiu em mostrar que as trés condi¢oes mais simples implicam na mais complicada,

a qual pode entao ser descartada no teorema de Pergher. Em termos computacionais,
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este fato foi crucial no que se refere a detectar os casos exéticos que surgiram, uma vez
que com as ferramentas até entao existentes a tinica opgao possivel seria tentar descartar
a exoticidade, o que seria impossivel porque os modelos exoéticos existem concretamente,
fazendo parte da classificagao procurada.

Ressaltamos que, conforme visto na tese de doutorado de A. E. R. de An-
drade, quando os dois espagos projetivos sao relativos ao mesmo anel, agoes exdticas nao
ocorrem. Essa simplificacao propiciou a A. E. R. de Andrade obter a classificagao para
todo k > 1, e nao s6 no caso k = 2. Para tanto, A. E. R. de Andrade usou de forma
crucial alguns resultados de P. Pergher e R. de Oliveira de [24]. A ocorréncia de agoes
exOticas impede o uso de tais ferramentas de P. Pergher e R. de Oliveira, o que nos limitou

ao caso k = 2.



Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1. Cobordismo de Variedades

Defini¢ao 1.1.1 (Bordismo e Cobordismo de Variedades). Diremos que uma va-
riedade fechada n-dimensional M"™ borda, se existir uma variedade (n + 1)-dimensional
compacta com bordo, W™t cujo bordo OW™! ¢ difeomorfo a M™. Diremos que duas
variedades n-dimensionais M™ e N™ cobordam ou sao cobordantes se sua uniao disjunta

M™ U N™ borda.

A relacao de cobordismo é uma relagdo de equivaléncia no conjunto das
variedades fechadas. Denotamos por [M"] a classe de equivaléncia de M", denominada
classe de cobordismo de M™. Para cada n € N, denotaremos por N,, o conjunto das classes
de cobordismo das variedades n-dimensionais.

A unido disjunta entre variedades n-dimensionais induz uma operagao bem-

definida em N, provendo uma estrutura de grupo abeliano cujo elemento neutro é [S™]:
[M"] + [N"] = [M"™ LI N"]

oo
Denotaremos a soma direta @Nn por N..

n=1

Proposicao 1.1.2. O produto cartesiano de variedades induz uma opera¢iao de produto
em N, que nos elementos homogéneos € definida por [M™] - [V™] = [M™ x V™. Com
esta operacao, N, tem estrutura de anel comutativo com unidade, conhecido como o anel
de bordismo nao orientado de Thom. A wunidade € a classe de cobordismo das varie-
dades 0-dimensionais nao nula, [{x}], especificamente a classe cujos representantes sao

quantidades impares de pontos.
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Observacao 1.1.3. Fizada uma variedade fechada M™, existe uma unica classe de ho-
mologia nao nula em H,(M" Zy), chamada classe fundamental de homologia modulo 2,

que denotaremos por o(M™).

Sejam 7 — M" o fibrado tangente a M™ com classe de Stiefel-Whitney
W(r)=14wi+ -+ wp.

Observacao 1.1.4. Tomando inteiros nao negativos r1,7s, ...y, COM 11 + 219 + « -+ +

re2 . Tn

, 0 qual € uma classe de

nr, = n, podemos formar o mondmio wy (7)™ - wa (7)™ -+ - wy(7)

cohomologia em H™(M",Zs).
Definicao 1.1.5. O inteiro mddulo 2 obtido pela evaluacao
(wiy (1) - wiy (1) -+ wi (1), o(M"))

¢ chamado o ntmero de Stiefel-Whitney ou o ntimero caracteristico de M™ associado a

wiy () - wip (1) -+ - wi, (7).

Associada a uma variedade fechada M"™, existe uma colecao de inteiros
modulo 2, obtida ao considerarmos todos os possiveis mondmios w;, (7) - w;, (7) - - w;, (7),
com i1 + i3 + - - - + 7, = n, conforme especificado acima.

Dizemos que duas variedades fechadas M™ e V™ possuem os mesmos niime-

ros de Whitney se
(wiy (Tagn) - wig (Tagn) + - - wi, (Tagn ), o (M™)) = (wiy (Tvn) - wiy (Tyn) -+ wi, (Tyn), 0 (V"))
para toda sequéncia 11, io, ..., %, com i1 + s + - - + 7, = n.

Teorema 1.1.6 ([35]). Seja M™ uma variedade fechada n-dimensional. A variedade M"
borda se, e somente se, todos os seus numeros de Stiefel-Whitney sao nulos.

]

Corolario 1.1.7. Sejam M™ e V" duas variedades fechadas de mesma dimensao. FEn-
tao M™ e V™ sao cobordantes se, e somente se, todos os niumeros de Stiefel-Whitney

correspondentes forem iguais.
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Teorema 1.1.8 ([35]). N, tem estrutura de dlgebra polinomial graduada sobre Zs, com

um gerador em cada dimensio n # 2 — 1.

1.2. Cobordismo Singular

Seja X um espago topologico fixado. Uma variedade singular em X é um
par (M", f), onde M™ é uma variedade fechada de dimensao n e f é uma fungao continua
f:M"— X.

Definigao 1.2.1. Diremos que uma variedade singular (M™, f) borda se existir uma

variedade W™ compacta com bordo OW™ ™ = M™ e uma funcao continua F : W — X

cuja restrigao F|ym € igual a f.
Seja X um espago topologico e sejam (M™, f) e (N, g) variedades singulares
em X. Denotamos por f Ll g a funcao fUg: M" U N™ — X definida por

flz) sexe M",
g(x) sexe N™

fug(r) =

Definigao 1.2.2. Seja X wm espago topoldgico e sejam (M", f) e (N™,g) variedades
singulares em X. FElas sao ditas cobordantes se sua unigo disjunta (M™ 1 N™, f U g)

borda.

A relagao de cobordismo é uma relacao de equivaléncia entre variedades
singulares de mesma dimensado. Denotaremos por [(M™, f)] a classe de equivaléncia de
uma variedade singular (M", f) e por N, (X) o conjunto das classes de equivaléncia das

variedades singulares de dimensao n.

Definimos em N, (X) uma operagao de soma:
[(M", )]+ [(N", 9)] = [(M" UN", f U g)],

que o torna um grupo abeliano, chamado o grupo de bordismo n-dimensional nao orientado
de X. Um representante para o elemento neutro é uma variedade singular (M™, f) onde

M™ borda e f é constante.
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Definigao 1.2.3. Denotamos a soma direta @Nn(X) por N.(X).
n=0

Proposigao 1.2.4. Munimos N.(X) com uma operagio tornando-o um N,-mddulo gra-

duado. FEsta operacao € definida nos elementos homogéneos da sequinte forma: Dados

[M™] € Now e [(N", 9)] € Nu(X),
[M™] - [(N", g)] := [(M™ x N™, g o m3)] € Ninn(X),
onde Ty € a projecao na sequnda coordenada.
O

Observagao 1.2.5. Quando X = {ponto}, existe um isomorfismo natural N,(X) = N,
definido por [(M™, f)] — [M"].

Seja (M™, f) uma variedade singular em X. Associamos a (M™, f) certos
nimeros modulo 2, de forma a estender o que ja foi feito para os elementos de N.:
Para cada classe de cohomologia h € H™ (X, Zs) e partigao i +is+- - -+1i, =

n — m, obtemos o inteiro, médulo 2,
wiy (7) - wiy (7) - wi, (7) - [H(R)[M"]
ou, resumidamente,
Wiy Wiy - eewy, - fR(R) M.
Defini¢ao 1.2.6. Tais nimeros sao denominados nimeros de Whitney (ou ntimeros ca-

racteristicos) de f, associados a h, e sio os nimeros de Stiefel-Whitney de M™ usuais

quando h =1 € H°(M",Zs).

Teorema 1.2.7. [8] Seja X um CW -complezo finito em cada dimensao. Uma variedade
singular em X, (M"™, f), borda, se e somente se todos os seus nimeros caracteristicos sao

nulos.

]

Corolario 1.2.8. Seja X um CW-complexo finito em cada dimensao. Duas variedades
singulares em X sdao cobordantes se, e somente se, possuem 0s mesmos numeros caracte-

ri5t1c0S.
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1.3. Cobordismo de Fibrados

Sejam M™ e V" variedades fechadas n-dimensionais e ¥ — M™ e nf — V"

fibrados vetoriais k-dimensionais sobre M"™ e V", respectivamente.

Definicao 1.3.1. Diremos que o fibrado £ — M™ borda se existir um fibrado vetorial
k-dimensional v* — W™ tal que OW™ = M™ e v¥|ym = €. Os fibrados €8 — M™ e

n* — V™ sdo ditos cobordantes se sua uniao disjunta (¥ — M™) U (n* — V™) borda.

A relacao de cobordismo de fibrados é uma relacao de equivaléncia na co-
lecao de fibrados k-dimensionais sobre variedades fechadas n-dimensionais. Denotamos a
classe de cobordismo de &8 — M™ por [¢¥ — M™], ou simplesmente por [£¥]. A colegdo
formada por todas tais classes torna-se um grupo abeliano através da uniao disjunta, no

qual todo elemento tem ordem 2, e torna-se um N,-moédulo através da operacao

(V™ (€5 — M) = [py(€F) — V™ x M7,
onde py : V™ x M™ — M™ ¢ a proje¢do na segunda coordenada e p(£¥) denota o pullback
de &F por p..

Associado a cada fibrado €¥ — M™, temos uma funcao f : M™ — BO(k),
com a propriedade de que o pullback f'C* — M"™ = ¢ — M", onde ¢* — BO(k)
¢ o fibrado universal k-dimensional e BO(k) é o espago classificante para fibrados k-
dimensionais. A menos de homotopia, esta funcao é tnica com esta propriedade, e é
chamada funcao classificante do fibrado.

Esta associacao induz uma bijecao, a nivel de classes de equivaléncia de
cobordismo, [¢¥ — M"] < [M", f] com o grupo de cobordismo singular N, (BO(k)).
Além disso, essa associacao é um isomorfismo de N,-mo6dulos.

Desta forma, como BO(k) é um C'W-complexo finito em cada dimensao, um
elemento [€¥ — M"] é completamente determinando por seus ntmeros caracteristicos.

Para ver como sao tais ntimeros nesse caso especifico, se f ¢ uma funcao classificante para



1.4. Cobordismo Equivariante 11

¢F, para cada h € H™(BO(k)) e parti¢do iy + - -+ +is = n — m, temos o ntimero :
(wiy (M™) i, (M™) f*(h), o (M™)).

H*(BO(k)) ¢ uma algebra polinomial Zs[vy, v, ..., v, onde v; é a i-ésima
classe de Stiefel-Whitney do fibrado universal k-dimensional v* — BO(k). Assim, h ¢ da
forma > vy, -+ v;

, €, consequentemente,

Fh) = Fr ) 7 (v;)
=) Wi (€5) - w; (€9).

Logo, os niimeros caracteristicos da forma
(Wi (M™) . wi (M™)w;, (€F) - - wy, (€F), 0 (M™)) € Zo,

com i1 +---+1is+ j1 + - j; = n, caracterizam completamente a classe de cobordismo do
fibrado ¥ — M"™. Em outras palavras, £¥ — M™ borda se, e s6 se, todos tais nimeros
sao nulos, e dois fibrados vetoriais sao cobordantes se, e somente se, possuirem todos os

ntmeros caracteristicos correspondentes iguais.

1.4. Cobordismo Equivariante

Sejam G um grupo de Lie compacto fixado. Sejam M™ uma variedade

n-dimensional compacta e ® : G x M"™ — M"™ uma acao C*>° de G em M".

Denotaremos uma tal agdo por (M"; ).

Definigao 1.4.1. Se M™ ¢é suave e fechada, uma a¢dao (M™; ¢) borda equivariantemente
se existe variedade suave compacta W™ tal que J(W™) = M™ e uma agao (W™ W)
que V|,,, = ®. Duas acoes (M™; @) e (V™;¥) siao G-cobordantes ou equivariantemente

cobordantes se sua unido disjunta (M™ L V™ ® U W) borda equivariantemente.

A relagao de cobordismo equivariante é uma relagao de equivaléncia, e deno-
tamos por Z,(G) a colegao das classes de cobordismo das G-a¢oes em variedades fechadas

n-dimensionais.
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Definimos em Z,,(G) uma operagao induzida pela uniao disjunta, com a qual

Z,(G) se torna um grupo, chamado de grupo de G-cobordismo irrestrito n-dimensional:
[M"; @] + [V U] = MUV oL .

Quando exigimos que todas as agoes em jogo sejam livres, o conjunto de

tais classes é chamado de grupo de G-cobordismo principal n-dimensional, denotado por

No.(G).

Notacgao 1.4.2. Denotamos a soma direta @Ij(G) por L,(G) e a soma direta @/\/](G)
=1 j=1

por NL.(G).
Definigao 1.4.3. Definimos um produto por escalar em IZ,(G) que o torna um N,-mddulo:
[M"]-[(V™ @) = [(M™ x V™ W)

onde U : G x (M™x V™) — M"™x V™ é definida por ¥(g, (z,y)) = (z,P(g,v)).

A mesma operagio torna N,(G) um N,-mddulo.

1.5. Sequéncia de Conner-Floyd

Durante esta secao, particularizaremos as consideracoes da secao anterior
para G = Z,. Assim, N,(Z3), o grupo de Zy-bordismo principal, é o grupo abeliano
formado pelas classes [M™; ®|, onde M™ é uma variedade fechada e ® : Zy x M™ — M"
¢ uma agao livre e suave. Tal acao equivale a existir uma involugao sem pontos fixos
T:M"— M" onde T'(z) = (-1, x).

Por conveniéncia, usaremos a notagao [(M™;T)] € N,(Zs) ao invés de
[M™; ®].

Seja (M™;T) uma involugao sem pontos fixos, e considere o fibrado linha
trivial M™ x R % M". Definimos uma involucao sem pontos fixos 7/ em M"™ x R por

T'(z,t) = (T(x),—t), que tem a propriedade de poT" =T o p.
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Definicao 1.5.1. Definimos o fibrado linha canénico associado a T como sendo o fibrado

A= (M" x R)/T"
I
M"T,

onde p' € a projecao induzida por p nas classes de equivaléncia.

Teorema 1.5.2. [8] A correspondéncia [(M™;T)] — [A — M™/T] independe dos repre-
sentantes das classes de equivaléncia e induz um isomorfismo de N,-mddulos entre N, (Zs)

e N.(BO(1)).
O

Observagao 1.5.3. Pelo teorema acima, a classe de cobordismo de uma involugao sem
pontos fizos (M™;T) é completamente caracterizada pelos nimeros caracteristicos do fi-

brado linha canodnico associado a T, X\ — M/T.

Definicao 1.5.4. Chamamos os nimeros acima de nimeros caracteristicos da involugao

(M™T).

Sejam V" uma variedade fechada e £€¥ — V™ um fibrado vetorial com fibra
de dimensao k sobre V". Existe o fibrado em esferas S(¢¥) — V™, com fibra S*~! e espaco
total uma variedade fechada de dimensao n+k—1. A aplicacao antipodal A : S¥~1 — Sk~1

induz uma involugao T em S(&¥), atuando como a antipoda em cada fibra.
Definigao 1.5.5. O par (S(&%);T) é chamado de o fibrado involucao associado a &F.

Proposicao 1.5.6. Sejam V" uma variedade fechada e €¥ 5 V™ um fibrado vetorial k-
dimensional sobre V™. A projecio p induz a proje¢do p' no quociente RP(EF) = S(&%)/T
tal que RIP(&F) 2y ¢ um fibrado, com fibra RPF1L.

O

Definicao 1.5.7. O fibrado descrito na proposi¢cao acima ¢ chamado fibrado projetivo

associado a &F.
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Seja (M™; T) uma involu¢ao com conjunto de pontos fixados F. Cada parte

conexa de F' é uma subvariedade fechada de M"™, e podemos escrever F' = |_| F*_ onde
k=0
cada F* denota a unido disjunta das componentes k-dimensionais de F.
Definicao 1.5.8. Denotamos por 0" * o fibrado normal de F* em M™ e porn — F a
uni@o U(nn_k — ).
k=0
Definigdo 1.5.9. Definimos M, = (PN, (BO(n — k)) e M. = P M.
k=0 k=0
Para cada k, a classe [p" % — F*] pode ser interpretada como um elemento

de N, (BO(n — k).

Assim, denotando [n — F| = U [n" % — F¥], segue que [n = F] € M,.
k=0

Proposigao 1.5.10. A associa¢io (M™;T) — (n — F) induz um homomorfismo de
N.-mddulos j, : T.(Zy) — M,

O

Associado a cada fibrado & — M", temos a involucao sem pontos fixos
(S(&); A), onde S(§) é o espago total do fibrado em esferas de & — M™ e A é a involugao

antipodal em cada fibra.

Isto induz um homomorfismo 9 : M, — N, (Zy)

Proposicao 1.5.11. (Sequéncia de Conner-Floyd, [8]) A sequéncia
0= Z.(Zy) 25 M, 5 No(Zy) = 0
€ exata.

Dem.: Vide [8] p. 88
O
Dada uma involugao (M™; T') com conjunto de pontos fixos F', a proposi¢ao
acima nos diz que j, € injetor, o que implica que a classe de cobordismo do fibrado normal

n — F determina completamente a classe de cobordismo de (M™;T).
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Defini¢ao 1.5.12. Chamamos n — F de fixed-data da involucao (M™;T).

Corolario 1.5.13. Um fibrado n — F ¢ fixed-data de uma involugio (M™;T) se, e

somente se, O[n — F| = 0.

n

Corolario 1.5.14. Um conjunto de fibrados do tipo (n — F) = U(n"‘k — F* € o
k=0
fixed-data de uma involucao se, e somente se, todos os nimeros de Stiefel-Whitney do

fibrado linha v — RIP(n) sao nulos.

Corolario 1.5.15. Duas involugoes (M™;T) e (V™; S) sao cobordantes se, e somente se,
seus respectivos fixed-data, n — Fr en’ — Fg, sao cobordantes. Ou seja, duas involugoes
sao cobordantes se, e somente se, seus fixed-data possuem os numeros caracteristicos

correspondentes iguais.

Observagao 1.5.16. Suponha que n — F = ("~ — FY) U ("7 — FY) seja fixed-data

de uma involucgao.

(a) Sen™ " — F' ¢ fixed-data de uma involugao, entio n"~7 — FV também o é.

(b) Se (n"™" — FY) U (R™ — {pto}) € fixed-data de uma involugdo, entio (n" 7 —
Fi)U (R" — {pto}) também o €, onde R™ denota a soma de Whitney de n cdpias

de n copias do fibrado trivial 1-dimensional.

1.6. Estrutura de H*(RP(v*),Z,), Teorema de

Borel-Hirzebruch e Formula de Conner

Seja n* — F™ um fibrado vetorial k-dimensional, com k£ > 1, sobre uma

variedade fechada conexa n-dimensional e com classe de Stiefel-Whitney igual a
W =1+uv + -+

Tome o fibrado em esferas S(n*) — F™ com fibra S¥~1 e considere a invo-

lugdo T no espago total S(n*) induzida pela involugao antipodal em cada fibra.
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Associados a esta involugdo temos o espago quociente RP(n*), o fibrado
quociente RP(n*) — F™ com fibra RP(k — 1) e o fibrado linha A — RP(n*).

O fibrado linha A — RP(n¥) tem classe de Stiefel-Whitney W()\) = 1+w; ()
e a propriedade de que a restrigao a cada fibra RP(k — 1) é igual ao fibrado linha canénico.
Por simplicidade, denotamos wy(\) = c.

Se RP(k —1) C RP(n*) representa uma fibra, o fibrado linha ¢ — RP(k —1)
& o pullback de X — RP(n*) pela funcdo inclusdo e, pela naturalidade das classes de
Whitney, a imagem de ¢ € H(RP(n*); Zy) ¢ o gerador de H*(RP(k — 1); Zs). Pelo homo-
morfismo induzido pela projecao, p* : H*(F™; Zy) — H*(RP(n*); Zy), podemos considerar
H*(RP(n*); Zy) como um moédulo graduado sobre o anel H*(F™;Zs,). Aplicando o Teo-
rema de Leray-Hirsch, [3] pg 129, H*(RP(n*); Zy) ¢ um H*(EF™; Zy)-mo6dulo livre graduado
com base 1,¢,c?, ..., c* L.

Considere agora o fibrado tangente 7 — RP(*). A projecao p : RP(n*) —
F™ divide o fibrado tangente em uma soma de Whitney 7 = 71 & 7o (|4], pg. 482), onde
71 é o pullback do fibrado tangente de F™ pela projecao p. A classe de Whitney de 71 é
igual a 1+ p*(wy) + -+ + p*(wn), onde w; representa a i-ésima classe de Stiefel-Whitney

de F™. A classe de Whitney de 7 foi calculada por Borel-Hirzebruch em [4], pg. 517.
Teorema 1.6.1 (Borel-Hirzebruch [4]). A classe total do fibrado 75 — RP(n*) € dado por
(L4 0™+ (L4 0)"p"(v1) + -+ + " (v).

Como 15 € um fibrado vetorial de dimensao k — 1, temos também que
4 () + FTpM(vg) + -+ pT(0F) = 0.
O

Coroléario 1.6.2. A classe de Stiefel-Whitney do fibrado tangente a RIP(n*) € expresso da

sequinte forma:

(L4 p"(w) + -+ p"(wn) (L+ ™ + 1+ )" 'p () + - p"(vn))
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Por simplicidade, escreveremos a; no lugar de p*(a;), onde a; € HI(F™; Zy).
Assim, H*(RP(n*); Zs) é um H*(F™; Zy)-mo6dulo gerado por {1,c,...,c* '}, com relacio
c* = cFlvy + - + . Logo, se a, € HY(F™; Zy) é tal que a,c*~! =0, entdo a, = 0. Em
particular, (a,,o(F")) = (a,c1, o(RP(n*))).

Seja W(n*) = W =147, + 0y + -+, a classe dual de W (n¥), onde
cada T; é um termo homogéneo de grau i. Da equagiao W (n*) - W(n*) = 1 obtemos uma

formula recursiva para v;, fixando vy = 1, dada por

i
v; = E Uj@ifj'
=1

k k

Da relacao ¢* = c*~1v; +- - - +v; e da colecao de expressoes acima, obtemos

as seguintes equacoes:

k—1
chti=1 @jck—l + Z bjick—l—t’
t=1

para especificos b;, € HITH(F™).

Em particular,

k-1
a, " = g (ﬂnsckl + E bns,tck1t> = a,0,_ "

t=1

Definicao 1.6.3. Obtemos assim a sequinte formula:
(asc™ 1 o (RP(0"))) = (a0n—s, o (F™)),
que denominamos Formula de Conner

Vide [6] para mais detalhes.

1.7. Bordismo de agoes de Z:

1.7.1. Bordismo simultaneo de uma lista de fibrados

Denotamos por (v, ...,vs) — M uma lista ordenada de s fibrados vetoriais

sobre uma variedade M.
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Defini¢ao 1.7.1. Dizemos que a lista (v1,...,vs) — M borda simultaneamente ou que
borda como lista se existe uma variedade com bordo W e uma lista de fibrados vetoriais

(Cis- s Cs) sobre W tais que OW = M (ou seja, M borda) e (;,, = v; para cada 1 < i <'s.

Defini¢ao 1.7.2. Dadas duas listas (vy,...,vs) = M e (x1,...xs) — N, dizemos que
elas sao simultaneamente cobordantes se, e somente se, (v1 U x1,...,vsUxs) = M UN

(uniao disjunta) borda simultaneamente.

Lema 1.7.3. O cobordismo simultdneo de fibrados € uma relagao de equivaléncia.

Notagao 1.7.4. Adotaremos as sequintes notagoes:

o [(M;uvy,...,vs)] a classe de cobordismo simultaneo do elemento (vy, ..., vs) — M;

° Nn;rl,...,rs o conjunto das classes de equivaléncia de bordismo simultaneo de listas de

s fibrados ordenados, com dimensoes 1, ..., 7, sobre variedades n-dimensionais;

. 0 conjunto das classes de equivaléncia de bordismo simultaneo de listas de

------

s fibrados ordenados com dimensoes rq, ..., s, sobre qualquer variedade.

Listas (11, ...,vs) — M™ estao em correspondéncia, a menos de cobordismo,
com elementos de N, (BO(ry) x --- x BO(r,)), onde n é a dimensdo da base e 1; é a

dimensao da fibra de v;:

(M50, ws)] o (MY (frs s f5))]

onde cada fungdo coordenada f; : M™ — BO(r;) é uma fungao classificante para o fibrado

v; — M". Esta associagao induz uma bijecao

p: 'A/:k;/rl,...,Tq — N*(‘BO(Tl) XKoo X BO(TS))

Teorema 1.7.5. A aplica¢io bijetora p que associa a cada classe de Ny, .. . um ele-

S

mento de N, (BO(ry) x --- x BO(r,)) possibilita induzirmos uma estrutura de N,-mddulo
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em Niyy..r.. Com esta estrutura, Ny, »., que chamaremos de grupo de bordismo si-

multdneo, torna-se um N,-mddulo isomorfo a N.(BO(r1) x -+ x BO(rs)) (sendo p o

isomorfismo).

O
Observacao 1.7.6. Jd vimos em 1.2.8 que a classe [(M™; (f1,..., fs))] € completamente
determinada por seus nimeros caracteristicos, e portanto [(M™; vy, ..., vs)] também. Neste

caso, as classes usadas para calcular nimeros caracteristicos sao produtos que sao combi-

nagoes de classes de Whitney dos fibrados v; e da classe de Stiefel-Whitney de M™.

Observagao 1.7.7. Note que a definicao de cobordismo simultineo implica que se as
listas (v1,...,vs) = M e (x1,...Xxs) = N sao simultaneamente cobordantes, entio cada
fibrado v; — M é cobordante a x; — N, e em particular, dim(v;) = dim(y;). Mas a

reciproca nao € necessariamente verdadeira, como serd visto no exemplo abaixo.

Exemplo 1.7.8. Seja & — St o fibrado linha canénico e consideremos os sequintes
fibrados:
n=p(&) — 8" x S,
X =pa(&) = ' x S,
onde py e py sao as projecoes. Mostraremos que 1 e x bordam, mas a lista (n,x) — M
nao borda simultaneamente.
Denotamos por By x 1 e 1x By 0s geradores de H*(S' x SY), associados a pri-
meira e sequnda cdpia de S*, respectivamente. Sabemos que W (&}) =1+ a, a € H'(S!),
e que pi(a) = B1 x 1 e pi(a) = 1 x [y, Como W(n) = 1+pijla) =1+p x1e
W (St x S1) = 1, os nimeros de Whitney de [n; S* x S| serdo todos nulos. ( porque a
tinica possibilidade é (81 x 1)>? =i x1=0)
Analogamente, todos os niimeros de Whitney de [x; S* x S| serdo nulos.

Assim, os fibrados n e x bordam. Mas temos o nimero de Whitney de

[(n,x); S* x S dado por

(wimwi(x), o (ST x S1)) = ((B1 x B2),0(S" x §1))
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¢ ndo nulo, e portanto (n,x) — S* x S* nao borda simultaneamente.

Observagao 1.7.9. Observe também que o cobordismo da definicao acima implica que
as somas de Whitney vy & --- ®vs - M e x1 B --- P xs = N sao cobordantes, ou
seja, cobordismo simultineo implica em cobordismo dos fibrados resultantes da soma de
Whitney. Mas a reciproca nao € necessariamente verdadeira, como pode ser visto no

exemplo abaixo.

Exemplo 1.7.10. Seja & — St o fibrado linha canénico. Entdao @& — St € cobordante
a R®OR — S, como pode ser constatado via cdlculo de nimeros caracteristicos, mas & —

St nao é cobordante a R — S*. e portanto a lista (&1,&1) — S* nao é simultaneamente

cobordante a (R, R) — S*.

1.7.2. Fized-data de agoes de Z5

Lema 1.7.11. Seja S : R®™ — R™ uma involugao linear isométrica. Os subconjuntos
Fy ={u e R"S(u) =u} e F, ={u € R" S(u) = —u} sao subespacos vetoriais de R™,
com R" = F| @ Fs.

]

Sejam St, ..., Sk involucoes lineares comutantes e isométricas em R™. Para
cada inteiro 0 < j < 2F — 1 seja Bj = b1by...by_1by a representacao binéaria de j com &

algarismos. Considere a colegao de sequéncias A; = (ay, ..., a), sendo a; = (—1)b.

Lema 1.7.12. g4, = {v € R"; Si(v) = ajv, 1 < <k}, para cada 0 < j < 2k — 1, é um

subespago vetorial de R", com R" = @< j<or_1€4;-
O

Observacao 1.7.13. Considerando as involugoes Sy, Ss, ..., S, como uma ag¢ao linear de

Lo ® Ly ® --- D Lo em R", teremos que
eay = {0 ER%Si(v) =v, 1<i <k}
€ o conjunto de pontos fixos desta ac¢do, enquanto

Drgj<ar—184,
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€ o fibrado normal de €4, em R".

Notagao 1.7.14. Denotamos por

o (M;®) = (M;Ty,...,Tx) uma acio de 75, ou seja, os elementos bdsicos T; sdo

1mwvolugoes sobre M que comutam ;

e Fy.r, o conjunto de pontos fizos da involugao T; (usaremos Fr, quando a variedade

estiver subentendida);

k
Fs o conjunto de pontos fixos da agao ®, ou seja, Fp = ﬂFTZ.;
i=1

o (Tar)z 0 espago tangente a M em x;

Ty 0 fibrado tangente a M, ou seja, Tar = U (Tar) -
reM

Observagao 1.7.15. Seja G = ({T1,..., Ty, ; T? = 1, T,T; = T;T;) = Z5. Se um au-
tomorfismo o : G — G nao € trivial, entio as ag¢oes (M;®) = (M;Ty,Ts,...,Ty) e
(M; V) = (M;0Ty,0Ts,...,0T}) sio em geral agoes distintas. Assim, quando damos uma
acao (M;Ty,...,Ty) estamos fizando uma base ordenada (11, ...,Ty) para G. Quando ti-

vermos duas agoes nesta situacao diremos que diferem por uma mudanca de base de

G.

Seja (M;®) = (M;Ty,...,Ty) uma agao de Z5. Para cada 1 < j <28 —1
temos uma sequéncia A; = (ay,...,a), com a; = %1, e um homomorfismo associado
p;j + G — Z,, definido na base como p;(T;) = a;. Seja H; = ker(p,) e tome T' € G\ Hj,
de modo que G = H; @ (T'). A restrigao de T' a Fg|,, ¢ uma involucdo, cujo conjunto de
pontos fixos é F.

Definimos €4, — Fp como sendo o fibrado normal de Fg em Fg),, .
J

Defini¢ao 1.7.16 (Fixed-data). Associado a (M;Ty,Ts,...,T}), temos o fixed-data

<5A175A27---75A2k71) — Fq>

que sao objetos jd considerados anteriormente, ou seja, listas de fibrados sobre variedades

fechadas.
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Observacao 1.7.17. Note que aplicar um automorfismo nao trivial na agao resulta numa

permutacao da lista de fibrados do fixed-data, mas a reciproca nao € verdade para k > 2.

Observagao 1.7.18. Ao longo deste trabalho, para maior clareza, usaremos algumas vezes
a representacao
n

!
F

no lugar da notagao usual n — V. Isto se dard principalmente ao tratarmos de uma lista
de fibrados de um fixed-data
(7717 R 777”)

!
F

ou quando F' € composto de mais de uma parte conexa

(771’---7777‘) (517"'757‘)
) U )
Fy E;

1.8. Teorema de Lucas

Nos célculos envolvendo niimeros caracteristicos, é de grande importancia

técnica determinar a paridade dos coeficientes binomiais (Z) Nesse contexto o Teorema

de Lucas é muito util.

Definicao 1.8.1. Seja p um numero primo. Dado um inteiro positivo n, definimos a

expansao p-adica de n como sendo
n:(nkvnk—la"'7n27n17n0)7 (Ognzgp_l)

onde

e + e p" T e nep® ' +nep” =0
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Observagao 1.8.2. Quando p = 2, temos a expansao diadica (2-ddica) de n dada por
n = (Mg, Ng_1, .- - N2y, n0) = 2" +np_ 12571+ 4 m922 + 120 +02°, (0<m; < 1)

que € equivalente a representar n na base 2 (forma bindria). Como cada n; € igual a 0 ou

1, temos que n € dado por um soma de poténcias distintas de 2.

Teorema 1.8.3 (Teorema de Lucas [17]). Seja p um nimero primo e tomemos r e ¢ com

expansoes p-ddicas:
_ ok k—1 2
7= Tk, Thety -+ o5 T2, 71,70) = TP+ 11p™ "+ - mp” + 1ip + 1o,

k k—1 2
¢ = (ChyCht,...,C2,C1,C0) = kD" + Ch1p”  + -+ cop” + c1p + co.

()= () () () () tmonn

convencionando-se que (Z) =0 sea<b.

Entao

O
Corolario 1.8.4. Sejam r e ¢ com expansoes diddicas:
r= erk + rk_12k_1 + 22 2+ ro, 7, =0 ou 1
c=c2" + 12+ 2 2+ co, ¢; =0 ou 1.
Sejam R ={i; r, =1} e C ={i; ¢; = 1}. Entao
(Z) =1 (mod 2) se, e somente se, C C R.
Corolario 1.8.5. Sejam a e b naturais quaisquer com (Z) = 1(mod 2). Se 2! é uma

°0) = 1(mod 2).

poténcia que aparece na expansao diddica de b, entao (b—2t

Corolario 1.8.6. (ajc) = 1(mod 2) se, e somente se, a e ¢ possuem expansoes diddicas

disjuntas.

Corolario 1.8.7. Se b e ¢ sao naturais positivos que possuem expansoes diddicas disjuntas,

entao para todo inteiro positivo a, temos

(150) = () (0) a2
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Observacao 1.8.8. Sejam a e b inteiros positivos impares tais que a +b = 2" para

algum r € N. Para cada 1 <t < r, ou 2" aparece na expansio diddica de a ou na de b.

(;) + (211) = 1(mod 2).

1.9. Duas acoes especiais

Logo, por 1.8.4,

Defini¢ao 1.9.1 (Acao twist ou Zg-twist). Dada uma variedade M, definimos uma in-
volugao em M x M por Ty (xq,x2) = (22, 21).

(M x M;Ty) € uma agao de Zy que serd chamada de twist ( ou Zs-twist ).

Teorema 1.9.2. O fixed-data da ac¢ao twist € Tay — Fipist, onde Fiise € a diagonal de

(M x M), A(M x M) = M.
[

Defini¢do 1.9.3 (Acao Zh-twist para k > 1). Definiremos uma Z5-acio sobre (M)
(produto cartesiano de 2% copias de M), que chamaremos de ZE-twist, indutivamente.
Para k =1 jd definimos em 1.9.1. Suponha conhecido a a¢ao ngl—twist, ou seja, suponha
jd definido (M) " Ty,...,Te_y). Observando que (M)* = (M)*" x (M)*", sejam
T/ - (M) U5 (M2 = (M2 x (M), 1 <i<k—1, dadas por T) = T, x T} e

T, (M2 x (M) = (M)? ' < (M) dada por T)(x,y) = (y,x). A agio ZE-twist
serd a Z5-agio (M), T1,...,T}).

Lema 1.9.4. Fy_ iy = AM) = {(m,m,...,m)| m e M}.
[l

Lema 1.9.5. Sejam (M;®) e (N;¥) duas agdes de Z5 com fixed-data (Fg;{v,,}:) e
(Fy;{ttp; }i), respectivamente. Entao o fixed-data da agdo produto (M x N;® x V) €
<{Vpi X :“m}iSF@ x Fy) = ({pl!(ypi) @p2!(ﬂpi)}§F¢’ X Fy), onde py : Fo x Fy — Fg e

P2 Fo X Fy — Fy sao as projegoes.
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Teorema 1.9.6. O fixed-data da agdo Z5-twist é (M; (Tar, Tass - -, 7)) (28 — 1 copias
de Ty ), ou seja, para todo 1 < j < 2k 1, ga; €0 fibrado tangente T);.

O

Introduziremos agora outra acao especial de Z&, a qual é construida a partir

de uma involugao (M;T).

Definigao 1.9.7. Dada uma involu¢io (M, T) com fixed-datan — F, definimos uma Z5-
agao sobre (]\/[)Zk_1 a partir de (M;T), a qual denotaremos por T¥(M;T), indutivamente:

1. TYM;T) = (M;T);

2. Para k > 1, suponha definida T*"3(M;T) = (M)* ™, Ty,... Trr);

2k—1 2k—2 2k—2

3. Observando que (M) = (M) x (M)*, sejam T} : (M) X (M)* —
(M)?* x (M)* dadas por T/ = Ty x Ty, para 1 < i < k—1 e T} : (M)*" x
(M) = (M)?™ x (M)?*™ dada por Ti(z,y) = (y,z). Definimos T¥(M;T) =
(M5, T ).

k1

Observagao 1.9.8. Note que a agdo UR(M;T) = (M)* ;T7,...,T}), onde T{ =T x
X T (25 Vvezes) e (T3, ..., T}) € a agio ZE~-twist em (M)2"".

Teorema 1.9.9. O conjunto de pontos fizos da agdo U¥(M;T) é F, enquanto os fibrados
do fixed-data de TF(M;T) possui a sequinte descri¢do: para cada representagio A =

(ay,as,...,a;) € 7§,
1. se ay = —1, entdo 4 =1, onde n — F € o fixed-data de (M;T);
2. sea; =1, entao 4 = Tp.

m
Em outras palavras, no fired-data de I'¥(M;T) temos 2%~ copias de n — F

e 28=1 — 1 copias de 7o — F
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Teorema 1.9.10. Seja (M;®) = (M;Ty,...,Ty) uma agdo de Z5 cujo fixed-data € igual
a (a5 €a, ) — Fo. Entdo o fixed-data da agdo de ZETY (M W) dada por (M; V) =
(M;Ty,... Ty, Id), onde Id é a fun¢do identidade, é dado em termos de representagdo por:

Seja A = (ay,as,...,ax41) uma representacao nao trivial de Z];H. Entao
1. se a1 = —1, entao ey =0;
2. seapr1 =1, entdo g = Eqr, onde A" = (aq, ..., a).
O]

Aplicando o teorema repetidas vezes, obtemos

Corolario 1.9.11. Seja (M™;®) = (M;Ty,...,Tx) uma acio de Z5 com fixed-data

(€ar,-€a,_) = Fs. Entao acrescentando s identidades, o fixed-data da agdo de

75t (M) = (M; Ty, ..., Ty, Id, ..., Id), é dado em termos de representacio por:
Seja A = (aq,...,a, Qgi1,- - -, Qkrs) wma representagao nao trivial de Z’§+S.

Entao
1. seaj=—1,k+1<j<k+s, entaoes =0
2. sea; =1, Vk+1<j<k+s, entdocg =&a, onde A" = (ay,...,a;).

Aplicando o Corolario as agoes I'f previamente definidas, obtemos novas

acoes:

Definigdo 1.9.12 (Acdo I't'*"). Dada wma involugio (M;T), com fixed-data n — F e
um wnteiro positivo t, definimos uma agao de Zg“, FiH(M; T) sobre MQkil, da sequinte

forma: se TH(M;T) = (M)2 ', Ty, ..., T},), entdo

2k71 .

(M T) = ((M)* 5Ty, ... Ty, Id, . .., Id).

Pelo Teorema 1.9.9 e pelo Corolario 1.9.11, obtemos

Teorema 1.9.13. O fixed-data de Flﬁt tem a sequinte descri¢ao: para cada representacao

A= (a17'--7ak+t)
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1. seaj =1 para j >k e se a; = —1, entao {4 = 1;
2. seaj=1paraj>kesea =1, entio {4 = Tp.

3. se aj = —1 para algum j > k, entao {4 = 0.

]

Observagao 1.9.14. As agoes Fﬁ” descritas acima foram usadas por P. Pergher em
[19, 21, 18, 23]. As informagoes pormenorizadas a respeito do fixed-data também foram
utilizadas nestes trabalhos, embora nenhuma demonstracao tenha sido apresentada nos

mesmos. As demonstragoes podem ser encontradas em [14].

Definigao 1.9.15. Dada F, se existir uma acio de 75, (M™; ®) fizando F, a qual ndo é

obtida a partir das acoes FIZH, costumamos chamd-la de “exotica”.

1.10. Uma agao correspondente a uma lista de fibrados

que borda simultaneamente

Exibiremos a seguir, sem demonstracoes, uma forma de se obter uma agao de
Z3 a partir de uma lista (£, &2, &3) — M™ que borda simultaneamente, com a propriedade
de que o fized-data desta agao é a propria lista.

Seja (&1,&9,&3) — M™ uma lista de fibrados vetoriais que borda simultane-
amente. Entao existem uma variedade compacta W"*! ¢ uma lista de fibrados vetoriais
(Ry, Ry, R3) — W™ tais que OW = M e Ry, = &

No espaco total R & Ry @ R3 podemos definir duas involugoes comutantes
Ty e Ty, que em cada fibra agem como 17 = (Id, A, A) e Ty = (A, Id, A), onde A representa
a aplicacao antipodal e Id representa a aplicacao identidade nas fibras correspondentes.
Estas involugoes determinam uma acao de Z3, ®, sobre Ry & Ry ® Rs.

Considere agora os espagos totais Ny e Ny dos fibrados S(R;) @& S(Ry) &
S(R3) = W e D(&)®D(&)®D(E3) — M, respectivamente, e tome a uniao N = N;UNj.
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Salientamos que S(R;) representa o fibrado em esferas de R; e D(&;) o

fibrado em discos de &;.

A restrigao de ® a N ¢ uma agao de Z3 fixando M com fized-data igual a

(51752753) — M™.

Notagao 1.10.1. Denotaremos esta agao por A(&y, &, &3).

1.11. Condigao sobre o fized-data de agoes de Z3

Esta sessao trata de um teorema de grande importancia neste trabalho,
enunciado primeiramente em [22]. Ele sera usado exaustivamente nos capitulos seguintes

na sua forma modificada, enunciada mais adiante:

Teorema 1.11.1. (/22], Teorema 1) Uma lista de fibrados vetoriais ((v1,ve,v3) — F € 0

fixed-data de uma agdo de 73 se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(a) (A1,12® (v3® A1) = RP(vy) borda simultaneamente, onde RP(vy) € o espago total
de um fibrado sobre F;

(b) {(Aa,11 & (v3® Ag)) = RP(12)} U{(A1,N) = RP(12 & (3 ® \1))} borda simulta-
neamente, onde os espagos base sao espagos totais de fibrados sobre F' e RP(vy),

respectivamente.

() (A3,v1 ® (e ® A3)) — RP(v3) borda simultaneamente, onde RP(v3) € o espago total
de um fibrado sobre F;

O

Observagao 1.11.2. Analisando as dimensoes dos grupos de cobordismo envolvidas, note

que a condicao (b) pode ser trocada pelas duas condi¢oes a sequir:

(b1) {(A\,N) = RP(r, & (15 @ \i))} U{ U M2, 11 @ (13 @ \g)) = RP(15)}
dim(v1)+dim(v3)=1
borda simultaneamente;
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(b2) U (A2, 1 @ (V3 ® A2)) = RP(1y) borda simultaneamente.
dim(v1)+dim(v3)#1

As condigoes (b1) e (b2) do teorema provém de construgoes geométricas,
e nao é adequada para o nosso estudo de agoes de Z3, e serdo substituidos por uma forma
mais simples, em termos computacionais, no processo de se determinar quando uma lista

de trés fibrados vetoriais é o fized-data de uma agao.

Teorema 1.11.3. Uma lista de fibrados vetoriais ((v1,v2,v3) — F € o fixed-data de uma

agao de 73 se, e somente se, as sequintes listas bordam simultaneamente:

(a) ()\1, Vo @D (1/3 X )\1)) — RP(Vl);
(b,) ()\2, v, D (Vg ® )\2)) — R]P)(Vg),'

(€) (3,1 @ (12 ® A3)) = RP(v3),
onde 0s espacos base sio 0s espacos totais de fibrados sobre F.

Dem.:

A demonstracao se dara mostrando-se que estas trés condig¢oes sao equi-
valentes as condigdes do Teorema 1.11.1 ([22|, Teorema 1). Isto se dard mostrando-se
que a condi¢ao (a), comum aos dois teoremas, implica no bordismo simultaneo da lista
{(A,N) = RP(1y @ (13 @ A1)}

De fato, se a lista

(A, 2 ® (3@ A1)

1
R]P)(I/l)

borda simultaneamente, existem uma variedade M e uma lista de fibrados

(A €)

!
M



1.11. Condigao sobre o fixed-data de acdes de 73 30

tais que OM = RP(11), A,y = M € €,y = 12D (V3 @ Ap).
Considerando-se o fibrado em projetivos RP(¢) — M, denote também por

A o pullback de A — M pela projecao.

A
|
Pe)

I\
R M

Considere também o fibrado linha
)\l
i
RP(e)
Obtemos entao a lista

(X, A)
U
RP(¢g)

onde ORP(¢) = RP(12 @ (3 @ M), Agrpe) = A € Apre) = A1. Logo, a lista
<>‘17 A/)

l
RP(ve @ (v3 ® A1))

borda simultaneamente.



Capitulo 2

AGOES DE Z3 FIXANDO VARIEDADES DE

DoLD DO TIPO P(1,2n + 1)

Este capitulo sera dedicado ao estudo de involugoes e de agoes de Z3 fixando

variedades Dold do tipo P(1,2n + 1).

Observagao 2.0.4. No decorrer de toda a tese, ficard subentendido que as cohomologias

em pauta sao sempre com coeficientes em Zs.

2.1. Definicao de variedades Dold

Considere S™ x CP" o produto cartesiano da esfera m-dimensional S™ com
o espago projetivo complexo de dimensao complexa n, CP".

Defina T': S™ x CP™ — S™ x CP", por T'(z, [z]) = (—=,[Z]), onde z € S™
e [z] € CP™.

Definigao 2.1.1. Definimos como variedade Dold espagos do tipo (S™ x CP™)/T, com

m,n € N.

A estrutura de anel de H*(P(m,n);Zy) ¢ descrita como

H (P ) = | oo [ ]

cntl=0] " [dF1=0

e a classe de Stiefel-Whitney de P(m,n) é dada por
W(P(m,n)) = (1+¢)"(1+c+d)"",

onde ¢ ¢ o elemento nao nulo de H'(P(m,n);Zy) = Zy ¢ d & um elemento nao nulo

conveniente de H%(P(m,n);Zsy) = Zy @ Z, (diferente de ¢?).

31
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2.2. Fibrados vetoriais sobre variedades Dold

O trabalho feito por Stong em ([33], 2001), em que ele classifica as possiveis
classes de Stiefel-Whitney para fibrados sobre variedades Dold foi de vital importéancia
para este capitulo, e serd parcialmente transcrito nesta secao. Em fato, transcrevemos a
introdugao de [33], que contém o enunciado do resultado principal:

As variedades Dold

S™ x CP"
P pu—
(m, n) —1 x (conjugagao)

foram introduzidas por Dold em [9] para encontrar geradores de dimensao impar para o
anel de cobordismo nao orientével. Elas sao aproximacgoes de dimensao finita do espaco
classificante BO(2) = P(o0, 00) de fibrados reais bidimensionais.

A cohomologia médulo-2 da variedade Dold é dado por
H*(P(m,n); Zy) = Zolc,d] /(™! = 0,d"* = 0)

onde ¢ € HY(P(m,n);Zy) e d € H*(P(m,n), Zs).

A agao da algebra de Steenrod é completamente determinada sabendo-se
que Sq'd = cd.

Sobre P(m,n), temos um fibrado linha ¢ com w(¢) = 1 + ¢ e um fibrado
bidimensional  com w(n) = 1 + ¢+ d. Entao existem fibrados vetoriais sobre P(m,n)
com classes de Stiefel-Whitney do tipo (1 + ¢)%(1 + ¢+ d)®.

A KO-teoria de P(m,n) foi determinado por Fujii e Yasui [10] e por Ucci
[37]. A descrigao de KO(P(m,n)) ¢ um tanto complicado, e nao descreve as classes de

Stiefel-Whitney.

Proposigao 2.2.1. [33] Existem fibrados vetoriais sobre P(m,n) com classe de Stiefel-
Whitney

1. 1+c+(d+c%), param =2, n>1;

2. 1+c+(d+c*)? param =4 oub, n>2;
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8. (1+c+({d+A))>*(14+c+d)+ peram=6, n>1, e
4. 1+ c2d3, param =2, n=3.

A classe de Stiefel-Whitney de todo fibrado wvetorial sobre P(m,n) é um

produto dessas classes e as classes (1 +c¢) e (14 ¢+ d).

Observagao 2.2.2.

1. Os quadrados de cada uma dessas classes sao da forma (1 + ¢+ d)°, e entdo no

mdzrimo um unico fator de cada uma dessas classes sao necessdarias.

2. Para m = 2 en = 3, existem duas classes nesta lista. Em todos os outros casos,

existe uma Unica classe exdtica.

2.3. Involucoes fixando variedades de Dold do tipo

P(1,2n+1)

Sobre S' x CP(2n + 2), podemos definir involugoes S e T', definidas por:

S(Z, [(207 ey R2n41, 22n+2)]> = (_Z> [(307 s 722n+1a32n+2)]>

T(Z, [(20, e ,Zgn+1, 22n+2)]) = (Z, [(Zo, ey 22n+17 _22n+2>D~

Como S e T sao involucdes comutantes, 7' induz uma involucdo 7 em
P(1,2n+2) = S' x CP(2n+2)/S.

Como o conjunto de coincidéncias {z; S(z) = T(x)} é vazio, o conjunto de
pontos fixados por T', Fiz(T'), ¢ imagem pela proje¢ao ao quociente do conjunto de pontos
fixados por T, Fiz(T).

Fiz(T) = {(z,[(20, - - -, o011, 0)])} U {(2,[(0,...,0, )]}

Note que o primeiro subconjunto ¢ a inclusao usual de S* x CP(2n + 1) em
St x CP(2n + 2), e o segundo ¢é a inclusao de S' = S' x CP(0).

Aplicando a projegao, ou seja, tomando o quociente por S, segue que Fix(T)

¢ a uniao disjunta de P(1,2n+ 1) e P(1,0) = RP(1).
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Denotamos o fized-data de (P(1,2n + 2);T) por

772 €4n+4
{ U \
P(1,2n+1) P(1,0)

Denote por 79,19 — P(1,2n + 2), 79,41 — P(1,2n+ 1) e 19 — P(1,0) os

fibrados tangente de P(1,2n +2), P(1,2n+ 1) e P(1,0), respectivamente.

Lembramos que o fized-data de uma involugao é o fibrado normal do fibrado

tangente do conjunto de pontos fixado, com relagao ao fibrado tangente da variedade em

que a involucao é aplicada. Ou seja, é um fibrado cuja soma de Whitney com o fibrado

tangente do conjunto de pontos fixados é a restricao do fibrado tangente da variedade

original ([8]).

Dados m’ < m, n’ < n e a inclus@o canénica de P(m/,n’) C P(m,n), o

pullback pela inclusao dos geradores da cohomologia de H*(P(m,n)) sao os geradores da

cohomologia de H*(P(m/,n’)) (|9]).

mos:

Portanto, calculando as classes caracteristicas dos fibrados tangentes, obte-

W (Toni1 @ n?) = W(72n+2\p<1 0))
- W (r2ns )W (0?) = (14 ¢)(1 + ¢+ d)*™*
= (4 +c+d)"2W(r*) = 1+ )1+ c+d)™?
- W) = (1+c+d)
W (o @ &intt) = (Tzn+2|p(1 2n+1))
—  W(rn)W(E™) = 1+ ¢)(1+c+d)**
= (L4 ePW(E™) = 1+ )1+
= W(EH) = (14 )22
— Wt =1
Como o fibrado normal da componente RP(1) = S! borda, a involugio

P(1,2n+2);T) é equivariantemente cobordante a uma involucao (V*"*%;T") que possui
G
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como fized-data

772

{ ;
P(1,2n+1)

com classe de Stiefel-Whitney W (n?) =1+ c+d.

Teorema 2.3.1. A menos de cobordismo equivariante, a involugdo (VA2 T") é a tinica
involugao que possui P(1,2n + 1) como conjunto de pontos fixrados e que nao borda equi-

vartantemente.

Dem.:

Sejam (N*+47+3 G) uma involugao fixando P(1,2n + 1) e

Vk

!
P(1,2n+1)

seu fived-data, com classe de Stiefel-Whitney W (v*) = (1 + ¢)%(1 + ¢ + d)?.

Se p = 2b, entao

Wik =1 +o)*(1+c+ad)®
= (L+o)*(1+d%)"
Isto implica que em todas as classes caracteristicas, a classe de cohomologia d é elevado
a uma poténcia par. Como o tnico elemento nao nulo de H*"3(P(1,2n + 1)) é cd***,

temos que todos os nimeros caracteristicos serao zeros. Portanto, se a involucao nao

borda equivariantemente, #* nao borda e tem classe de Whitney da forma
W(R) =14+ 0)*(1 +c+d)*H,

sendo a = 0 ou 1.

Como wy(v*) = d # 0, sabemos que k > 2.

Lema 2.3.2. Temos que a = 0.
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Dem.:

O anel de cohomologia H*(RP(v*)) ¢ um H*(P(1,2n + 1))-médulo gerado
por e € H(RP(v*)) e com relacao advinda do fato de que a classe de grau cohomolégico
kem (14 c+e)*((14¢e)? + (14 e)c+ d)*T! é zero.

Como ¥ — P(1,2n + 1) é o fived-data de uma involugao, o fibrado linha

A — RP(v*) borda, com classes de Stiefel-Whitney
W) =1+e
e
W(RPF) =1 +c)14+c+d)" ™ {1 +e)* +(a+De(l+e)f t+d(l+e)2+-.-}
= {1+ c+ classes de grau >2} {1 + [ke+ (a+1)c] +
kY 2
+ |d+ 5 )€ + (k—1)(a+ 1)ce| + classes de grau >2
k
=1+ {ke+ac}+ {d+ (2>e2 +k+(k—=1)(a+ 1)]ce}+
classes de maior grau.

Considere as classes caracteristicas

01 = wi (V") + ke

= ac

k
Oy = {wQ(RP(u’“)) + (2) e+ [k+ (k—1)(a+1)]ed;
=d+ (a+ 1)ce.
A partir delas podemos formar o nimero caracteristico

(0,057 R o (RP(VY))) = (ac[d + (a + 1)ce] e o (RP(VF)))
= a{cd®* e o (RP(VY)))

= a

Como A — RP(v*) borda, por hipétese, segue que a = 0
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Observagao 2.3.3. A classe 03 = d* € uma classe essencial para o prézimo lema.

Lema 2.3.4. Se v* — P(1,2n + 1) ¢ fixed-data de involugdo, entio vF — P(1,1) €

|P(1,1)

fixed-data de uma involucao.

Dem.:

Este resultado provém do fato de que a inclusao i : RP(V(; -

)) — RP(v%)
induz um homomorfismo sobrejetor i* : H*(RP(v*)) — H* (RP(V{‘;(I )) tal que toda classe

1)
caracteristica w de A" — RP(V{; “ 1)) ¢ imagem de uma classe caracteristica correspondente
w de A — RP(vF), isto &, w = i*(w).
O anel de cohomologia H* (RP(V{;(M))) éum H*(P(1,1))-mo6dulo gerado por

e € HY(RP(vF

e 1))) e com relagao advinda do fato de que a classe de grau cohomologico

kem (14 c+e)*((14¢e)?+ (14 e)c+ d)*T! é zero.
Dada uma classe 0 = Wiy »+ Wiy, com iy +- - - +1i; = k+2, o nlumero caracte-

ristico (0; o(RP(vF

ha 1>))) é nao nulo se, e somente se, § = cde*~!. A classe correspondente

0 = w;, -+ -w;, € entdo da forma 0 = cde*! + d?a, se § = cde*™!, e da forma 0 = +d%a,

caso contrario.

cd® ekl se 0 = cdeb 1,
Logo, 0(d*)" = B
0 , se=0.

Portanto, temos que

(@i Wi o (RP(, ) = (Wi - wyy ()" 0 (RP(V5))).

V|P(1,1)

Como, por hipotese, A — RP(v*) borda,

@ By o (RE(f, ) = 0.

V|P(1,1)

[

Como d?> = 0 em P(1,1), temos que se ¥ — P(1,2n + 1) tem classe de
Stiefel-Whitney W (v*) = (1+c+d)?**!, entdo a sua restrigao I/ﬁg(l’l) — P(1,1) tem classe
de Stiefel-Whitney W(l/lk )=1+c+d.

P(1,1)



2.4. Acgoes de Z3 fizrando P(1,2n+1) 38

Logo, yﬁ)(l’l) — P(1,1) ndo borda.
Note que dim(P(1,1)) = 3, e toda involugao fixando P(1,1), com fized-data
¢ — P(1,1) borda equivariantemente se k > 3; e se k = 3, £ é equivariantemente
cobordante a (P(1,1) x P(1, 1); twist), que borda equivariantemente. (vide [34], p.309 ou
[27] p.85, teo 5 )
Logo, k = 2.

Isto &, 12 ¢ cobordante a n e (N?T47%3: ) ¢ cobordante a (V45: T").

2.4. Agoes de Zj3 fixando P(1,2n+1)

Findado a classificacdo de involugoes fixando P(1,2n + 1), prosseguiremos

com a classificagdo de agoes de Z3 fixando P(1,2n + 1).

Observacao 2.4.1. Uma técnica que usaremos com frequéncia no decorrer deste trabalho
€ a sequinte:

Sejam W = 14w+ -+w, eV =1+11+---+v, classes caracteristicas. A
partir delas, podemos tomar o produto de poténcias U(k,1) = W*V = 1+py+po+- - -+ pin,
onde k el sao inteiros positivos. A nova classe U(k,l) tem a propriedade de que cada
numero caracteristico calculado que envolva alguma das classes p; € uma soma de nimeros
caracteristicos obtidos envolvendo W e V', jd que p; é uma soma de produto de poténcias
de classes wy e vy.

O principal motivo de se usar classes do tipo U(k,l) € que, para especificos
k el, U(k,l) possui uma expressio mais simples de se trabalhar, e tal que as classes
caracteristicas originais podem ser obtidas a partir das classes ;. Isto ficard mais claro

no decorrer desta tese.

2.4.1. Uma acgao especial

Lema 2.4.2. Se v* — P(1,2n + 1) € um fibrado vetorial com classe de Stiefel-Whitney
W(v) = (1+c)(14+c+d)?, entdo a lista (A, n®(A@vF)) — RP(n) borda simultaneamente.
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Dem.:
Sabemos que H*(RP(n)) ¢ um H*(P(1,2n + 1))-mo6dulo gerado por e €
H'(RP(n)) e relagao e* + ce + d = 0.

Temos ainda as classes caracteristicas

W) =1+e,
W(RP(1)) = (14 )1 +c+d)*" {1 +e)® + (1 +e) +d}

= (1+c)(1+c+d)™ {1 +c+e +ce+d}

— (141 +c+d)>?(1+c)

= (1+)’(1L+c+dy*

= (1+c+d)**?

= (1+d)**

WneAev)=04+c+d)(1+e+c)(1+e)?+ (1+e)c+d)P(1+e)k -

=(l+c+d)(I+e+tc)l+c+e+ec+d)*(1+e) 7%
=(l4+c+d(I+e+o)(1+)*A+e)f %
=(l4c+d)(1+e+c)(l+e)f "

Definindo W = W (n & (A @ v))W(A)*+1=* obtemos

W=14c+d)(l+e+c)
=1+e+(ce+d)+dle+c)

=1+e+e>+é.

Portanto, se 2n+2 = 2P(2¢+ 1), um namero caracteristico do par em pauta

¢ uma soma de nimeros da forma

(e"d™", o (RP(n))),

com x + 2Pt =4n4+3+2—1=4n + 4.
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Pela formula de Conner, (1.6.3), esse valor é o coeficiente de cd®*"™! em

d2pt

— =1 d)(1 4 d)P* d*"
Trcra et dlrdds,

que é igual a zero.
m

Seja ¢ — P(1,2n+1) o fibrado 1-dimensional com classe de Stiefel-Whitney
W) =1+c.

Teorema 2.4.3. Se 2n + 2 = 2P(2q + 1), entdo para todo 1 < k < 2PT! existe uma agdo
de 73, cujo fixed-data € (n,n, ® R¥1) — P(1,2n + 1),

Dem.:
Considere inicialmente v, = £ & R*1 =/ (isto ¢, k = 1).
Considere a lista de fibrados (A\,n & (A®n)) — RP(¢).
Note que RP(¢) = P(1,2n + 1) e A = ¢; e portanto e = c.

Calculando W(n & (A ®n)) e usando a rela¢do e = ¢, obtemos

Whoe Aen)=0+c+d)((1+e)*+ (1+e)c+d)
=(1+c+d)?

=1+d.
Portanto, todo niimero caracteristico é soma de termos da forma
(c"d*;o(P(1,2n +1))) = 0,

onde x + 4y = 4n + 3.

Isto implica que (A,n @ (A ®n)) — P(1,2n + 1) borda simultaneamente.

Portanto, pelo Lema 2.4.2 e o Teorema 1.11.3 | (¢,n,7n) é o fized-data de
uma agao de Z3 fixando P(1,2n + 1).

O objetivo a seguir é mostrar que existe um limitante kq tal que a lista
(n,n, 0 & (k — 1)R) — P(1,2n + 1) é fired-data de uma acao de Z3 se, e somente se,

1 <k < kg, e determinar esse k.
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Computacgoes:
Sejam p e ¢ tais que 2n + 2 = 2P(2¢ + 1), isto &, 2n + 1 = 2P(2q) + 2P — 1.
Seja também v* = (@ (k— 1)R, k € N

Lema 2.4.4. A lista (n,n,v*) — P(1,n) é um fixed-data de uma Z32-agdo se, e somente

se, 1 <k <ortl 1,

Dem.:

Por 2.4.2, basta calcularmos a classe de cobordismo simultaneo da lista de
fibrados (A, ® (A ®n)) — RP(¥*).

H*(RP(v%)) ¢ um H*(P(1,2n + 1))-moédulo gerado por e € H(RP(V*)) e

k

com relacao e = ceF~1. Temos

WRP(WY)) = (1 +c)(1+c+d)" (1 +e+c)(1+e)

=(1+c+ee)(l+d)* (1 +e)

WneAen)=0+c+d)((1+e)’+ (1+e)c+d)
=1+ (e*+ce) + e+ d(e* +ce +d).
Tomando W (RP(14)) = 14w, (RP(1F)) + (ws (RP(14)) + (*7")e?), formamos
a classe
W(RP(Vk)) S W(RP(V )) .
W(RP(v*))W (A\)k-1
= (1+d)**?

Assim, todo ntimero caracteristico da lista (A, 7® (A®@n)) — RP(v*) é soma

de numeros da forma

(0; 0 (RP())),

onde 0 = e®(ce)¥[d(e? + ce + d))?d*"t, com x + 2y + 4z + 27Tt =dn + 3+ k — 1.
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Note que quando y > 1, § = 0 € H*"2T%(RP(v%)) e (0; o(RP(V*))) = 0.

Se k > 2Pt1 tome a classe

0 = "2 (ce){d(ce + €* + d)}*1d*
_ ek’zpﬂﬂc(ce +e? 4 d)2p’1d2p(2qH)’1
_ ek72p+1+1c(€2 + d)2p’1d2”+1
_ ek—2P+1+1C€2(2P—1)d2n+1

— ek_lcd2”+1,

obtendo
(0; 0(RP(L%))) = 1.

Portanto, (n,7n,v*) — P(1,2n + 1) ndo é fived-data para k > 2P+,

Mostraremos agora que se k = 2Pt — 1, entdo (A\,n ® (A ® 7)) — RP(v*)
borda simultaneamente, ou seja, que (n,n,v*) — P(1,2n+1) é o fized-data de uma acio
de 7Z3.

Seja 0 = e(ce)[d(e? + ce + d)]?d*?, com x + 2y + 4z + 2PTH = dn + k + 2.

Usando o algoritmo da divisao, temos que z = 2Ps+7r, com 0 < r < 2P e s € N. O ntimero

Cd2p+1q+2p—1

caracteristico (f, RP(1;)) ¢ dado pelo coeficiente de cd***! = em

A1+ c+d)Pd* A (1 + e+ d)>sd*!
(1+¢) N (1+¢)
A" d* (1 + e+ d)"(1 + d*)*
(1+c¢)
_ i: (3) d' (1 + ¢+ d)rd¥ s+

— \! (1+c¢)

N YA cy(l+C)T_’"/d2p(t+s+l)+r+r/
S ()

=0 r’'=0

Se2n+1=2P(t+s+1)+r+1, entdo

22 +1)—1=2(t+s+1)+r+1

— P2q—t—s—1)=r+r"—2"+1
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Como0<r"<r<20—1,r4+r—2P4+1<2Pesegueque2q=t+s+le

r4r =2 —1.
r + 7’ impar implica que % = (Y, e entao
o
r
=0 r'=0

Se y =0, entao 6 = 0 e (0; o(RP(v*))) = 0.

Se y = 1, note que

E=2y+4z+27"¢t —2n+ o

— 2P > 9y 44y 2T —2p

— PPN > 2 4 4(2Ps ) + 20T —2(2P(2g 4+ 1) — 1)
— 2P > 4 4 2P (25 4t — 2¢) + 4r — 2PF!

— 22> 4 44

=2 —-1>r

e isto implica que

()= (1) =0

Portanto para qualquer escolha de 6, temos
(6; 0(RP(Y))) = 0.

Logo (A, n®(A®n)) — RP(v*) borda simultaneamente e consequentemente,

(n,m,v¥) = P(1,2n + 1) é o fized-data de uma acio de Z3.

Notagao 2.4.5. Denotaremos a agdao descrita no teorema acima por (Ng; Vy).

2.4.2. Classificagao das agoes

Usando as notacoes das segoes anteriores, podemos enunciar o teorema prin-

cipal deste capitulo:
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Teorema 2.4.6. Se (M;®) é uma agio de Z3 firando F = P(1,2n + 1), entdo ou
(M @)] = [TV, )], o [(M; @)] = [PV 77, ou [(M; ®)] = [(Ny: W) (onde
L<k<2™ e2n+2=2002¢+1)), ou[(M;®)] = [A(&1, &, &), onde &1, & e & sdo
fibrados sobre P(1,2n + 1) que bordam e A(—,—, —) € a ac¢do descrita em 1.10.

Dem.:

Seja (M; ®) uma acao de Z3 fixando F = P(1,2n+1) e com fized-data igual
a (vy,v9,v3) = F.

Da classificagdo dada para involugoes fixando P(1,2n + 1), existem duas
possibilidades para os fibrados v;: ou v; = % ou v; é um fibrado que borda, com w(y;) =
(1+¢)%(1 + ¢+ d)%:.

Se os fibrados vy, 5 e v3 bordam, entdo [(M; ®)] = [A(v1, 12, v3)], caso este
ja classificado em 1.10

Consideremos entao as possibilidades oriundas de se impor vy = 7.

A ideia aqui é usar uma forma o Teorema 1.11.3 para mostrar que nao existe
outras possibilidades para o fired-data de uma agao de Z3 fixando P(1,2n + 1) a nao ser

o das acoes ja classificadas. Isto sera obtido por uma sucessao de resultados técnicos.

Observagao 2.4.7. Em relag¢ao ao fibrado linha X — RP(n), sabemos que H*(RP(n)) é
um H*(P(1,2n+ 1))-mddulo gerado por e € H'(RP(n)) e relagio €* + ce +d = 0. Temos

ainda as classes caracteristicas

W) =1+e
W(RP() = (1+c)(1+c+d)*{(1+e)* +c(l+e)+d}

(
I+e)14+c+d)*™ {1 +e*+c+cetd}
(

L+c+d)> (1 +¢)

)
)
1+¢)
)

1+CQ(1+C—|—d)2n+2

1+ ¢+ d)>+?

(
(
(
(
(
(

1 + d)2n+2.
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Lema 2.4.8. Nao existe acio de Z3 em uma variedade fechada M fizando P(1,2n + 1)

com fixed-data (n,n,n).
Dem.:

Wno(Aen)=0+c+d)((1+e)*+ (1+e)c+d) (2.1)

—(I4c+d)(1+¢)=1+d+dc (2.2)

Logo, tomando 6 = w;(A)wsz(ws)?® = ced** ! obtemos o niimero caracterfs-
tico (0; o0(RP(n))) = 1. Isto implica que o par (A, n® (A®n)) nao borda simultaneamente.
Logo, (n,m,1m) — P(1,2n + 1) nao ¢ fized-data de uma agao de Z3.

[

Lema 2.4.9. Se (n,1v9,1v3) = P(1,2n + 1) € o fixed-data de uma acio de Z3, onde vy e

v3 bordam, entdo dim(v) = dim(v3) = 0.

Dem.:

Lembre que H*(RP(n)) ¢ um H*(P(1,2n + 1))-moédulo gerado pela classe
de homologia e € H'(RP(n)) com relagao e* + ce + d = 0. Temos ainda as classes

caracteristicas

W(RP(n)) = (14 ¢)(1 +c+d)* {14 e)* + c(1 +e) + d}

(1 4 d)2n+2

W @ (A@vs)) = (1+)(1+d)2(1+ ¢+ €)™ [(1 + ) + d[? (1 + ¢)fa—aa—40

= (14+0)2(1+d)?(1+c+e)®(1 + e)ksas =

Tomando W (RP(7)) = W (e @ (A ® v3))W (\)*bs+az—ks

(I1+c+e) ;a3=1
1 ; ag = 0.

W(RP(n)) = (1 +¢)2(1 + ¢+ d)™
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Lema 2.4.10. ag = a3 =0

Dem.:

Se as +az = 1, entao Wy = (asy + az)c+ aze = c+ e e podemos considerar as
classes ) =Wy +e=c, Oy =2 +cb =de O = 0,05 eF ! = cd®FLeF~L. Podemos entdo
formar o namero caracteristico (0; 0(RIP(n))) = 1, contrariando a hipotese de (A, v, ® (A®
v3)) — RP(n) bordar simultaneamente.

Logo, as = as.

Se as = az = 1, entao
W(RP(n)) = (1 +e+ce)(1 +d)*s.

Podemos entdao tomar as classes Wy = ce e 0y = e? + Wy = d para for-
mar a classe § = wye? 20?71 = cd®*tleF~1 que providencia o nimero caracteristico
(0; 0(RP(n))) = 1, contrariando a hipotese de (A, 5 & (A ®@ v3)) — RP(n) bordar simulta-
neamente.

Sag=a3 =0 N
Estamos entao na situacao em que
W) =(1+d)*, i=2,3.

Suponha, por absurdo, que dim(rs) = kg > 0.

Podemos entao calcular a classe de cobordismo simultaneo da lista

MA@ (A®v3)) = RP(1y). Temos

WnedA@vs) =14 c+d)(1+e* 4 d)?3(1 + e)ka—10

Tomando W(RP(15)) = W(n & (A @ v3))W(\)*k = (1 + ¢+ d)(1 +

e + d)?, podemos formar a classe § = w wy" ekl = cd?ntiekz!

e obter o nimero
caracteristico (0; 0(RP(14))) = 1, contrariando a hipotese de (A, n @ (A @ v3)) — RP(14)

bordar simultaneamente.
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Portanto, ks = 0. Com célculos idénticos, mostra-se que dim(v3) = k3 = 0.
Logo, (1, vs,v3) = (1,0,0), que é o fized-data de (V,T',Id) = TH(V,T").
O

Lema 2.4.11. Sev — P(1,2n+1) borda e (n,n,v) — P(1,2n+1) € o fixed-data de uma
agao de Z3 fizando P(1,2n + 1), entdo v é como descrito no Teorema 2.4.3 ou € obtido

do fibrado tangente de P(1,2n + 1) por remogdo de sec¢oes ([22], Teorema 2).

Dem.:

Como v borda, W(v) = (1 +¢)%(1 + ¢+ d)*®
Lema 2.4.12. A classe de Stiefel-Whitney de v ¢ W(v) = (1 +¢)(1 + ¢+ d)*®

Dem.:

Se a = 0, entao

WneAev)=0+ct+d)((1+e)?+(1+e)c+d)?(1+e)

( )
=(l+c+d)(l+c+e+ec+d)™1+e)
=(1+c+d)(1+c)*(1+e)f

( )

=(1+c+d)(1+e)f

Tomando W (RP(n)) = W(n® (A®@v))W(AN)*~* obtemos as classes W, = ¢

e Wy = d, e podemos formar a classe § = w Wy !

, que nos fornece o nimero caracte-

ristico (0; 0(RP(n))) = 1, contrariando a hipotese de (A, n & (A ® v3)) — RP(v») bordar
simultaneamente.

O

Pelos Lemas 2.4.12 e 2.4.2, basta analisarmos a classe de cobordismo simul-

taneo da lista (A\,n ® (A®@n)) — RP(v).

Counsidere as classes
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W(RP(v)) = (1+c) (1 +c+d)* (L +e+c)[(1+e)® + (1 +e)c+d* (1 +e) 41

=(l+e+e)1+d)*"?[(1+e)’+1+e)c+d™1+e)l !

WhneAen)=0+c+d)((1+e)?+(1+e)c+d).
Defina

W(RB(v)) = W (RP(v)) W (A)
=(1+et+e)l+c+d*™2[(1+e)?+(1+e)c+d?
=(14ete) 1+ ?[(1+c+d)((1+e)?+(1+e)c+d)]*

(S

W(RP(v)) = 1+ e + i
=1+e+ce

Podemos entao definir

W=WW'Whne\en)

— (1 + d)2n+2—2b.

Se 2n 4+ 2 — 2b = 2P(2k + 1), entdo todo ntmero caracteristico da lista

(An® (A®n)) = RP(v) é soma de nameros da forma

(6; o(RP()))
onde 6 = e®(ec)?[d(e? + ce + d)]*d*" com x + 2y + 4z + 2PTH =k + 4n + 2.
Lema 2.4.13. Temos que dim(v) = k < 4n + 4.

Dem.:
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De fato, se k > 4n + 4, podemos formar a classe

H = 6k—4n—4(ec)d2n+1(62 +ec+ d)2n+1

— ek_4n_4d2n+1 (60)(62 + 60)2n+1

— ek—4n—4d2n+1( e4n+2

ec)

— Cd2n+lek71

e obter o ntimero caracteristico (6; oc(RP(v))) = 1.

]

Lema 2.4.14. Se 0 < 2b < 2n+ 2, entao (n,n,v) — P(1,2n+ 1) nao é o fixed-data de

uma agao de Z3.

Dem.:

Se 0 < 2b < 2n + 2, entao de W(v) = (1 + ¢)(1 + ¢ + d)* concluimos que
Waps1 = cd?® # 0, e isto implica que k > 4b + 1.

Podemos entdo tomar 0 = ek=40+intd=4b(oe) (e + ce + d)}?*~1 e obter o

ntimero caracterfstico (6; o(RP(13))), que é o coeficiente de cd*" ™ em

Cd2b_1(1—|—c+d)2b_1 B Cd2b—1
(1+c)(1+c+d)?®  (1+c)(1+c+d)
Cde—l
 (144d)

=cd® ' 1+d+d+--)

que é nao nulo.

]

Lema 2.4.15. Se 2b > 2n+ 2, entao (n,n,v) — P(1,2n+ 1) nao € o fixed-data de uma

agao de 73.
Dem.:

Observagao 2.4.16. Eziste s € N tal que 2° < 2n+1 < 2n +2 < 257! ¢ se 2b > 251,

pelo algoritmo da divisao, 2b = 25T +1r e

I+d)? =1+ " 0+d) =1 +d)(1+d)" =1+d)".
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Portanto, podemos sempre considerar 0 < 2b < 25T,
Portanto, o caso 2b > 2n + 2 se aplica quando 2° < 2n+1<2n+2 < 2b <
25+L,
Existem naturais p e ¢ tais que 2b — (2n + 2) = 2P(2¢ + 1), com 27 < 2°.
Como 2° < 2b < 25T!, podemos escrever 2b = 2° + r, com r < 25,

Assim,

W)= 1+c)(1+c+d)*

1+e)(1+d)*

(1+¢)(
(1+c)(1+d)*
(L+e)(
(1+¢)(

14+co)(1+d*)(1+ad)

ou seja, wost14 =cd? #0e k> 25T+ 1.

Considerando W = W = (1 + d)®=2n=2 = (1 4 d)*"?4*+) | obtemos a
classe Wopr1 = d?".

Usando o algoritmo da divisao, obtemos que 2n + 1 = 2Pty +r e 2b =
Pt +r+1, comr < 2P < 25

Tomando a classe

0 = e 2(ce){d(e* + ce + d)} d*""
_ ek—?r—lc(62 Lo+ d)rd2pto+r

— ek—QT—IC(BQ + d)rdQn—i—l

— ek—2r—lce2rd2n+1

— Cd2n+1€k71

obtemos o nimero caracteristico (¢; o(RP(v))) = 1. O

Pela analise de todos os possiveis casos de candidatos a fized-data de acoes

de Z3 fixando P(1,2n + 1), o teorema segue.



Capitulo 3

AGOES DE Z3 FIXANDO

KjP(2m+ 1)U K. P(2n+ 1)

3.1. Involugoes fixando K;P(2m + 1)U K.P(2n + 1)

Antes de estudarmos a classificacio de agoes de Z2 fixando um conjunto
de pontos especifico, é necessario, embora nao suficiente, conhecer a classificacao das
involugoes fixando esse conjunto de pontos. No caso das involugoes fixando K,P(2m +
1) U K.P(2n + 1), isto foi feito por A. Ramos e P. Pergher em um artigo em fase de
redacao, e optamos, para facilitar o trabalho da banca, por colocar as demonstragoes de

Adriana Ramos e Pedro Pergher ao final do trabalho, como apéndice.

Notagao 3.1.1. Durante este todo este capitulo e o sequinte, dados inteiros positivos m
e n, denotaremos o gerador do anel de cohomologia H*(K4P(m)) por ag € HY(K4P(m)),
e o gerador do anel de cohomologia H*(K.P(n)) por 5. € H*(K.P(n)).

Definicao 3.1.2. Dado m € N, podemos definir em KqP(2m + 2) wma involugdo 13,4

por:
TZOm—i-l([zO’ 21,y Z2mals Zoma2)) = [205 215 - - - Z2ma 1, — Z2m42)]
O conjunto de pontos fixados ¢ K;P(2n+ 1) U{[(0,...,0,1)]}, com fibrado
normal
. Rem+2)d—1
\’ U \ )
K4P(2n+ 1) pto

onde o ¥? ¢ o fibrado linha d-dimensional canénico e R(2m + 2)d — 1 é o fibrado vetorial

(2m + 2)d — 1-dimensional trivial.

51
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O teorema a seguir providencia a classificacao, a menos de cobordismo equi-

variante, das involugoes fixando F' = K4P(2m + 1) U K. P(2n + 1).

Teorema 3.1.3. (A.1) Se (M;T) é uma involugao firando K4P(2m+ 1)U K. P(2n+ 1),
entio ou [(M;T)] =0 ou [(M;T)] = [(KaP(2m+2); 75, 1)+ [(KP(2n+2);79,,1)], com
(2m +2)d = (2n + 2)e.

[]

Em termos dos possiveis fized-data, a classificagao em questao dé origem

ao:

Corolario 3.1.4. Se (M, T) é uma involugao fitando K P(2m+1)UK . P(2n+1), entdo

seu fixed-data ¢ da forma

()
n* ¢
3 U ! )
K4P(2m + 1) K.P(2n+1)

onde n* e & bordam individualmente;

ou

(b)
7 e
{ U 1 ;
K,Pem+1)  K.P2n+1)

onde ¥% e v¢ sio os respectivos fibrados linha canénicos (sob os respectivos corpos),

com (2m + 2)d = (2n + 2)e.

3.2. Agoes de Z3 fixando F = K;P(2m + 1)U K,P(2n + 1)

O teorema a seguir providencia algumas agoes de Z3 (ex6ticas) fixando

F = K,P(2m + 1)U K.P(2n +1).
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Teorema 3.2.1. Sejam m e n tais que (2m+2)d = (2n+ 2)e e tais que 2m + 2 nao seja
poténcia de 2. Sejam t,j > 0 tais que 2n+2 = 2'(2j+1) e tome inteiros k e | satisfazendo
k=1+e—d. Entio ((R¥,74,74) = KaP(2m+ 1)) U (R, 7e,7.) = K.P(2n+1)) € o
fixed-data de uma agdao de Z3 firando F = KqP(2m +1)U K. P(2n+ 1) se, e somente se,
[ < (28 =1)e.

Dem.:
passo 1: [ < (2 —1)e

De fato, suponha [ > (2" — 1)e. Como

dim(RP(RF)) = 2m + 1)d + k — 1

2m+2)d—d+l+e—d—-1
(

n+2)e+l+e—2d—1

2n+1le+1—1+2e—2d
>2n+1e+1—1
dim(RP(R)),

ao usarmos o teorema 1.11.3, olhamos as classes de cobordismo simultaneo das listas
AP (A®4Y) = RP(RF) e de (A, 7@ (A®@7°)) — RP(R!) em separado. De fato, nos
concentraremos na classe de cobordismo simultaneo de (A, 7 & (A ® 7)) — RP(R*).

O anel de cohomologia H*(RP(R¥)) ¢ um H*(K4P(2m+1))-mo6dulo gerado
por ¢ € H'((RP(RF))) e com relagao c* = 0.

Observacgao 3.2.2. Fizado 2m+ 2, sejam s e j inteiros nao negativos tais que 2m—+2 =
25(27+1). Assim, (2m+2)d = (2n+2)e = 28(2j+1)e implica em 2m+2 = 24(2j+1)e/d,

isto €, 25d = 2te.
A partir da classes de Stiefel-Whitney do fibrado linha e do fibrado tangente,

W) =1+c
€

W(RP(R")) = (14 aq)*™ (1 + ¢)*,
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obtemos a classe

W(RP(R")) = W(RP(R"))W(\)~*
= (1 + Oéd)2m+2
= (1 4+ ag)>&*D

s . . .
=1+ afl + elementos com graus cohomol6gicos maiores.

Temos também a classe

WH'eAeq?) =1+ a1+ aq+ )

=1+ + aglag + ).

Sel> (2" —1)e, entdo k > (2° — 1)d:
[ > (2'=1)eimplicaem k > (2" —1)e+e—d =2'e—d =2°d—d = (2° —1)d

Tomemos entao a classe
f = wgzdu&d(,}/d D (/\ ® ,yd))Qs_lwl(/\)k—l_(QS—l)d — a?{m—l—lck—l’

que nos fornece o ntimero caracteristico (; o(RP(RF))) = 1.

Logo, ((R*, 74, 74) = KaP(2m +1)) U (R, 7e,7e) — K.P(2n+ 1)) nao é
fized-data de uma acao de Z2 quando [ > (2! — 1)e.

passo 2: caso [ = (2' — 1)e

Note que se o lema é verdadeiro para [ = (2" — 1)e, entao pelo Teorema de
remocao de secgoes triviais ([22], Teorema 2), o lema vale para todo [ < (2! — 1)e.

Usaremos o Teorema 1.11.3 para mostrar que a lista

(R*, 74, 74) (R e, 7e)
\J U \J
K P(2m +1) K.P(2n+1)
¢ o fized-data de uma agao de Z3 quando [ = (2¢ — 1)e.
(a) Ao testar a primeira condi¢do do Teorema 1.11.3, como dim(RP(RF)) >
dim(RP(R!)), olhamos as classes de cobordismo simultaneo das listas (X, 7 ® (A@~%)) —
RP(R*) e de (A, 7 ® (A ®7°)) — RP(R') em separado.
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Uma classe caracteristica da lista de fibrados (A, v¢ @ (A ® %)) — RP(RF)

de dimensao (2m + 1)d + k — 1 & uma soma de termos da forma
0 = a2 *[ag(ag + b))V,

com 2°zd +2dy +x = (2m+ 1)d+ k — 1.

Podemos escrever
23 d
0 = a; *[ag(og + )"
Zy y
25 54 2y—i ;
— <>Oé([1 z+2y Z]C:r+zd7

/ 7
=0

onde k = (2° —1)d e 2m + 2 = 2°(2j + 1).
Note que 2°2+2y—i > 2m+1 implica em af;z”y_i =0e2°4+2y—i < 2m+1

implica em = + id > k — 1 e, consequentemente, ¢***@ = (. Portanto,

se existir 0 < ¢ <y tal que x 4+ id = k — 1, e caso contrério,
0 =0.

Mostraremos a seguir que se existe ¢ tal que x +1d = k — 1, entao (ZZ’) = 0.
Observe que, neste caso, 2°z+2y —i = 2m+1 = 25715 4+ 2% — 1, e portanto
(3¥~1) = 1. Note também que z +id =k — 1 = (2° — 1)d — 1 implica em i < 2° — 1.

25—1

25 —1 1
particular, 1 > 2° — 1.

oy — i
Lema 3.2.3. Se ( Y Z) =1le <y) =1, entdo i € da forma i = 2°u+ 22— 1. Em

Dem.:

o — g
Suponha que 70 e y =1.
25 —1 1

2y —1
Se (23 1) =1, entdo 7 é impar. Supondo, por absurdo, que i # 25u+2%—1
para todo inteiro u, entao existe um menor a < a + 1 < s tal que 2% esta na particao

diadica de i, mas 2t ndo esta na particao diadica de 1.
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Como (1’) =1, temos que 1, 2,...,2% estao na particao diadica de y. Logo,
calculando 2y — 7, 1,2, ..., 2% sao elementos da particao diadica de 2y — 7, mas 2°*! nao,
. 2y —1
contrariando =1.
25 —1
O]

25 —1
Portanto, o ntimero caracteristico (6; o(RP(R¥))) ¢ zero para todo 6.

oy — i
Como < J Z)—lei<2s—1,segueque (y) = 0.
i

Logo, a lista (A, 74 ® (A @ v%)) — RP(R*) borda simultaneamente.
Por calculos iguais, a lista (A\,7¢ ® (A ® 7¢)) — RP(R') também borda
simultaneamente.

(b) Prosseguimos testando a segunda e terceira condigao do Teorema 1.11.3,

que neste caso sao iguais. Isto é, calcularemos o cobordismo simultaneo de

(ALRFe (@) (LWReo(eq))
\J U \
RP(~") RP(~¢)

Como dim(RP(v?)) = (2m + 2)d = (2n + 2)e = dim(RP(v°¢)) e k +d =
[+ e, precisamos comparar os valores caracteristicos correspondentes das listas de fibrados
(ALRFe (A®qY) = RP(vY) e (A, R' @ (A®7°)) = RP(v°).

O anel de cohomologia H*(RP(y4)) ¢ um H*(K4P(2m + 1))-modulo ge-
rado por ¢ € HY(RP(1?)) e relagdao ¢ = ag, e o anel de cohomologia H*(RP(y¢)) é um
H*(K.P(2n + 1))-moédulo gerado por ¢ € H(RP(y?)) e relagio ¢ = f3,.

Temos as classes de Stiefel-Whitney

W(R & (A©7%) = (14 aq+ )

=1

WE®A©®7)) =1+ P+ )
=1
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Logo os candidatos a niimeros caracteristicos correspondentes diferentes sao
nimeros caracterfsticos provindos de (A — RP(7%)) U (A — RP(7°)), os quais j sabemos
serem todos iguais, pois (v — K4P(2m + 1)) U (v¢ = K.P(2n+ 1)) ¢ o fized-data de
uma involucao.

Portanto, pelo Teorema 1.11.3, existe uma agdao de Z3 cujo fized-data é
((R*, 74, 74) = KaP(2m + 1)) U (R, e, 7e) = K P(2n+ 1)) quando [ < (2 — 1)e.

Isto completa a demonstracao do Teorema.

Notagao 3.2.4. A classe [(K4P(2m + 2);75,.1)] + [(K.P(2n + 2);75,.1)] possui um
representante cujo fixed-data ¢ (¢ — Ky(2m+1))U(7¢ — K. P(2n+1)), que denotaremos
por (N; S).

Notagao 3.2.5. Sejam m e n tais que (2m+2)d = (2n+2)e e 2n+2 = 2(2j + 1), com
j # 0. Denote por (N};S",T") uma agdo (exdtica) de 73, dada pelo Teorema 3.2.1, que
fixza KgP(2m + 1)U K.P(2n + 1), cujo fixed-data é

(Rk>7dv’yd) (R17’767'7e)
{ U 1 ;
KsP2m+1)  K.P(2n+1)

onde 0 <1< (2'—1eek=1+e—d.

Sejam m e n tais que (2m+2)d = (2n+2)e = 2 para algum inteiro positivo
t. Entao o fibrado tangente a K;P(2m + 1) possui mesma dimensao e mesma classe de
Stiefel-Whitney que o fibrado trivial R®™+Y4 — K,P(2m + 1). O mesmo ocorre em
relagdo ao fibrado tangente a K.P(2n + 1) e o fibrado trivial R®"*Ve — K _P(2n + 2).
De fato, W(tk,pim+1)) = (1 + ad)zt =1+ oz?; = 1, e analogamente para Tx, p(2n41)-

Entao
<‘R(2m—i-1)d7 ’Yd, ,yd) (R(Zn-‘rl)e? 767 ,ye)

\J U }
K,P(2m +1) K.P(2n+1)
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é simultaneamente cobordante a

(7_(2m—|-1)d7 'Yd, ,yd) (7.(271—‘,-1)67 ,ye7 ,ye)
\ U 1 )
KyP(2m + 1) K.P(2n+1)

que é o fized-data de uma acdo de Z3. A saber, a agao ['3(N;S) composta com um

automorfismo de Z32.

Logo,
(REmMEDE 4ty (REMHDE 4, 56)
\ U 3
K.P(2m +1) K.P(2n+1)

também ¢ o fized-data de uma acdo de Z3. Por 22|, Teorema 2,

(R*, 7% 7%) (R',~¢,7%)
i\ U 1
K.P(2m +1) K.P(2n+1)

¢ fized-data de uma agao de Z3, para todo 0 <1< (2n+1)eek=1+e—d.

Notagao 3.2.6. Denote por (N;, ®) a acio de Z2 cujo fixed-data ¢

(RF %7 (R~%,7°)
+ U +
K,P(2m+1)  K.P(2n+1)

Teorema 3.2.7. Se (M; Ty, Ty) € uma agio de Z3 firando F = K4P(2m~+1)UK, P(2n+1),

entdo a menos de um automorfismo de Z3, [(M; Ty, Ts)] € igual a:

(i) 0, isto €, a acao borda equivariantemente.

ou

(i) [F5(N; )]

ou
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(iii) [TF(N; 9)]

(iv) [(N/;S",T")], com (2m +2)d = (2n+ 2)e, 2n+ 2 = 2Y(2j + 1) ndo é poténcia de 2 e
0<1<(28=1)e;

ou

(v) [(N;;®)], com 2m+2)d = (2n+2)e, 2n+2=2 e 0 <1 < (2n + 1)e.

Dem.:

Seja (v1,v2,v3) — F o fized-data de (M;Ty,T3). Sabemos entdo que cada
v; — F & o fized-data de uma involugao fixando F. Segue da classificacao de involucoes
fixando KqP(2m + 1) U K.P(2n + 1) que temos duas possibilidades para cada fibrado

normal v;:

(a)
v; 777% é‘li
I = \J U } ;
F KsP(2m+1) K.P(2n+1)
onde 0¥ e ¢l sao fibrados vetoriais bordantes de dimensao k; e [;, respectivamente,

e classes de Stiefel-Whitney dadas por W(n*) = (1 + ag)? e W(&h) = (1 + B.)%;

ou

(b)
Vi oa v
I = + U + )

F KsP2m+1) K.P@n+1)

e

onde v e v¢ sdo os fibrados linha respectivos, com a condi¢io adicional (2m +2)d =

(2n + 2)e.

Logo, a menos de permutacgao, temos 4 possibilidades, para o fized-data de

uma acao de Z3 fixando F:
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1.
(", ™2, 1) (&1, ¢2,¢5)
1 U 1 ;
K,P2m+1)  K.P2n+1)
2.
(v 7% 79 (7, 7% 7°)
4 U \ ;
K.P(2m + 1) K.P(2n+1)
3.
(™, m™,77) (€, €2,79)
4 U ! ;
K4P(2m + 1) K.P(2n+1)
4.
(™, 7% 4% (€7 7%)
4 U !

KP(2m+1)  K.P(2n+1)

Lema 3.2.8. Para uma lista de fibrados correspondente ao caso 1, existe uma agio de 72

que borda equivariantemente com este fixed-data, exibido em 1.10, pertencente a classe

[A (™, 2, )] 4 [A(Eh, €2, 68)].
O

Lema 3.2.9. Nao existe agao de Z3 firando KqP(2m+1)U K. P(2n+ 1) com fixed-data

correspondente ao caso 2.

Dem.:

Como d < e, este caso nao ocorre por um problema dimensional:
2m+4)d=(2m+2)d+2d = (2n+2)e+ 2d < (2n + 4)e.

Ou seja, as dimensoes totais diferem.
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Lema 3.2.10. Se v3 € o fibrado linha respectivo sobre cada componente conexa e vy e

vy sao fibrados bordantes sobre cada componente conexa (caso 3), entdo vy e vy $G0 08
fibrados nulos. Isto €, [(M;Ty,Ty)] e [[3(N;S)] = [(N; S, Id)] diferem por automorfismo
de 7.

Dem.:

Por hipotese, sabemos que (2m + 2)d = (2n + 2)e e que ky + ky = 11 + Is.

Observe que para @ = 1 ou 2, temos que k; + (2m + 1)d # I; + (2n + 1)e,
pois caso contrario, (2m + 1)d > (2n + 1)e implica em k; < [; e ky < [z, contrariando a
hipotese de ki + ko = [1 + Is.

Sem perda de generalidade, podemos supor ki + (2m+ 1)d # l; + (2n+ 1)e.
Isto implica que as classes de cobordismo simultaneo das listas (A, 7o ® (A®@74)) — RP (1)
e (M & d (A®7%)) — RP(&) devem ser estudadas em separado. Sendo assim:

Se k1 > 0, entao RP(n;) # 0 e podemos calcular nimeros caracteristicos.

Agora, W(n ® (A®77)) = (L+aq)** (1+ ag+c?), com wa(ne ® (A®77)) =

ag+c?. Podemos entdo formar a classe caracteristica Wy = wg(7o ® (A®7)) +wi ()¢ = aq.

Isto nos permite obter a classe aflmﬂck*l, com a qual obtemos um nimero caracteristico
nao nulo.
Logo, se
(n*t, 1", 79) (€7,€",7°)
\J U }

K P(2m +1) K.P(2n+1)
¢ o fived-data de uma acao de Z2 entao k; = 0.
Obtemos [; = 0 por célculos iguais.
Como k; = I3 = 0, temos que ko = Iy, e portanto, ky + (2m + 1)d #
ls + (2n 4 1)e. Por célculos iguais aos anteriores, temos ky = [y = 0.
Por outro lado,
(7,0,0) (+¢,0,0)
\J U \J
K P(2m +1) K.P(2n+1)
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é o fized-data da acao (N; S, Idy).

Aplicando um automorfismo de Z3 conveniente, conclui-se a demonstragio

do Lema.

]

Lema 3.2.11. Se vy borda sobre cada componente e vy = v3 sdo os fibrados-linha em
cada componente (caso 4), entao ou vy € obtido do fibrado tangente através de remog¢ao
de secgoes triviais, ou vy € da forma (R* — KyP(2m + 1)) U (R' — K.P(2n + 1)), com
k< (25—1)d el < (2'—1)e, respectivamente, onde 2m+2 = 25(2i+1) e 2n+2 = 2/(2j+1).

Dem.:

Novamente, faremos uso do Teorema 1.11.3 para o estudo de quando uma
lista de fibrados é o fized-data de uma agao de Z3.
Note que (2m +2)d = (2n+2)ee que k+d=1+e.

Consideremos primeiramente a classe de cobordismo de

Ao (ey) (e (her)
\ U \
RP(y*) RP(7°)
O anel de cobordismo H*(RP(~%)) ¢ um H*(K4P(2m + 1))-moédulo gerado
por ¢ € HY(RP(7%)) com relagio ¢? = ag4, e o anel de cobordismo H*(RP(7¢)) é um
H*(K.P(2n + 1))-mo6dulo gerado por ¢ € H'(RP(y¢)) com relagao ¢ = f3,.

Temos

W(RP(y)) = (1+aa)* (1 +aq+c),

W(RP(y)) = (148" 21+ B, + ),
L] WRPGY) = (1 tme,
W(RP(y¢)) = (1+¢)@rt2e

Temos também

WneAyh) = (1 4+ ag)?(1 +aq+ ),
WESA®79) =1+ B8)(1+ fe + ),
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Como W (A) = 1+c e todas as classes de cohomologia do espago base sdo po-
téncias de ¢, todos os ntimeros caracteristicos correspondentes das listas serao coincidentes

se, e somente se, pd = ge. Esta peca de informacao sera importante logo adiante.

(Passo 1) Informacoes gerais antes das andlises dos casos:
Lo (14 ag)?™ 272 ¢ (1 4 ay)®~m+2) 30 classes caracteristicas

2. (14 B,)>"272 ¢ (14 f3,)24-(2"+2) s30 classes caracteristicas.

Olhamos agora para as outras duas condi¢oes do Teorema 1.11.3, que neste
caso sao idénticas.

Consideremos primeiramente a classe de cobordismo de

Myre(deyh)  AWrre(Aer))
{ U {
RP(1") RP(¢')

O anel de cobordismo H*(RP(n*)) é um H*(K4P(2m + 1))-modulo gerado
por ¢ € HY(RP(n*)) com relagao provinda do fato de que o elemento de grau cohomo-
l6gico k em (1 + ag + ¢)?(1 + ¢)¥=2P4 ¢ nulo, e o anel de cobordismo H*(RP(£')) é um
H*(K.P(2n+ 1))-mé6dulo gerado por ¢ € H(RP(£')) com relagao de provinda do fato de
que o elemento de grau cohomolégico [ em (1 + 3, + ¢¢)%4(1 + ¢)'=24¢ & nulo.

Temos

W(RP(n)) = (1 + ag)™ (1 + ag + ¢)?(1 + ¢)F=24,
W(RP(E)) = (14 Be)*" (1 + B 4 ¢°)?(1 + ¢)' 2,

e temos também

WH'e A@vY) =1+ ag)(1 +aq+c?),
W o A®@7%) =1+ B)(1+ B + ).
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Reserve em mente as seguintes classes caracteristicas, que serao usadas no

decorrer da demonstracao sem mais comentarios:

war (Y ® (A @7%) = aa(aa + ¢9),
(,UQG(’Ye (&) ()\ (%9 ’76)) - /86(/86 + Ce)'

Como k + (2m + 1)d # [ + (2n + 1)e, olhamos os ntimeros caracteristicos

das listas em separado.

(Passo 2)

Lema 3.2.12. Se a lista do lema principal € o fixed-data de uma acio de Z3, entio

E<(2m+1)d el < (2n+ 1)e.

Dem.:

Como k + (2m + 1)d # [ + (2n + 1)e, olhamos os nimeros caracteristicos
das listas em separado.

Se k > (2m+1)d, podemos formar a classe § = [ag(ag+c?)]?mHick—1=CEm+1d,

2m~+2 2m+1 Clc— 1

Usando a relagao o = 0, temos que 8 = o , isto é, podemos obter o niimero

caracteristico (6, c(RP(n))) = 1.
Logo, k < (2m + 1)d. Por calculos idénticos, temos também [ < (2n + 1)e.

[
(Passo 3) Divisao em casos:

Temos 4 possibilidades para p:
1. 2p=2m + 2;
2. 28 <2m+2 < 2p < 28th
3. 0<2p<2m+ 2;

4. p=0.

1. Se 2p = 2m + 2, entdo 2q = 2n + 2 e (v, 9, v3) € 0 fized-data de uma agdo ja citada

anteriormente.
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2. Se 2° < 2m + 2 < 2p < 257! entdo (11,19, 3) ndo é o fized-data de uma acao de Z3.

2p

23) =1, e que 2° < 2m + 1 implica em

Observe que 2° < 2p < 2°T! implica que (
aZ #0.
Logo, wa:(n) = ()a2’ # 0, e portanto k > 2°d.

Considere a classe W (RP()) = W(RP(n))"'W (v¢ @ (A @ 4%))2W (A)*~2P?. Temos

W(RP(n)) = (1 + aq)®*"*2.

Sejam t e r tais que 2¢(2r + 1) = 2p — (2m 4 2). Logo, @yq(RP(1)) = a2 & uma classe

caracteristica, factivel de participar de um nimero caracteristico.
Sejam w e v tais que 2m + 1 = 2'u + v, com v < 2! < 2% (algoritmo da divisdo). Como
vd < 2°d < k, podemos formar a classe caracteristica
t R —
H = Olzlu[ad(ad —l—Cd)]vck 1—vd _ a?lm-&-lck 1

que providencia o numero caracteristico (6, o(RP(n))) = 1.

3. Se 0 < 2p < 2m+ 2, entao (vy, vy, v3) ndo é o fized-data de uma agao de Z3.
Como 2p <2m + 1, 04(21‘” # 0, implicando em 2pd < k.
Tome a classe caracteristica W(RP(n)) = W (RP(n))W (v¢ & (A @ 7))~ 2PW (\)2Pd-F

com

W(RP(17)) = (1+ ag)*™ 7.

Temos também que 2m 4 1 > 2m + 2 — 2p. Logo, Wiamt2-2p)d = e ()

Podemos entao formar a classe

_ 2m42-2p d\12p—1 k—1—(2p—1)d _ 2m+1 k—1
6 = o [aa(ag + )P e =a;" ¢

que nos fornece o ntmero caracteristico (0, o(RP(n))) = 1.

4. Se p =0, entao (v, 2, v3) € simultaneamente cobordante a
(R, 7,49 (R™,v%,7°)

LUy
K4P(2m + 1) K.P(2n+1)
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caso este ja estudado.



Capitulo 4

AGOES DE Z3 FIXANDO

K P(2m)U KcP(2n + 1)

Este capitulo sera dedicado ao estudo de agoes de Z2 com conjunto de pontos
fixos F = K4P(2m)UK . P2n+1),comd=1ou2 e=2ouded<e.

Antes enunciaremos uma série de resultados conhecidos sobre involugoes
fixando F' = K,P(2m) U K.P(2n + 1) obtidos por Adriana Ramos e Pedro Pergher, em
um paper em fase de redagao, e optamos, para facilitar o trabalho da banca, por colocar

as demonstragoes de Adriana Ramos e Pedro Pergher ao final do trabalho, como apéndice.

4.1. Classificagao de involugoes fixando

K4P(2m)U K. P(2n + 1)

Observacao 4.1.1.

(I) se (M™;T) e (V";S) sao involugoes tais que Fr = KaP(m) e Fs = K.P(n), respecti-

vamente, entao (M™LUV"; T'US) é uma involu¢iao com Fr,s = KgP(m) U K P(n);

(IT) se (M";T) e (V";S) sao involugoes tais que Fr =+ U KgP(m) e Fs =+ U K. P(n),
entio erxiste uma involugao (N";U) € [(M"UV"; T US)| cujo conjunto de pontos
fizos é Fy = Kq4(m) U K.P(n).

Tendo em mente a classificagao das classes de cobordismo equivariante de
involugoes fixando K4P(n) e K4P(n) Ux* (com d = 1,2 ou 4 e n > 1), encontrados em
(28], capitulos 2 e 3), e denotando por A(F') o conjunto de todas classes de cobordismo

de involucoes fixando F', temos que:

67
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(a) AK4P(2n+1)={0€Z.(Zs) : 7 > d(2n+1)};

A(KaP(2n + 1) U ) = {[(KaP(2n + 2); 73,11)]}-

(b) A(Kq P (2m)) = {[KsP(2m); Id], [KaP(2m) x KqP(2m); twist]};
A(K4P(2m) U x) = {TV[KP(2m + 1);75,] : 0 < j < hg(0,2m)}.
Onde hy ¢ um limitante definido em [28] e 7¥ : KyP(m + 1) — K4P(m +

1) é uma involugao definida por 72 ([z1, ..., Tm; Tmi1]) = [T1,- -, Tmy —Tme1], também

definido em [28].

Teorema 4.1.2. (A.2) Seja F uma unigo disjunta F = K,P(2m) U K. P(2n + 1), com
d<e. Se(M™;T) é uma involugao com Fr = F, entao:
(i) ou [(M";T)] = [(KqP(2m); Id) U (V;S)] ;
(i1) ou [((M™;T)] = [(K4P(2m) x K4P(m); twist) U (V;S)] ;
(i) ou [(M";T)] = TI[(KqP(m + 1); 7)) + [(KeP(n + 1); )],
comdm+1)+j=en+1) e0<j<hg(0,m).

(V' S) representa uma involugao firando K.P(n) que borda equivariantemente)

Notagao 4.1.3. Fize uma involugdo (Ny; S1) € TV[(KqP(m~+1); 7))+ [(K.P(n+1); 7)),
que € uma involugao desta classe de cobordismo equivariante cujo conjunto de pontos fixos

¢F=Ki;P2m)UKP2n+1), comdim+1)=e(n+1).

Notagao 4.1.4. Denotaremos por v¢ e v¢ os fibrados linha canénicos sobre KqP(2m) e

K.P(2n + 1), respectivamente.

Notagao 4.1.5. ¢ — K. P(2n + 1) denotard um fibrado vetorial sobre K.P(2n + 1) que
borda, com dimensdo da fibra | e classe de Stiefel-Whitney W (€') = (1 + )% para algum
q=0.
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Notagao 4.1.6. Dado uma variedade n-dimensional M", Ty, — M™ denotard o fibrado
tangente de M"™. Quando nao houver possibilidade de ambiguidade, denotaremos o fibrado

tangente simplesmente como T".

4.1.1. Fized-data de involugdes fixando K, P(2m)U K. P(2n + 1)

Conforme atras visto, em termos de possiveis fized-data, temos o

Teorema 4.1.7. (A.2) Se (M;T) é uma involugao firando F' = K4P(2m)U K. P(2n+1),

entao temos trés possibilidades para seu fixed-data:

0 I3
(A) Lou ) ,
K,P2m)  K.P2n+1)
onde (M;T) € [(K4P(2m); Id)] e & borda;

7_2md gl/

(B) Lo ! :
K,P2m)  K.P2n+1)
onde (M;T) € [(KqP(2m) x K4P(2m); twist)] e & borda;

i @ RE—d e
(©) U ¢ :
KsP(2m)  K.P(2n+1)
com (M;T) € [(Ny1;51)], onde k = (2n + 2)e — 2md.

Conforme jd citado, os fibrados € e & acima sio fibrados sobre K, P(2n+1)
que bordam. Obs: exige-se também que 0 < k—d < hy(2m), onde hq é o limitante definido
em [28].
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4.2. Acgoes de Z3 fixando K;P(2m)U K. P(2n + 1)

Conhecidas, a menos de cobordismo equivariante, as involugoes fixando F' =
K4P(2m)UK.P(2n+1), temos, a partir das mesmas, uma colecao de agoes de Z3 fixando

F, dadas pelo ferramental da Secao 1.9, listadas no lema a seguir:

Lema 4.2.1. Temos a sequinte lista de classes de cobordismo equivariante de agoes de 72

firando F = K,P(2m) U K,P(2n + 1):

(i) T(KaP(2m); 1d) U (V55)] ;

(43) Ti[(KqP(2m) x KqP(2m); twist) U (V;5)];

(éid) T3[(Nr; Syl

(iv) T3[(KaP(2m); Id) U (V5 5)];

(v) T2[(K4P(2m) x KaP(2m); twist) U (V; S)];

(vi) T3[(N1;.51)].

Onde (V;S) denota uma involugdo fixando K.P(2n + 1) que borda.
O

Teorema 4.2.2. Sejam m e n nimeros naturais tais que 2md = (2n + 1)e. Eziste uma

agio de Z% em uma variedade M"Y que denotaremos por A'(v), tal que o seu fixed-
data é
(74 ® R, 44 @ Re~4 4 @ Re—) (4%, 7%, 7°)
4 U \
K.P(2m) K.P(2n +1)
Dem.:

Para provarmos este teorema, novamente faremos uso do Teorema 1.11.3 .
Note que, pela natureza dos fibrados envolvidos, as trés condigoes do Teorema 1.11.3 a

serem satisfeitas sao iguais (porque os trés fibrados sobre cada componente sao iguais).
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E suficiente entdo demonstrar que a lista

Ao R e (e (e rT) (A (re (e ()
\J U \
RP(y! & R*™) RIP((7°))
borda simultaneamente, que é o que faremos a seguir.

O anel de cobordismo H*(RP(y¢ @& R¢™%)) ¢ um H*(K4P(2m))-moédulo ge-
rado por ¢ € HY(RP(y¢ & R™?)) com relacio ¢ = ayc® % e o anel de cobordismo
H*(RP(v¢)) é um H*(K.P(2n 4+ 1))-mo6dulo gerado por ¢ € H'(RP(v%)) com relagao
= f,.

As classes de Stiefel-Whitney sao

WRP(y' & RY)) = (14 0aa)™ (14 ag+ )1+ )7,
W(RP(v%)) = (1+ Be) (1 + Be + ).
Reescrevendo, temos:
W(RP(y?* @ R)) = (14 ag)*™ (1 + ag+ ) (1 +c)e 4,
WERP() - (14,

W(RP(? @ RY) = (14 ag)?*™ 1+ ag+c)(1+ )2
WERP() - (14 eppmise,

—

A fim de simplificar a notagao, definimos

WRP(y @ R%) = WHioR 4o (A (@ R7)),

W(RP(v°)) - W@ (A @ ve)).

Entao

WRPHL e R)) = (14 ag)(1+ ag+ (1 + )4,

1%

W(RP(v9)) = (1+ B)(1+ B + ),
[ reeete Ry = st e o
WERP(r)) = (1+eF.

Coloque W = W - W(A)*¢. Temos
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WERPH! @ R™Y) = (1+ag)(1+ ag+c?),
W(RP(7°)) = (1+¢),

W(RP(? @ RY) = 1+ c+ aglag + %),
W (RP(y°)) = 1+

_>

Tomando W = %, obtemos:

W(RP(y! @ R9) = (140>,
W(RP() = (14 8)",

. WERP(HL® R)) = (1+ ag)*™,
W(RP() = (1+c)@Hbe,
L WERPG e RY) = (1 ail e,

W(RP(y9)) = (14>t

Como W =WWeW =W - W (N)e4, temos que toda classe caracteristica
da lista
Mrferte (e eRr) (e (er)
1 - \
RP(y! & R*™9) RP(7)
é uma soma de produtos dos termos wi(\), W, € Wag.

Assim, uma classe 0 de dimensao (2n + 1)e + e — 1 é uma soma de termos
do tipo U,y .y = Wily,c”, com ez +2dy + & = (2n + 1)e+e — 1.

Nosso objetivo agora serd mostrar que para qualquer terna (z,y,z) satis-
fazendo ez + 2dy + © = (2n + 1)e + e — 1, os numeros caracteristicos correspondentes
(1o (RP(746 R=)), 0 (RP(11@ R*))) € (u(2 .0y (RP(°)), 0 (RP(~%)) sdo iggnais. Con-
sequentemente, todo elemento 6 de dimensao 2md + e — 1 do anel caracteristico também

satisfaz

(O(RP(y" & R°)), o(RP(y & R™))) = (9(RP(7%)), o (RP(7%))),
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implicando que a lista

(’Yd D Re—d7 ,Yd D Re—cl7 ’Yd o) Re—d) (,ye’ ,767 ,ye)
4 U !
K.P(2m) K.P(2n+1)

¢ o fized-data de uma agao de Z3.

Se y = 0, entao

(c°)*c”, o (RP(7%)))

(U(z.0.2)(RP (7)), o (RP(7°))) = (
= (cBrHhererl o (RP(+°)))
= (B
=1

20t o (RP(1)))

e
(00 (RP(! & R), o(RP(y* & R4)) = ((af*)*c", o (RP(y" & R))
= (o' o (RP(y! @ R))).
Como ze +x = 2md + e — 1, temos que z é da forma x = 2jd + e — 1 para
algum j € N, com 2jd + ze = 2md. Aplicando 2j vezes a relacao c® = ayc ¢, segue que
F = dte—1 _ aZjCe—l'
Assim,

(u(z00) (RP(y! © R1)), 0(RP(y" @ R*%) = ((af*)*c", o (RP(y @ R1)))

aze/dCde+e_1 ,o(RP(y* @ R*™)))

{
= {
= (070 7 o (RP(y! @ R7)))
= (03", o(RP(y! & R*))
=1

Portanto,

(U(z00) (RP(Y! @ B)), o(RP(v! @ R1))) = (uz00) (RP(Y7)), 0 (RP(77))).
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Sey # 0,

(U(z.y.2) (RP(7%)), 0 (RP(7%))) = ()" - 0 - %, o (RP(7%)))
= (0,0(RP(7%)))
0.

Para mostrarmos a igualdade, necessitamos estudar os dois casos separada-

mente:

Caso e=2d

Se e = 2d, entao u, . (RP(v? ® R*4)) = ¥ (ay + c?)vc”.
Como 2dz + 2dy + x = 2md + 2d — 1, segue que x = 2jd + 2d — 1 com
§ >0, e 2dz + 2dy + 2jd = 2md. Usando 2j vezes a relacdo c? = ayc?, obtemos

2jd+2d—1 _

— 2j 2d—1
" =c a’ ¢ . Logo,

() RE(Y! ® RY)), o (RP(7" @ R7))) = (g " (a + ¢')’c”, o(RP(7" @ R7)))

afMabed it o(RP(v! @ RY)))

I
I\ @
(e
RN
>
~_
—

) (@2 o (RB(+! @ RY)))

<y) (02" o (RP(y* @ RY)))

Caso e—=4, d=1

Quando e = 4 ¢ d = 1, Uiy (RP(Y! & R?)) = ai*af(ar + ¢)¥c¢”, com
4z 42y +x =2m+ 3.

Como 4z + 2y + x = 2m + 3, x é impar.
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Se x > 3, a relagao c3(ay + ¢) = 0 implica que (a; +¢)¥c* =0 e

(u(z,y,2),0(RP(y' @ R'™))) = (07" V(a1 + 0)c”, o(RP(7' @ R?)))
= (2" 0,0(RP(y' @ R%)))
= 0.

Sex=1,entdo 4z +2y+ 1 =2m+3 =4(2n+ 1) 4+ 3, ou seja, 2z +y =
2(2n+1)+1 e y é impar. Existe entdao j > 0 tal que y = 2j + 1. A relacao ¢(a; +c¢) =0
implica que (a; + ¢)3c = (a1 + ¢)(a? + *)e = (a1 + ¢)adce. Usando esta nova relagao j
vezes, segue que (o + ¢)c = (g + ¢)¥te = (aq + ¢)ae.

Assim,

0 (ay + c)aZc, o (RP(y' @ R%)))
)
)

(Uea) RP(Y @ R%)), o(RP(y! @ R*))) = (7" (a1 + ¢)'c’, o(RP(y' @ R%)))
{
{

1 )
a2 (o) 4 o)e, o(RP(y! @ R?))
)
(ai"™ (a1 + ¢)e, o (RP(y' @ RY)))

= )
= (ai‘”?y_l(al + c)c, o (RP(y! @ R?)
= (0- (1 + ¢)e, o (RP(y' @© R%)))

0.

Portanto, em ambos os casos e = 2d e e = 4d,
(U(z,,0) RP(Y @ R1)), 0 (RP(Y! @ R™7))) = (t(z ) (RP(Y%)), o (RP(7°)))

quando y > 1.

Assim, encerramos a demonstracao de que
(u(z,y,2),0(RP(y! & RY))) = (u(z,y,7), 0 (RP(y%)))

para toda terna (z,y, x) de inteiros nao negativos satisfazendo ez 4+ 2dy +z = (2n+1)e +
e—1, e, consequentemente, todo elemento 6 de dimensao 2md+e—1 do anel caracteristico
também satisfaz

(0, 0(RP(y! & R))) = (0, (RP(7°))).
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Portanto, pelo Teorema 1.11.3, a lista
(74 @ R4, 41 @ Re—d, 44 @ Re-9) (7,7, 7°)
\x U \J
Ky P(2m) K.P(2n+1)
é o fived-data de uma agao de Z3 fixando F' = K4P(2m)UK, P(2n+1). (como tal agao nio
¢é provinda de uma involugao através do ferramental descrito na segao 1.9 , consideramos

a mesma uma agao “exotica”.)

Teorema 4.2.3. Eriste uma agao de 73 cujo fixed-data é
(,,_2md7 ,7_2md’ ,.yd @ Re—d) (Re7 Re’ 78)
+ U i )
K4P(2m) K.P(1)

onde 2md = e. Denotaremos esta agio por A*(v).

Dem.:

A demonstracao se darda mostrando-se que as listas de fibrados em questao
satisfazem as condi¢oes do Teorema 1.11.3. Note que as duas primeiras condigoes sao
iguais, bastando portanto examinarmos a primeira e a terceira condigoes.

Por questoes técnicas, dividiremos a demonstragao em duas partes, uma

quando e = 2d e outra quando e = 4d.

Caso e=2d

Note que neste caso, 2md = (2n + 1)e implica m = 2n + 1.

Mostrar que a primeira e segunda condi¢ao do Teorema 1.11.3 sao satisfeitas

é, neste caso, mostrar que a lista
At (A (e RY) (ALR¥Me (Aeq*)

\ U 1
RP(r24) RP(R>)
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borda simultaneamente.

O anel de cobordismo H*(RP(7%%)) ¢ um H*(K4P(2))-modulo gerado por
c € HY(RP(7%%)) e com relagao ¢*! = ay(ag + ¢?). O anel de cobordismo H*(RP(R?*?)) ¢
um H*(K.P(1))-médulo gerado por ¢ € HY(RP(R?*?)) e com relagao ¢* = 0.

Assim,
WRE(r™)) = (1400 (L +aa+ P (1+0)7,
W(RP(R*)) = (1+ 8.)2(1 + )™,

— W(RP(r!) = (14 + aglag +c))*(14+¢)7,
W (RP(R)) = (14 )2,

L) WERRE) = (1t (L)
W (RP(R?)) = | 42

— W(RP(T*)) = (14 + 3+t 4 ) (1+ )77,
W(RP(R*)) = 1.

Usando a relacido a3 = 0, obtemos que ? = ay(ay + c?)c? = 0.

Portanto,
WRB() = (L+ef)(1+e)
W(RP(R*)) = L,

W(RP(7%)) =
_>

L,
W(RP(R™)) = 1.

Temos também as classes dos fibrados correspondentes

W e (Ao (PeRY) = (1+ag’(1+aq+c)(1+)*

W(R & (A®~°)) = 1+ B+ ¢,

R Wrdo (Ao (VoRY)) = (1+ag)?*(1+aq+c?)(1+c)d
W(RYa A24*) = 1+ Bag + 7,

R Wrrao (Ao (YVeRY)) = (1+aq)3(1+ ag + age? + 29,

W(R* @ (A @~*)) = 1+ Bad,
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Wrte (Ao (eR?Y) = (1+a?(1+aq+aj),

_>

{ W(R* @ (A @~*)) = 1+ Bag,

. W(rrte (Ao (PoRY)) = (1+a0)?(1+ aq)?,
W(R* & (A @ ~*) = 1+ Bad,

L) WEreQenteRrY) = (1+ad)
W(R* & (A ®~*)) = 14 B,

. Wrte (Ao (veR?Y)) = 1+aj,
W(R* @ (A ®~%)) = 14 Pa.

Lembrando que W(\) = 1 4 ¢ sobre ambas ass componentes, temos que
todos os niimeros caracteristicos correspondentes das listas sao iguais. Logo, as listas sao
simultaneamente cobordantes e a primeira e segunda condi¢oes do Teorema 1.11.3 sao

satisfeitas.

Resta mostrarmos que a lista

(Ao (aer) (A RYe (A® RM)
3 U +
RP(y* @ R?) RP(y*9)
borda simultaneamente.
O anel de cobordismo H*(RP(y? @ R?)) é um H*(K4zP(2))-médulo gerado
por ¢ € HY(RP(y? @ R?)) e com relagao c¢®! = ayc?. O anel de cobordismo H*(RP(R*?))
é um H*(KyqP(1))-modulo gerado por ¢ € HY(RP(R??)) e com relacio ¢®? = [y

Calculando as classes caracteristicas, obtemos:

WRP(® RY)) = (14 aq)*(1+ag+ c?) (1 + c)?9,
W(RP(R*)) = (14 B2a)*(1 + faa + %),

WRP(! @ RY)) = (14 aq)*(1+ ag+ age’ 4+ ),
W(RP(RX)) — 1

Y
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W(RP( @ RY)) = (1+ ),
W(RP(R¥)) = 1
W(RP(? & RY)) = 1,

W(RP(R2) = 1

W(R* o (M@ RY)) = (1+0¢)*,

Wre (Aer™) = (1+ad’(1+ag+ (14"
W(R* e (Ao R™) = 1+ ¢,

W te (Ao ) = (1+ad)’[(1+aq+c)(1+ )P,
W(R* ¢ (\® R¥)) = 1+ Bad,

W(rlo (A7) = (14 aq0)?(1+ ag)?,
W(R* @ (\® R*)) = L+ B,

{IV(MQNA®T“» = (1 (1 ag + (L)

Wl (A7) = 1+a2
W(R*® (A® R*)) = 1+ o,

Lembrando que W(A) = 1 4 ¢ sobre ambas ass componentes, temos que
todos os niimeros caracteristicos correspondentes das listas sao iguais. Logo, as listas sao

simultaneamente cobordantes e a terceira condi¢ao do Teorema 1.11.3 é satisfeita.

Caso d=1, e=4
1

O anel de cobordismo H*(RP(7%)) ¢ um H*(K;P(4))-mo6dulo gerado por
c € HY(RP(7%)) e com relagdo ¢! = af + azc®. O anel de cobordismo H*(RP(&})) ¢ um
H*(K4P(1))-moédulo gerado por ¢ € H'(RP(£})) e com relagao ¢! = 0.

Assim,

WRE()) = (1+a)’(L+ar+0°(1+¢)",
WRP(ED) = (14 B)A(1+ By + )01+ )",
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WERP(T) = (1+a)’(1+a1+¢)’(1+¢)7,

%
W(RP({})) = (1+ B4)?(1 4+ )",
. WERP(m) = (1+a)’(1+ a1 +¢)’(1+0),
W(RP()) = 1,
N
W(RP(E)) = 1,
. W(RP(m) = 1+ ai(ag +¢) + cai(ag + ¢) + [ar(a; + o)),

W(RP(&) = 1

Wrte Ao (' eR?)) = (I+a)’1+a+c)(1+c),
W& ®Aoah) = (14 B1+c*),

{ WRB()) = (1+0)3(1+ a1 + e+ arc®),

Wrte A (' eR?)) = (1+a1)’(1+a +ac+ o+ a® + ),
W&o (A@vh) = (L4 B4),

Wrte A (@ eR?)) = (1+a1)’(1+ o+ ac+ o+ ai),
W&o (A®v7) = (14 Ba),

Wrto A2 (VP @R3))) = 1+ai(a;+c)+car(ag +c¢) + a?c?,
W&o (eq!) = (1+ Ba),

W(rteo (Ao (P oR?))) = W(RP(Y)) + o,
W(& o (A@qY) = W(RP(])) + Ba

Lembrando que 2m = 4(2n+1) e W(\) = 1+¢, temos que todos os nimeros
caracteristicos correspondentes das listas sao iguais. Logo, as listas sao simultaneamente

cobordantes e a terceira condigao do Teorema 1.11.3 é satisfeita.

O anel de cobordismo H*(RP(y! & R?)) é um H*(K,P(4))-mo6dulo gerado
por ¢ € H'(RP(y' & R?)) e com relagdo ¢* = a;c®. O anel de cobordismo H*(RP(y?)) é
um H*(K4P(1))-médulo gerado por ¢ € HY(RP(v%)) e com relagao ¢* = 3.
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Temos entao

WRP(y' ®R?)) = (1+a1)’(1+ar+c)(1+¢)"
W(RP(y*) = (14 Ba)?(1+ Ba+ ),

W(RPH' @ R?)) = (1+a)’(1+ a1+ ajc+ ayc?),
W(RP(yY) = L

WERPH' @ R?)) = 1+ ai(ag +c¢) + car(ar +¢) + [ar (o + )],
W(RP()) = 1

Y

WEie(heg) = (1+0),
Wrte(Aeth) = 1+a1)’(14+ a1 +¢)°(1+¢),
WEe(Weg)) = 1+,
Wrte(Ae1h) = (14+a)’(1+ a1 +aic+ arc? +ai),
WEe (o)) = 1+ B,

{ Wre(her) = (1+a)Pd+a+P1+e)7,

W(rteo (A1) = 1+ai(a +c)+ca(ag +¢) + (o +0)]? + af,
®A®E) = 1+ Ba,

WrteAerh) = WRPH @RY)+ai,

WEe(Aeeg) = WERPHY) + b

_>

Lembrando que 2m = 4(2n+1) e W(A) = 1+c sobre ambas as componentes,
temos que todos os niimeros caracteristicos correspondentes das listas sao iguais. Logo,
as listas sao simultaneamente cobordantes e a terceira condicao do Teorema 1.11.3 é

satisfeita.

Portanto, pelo Teorema 1.11.3 a lista

(7_2md’ 7_2md7 ’Yd o) Refd) (Re’ Re’ ,ye)
\ U \:
K4P(2m) K.P(1)
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é o fized-data de uma agao de Z3.

Dadas uma agao de Z32 em uma variedade M com conjunto de pontos fixados

F = K.P2m)UK.P(2n+ 1), o fizred-data desta agao é uma lista

(Tha 2, 773)
4 )
F

onde cada fibrado n; — F' é fized-data de uma involugao, cujas possibilidades estao listadas

no Teorema 4.1.7.

Teorema 4.2.4. Se (M; ®) é uma agdo de Z3 sobre a variedade fechada M, cujo conjunto
de pontos fizos € F = KqP(2m)U K.P(2n+ 1), entao (M; ®) pertence a uma das classes

da colegao A abaizo:

A = {[[}(K,P(2m); Id)] , [T (K4P(2m) x Ky4P(2m); twist)], 5 (Ny; S1)],
[C3(KaP(2m); Id)], [P3(KaP(2m) x KqP(2m);twist)], [[3(Ne; S1)], [A ()] [A* ()]} -

Dem.:

Os fized-data das acoes listadas sao listados a seguir:

(0,0,0) (€1, &, 65)
1 U 3 ;
K,P(2m)  K.P(2n+1)
com 2md = l; + o + I3+ (2n + 1)e;

2.
(7_2mcl7 7_2md, ,7_2md) <§l1 , é’lg 7 5[3)

\: U \J )
K.P(2m) K.P(2n+1)

com 8md =l; + Iy + I3+ (2n + 1)e;
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(0,0,72m%) (€, €=, 8")
1 U 1 ,
K,P2m)  K.P(2n+1)
com 4dmd = l; + 1y + I3+ (2n + 1)e;

4.
(v @RI g2md r2md) o (ye, £, 6)
+ U + )
K4P(2m) K.P(2n +1)

comn=0,2md=ce, k=ece & bordante a R

5.
(ORI GRS M) (5,70, €l)
] v
K,P(2m) K.P(2n +1)

com k = (2n + 2)e — 2md > d e £ = 7Cnt e,

6.
('Yd @ Refd’ 'Yd @ Refd’ 'Yd @ Refd) (’76, ,Ye’ '76)
i U \ ,
K.P(2m) K.P(2n+1)
com 2md = (2n + 1)e;
7.
(v! & R*7,0,0) (7,0,0)
1 U 1 ;
Ky P(2m) K.P(2n+1)

com k= (2n+2)e —2md > d .

Pelo Teorema 4.1.7, salvo permutacoes na ordem em que os fibrados se

apresentam na lista, temos 10 classes de candidatos a ser fized-data de (M; ®):
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(0,0,0) (€, &=, ¢")
3 U + ,
K.P2m)  K.P2n+1)
com 2md = l; + o + I3+ (2n + 1)e;

2.
(,7_2md7 7_2md, 7_2md) (é-ll , glg 7 é-lg)
\: U \J )
K.P(2m) K.P(2n+1)

com (2n+ 1)e+ 1y + o + I3 = 8md;

(0,0,7274)  (¢h g2, ¢l)
1 U 1 )
K4P(2m) K.P(2n+1)
com dmd = l; + Iy + I3+ (2n + 1)e;

4.
(Tde7 7_2md’ O) (Sll ) 612’ 513)
1 U \ )
K.P(2m) K.P(2n +1)

com 6md = (2n+ 1)e + 1 + lo + I3;

5.
(,yd @ Re—d’ ,yd @ Re—d’ ,yd @ Re—d) (,.ye’ ,.Ye’ 73)
1 U 1
K4P(2m) K.P(2n+1)

com 2md = (2n + 1)e;

(v'®R10,0) (6,6
1 U 1 )
Ky P(2m) K.P(2n+1)
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comk+2md=10+l+e+ (2n+1)ee2md+ k= (2n + 2)e;

7.
(r2md gy RF=d_~d g RE-d) (€L,7%,~°)
3 U \J )
KaP(2m) K.P(2n+1)
com 2md + 2k 4+ 2md =1+ 2e+ (2n+ 1)e e 2md + k = (2n + 2)e;
8.
(eR"L TR0 (7€)
1 U 1 ;
KaP(2m) K.P(2n+1)
com 2md + k = (2n+ 2)e e 2md + 2k = (2n+ 3)e + I,
9.
(r2md r2md ~d g Rh—d) (€, €%, 7%)
1 U \ ;
KaP(2m) K.P(2n+1)
satisfazendo k + 2md = (2n 4 2)e e 3(2md) + k + 11 + Iz;
10.
(0, 7m0 %@ R (&,6,7°)
3 U \J )
KaP(2m) K.P(2n+1)

com 2md + k = (2n+2)e e 2md = 1, + l.

Analisaremos a possibilidade de ocorréncia de cada caso em separado.

A estratégia de demonstracao deste teorema serd uma sucessao de lemas,
os quais mostrarao que qualquer lista que nao seja simultaneamente cobordante aos fixed-
data das agoes descritas no enunciado do teorema nao satisfaz ao menos uma das trés
condi¢oes do Teorema 1.11.3, e portanto nao serd o fized-data de uma acao de Z3. Isto
completara a classificagao, uma vez que as listas nao eliminadas realizam o fized-data de

uma acao de Z3 com o conjunto de pontos fixos em pauta.
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Lema 4.2.5. A lista
(0,0,0) (6", &, 6")
1 U + )
K P(2m) K.P(2n+1)
com 2md = l; + Iy + I3+ (2n+ 1)e, € o fixed-data de uma acio de Z3 pertencente a classe

2Ky P(2m); Id).
Dem.:
Isto se deve ao fato de a lista
(0,0,0)

!
K.P(2m)

ser o fized-data da agao ['3(KyP(2m);1d) = (K4P(2m); 1d, Id) e a lista

(&h, &k, &)
i
K.P(2n+1)
bordar simultaneamente.
O
Lema 4.2.6. A lista
(szd7 ,7_217’Ld7 Tde) (€l1 , é"lg , 5[3)
{ U { ;
K4P(2m) K.P(2n+1)

com (2n+1)e+1y + 1y +13 = 8md, € o fixed-data de uma agao de Z2, pertencente a classe

[T2(K4P(2m) x KqP(2m); twist)].

Dem.:
Como no lema anterior, isto se deve ao fato de

(T2md, 7_2md’ Tde)

!
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ser o fized-data da agao [3(KyP(2m) x KqP(2m);twist) e da lista

(&7,¢",¢")
!
K.P(2n+1)

bordar simultaneamente.

Lema 4.2.7. A lista
(0,0, 72m4) (&, &=, 88)
1 U 1 ;
KsP(2m)  K.P(2n+1)
com 4md = l; + Iy + I3+ (2n+ 1)e, € o fixed-data de uma agio de Z3 pertencente a classe

[T2(K4P(2m) x K P(2m); twist)].
Dem.:
Como no Lema anterior, isto se deve ao fato de
(0,0, 72m4)

1

ser o fized-data da agao ['3(KzP(2m) x KqP(2m); twist) e da lista
(€, &=, ¢")
!
K.P(2n+1)

bordar simultaneamente.

Lema 4.2.8. Naio existe acao de Z3 cujo fixed-data ¢

(szd, 7.2md’ O) (fll , £l2’ €l3>
1 U \J )
Ky P(2m) K.P(2n+1)

com 6md = (2n+ l)e + I + lo + I3.
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Dem.:

Como a lista
(§h, &=, €8)
i
K.P(2n+1)
borda simultaneamente, basta mostrarmos que a lista
(7.2md7 7_2md7 0)
1
nao satisfaz as condi¢oes do Teorema 1.11.3.

De fato, considere a lista

(A, 7@ (A®0))
{
RP(72md)
O anel de cohomologia H*(RP(72™%)) ¢ um H*(K4P(2m))-médulo gerado
por ¢ € HY(RP(7?™4)) e com relagio dada pelo fato de que a classe de grau cohomolégico
2md em (14 ¢ + ag)?™ (1 + )=t ¢ igual a 0.

Temos as classes caracteristicas

W) =1+c¢
e
W(Tde D ()\ ® 0)) — (1 + ad)Qm—i—l’
com wWo,a (72 @ (A ®0)) = a2™ e wi(A\) = ¢. Tomando a classe § = a2™c*™?~1 obtemos

o numero caracteristico
<9, a(RP(r2md))> = 1.
Portanto, a lista
(7_2md’ 7.de, 0)

!
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nao satisfaz as condi¢oes do Teorema 1.11.3, e portanto

(7_2md’ 7_2md’ O) (Sll ) 5[2 ) SZS)
\ U 1
K4P(2m) K.P(2n +1)

nao é o fired-data de uma agao de Z32.

Lema 4.2.9. Considere a lista

(PR TR (€ )
+ U + )
K4P(2m) K.P(2n+1)

com 2md + 2k +2md =1+ 2e+ 2n+ 1)e e 2md + k = (2n + 2)e + 1. Se a classe de
Stiefel-Whitney do fibrado &', W (&') = (14 B.)*, € diferente da classe de Stiefel-Whitney
do fibrado tangente W (T3 +0e) = (14 3,)2"+2 isto ¢, 2n+2 # 2q, entdo ndo existe ac¢do

de 73 cuja lista é o fixed-data em questdo.

Dem.:

Note que 2md + 2k +2md =1+ 2e+ (2n+ 1)e e 2md + k = (2n + 2)e + {

implicam que | = (2n + 1)e, e portanto a lista tem a forma

(7_2md’ 'Yd D kad’ 'Yd D kad) (5(2n+1)e’ ’76, ,ye)
\ U \
KaP(2m) K.P(2n+ 1)

Por questoes técnicas, dividiremos a demonstragao em dois casos:

Caso 1: 2md # (2n+ 1)e
Se 2md # (2n + 1)e, entao

dim(RP(7™4)) = 2(2md) — 1 # 2(2n + 1)e — 1 = dim(RP(¢271e)),

Isto implica que ao checarmos a primeira condi¢ao do Teorema 1.11.3, basta

mostrarmos que um nimero caracteristico da lista 7€ @ (A ® 4¢) — RP(£@"T1¢) nao ¢ 0,
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uma vez que a diferenca de dimensoes evita a ocorréncia do niimero correspondente sobre
a outra componente.

O anel de cohomologia H*(RP(£27+V¢)) ¢ um H*(K.P(2n + 1))- moédulo
gerado por ¢ € H'(RP(£?7+1¢)) e relacio advinda do fato de que a classe de grau coho-
mologico 2(2n + 1)e em (14 fB. + )" (1 + ¢) ¢ ¢ zero.

Temos as classes

W(RP(§PI) = (1+ Bo) (L + fe + c)PIW (A) 2t 720

WH @ A®7%)) =1+ B8)(1+ B + ).

Tome entao

W(Rp(f(2n+l)e)(1 +C)q—(2n+1)
Wy o (A®7))

T (RP(+1)) = = (1+ By,

Se 2n + 2 — 2¢ > 0, tomando 0 = Wy, 1o qwae (7 B (A ® 4¢))4~ L2 H2a)e—t
teremos que
<0’ O(RP(§(2n+1)e)> _ <63n+2_2q[ﬁe(6e + Ce)]2q—1c(2n+2—2q)e—1’ O(RP(§(2n+l)e)>
— <662n+2—2q53q—1(66 + Ce)Qq—lc(Qn—i—Z—q)e—l’ U(RP(€(2n+1)e)>
_ <662n+1 (Be + 06)2(]—10(2n—§—2—2q)e—17 U(RP(£(2n+1)e)>
_ <662n+1Ce(2q71)c(2n+272q)efl’ O'(R]P(S(Zn+1)e)>
_ <662n+1c(2n+1)e—1’ U(RP(£(2n+1)e)>

=1

obtendo assim um ndmero nao nulo. Isto implica que se ¢ < 2n + 2, entao a lista

(szd, ,.yd D Rk—d’ ,.yd D Rk—d) <€(Qn+1)e’ ,)/67 76)
! U ]
KaP(2m) K.P(2n+1)

nao ¢ o fized-data de uma agao de Z3.

—~ 1
Se 2q > 2n + 2, tome W = — .
w
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Existe s > 0 tal que 2° < 2n +1 < 2°%! e 0 < 2¢ < 257!, Disto, temos que
0 < 2¢—2n+2 < 2n+1. Tomando 0 = @ay_ 9, owae (V¢ B (A@7))22nH+2)-20-1(2¢-2n=2)e=1

obtemos:

<6 O' R]P él > 62(1 2n— 2 6@ ﬂe_i—c )] (2n+2)— 2‘1_16(211—271—2)6—1’O,(R]P)<§(2n+l)e)>

ﬂQq 2n— 252 (2n+2)—2g— 1(56 ) 2(2n+2)—2q—1 (2q 2n—2)e (RP(& (2n+1)e )>

2n+1 (2(2n+2 —2g—1)e (2q 2n—2)e— U(RP(€(2n+1)e)>

(
=
<52n+1 B —|—C (2n+2) 2q— 1c(2q72n72)671’O_(RP<£(2n+1)e>>
=
<62n+1 (2n+1)e (RP(§(27L+1)6)>

=1

Assim, a lista

(P At @R A @ RED)  (§80E 40, y9)
+ U +
K4P(2m) K.P(2n+1)
nao é o fired-data de uma agao de Z2 se 2q > 2n + 2.
Portanto, temos que se 2md # (2n + 1)e e 2¢ # 2n + 2, entdo a lista em

questao nao é o fized-data de uma agao de Z3.

Caso 2: 2md = (2n+ 1)e

A igualdade 2md = (2n + 1)e implica que k = e ¢ a lista tem a forma

(r2md yd @ Re—d 4 @ Re—d) (@ntDe ~e ey
1 U \J
Ky P(2m) K.P(2n+1)
Para mostrarmos que esta lista nao é o fized-data de uma agao de Z3 se
2n + 2 # 2q, mostraremos que ela nao satisfaz a segunda condi¢ao do Teorema 1.11.3,

exibindo nimeros caracteristicos correspondentes diferentes das listas
A7 (A e (' e RT))

)
RP(v* @ R*)
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(/\’ 5(2n+1)e D (/\ ® 76))

1
RP(v°)

O anel de cobordismo H*(RP(y¢ & R¢™%)) ¢ um H*(K4P(2m))-modulo ge-

rado por ¢ € HY(RP(y?®R™?)) e relagao ¢ = ayc®™ % O anel de cobordismo H*(RP(y¢))

¢ um H*(K.P(2n + 1))-modulo gerado por ¢ € H' (RP(79)) e relagiao ¢ = ..

Temos as classes

WRP(! @RY) = (14 g (1+aq+c)(1+c)7
W(RP(y) = (14 Be)*™ (1 + Be + ),
L, ) WRPGAORT) = (1+aa) (1 +aq+ )1+
W(RP(y) = (14 Be)>+2.

Coloquemos

W(RP(*@R) = WMo (A (v e RY)),
W(RP(v9)) = W(E d (A®79)).

Entao

WRP(y'@RY) = (1+ e (1+ag+c)(1+0)
W(RP(y)) = (14 Be)*(1 + Be + ),

. { WRP(LOR) = (14 0?1 (1 + ag + ) (1 + ¢)*~,

W(RP(7)) = (14 Be).
Defina W(—) = % . Assim,
W(RP(y* & Re)) = 1,
W(RP() = (14 p,).

Se 2n + 2 # ¢, entao existe 2n + 1 > j # 0 tal que w;.(RP(7¢)) = B7 # 0.
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Isto implica que

(@je(RP(y%)) 22707 g(RP())) = (B 2771 o (RP(v%)))
= (RAEIE o (RP())
— <B£2n+1)668_1a U(R]P(’)/e)»

=1,

ou seja, tal nimero caracteristico é nao nulo.

Por outro lado, o niimero caracteristico correspondente sobre a outra com-

ponente é

(@e(RP(y'& RE)) 22701 o(RP(y? @ R*™Y)) = (0- 227! o(RP(y'@ R)))

=0.

Portanto, a lista

(r2md d @ RE—d 4d g RF—d) (£Cnt+De e e
\ U l
K4P(2m) K.P(2n+1)

nao é o fired-data de uma agao se 2n + 2 # 2q.

Dos casos 1 e 2, segue o resultado.

Lema 4.2.10. Considere a lista

(v R4, 4 p RF4,0) (v, 74, &)
1 U 1 ;
K,P(2m) K.P(2n+1)

com 2md+k = (2n+2)e e 2md+2k = (2n+3)e+1. Nao existe agao de Z3 cujo fixed-data

é a lista acima.

Dem.:
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Note que [ = k—e e k = (2n+2)e —2md, implicam que | = (2n+1)e—2md.
Mostraremos que esta lista nao satisfaz a primeira condi¢ao do Teorema

1.11.3, o que equivale a mostrar que
MA@ R1e(A®0) (A7 6 (A ertemd))
\ U \
RP(* & R*) RP(y°)
nao borda simultaneamente.

O anel de cobordismo H*(RP(7¢ @ R¥=%)) ¢ um H*(K4P(2m))-médulo ge-
rado por ¢ € H'(RP(v?@®R*%)) e relagio ¢ = ayc® 4. O anel de cobordismo H*(RP(y¢))
¢ um H*(K.P(2n + 1))-modulo gerado por ¢ € H'(RP(79)) e relagao ¢¢ = ..

Temos as classes caracteristicas

WHleR“1o(A®0) = (1 + aa),
W (e @ (A @ @ntDe=2md)) = (1 4 B)(1 + B, + )2(1 4 ¢)@ntDe-2md—2qe

ou seja,

wiVOR O (A®0)) = aqg
Wd(’}’e D ()\ ® 6(2n+1)e—2md>) = 0.
Tomando § = w2™c*~1 obtemos os niimeros caracteristicos
(O(RP(y! @ R*7)), o (RP(y! @ R*"7))) = (aF"" !, o(RP(! @ R*)))

=1

(O(RP()), o (RP(y°))) = (0*"c* ", o (RP(Y%)))

Portanto, a lista
(VBRI ATBRL0) (159560

\ U \
K4 P(2m) K.P(2n+1)
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nao é o fived-data de uma agao de Z3.

Considere a lista

(7_2md’ 7_2md7 ,.yd D Rk—d) (5[1 ’ 5[2’ ,.ye)
1 U \ ;
KqP(2m) K.P(2n +1)

satisfazendo k + 2md = (2n + 2)e e 3(2md) + k + 1 + ls. Note que as duas condigoes

implicam que 2md = [; + ls.

Lema 4.2.11. Se 2(2md) # l; + (2n + 1)e, com i = 1 ou 2, entdo a lista acima ndo € o

fixed-data de uma acdio de Z3.

Dem.:
Se 2(2md) # I; + (2n + 1)e, entdao dim(RP(72¢)) # dim(RP(£%)). Portanto,
ao testarmos as condi¢oes do Teorema 1.11.3, podemos olhar os niimeros caracteristicos

separadamente em cada uma das duas partes da lista.

Ao (e (e RY) (AL e(er)
! U !
RP(724) RP(£")

No nosso caso, mostraremos que a lista (X, &5 @ (A ® %)) — RP(¢") nao

borda simultaneamente, o que provara a afirmacao do lema.

O anel de cobordismo H*(RP(£%)) ¢ um H*(K4P(2m))-médulo gerado por
c € HY(RP(£Y)) e relagao advinda do fato de que a classe de grau cohomoldgico ; em
(14 Be + ¢)24i(1 + ¢)i=2%¢ ¢ igual a 0.

Temos que
W (& @ A7) =1+ )21+ + Be).

Assim, w, (£2 & (A®7°)) = B + .
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Podemos entao formar a classe
2n+1

0= (w. (6 ® (A7) + i (A))

_ 22n+1 ;-1
= ﬂe c’

wl()\)liil

e obter o nimero caracterfstico (6,0 (RP(£%))) = 1.

]

Observacao 4.2.12. Se 4md = l; + (2n + 1)e e 4md = Iy + (2n + 1)e, entao l; = lo.
Como dmd = 1y + Iy, seque que Iy = ly = 2md. Isto implica que 2md = (2n + 1)e e que
k= (2n+2)e —2md = e.

Lema 4.2.13. Se 2md = (2n+ 1)e e n # 0, entdo nao existe agao de Z3 cujo fixed-data

€
(7_2md7 7_2md’ ,yd D Rk—d) (£l1 ’ €l2; 76)
1 U {
K P(2m) K.P(2n+1)
Dem.:

Para demonstrarmos o lema, usaremos novamente o Teorema 1.11.3, mos-

trando que a lista

(Ae (e (e RTY)  (MEEe(her))
! U \:
RP(72md) RP(&M)

nao borda simultaneamente.

O anel de cobordismo H*(RP(7?"?)) ¢ um H*(K4zP(2m))-médulo gerado
por ¢ € HY(RP(7?™4)) e com relagio advinda do fato de que a classe de grau 2md é
igual a 0 em (1 + ag + ¢)?™ (1 + ¢¥)7L. O anel de cobordismo H*(RP(£)) ¢ um
H*(K.P(2n + 1))-m6dulo gerado por ¢ € H'(RP(£")) e com relagao advinda do fato de
que a classe de grau (2n + 1)e ¢ igual a 0 em (1 + S, + ¢)?"T2(1 + ¢¢) L.

Das classes
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W(RP(Tde)) — (1 + ad)Qerl(l + ay + Cd)2m+1(1 + C)fd,
WRB(E™) = (14 821 + G, + )P0 (1 4 cimi-ae,
obtemos:
waa(RP(77™)) = a2+ (g + ) + (5) 2 +
wia(RP(EEY)) = (%) e,
wog(RP(72m1)) = (g + ) + (251) e,
%
wog(RP(EFMY)) = (%) e,
Definimos @og(RP(—)) = waa(—) + (3" )wi(A)?, obtendo as classes
Wog(RP(72M1)) = ag(ag + %),
Wog(RP(£3m)) = 0.
Temos também as classes
( ) %74 (Tde D ()\ ® (,yd D Re_d))) _ (1 + Oéd)2m+1(1 + ay + Cd)(l + C)e—cl7
*
W (&m @ (A® 7)) = (14 Be)*®(1 + B + ).
Definimos entdo a classe W (RP(—)) = W(Hﬁf)(f)):
W(RP(7?md)) = (1+ ag+ c®)*™(1 + )72,
W(Rp(g%md)) — (1 + 5@)2n+2—2q2(1 4 56 4 Ce)2q1—1<1 4 C)(2n+1)e2—2q16‘

Lembrando que 2m = (2n + 1)e/d, calculamos w,:

€l

(RP(r2)) = (ag+ )/t + ¢,
(RP(E™)) = fe+ e+,
(RP(r>™)) = af,

D (RP(E™) = B..

€l

€l

—9on~e/d — , P
Tomando a classe § = @255/ ¢2e=1 ¢ calcuando os nimeros caracteristicos
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associados, obtemos:

(O(RB(7"), o (RB())) = (2" (aufara + €)™ = o (RE() )

(
= (al™ N (g + ) 2 o (RP())
<a3md/d (ad n Cd)@/d CQne—I,O_(R]P)(Tde>>>
<a§m (o + cd)e/d et J(RIP’(Tde))>

_ <a3mcde/dc2nefljO<R]P>(7_2md>)>

_ <Oz(21mc(2n-l—1)e—17 U(RP(T2md))>

=1,
enquanto

(ORP(E™)), o(RP(1™4))) = (82" 0/ 21 o (RP(E5™7)))
=0

Isto &, ((RP(77™9)), o (RP(72™9))) # (O(RP(£™)), o (RP(£7m9))). Isto im-
plica que a lista
(72, 7md gl g Rh0) - (gh, €, )
i U \
K4P(2m) K.P(2n+1)
nao é o fired-data de uma agao de Z2.

Observe que a abordagem acima foi possivel porque supomos 2ne — 1 > 0

(n #0).

Lema 4.2.14. A lista

(O, 7_2md’ ,.Yd an Rk—d) ( l11’ é27 ,.ye)
! oL
K4P(2m) K.P(2n+1)

com 2md +k = (2n 4 2)e e 2md = Iy + ly, nao € o fixed-data de uma agdo de Z3.
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Dem.:
Usando a primeira condi¢ao do Teorema 1.11.3 e o fato de que o primeiro
fibrado da lista a esquerda ¢ o fibrado 0-dimensional, basta exibirmos um ntmero carac-

teristico nao nulo da lista
Ao (A ®Eh)

1
RP(¢")

O anel de cohomologia H*(RP(£1)) é um H*(K,.P(2n +1))-médulo gerado
por ¢ € HY(RP(£1)) e com relagao advinda do fato de que a classe de grau cohomolégico
igual a I; em (1 + . + c©)?% (1 + ¢)1~21¢ ¢ nula.

Temos as classes caracteristicas

W(RP(E™)) = (14 Be)*" (1 + Be 4 ) (1 + )1 720

W(E” & (A®7%) = (14 B)*2(1+ e + ).

Logo, we(€2 & (A ®~°%)) = B + .
Definindo &, (RP(£")) = we(£2 & (A ® 7)) + wi(A)¢ = B, obtemos a classe
caracteristica 6 = QG (RP(£1))2 (Nt = g2tichi=1 que providencia o nimero ca-

racteristico

(0,0(RP(E))) = ((8.)™"" ', o(RP(EM)))
1.

Logo, a lista

(0, 7_2md, ’Yd D kad) ( i1’ é2’ 76)
! Uy
K,P(2m) K.P(2n +1)

nao ¢ o fized-data de uma agao de Z3.
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Observacao 4.2.15. Quando consideramos a lista

(y' @ R10,00 (1967, 60)
1 U 1 )
K4P(2m) K.P(2n+1)
com k+2md = l; + s+ e+ (2n+ 1)e, também estamos exigindo que k+2md = (2n+2)e.

Isto implica que Iy =1y = 0, isto €, estamos considerando a lista

(v @ RE=4,0,0) (~4,0,0)
4 U 4 ;
K P(2m) K.P(2n+1)

que jd sabemos ser o fixed-data da ac¢io vi(Ny, Si).

Com esta observacao, concluimos a demonstracao do Teorema 4.2.4



1]

2l

3]

4]

17l
18]
191

[10]

[11]

[12]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ALEXANDER, J. C. On the bordism ring of manifolds with involution. Proc. Amer.
Math. Soc. vol 31 (1972), p.536-542

ANDRADE, A. E. R. Classificagao de agoes de 73 firando espagos projetivos rela-
tivos a diferentes anéis. Tese (Doutorado) - DM /UFSCar, Sao Carlos, (2013).

BOREL, A. Sur la cohomologie des espaces fibreés principauzs et des espaces homo-

génes des groupes de Lie compacts. Ann. of Math. (2) vol. 57 (1953) p. 115-207

BOREL, A. ; HIRZEBRUCH, F. On characteristic classes of homogeneous spaces.
I, Am. J. Math., vol. 80 (1958), p. 458-538; II, Am. J. Math., vol. 81 (1959), p.
315-382

CAPOBIANCO, F. L. Startionary points of Z%-actions, Proc. Amer. Math. Soc. 61
(1976), p. 337-380

CONNER, P. E. Diffeomorphisms of period two. Michigan Math. Journal, (1963),
n.10, p. 341-352

CONNER, P. E. Differentiable periodic maps. second edition. Springer-Verlag, 1979
CONNER, P. E. ; FLOYD, E. E. Differentiable periodic maps. Springer-Verlag, 1964

DOLD, A. Erzeugende der Thomschen Algebra M,. (German) Math. Z., 65 (1956),
p. 25-35 MR0079269 (18,60c)

FUJII, M. ; YASUI, T. Ky-cohomologies of the Dold manifolds. Math. J. Okayama
Univ. 16 (1973), p. 55-84.

HU, S. T. Introduction to Homological Algebra. Holden-Day, Inc. (1968)

HOU, D. ; TORRENCE, B. Involutions fixing the union of odd-dimensional projec-
tive space. Canad. Math. Bull 37 (1994), pp. 66-74



Referéncias Bibliogrdficas 102

[13]

[14]

[15]

[16]
[17]

18]

[19]

[20]

21]

22]

23]

[24]

[25]

HOU, D. ; TORRENCE, B. Involutions fixing the disjoint union of copies of even
projective space. Acta Math. Sinica 12 (1996), p. 156.

OLIVEIRA, R. de Involugoes comutantes firando dois espagos projetivos pares. Tese
(Doutorado) - DM /UFSCar (2002)

OLIVEIRA, R. de ; PERGHER, P. L. Q. ; RAMOS, A. Z2-actions fiving RP* U
RP¢*". Algebr. Geom. Topol. 7 (2007), p. 29-35

OSBORN, H. - Vector bundles, Academic Press, Inc, 1982
LUCAS, E. Théorie des nombres. 1878; reprint, Librarie Blanchard, Paris(1967)

PERGHER, P. L. Q. An equivariant construction. Proc. Amer. Math. Soc. 119
(1993), p. 319-320.

PERGHER, P. L. Q. (Zy)*-Actions Fizing a Product of Spheres and a Point. Canad.
Math. Bull., 38 (1995), p. 366-372.

PERGHER, P. L. Q. Involutions fixing an arbitrary product of spheres and a point.
Manuscripta Math. 89 (1996), p. 471-474.

PERGHER, P. L. Q. The union of a Connected Manifold and a Point as Fized Set
of Commuting Involutions. Topology Appl. 69 (1996), p. 71-81.

PERGHER, P. L. Q. Bordism of two commuting involutions. Proc. Amer. Math.
Soc. 126 (1998), p. 191-195.

PERGHER, P. L. Q. (Zy)*-Actions Whose Fized Data Has a Section. Trans. Amer.
Math. Soc. 353 (2001), p. 175-189.

PERGHER, P. L. Q. ; OLIVEIRA, R. de Z&-actions with a special fived set. Fund.
Math. 186 (2005), p. 97-109.

PERGHER, P. L. Q. ; OLIVEIRA, R. de Commuting involutions whose fixed point
set consists of two special components, Fundamenta Mathematicae (2008), p. 241-

259.



Referéncias Bibliogrdficas 103

[26]

27]

28]

29]

[30]

[31]

32]

33]

[34]

[35]

[36]

137]

PERGHER, P. L. Q. ; RAMOS, A. Z-actions fizing K,P* U K4P¢", Topology
Appl. 156 (2009), n. 3, p. 629-642 MR2492311

PERGHER, P. L. Q. ; STONG, R. E. Involutions Fizing (point) — F™. Transfor-
mation Groups, Vol. 6. No. 1, 2001, p. 79-86, Birkh&user Boston

RAMOS, A. Involugoes fixando espagos projetivos. Tese (Doutorado) DM /UFSCar,
(2007)

ROYSTER, D. C. Involutions fixing the disjoint union of two projective spaces,
Indiana University Mathematics Journal 29 (1980), n 2, p. 267-276.

STONG, R. E. - Involutions fizong projective spaces, Michigan Math. Journal 13
(1966), p. 445-447

STONG, R. E. - Equivariant bordism and Z5-actions, Duke Math. Journal 37 (1970),
p. 779-785.

STONG, R. E. - Involutions fixing products of circles Proc. Amer. Math. Soc. 119
(1993) p. 1005-1008.

STONG, R. E. Vector bundles over Dold manifolds, Fundamenta Mathematicae 169
(2001) 2000 MSC: Primary 55R40

STONG, R. E. ; Kosniowski, C. - Involutions and characteristic numbers, Topology,
Vol.17, p. 309-330, Pergamon Press Ltd., 1978.

THOM, R. - Quelques propriétés globales des variétés differentiables, Comm. Math.
Helv. 28 (1954), p. 18-88.

TORRENCE, B. - Bordism classes of vector bundles over projective spaces, Proc.
Amer. Math. Soc. 118 (1993), p. 963-969.

UCCI, J. J. Immersions and embeddings of Dold manifolds. Topology 4 (1965), p.
283-293.



Referéncias Bibliogrdficas 104

[38] ZHI LU - Involutions fixing RP°™ U P(h,1), I, Transactions Amer. Math. Soc. 354
(2002), p. 4539-4570.

[39] ZHI LU - Involutions fizing RP*™ U P(h, 1), II, Transactions Amer. Math. Soc. 356
(2004), 1201-1314.



Apéndice A

Os resultados a seguir sao de autoria de Adriana Ramos e Pedro Pergher,
cujo artigo estda em fase de redacao. Optamos, para facilitar o trabalho da banca, por
colocar as demonstracoes de Adriana ramos e Pedro Pergher ao final do trabalho, como

apéndice.

A.1. Involugoes fixando K,;P(2m+1)U K.P(n)

Teorema A.1.1. Seja F' uma dada unidao disjunta F' = K4P(m)U K.P(n), comm en

impares, e d < e. Se (M";T) € uma involugdo com Fr = F, entdo:
ou [(M";T)] =0, ou [(M";T)] = [(KaP(m + 1);7)] + [(KP(n + 1); 7).
Teorema A.1.2. Seja F' uma dada unido disjunta F = KqP(m)UK.P(n), com m impar,
n >0 par, ed <e. Se (M";T) é uma involugcio com Fr = F, entdo:
(M7 T)] = [(KP(n); Id)], ou [(M";T)] = [(K.P(n) x K.P(n);twist)],
ou [(M";T)] = DV[(K.(n+ 1);m,))] + [(KaP(m + 1); 75,)] (com 0 < j < he(0,n))

Provaremos os teoremas A.1.1 e A.1.2 simultaneamente.
Dem.:

Seja (M7";T) uma involugao fixando Fr = KyP(m) U K.P(n), com d < e,
m fmpar e n um inteiro positivo qualquer. Denotaremos o fized-data de (M";T) por

VP — KyP(m) U ¢ — K.P(n),

comdn+k=r=en-+1. Comod < eem éimpar, vemos que d aparece na expansao
diadica de dm e nao aparece na de en. Assim, da igualdade dm + k = en + [ segue, pelo

Teorema de Lucas, que @ + @ = 1.

105
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Denotaremos por ag e 3. os geradores de HY(K4P(m)) e H¢(K4P(n)), res-

pectivamente. Por K-teoria, consideramos naturais p e ¢ tais que
W) = (1+ag e W(E)=(1+8)"

Inicialmente, assumimos que o k-fibrado n* — KyP(m) ¢ o fized-data de
uma involugao. Entdo & — K.P(n) também é um fized-data. Logo, pela classificacio

descrita em A(K,P(m)) e A(K.P(n)), temos que:
(a) se n 6 fmpar, entdo
J(MTT)] = [ — KaP(m)] + [€(K.P(n))] = 0+0
e portanto [(M";T)] = 0;
(b) se n é par, entio
Jl(MTT)) = [ — KqP(m)] + [§ = K.P(m)] = 0+ [0 — K.P(n)]

ou
3 [(M7T)] = [ — KaP(m)] + [¢' = K.P(m)] = 0+ [1 — K.P(n)]
e portanto [(M";T)] = [(K.P(n); Id)] ou [(M";T)] = [(K.P(n) x K.P(n); twist)].
Assim, resta assumirmos que n* — KyP(m) nao é um fized-data, ou seja,
n* — K4P(m) nio borda. Isso significa que p é impar. Em particular, wy(n*) = pag =
ag # 0, implicando k > d. Obviamente, temos [ > 0 ( pois [ = 0 implicaria n* — K P(m)
ser um fized-data).

Calculamos:

W(R]P(nk>> — (1 + Oéd)m+1((1 + C)k + (1 + C)kid&d + (1 + C)kud (]29) 043 + ... )’

W(RP(EY) = 1+ B)" N1+ )+ (1 +6) B+ (1+¢)7% (g) B4

Logo, lembrando que m é impar e d < e, obtemos:

wa(RP(1")) = @cd +ay



A.1. Involugées fizando Ky4P(2m+1)U K.P(n) 107

o=l .

Agora definimos wy(RP(—)) = )+ (k) ¢?. Assim, como (fl) + (é) =

1, temos que

Wi(RP(n*)) = aq e Wa(RP(&')) = c*

sao classes caracteristicas correspondentes, na igualdade entre os ntimeros caracteristicos
dos fibrados splitting X\ — RP(n*) e A — RP(&).

Com tais classes, obtemos:

(e o (RP(E)))) = ()", o (RP(S1)))
= (@, o (RP(S1)))
(@ o (RP(n")))

Ou seja, (c™h=1 o(RP(£))) =1
Com a igualdade acima, mostraremos agora que k = d. Faremos isso por
redugao ao absurdo. Suponha entao k > d. Dai, podemos considerar os nimeros caracte-

L . . —~ 1 k—1—
risticos associados a @y #7174, Desse modo, teremos:

(e o (RP(E)))
(¢t o (RP(E)))

= (@" T o (RP(ED))
{
{

@)

L™ o (RP(0Y)))

Qa +10k_1_d,0'(R]P>(77k))>.

&3

Ou seja, supondo k > d, obtivemos (a™t1c* 174 o(RP(n*))) = 1, contrari-
ando o fato de que o™t = 0.

Assim, provamos que k = d com W(n*) = (1 + ag). Logo, n* — K4P(m) ¢
um d-fibrado bordante ao d-fibrado canonico v¢ — K4P(m). Isso nos diz que r = (m+1)d
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com
")/d R” nk R”
gl (KaP(m); 71)] = ! +1 1| = I + 4
K4P(m) % K4P(m) *

Em particular, (n* — KyP(m))U (R" — ) é um fived-data. Dai, segue que
(" - K.P(n)) U (R" — %) também ¢é o fired-data de uma involucao. Pela classificagao

dada por A(K.P(n) U x), concluimos entao que:

(a) se n é impar, entdo [ = e, ousejar = (m+1)d = (n+1)e, e

n* 3
Jl(M"T)] = ! + a
| KqP(m) | | KP(n)
[ ,,,}k 1 [ R” gl R”
= e
I K4P(m) | L~ K.P(n) *

= jul(EKaP(m + 1);7)] + i [(KeP(n + 1); 7,)]

e portanto [(M";T)] = [(K4P(m + 1);79)] + [(K.P(n + 1); 72)], o que encerra a

demonstracao do Teorema A.1.1;

(b) se n é par, entdo e <[ < h.(0,n)+e,ouseja (n+1)e<r=m+1)d<(n+1)e+

he(0,n), e
[ i i [ ¢l
Je[(M"T)] = I + }
I K4P(m) 1 | K.P(n)
[ nk: i [ R" £l R"
=L ] ]
I K4P(m) | | x K.P(n) *

= jul(KaP(m+ 1);7)] + D (K P(n + 1); 7))
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e portanto [(M";T)] = [(KqP(m + 1);72)] + TV[(K.P(n + 1);79)] com 0 < j <

n

he(0,n). Desse modo concluimos a demonstragdo do Teorema A.1.2.

A.2. Involugoes fixando K;P(2m)U K.P(2n+1)

Teorema A.2.1. Seja F' uma dada uniao disjunta F = K4P(m) U K.P(n), com m > 0

par, n impar, e d < e. Se (M";T) é uma involugao com Fr = F, entao:
(M7 7)) = [(KaP(m); 1)), ou [(M7T)] = [(KaP(m) x KoPlm), tuist)],
ou [(M"3T)] = T9{(Kafm + 1);79)] + [(K.P(n + 1), 7] com 0 < j < ha(0,m).
Lema A.2.2. Seja (n* — K4P(2m))U(¢! — K. P(2n+1)) o fixed-data de uma involugao,

com k, 1, m,n inteiros positivos tais que k +2md =1 + (2n + 1)e. Entdo wq(n*) # 0

Demonstragao: Denotaremos por oy e 3. os elementos ndo nulos de H4(K,P(2m)) e
H¢(K.P(2n + 1)), respectivamente. Tome p e ¢ tais que W(n*) = (1 + ay)? e W(&') =
(14 8)".

Assim, temos:

W(RP(n")) = (1 4 ag)*™ ™! ((1 + o)+ (T+e) pag+ (1 +¢)f2 (g) a2+ - ) ,

WRE(E) = (1+ 507 {1+ + (14 0 as + (14 0= () o )

E entao calculamos:

a0 = -+ Do+ ()t wan(RP(E) = ()¢t

lembrando que d < e. Observe que d nao aparece na expansao diddica de 2md e nem na

de (2n+ 1)e; logo, pela igualdade k4 2md = [+ (2n+ 1)e, vemos que (g) = @. Ou seja,

definindo @a(RP(—)) = wa(RP(-)) + (¥)e?, temos que

@a(RP(n*)) = (p+ 1)aq e @y(RP(E)) =0
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sao classes caracteristicas correspondentes (nas igualdades entre os ntimeros caracteristicos

de A — RP(n%) e A — RP(£)).

Em particular, obtemos:
PFT = {(p+ )aZ e, o (RE(r")
= @ o (RE()))
— (@, o(RP(E)))
=0
e portanto, p é impar. Desse modo mostramos que wd(nk) = pay # 0, como queriamos.
O]
Iniciamos agora a demonstracao do Teorema A.2.1.

Seja (M";T) uma involugao fixando Fr = K4P(2m) U K.P(2n + 1), onde
m>0,n>0ed<e. O fired-data de (M";T) sera denotado por

n* — K,P(2m) U ¢ — K. P(2n + 1)

com k+2md = r = [+ (2n+1)e. Denotaremos por ay e 3, os geradores de HY(K4P(2m))

e H*(K.P(2n + 1)), respectivamente. Consideramos naturais p e ¢ tais que
W) =1 +ag)? e W(E) = (14 be,)".

Primeiramente assumimos que o I-fibrado ¢! — K, P(2n+1) é o fired-data de
uma involucdo. Entao n* — KyP(2m) também ¢ um fized-data. Logo, pela classificacio

descrita em A(K4P(2m)) e A(K.P(2n + 1)), temos que:
J(M7T)] = [0 — KaP(2m)] + [ — K.P(2n+1)] = [0 = KqP(2m)] +0
JMTT)) = [nF = KaP(2m)]) + [€ = K.P(2n +1)] = [r = K4P(2m)] + 0

e portanto [(M";T)] = [(KqP(2m); Id)] ou [(M™;T)] = [(K4P(2m) x K4P(2m;twist)].
Assim, resta assumirmos que £ — K.P(2n + 1) nao é um fived-data, ou

seja, & — K,P(2n + 1) ndo borda. Isso significa que ¢ é impar. Em particular, w, (&) =
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qB. = B # 0, implicando [ > e. Observe que k > 0 e, pelo Lema A.2.2, p é impar. Dai,
wy(n*) = payg = ag # 0 e portanto k > d.

Se mostramos que [ = e, teremos entao W (zi¢) = 1 + . e portanto o e-
fibrado £¢ — K.P(2n + 1) sera bordante ao e-fibrado canoénico v¢ — K.P(2n + 1). Logo,

teremos r = (2n + 2)e com

L e
G [(KeP(2n + 2); Ty,p)] = ! +1
| KeP(2n+1) || %
. . 1 e
= ! +1
| KP(2n+1) || x|

Em particular, (¢! — K.P(2n + 1)) U (R" — %) serd um fized-data e, dai,
(n* — K4P(2m))U(R" — *) também o sera. Pela classifica¢do dada por A(KyzP(2m)Ux),
concluiremos entao que: d < k < hg(0,2m) + d, ou seja, 2m + 1)d < r = (2n + 2)e <
(2m + 1)d + ha(0,2m), e

[ nk i [ gl
3 (M T)] = b + !
| KaP(2m) || KP(2n+1)
[ 77k | [ R" fl R
=1 | } +|
Ky P(2m) * K.P(2n+1) *

| KabP(@m) ||
= 3K P(2m + 1) 7)) + Ge[(Ke P20 + 2); 7,44

e portanto obteremos [(M";T)] = IV[(Kq.P(2m + 1);73,,)] + [(K.P(2n + 2); 75,.1)] com
0 < j < hg(0,2m), como queremos.

Ou seja, para encerrar a demonstragao do Teorema A.2.1, temos:

X(M7) = x(KqP(2m)) + x(K.P(2n+1))=1+0=1
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e portanto r é par. Logo, das igualdades k 4+ 2md = r = [ 4+ (2n + 1). Assim definindo
p=2%—peq =2"—q, temos que p’' e ¢ sdo impares,

W) = = (1 + g e W(E) =

I

I
—~
—_
+
sy
g
~—

Q\

Temos:

WERE()) = (1 + 00 (31 + e (p) i),

2

WERB(E)) = (14 63 (1L + o (q) #).

(2

Defina
= (1+ )W (RP(—))
W(R]P)(_)) = (1 + C)l—3d

e denote por w;(RP(—)) o termo homogéneo de grau i em W(RP(—)).

Assim, obtemos

WRP(/) = (1+ 0 (14 P (S (7)o,

W(RP(E)) = (14 B.)* (1 + )2m (52,1 + )*= (1) i),

Conforme ja anunciamos, nosso objetivo é mostrar que [ = e.

Para isso, analisaremos os casos {d, e} = {d,2d} (ou seja, Fr = RP(2m) U
CP(2n+1) ou Fr =CP(2m)UHP(2n|+ 1)) e {d,e} = {1,4} (ou seja, Fr = RP(2m) U
HP:2n + 1)), separadamente.

Caso e—2d. Assumimos e = 2d e entéo, por A.1, temos:

W(RP(")) = (1 + ag)®™ (1 + 242t ((1 + M3+ (14 M 2ag(1 + %) (g) g+ ) :

W(RP(ED)) = (1+ Boa)™2(1 + D> (1 + ¢ + (1 + D Baa+---) .

Entao, calculamos:

2m +1

~ 2
wgd(RP(nk)) = < 5 >a§+62d+c2d+ (g) ozi—kozd(ozd—i-cd) = (( 72n> + (Z) + 1) oz?ﬂ—ozdcd,
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Goa(RP(EY)) = (2;n> A4 Py By = ((Q;rl) + 1) A Bog.

Ou seja, temos que
Wog(RP(n*)) = (@ + @ + 1) a2+ agc?,
B2u(®P(E)) = ((5) +1) *8aa.
sao classes caracteristicas correspondentes (nas igualdades entre os ntimeros caracteristicos

dos fibrados splitting X\ — RP(n¥) e A — RP(¢)).

(A.2)

Dependendo dos valores de ( ;”) e (123) temos quatro possibilidades para A.2:

—~ OédCd,
(a) W=
Bad-
2 d
P ad + agc-,
(b) Waq =
Bad-
~ adcda
(€) Boa=1
™+ Bag.
2 d
~ g + ayc )
(d) oa=1q
™ + Paa-
Mostraremos que, em qualquer uma de tais possibilidades, devemos ter
[ =2d(=e).

Consideremos a possibilidade (a), ou seja, assumamos
Waq(RP(0F)) = agc?,
D2a(RP(1)) = Baa.

Dai, temos:

< 2n+1 l 1 (R]P)(gl)»

< 2n+1 l 1 (RP(&I)»

= (@5 1 o (RP(7")))

< 2n+1 2n+l)dl 1 O_(R]P;(nk)»

= (aj

2n+1 (2n+1)d+1—1 U(R]P)(’r]k)))
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e portanto (a2 cntDAH=1 5 (RP(nk))) = 1. Isto implica que 2n + 1 < 2m e, por ([28],

Lema 3.5.1), ( v ) = 1. Em particular, como p’ é impar e 2m — 2n — 1 também é

2m—2n—1
/
P —1.
2m — 2n — 2

Suponha agora [ > 2d. Entao podemos considerar os nimeros caracteristi-

impar, temos

cos associados a Wiy T2 =172 obtendo:

/
1= p
2m — 2n — 2

— <@3n+2C2nd+l_1,U(RP<nk )>
=

)
)

a}gerZ —1— 2d,0’<R]P)(T]k)
<@2n+2 I—1— 2d,O(RP(SZ))>
= (B, o (RP(ED))
=0,

pois 322 = 0 € H@22(K,,P(2n + 1)). Como ja tinhamos [ > 2d e supondo | > 2
chegamos ao absurdo 0 = 1, provamos entao que [ = 2d, como queriamos.

Consderemos agoa a posssibilidade (b), ou seja, assumamos

a2 + agc?,

Waq =
62d'

Dai teremos:

= (B ¢ o(RP(E)))
= (@3 "7 o (RP(E)))
= (@57 o (RP(nY)))
= (a7 (aq + )T o (RP(11)),

ou seja, (a2 (ay + )21t o(RP(n*))) = 1, acarretando 2n + 1 < 2m e, pelo ([28],

p'+2n+1 o / 4 , .

Lema 3.5.1), (2m72n71) = 1. No entanto, p’ + 2n + 1 é par, que 2m — 2n — 1 é fmpar e,
. / ’ .

assim, segue do Teorema de Lucas que (2pm Jj’;‘;ll) ¢ nulo. Desse modo, concluimos que a

possibilidade (b) de fato nao pode ocorrer.
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Consideremos agora a possibilidade (c), ou seja, assumamos

adcd,

Wad = 2d
c* + Pod-

Entao,

(Baa L o (RP(S1))
(@sac™)* 17 o (RP(E')))

= (@2 o (RP(1)))
((* + age?)" 1 o (RP(nY)))
((

Cd + Oéd)2n+10(2n+1)d+l_l,O'(R]P(’f]k)»

: F2n+1 ) ) :
ou seja, temos (p J;y;““ ) = 1. Dai, como p’ + 2n + 1 é par, vemos (via Teorema de Lucas)

P+ 2n+ 2 1
2m B

Agora suponha [ > 2d. Entao podemos considerar os niimeros caracteristi-

que

cos associados a (Wog + ¢??)2 271724 obtendo
1— P+ 2n 42
N 2m
(Cd + O{d)2n+202nd+l_1,U(RP(’I’]k))>

_ (agd—l-CQd)2n+QCl_1_2d,U(RP(nk)»

{
{
{
{

— (Z\Uzd_i_CZd)ZnJrQCZflde’U(RP(€Z)>>

Bag 2T o(RP(E')))

=0

pois ﬁgg“ = 0.

Desse modo, como ja tinhamos [ > 2d e supondo [ > 2d chagamos a um

absurdo, 0 = 1, mostramos que [ = 2d, como queriamos.
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Finalmente, resta considerarmos a possibilidade (d), ou seja, assumimos
Waa(RP(n%)) = a2+ agc?,
D2a(RP(E)) = A4 Paa.

Por (5.2), tal possibilidade decorre de (*') = 0 = (}). Definimos a classe
W3q(RP(—)) = Sq(@2q(RP(—))). Entdo, usamos as propriedades do quadrado de Steenrod

para calcular:
03g(RP(n%)) = a2c? + ayc?,
w3q(RP(EY) = 0,
uma vez que H3(Ky3P(2n + 1)) = 0.
Observe que
~ d k\y _ ~ k
Waac'(RP(n")) = Wsa(RP(1")).
Assim, para cada i tal que 1 <17 < 2nl, temos:
<@§d0(2n+1—i)2d+l—17U(Rp(nk)» — <&3§;1(&)\Qdcd)C(2n+1_i)2d+l_1_d,O'(R]P(nk)»
— <@;‘;1&33dc(2n+171’)2d+1717O_(Rp<nk))>
_ <@§31@3dc(2n+1_i)2d+l_1,J(RP(&)))
=0,
pois wsg(RP(Y)) = 0.
Ou seja, para cada 1 <i < 2n 4+ 1, temos:
<@;dc(2n+17i)2d+l71’ U(RP(QJZZ)» — <@;dc(2n+17i)2d+l71’ O'(R]P(?]k)» — 0. (A3)
Dai,

L= (B, o(RP()))

((* + Boa) 1 o (RP(E1)))

— (M 4 Baa) 1 o (RP()
n - 27’L—|—1 ~1 n+1—: -
= (e R + 3 () @ (P ()

= (DR S (RP() )
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Logo,

() = (st o RP(F)) = (2005 o(REGS) =1 (A

2m

Suponha | > 3d. Entdo, considerando as classes @ay s 1734 e (24 +

Wog) 221724 ¢ usando (5.3) e (5.4), obtemos:

0= (B2 172 o (RP(E)))

= (P 4 Ta) 2 o (RP(EY))

<(02d + QQd)2n+2cl7172d’ U(RP(Uk))>
FESyETEY
_ <C(2n+1)2d+l_1,O(RP(T]’C))> + Z ( i ><&)\;dc(2n+2)2d+l_l_2d,U(Rp(nk)»
i=1

= (BRI o (RP())) + (@352 ™7, o (RP(7")))
=1+ @3 @2ac”) 7', o (RP(1")))
=1+ @3 @sac' 7, o (RP(0Y)))

=1+ (@53 Gsac' 7, 0 (RP(E))),

ou seja, obtivemos (@Wan ! @z.c 1734 o(RP(€Y))) = 1, contrariando o fato de que a classe
w3q(RP(EY) ¢ nula.

Logo, a suposicao [ > 3d implicou em uma contradicao. Dessa forma,
mostramos que [ < 3d. Ja sabemos também que [ é par e [ > 2d.

No caso d = 1 (ou seja, Fr = RP(2m)UCP(2n+1)), temos I pare 2 < [ < 3.
Portanto, [ = 2 (= 2d), como queriamos.

Resta assumirmos entdo d = 2 (ou seja, Fr = CP(frm—em)UHP(2n+1)).
Neste caso temos [ par e 4 < [ < 6; portanto [ =4 ou | = 6.

Seja 2Y a maior poténcia de 2 que aparece na expansao diadica de 2m, isto
é, 2 < 2m < 2. Como p é impar e lembrando que p’ = 2% — p, com 2V < 2%, temos

(2) +(§_;) = 1. Entao, de @ =1 (vide (5.4)) segue que @ = 1 e, consequentemente,

(2’2) = 0. Logo, como podemos assumir 1 < p < 2°*! temos p < 2V < 2m. Em particular,

wap(n*) = @0/2’ = ob # 0, acarretando k > 2p. Assim,

A42n+ 1) +1l=r=4m+k > 2p + 2p = 4p.
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Dai, como [ =4 oul =, obtemos p < 2n+2; ou seja, p—1 < 2n+ 1. Agora,

temos:

(1P G(RP()) = (0] (an + 2P BT G (RE()))

Portanto, de (5.3) segue que p— 1 = 0. Entao, W(n*) = (1+ ay)? = 1+ ay
e, consequentemente, ¥ — CP(2m) é bordante ao k-fibrado 72 @ R*~2 — CP(2m).

Se k = 2 entao
o([n* — CP2m)] + [R" — %)) = 9([y*> = CP(2m)] + [R" — #]) = 0.

Logo, (n* — CP(2m)) U (R" — %) ¢ o fized-data de uma involugao. Dalf,
temos que (¢! — HP(2n + 1)) U (R" — %) também pode ser realizado como fized-data de
uma involucao e entdo, pela classificacao dada em A(HP(2n + 1) Ux), devemos ter [ = 4,
como querfamos. Observe que | =4 implica que dm +k=r= 2n+1)4+4 =4(2n + 2)
e, portanto, £ ¢ um multiplo de 4. Logo, na verdade, nao podemos ter k£ = 2.

Se k > 2, entdao wy(n*) = 0. Uma vez que x(M") = 1, podemos fazer uso
do

Lema A.2.3. Se (S,V?®) € uma involu¢ao em uma variedade fechada V*, com x(V*) =1,
e fixed-data
n — F= Uf:1(778_i - FZ))

entao existe i tal que ws_;(n*~") # 0. (/6], p 100, 28.3) O

Assim, temos necessariamente w;(£') # 0. Daif, como temos [ = 4 ou 6 e

HS(HP(2n + 1)) = 0, concluimos que [ = 4, como querfamos.
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Desse modo, encerramos a demonstracao do Teorema A.2.1 para o caos em
que e = 2d.
Caso d =1 e e = 4. Assumimos entdo d =1 e e = 4. Por A.1, temos:

W(RP(7")) = (1 + 1)+ (1 4 )2+ ((1 +¢)* + (1+¢)?a1 + (1 +¢) (g) ol

+<§>a?+(1+c)—1<i>a§1+~->,

W(RP(E) = (1 + B)? 21+ )™ (L + ¢ + (1 +¢) oy + ).

Dai, calculamos:

Ou seja
{@@Mﬂ)wm¥@+gﬁﬂm+& s
D,(RP(E)) = ((2;”) + 1) &, '
BRP(Y) =+ () + @)+ (G + ) + (7)) al+
arc® + ((2m) + 1) alc? + ((12”) (2;71)) ase, (A.6)

2
a®P(E) = () + C) e+ 8
E ainda, definindo o polinémio
CZ)3 = QQC + Sql((jJQ) + 03,

obtemos:
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alc—i- a4+ ¢

>+1> a%+alc+c2) +c

ozlc—i-oqc +c +0zlc+0zlc +c?

5 (RP(n)) = ((22 ) ( ) ‘1

s ()
<<><g+
)+ () o

N——

\_/

2m

) ) + 1> &+ 8¢ () + &

2
= ( m)c3+c3+0+c3

2(RP(¢'))

I
7
VRS

ou seja,

;) + () ate
cv:a(RP(&’)) = (2;”) c’.

Ja sabemos que [ é par e [ > 4. Dividiremos nosso estudo em dois casos,

(A7)

2m

conforme a paridade de ( )

). Nossa estratégia serd manipular nimeros caracteristicos

associados a certos polindmios nas classes Wy, Wy, W3 € C.

Afirmagao A.2.4. Se ¢® € H*(RP(n")) e Bisc € H*(RP(EY)) sio classes correspondentes
(nas igualdades entre os niimeros caracteristicos de A — RP(n¥) e X — RP(&Y)), entdo

[ =4.

Dem.:
Denotemos @s(RP(n*)) = ¢® e ws(RP(E')) = Bye. Assim, por hipotese,

temos que:

(p(c, w(RP(n")), 5 (RP(n"))), o (RP(n"))) = {p(c, w(RP(E")), &5(RP(E))), o (RP(E1))),
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para cada polinémio homogéneo p(c,w(RP(—)),0sw(RP(—))), de grau 2m + k — 1 =
4(2n 4 1) + 1 — 1, nas classes wys(RP(—)) e w5 (RP(—)) e ¢
Suponha [ > 4. Entao, como [ é par, temos [ > 6. Dali, considerando os

nimeros caracteristicos associados a

o () ) <) e e () () )"

obtemos:

1= <5zn+1cl_1,U(RP(£l

2m 2m o
:<<@4+ ) () e <c5>cl-6,a<w<sl>>>

~—
~—
~

2n+1

¢! ()", U(RP(H'“))>

2n+1

)
2:1) y 558, o (RP(1* ))>
)

2n+1

c @56, J(Rp(gl))>

ou seja, (31" =00 (RP(£'))) = 1, contrariando o fato de que 57" = 0. Dessa contradi-

¢ao, concluimos que [ = 4, encerrando a prova da Afirmacao A.2.4. O]

Caso @ = 1. Primeiro, assumimos (2;”) =1

Neste caso, por A.5, A.6 e A.7, temos:

(’2)) + ajc + 2,

s (RP(n* :c4+<() ﬁ )o/f—i—oqc?’—k(@%—l) ade
(2 )4+1>C + b,

G(RP(") = (1+ (7)) ate

G3(RP(EY)) = 3.

£)
=
=
= =
m
Il
/N
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Observe que:

<<@4 + ((22’”)+ 1>>2n+1w3cl—4,o—(mm’f))> = <<@4 + ((227”)+ 1>>2n+1®30l_470(RP(§l))>

Agora, defina os polinomios:

s = <@+@+ 1) Sq?(3)

@5 = @40 + (:}5 + (@2 + 62)03 + (@2 + 02)(1/}3.

Como (g) = 0, calculamos:

{ @5 (RP(n*)) = (@ + (%) + 1) Sq*(a?c) = (7)%— 7 + 1) aje,
as(RP(E)) = () + () +1) S2(@) = () + O7) +1) &

Dai, obtemos:

O(RP(n*)) = [04 + <@+ @—’— 1) ai + ozlc3oz:f‘c} c—+ (@ —|—@—|— 1) ajet
+((arc+ ) + AP + ((ane + &) + 2 (ade)
+ () + 1) afe+ 0416404?6}  + (@ + (2 + 1) afe+ apct + asc?

GRP(E) = [(CF) +1) ¢+ Bi| et (() + ) +1) @+ (04 ) + (04 )P
>y +1) &+ Bac+ (@Jr ") +1> A+t
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ou seja,
{ 55(RE()) = &,
G(RP(E)) = Bic + (7).

Agora, considerando o polindémio (@4 + ((QT) + 1) c4> o (&5 + (p ) C5> =2,
obtemos:
(@0 (CD+1) )" (@t B) 2 awp0r) ) =
_ < (@14 (G +1) &) " (@ + () 2, a(m»(gl))>
= (B7"(Bac)c %, o (RP(E1)))
= (A" o (RP(EY))
=1

em particular, temos w5 + (¥)c® = (1 + (Z)) c® # 0, de onde segue que

(1) =0

Assim temos que ws(RP(n*)) = ¢ e Ws(RP(£')) = Bic sdo classes corres-

pondentes. Desse modo, pela Afirmagao 1, concluimos que [ = 4.

Caso (2;”) = 0. Agora assumimos @ =0.

Neste caso, por A.5, A.6 e A.7, temos:
Wy (RP(n*)) = (@ + 1) ol +aje+ 2

{ (
(

{ B4(RP(nF)) = c* (@ + &)+ () + 1) ot + nc® + a2 + (B)aic,
(
{ (
(

——
&)
no
7

3 =
=
=
I
2
o
+
Q
v

—
Ec
no
=
=
3
=
I
Q
=N
o
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Considere agora o polinémio

. 2m 2m ¥ - ~ o~
Wy = w4c—|—< 4 )05—1— ((Z) + 14+ ( 4 )) Sq?(@3) + (Dy+2) B+ (@ +2)?e+ws(@y+-c2).

Dai, obtemos:

ws(RP(n*)) = [04 + (@ +1+ W) aj + a1+ a2 + alcﬂ c+ (QZL)C5+
+ () +1+ (7)) Se(a2) + (10)é* + (aae)e + (ade) (ane)
=+ (@+ 1+ (7 )) ate+ anct + i + ol + (3

= () +1)e
s(RB(E) = | (F) et + B e +
= bac,

+<@+l+m> aje+a+1ct + a2 + a3c?

CrYe+ (6) + 1+ (7)) S¢%(0) + 0+ ¢ + (0% +0-0
ou seja,

as(RP() = () +1) ¢
5 (RP(€1) = fac.

Agora, como

L= (8" o(RP(EY)))
<ﬁ 540 U(Rp(fl)»

_ < (a i (ﬂ") ) e a(RP<§l>>>
- < (@ + (2;") 04) ! w52, U(RP(n’“))> :

temos que ws(RP(n*)) = (@—i— 1) # () e, portanto, (zm) = 0. Dai, ws(RP(n*)) = ¢°

e ws(RP(£Y)) = Byc sdo classes correspondentes. Desse modo, pela Afirmagao A.2.4,

concluimos que [ = 4, como queriamos.

Assumimos entao (’2’) = 0. Defina wy = Wy + % e Wy = Wy + ( ) 4. Assim,

temos:
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G 1) et (@ + C7) -+ +ade

Dependendo das paridades de (2;”) e (Z), temos quatro possibilidades para

a classe de w,(RP(n")):

(I) &4(RP(n*)) = anc® + aie?;

(IT) @4(RP(n*)) = ¢ + arc® + a3c?;

(IIT) W4(RP(n%)) = ot + a1c® + a2c?;
(IV) 04(RP(n*)) = c* + af + arc® + a2

Observe que a possibilidade (1), @,(RP(n*)) = a;c®+a3c® ndao pode ocorrer.

De fato, nesse caso, considerando o polinémio wy + wsc?, teriamos:

L= (3" o(RP(S)))

(@1 + Do) 1 o (RP(ED))

(@1 + D22)M 1 o (RP(5)))

(a1 + a2 + (a2 + ane) )" d 1o (RP(1)))
()1, o (RP(n")))

Analisaremos, separadamente, cada uma das trés possibilidades restantes a

fim de mostrar que [ = 4.
Primeiro, assumimo (II): @4 (RP(7*)) = ¢* + a;c® + a2c?. Dai, temos

Di(RP(1*)) + @2 (RP(1*))? = ¢ + anc® + afe® + (of + aqe)e® = ¢,
B4(RP(E')) + 02 (RP(€))c? = By + 0 - ¢! = By
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Suponha [ > 4. Entao,

1= (8" o (RP(E)))

@4 + @ac®)*M T o (RP(EY)))

I
— — — — — — —
)
W
N~—
[
S
+
[\
QN
&
Q
—
=)
~
~~
3
ol
SN~—

o que contraria o fato de que B2"*? = 0. De tal contradicdo segue que | = 4, como

queriamos.

Agora, assumimos (I11): &4 (RP(n*)) = af + a1c® + a?c?. Dali, temos:

04 (RP(0%)) 4+ 0o(RP(0%))c? = af + arc® + a2c® + (a2 + apc)c® = af,
04 (RP(£) 4+ 0o (RP(£))c? = B4+ 0 - ¢t = .

2m

Como estamos no caso ( ) ) = 0, podemos escrever 2m = 4a, para certo

inteiro @ > 1. Considerando os niimeros caracteristicos associados a (&, + wWyc?)?" et

obtemos:

de onde segue que o/ll(%ﬂ) # 0 e, portanto, 4(2n + 1) < 2m = 4a. Ou seja, temos

2n+1<a.
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Por outro lado, temos:

= (o™ o (RP(n")))
((a1)*c", o (RP(n")))
(@1 + B2c)c* ™, o (RP(nY)))
{ (

= (A1

(w4+wgc )2t o (RP(ED)))

,o(RP(£)))),

de onde segue que 8§ # 0. Como ja sabemos que a > 2n + 1, concluimos entao que

a = 2n+ 1. Ou seja, temos
2m =4(2n+1) = 8n + 4.

Considere agora o polinémio w? + W, + woc?. Entdo, temos:
2 )

G2 (RP(0*))? + &4 (RP (")) + &2 (RP(n"))c® = (af + anc)® + af = afc?,
G2 (RP(1))? + Wa(RP(E)) + W (RP(E"))e* = (0)* + By = Bu.

Assim, calculamos:

= (" - 1,0(RP(¢)))

(@3 + &1 + @ac®)" 1 o (RP(ET)))
= (@3 + @1 + @ac®)" 1 o (RP(0Y)))
= ((a1,?)" 71 o (RP(")))
(a2 o (RP(S)))

—

(
((8m + 4)10’ (4n + 2))
(4s2)

) = 1; em particular, @ =1

p/

Ou seja, (4n+2
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Suponha [ > 4. Entao, considerando os ntmeros caracteristicos associados

2)2n+26l—5

ao polindmio (W3 + Wy + Wac , obtemos:

()
(

(8m +4) — 4n—|—2))

o An+4 4n+l 1 (RP(nk)»

(a1,2)*" 272, o (RP(")))

=
{
(@3 + B + @oc®)*" 272, o (RP(0Y)))
{
=

(@2 4 @y + @e?)?" 278 o (RP(EY))

BT o (RP(S1)),

o que contraria o fato de que $7""? = 0. Desse modo, concluimos que [ = 4, como

queriamos.
Finalmente, assumimos (IV) : 4(RP(n%)) = ¢* + af + a1c® + a3c?. Neste
caso, considerando o polindmio Wy + W3, obtemos:
Oy (RP(n%)) + G2 (RP(n%))? = ¢* + af + ay® + a2c® + (a2 + aie)? = a3c?,
w4(RP(E")) + D2(RP(E'))? = B4 + (0)* = Bu.

1= (6" o(RP(E1)))

w3 o (RP(ET)))
@y + @) o (RP(nY)))

= ((@
= (@
= (" + ar )1 o (RP(nY)))
= ((

c+ a1)2n+163(2n+1)+l_1,U(R]P)(’I]k)))

: o tl : ) ,
ou seja, (p +27Z+ ) = 1. Assim, como p’ 4+ 2n + 1 é um ntmero par, temos (pelo Teorema

de Lucas):
p+2n+2\ 1
2m -
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Suponha [ > 4. Entao, considerando os ntmeros caracteristicos associados

ao polinémio (&, + @w3)?"+2c1=5 obtemos:
1 P+ 2n+ 2
B 2m

c+ a1)2n+2c3(2n+2)+l7570<R]P>(nk))>

(
(64 + a103)2n+26l_5,0(RP(nk))>
(
(

contrariando o fato de que 3:"*? = 0. Desse modo, concluimos que [ = 4 e encerramos a

demonstracao do Teorema A.2.1.





