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Resumo

Prova-se que uma imersdao isométrica f: M" — Q! de uma variedade Riemanniana
compacta de dimensao n > 3 numa forma espacial de dimensao n + 1 é equivariante com
relagao a um homomorfismo de grupos de Lie ®: Iso°(M™) — Iso(Q"*!) da componente
conexa da identidade Iso®(M™) do grupo de isometrias Iso(M™) of M™. Para o caso em
que Q' = R obtém-se que @ leva todo subgrupo fechado e conexo de Iso(M™) que
age de modo localmente polar sobre M™ num subgrupo que age polarmente sobre R™*.
Mostra-se também que as hipersuperficies de rotacao compactas do espaco Euclideano de
dimensao n > 3 sao caracterizadas por sua estrutura intrinseca de produto warped.
Desenvolve-se ainda um estudo das imersoes isométricas f: M™ — Q™! em uma forma
espacial de uma variedade Riemanniana completa sobre a qual age de modo localmente

polar e com 6rbitas principais umbilicas um subgrupo fechado e conexo de Iso(M™) .



Abstract

It is proved that an isometric immersion f: M™ — Q™! of a compact Riemannian mani-
fold of dimension n > 3 into a space form of dimension n + 1 is equivariant with respect
to a Lie group homomorfism ®: I'so®(M™) — Iso(Q"!), where Iso’(M™) denotes the
identity component of the isometry group I'so(M™) of M™. For the case Q™! = R""1 it
is shown that ® takes every closed connected subgroup of Iso(M™) acting locally polarly
on M™ into a group that acts polarly on R**!. Moreover, compact Euclidean rotation
hypersurfaces of dimension n > 3 are characterized by their underlying warped product
structure.

Besides, isometric immersions f: M™ — Q! of a complete Riemannian manifold M"
under a locally polar action of a closed connected subgroup of Iso(M™) with umbilical

principal orbits are studied.
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Introducao

Sejam M uma variedade Riemanniana sob a acao isométrica de um grupo de Lie G e
f: M — M uma imersao isométrica de M em outra variedade Riemanniana M. Se existe
um homomorfismo de grupos de Lie 7: G — Iso(M) tal que f(g(z)) = 7(g)(f(z)) para
quaisquer x € M e g € (G, ou seja, se o grupo G se realiza como um subgrupo de isometrias
de M que deixa f(M) invariante, diz-se que f é equivariante com respeito a 7. Quando
M =R", diz-se que f é uma linearizacio da acdo de G sobre M.

Um problema classico é a existéncia de linearizacoes de acoes isométricas de grupos
de Lie sobre uma variedade Riemanniana. Um resultado importante neste sentido é um
teorema de Moore que diz que para toda variedade Riemanniana homogénea compacta
existe uma linearizacao de seu grupo de isometrias, ou seja, uma tal variedade sempre
admite um mergulho isométrico e equivariante em um espago Euclidiano ([Mo]). Por outro
lado, um teorema de Kobayashi ([Ko]) afirma que uma imersao isométrica em codimensao
um no espaco Euclidiano de uma variedade Riemanniana compacta e homogénea é sempre
equivariante e, portanto, sua imagem é uma esfera.

A primeira contribuigao desta tese é a seguinte generalizacao do Teorema de Kobayashi,
a qual garante que toda imersao isométrica em codimensao um no espago Euclidiano de
uma variedade Riemanniana compacta M"™ é uma linearizacao da agao da componente
conexa da identidade do grupo de isometrias de M"™. O resultado é de fato mais geral,

estendendo-se para qualquer forma espacial.

Teorema 1 (54) Seja f: M™ — Q"' uma hipersuperficie compacta (respectivamente
completa) com n > 3 e ¢ < 0 (respectivamente n > 4 e ¢ > 0). FEntdo eziste um
homomorfismo de grupos de Lie ®: Iso°(M) — Iso®(Q™), onde Iso®(M) ¢ a componente

conexa da identidade do grupo de isometrias de M, tal que fog = ®(g)o f, Vg € Iso"(M).

Observacao: As referéncias entre parénteses nos teoremas descritos nesta introducao dizem

respeito aos mesmos enunciados que constam no texto, mas acompanhados da prova.



Este teorema nao vale para imersoes isométricas f: M™ — QP com codimensao p > 2.
Contra-exemplos podem ser facilmente construidos considerando composicoes f = ho g
de imersoes isométricas g: M™ — Q"™ e h: V — Q" com V C Q"™ sendo um aberto
contendo g(M™).

A demonstragdo do Teorema 1 baseia-se em uma idéia ja utilizada em [MPST] para
o caso de hipersuperficies Euclidianas sob a agao isométrica de um grupo com cohomo-
geneidade 1. A cohomogeneidade de uma acao de um grupo de Lie é a codimensao de
uma orbita de dimensao maxima.

Uma classe importante de agoes isométricas sobre variedades Riemannianas completas
¢é a das acgoes localmente polares, para as quais existe uma subvariedade imersa completa
que intercepta ortogonalmente todas as orbitas da agao. Tal subvariedade é chamada uma
sec¢ao; se existe uma secao fechada e mergulhada, a acao é dita polar. Foi mostrado em
[BCO] (Proposigao 3.2.9) que, se um subgrupo fechado de SO(N) age polarmente sobre
RY e deixa invariante uma subvariedade f: M"™ — R, entdo a restricio da acdo sobre
M™ é localmente polar. O préximo resultado diz que toda agao isométrica localmente
polar de um grupo de Lie compacto sobre uma hipersuperficie compacta de um espaco

Euclidiano de dimensao n > 3 surge desta forma.

Teorema 2 (57) Sejam f: M™ — R™ n > 3, uma hipersuperficie compacta e G C
Iso(M) um subgrupo fechado conexo que age de modo localmente polar sobre M™ com
cohomogeneidade k. Entdo, eziste uma representacao ortogonal V: G — SO(n+1) tal que
fog=V(g)of, para todo g € G, e ¥(G) age polarmente sobre R"™! com cohomogeneidade
k4 1.

O Teorema 1 garante que sempre existe uma tal representacao ¥: G — SO(n + 1).
O conteiudo do Teorema 2 é a afirmagiao de que W(G) age polarmente sobre R"™! com
cohomogeneidade k + 1.

Uma consequéncia do Teorema 2 é uma obstrucao para a existéncia de uma hipersu-
perficie compacta do espago Euclidiano sobre a qual age um subgrupo fechado de isome-

trias de modo localmente polar.

Corolario 3 (60) Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n > 3
e G um subgrupo fechado e conexo de Iso(M™) agindo de modo localmente polar sobre
M™. Se G possui uma orbita excepcional entao M™ nao pode ser isometricamente imersa

num espaco Fuclidiano como uma hipersuperficie.
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Os exemplos mais simples de hipersuperficies f: M"™ — R"*! que sao invariantes por
agoes polares sobre R"*! de subgrupos fechados G C SO(n + 1) sdo fornecidos pelas
hipersuperficies de rotagao (admitindo aqui hipersuperficies com meridianos de dimensao
maior do que ou igual a 1; para mais detalhes sobre as hipersuperficies de rotagao, veja a
Segao 4.2). Neste caso, a agao induzida de G em M" (é localmente polar e) tem drbitas
principais umbilicas em M". Outra consequéncia do Teorema 2 é que isto caracteriza as

hipersuperficies de rotacao.

Corolario 4 (59) Sob as hipdteses do Teorema 2, se as G-drbitas principais sao umbilicas
em M"™ entao f € uma hipersuperficie de rotacio e G ¢ isomorfo a um dos subgrupos

fechados de SO(n — k + 1) que agem transitivamente sobre S*=*.

Para uma lista de todos os subgrupos fechados de SO(n) que agem transitivamente
sobre a esfera, veja [EH]|, pagina 392.

A hipétese de que as orbitas principais sejam umbilicas em M™ é satisfeita, por exem-
plo, se o grupo de isotropia de G' em algum ponto regular x € M"™ age de modo irredutivel
em T,G(x), em particular se alguma 6rbita principal de G é uma variedade homogénea
com representacao isotrépica irredutivel (ver Proposicao 53).

Quanto a hipétese de que o grupo G seja conexo, esta nao ¢ de fato uma restricao para
o Corolario 4, uma vez que, se GG age de modo localmente polar, entao o mesmo vale para
G, a componente conexa da identidade. A tinica diferenca é que, quando G nao é conexo,
nao se tem necessariamente que f leva érbitas de G em paralelos da hipersuperficie de
rotacao.

O Corolério 4 generaliza um teorema devido a Podesta e Spiro, obtido em [PS] para
o caso de uma hipersuperficie compacta sob a agao isométrica de um subgrupo fechado e
conexo de isometrias com cohomogeneidade 1 e 6rbitas principais umbilicas.

Uma questao natural que aparece neste instante ¢ analisar a situacao em ambientes
nao planares, principalmente no caso hiperbdlico, onde a classe das hipersuperficies de
rotagao é bem mais rica. Embora nao valha uma versao do Teorema 2 para ambientes

nao planares, foi possivel obter a seguinte extensao do Corolario 4.

Teorema 5 (61) Seja f: M™ — Q"™ comn >3, sec <0, en >4, sec >0, uma
hipersuperficie compacta. Suponha que exista um subgrupo fechado e conexo G C Iso(M™)

agindo de modo localmente polar sobre M™ com cohomogeneidade k satisfazendo 1 < k <



n—2 e com orbitas principais umbilicas em M"™. Entdao f é uma hipersuperficie de rotagao
(do tipo eliptico se ¢ < 0) e G € isomorfo a um dos subgrupos fechados de SO(n — k + 1)

que agem transitivamente sobre S*F.

Voltando ao ambiente Euclidiano, o Corolédrio 4 permite abordar uma questao que, a
principio, nao parece ter qualquer relacao com agoes isométricas.

Dada uma hipersuperficie de rotacao f: M™ — R"*! sabe-se que existe um aberto
denso de M™ que é isométrico a um produto warped L* x N "=k sendo N"~* um paralelo
e L* parte de um meridiano da hipersuperficie. Lembre-se que o produto warped Ny x o Vo
das variedades Riemannianas (Ny, (,)n,) € (N, (,)n,), com funcao warping p: N1 — Ry,

¢é a variedade produto N; x Ny munida da métrica

<7> = Wf(? >N1 + (p o 7T1)27T;<7 >N27

onde m;: N1 X Ny — N;, 1 <1 < 2, denota as projecoes canonicas.
O resultado a seguir diz que esta propriedade caracteriza as hipersuperficies de rotagao

compactas de dimensao n > 3 do espaco Euclidiano.

Teorema 6 (62) Seja f: M" — R"" com n > 3, uma hipersuperficie compacta. Se
existe uma isometria ¥: L* x, N"™% — U de um produto warped sobre um aberto denso
U C M™ (em particular, se M™ € isométrica a um produto warped LF x, N"7*) com

N completa e L* conezxa, entdo f € uma hipersuperficie de rotacdo.

O Teorema 6 pode ser visto como uma versao global para o caso de hipersuperficies
da classificagao local em [DT] das imersoes isométricas em codimensao menor do que ou
igual a 2 de produtos warped L* x, N"™% n —k > 2, em espagos euclidianos.

Ainda com relagao ao Teorema 5, foi possivel estendé-lo a uma subclasse das hipersu-

perficies completas.

Teorema 7 (63) Seja f: M™ — Q" comn > 4, uma hipersuperficie completa. Suponha
que exista um subgrupo compacto e conexo G C Iso(M™) agindo de modo localmente po-
lar sobre M™ com orbitas principais umbilicas em M™ e cohomogeneidade k satisfazendo
1<k<n—-3(<n—-2sec>0). Sec<0, suponha também que as componentes conexas
do congunto {x € M : M"™ tem curvatura seccional constante ¢ em x} sejam limitadas.
Entao f € uma hipersuperficie de rotacao (do tipo eliptico se ¢ < 0) e G € isomorfo a um

dos subgrupos fechados de SO(n — k + 1) que agem transitivamente sobre S*=F.

9



A hipdtese adicional no caso ¢ < 0 é de fato necessaria, mesmo no caso em que k =1
(ver [MS]).

Na mesma situacao descrita no Teorema 7, foi possivel ainda obter uma classificagao no
caso em que G C Iso(M™) é um subgrupo fechado mas nao compacto. Nessas condicoes,
novos exemplos aparecem, cilindros no caso Euclidiano e, no caso hiperbdlico, hipersu-
perficies de rotacao do tipo hiperbdlico e parabdlico, além de dois casos especiais de
hipersuperficies que estendem a nocao de cone. Este assunto é tratado na Secao 5.2.
O teorema obtido nessa se¢ao, juntamente com o Teorema 7, estendem os resultados de

[AC], [MS] e [Li] para o caso em que a cohomogeneidade é 1.
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Capitulo 1
Preliminares

Os conceitos e resultados apresentados neste capitulo podem ser encontrados em qualquer
texto bésico sobre o assunto. Algumas referéncias para a primeira se¢ao podem ser [dC],
[Sa] ou [Ol]. A principal referéncia para a teoria das subvariedades, na segunda se¢ao, é
[Da]. Mas [BCO] também pode ser uma referéncia interessante.

A primeira secao deste capitulo apenas fixa a notacao para os elementos da geometria
Riemanniana utilizados neste texto e para os objetos basicos da teoria das subvariedades
Riemannianas. A segunda apresenta a teoria das subvariedades necessaria para servir de

base para os argumentos desenvolvidos neste trabalho.

1.1 Notacoes

Seja M™ uma variedade diferenciavel n-dimensional, sempre de classe C'*°. Admite-se
que uma variedade é um espaco de Hausdorff com base enumeravel. O conjunto das
funcoes diferencidveis de M em R é denotado por C*(M). Denota-se por T,M o espago
tangente de M em p € M e por m: TM = J,cpy ToM — M o fibrado tangente de
M. O conjunto das segdes diferencidveis de TM (também chamadas campos de vetores
tangentes), {X: M — TM : moX = id}, é denotado por X'(M). De modo mais geral, se £
¢ um fibrado vetorial sobre M, entao I'(F) representa o conjunto das se¢oes diferencidveis

locais de E.

Seja f: N* — M™ uma aplicacao diferenciavel entre variedades. A derivada de f é
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representada por f,. Assim, para X € TN e p=n(X) € N, a expressao

f X = fo(p)(X)

representa a derivada de f no ponto p aplicada ao vetor X.

Suponha que f seja uma imersao, isto é, que
fop): T,N — TyyM

seja injetora, qualquer que seja p € N; em particular tem-se m > n. O nimero p=m—n
¢ chamado a codimensao de f. Diz-se que f é uma hipersuperficie se p = 1. E usual
também referir-se a N, ou f(N), como uma hipersuperficie de M.

Dada uma imersao f: N* — M"P sabe-se que f é localmente um mergulho. Ou
seja, para todo © € N, existe um aberto U C N contendo z tal que f|y é injetiva e
aberta, donde f(U) é uma subvariedade regular de M™*? difeomorfa, por f|y, a U. Deste
modo, é comum identificar N com f(N) e T'N com f,(T'N). Em particular, tem-se as
identificagoes * = f(z) e X = f. X, para todo z € N" e X € TN. Contudo, algumas
vezes é conveniente explicitar a imersao, sem fazer identificagoes, principalmente quando

existem mais de uma imersao de uma mesma variedade.

Seja M™ uma variedade Riemanniana. O conjunto Iso(M™) representa o grupo das
isometrias de M. Se f € C*(M), gradf = V[ representa o gradiente de f. De modo
geral, V denota a conexdo de Levi-Civita (ou conexdo Riemanniana) de M e R o seu

tensor curvatura Riemanniana,
R(X, Y)Z =VxVyvZ -VyvVxZ2 — V[va}Z, VX, Y, 7 € X(M)

A curvatura seccional é denotada por K.

Se M™ tem curvatura seccional constante c, escreve-se M. Na situagao particular
em que ¢ = 0, M é chamada uma variedade plana. Uma variedade Riemanniana de
curvatura seccional constante que seja completa e simplesmente conexa é denotada por

", sao as conhecidas formas espaciais.
O tensor curvatura de uma variedade Riemanniana M com curvatura seccional con-

stante ¢ tem uma expressao simples dada por

R(X,Y)Z =c¢(X NY)Z,
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onde (X AY)Z =(Y,Z)X — (X, Z)Y, quaisquer que sejam X,Y,Z € TM..
Dado um ponto p € M e um subespago U C T,M, ( )y denota o operador projecao
ortogonal de T,,M sobre U.

Seja f: M™ — M™P uma imersio isométrica, isto é, f é uma imersao, (M, {,)) e
(M, {,) ;) sdo variedades Riemannianas, e (,)y = f*(,) ;. A igualdade entre as métricas
significa que

(X, £.Y) g = (X, Y)ar, VX, Y € TM.

Neste caso, em todo ponto z de M o espaco tangente da variedade ambiente M possui

uma decomposicao ortogonal de acordo com T, M dada por
T,.M = T,M &+ TFM.

O subfibrado TfM = T+M = J,c), T;-M de TM ao longo de M é chamado o fibrado
normal de f.
Sejam V e V as conexdes de M e M, respectivamente. A conexdo V induz de modo

natural uma conexao no fibrado normal, a conezdo normal de f, V+, definida por
Vi€ = (Vil)pin, VX € TM,VE € T(THM),

a qual é compativel com a métrica do fibrado normal induzida pela métrica de M. O
tensor curvatura normal de f, R*, é o tensor curvatura definido através da conexao
normal. Quando R+ = 0 diz-se que f tem fibrado normal plano.

Quando X,Y € X (M), a componente tangente a M de VxY coincide com a conexao
de M, com as identificagdes naturais. Ja a componente normal da origem a aplicacao
a=ap TM x TM — T+M definida por

a(X,Y)=VxY - VxY, VX,Y € X(M).

Tem-se que a é uma aplicagao bilinear sobre o anel C*°(M) e simétrica, chamada de a
sequnda forma fundamental da imersao, e, assim, o operador forma A¢ = Ag de f na
diregao £ € T+ M dado por (A¢.,.) = (a(.,.),£) é linear sobre o anel C*(M) e simétrico.

Os autovalores de A, sao chamados as curvaturas principais com respeito a &.

Devido a relevancia das formas espaciais neste trabalho, é conveniente descrever e fixar

também notagoes para seus modelos usuais.
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O modelo padrao para uma forma espacial )7 com ¢ = 0, o espago Euclidiano, é
o R™ munido da estrutura diferenciavel usual e da métrica Riemanniana usual obtida a
partir do produto interno canonico definido em TyR", identificado com R™. Neste modelo,
Iso(Q") = Iso(R™) = O(n) 1 R", onde (A,a)(x) = A(x) + a, para todo z € R" e todo
(A,a) € O(n) < R™, e O(n) é o grupo dos operadores ortogonais de R".

O modelo padrao para uma forma espacial Q7 com ¢ > 0, o espago esférico, é dado
pela subvariedade

St =s"(r) = {r € R"" : (z,2) = r?},

onde r = 1/4/c, com a métrica induzida pela aplicacao inclusao. Quando n = 1, Q. denota
a variedade S!. Neste modelo, Iso(Q") = Iso(S") = O(n + 1).

O modelo padrao para uma forma espacial Q7 com ¢ < 0, o espaco hiperbélico, é dado

pela subvariedade do espaco de Lorentz,

H =H"(r)={p € R™ : (p,p) = —1? puy1 > 0},

onde (,) é a métrica pseudo-Riemanniana definida por

n

(v,w} = g ViW; — Up41Wn41,
i=1

R™! denota o espaco de Lorentz, isto é, o espago R munido desta métrica, e c = —1/72.
A métrica em H, é a induzida pela inclusdo. Neste modelo, Iso(Q?) = Iso(H.) = O(n, 1),
onde O(n, 1) é o grupo das aplicacoes lineares de R™! que deixam a métrica de Lorentz e

0 espaco H, invariantes.

1.2 Teoria basica de subvariedades

Seja f: M™ — M"™P uma imersao isométrica. Denote por VeV, Re Re K e K as
conexoes de Levi-Civita, os tensores curvatura e as curvaturas seccionais de M e M,
respectivamente.

As equagoes fundamentais de primeira ordem relacionadas a imersao f sao
(féormula de Gauss)

VxY =VxY +aX,Y), VX,Y € TM

14



(féormula de Weingerten)
Vxé=—AcX +VyE VX € TM,VE € T(T+HM),

das quais decorrrem as seguintes equagoes fundamentais de segunda ordem

(Equacao de Gauss)
(RIX,VZ, W) = (R(X,Y)Z,W) + {(a(X,W),a(Y, Z)) — (a(X, Z), a(Y,W)),

(Equacao de Codazzi)
(R(X,Y)Z)ren = (Vxa) (Y. Z) — (Vya)(X, Z)

(Equagao de Ricci)
(R(X,Y)E) iy = RY(X,Y)E+ a(AcX,Y) — a(X, AY),

sendo que, por defini¢ao, (Vxa)(Y,Z) = Vxa(Y,Z) — a(VxY,Z) — a(Y,VxZ). Segue

da equagao de Gauss que
K(O’) = ?(U) + <05(X7 X)? OC(Y, Y>> - "Oé(X7 Y)H27

onde {X,Y} é uma base ortonormal do plano ¢ tangente a M.

O campo vetorial curvatura média H da imersao isométrica f: M™ — M™*? ¢ definido

por
p

1 1
H="t = — ) (traco Ag)E;
" raco o - (trago 5J)53,

j=1
onde {&,...,&} € D(T+M) é um referencial ortonormal.
Uma imersao isométrica f: M™ — M™P tem campo vetorial curvatura média paralelo

quando VX H = 0. Neste caso, ||H|| é constante ao longo de M.

Uma imersao isométrica f: M"™ — M"*P é (totalmente) umbilica se, para todo & €
T+ M, existe \¢ € R tal que A = A\¢id. Se A¢ = 0,V€ € TM, ou, equivalentemente, se

a =0, entao f é dita uma imersao totalmente geodésica.

As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
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e f ¢ umbilica,
o A; = (H,&)id, V¢ e T+ M,

o a(X,Y) = (X,Y)H,VX,Y € TM.

A nulidade relativa A(x) C T, M de f em x € M é o subespago
A(z) =ker a(x) ={Y e T,M : a(Y,Z) =0,YVZ € T, M},

e sua dimensao v(z) é chamada indice de nulidade relativa de f em x. A nulidade relativa

minima de f é definida como o menor dos indices de nulidade relativa de f em M.

Proposi¢ao 8 Para uma imersao isométrica f: M™ — M"™ P, vale que:

o A distribuicio de nulidade relativa x — /A(x) € diferencidvel em todo subconjunto

aberto onde v € constante.

e O conjunto dos pontos com nulidade relativa minima é aberto.

Teorema 9 Seja f: M™ — MP uma imersao isométrica. Entdo, em abertos onde v €

constante:

o A distribuicao de nulidade relativa /\ € integrdvel e as folhas sdo totalmente geodésicas

em M™ e M,

o Sev:[0,b] — M é uma geodésica tal que v([0,0)) estd contido numa folha de A\,
entao v(7(b)) = v(v(0)).

e As folhas da distribuicao de nulidade relativa minima sao completas quando M ¢é

completa.

Proposigao 10 Seja f: M? — M n > 3, uma imersdao isométrica. Entdo, uma das

sequintes possibilidades ocorre:
ec=cev>n—1;

e ¢ >c e f éumbilica (nao totalmente geodésica).
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Proposigao 11 Se f: M — Q"™ € uma imersio isométrica e M é compacta entio

c>0 e f étotalmente geodésica.

Observacao: Se M é apenas completa, mas supoe-se que ¢ > 0, entao ainda vale que f

¢ totalmente geodésica.

Uma imersao f: M"™ — Q"*? admite uma redu¢do de codimensao para g se existe uma
subvariedade totalmente geodésica Q77 em Q"'P, com ¢ < p, tal que f(M) C Q7. A

imersao é substancial se a codimensao nao pode ser reduzida.

Proposigao 12 Seja f: M"™ — QP n > 2, uma imersdao isométrica umbilica, mas ndao

totalmente geodésica. Entao f tem codimensdo substancial 1.

Uma situagao bastante comum no estudo das subvariedades é a de ter que lidar com
compostas de duas imersoes isométricas g: M — N e f: N — P. Para isto, é muito 1til

ter em mente a seguinte formula que relaciona as segundas formas fundamentais:

Apog(X,Y) = foay(X,Y) + ar(9:X, 9.Y), VX, Y € TM. (1.1)

O préximo enunciado € parte do conhecido Teorema fundamental das subvariedades, no
caso das hipersuperficies. Antes de apresenté-lo é preciso entender uma relagao existente
entre fibrados normais de hipersuperficies. Dadas hipersuperficies f, f : M™ — Q" con-
sidere ¢: TLM}”L — TlM]? como a isometria de fibrado vetorial entre os fibrados normais
de fe f definida como segue. Dado um vetor unitario &, € TjM}‘ emx € M, seja ¢(&;) o
tinico vetor unitdrio em TjM;} tal que {f. X1,..., i Xn, &Y e {fu X1, ..., i X0, 0(E)} de-
terminam a mesma orientagao em Q"1 onde { X7, ..., X,,} ¢ uma base ordenada qualquer
de T, M™.

Teorema 13 Sejam f, f: M"™ — Q" hipersuperficies conexas e seja ¢: T+My — TLMJ;
a isometria de fibrados vetoriais definida acima. Se aj(xr) = ¢(x) o ay(x), Vo € M, ou

aj(z) = —¢(x) o ay(x), Yo € M, entao existe T € Iso(Q") tal que f=rof.

Por fim, o seguinte resultado nao aparece nos textos béasicos, mas pode ser encontrado
em [Tal] e [Ta2].

Teorema 14 Seja f: M™ — Q"' n > 3, uma imersao isométrica de uma variedade

homogénea. Entao:
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e sec =0, vale que M™ = SE x R"™* com 0 < k < n, além disso, se k > 2, vale
também que f =i x id, onde i: S& — R¥*T € a aplicagdo inclusio e id: R" % — RF

€ a aplicacao identidade;
o se c <0, vale uma das possibilidades:

- M =mur,

— M™ € isométrica a Sz, R" ou HZ, com ¢ > c, e [ € umbilica.

L e S koo mn—k 1,1 _ 1 ik
— M éisométrica a S;, X Hy ™, com 0 <k <ne -+ =<, ef =1 XS X
HEF — HPH C RV & RMTE X RYTRL onde 4y e iy representam as inclusées

pertinentes.
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Capitulo 2

Produtos warped de variedades

Riemannianas e subvariedades

E usual em Matemadtica tentar estudar um objeto complicado fatorando-o em um produto
de objetos mais simples. Em geometria Riemanniana, o resultado mais conhecido neste
sentido é o Teorema de de Rham sobre a fatoracao de uma variedade Riemanniana em um
produto Riemanniano. Nesse contexto, as formas espaciais nao planares sao variedades
Riemannianas irredutiveis. Mas existem outras nocoes de decomposicoes de variedades
Riemannianas que estendem a nogao de produto Riemanniano. Uma extensao que atende
aos objetivos deste trabalho surge com o conceito de produto warped. Com relacao a
uma decomposicao como produto warped, as formas espaciais nao planares podem ser
decompostas, ou seja, deixam de ser irredutiveis.

O objetivo deste capitulo é apresentar, para o caso de dois fatores, propriedades bésicas
sobre produtos warped, um critério para que uma métrica Riemanniana em uma variedade
produto seja um produto warped de métricas Riemannianas nos fatores, além de alguns
resultados relacionados com a nogao de produto warped de imersoes isométricas.

O material apresentado aqui é baseado nos textos de [MRS], [No|] e [On]. Mas [DT]

também é uma boa referéncia.

2.1 Produtos warped de variedades Riemannianas

Para os objetivos desta tese, é suficiente considerar variedades produto com apenas dois

fatores. Entretanto, todos os conceitos e resultados apresentados neste capitulo, exceto
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(talvez!) a Proposigao 27 e seu corolério, podem ser estendidos para variedades produto
com varios fatores.

Para lidar com variedades produto de dois fatores é conveniente usar uma terminolo-
gia especifica. Também convém relembrar alguns termos sobre subfibrados vetoriais do
fibrado tangente de uma variedade Riemanniana para lidar com questoes de decomposicao.

Assim, se L x N é uma variedade diferencidvel produto, considere as projecoes canonicas
7 LXN — Lemy: LXN — N e considere também as subvariedades L x {y} e {x} x N,
com y e x variando em N e L, respectivamente, as quais determinam folheagoes em L X N,
chamadas folheacoes canonicas induzidas por L e N, respectivamente. O subfibrado veto-
rial de T'(L x N) formado pelos espagos tangentes das subvariedades integrais da folheagao
canonica induzida por L é chamado subfibrado horizontal e denotado por H. De maneira
analoga se define o subfibrado vertical V. Deste modo, as fibras L x {y} e {z} x N das
folheacoes canonicas podem ser chamadas fibras horizontais e verticais, respectivamente.
O levantamento horizontal de um vetor X € T,L a (z,y) € L x N é o tnico vetor
X € H(z,y) tal que 77,X = X. De maneira andloga se define levantamento vertical de
um vetor de T'N. Define-se também, do jeito ébvio, a nocao de levantamento de campos
de vetores e de planos tangentes.

Com relagao a subfibrados, existem algumas classes importantes associadas as var-
iedades Riemannianas. A saber, se M é uma variedade Riemanniana e £ é um subfibrado
vetorial de T'M, diz-se que E é paralelo se VxY € FE, para todo X € TM e todo
Y e I'(E), e que E é totalmente geodésico (ou auto-paralelo) se VxY € I'(E), para todos
X,Y € T'(E). Mais geralmente, se existe n € I'(E1), chamado o campo vetorial curvatura
média de E, tal que (VxY)gt = (X,Y)n, quaisquer que sejam X,Y € I'(E), diz-se que
E é totalmente umbilico. Se, além disso, (Vxn)gL = 0, para todo X € E, F é dito um
subfibrado esférico.

Se E é um subfibrado vetorial totalmente umbilico (totalmente geodésico, ou paralelo)
entao E é automaticamente integravel. Além disso, as folhas ¢ de E sao subvariedades
umbilicas (totalmente geodésicas se E é paralelo ou totalmente geodésico) de M com
campo vetorial curvatura média 7n|,. O subfibrado E ser esférico significa que cada folha
o de E é uma subvariedade esférica de M™, isto é, o é uma subvariedade umbilica de M™
cujo campo vetorial curvatura média 7|, é paralelo com rela¢do a sua conexao normal:
Vxn = (Vxn)gL =0, para todo X € E.

A seguinte extensao do produto Riemanniano de variedades Riemannianas sera bas-
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tante util neste trabalho.

Definicao: Sejam (L, (,)r) e (N, (,)n) variedades Riemannianas. Uma métrica Rieman-
niana (,) na variedade produto L x N é chamada uma métrica produto warped de (,) e

(,)n se existe uma funcao positiva p € C*°(L) tal que

<7> = 7T2<7 >L + (po 7TL)27T7V<7 >N'

Nesta situagao, (Lx N, (,)) é chamada uma variedade produto warpede p a fun¢ao warping.

Utiliza-se a notacao L x, N.

Uma variedade produto Riemanniano é um caso particular de variedade produto
warped no qual a funcao warping, p, é constante igual a 1. Se p é uma funcao con-
stante, nao necessariamente igual a 1, a variedade produto warped é essencialmente um
produto Riemanniano, basta corrigir a métrica do segundo fator.

Em uma variedade produto warped L x, N, as fibras horizontais sao todas isométricas
a variedade L, pois, dado y em N, a aplicagdo x € L — (x,y) € L x {y} é uma isometria,
enquanto que as fibras verticais sao homotéticas a variedade N, uma vez que, dado x em
L, a aplicagdo y € N — (z,y) € {z} x N define uma homotetia com fator de escala

p(z)%. Em particular, as curvaturas seccionais de uma fibra vertical {z} x N satisfazem

a seguinte relagao: Kijxn = 5 K-

Observagao: Uma homotetia é um difeomorfismo ¢: M™ — M" entre variedade Rieman-

nianas tal que

(6. X, 0.V V57 = k(X,Y) VXY € T,M,Vp € M,

para algum k # 0.

Exemplo: (coordenadas esféricas) Para p: (0,00) — (0,00) definida por p(t) = t,

(0,0) X, S* é uma variedade produto warped tal que a aplica¢ao
(t,z) € (0,00) X, S* > tz € R®

é uma isometria sobre o aberto denso R*\{(0,0,0)} do espago Euclidiano R?.

Exemplo: (coordenadas cilindricas) Se p é agora definida por p(t1,t2) = to, para (t1,t3) €

R?, onde R% = {(t1,12) € R*: t, > 0} é o semi-plano superior de R?, entao outro exemplo
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importante é a variedade produto warped R% x, S'. Neste caso, a aplicagao
(ti,ta,x) € RZ X, 8" = (t1,127) € R X R> & R®

¢ uma isometria sobre um aberto denso do espaco Euclidiano R3.

Diz-se que a métrica produto warped de (L x, N, (,)) estd normalizada com relagao

ax € Lseplx)=1 Se (,)={()r+p*)y ndo estd normalizada com relagdo a um

_ p=)
p(zo)

(Vv = p(z0)?(,)n. Entao, (,) = (,)r + p°(,)y e (,) estd normalizada com relagao a zg

xo € L, defina p: L — (0,00) por p(x) e defina uma nova métrica (, )’y em N por

para esta nova métrica produto warped.
Vale observar que, quando a métrica produto warped de L x, N estd normalizada com

relacdo a x € L, a fibra {x} x N é isométrica a variedade N.

A proposicao a seguir relaciona a conexao Riemanniana e o tensor curvatura de um
produto warped com os respectivos elementos de seus fatores e pode ser encontrada, assim

como a Proposigao 16, em [No] (Lema 2 e Coroldrio 3, respectivamente).

Proposicao 15 Seja (L x, N,(,)) wma variedade produto warped. Sejam V e V as
conexdes Riemannianas e R e R os tensores curvatura do produto warped L x, N e
do produto Riemanniano L x N, respectivamente. FEntao, quaisquer que sejam X,Y €
X(L x N),

VxY = VxY = (Xy,Yo)n — (0, X)Yy — (n,Y) Xy (2.1)

e

R(X,)Y)-R(X,Y) = (Vx,n— (0. X)n) AYv+XuA (Vy, n— (0, Y)n) — (n, ) XvAYy, (2.2)
sendo que n = —grad(logpomr), ( )o = 7rs € ( )y = Ty
Observagao: Com a férmula (2.2), obtém-se imediatamente que
(RIX, VYW, Y) =(V.W)(Vxn—(X,n)n,Y), VX,)Y e He VV, W €V (2.3)
ou, equivalentemente,
R(V,X)Y = —(Hessp(X,Y)/p)V, VX, Y e HeVV €V (2.4)

Lembre-se que o hessiano de p € C*°(L) é dado por
Hess ,(X,Y) = XY (p) — (VxY)(p) = (Vx(gradp),Y),VX,Y € TL.
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Proposicao 16 Seja L x, N uma variedade produto warped. Entdao as fibras horizontais
L x,{y} sao subvariedades totalmente geodésicas e as fibras verticais {x} x, N sao sub-
variedades umbilicas com campo vetorial curvatura média dado por n = —grad(log pory).

Além disso, n € paralelo ao longo das fibras verticais.

Corolario 17 Seja L x, N uma variedade produto warped. Entdo vale a relagdo

K() = ~Kx(o) — [In]/% (2.5)

2
onde K e Ky representam as curvaturas seccionais de L X, N e N, respectivamente, e &
€ o levantamento vertical de um plano o de T'N .

Em particular, se L x, N tem curvatura seccional constante ao longo de alguma fibra
vertical entao N tem curvatura seccional constante e L X, N tem curvatura seccional con-
stante ao longo de qualquer fibra vertical. Se a métrica produto warped estd normalizada
com relag@o a um x € L e a curvatura seccional de L x, N ao longo da fibra {x} x, N

vale ¢ entao a curvatura seccional de N € uma constante ¢ > c.

Prova: Como cada fibra vertical {x} x N é uma subvariedade umbilica com campo vetorial

curvatura média 7, a equagao de Gauss fica expressa como
K(5) = Kiayxn — IInll*.

Assim, basta completar com a relagao obtida por homotetia, K1y = /)QL(QC)K N-
O resto do enunciado segue imediatamente da férmula (2.5) mais o fato de que 7 é

constante ao longo de uma fibra vertical, pois este é paralelo ao longo da fibra. n

Assim, se L X, N tem curvatura seccional constante, N tem curvatura seccional con-
stante. Contudo, neste caso, ainda se pode dizer mais. E o que garante a seguinte

proposigao ([Ej], Lema 4).

Proposicao 18 Seja L x, N uma variedade produto warped conexa. FEntdio L x, N
tem curvatura seccional constante i1gual a ¢ se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao

simultaneamente satisfeitas:

(1) a curvatura seccional de L é constante igual a ¢ e a de N é constante igual a
cp® +1IVpll?;
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(it) Hess,(, )+cp(, )=0.
Observagao: A condigao (iz) implica que cp® + || Vpl||? é constante.

Corolario 19 Suponha que a variedade produto warped conexa L x, N tenha curvatura

seccional constante c.

(1) Sec =0 entao ou N tem curvatura seccional identicamente nula e p € constante, ou
seja, L x, N ¢ um produto Riemanniano de variedades planas, ou N tem curvatura

seccional constante positiva e Vp nunca se anula.

(i1) Se ¢ # 0 entao Vp apenas pode se anular se ¢ > 0 ou se ¢ < 0 e N tem curvatura
seccional constante ¢ < 0 e isto acontece no conjunto {x € L : p*(z) = £}, o qual

tem interior vazio.

Além disso, se v € uma parametrizacao pelo comprimento de arco de uma curva integral

de Vp entao existe tyg € R tal que:

o p(n(t)) = \/jgsenh(\/—_c(t +t9)), sec<0ec>0,

[ J
=
—
2
—~
=

I

€cosh(v/—c(t + 1)), sec <0 ec <0,

o p(y(t)) = eV=ttt) sec <0 eé=0.

Prova: As afirmagoes em (i) e (i) decorrem imediatamente do item (i) da Proposigao 18.
Quanto a ultima afirmacao, suponha que 7 seja uma parametrizacao pelo comprimento

de arco de uma curva integral do campo Vp. Neste caso, vale a relagao

IVpll = (pov),
pois v
p
IVpll? = (Vp,Vp) = |[Vpll(Vp, W> = [[Vplldp(7') = Vpll(p o).

Assim, como L x, N tem curvatura seccional constante ¢, a férmula (2.5) diz que

c=c(poy)’+(poy)

Como p oy expressa como no enunciado é solucao desta equagao diferencial, basta fixar

to de modo que a expressao coincida com p(7(0)) para determinar p o ~y. i
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Proposicao 20 Seja L x, N uma variedade produto warped com curvatura seccional
constante. Se v: (a, ) — L € uma parametrizagcio pelo comprimento de arco de uma
curva integral do campo Vp entdo v € uma geodésica e im(y) X, N € uma subvariedade

totalmente geodésica.

Prova: Se dim L = 1, é claro que v é uma geodésica. Suponha entao que dim L > 1.

Tem-se +' = Hg—z”. Como n = —%, entdao v = —ﬁ. Assim, v é uma geodésica se
Vn||17|| 0. Mas, 1 1
Vo = 1 Van + 0(7—0)n.
"||TI|| [l " 7]

Usando que L x, N tem curvatura seccional igual a uma constante ¢, a férmula (2.3)

fica
c(X,Y) = (Vxn,Y) = (X;n){Y,n),VX,Y € H.

Assim, se X =neY L npentao 0 = (V,n,Y), donde V,n é paralelo a n. Ou seja, v é
uma pré-geodésica. Como esta parametrizada pelo comprimento de arco, segue que 7y é
uma geodésica.

Resta agora mostrar que im(7y) X, N é uma subvariedade totalmente geodésica. Para
isto, basta verificar que a distribuigdo E = ger{y'} &V = ger{n} & V é um subfibrado
totalmente geodésico. Pela férmula (2.1), dado X,Y € V, tem-se

Vi X=Vxy=-n)X€E

VxY = YVxY +(X,Y)n € E,

(NV é a conexao de N.) além de V.7 = 0. Assim, VxY € E, quaisquer que sejam
X,Y € E. ¥

A seguir, serd abordada a questao de saber, dada uma métrica Riemanniana em uma
variedade produto, quando tal métrica é um produto warped de métricas nos fatores.

Para lidar com questoes sobre fatoracao de variedades Riemannianas de modo geral,
Reckziegel e Schaaf introduziram uma nomenclatura especial (ver [RS] e [MRS]) a qual

serd apresentada agora, ainda para o caso particular de dois fatores.

Definicao: Seja M uma variedade diferenciavel e seja T'M = FE; @ F> uma decomposicao
em dois subfibrados vetoriais de T'M, denotada por £ = (E1, F»). A familia £ é chamada

uma 2-rede se os subfibrados de £ sao integraveis.

25



Se M é uma variedade Riemanniana e F; e E5 sao ortogonais, entao £ é dita uma

2-rede ortogonal.

Exemplo: Seja M = L x N uma variedade diferencidavel produto. Neste caso, & =
{H,V}, formada pelos subfibrados horizontal e vertical, é uma 2-rede, chamada a rede

produto.

Definigao: Sejam M e N variedades diferencidveis munidas de 2-redes € = (Ey, E») e
F = (I, Fy), respectivamente. Seja ¢: M — N uma aplicagao diferenciavel. Diz-se que ¢
é um morfismo de redes se, para todo p € M e todo i = 1,2, vale que ¢, FE;(p) C F;(¢(p)).

Dizer que ¢ é um morfismo de redes é equivalente a dizer que ¢(L¢ (p)) C LY (o(p)),
para todo p € M e todo i = 1,2, onde L{(p) e LT (¢(p)) sdo as folhas de E; e F; que
passam por p e ¢(p), respectivamente.

Diz-se que ¢ é um isomorfismo local de redes se ¢ E;(p) = Fi(¢(p)), paratodop € M e
todo i = 1,2 (equivalentemente, ¢(L¢ (p)) = LI (¢(p)), para todo p € M e todo i = 1,2).

Observacao: Se ¢ é um isomorfismo local de redes entao ¢ é um difeomorfismo local.

Definigao: Sejam M uma variedade Riemanniana e & = (E, E2) uma rede ortogonal
em M. Diz-se que £ é uma rede WP (warped product) se Ey é um subfibrado vetorial

esférico e E; é um subfibrado vetorial totalmente geodésico.

Se M = L x, N ¢ uma variedade produto warped, decorre da Proposicao 16 que a
rede produto & = {H,V} é uma rede WP. Na verdade, esta também é uma condigao
necessaria para que uma métrica de uma variedade produto seja uma métrica produto

warped. Assim, vale a seguinte proposicao (cf. [MRS], Proposicao 4).

Proposicao 21 Seja M = L x N uma variedade produto conexa e (,) uma métrica
Riemanniana em M. A rede produto é uma rede W P se, e somente se, (,) é uma métrica

produto warped.
E interessante saber a seguinte versao desta proposicao.

Corolario 22 Sejam M wuma variedade Riemanniana munida de uma rede WP, F =

(F1,Fy), e o: L x N — M um isomorfismo local de redes com respeito a rede produto
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E=(H,V) de L x N e arede F. Entao L x N possui uma métrica produto warped que

torna ¢ uma isometria local.

Prova: Como ¢ é um isomorfismo local de redes, entao ¢, H = F; e ¢,V = F5. Como F
é uma rede W P, F| é um subfibrado totalmente geodésico e F; é um subfibrado esférico.

Considere a métrica ¢*(, ) em L x N induzida por ¢. Assim, ¢ é uma isometria local.
Portanto, dados X,Y € T'(H),

7/1*(VXY) == Vw*Xiﬂ*Y S F(Fl),
pois Y. X, ¥, Y € I'(F1) e I} é um subfibrado totalmente geodésico, donde
VxY € F(H)

Logo, ‘H é um subfibrado totalmente geodésico.
Sejan € I'(H) tal que ¥,n é o campo vetorial curvatura média do subfibrado totalmente
umbilico Fy. Entao, dados X,Y € T'(V),

donde
(VxY)y = (X, Y)n.

Logo, V é um subfibrado totalmente umbilico. Além disso,

¢*(VX77)H = (Vw*Xw*n)Fl =0,

donde
(Vxn)n = 0.

Assim, V é esférico e, portanto, £ é uma rede W P. Pela Proposi¢ao 21, ¢*(, )y é uma

métrica produto warped.

Embora nao seja utilizado neste trabalho, vale ressaltar que existe uma extensao do
conhecido Teorema de de Rham devida a Hiepko que afirma que toda variedade Rieman-
niana munida de uma rede W P é localmente uma variedade produto warped. Além disso,
vale uma versao global de tal resultado se a variedade é completa e simplesmente conexa
(cf. Teorema 2 em [MRS]).
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2.2 Produtos warped de imersoes isométricas

Para o estudo de decomposicoes de subvariedades Riemannianas, um resultado extrema-

mente 1til é o seguinte teorema devido a Moore.

Teorema 23 Seja f: M — R™ uma imersao isométrica de um produto Riemanniano
M = Hle M; conexo cuja sequnda forma fundamental o: TM x TM — T+M, satisfaz

onde Ly, ..., Ly sao as folheacoes canonicas induzidas por My, ..., M. Entao existe uma
wsometria ¢: Ny x...xX Ny — R™ de um produto Riemanniano de espagos euclidianos sobre

R" e existem imersoes isométricas f;: M; — N;, 1 =1,..., k, tais que
f=0¢o(fix...x fr). (2.6)

Uma imersao isométrica dada por (2.6) é chamada de produto Riemanniano de fi, ..., fx.
Um caso particular importante ¢ dado pelos m-cilindros, ou seja, imersoes isométricas ex-
pressas por g X id: N® x R™ — R"T™P = R"*P x R™ onde g é uma imersao isométrica
g: N — R"*? ¢ id: R™ — R™ ¢ aplicacao identidade. Assim, se uma hipersuperficie do
espaco Euclidiano pode ser fatorada como um produto Riemanniano de imersoes entao

esta tem de ser um cilindro.

A decomposicao do espaco Euclidiano apresentada no enunciado do teorema acima,
dada através da isometria ¢, pode ser estendida para as formas espaciais de modo geral
através de decomposicoes como produto warped. Mais precisamente, uma decomposicao
como produto warped de uma forma espacial Q7, no caso de dois fatores, ¢ uma isometria
sobre um aberto denso de Q" da forma ¢: V"*"~™(C Q™) x, Q¥ — Q. Uma isometria
assim ¢ chamada uma representacao como produto warped da forma espacial Q! e uma de-
scrigao completa destas isometrias se encontra em [No]. Para os objetivos deste trabalho,
é conveniente apresentar o seguinte resultado, que é a versao simplificada do Teorema 7 de
[No] que garante a existéncia da representacio como produto warped de QY determinada

por uma subvariedade umbilica N C Q7 e um ponto p € N.

Teorema 24 Dada uma subvariedade umbilica N"™* C Q" e um ponto p € N, existe
uma isometria ¢: V¥ x, N*™F — QI sobre um aberto denso de Q7, onde VEkc Q! € uma

c’

subvariedade totalmente geodésica ortogonal a N" ™% que contém p.
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A seguir é apresentada a nocao de produto warped de imersoes isométricas em uma

forma espacial.

Definigao: Sejam ¢: V7™ (C Q™) x, Q2 — QL uma representagio de @' como produto
warped, fi: L — V e fa: N — QF imersoes isométricas e p = o o f;. Entao a imersao
isométrica f = ¢ o (f1 x f2): L x, N — Q. é chamada o produto warped das imersoes

1sométricas fi e fo determinado por ¢.

Exemplo: Seja f = ¢o(fix f2): Lx, N — QF o produto warped de imersoes isométricas
f1 e fo determinado por ¢: V¥ (C @5) Xg @’g*k — QF. Suponha que f; seja uma isometria
sobrejetora.

Se L x, N nao ¢ um produto Riemanniano entao f ¢ uma subvariedade conhecida
como subvariedade rotacional. A secao 4.2 aborda com detalhes este tipo de imersao para
o caso de codimensao 1.

Se L x, N ¢ um produto Riemanniano, donde Q! = R", entao f é um n-cilindro.

Exemplo: (cone generalizado) Fixada as coordenadas esféricas de R"™, ¢: Ry x, ST —
R™ ™, considere uma imersio isométrica f: M"' — S7. Entdo, o produto warped ¢ o
(idr, X f): Ry X, M1 — R"™ 1 (¢, p) — tf(p), é uma parametrizacao isométrica global
da hipersuperficie que generaliza a nocao de cone do R®. Mais precisamente, uma hiper-
superficie assim é chamada de cone sobre f.

Com a generalizagio das coordenadas esféricas para as formas espaciais ST e H'™! a
nogao de cone se estende naturalmente para estes ambientes. Assim, se ¢: V1(C Q!) x,
Q? — Q" é uma representagao como produto warped de Q"' e f: M™! — Q% é uma
imersao isométrica, tem-se que o cone sobre f é parametrizado por (¢,p) € V1 x, M" 1 s
o(t, f(p)) € Q""'. Estas hipersuperficies sao discutidas em [Ej]. Vale notar que H?'
admite cones completos. Isto acontece quando a imersao f que gera o cone é completa e
¢ < 0, pois neste caso ¢ ¢ um difeomorfismo sobre H*™!.

Uma propriedade geométrica que caracteriza os cones de R? é que estes sao formados
por semiretas a partir da origem que passam por uma curva da esfera. De modo mais
geral, dada uma representacao como produto warped ¢: V¥ x,, @g_kH — Q" da forma
espacial Q"*! e dada uma imersao f: N* % — @g—’“ﬂ considere a subvariedade esférica
Qnktl = ({7} x Q) para algum T € V. Entdo a imagem da parametrizagao

$o (idy x f): VF x, Nn=F — @n*! é a unido de subvariedades geodésicas k-dimensionais
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ortogonais a {2 e que passam por uma hipersuperficie de Q" %+ Desta forma, uma
hipersuperficie como ¢ o (idy x f) serd chamada nesta tese de o cone sobre f sequndo a
representacao ¢, ou mais simplesmente de cone sobre f, ou até de cone.

Assim, dado o produto warped f = ¢o (f1 X fo): LF x, N"™F — @ determinado por
o VF x, @g—k“ — Q"1 se fi é uma isometria sobre a imagem entao f é parte do cone

sobre fy segundo ¢.

Observagao: Se um produto warped de imersoes isométricas tem codimensao 1 entao este

s6 pode ser um aberto de uma das hipersuperficies descritas nos dois exemplos acima.

A seguinte proposicao relaciona a segunda forma fundamental do produto warped de

duas imersoes com as dos fatores (cf. [No] ou [DT]).

Proposicao 25 Sejam N =L x, M e N=1L Xp M wvariedades produto warped e sejam
F: L — L eG: M — M imersoes isométricas tais que p = poF. Entdo f = F xG: N —

N € uma imersao isométrica e vale em z = (z,y) que:
o 71, f.T.N =F.1T,L, m7;, T})N =T} L, ny, f.T.N = G.T,M e 7y, TN = T;M.
o (Vo(F(x)))rr = Vp(F(x)) — E.Vp(x).
e As sequnda formas fundamentais de F, G e f estao relacionadas por
T (X,Y) = % (myn X, manY),

t.0l (X,Y) = of (1. X, 1Y) = p(a)(man X, manY ) (VA(F (2))) 121

para todos X, Y € T'N.

Definigao: Seja f: NP*" = [P x, M" — QL uma imersao isométrica de um produto
warped de variedades Riemannianas e seja € = (H, V) a rede produto. A segunda forma
fundamental de f, a: TN x TN — T+N, € adaptada a rede produto € se satisfaz

a(X,V)=0, VX e H,VV € V.

Quando uma imersao é um produto warped de imersoes determinado por alguma

representacao, a segunda forma fundamental da imersao é adaptada a rede produto do
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dominio, consequéncia direta da Proposicao 25. O proximo teorema, devido a Nolker,
declara que vale a reciproca.
Lembre-se que o fecho esférico de uma imersao numa forma espacial é a subvariedade

esférica completa de menor dimensao que contém a imagem da imersao.

Teorema 26 (/Noj) Seja f: L x,N — Q. uma imersao isométrica de um produto warped
conexo cuja sequnda forma fundamental é adaptada a rede produto de L x, N. Fizado
um ponto (Z,5) € L X, N com p(T) = 1, sejam fi: L — Q. e fo: N — Q. imersoes
isométricas dadas por fi(x) = f(z,79) e fo(y) = f(T,y). Entao f é o produto warped
de fi e fo determinado pela representagao como produto warped de Q. a partir do fecho

esférico de fy e do ponto f(T,7).

Observagao: Na conclusao do enunciado, se N é o fecho esférico de f, entao f, passa
a ser considerada como uma aplicacao em N e f; como uma aplicacao na subvariedade

totalmente geodésica ortogonal a N por f(Z,7).

A condigao de que deve existir um ponto (Z,y) € Lx,N com p(ZT) = 1 nao deve ser uma
restrigao para o uso do Teorema de Nolker, pois, dado um ponto qualquer (z,y) € Lx, N,
é sempre possivel normalizar a métrica produto warped com relagao ao ponto x.

Uma imersao isométrica com a segunda forma fundamental adaptada a rede produto é,
de acordo com o teorema acima, um produto warped de imersoes isométricas determinado
por uma representacgao especifica. Contudo, a decomposicao de uma imersao assim nao
¢ tinica; por exemplo, um cone do R que é também uma superficie de rotacao possui
uma decomposicao determinada pelas coordenadas esféricas e outra determinada pelas
coordenadas cilindricas. Para evitar tal ambiguidade, ficard convencionado, daqui por
diante, ao dizer que uma imersao isométrica é um produto warped de imersoes isométricas,
que a representagao que determina a decomposicao ¢ dada como no enunciado do Teorema
de Nolker.

Para o caso de hipersuperficies, vale notar que uma imersao isométrica com a segunda
forma fundamental adaptada a rede produto possui a seguinte restricao bastante util.
Dada uma imersao isométrica f: L* x, N"7% — QI*!] seja N o fecho esférico da imersao
y— f(Z,y). Quando f é um produto warped de imersoes, entao N tem dimensdo n — k

oun—k+ 1.
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Dajczer e Tojeiro mostraram em [DT] que, no caso de uma hipersuperficie f: L™ x,
Nk — @*!) a segunda forma fundamental é sempre adaptada & rede produto de L% X
N* em qualquer ponto onde a curvatura seccional ndo seja constante igual a c. Esta

propriedade tem papel fundamental em alguns resultados deste trabalho.

Proposicao 27 Suponha que o produto warped LP x, M™ n > 2, nao tenha pontos com
curvatura seccional constante c. Entdo toda imersao isométrica f: LP x, M™ — Qbtm+l

tem a sequnda forma fundamental adaptada a rede produto de L% x , M*.
Decorre da proposicao acima e do Teorema 26 o seguinte resultado.

Corolario 28 Suponha que o produto warped conexo LP x, M™,n > 2, nao tenha pontos
com curvatura seccional constante c. Entdo toda imersao isométrica f: LP x, M™ —

QP ¢ um produto warped de imersoes.
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Capitulo 3

Geometria Riemanniana e acoes de

grupos de Lie

3.1 (-variedades

A maior parte do material desta segao e da seguinte tem como referéncias os textos [BCO)]
e [PT1] (ou [PT2]). Os resultados apresentados sem demonstracao ou indica¢do podem

ser facilmente encontrados numa dessas referéncias.
Definicao: Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciavel. Uma ag¢ao
(diferencidvel) de G sobre M é uma aplicagao diferenciavel p: G x M — M tal que:

(1) p(g, p(h, @) = p(gh,x), Vg, h € G e Vx € M.
(i1) ple,z) =z, Vo € M, onde e é a identidade de G.

Diz-se também que G age sobre M ou que M ¢é uma G-variedade. Note que p induz um

homomorfismo de grupos ¢: G — Dif(M) dado por
g9 € G — ¢(g) € Dif(M),

onde ¢(g): M — M é definido por ¢(g)(x) = p(g,x),Vx € M. Assim, uma acdo de
um grupo de Lie G sobre uma variedade M pode ser vista como uma representagao
¢: G — Dif(M) de G como um subgrupo de Dif(M), e escreve-se g(x) em vez de p(g, x).
Se M é um espago vetorial (respectivamente, espago de Hilbert) entdao ¢ é dita uma

representacao linear (respectivamente, representagao ortogonal).
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Exemplo: (representacgao de isotropia)
Seja M uma G-variedade e z € M. O subgrupo de isotropia (ou estabilizador) de G

em x é definido por
G, ={9€G : g(x) =1z}

O subgrupo G, age de modo natural sobre o espaco tangente de x através da representagao

linear
G, — GL(T,M)
g = s,

chamada representacao de isotropia de G em .

Um bom exemplo de acao de grupo, e que coloca este assunto no contexto do estudo

de geometria Riemanniana, é dado pelo seguinte resultado.

Teorema 29 Seja M uma variedade Riemanniana e seja Iso(M) o grupo de isometrias

de M. Entao eziste uma tnica estrutura de variedade diferencidvel em Iso(M) tal que:
o [so(M) é um grupo de Lie.

Iso(M) x M — M

¢ diferencidvel
(9:p) — 9(p)
o Um homomorfismo (: R — Iso(M) € diferencidvel se, e somente se,

Rx M — M
(t,p) — B(t)(p)

¢ diferencidvel.

Se M ¢ uma variedade Riemanniana, todo homomorfismo de grupos de Lie ¢: G —
Iso(M) determina uma agao sobre M. Neste caso, diz-se que M é uma G-variedade

Riemanniana (ou isométrica).

Observagao: Se M é uma G-variedade Riemanniana, entao a representagao de isotropia

da acao de GG sobre M é uma representagao ortogonal.

Inicialmente, o desenvolvimento do estudo de acgoes se deu principalmente para o

caso de grupos compactos. O préximo conceito generaliza este tipo de acao e, mais
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importante ainda, é exatamente o tipo de agao para ser estudado no contexto da geometria
Riemanniana (ver Proposigao 30 e Teorema 31 a seguir). Esta extensao é tal que as

principais propriedades da teoria de agoes de grupos compactos continuam vélidas.

Definicao: Seja M uma variedade diferenciavel. Uma acao G x M — M é prdpria se,
para toda sequéncia (gi) em G e toda sequéncia () em M, o fato das sequéncias (gx(xy))

e (zy) serem convergentes implica em (g) possuir uma subsequéncia convergente.

Observacao: Segue imediatamente da definicdo que a acao de um grupo compacto é

prépria.

Os préximos dois resultados garantem que o conceito de agao prépria de um grupo

pode ser colocado como parte dos estudos da geometria Riemanniana.

Proposicao 30 Seja M uma variedade Riemanniana. Se G € um subgrupo fechado de

Iso(M) entao G é um grupo de Lie cuja a¢do natural sobre M € prdpria.

Teorema 31 Se o grupo de Lie G age propriamente sobre uma variedade diferencidvel

M entao existe uma métrica Riemanniana para M que torna G um subgrupo fechado de

Iso(M).

Definigao: Seja M uma G-variedade e z € M. A orbita de x por G é definida como

G(z) ={g(x) e M : g € G}.

Definigao: Seja M uma G-variedade. Se G(x) = M para algum (e portanto para todo)

x € M entao M ¢ dita uma G-variedade homogénea.

O préximo teorema € a reuniao de alguns resultados fundamentais para o desenvolvi-

mento da teoria das G-variedades Riemannianas.

Teorema 32 Seja M uma variedade Riemanniana e G C Iso(M) um subgrupo fechado.

Entao a agao de G sobre M satisfaz

(1) G(z) € uma subvariedade fechada e mergulhada em M, para todo x € M.
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(11) Gy € compacto, para todo x € M.

(7ii) Para todo x € M existe v > 0 tal que
U= {exp,(v) : yeG(x) ev € T;G(x) N B(0;7)}
¢ uma vizinhanca tubular G-invariante de G(x).

Defini¢ao: Sejam M uma variedade Riemanniana e G C I'so(M) um subgrupo fechado.
Dada uma componente conexa de M, M?, e vendo os subgrupos de isotropia também como
subvariedades, seja m = min{dim(G,) : * € M’} e k o menor niimero de componentes
conexas de um subgrupo de isotropia dentre todos os subgrupos de isotropia de dimensao
m. Dado z € M*, a 6rbita G(x) é chamada uma drbita principal de M se a subvariedade
G, tem dimensao m e o numero de componentes conexas € k. Em particular, uma
érbita principal de M* tem dimensao maximal dentre todas as 6rbitas de M* (lembre que
G(r) = G/G,).

Se G(x), com z € M’ tem dimensao maximal entre todas as érbitas de M, mas
nao é principal, entdo G(x) é chamada uma drbita excepcional. Se G(x) ndo tem di-
mensao maximal, é chamada drbita singular. A codimensao de uma érbita principal de
dimensao maximal, dentre todas as orbitas de M, como subvariedade de M, é chamada
cohomogeneidade.

Se G(z) é uma O6rbita principal, = é dito um elemento regular de G sobre M. O

conjunto dos elementos regulares é denotado por M,..

Observacao: M tem cohomogeneidade 0 se é homogénea.

Teorema 33 Sejam M uma variedade Riemanniana, G C Iso(M) um subgrupo fechado

ex € M. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) x € M,.
(4¢) Ewiste wuma vizinhang¢a U de x tal que Vy € U,3g € G tal que G, C Gy = 9Gyg".

(ii1) g.£ = &, para todo g € G,,VE € TG (z).

Coroldrio 34 Dados v € M, ey € exp,(T+G(x)), tem-se G, C G,. Em particular, tal

y € reqular se, e somente se, G, = G,.
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Proposicao 35 Seja M uma variedade Riemanniana e G C Iso(M) um subgrupo fechado.

Entao M, € um aberto denso de M.

Teorema 36 Seja M uma variedade Riemanniana conexa e G C Iso(M) um subgrupo
fechado. Entao M,/G, munido da topologia induzida pela aplicagdo orbital m: M, —
M, /G, é um espago conexo. Mais ainda, existe uma estrutura de variedade Riemanniana

em M,/G que torna ™ uma submersao Riemanniana.

As oOrbitas principais de uma G-variedade Riemanniana possuem algumas particular-
idades geométricas. Na verdade, para o caso especial de uma acao localmente polar,
assunto da préxima secao, as propriedades sao notaveis.

Sejam M uma variedade Riemanniana e G C Iso(M) um subgrupo fechado. Entao
uma Orbita G(z) é uma subvariedade de M invariante pela agdo de G. Assim, com a
métrica induzida, G(z) é uma variedade Riemanniana sob a ac¢do isométrica de G; mais
ainda, G(z) é G-homogénea.

O espago tangente a G(x) em um ponto y € G(x) é formado por derivadas de curvas
G%g, onde G° ¢ a

sobre G(z) da forma ¢ — g,(z), onde g, € G. Usando que G =,

componente conexa da identidade, é imediato verificar que
d , ~
T,G(z) = {%h:ogt(y) :t+— g € G é um subgrupo a l-parametro}.

(Lembrando que um subgrupo a 1-parametro em G é um homomorfismo de grupo de Lie

de R em G.) Agora, se t — g; € G é um subgrupo a l-parametro, é sabido que a relagao
d
X(z) = ahzogt(z),v,z e M,

define um campo de vetores. Como o subgrupo {g;} é formado por isometrias, X é um
campo de Killing (induzido por G).
Resumindo, dado x € M,

T.G(x) ={X(z) : X é campo de Killing induzido por G}.

Se G(r) é uma érbita principal, dado um vetor normal ¢ € T+G(z), o Teorema 33,
item (iii), garante que estd bem definido um campo de vetores, chamado campo vetorial

normal equivariante determinado por &, através da expressao

£(g(p)) = g.£,¥g € G.
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Se A denota o operador forma de G(x) como subvariedade de M, entao, quaisquer que
sejam g € G,y € G(z), X €e T,G(x) e £ € T, G(x), tem-se

Ag*gg*X = g*Aé‘X
De fato, para todo Y € T,,G(x) vale que

_<A§X> Y> = <VXYa 5> = <g*vXYa g*@ = <vg*Xg*Y7 g*@
= _<Ag*§g*X7 g*Y> = —<g*_1Ag*§g*X, Y)-

Segue dai, que

onde £ é o campo vetorial normal equivariante determinado por . Logo, vale a

Proposicao 37 As curvaturas principais de uma orbita principal com respeito a um

campo vetorial normal equivariante sao constantes.

3.2 Acoes localmente polares

Existe um tipo especial de acao que desperta bastante interesse, nao s6 pelas suas im-
portantes propriedades mas também pelos varios exemplos que surgem naturalmente em

geometria. Este é o tema desta secao.

Definigao: Seja M uma variedade Riemanniana e G um subgrupo fechado de I'so(M).

Diz-se que G age de modo localmente polar se a distribuicao
p € M, — T, (G(p)) (3.2)

é integravel. Neste caso, diz-se também que M é uma G-variedade localmente polar.

Toda acao com cohomogeneidade 1 é uma agao localmente polar. Em particular, o

subgrupo O(n) dos operadores ortogonais de R" age de modo localmente polar sobre R™.

Proposicao 38 Seja M uma G-variedade localmente polar. Entao toda variedade integral
da distribuicao (3.2) € totalmente geodésica. Equivalentemente, a distribui¢ao (3.2) €

totalmente geodésica.
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Definicao: Seja M uma variedade Riemanniana completa e G um subgrupo fechado de
Iso(M). Uma subvariedade imersa completa > C M é uma se¢do se intercepta toda

6rbita de G e sempre ortogonalmente. Utiliza-se a seguinte notagao: >, = X N M,..

Se ¥ 6 uma segdo e x € X, entdo 3 pode ser descrita como X = exp, (T;G(x)).

Teorema 39 (c¢f. [HLO]) Seja M uma G-variedade localmente polar completa. Entdo
M admite se¢cdo. Se X € uma secao, entdo X, € uma variedade integral da distribuicao

(3.2). Em particular, uma se¢io é uma subvariedade totalmente geodésica.

Se uma secao é uma subvariedade mergulhada e fechada, entao a acao de G sobre uma
variedade Riemanniana completa é chamada uma acdo polar. Assim, uma acao localmente
polar sobre uma forma espacial Q! é polar, pois toda segao, sendo uma subvariedade

totalmente geodésica de Q, é automaticamente mergulhada e fechada.

Exemplo: Se F é um subespaco vetorial de R", seja G o grupo das translagoes por
vetores pertencentes a F. Entao G age polarmente sobre R™. As érbitas sao os espagos

afins paralelos a F e as secoes sao os espacos afins paralelos a E*.

Exemplo: Seja S um espago simétrico Riemanniano simplesmente conexo. Suponha que
S seja semisimples, isto ¢, S, como um produto Riemanniano, nao tem fator plano. Seja
G a componente conexa da identidade do grupo grupo Iso(S). Entao a s-representacao

de S, isto é, a representacao de isotropia determinada por (G, é uma acao polar.

Exemplo: Seja M = L x, N uma variedade produto warped completa. Se G C Iso(NV)
¢ um subgrupo fechado, entdo {id} x G é um subgrupo fechado de Iso(M), onde

(id, g)(z,y) = (v,9(y)),¥(x,y) € M,Vg € G.

Logo, se G age transitivamente sobre N, {id} x G age de modo localmente polar sobre

M. Neste exemplo particular todas as orbitas sao principais.

Proposicao 40 Se M ¢é uma G-variedade localmente polar completa e G nao é conexo,
entio M também é uma G°-variedade localmente polar, onde G° € a componente conera

de G contendo a identidade.
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Em [PT1], encontra-se um resultado (Teorema 3.2, item (iii)) com relacéo a segoes de
acoes polares que diz que, dada uma secao ¥ de uma acao polar de G sobre M, se L é
uma componente conexa de 3, entao a restri¢ao 7|, da aplicagao orbital 7: M, — M, /G
¢ uma isometria local sobre M, /G.

A seguir é apresentada uma versao que é uma particularizacao deste resultado, mas
para secoes de acgoes localmente polares. Pela importancia nesta tese desta pequena

generalizagao, a proxima proposicao sera demonstrada.

Proposicao 41 Seja M™ uma G-variedade localmente polar completa e seja X2 uma secao.

Se L € uma componente conexa de 3, entdo G(L) = M,.

Prova: Considere M, /G como a variedade Riemanniana conexa dada pela Proposicao 36,
segundo a qual a aplicagao orbital m: M, — M,./G é uma submersao Riemanniana.

Seja L uma componente conexa de Y,. Como 7 é uma aplicagao aberta e G(L) é um
aberto de M,, tem-se que 7(L) = m(G(L)) é um aberto de M, /G.

Por outro lado, se 7(L) # M, /G, como ¥ intercepta toda orbita de G, existe x € %, tal
que 7(x) ndo pertence a w(L). Como a restrigao 7|y, da aplica¢do orbital 7: M, — M, /G
¢ uma isometria local, existe um aberto V' de ¥, contendo z e conexo por caminhos tal que
7|y ¢ uma isometria sobre a imagem. Entao 7(V') é um aberto de M,./G que nao intercepta
m(L). De fato, m(V') é aberto pois m é uma aplicacao aberta. Suponha que exista y € L
tal que w(y) € 7(L)N7 (V). Seja entao 7: [0,1] — (V) um caminho diferenciavel ligando
m(x) a w(y). Como 7|y, é uma isometria sobre m(V'), existe um caminho diferencidvel,
~v:[0,1] — V, tal que v(0) = z e moy = 4, donde w(y(1)) = (1) = n(y). Entao,
como estdo na mesma érbita, existe g € G tal que y = g(y(1)). Considere o caminho
go~:[0,1] — %, (X, é o contradominio de g o~y pois ¢g(X) é uma segao e y € X, N g(3,),
donde ¢(3,) = %,). Como g o~ é um caminho em ¥, partindo de g(x) e chegando em
y € L, entdo g(z) € L, donde 7(z) € 7(L), o que é um absurdo. Logo, o complementar
de (L) em M, /G também é um aberto de M, /G.

Como M, /G é conexo, resta que w(L) = M, /G, ou seja, G(L) = M,. 1

Proposicao 42 Seja M uma G-variedade localmente polar. Entao todo campo vetorial

normal G-equivariante em uma drbita principal é V+-paralelo.

Corolario 43 Se G(z) é uma drbita principal de uma G-variedade localmente polar entdo

o campo vetorial curvatura média da inclusio i: G(x) — M é V+-paralelo.
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Considere a seguinte importante classe de subvariedades.

Definicao: Uma imersao isométrica f: N — M é isoparamétrica se tem fibrado normal
plano e as curvaturas principais com respeito a todo campo vetorial normal paralelo ao

longo de uma curva de M qualquer sao constantes.

Assim, segue das Proposicoes 42 e 37 o seguinte resultado.

Proposicao 44 As orbitas principais de uma agao localmente polar sio subvariedades

isoparameétricas.

No caso de agoes sobre um espaco Euclidiano, esta propriedade caracteriza as agoes

localmente polares. E o que garante o seguinte resultado devido a Palais e Terng ([PT1]).

Teorema 45 Seja G um subgrupo fechado de SO(N). Se alguma drbita G(p) € uma
subvariedade isoparamétrica substancial de RN entdo G age polarmente sobre RN e G(p)

¢ uma orbita principal.

Observagao: Para o caso de G(p) ser uma 6rbita isoparamétrica que nao é substancial,
seja H o subespaco de RY tal que p+ H é o fecho afim de G(p) (o menor subespaco afim
que contém G(p)). Entao, sabe-se que G age polarmente sobre RY (e G(p) é uma 6rbita
principal) se, e somente se, G age trivialmente sobre H*, ou seja, se, e somente se, G
deixa todo elemento de H* fixo (cf. [O]], pagina 38).

O Teorema 45 permite deduzir uma propriedade interessante para as acgoes polares

sobre um espago Euclidiano (cf. [BCO], Corolério 5.4.3).

Coroldrio 46 Seja G C O(N) um subgrupo agindo polarmente sobre RY. Entao toda

orbita maximal € principal.

3.3 Aplicacoes equivariantes

Definicao: Sejam M, M variedades diferenciaveis e G, G grupos de Lie agindo sobre
M, M, respectivamente. Sejam 7: G — G um homomorfismo de grupo de Lie e f: M —

M uma aplicagao diferenciavel. Diz-se que f é T-equivariante se

fg(z)) = 7(9)(f(x)), Y(g,2) € G x M.
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Quando 7 coincide com a aplicacao identidade de G, diz-se mais simplesmente que f é

G-equivariante.

Se f: M — M é T-equivariante entdo:

o [(G(x)) =7(G)(f(2));

o 7(Gs) C7(G)f(a);

o 7(G;) = 7(G)(z) e T ser injetiva implica em f|q() ser injetiva;

¢ fl|a() ser injetiva implica que 7(G,) = 7(G) f(2)-

Além disso, quando se tem uma agao propria sobre uma variedade completa, também

vale o fato de que f|g(z) ser injetiva implica em 7 ser injetiva, quando G(x) é uma drbita

principal. Isto é consequéncia da

Proposigao 47 Seja M uma variedade Riemanniana completa e G um subgrupo fechado

de Iso(M). Se g € G fixa pontualmente uma drbita principal entdo g = id.

Prova: Seja G(p) uma érbita principal e suponha que g € G é tal que g(h(p)) = h(p),
para todo h € G. Seja ¢ € M. Como a subvariedade expp(TpLG(p)) intercepta todas as
6rbitas de G (Proposigao 2.5 de [PT1]), existe h € G tal que ¢ € h(exp,(T,'G(p))) =
eXPp(p) (T,f(p)G(p)) . Pelo Corolario 34, Gy C Gg¢. Como, por hipétese, g € Gy, tem-se

9(g) =q.

Corolario 48 Sejam M uma variedade Riemanniana completa, M uma variedade Rie-
manniana, G C Iso(M) e G C Iso(M) subgrupos fechados e 7: G — G um homomor-
fismo de grupo de Lie. Se existe uma aplicacdo f: M — M T-equivariante cuja restricdo

a alguma orbita principal € injetiva entao T € um monomorfismo.

Prova: Seja g € G tal que 7(g9) = idy;. Seja N C M uma 6rbita principal na qual a

restricao de f é injetiva. Como,

flg(p)) = 1(9)f(p) = f(p),¥p € N,

segue que ¢ fixa N pontualmente. Pela proposicao acima, g = idy;.
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Voltando &s representacoes como produto warped das formas espaciais, seja N"F
uma subvariedade esférica de uma forma espacial Q. Seja ¢: V* x, N"™F — Q" uma
representagao como produto warped determinada a partir de N (Teorema 24).

Dado g € Iso(N), a correspondéncia

Pz, y) = o(r,9(y)),V(z,y) €V x, N,

determina uma isometria 7(g) € Iso(Q¥) (lembre que im(¢) é um conjunto denso em Q7).

n

E imediato verificar que a aplicacio 7: Iso(N) — Iso(Q”

) é um monomorfismo de grupo
de Lie. Seja Gy = im(7). Como N C Q7 e G deixa N invariante, pode-se identificar
Iso(N) com Gy. Além disso, G age polarmente sobre Q”, pois 0s espa¢os normais as
érbitas principais de Gy sao as imagens por ¢ das fibras horizontais de V¥ x, N"~*. Logo,
definem uma distribuigao integravel sobre toda parte regular de Q!, que coincide com a
imagem de ¢.

Vale observar que ¢ é T-equivariante e, portanto, leva as fibras verticais de V* x, N"=*

sobre as G n-Orbitas.

Quando a forma espacial Q! é representada por um modelo padrao, [No| apresenta
uma descricao explicita para o subgrupo Gy. A saber, se p é um elemento de N fixado,
V =T;N e W ¢ o fecho afim de N (ambos subespagos de R" ou R"*!, dependendo de ¢

ser zero ou nao) vale que,
no caso Q) = R™:
se N é totalmente geodésica,
Gy =tzo{(A,q) €O(n)=R": Ap=p,Vp e V+ qgeV}ot_,,
e, se N nao é totalmente geodésica,
Gy =tp_ae0{A€O0(n): Ap=p,Vp € Wt}o t_pra/es

onde t5 denota a translacao p € R" — p+p € R" e a = ¢p — H, sendo H o campo vetorial
curvatura média;

n.

no caso Q¢ = S;:

Gy={AcOn+1): Ap=pVpec W}

no caso Q¢ = Hy:

Gy ={A€ O (n,1): Ap =p,Vp € W+}.
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3.4 (G-variedades que sao produtos warped

Esta secao relaciona as Secoes 2.2, 3.1 e 3.2, apresentando uma decomposi¢cao para as
G-variedades localmente polares e mostrando que a condi¢ao de que as érbitas principais
sejam umbilicas é necessaria e suficiente para que uma G-variedade localmente polar possa
ser decomposta como um produto warped.

Em [PS], os autores ja haviam feito algo semelhante ao caracterizar localmente uma
G-variedade compacta com cohomogeneidade 1 e érbitas principais umbilicas como um
produto warped de um intervalo aberto por uma oOrbita. Porém, aqui é feita uma ob-
servagao a este respeito um pouco mais precisa e geral (ver Proposi¢ao 50).

Agora, o primeiro passo é introduzir uma rede canonica para as G-variedades lo-
calmente polares. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana completa e G um subgrupo
fechado das isometrias de M™ com cohomogeneidade k, sendo 1 < k < n. Considere a
decomposicao sobre M,, TM, = Fy; & F», com Fy(p) = T,G(p),Vp € M,, (ou seja, Fy é o
subfibrado tangente s érbitas principais de M) e F} = F;-.

Por definicao, F} ¢ integravel se, e somente se, G' age de modo localmente polar. Entao
F = (F1, F3) define uma rede 2-rede em M, se, e somente se, G age de modo localmente

polar.

Proposicao 49 Seja M"™ uma G-variedade localmente polar completa com cohomogenei-

dade k, com 1 <k <n, e seja F a 2-rede definida logo acima. Entdo a aplica¢ao
Y SF < Gz)F — M
(v, 9(x)) = 9(y),

onde ¥ € uma secao e x € X, € sobrejetora e um isomorfismo local de redes, com respeito

a rede produto de XF x G(z)" %, € ={H,V}, e a rede F.
Prova: Note que 1 esta bem definida:

(y,9(x)) = (y,h(x)) = g heqG, = Gy (pois z,y € X,, Corolario 34)
= Y(y,9(x)) = g(y) = h(y) = ¥(y, h(z)).

Para mostrar que ¢ é diferencidvel, considere f: G x ¥, — ¥, x G(x) definida por
f(g,y) = (y,g(x)). Sabe-se da teoria das variedades que ¢ é diferencidvel se, e somente

se, ¥ o f é diferenciavel, desde que f seja uma submersao sobrejetora.
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E de fato, f é uma submersao sobrejetora: f é diferencidvel, pois as aplicagoes coor-
denadas sao claramente diferenciaveis. Também claramente f é sobrejetora. Verificando
que im (91 f(9,y)) = Tiyg@)({y} x G(@)) e im(02f(9,9)) = Tiy,g)) (Er X {g(x)}), vale que
f«(g,y) € sobrejetora, para todo (g,y).

Como ¥ o f: (g,y) — g(y) é diferencidvel, pois é a restrigao da ac¢do a subvariedade
G x %, entao ¢ é diferencidvel.

Tem-se que v é sobrejetora, pois im(v)) = G(X,) = M,, uma vez que X intercepta
todas as drbitas.

Mostrar que ¢ é um isomorfismo local de redes significa mostrar que (L (p)) =
LT (¢(p)), para todo p € 3, x G(x) e todo i = 1,2, onde L§(p) e L5(p) sido as folhas de
H e V, respectivamente, que passam por (p) e L7 (¢(p)), com i = 1,2, sdo as folhas de F;
que passam por 1 (p).

Veja. que, para todo p = (3, g(x)), LE(p) = 5, x {g(x)}, I&(p) = {u} x G(x) e, para
todo z € M,, L7(z) = £, onde % é a secdo que contém z, e LI (z) = G(z). Lembre
também que, se ¥ é a secdo que passa por z, entdao g(3) é a secio que passa por g(z).

Entao, dado p = (y, g(x)),

W(LE(p)) = (S x {g(x)}) = g(=,) = LT (9(y)) = LT (¥'(p)),

D(L5(p)) = v({y} x G(x)) = G(y) = L3 (9(y)) = L3 (¥ (p)).

Dados y, z € %,, arelacao G, = G, (Coroldrio 34) garante que a aplicac@o entre 6rbitas
principais ¢: G(y) — G(z), definida por ¢(g(y)) = g(2), é uma bijecao e garante também
que a restriao 1|y xa () ¢ uma bijecao sobre a érbita G(y), donde um difeomorfismo. Por
outro lado, a aplicacdo ¢: {y} x G(z) — {z} x G(z), definida por ¢(y, g(z)) = (2, g(x)),
é um difeomorfismo entre fibras verticais. Logo, como ¢ = ¢ o ¢ o Yy, tem-se que
¢ é um difeomorfismo. Resumindo, numa G-variedade localmente polar, duas orbitas
principais sao sempre difeomorfas. Mais ainda, decorre imediatamente da definicao que a

aplicagao ¢: G(y) — G(z) é G-equivariante.

Observagao: Sabe-se mais geralmente que, em uma variedade conexa sob a acao propria

de um grupo de Lie, duas 6rbitas principais sao sempre difeomorfas.
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Proposicao 50 Seja M™ uma G-variedade localmente polar completa, sendo G conexo,

com orbitas principais umbilicas e cohomogeneidade k, onde 1 < k < n. Seja

¢ LF x Ga)"™* — M
(v, 9(z)) = g(y),

onde L € uma componente conexa da parte reqular de uma se¢ao e x € L. Se (,)p e
(,)c(z) sdo, respectivamente, as métricas em L e G(x) induzidas pela inclusio em M",
existe wma métrica produto warped de (,)r, e (,)a() que torna v uma isometria local sobre
M e esta é normalizada com relagao a x. Em particular, as orbitas principais de M sao

homotéticas entre si.

Prova: Pela proposicao acima, tem-se que v é um isomorfismo local de redes com respeito
a rede produto €& = {H, V} de L* x G(z)"* e a rede canonica de M,, F = (F}, I). Pela
Proposicao 41, vale que 1 é sobrejetiva.

Pelo Corolario 22, basta mostrar que a rede produto F é W P para obter que ¢*(,)
¢ uma métrica produto warped. Como a acao é localmente polar, F} é uma distribuicao
totalmente geodésica (Proposigao 38). Por hipdtese, F; é uma distribuigao umbilica. Pelo
Corolério 43, segue que F; ¢é de fato esférica.

Seja (,) = {,)1+p%(, )2 a métrica produto warped em L* x G(x)"~* dada pelo Corolario
22. Como (L, (,)1) é isométrica a fibra horizontal L x {z} e esta é isométrica, via 1, a
(L, (,)1), vale que (,); = (, ). Agora, se a métrica produto warped estd normalizada com
relacdo a = entdo (G(x), (,)2) ¢ isométrica a fibra vertical {z} x G(z), que por sua vez é
isométrica, via ¢, a (G(x), (,)c()), donde (,)2 = (, )a(z)- Resumindo, a métrica induzida
por 1) é um produto warped das métricas (,)r e (,)c() quando normalizada com relacao
a .

Dados y,z € L, como L x G(z) é um produto warped conexo, a aplicagao b: {y} x
G(z) — {z} x G(z), definida por ¢(y,g(z)) = (2,9(x)), é uma homotetia entre fibras
verticais. Pelo comentario apds a prova da Proposicao 49, a restricao de ¢ a uma fibra
vertical é um difeomorfismo, donde uma isometria, sobre a imagem. Assim, a aplicacao
¢: G(y) — G(z), dada por ¢ = 1o ¢ o Y76y, ¢ uma homotetia. Logo, as 6rbitas

principais sao homotéticas entre si. 1

Observagao: Como consequéncia de 1 ser uma isometria local, segue que {id} x G é

um subgrupo de Iso(L* x, G(z)"*) com as érbitas dadas pelas fibras verticais {y} x,
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G(z),Yy € L. Além disso, 1) é T-equivariante se 7: {id} x G — G é o isomorfismo de

grupo de Lie definido por 7((id, g)) = g,Vg € G.

Existem algumas situagoes bem conhecidas que garantem que uma G-variedades tem
orbitas principais umbilicas, a saber, se a representacao de isotropia de G em um elemento
regular é irredutivel.

Mais precisamente, sejam M™ uma variedade Riemanniana e G C Iso(M) um subgrupo
fechado. Dado z € M, um subespaco V' C T, G(x) é dito invariante pela representacao de
isotropia de G em x se g.(V) C V,Vg € G,. Um subespaco V C T,G(z) ¢ irredutivel pela
representacao de isotropia de G em x se V é invariante e nao admite subespaco préprio
invariante. Diz-se que a representa¢ao de isotropia de G em x € irredutivel se T,G(x) é

irredutivel pela representacao de isotropia.

Lema 51 Sejam z € M,, £ € T+G(z) e E C T,G(x) o autoespago associado a um
autovalor X de Ag¢, o operador forma da inclusao i: G(x) — M. Entdo E € invariante

pela representacao de isotropia de G em x.

Prova: Como x é regular, £ determina um campo normal equivariante, £, e vale, portanto,

a relacao dada pela férmula 3.1:
Ag gy = 9+Aegi ' Vg € G
Sejam v € F e g € GG,.. Entao,
Aegiv = g Aev = Mgy,
donde g.(F) C E,Vg € G,. 1

Lema 52 Seja ¢: G(x) — G(y) um difeomorfismo G-equivariante com ¢(x) = y. Se
V' € irredutivel pela representacdo de isotropia de G em x entao ¢,V € irredutivel pela

representacao de isotropia de G em y.

Prova: Observe primeiro que sendo ¢ um difeomorfismo equivariante com ¢(z) = y vale
que G, = G,
Sejamv € V e g € G, = G,. Entao, g.v € V, pois V ¢ invariante, donde

9+(dxv) = (g0 d)sv = (P 0 g)sv = du(g.v) € Gu(V).
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Logo, ¢ * (V) é invariante pela representagao de isotropia em y.

Se W C ¢.(V) é um subespago invariante entao, repetindo o argumento acima com
¢!, tem-se que ¢, (W) é um subespago de V invariante, donde ¢;*(W) = {0} ou
¢; (W) =V, donde W é um subespaco trivial de ¢.(V). Assim, ¢.(V) é irredutivel. 5

*

Proposicao 53 Seja M uma G-variedade localmente polar completa. Se a representagao
de isotropia de G em um elemento reqular € irredutivel entao toda orbita principal € uma

subvariedade umbilica de M.

Prova: Se a representacao de isotropia de G em algum elemento de M, ¢é irredutivel,
o Lema 52 garante que a representacao de isotropia de G em todo elemento de M, é
irredutivel, uma vez que duas 6rbitas principais de uma G-variedade localmente polar
completa sao sempre G-equivariantes (ver comentério apés prova da Proposicao 49).
Seja agora x € M, qualquer. Pelo Lema 51, todo autoespago do operador forma
da inclusao i: G(x) — M em qualquer direcdo é um subespaco invariante. Como a
representacao de isotropia de G em zx é irredutivel, segue que todo autoespaco coincide

com T,G(z). Ou seja, G(x) é uma subvariedade umbilica, qualquer que seja x € M,.. &

Assim, se existe x € M, tal que G(x), com a métrica induzida, é uma variedade Rie-
manniana com representacao isotropica irredutivel, ou seja, se a representagao de isotropia
de Iso(G(x)) em todo ponto de G(z) é irredutivel, entdo toda drbita principal de M é
uma subvariedade umbilica.

Como M é completa, a Proposicao 47 garante que, dado x € M,., a acao de G sobre
a variedade homogénea G(z) ~ G/G, é efetiva, isto é, se g € G age sobre G(x) como
a aplicacao identidade de G entao g é a identidade de G. Em particular, se a restricao
da representacao adjunta de G, Adg,, age de modo irredutivel sobre o espago quociente
da élgebra de Lie de G pela algebra de Lie de G, G(x) é um tipo especial de variedade
homogénea conhecido como variedade homogénea com representacgao isotropica irredutivel.
Neste caso, é possivel provar que G(x) é uma variedade Riemanniana com representagao
isotrépica irredutivel. Logo, se a variedade Riemanniana completa M possui uma orbita
principal sendo uma variedade homogénea com representagao isotrépica irredutivel entao
toda orbita princial de M é uma subvariedade umbilica.

Para mais detalhes sobre GG-variedades com representacao isotropica irredutivel, veja
[WZ].
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Capitulo 4

(GG-hipersuperficies compactas de

formas espaciais

Este capitulo e o proximo contém as provas para os resultados apresentados na introducao.

4.1 A equivariancia de hipersuperficies

Segue agora o primeiro dos principais resultados desta tese, o qual generaliza, em particu-
lar, o Teorema de Kobayashi ([Ko]) mencionado na introdugao. O resultado é de fato

bem mais geral, o suficiente para fornecer outras aplicacoes, assunto das proximas segoes.

Teorema 54 Seja f: M" — QZ“ uma hipersuperficie compacta (respectivamente com-
pleta) comn > 3 e c <0 (respectivamente n > 4 e ¢ > 0). Entao existe um homomor-
fismo de grupos de Lie ®: Iso”(M) — Iso”(Q"+1), onde Iso®(M) é a componente coneza

c

da identidade do grupo de isometrias de M, tal que fog= ®(g)o f, Vg € Iso"(M).
A demonstragao é baseada no seguinte Teorema de Sacksteder.

Teorema 55 Seja f: M™ — Q' uma imersdo isométrica de uma variedade Riemanni-
ana compacta (respectivamente completa) com n > 3 e ¢ < 0 (respectivamente n > 4 e
¢ >0). Se o conjunto B dos pontos totalmente geodésicos nao desconecta M entao f é

rigida.

Lembre-se que f: M™ — Q™" é rigida se, para toda imersao isométrica f: M™ — QT

existe 7 € Iso(Q"t!) tal que f = 7o f.
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A demonstragao do Teorema 54 utiliza, mais precisamente, o seguinte fato mais geral
contido na prova do Teorema 55. Para enuncia-lo, sejam f, f : M™ — Q" imersoes
isométricas em Q"' da variedade Riemanniana compacta M™ e seja ¢: T LM}‘ — TLM}?
a isometria de fibrado vetorial entre os fibrados normais de f e f definida antes do Teo-
rema 13. Entao

aj(z) = £¢(x) o ay(x), Yo € M", (4.1)

onde ay e af denotam a segunda forma fundamental de f e f, respectivamente. A
rigidez de f sob a hipdtese de que B nao desconecta M" segue entao imediatamente do

Teorema 13.

Prova do Teorema 54. Dado g € Iso®(M™), a segunda forma fundamental de f o g,

denotada por ay.,, satisfaz a seguinte relagao:

Qog(T) = Pg(x) 0 ap(x), (4.2)

para todo x € M", onde ¢, denota a isometria de fibrado vetorial entre TLM}”‘ e TLM}LOQ

definida a partir de f e fog. De fato, por um lado tem-se, como consequéncia da férmula

(1.1),
Qog () (X, Y) = af(9(2))(9: X, g:Y), (4.3)

quaisquer que sejam g € Iso’(M™), v € M™ e X,Y € T,M"™. Em particular, vale que,
para todo x € M" fixado, a aplicacao ¥,: Iso’(M™) — Sim(T,M" x T,M™ — TjMJ’}) no
espago vetorial das aplicagoes bilineares simétricas de T, M™ x T, M™ em TjM}‘ definida
por

Ua(9)(X,Y) = by (2) ™ (gog (2)(X, Y)) = ()~ (s (92) (9. X, 1))
para todos X,Y € T, M" e todo g € Iso°(M™), é continua. Por outro lado, por (4.1), ou
Qog() = ¢g(x) 0 af(z) o apog(z) = —y(x) 0 ap(z).

Logo, ¥, é uma aplicacao continua definida num conjunto conexo e tomando valores
em {af(z),—as(x)}, donde é constante. Uma vez que V,(id) = af(x), a relacao (4.2)
fica verificada.

Conclui-se dai, junto com o Teorema 13, que para todo g € Isoo(]\/[”) existe g €
Iso(Q™!) tal que fog = go f. Segue de argumentos usuais que g — ¢ define um homo-
morfismo de grupo de Lie, ®: Is0°(M™) — Iso(Q"*!), cuja imagem estd em Iso’(QH),

C

pois é conexa. 1
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Observagao: Como Iso’(M) no Teorema 54 é compacto, a imagem de ® é um subgrupo
compacto de Iso(Q"™). Assim, a imagem de ® é formada por isometrias lineares (a

menos de uma transla¢io da origem) também no caso Q"+ = R" 1,

4.2 Hipersuperficies de rotacao

Os exemplos mais simples de hipersuperficies invariantes por uma acao polar de um
subgrupo compacto sobre uma forma espacial sao dados pelas hipersuperficies de rotacao.
Lembre que, dada uma subvariedade esférica N C Q”, o grupo G, isomorfo a Iso(V),

é o subgrupo de Iso(Q") cujos elementos sao descritos por

g(o(z,y)) = é(z,9(y)),¥(z,y) € V x, N,

onde ¢: V x, N — QI é a representacao de Q como produto warped determinada por N.
Como foi observado na Secao 3.3, G age polarmente sobre Q7, as secoes sendo as

subvariedades totalmente geodésicas que estendem as imagens por ¢ das fibras horizontais.

Definigao: Uma hipersuperficie f: M™ — Q"*! é dita uma hipersuperficie de rotagao
se existe uma subvariedade esférica N de Q7*! (nao totalmente geodésica se ¢ = 0) tal
que f(M) é invariante por Gy. As 6rbitas de Gy sobre f(M) sao chamadas paralelos da
hipersuperficie. A intersecao de uma componente conexa da parte regular de uma secao

da acao de Gy com a hipersuperficie é chamada um meridiano da hipersuperficie.

No caso hiperbdlico, a classe das hipersuperficies de rotagao é mais rica e pode ser
dividida em trés, de acordo com um dos trés tipos de paralelos possiveis. Se os paralelos
forem esferas geodésicas, a hipersuperficie de rotacao é chamada do tipo eliptico; se os
paralelos forem espacos hiperbdlicos, é chamada do tipo hiperbolico; se os paralelos forem

horosferas, é chamada do tipo parabdlico.

Observacgao: Se a hipersuperficie f: M™ — R™*! é tal que f(M) é invariante por G com

N sendo totamente geodésica entao f é um cilindro.

Num modelo padrao, a definicao acima diz que uma hipersuperficie de rotagao é car-
acterizada por ser invariante pelo subgrupo das isometrias lineares de Q"™ (O(n + 1),

O(n + 2), ou O*(n + 1,1), dependendo se ¢ = 0, ¢ > 0, ou ¢ < 0) que deixam fixo
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pontualmente o subespago W ortogonal ao fecho afim de N (ver segao 3.3). Se C' é um
meridiano da hipersuperficie, entao f(M) = m e (' esta contida num subespaco afim
que contém W, é ortogonal aos paralelos e tem uma dimensao a mais que W. Assim, a
definicao de hipersuperficie de rotacao apresentada, admitindo meridianos com dimensao
maior do que ou igual a 1, coincide com a definigdo introduzida em [dCD] quando os

meridianos tem dimensao 1 e naturalmente a generaliza.

Uma hipersuperficie de rotagao f: M™ — Q""! pode ser vista como um produto
warped de imersoes. Para isto, seja N o paralelo de f que contém um ponto f(p) e
seja ¢: V X, N — Q" a representagao de Q*' como produto warped determinada por
N e f(p). Seja g: L — V uma hipersuperficie tal que g(L) coincide com um meridiano de
f. Entdo ¢o(gxid): L x, N — Q"™ é uma parametrizacio de um aberto denso de f (M)
como um produto warped de imersoes. Reciprocamente, vale a seguinte consequéncia do

Teorema de Nolker.

Proposicao 56 Seja L* X N"* um produto warped conexo com N completa e suponha
que a sequnda forma fundamental da imersio isométrica f: LF x, N"™% — QIt! seja
adaptada a rede produto de L x N. Se, para algum z¢ € L*, a subvariedade f({zo} X, N)

n+1
c

¢ uma subvariedade esférica de Q entdo f ¢é uma hipersuperficie de rotacao ou um

cilindro.

Prova: Sem perda de generalidade, suponha que a métrica produto warped de L* x o N n—k
esteja normalizada com relagao a xy. Por hipdtese, o fecho esférico da imersao isométrica
fary € N = f(zo,y) € Q¥ é uma subvariedade (n — k)-dimensional N. Mais ainda, a
imagem de f, coincide com N, pois é completa. Assim, f» pode ser vista como a isometria
local sobrejetora, fo: Nk — N7k,

Seja ¢: VEH! x, N*% — @' uma representacio como produto warped determinada
por N e considere a decomposicio como o produto warped de imersdes f = ¢ o (fi x fa)

dado pelo Teorema 26. Dado g € G, tem-se

9(f(2,y)) = g(o(fi(2), f2(y))) = 6(f1(2), 9(f2(¥))) = ¢(f1(), f2(9)) = [(z,9),

pois, g(f2(y)) € N e, sendo fy sobrejetora, existe § € N tal que fo(9) = g(fa(y))-
Logo f(L* x, N"=*) é invariante por G . i

52



4.3 Acoes localmente polares sobre hipersuperficies

Euclidianas

A primeira consequéncia do Teorema 54 afirma que toda acao isométrica localmente polar
de um grupo de Lie compacto sobre uma hipersuperficie compacta de dimensao n > 3
do espago Euclidiano ¢é induzida por uma agao polar de um subgrupo de SO(n + 1) que

deixa a hipersuperficie invariante.

Teorema 57 Sejam f: M™ — R n > 3, uma hipersuperficie compacta e G C Iso(M)
um subgrupo fechado e conexo que age de modo localmente polar sobre M™ com cohomo-
geneidade k. Entdao existe uma representagao ortogonal V: G — SO(n + 1) tal que f é

U-equivariante e W(G) age polarmente sobre R™' com cohomogeneidade k + 1.

Prova: Sabe-se do Teorema 54 que existe uma representacio ortogonal ®: Iso®(M ") —
SO(n + 1) tal que f é ®-equivariante. Como G é conexo, tem-se que G C Iso’(M™).
Considere U = ®|g e G = W(G). A estratégia para provar que G age polarmente sobre
R"" com cohomogeneidade k + 1 é usar o Teorema 45.

Primeiro, é preciso notar que existe uma érbita principal G(p) tal que o vetor posigao
f nao é tangente a f(M) em nenhum ponto ao longo de G(p), ou seja, f(g(p)) & fiTymM,

para todo g € G. A fim de provar tal afirmacao, a seguinte observagao torna-se necessaria.

Lema 58 Seja f: M™ — R™™ wma hipersuperficie. Suponha que o vetor posicdo seja
tangente a f(M™) em um aberto U C M"™. Entdo o indice de nulidade relativa de f €

positivo em todo ponto de U.

Prova: Seja Z campo vetorial em U tal que f.(p)Z(p) = f(p), para todo p € U, e seja
n um campo vetorial unitério local, normal a f. A diferenciacao de (n, f) = 0 fornece
(AX, Z) =0, para todo campo vetorial tangente X em U, onde A é o operador forma de

f com respeito a n. Dai, AZ =0. 1

De volta a prova da afirmacao, como M"™ é uma variedade Riemanniana compacta
imersa isometricamente no espaco Euclidiano como uma hipersuperficie, existe um aberto
V' C M™ onde as curvaturas seccionais de M" sao estritamente positivas. Em particular,
o indice de nulidade relativa é nulo em todo V. Se o vetor posigao fosse tangente a f(M™)

em todo ponto regular de V, também o seria em todo V, uma vez que o conjunto dos
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pontos regulares é denso em M. Mas isto entra em contradicao com o lema acima, o que
mostra que existe um ponto regular p tal que f(p) ¢ f.1,M. Como f é U-equivariante,
tem-se de fato que f(g(p)) € fTyp)M, para todo g € G, e a afirmacao estd provada.
Seja entdo G(p) uma érbita principal tal que o vetor posigao f nao é tangente a f(M)
em nenhum ponto de G(p). Sera provado que f|g(,) ¢ uma subvariedade isoparamétrica
de R"T1,
A razao para se escolher uma érbita como G(p) é que o espago normal de f|g(p) pode

ser decomposto como

T* flaw) = iy, G(p) = ger{f} © £L.T*G(p).

(esta decomposicao pode nao ser ortogonal.)

A primeira consequencia que segue dai é que o campo vetor posicao e 0s campos
vetoriais f.£, com & € T'(T+G(p)) sendo G-equivariante, sao paralelos com relacio i
conexao normal de f|g(). Que o vetor posi¢do forma um campo vetorial normal paralelo

¢é imediato, pois
(VD) risiy, = (FX)rigig, =0, VX € TG(p).

Dado um campo G-equivariante, £ € I'(T+G(p)), seja n = f.£. Entdo, identificando ¥(g)

com sua derivada em qualquer ponto, pois é linear, vale que

n(g(p)) = f(9(p)&(g(p)) = fu(9(p)g-(P)E(P) = (f © 9)«(P)E(P) = ¥(g)n(p),

para todo g € G. Em particular,

para todo g € G. Ou seja, (n, f) é constante ao longo de G(p). Assim,
X(n, f)=0,vX € TG(p),
e, dai,
(Vxn, ) = X(n, f) = (£,X) =0, (4.4)
onde V denota a conexio Riemanniana de R™*!. Por outro lado, como G age de modo

localmente polar sobre M", tem-se que £ é paralelo na conexao normal de G(p) em M".

Portanto,
(Vxn) priam) = F(VxE)riam) =0, (4.5)
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onde V é a conexao Riemanniana de M™. Segue de (4.4) e (4.5) e da decomposicao de
T+f lG(p) que 1 é paralelo com relacao a conexao normal de flg(y)-

Segue imediatamente do paralelismo obtido que f|g(,) tem fibrado normal plano.
Agora, seja £ € (T fla@)) um campo vetorial paralelo ao longo de uma curva c¢(t) de
G(p). Se q = c(to), para algum to, sejam a € Re & € T,"G(p) tais que £(q) = af(q)+ f.&,
Se £ € I'(T*G(p)) é o campo vetorial normal G-equivariante determinado por &,, entdo,
como foi visto, af + f.£ é um campo vetorial paralelo do fibrado normal de flg(,) e,

portanto, deve coincidir com é . Em particular,
fla(p) _ : fla(p)
A : = —aid + A} ¢

ao longo de ¢(t). Mas, Aﬁg(p ) coincide com o operador forma A, referente a inclusao
de G(p) como subvariedade de M (consequéncia direta da férmula (1.1)). Como & é
equivariante ao longo da érbita principal G(p), Ae tem autovalores constantes. Logo, as
curvaturas principais de Ag ao longo de ¢(t) sdo constantes.

Demonstrou-se, entao, que f|gp) € uma imersao isoparamétrica, ou seja, G tem
G(f(p)) = f(G(p)) como uma 6rbita isoparamétrica.

Pelo Teorema 45 e a observacio que o segue, a fim de concluir que G age polarmente
sobre R e que G(f(p)) é uma 6rbita principal, donde G age com cohomogeneidade
k + 1, basta provar que se G(f(p)) ndo é substancial entio G age trivialmente sobre o
subespaco vetorial H+, complemento ortogonal do subespaco linear H de R™*! tal que
H + f(p) é o fecho afim de G(f(p)).

Dado v € H* C T f|a@), pode-se escrever v = af(p) + fi&p, com a € R e &, € T-Gp.
Seja € € T'(T*+G(p)) o campo vetorial normal G-equivariante determinado por &, e defina
n € (T flew) por n = af + f.£. Como ja foi visto, n ¢ um campo paralelo com
relagao a conexao normal de fl|gp) e Aﬁ‘c@ tem autovalores constantes. Além disso,
como G(f(p)) C H, tem-se Aﬁ'c@ = 0. Ou seja, Af,‘c“ﬁ = 0. Logo,

Vi = —AJCO X 4 Vip=0,VX € TG(p).

Assim, 7 é constante ao longo de G(p), igual a v, donde,

Ou seja, ®(G) deixa v fixo, qualquer que seja v € H-. 1
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Um corolario do Teorema 57 é a generalizacao de um teorema devido a Podesta e Spiro

([PS]) ao eliminar a restricdo da agao ter cohomogeneidade 1.

Corolario 59 Sob as hipoteses do Teorema 57, se as G-orbitas principais sao umbilicas
em M entao f € uma hipersuperficie de rota¢ao. Mais ainda, G € isomorfo a um dos

subgrupos fechados de SO(n — k + 1) que agem transitivamente sobre "%,

Prova: Seja U: G — SO(n + 1) a representacao ortogonal dada pelo Teorema 57, donde
G = ¥(G) age polarmente sobre R com cohomogeneidade k + 1 e f é W-equivariante.
Seja G(p) uma 6rbita principal de G tal que o vetor posi¢ao de f nao é tangente a f(M™)
ao longo de G(p) (do mesmo modo que na demonstra¢do do Teorema 57). Entao, dado
n € T* flag), existem a € R e £ € T+G(p) tais que n = af + f.&. Como A;lc(p) = —id
e Aﬁg(” = A¢ é multiplo da identidade, por hipdtese, segue que Af;‘G(”) ¢ multiplo da
identidade, qualquer que seja n € T+ f lap)- Logo, flap) ¢ uma imersao umbilica, donde
é(f(p)) = f(G(p)) é uma esfera redonda, pois é compacta.

Além disso, como é uma acdo polar, vale que G deixa fixo pontualmente o subespaco
H*, ortogonal ao subespaco linear H tal que H + f(p) é o fecho afim de G(f(p)). De fato,
dado v € H ¢ T*G(f(p)), seja © o campo vetorial normal G-equivariante determinado
por v. Com relacdo & inclusao de G (f(p)) como subvariedade de R™!, pela equivariancia
de v, tem-se

Vxt = —AsX + V%0 =0,

para todo X € TG(f(p)) (V é a conexdo de R"1). Para a segunda igualdade, o primeiro
termo é nulo pois A, = 0 e A; tem autovalores constantes ao longo de uma érbita principal,
enquanto o segundo se anula em funcao da agao ser polar. Assim, ¥ é constante ao longo
de é(f(p)) igual a v, para v € H* arbitrdrio. Ou seja, G deixa H* fixo pontualmente.
Logo, f é uma hipersuperficie de rotacao.
Se k >n — 1 entio f|aw): G(z)"* — G(f(z))"* é um mergulho. Pelo Coroldrio 48,

U ¢ injetiva. 1
O proximo corolario pode ser visto também como uma generalizagao do Corolério 46.

Corolario 60 Sejam M™ uma variedade Riemanniana compacta de dimensio n > 3 e
G um subgrupo conexo e fechado de Iso(M™) agindo de modo localmente polar sobre M™.
Se G possui uma orbita excepcional, entao M™ nao pode ser isometricamente imersa num

espaco Fuclidiano como uma hipersuperficie.
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Prova: Seja f: M™ — R™! uma imersao isométrica de uma variedade Riemanniana
compacta sob a agao localmente polar de um subgrupo fechado e conexo G de Iso(M).
Seja W: G — SO(n+1) a representacao ortogonal dada pelo Teorema 57, donde G = ¥(G)
age polarmente sobre R"™! com cohomogeneidade k + 1 e f é U-equivariante. Seja G(p)
uma érbita nao singular. Entao, G(p) tem dimensao maximal dentre todas as G-érbitas,
donde G(f(p)) tem dimensdo maximal dentre todas as G-érbitas. Pelo Corolario 46,
G(f(p)) é uma 6rbita principal.

Sejam g € Gy e £ € T,'Gp. Se § = ¥(g), entdo g € G e f.(p)€ € Tf(p)é'(f(p)),
donde

f«0)§ = 3.f(P)§ = (G0 [)«(p) = (f 0 9)«(p)§ = f(gp)9:& = fo(P)g:E.

A primeira igualdade é garantida pelo fato de G(f(p)) ser uma érbita principal. Como

f«(p) é injetiva, segue que ¢.& = £. Logo, G(p) é regular (Teorema 33). B

Observagao: Nesta linha de trabalho, foi possivel obter outras condi¢oes que garantem
quando uma imersdo isométrica f: M™ — R de uma variedade Riemanniana compacta
M™ sob a agao localmente polar de um subgrupo fechado conexo de Iso(M™) é uma

hipersuperficie de rotagao (ver [MT]).

4.4 Hipersuperficies de rotacao de espacos hiperbo-

licos e esféricos

Apesar de nao valer uma versao do Teorema 57 para ambientes nao planares, o Teorema 54

pode ainda ser usado para se obter uma extensao do Corolario 59.

Teorema 61 Seja f: M™ — Q"™ comn >3 sec<0en >4 sec>0, uma hipersu-
perficie compacta. Suponha que exista um subgrupo fechado e conexo G C Iso(M™) agindo
de modo localmente polar sobre M com cohomogeneidade k satisfazendo 1 < k < n — 2
e com drbitas principais umbilicas em M. Entao f é uma hipersuperficie de rotagao (do
tipo eliptico se ¢ < 0) e G € isomorfo a um dos subgrupos fechados de SO(n —k+ 1) que

agem transitivamente sobre S"F.

Prova: Seja G = ®(G), onde ®: Iso’(M™) — Iso’(QP!) é a representacio dada pelo

Teorema 54 tal que f é ®-equivariante.
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Se M™ tem curvatura seccional constante igual a ¢, como f é uma hipersuperficie
compacta entdo ¢ > 0 e f é totalmente geodésica (Proposi¢ao 11). Em particular, f é
uma hipersuperficie de rotacao. Assim, pode-se supor que a curvatura seccional de M"
nao seja constante.

Como M™ é uma G-variedade localmente polar completa com G conexo e dOrbitas
principais umbilicas, seja entao ¢: LF x, G(x)"™* — M a isometria local sobre M dada

pela Proposicao 50. Defina
f=fou: LFx,G(x)"F — gt

Seja U = UF x, G(z)"™% C L* x, G(z)"™* um aberto sem pontos onde a curvatura
seccional é constante igual a ¢. Sem perda de generalidade, suponha z € U. Pela

Proposicdao 27, f|y tem a segunda forma fundamental adaptada & rede produto de U.
Seia. fo: G(a)"* — @1 definida por fo(g(x)) = F(z,9(x)) = F(9()), Ye(x) € G(a), ¢
seja N F+1 c @+ seu fecho esférico; f, pode ser vista como uma aplicagdo em N™~*+1,
Se ¢: VF x, N*=F+1 . @'t! ¢ a representacio como produto warped determinada por
N e f(z), entdo, lembrando que p(z) = 1 (consequéncia da Proposigao 50), o Teorema 26

garante que
p=aofi e flu=¢o(fixf)lu,
onde fi: LF — V¥ é definida por fi(y) = f(y,z) = f(y). Em particular, vale que k&’ = k

ou k' = k+1. Seja Gy o subgrupo de Iso(Q"*!) que é isomorfo a Iso(N) e cujos elementos

sao descritos por
g(¢(a, b)) = d(a, g(b)), Y(a,b) € V¥ x, N"F+1 Vg e Gy.
Segue da fatoracdo de f|y que, para todo § = ®(g),

9(0(1i(y), fo(x)) = 9(f(y.x)) = 3(f (W) = fl9(v)) = [y, 9(x))
= o(fily), falg(2))) = &(f1(y), 9(f2(2)),

ou seja,
G(6(a,b)) = ¢(a,§(b)), ¥(a,b) € fi(Uh) Xo fo(G()),¥§ € G. (4.6)

A prova segue em funcao das duas tinicas possibilidades: k' = k ou k' = k+1. Suponha
k' = k+1. Entao G(f(z)) = fo(G(z)) = N, pois G(f(x)) é completa. Portanto, dado
g € G, tem-se §(N) C N, isto é, existe h € Gy tal que §la, = hlay. Pelaigualdade (4.6),
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vale que §|yc@n)) = hlrcany- Como f(G(Ur)) = f(U) é uma hipersuperficie substancial
de Q"' pois sua curvatura seccional é diferente da constante ¢, entao vale a igualdade
entre isometrias, donde § € Gy. Logo, G C Gy.

Para concluir que f(M) é invariante por Gy basta verificar que as d6rbitas de Gy e de
Gem f (M,) coincidem, o que é imediato pois uma esté contida na outra e sdo variedades
de mesma dimensao, n— k. Assim, no caso k' = k+1, f é uma hipersuperficie de rotacao.

Suponha agora k' = k. Neste caso, ainda vale G C Gy. De fato, seja § = ®(g) € G.
Fixado p = f(x), tem-se p € N e g(p) = fa(g(z)) € N. Como f; é uma isometria sobre a

imagem f1(Uf) C V*, a igualdade (4.6) garante que g.(p)T, N = Ty

V- Em particular,

G+(p)|7,n € uma isometria linear de T,V sobre Ty, N.

Seja h € Gy tal que h(p) = §(p) e hi(p)|r,n = G+(p)|1,n (tal isometria existe pois G
¢ isomorfo a Iso(N) e N é uma forma espacial). Pela descrigao de Gy e por (4.6), fica
claro que h.(p)|rrn = G«(P)|zr v Assim, h(p) = §(p) e hu(p) = G.(p), isto é, g = h € G.

Logo, G C Gp. Lembre-se agora que uma oOrbita principal de Gy tem dimensao
n—k+1. Seexiste ¢ € Q7! tal que G(q) tem dimensdo n—k+1, como G(g) C Gn(q), entdo
vale mais geralmente que G(q) = Gn(q), para todo ¢ € Q", o que contraria o fato de
G(q) ter dimensdo n — k quando ¢ € im(f). Assim, uma G-érbita principal tem dimenséo
n — k e, portanto, toda G-érbita principal é uma hipersuperficie de uma G y-6rbita. Em
particular, dado um elemento regular de G, ¢, tem-se TqLCNJ(q) = T,9(V) & ger{(}, onde
g € Gétal que g € g(V) e ¢ é um vetor tangente a Gy(g). Como g(V) é totalmente
geodésica, segue que a distribuicao ortogonal as G-6rbitas principais é integravel, pois se
X, Y € T,g(V), entao [X,Y] € T,g(V), [(,.{]=0¢e

(X, (] =—(n, X))+ (n,X)( =0 (ver férmula (2.1)).

Entdo, G age polarmente. A partir daf é fcil verificar que a segunda forma de f é
adaptada & rede produto de L*F x, G(x)"7*. De fato, sejam X,¢ € T,(L* x, G(z)2™")
tangentes a fibra vertical e horizontal, respectivamente, em um ponto ¢q. Se 5 é o campo

vetorial normal G-equivariante determinado por f.€, como G age polarmente, tem-se

(Vix&riagq) = 0-

(@ é a conexao em Q" ") Pela equivariancia de f, ¢ é um campo tangente a f e, portanto,
a equagao acima fornece az(X, &) = 0.
Logo, f é um produto warped de imersées. Como neste caso (k' = k), a imagem de

f2 2 g(x) — f(g()) ndo coincide com seu fecho esférico, N, entdo f é um cone, o que
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é uma contradicdo com o fato de im(f) ser um aberto denso de uma hipersuperficie f
compacta.
Assim o tnico caso possivel é k' = k + 1, donde f é uma hipersuperficie de rotagao.
Como flg): G(z)" % — G(f(z))"* deve ser um mergulho, o Coroldrio 48 garante

que ®|q é injetiva. 1

4.5 Hipersuperficies produto warped
O Corolario 59 sera agora utilizado para obter uma versao global do Corolério 28.

Teorema 62 Seja f: M™ — R" com n > 3, uma hipersuperficie compacta. Se existe
uma isometria : L* X Nk — U™ de um produto warped sobre um aberto denso U C
M™ (em particular, se M™ € isoméltrica a um produto warped L* x, N"%) sendo N"*

completa e LF conexa, entdo f é uma hipersuperficie de rotacao.

Prova: Como f: M™ — R™! é uma hipersuperficie compacta, existe um aberto W de
M™ no qual as curvaturas seccionais de M™ sao estritamente positivas. Uma vez que a
imagem U da isometria 1) é aberta e densa em M™ W N U é um aberto nao vazio. Seja
L1 x Ny um produto de abertos conexos de L e N, respectivamente, cuja imagem por )
estd contida em W NU. Entao Ly X, N; tem curvatura seccional estritamente positiva.
Para um x € L, fixado, escolha um vetor unitario X, € T, L. Para cada y € N, seja
X(a,y) 0 levantamento horizontal em T(,, (L x N) de X,. Entdo a curvatura seccional
de L x, N na direcao de um plano o gerado por X, ,) e qualquer vetor vertical unitario

Z(zy) € V(z,y) é dada por (ver férmula (2.4))
K(0) = —Hess p(x) (X, X.)/p(c). (47)

Observe que K (o) independe de y ou do vetor Z(, ,). Um vez que K > 0 se y € Ny, entdo
o mesmo vale para qualquer y € N. Em particular, L; X, N nao tem pontos planos.

Se n—k > 2, segue do Corolario 28 que f o) restrita a Ly X, N é uma hipersuperficie
de rotacao ou um cone. Como a curvatura seccional em L; X N é estritamente positiva,
entdao f(1(Ly x N1)) é um aberto estritamente convexo. Assim, a restricdo tem de ser
uma hipersuperficie de rotacdo. Em particular, f ot imerge uma folha {z} x N, z € L,
isometricamente sobre uma esfera redonda (n — k)-dimensional, donde N ¢ isométrica a

uma esfera.
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Portanto (se n — k = 1 a afirmacdo é imediata), Iso”(/V) age transitivamente sobre N

e cada g € Iso’(N) induz uma isometria g de L x, N definida por

g(x,y) = (z,9(y)),V(z,y) € L x, N.

Como a aplicagio g € Iso’(N) — g € Iso(L x, N) é claramente continua, sua imagem G
é um subgrupo fechado conexo de Iso(L x, N). Para cada g € G, a isometria induzida
1 ogot~! sobre U se estende de modo tinico a uma isometria de M™. As érbitas da
acao induzida de G sobre U sdo as imagens por v das folhas {z} x N, x € L, e, portanto,
sdo umbilicas em M™. Mais ainda, os espacos normais as orbitas principais de G sobre U
sao as imagens por 1 das fibras horizontais de L x, N. Logo, definem uma distribuicao
integravel sobre U, donde em toda parte regular de M™. Assim, a acdo de G sobre M™
é localmente polar e com orbitas principais umbilicas. Pelo Coroléario 59, segue que f é

uma hipersuperficie de rotacao. &
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Capitulo 5

(GG-hipersuperficies completas de

formas espaciais

Neste capitulo serao apresentadas extensoes do Corolario 59 e do Teorema 61 para hiper-
superficies completas nao compactas. Serao considerados separadamente os casos em que

o grupo G ¢é compacto e fechado nao-compacto.

5.1 O caso G compacto

Teorema 63 Sejam f: M™ — Q"™ com n > 4, uma hipersuperficie completa ¢ G C
Iso(M) um subgrupo compacto e conexo agindo de modo localmente polar sobre M com
orbitas principais umbilicas e cohomogeneidade k satisfazendo 1 <k <n—3 (<n—2 se
¢>0). Sec<0, suponha que as componentes conezxas do conjunto dos pontos nos quais
M™ tem curvatura seccional constante ¢ sejam limitadas. Entdo f € uma hipersuperficie
de rotagao (do tipo eliptico se ¢ < 0) e G € isomorfo a um dos subgrupos fechados de

SO(n — k+ 1) que agem transitivamente sobre S,

Antes de comecar a prova deste resultado é conveniente introduzir a seguinte nomen-
clatura. Uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante e isométrica a um
produto warped da forma (a, 5) X, Q%, com p nao constante, serd chamada um anel. Um
anel é sempre isométrico a um aberto de uma forma espacial. Se A = («, §) X, Q% C Q!

é um anel em uma forma espacial com curvatura nao positiva e N™ é uma hipersuperficie
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totalmente geodésica de Q"' tangente a subvariedade umbilica externa de A, correspon-
dente a fibra {8} x QZ, entao é facil verificar que N™ nao intercepta a regiao interna do

anel.

Prova do Teorema 63. Se ¢ > 0, a prova é exatamente a mesma que a do Teorema 61, uma
vez que, neste caso, o Teorema 54 ainda pode ser utilizado se M é completa. Suponha

agora que ¢ < 0 e considere a imersao
F=Fow: LFx,Gla)"™* — @it

onde v: L* x, G(z)"™% — M é a isometria local sobre M dada pela Proposigao 50,
definida por ¥(y, g(x)) = g(y). Como M, é um aberto denso de M™, para mostrar que f
¢ uma hipersuperficie de rotacao (do tipo eliptico, se ¢ < 0), basta mostrar o mesmo para
f. O conjunto A dos pontos nos quais L x, G(r) nio tem curvatura seccional constante

igual a ¢ pode ser expresso como A = A; X, G(z), onde
Ay ={y € L : M nao tem curvatura seccional constante ¢ em y}.

Suponha inicialmente que o subconjunto B = (L x,G(x))\A tenha interior vazio. Pela
Proposicao 27, a segunda forma fundamental de f é adaptada & rede produto de L* x
G(z)"*, donde f é uma hipersuperficie de rotacdo, a menos que a imersao fo: G(x)"*F —
Q*! definida por fo(g(x)) = f(x, g(z)), para todo g € G, ndo seja umbilica (Proposicio
56). Se este for o caso, o fecho esférico de fo, N, é uma subvariedade esférica (n —
k + 1)-dimensional e f, pode ser vista como uma hipersuperficie fo: G(x)" % — N7=k+L
Em particular, f e, portanto, f, é um cone. Como nao existem cones completos sobre

hipersuperficies de esferas em Q7"", a curvatura seccional de N deve ser uma constante

n+1

&

¢ < 0. Entao, como G(z) é compacta, o Teorema 14 garante que fo é umbilica, o que é

absurdo. Logo, quando o interior de B é vazio, f é uma hipersuperficie de rotacao.
Suponha agora que o interior de B seja diferente de vazio, donde G(z) é uma variedade

com curvatura seccional constante (Corolario 17) e escreva-o como B = By x, G(z), onde
By ={y € L : M tem curvatura seccional constante ¢ em y}.

Como consequéncia, para todo aberto conexo U = U; x G(x) C A, vale que f|y é uma
hipersuperficie de rotacao. De fato, suponha o contrario. Pela liberdade de escolha de x

na Proposicdo 50, pode-se supor que z pertenca a U;. Como f|y tem a segunda forma
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fundamental adaptada a rede produto de U (Proposigao 27) e p(z) = 1 (Proposigao 50),
seja f|y = ¢o(f1x f2) a decomposicio dada pelo Teorema 26. Pela Proposicao 56, f, pode
ser vista como uma hipersuperficie da forma fy: G(x)" % — N"~**+! que ndo é umbilica.
Assim, pela Proposicao 10, f; tem nulidade maior do que ou igual a n — k — 1. Com
isso, como f1 € uma isometria local, a Proposicao 25 garante que v; > n — 1 e, portanto,
U tem curvatura seccional igual & do ambiente, o que é um absurdo. Logo, f|y é uma
hipersuperficie de rotacio. Em particular, G(x)"*, que é homotética a um paralelo, é
isométrica a Q?_k com ¢ > 0, pois G(x) é compacta e, portanto, p ndo pode ser constante
em nenhum aberto de By (Corolario 19).

O objetivo agora ¢ mostrar que af é adaptada a rede produto também em B (ja se
sabe que isto vale em A) para entao aplicar o Teorema de Nolker, ou seja, para obter que
f é um produto warped de imersdes, também no caso em que B tem interior ndo vazio.

Seja B' = B} x, G(x)"* uma componente conexa de int(B). Note que a hipdtese do
teorema diz que B’, ou ainda B}, é limitada. Para verificar que « 7 ¢ adaptada a rede
produto em B’ é suficiente mostrar que V(q) C Ker Az, Yq € B'. Suponha que nao seja
este o caso, isto é, seja p € B’ tal que V(p) ¢ KerAy. Pode-se supor, sem perda de
generalidade, que p = (z,g(x)). Como f ndo é totalmente geodésica em p, a nulidade

relativa minima de f|g: é v = n—1, ou seja, existe um aberto contendo p onde f tem indice

de nulidade relativa constante, igual a n — 1. Logo, a distribuicao de nulidade relativa
é integravel e a folha de nulidade relativa que passa por p, N"~!, é uma hipersuperficie
totalmente geodésica transversal a fibra {z} x G(z)"*.

Como p nio é constante em Bi e a condicao V ¢ K erAy é uma condicao aberta,
pode-se supor, ainda sem perda de generalidade, que Vp(x) # 0. Seja v: (o, 3) — B a
reparametrizacao pelo comprimento de arco da curva integral maximal de Vp em B! tal
que ¥(0) = x.

A hipétese de que Bi ¢ limitada garante que 3 < oo. De fato, suponha que = oo.
Entao, como Bj x, G(z) tem curvatura seccional constante ¢ < 0, a expressao de p o~y
dada na Proposi¢ao 19 garante que lim;_gp(y(t)) = co. Agora, considere a sequéncia
(x,) em B! dada por x, = ¥(r), para todo r € N. Como B! é um subconjunto limitado da
variedade completa M, passando a uma subsequéncia se necessario, existe y = lim, _, o, ;..
Como a aplicagao entre 6rbitas principais g(z) € G(z) — g(z,) € G(x,) é uma homotetia
com fator de escala p(z,) (devido & estrutura de produto warped L* x, G(x)"¥), entao

|Lg:(2,)] = p(x:)]Lge(x)|, para todo r € N e toda curva t — g, € G. Assim, se X é um
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campo de Killing em M induzido por G, vale que | X (z,)| = p(z,)|X (x)|, para todo r € N.
Como dim G(x) > 1, o campo de Killing X pode ser escolhido de modo que | X (z)| # 0.
Dali,

|X(xr)| .
e, passando ao limite, tem-se
. X (y)
1 r) = R,
AP = )] ©

o que é um absurdo, pois ja se tem lim;_g p(7y(t)) = oo.

Logo, # < co. Entao, como ¥ é completa e v é uma geodésica de M (Proposicao 20),
ou de X, existe y = lim,_,3y(t) € ¥. Por continuidade y € B. Além disso, vale que a
dimensao de G(y) é n — k. De fato, como T,G(x)"* é composto por imagens de campos
de Killing induzidos por G no ponto x, sejam X;, com i = 1,... n—k, campos de Killing
induzidos por G tais que {Xi(z), ..., X,_r(x)} forma uma base ortogonal de T,,G(x). Pela
relagao de homotetia entre as orbitas G(z) e G((t)), vale que { X1 (y(%)), ..., Xn—r(7(2))}
¢ uma base ortogonal de T’ G(v(t)). Passando ao limite, quando ¢ tende a 3, tem-
se que {Xi(y),...,Xn—k(y)} é uma base ortogonal de T,G(y) (lembre-se que |X;(y)| =
| X;(z)]. lim, o p(x,) # 0 € a dimensao de G(y) é menor do que ou igual a n — k).

A situagao agora possui uma interpretacdo geométrica bastante particular. Como
N1 eim(y) x,G(x) sdo totalmente geodésicas em B’ (Proposigao 20), entao a transver-
salidade entre as subvariedades no ponto p, dada pela hip6tese de que V(p) ¢ ker Az, €
preservada ao longo da intersegao (basta ver que localmente sao subvariedades totalmente
geodésicas de uma forma espacial) e N N (im(y) %, G(x)) é uma subvariedade totalmente
geodésica de im(y) x, G(x). Mais ainda, como im(7y) x, G(z)(~ S2~") é isométrica a um
anel de Q" **1 entdo N N (im(7y) x, G(z)) é isométrica a um aberto de um hiperespago
de Q""" transversal & fibra {z} X, G(z) do anel im(vy) x, G(z) e, portanto, transversal
a toda fibra vertical {y(t)} x G(y(t)) com ¢ > 0.

O elemento y determinado acima sera fundamental para gerar um absurdo a partir da
hipétese de que V(p) ¢ KerAf. Contudo, ndo se pode afirmar a principio que y ¢ um
elemento regular, isto é, que y € L. Assim, torna-se-a necessario trabalhar paralelamente
com elementos de M e com a aplicacao f. Seja A uma geodésica de M tangente a
P(N) N G(im(y)) tal que A(0) = z e (N(0),7(0)) > 0. Ou seja, A é uma geodésica
sobre o anel G(im(7)), estd contida na subvariedade 1)(N) e varia de dentro para fora do
anel. Seja b > 0 tal que A\(b) € G(y), assim A(t) € G(im(y)), para todo t € [0,b). Pela
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transversalidade apontada no paragrafo acima, em todo A(t) € ¥(N) N G(im(y)) existe

um vetor de T\ G(A(t)) que nao estd em ker Ay, ou seja, f tem nulidade n — 1 em todo

A(t) € ¥(B"). Como este valor é a nulidade relativa minima de f|pg:, segue da Proposicao
9 que N se estende ao longo de A(t) com ¢ € [0,b). Logo, por continuidade, segue das
relagoes de transversalidade destacadas no pardgrafo anterior que Thu)G(y) ¢ ker Ay.

Por outro lado, tem-se que y é ponto de acumulagao do conjunto ¥(A). De fato, se
existe um aberto W C M™ contendo y e com curvatura seccional constante ¢, tomando W
simplesmente conexo, entao existe imersao isométrica ¢: W™ — Q. Neste caso pode-se
provar que y € M,. Seja g € G tal que g(y) = y. Seja z € X, N W tal que g(z) € W e
considere N" " QY a subvariedade esférica completa que estende ¢(G(z) "W). Se g é
a isometria de Q” tal que ¢ o g = g o ¢ (em pontos onde a composta fizer sentido - pelo
menos num aberto em torno de y) entao, como g deixa G(z) invariante e leva segdes em
segoes, ¢ é uma isometria de Gy. Além disso, como ¢(G(y) N W) é ortogonal as segoes
de Gy, que contém as imagens por ¢ das secoes de GG, e tem dimensao n — k, tem-se
que ¢(G(y) N W) é um aberto de G (¢(y)), donde Gx(¢(y)) tem a mesma dimensao de
N e, portanto, ¢(y) é regular com relacio a Gg. Assim, (Gxlow) = (Gx)oz) € como
9(o(y)) = ¢(y), entao g(o(z)) = ¢(z), donde g(z) = z. Logo, y é regular. Neste caso, vale
que y = (B) € B’ e, portanto, v: [0, 3) — B’ poderia ser estendida, o que é um absurdo,
pois (8 é maximo.

Como A(b) € G(y) ¢ limite de uma sequéncia (y,) de ¥(A) e flyw) é localmente
uma hipersuperficie de rotagao, 7, G(y,) é subespaco de um autoespaco de Ay. Por
continuidade vale que Ty G(y) é subespaco de um autoespago de Ay em A(b) de dimensao
maior do que ou igual an —k > 1. Como, em A(b), M tem curvatura seccional constante
igual a ¢, ker Ay é um autoespaco de Ay em A(b) de dimensdo pelo menos n — 1. Assim,
necessariamente, T G(y) é um subespaco de ker Ay, o que contradiz a afirmagao obtida
de que Thu)G(y) ¢ ker Ay.

Portanto, a suposicao de que af nao ¢ adaptada a rede produto de B gera um absurdo.
Logo, fica provado que a5 ¢ adaptada a rede produto de L x, G(z). Como ja se tem que
Fy} x » G()) é uma subvariedade esférica, para algum y, a Proposicao 56 garante que

f é uma hipersuperficie de rotacao. 1
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5.2 O caso G nao compacto

As hipersuperficies de rotagao foram apresentadas como um caso de um produto warped
de imersoes. No préximo teorema, quando G deixa de ser compacto, outros casos de
produtos warped de imersoes aparecerao. Como sera visto, os préximos exemplos servem

para descrever esses casos.

Exemplos:

1) Sejam M = ¥ x R"* e f = h x id;, onde h: ¥¥ — R¥*! ¢ uma imersdo isométrica
e id; ¢ a identidade em R" . Seja G = {idy} x G; um subgrupo de Iso(M), onde id,
¢ a identidade em X%, tal que G age transitivamente sobre R"*. Se id; é a identidade
em RF! entdo G = {ids} x G, age isometricamente sobre R"! = RFT @R * e f &

equivariante com respeito a 7: G — G definida por 7(idy, ) = (ids, g).

2) Sejam M = RF x 22 x R"* ! e f = id; x i x idy, onde i é a inclusdo de S' em
R*! e id; e idy sdo as aplicacoes identidade em R* e R"*~! respectivamente. Seja G
um subgrupo de Iso(R"*1) que age transitivamente sobre §' x R*7*~! C R"=**1  Entao
G = {id,} x G; C Iso(R"™') pode também ser visto como um subgrupo de Iso(M) e f ¢

G-equivariante.

3) Sejam ¢: HY x, R" 1 — H? uma representacio como produto warped de H?!,
M =H x, (22 x R"* ) e f=¢o(id; x (i x idy)), onde i é a inclusdo de S' em R!*!
e id; e idy sdo a identidade em H¥ e R" "~  respectivamente. Seja G; um subgrupo de
Iso(R"**1) que age transitivamente sobre S! xR"~*~!. Entao G' = {id, } x G} pode ser visto
como o subgrupo de Iso(H?*!) definido por (id; x g1)(¢(z,y)) = ¢(x, g1(y)),Vg1 € Gy, e

f é G-equivariante.

4) Sejam ¢: HF x, HZ**1 — H'*H! uma representacdo como produto warped de HI'F!,
M =HF x, (i1 x HL ), com é + é =1 e f=id; X (i1 X i3), onde id; ¢ a identidade

em H¥ e iy X iy 6 a aplicagao iy X iy S, x HL W1 — H2FH C grohtbl m iDL x grhobl,
n—k+1

Seja G; um subgrupo de Iso(H} ) que age transitivamente sobre SZ' x HZF C

2=+ Entdo, G = {id;} x G; pode ser visto como o subgrupo de Iso(H"*!) definido por

(id; X g1)(o(x,y)) = &(x,91(y)), Vg1 € Gy, e f é G-equivariante.
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Teorema 64 Seja f: M™ — Q"' comn > 4 e ¢ < 0, uma hipersuperficie completa.
Seja G C Iso(M) um subgrupo conezo, fechado, nao compacto, agindo de modo localmente
polar sobre M com drbitas principais umbilicas e cohomogeneidade k satisfazendo 1 < k <

n — 3. Suponha ainda que, para uma secao X de G, as componentes conexas do conjunto
{y € ¥ : M tem curvatura seccional constante ¢ em y}

sejam limitadas. Entao, se ¢ =0,

e cxiste uma isometria local 1: XEXR"™F — M tal que foy) ep LoGor = {1p~togor) :

g € G} sao como no exemplo 1); ou

o cxiste uma isometria local 1: RF x §'22 x R**=t — M tal que fovy ep o Gor)

sGo como no exemplo 2);
e, sec <0,

o fimerge M" equivariantemente como uma hipersuperficie de rotacao do tipo hiperbo-

lico ou parabolico; ou

e cxiste uma isometria local 1: HF x , (S22 x R"™*7) — M tal que fop ep™  oGo)

sGo como no exemplo 3); ou

e cxiste uma isometria local 1: HY X, (SE1 x Q2 F ) — M tal que fop eyt oGoy

sGo como no exemplo 4).

Prova: Considere a imersao
f=Ffou: IFx,Gla)" ™" — i,

onde ¥: L* x, G(z)"* — M ¢ a isometria local dada pela Proposi¢ao 50. Seja A =
Ay x, G(z), onde

Ay ={y € L: M nao tem curvatura seccional constante ¢ em y}.

No caso em que o subconjunto B = (L x, G(z))\A tem interior vazio, o Corolario 28
garante que f é um produto warped de imersoes. Considere primeiro o caso ¢ = 0. Como
M é completa, f nao pode ser um cone e, como G nao é compacto, f nao pode ser uma

. s . ~ . . . o~ / 1t
hipersuperficie de rotacdo. Assim, existe uma decomposicao R"*! = R¥ @ R**'* com
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K =kouk =k+1,segundo a qual f se decompde como um produto Riemanniano de
imersoes. Se k' = k + 1, é claro que f o e ¢! o G o1 sao como no Exemplo 1). Se
k' = k, entdo o segundo fator de f é uma hipersuperficie fy: G(z)"* — R***1. Pelo
Teorema 14, G(z) = s! x R" %=l e, como o interior de B é vazio, entao [ > 2, donde
fo =i x id, onde i: ' — R é a inclusao e id é a identidade em R**~!. Logo, fo® e
1~ o G 01) sao como no Exemplo 2).

Se ¢ < 0 e f ndao é uma hipersuperficie de rotacdo entdo, pela Proposicao 56, a
aplicagao

farg(x) = [(z,9(x)) € Q7™

pode ser vista como uma hipersuperficie fo: G(x)" % — N"**1 onde N é o fecho esférico
de f(G(z)). Se N"=*1 = rn=F*1 entdo, pelo Teorema 14, G(z) = s! x R**!. Se | =1
entdo G(x) tem curvatura seccional constante, donde, pela Proposic¢ao 10, f, tem nulidade
maior do que ou igual a n—k—1. Com isso, como o primeiro fator da decomposicao de f é
uma isometria local, a Proposigao 25 garante que vy > n—1 e, portanto, LF x,,G(x)"‘k tem
curvatura seccional igual a do ambiente, o que contraria as hipéteses do teorema. Logo,
tem-se que [ > 2, donde fo1) e 1)~ oG o1 sdo como no exemplo 3). Se N+ = pr=r1
pelo Teorema 14, G(z) =S, x HY ', com [ > 1 (G(x) nao pode ter curvatura seccional
constante), donde f o1 e ¢! o G o1 sao como no Exemplo 4).

Suponha agora que o interior de B seja diferente de vazio, donde G(z) é uma variedade
com curvatura seccional constante (Coroldrio 17). Como consequéncia, f|4 é localmente
um produto warped de imersoes com o segundo fator sendo uma isometria. A justificativa
ja foi vista na prova do Teorema 63, que claramente é valida também quando G(x) nao é
compacto.

Seja B = B x, G(x) uma componente conexa de int(B) e suponha que exista p =
(y,9(x)) € B’ tal que V(p) ¢ KerA;. Entdo, pode-se considerar a folha de nulidade
relativa que passa por p, N"~!, que é uma hipersuperficie totalmente geodésica transversal
a fibra {y} x, G(x).

Se p nao ¢é constante em B, a situagao é inteiramente andloga & da demonstragao do
Teorema 63 e os mesmos argumentos podem ser usados para gerar um absurdo.

Suponha que p seja constante em Bj, ou seja, que L x, G(x) reduz a um produto
Riemanniano. Seja v: [0,b) — N uma geodésica partindo de p e transversal a {y} x G(z).
Sendo um produto Riemanniano, v é sempre transversal as fibras verticais. Como N é uma

folha de nulidade relativa de uma imersao num espago FEuclidiano, entao v é minimizante.
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Portanto, se v = (71,72), vale que 7;: (0,b) — B! é uma geodésica minimizante. Como
Bi ¢ limitado, por hipdtese, vale que b < co. Suponha entdao que b é tal que 7;(b)
esteja na fronteira de Bi. Neste caso, ¢ = A(b) € A’ N B. Tomando uma sequéncia
gr € A convergindo para ¢, como V(gq,) esta contido num autoespago de A?, vale, por
continuidade, que V(q) C ker Az (ver argumento semelhante utilizado na demonstracao
do Teorema 63), o que é um absurdo, pois 7 atinge ¢ transversalmente sua fibra vertical
e é tangente a N (T'N = ker Az).

Em ambos os casos, a hipétese de que exista p = (y, g(x)) € B’ tal que V(p) ¢ Ker A
gera um absurdo. Logo, vale que V(q) C K erAy, Vq € B, ou seja, fica provado que g é
adaptada a rede produto de L x,G(x). Como, neste caso, as 6rbitas de G' tém curvatura
seccional constante, tem-se que f é uma hipersuperficie de rotacao, se ¢ < 0, ou fovy e
1™t o G o 1) sao como no Exemplo 1), se ¢ = 0, uma vez que as outras possibilidades de

fatoragao levam ao absurdo de L* x, G(x)"™* ter curvatura seccional constante c. §
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