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Extensões de Distribuições
Quase-homogêneas
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como parte dos requisitos para a obtenção do

t́ıtulo de “Mestre em Matemática” .
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Aos Professores Dr. José Ruidival Soares dos Santos Filho e ao Dr. Ivo

Machado da Costa. O primeiro pela orientação dedicada a este trabalho,

disponibilidade, paciência e compreensão durante nossas horas de estudos. O

segundo pela amizade, apoio e por sua inesgotável atenção e disposição em me

ajudar.
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Finalizo pedindo desculpas aqueles a quem eu possa ter frustado por não con-

tribuir com os seus sonhos enquanto tentava realizar os meus.



Resumo

Nesta dissertação a autora demonstra dois resultados de extensões para IRn de

soluções distribucionais em IRn\{0} do operador Lλ,a =
n∑
i=1

λixi∂xi
− a, com

λ = (λ1, . . . , λn) ∈ IRn
+ e a ∈ C.



Abstract

In this dissertation the author proves two results of extensions for IRn of dis-

tribution solutions in IRn\{0} of the operator Lλ,a =
n∑
i=1

λixi∂xi
− a, with

λ = (λ1, . . . , λn) ∈ IRn
+ and a ∈ C.
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1.2 Distribuições Homogêneas de grau a com a 6∈ ZZ− . . . . . . . . 16

1.3 Distribuições com a ∈ ZZ− . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2 Distribuições Homogêneas de IRn 24
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Introdução

Seja λ = (λ1, . . . , λn) ∈ IRn
+ e a ∈ C, dáı considere Lλ,a =

n∑
i=1

λixi∂xi
− a.

O objetivo deste trabalho é apresentar resultados de extensões para IRn de

soluções homogêneas em IRn\{0} de Lλ,a. Para atingirmos este objetivo seguire-

mos de perto os resultados L.Hörmander, em [Hö], para o caso λ = (1, . . . , 1).

Neste caso as soluções são denominadas distribuições homogêneas. Isto nos

motivou a denominar as soluções de Lλ,a de distribuições λ− homogêneas de

grau a. Para λ e a arbitrários o conjunto de todas essas distribuições serão

chamadas de quase-homogêneas.

Está dissertação está assim organizada:

Iniciamos com uma lista de notações e conceitos.

No primeiro caṕıtulo definiremos distribuições homogêneas de grau a em IR.

Veremos que quando a ∈ C\ZZ− existem tais distribuições, no entanto quando

a ∈ ZZ− este não é o caso.

No segundo caṕıtulo estenderemos a definição de distribuições homogêneas

para IRn\{0} e IRn. Veremos por meio de um lema três formas equivalentes de

definir distribuições homogêneas em IRn\{0} e demonstraremos alguns resul-

tados necessários para o caṕıtulo precedente.

No terceiro caṕıtulo na seção 3.1, seguindo L.Hörmander em [Hö], enuncia-

remos e demonstraremos o resultado de extensão para IRn de distribuições

homogêneas em IRn\{0} de grau a com a /∈ {k ∈ ZZ ; k ≤ −n} e veremos que,

9
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neste caso, uma tal extensão homogênea de mesmo grau pode ser obtida, já na

seção 3.2 demonstraremos um teorema de extensão para IRn de distribuições

homogêneas em IRn\{0} de grau inteiro a sendo a = −n−k com k ∈ IN. Neste

caso só excepcionalmente a distribuição obtida é homogênea.

No quarto caṕıtulo demonstraremos um lema análogo ao do Caṕıtulo 2, des-

crevendo, portanto, três formas equivalentes para definir distribuições ho-

mogêneas em IRn\{0}.

No quinto caṕıtulo na seção 5.1 estenderemos para IRn distribuições

quase-homogêneas (ou λ−homogêneas) em IRn\{0} de grau a, quando

a /∈ {−|λ|− < α, λ >; i = 1, . . . , n}, já na seção 5.2 estenderemos para o IRn

distribuições quase-homogêneas ( ou λ−homogêneas) em IRn\{0}, quando

a = −|λ|− < α, λ >, para algum α ∈ INn. Condições para que exista ex-

tensões homogêneas são também descritas.

As bibliografias utilizadas foram: [L] e [R] para os elementos de Análise Real.

[Ho], [Hö], [O] e [F] para os fundamentos da teoria de distribuições. Finalmente

[Hö] e [G] para o estudo de distribuições homogêneas e quase-homogêneas em

IRn.



Lista de Notações e Conceitos

IRn = o espaço euclidiano n-dimensional (n ≥ 1).

INn = o conjunto das n-uplas α = (α1, α2, . . . , αn) com αj ∈ IN para cada

j = 1, 2, . . . , n.

|α| = α1 + α2 + . . .+ αn.

∂α = ∂α1
x1
∂α2
x2
. . . ∂αn

xn
com ∂xj

=
∂

∂xj

.

xα = x1
α1x2

α2 . . . xn
αn os monômios em x de expoente α.

Se α, β ∈ INn, dizemos que β ≤ α se βj ≤ αj,∀j = 1, 2, . . . , n.

α! := α1!α2! . . . αn!.(
α

β

)
:=

α!

β!(α− β)!
, ∀β ≤ α.

Para λ ∈ IR, [λ] = a parte inteira de λ.

Ω é um subconjunto aberto de IRn.

Ωc é o complementar de Ω em IRn.

K ⊂⊂ Ω, significa que K é subconjunto compacto de Ω.

C∞(Ω) = o espaço das funções complexas infinitamente diferenciáveis.

Se K ⊂⊂ Ω e j ∈ IN e ϕ ∈ C∞(Ω),

pK,j(ϕ) = sup
x∈K

∑
|α|≤j

|∂αϕ(x)|

é a famı́lia de seminormas que definem a topologia de C∞(Ω).

C∞
c (Ω) = {f : Ω −→ C; f ∈ C∞(Ω) e S(f) ⊂⊂ Ω} .

Quando K ⊂⊂ Ω, C∞
c (K) = {ϕ ∈ C∞(Ω) : S(ϕ) ⊂⊂ K} .

11
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D′ = o espaço das distribuições em Ω.

u ∈ D′ ⇔ u : C∞
c (Ω) → C é um funcional linear e para cada compacto K ⊂ Ω

existem constantes C ∈ IR e k ∈ IN tais que:

| < u,ϕ > | ≤ C
∑
|α|≤k

sup |∂αϕ|; ϕ ∈ C∞
c (Ω) com S(ϕ) ⊂ K. (0.0.1)

Denotamos Tu a distribuição dada por < Tu, ϕ >=

∫
u(x)ϕ(x) dx, se u ∈ L1

loc

e ϕ ∈ C∞
c .

A ordem da distribuição u ∈ D′ é o menor valor inteiro não-negativo de k,

se k em (0.0.1) puder ser tomado independente de K. Se não existir k finito

que satisfaça a desigualdade citada para todo K, dizemos que u possui ordem

infinita.

Suporte de u = S(u) =

 ⋃
{
V ; u

∣∣
V

=0

}V

c

.



Caṕıtulo 1

Distribuições Homogêneas em IR

1.1 Distribuições Homogêneas de grau a com

Re(a) > −1

Seja λ ∈ IR. Dizemos que uma função real f em IR \ {0} é homogênea de grau

λ se f(tx) = tλf(x) para t > 0, ou analogamente, se

f(x) =

 xλf(1), para x > 0

(−x)λf(−1), caso x < 0.

Consideremos então as funções f+ = f(1)xλ+ e f− = f(−1)xλ− com

xλ+ : IR \ {0} −→ IR definida por

xλ+(x) =

 xλ, se x > 0

0, se x < 0,

e xλ− : IR \ {0} −→ IR definida por

xλ−(x) =

 0, se x > 0

|x|λ, para x < 0.

Logo, f(x) = f+(x) + f−(x) ∀x ∈ IR \ {0}.

Observação 1.1.1 Como xλ+(−x) = xλ−(x), para qualquer x 6= 0, vamos estu-

dar a função xλ+. Resultados análogos são obtidos por xλ−.

13
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Mas geralmente, para qualquer a ∈ C, seja xa+ : IR \ {0} −→ C definida por:

xa+(x) =

 xa, se x > 0

0, se x < 0.

Para x > 0

xa = ea ln(x)

= xRe(a)eiIm(a) lnx.

Para estender tais distribuições para IR precisamos dar um sentido as dis-

tribuições homogêneas em IR. Observamos que quando Re(a) > −1, então

xa+ ∈ L1
loc(IR) e dáı, se estende para uma distribuição em IR. De fato, seja

xa+ : IR −→ C definida por:

xa+(x) =

 xa, se x > 0

0, se x ≤ 0.

Logo, para K compacto de IR, temos:∫
K

|xa+| dx =

∫
K∩(0,+∞)

∣∣xRe(a)
∣∣ ∣∣eiIm(a) lnx

∣∣ dx
=

∫
K∩(0,+∞)

∣∣xRe(a)
∣∣ dx

=

∫
K∩(0,+∞)

xRe(a) dx < +∞, se Re(a) > −1.

Dáı xa+ define uma distribuição.

Fazendo uma mudança de variável obtemos que a distribuição u = Txa
+

satisfaz

< u,ϕ >= ta < u,ϕt >, para toda ϕ ∈ C∞
c (IR) com ϕt(x) = tϕ(tx) e t > 0

dáı, consideremos:

Definição 1.1.1 Dado a ∈ C, u ∈ D′(IR) é homogênea de grau a se:

< u,ϕ >= ta < u,ϕt >, (1.1.1)

para toda ϕ ∈ C∞
c (IR) com ϕt(x) = tϕ(tx) e t > 0.
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É fácil mostrar as seguintes propriedades:

x.xa+ = xa+1
+ se Re (a) > −1, em D′

(IR) (1.1.2)

e

d

dx
xa+ = axa−1

+ se Re (a) > 0, em D′
(IR). (1.1.3)

Nosso próximo objetivo é estender a definição de xa+ como distribuição para

todo a ∈ C, de forma que as propriedades (1.1.2) e (1.1.3) sejam preservadas.

Veremos no entanto que a veracidade destas propriedades não valem para todo

a ∈ C. De fato, um exemplo simples é a = 0, pois neste caso temos que o lado

esquerdo de (1.1.3) é H ′ = δ e o lado direito é nulo.

Assim para estendermos esta análise para todo a ∈ C, consideremos

para cada ϕ ∈ C∞
c (IR) fixa a seguinte função:

Iϕ : {a ∈ C; Re(a) > −1} −→ C

definida por Iϕ(a) =< xa+, ϕ >=

∫ +∞

0

xaϕ(x)dx. Afirmamos que esta função

é anaĺıtica.

De fato, basta verificarmos que
∂(Iϕ)
∂a

= 0. Assim temos que

∂(Iϕ)
∂a

=
1

2

(
∂

∂a1

+ i
∂

∂a2

)
(Iϕ) =

1

2

(
∂Iϕ
∂a1

+ i
∂Iϕ
∂a2

)
.

Dáı,

∂(Iϕ)
∂a1

=
∂

∂a1

(∫ +∞

0

xaϕ(x) dx

)
=

∫ +∞

0

∂

∂a1

(
xa1xia2ϕ(x)

)
dx

=

∫ +∞

0

xa ln(x)ϕ(x) dx,

onde a segunda igualdade segue do Teorema da Convergência Dominada. Analoga-

mente

∂(Iϕ)
∂a2

=
∂

∂a2

(∫ +∞

0

xaϕ(x) dx

)
=

∫ +∞

0

∂

∂a2

(
xa1xia2ϕ(x) dx

)
= i

∫ +∞

0

xa ln(x)ϕ(x) dx,
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a convergência segue do Teorema da Convergência Dominada.

Logo,
∂(Iϕ)
∂a

= 0 e portanto Iϕ é anaĺıtica quando Re(a) > −1.

Observação 1.1.2 Se Re(a) > −1 e k > 0 for um inteiro, podemos mostrar

que:

< xa+, ϕ >= (−1)k
< xa+k+ , ϕ(k) >

(a+ 1) . . . (a+ k)
. (1.1.4)

De fato, por indução em k, mostraremos que vale a igualdade acima para

k = 1. Observemos que < xa+1
+ , ϕ′ >= −(a+ 1) < xa+, ϕ > por (1.1.3). Dáı,

(−1) < xa+1
+ , ϕ(1) >

(a+ 1)
=

(−1)2

(a+ 1)
(a+ 1) < xa+, ϕ >

= < xa+, ϕ > .

Suponhamos que valha para k, isto é,

< xa+, ϕ >= (−1)k
< xa+k+ , ϕ(k) >

(a+ 1) . . . (a+ k)
.

Provaremos que vale para k + 1.

Observemos que

< xa+k+1
+ , ϕ(k+1) >= −(a+ k + 1) < xa+k+ , ϕ(k) >

por (1.1.3). Dáı,

(−1)k+1 < xa+k+1
+ , ϕ(k+1) >

(a+ 1) . . . (a+ k)(a+ k + 1)
=

(−1)k+2(a+ k + 1) < xa+k+ , ϕ(k) >

(a+ 1) . . . (a+ k)(a+ k + 1)

=
(−1)k

(a+ 1) . . . (a+ k)
< xa+k+ , ϕ(k) >

= < xa+, ϕ > .

Assim para Re(a) > −1, com k inteiro positivo, temos (1.1.4) vale.

1.2 Distribuições Homogêneas de grau a com

a 6∈ ZZ−

A aplicação a 7→ xa+ e a 7→ xa− se estendem analiticamente para

a ∈ C\ZZ−, definindo distribuições homogêneas de grau a.
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Observemos que lado direito da relação (1.1.4) da seção 1.1 é anaĺıtico para

Re(a) > −1 − k exceto para os pólos simples −1,−2, . . . ,−k, pois xa+k+ é

anaĺıtica para Re(a) > −1 − k e
1

(a+ 1) . . . (a+ k)
é anaĺıtica exceto nos

pólos simples −1,−2, . . . ,−k.

Ainda, xa+ define uma distribuição de ordem menor ou igual que k, pois para

toda ϕ ∈ C∞
c (IR), com S(ϕ) ⊂ K ⊂⊂ IR, temos:

∣∣< xa+, ϕ >
∣∣ =

∣∣∣∣ (−1)k

(a+ 1) . . . (a+ k)

∣∣∣∣ ∣∣< xa+k+ , ϕ(k) >
∣∣

= ck,a
∣∣< xa+k+ , ϕ(k) >

∣∣
≤ ck,a c sup |ϕ(k)|

≤ Ck,a

k∑
j=0

sup |ϕ(j)|,

onde

k = ord(xa+) =

 0, se Re(a) > −1

−[Re(a)], se Re(a) ≤ −1.

Proposição 1.2.1 < xa+, ϕ > se estende por continuação anaĺıtica com res-

peito à a para a ∈ C\ZZ−.

Demonstração: Temos por (1.1.4) que além de anaĺıticas para

Re(a) > −1, são iguais. Mas o lado direito é anaĺıtico para Re(a) > −1 − k

exceto para os pólos simples −1,−2, . . . ,−k, logo, pelo Prinćıpio da Extensão

Anaĺıtica segue que < xa+, ϕ >= (−1)k
< xa+k+ , ϕ(k) >

(a+ 1) . . . (a+ k)
em C\ZZ−.

Pela Proposição 1.2.1 definiremos xa+ por continuação anaĺıtica com respeito a

a.

Usando (1.1.4) mostra-se que xa+ com a /∈ ZZ−, satisfaz (1.1.2) e (1.1.3) e são

distribuições homogêneas de grau a.

Todos os resultados sobre xa+, com a ∈ C\ZZ−, são análogos para xa−.
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1.3 Distribuições com a ∈ ZZ−

Estendemos a aplicação a 7→ xa+ para a ∈ ZZ−, no entanto, ela não é

homogênea.

A motivação para definirmos xa+ quando a ∈ ZZ− é o seguinte. Primeiramente

observe que para a = −k o reśıduo da função a 7→< xa+, ϕ > é

lim
a→−k

(a+ k) < xa+, ϕ >=
ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!
,

pois,

lim
a→−k

(a+ k) < xa+, ϕ > = lim
a→−k

(a+ k)(−1)k
< xa+k+ , ϕ(k) >

(a+ 1) . . . (a+ k)

= −

∫ +∞

0

ϕ(k)(x) dx

(k − 1)!

=
ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!
.

Assim,

(a+ k)xa+ → (−1)k−1 δ
(k−1)
0

(k − 1)!
, quando a→ −k. (1.3.1)

Subtraindo a parte singular, obtemos, quando a+ k = ε→ 0, que

lim
a→−k

{
< xa+, ϕ > − ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!(a+ k)

}
= lim

ε→0

{
(−1)k

< xε+, ϕ
(k) >

(ε+ 1− k) . . . (ε− 1)ε
− ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!ε

}

= lim
ε→0

(−1)k

∫ +∞

0

xεϕ(k)(x) dx

(ε+ 1− k) . . . (ε− 1)ε
− ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!ε


= lim

ε→0

(−1)k

∫ +∞

0

(xε − 1)ϕ(k)(x) dx

(ε+ 1− k) . . . (ε− 1)ε
+

(−1)k
∫ +∞

0

ϕ(k)(x) dx

(ε+ 1− k) . . . (ε− 1)ε

− ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!ε

}
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= lim
ε→0

{
(−1)k

(ε+ 1− k) . . . (ε− 1)

∫ +∞

0

(xε − 1)ϕ(k)(x) dx

ε
+

(−1)k+1ϕ(k−1)(0)

(ε+ 1− k) . . . (ε− 1)ε

− ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!ε

}

= −

∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k)(x) dx

(k − 1)!

+ lim
ε→0

{
ϕ(k−1)(0)

ε

[
(k − 1)!− (k − 1− ε) . . . (1− ε)

(k − 1)!(k − 1− ε) . . . (1− ε)

]}

= −

∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k)(x) dx

(k − 1)!

+ lim
ε→0

{
ϕk−1(0)

(k − 1)!

[
(k − 1)(k − 2− ε) . . . (1− ε) + . . .+ (k − 1− ε) . . . (2− ε)

ε d
dε

[(k − 1− ε) . . . (1− ε)] + (k − 1− ε) . . . (1− ε)

]}

= −

∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k)(x) dx

(k − 1)!
+
ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!

1

(k − 1)!

[
(k − 1)!

(k − 1)
+ . . .+

(k − 1)!

1

]

= −

∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k)(x) dx

(k − 1)!
+
ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!

k−1∑
j=1

1

j
.

Deste modo definimos

< x−k+ , ϕ >= −

∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k)(x) dx

(k − 1)!
+
ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!

k−1∑
j=1

1

j
. (1.3.2)

Note que a homogeneidade é perdida quando a = −k. Desta forma, obtemos

de (1.3.2) que:

< x−k+ , ϕ >= t−k < x−k+ , ϕt > + ln(t)
ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!
. (1.3.3)

De fato,

t−k < x−k+ , ϕt > = t−k
[

−1

(k − 1)!

∫ +∞

0

ln(x) (tϕ(tx))(k) dx

+ tkϕ(k−1)(0)
1

(k − 1)!

k−1∑
j=1

1

j

]

= t−k
[

−1

(k − 1)!

∫ +∞

0

ln(x)tkϕ(k)(tx) d(tx)

+ tkϕ(k−1)(0)
1

(k − 1)!

k−1∑
j=1

1

j

]
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= − 1

(k − 1)!

∫ +∞

0

ln(
y

t
)ϕ(k)(y) dy +

ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!

k−1∑
j=1

1

j

= − 1

(k − 1)!

∫ +∞

0

ln(y)ϕ(k)(y) dy +
1

(k − 1)!
ln(t)ϕ(k−1)(0)

+ ϕ(k−1)(0)
1

(k − 1)!

k−1∑
j=1

1

j

= < x−k+ , ϕ > + ln(t)
ϕ(k−1)(0)

(k − 1)!
.

Se a ∈ ZZ−, afirmamos que vale a propriedade (1.1.2).

De fato,

< x−k+ , xϕ >= −

∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k−1)(x) dx

(k − 2)!
+
ϕ(k−2)(0)

(k − 2)!

k−2∑
j=1

1

j
. (1.3.4)

pois,

lim
a→−k

(a+ k) < xa+, xϕ > = lim
a→−k

(a+ k)(−1)k
< xa+k+ , (xϕ)(k) >

(a+ 1) . . . (a+ k)

=

(−1)

∫ +∞

0

(xϕ(x))(k) dx

(k − 1)!

=
(−1)

(k − 1)!

∫ +∞

0

kϕ(k−1)(x) dx

+
(−1)

(k − 1)!

∫ +∞

0

xϕ(k)(x) dx

=
k

(k − 1)!
ϕ(k−2)(0) +

(−1)

(k − 1)!
ϕ(k−2)(0)

=
ϕ(k−2)(0)

(k − 2)!
.

Analogamente, calculamos o reśıduo da função a 7→ xa+1
+ (ϕ), o qual é

lim
a→−k

(a+ k) < xa+1
+ , ϕ >=

1

(k − 2)!
ϕ(k−2)(0).

Desta forma, subtráıremos um termo
c

(a+ k)
que é o mesmo em ambos os

lados. Dáı,
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lim
a→−k

{
< xa+, xϕ > − ϕ(k−2)(0)

(k − 2)!(a+ k)

}
= lim

ε→0

{
(−1)k

< xε+, (xϕ)(k) >

(ε+ 1− k) . . . (ε− 1)ε
− ϕ(k−2)(0)

(k − 2)!ε

}

= lim
ε→0

(−1)k

∫ +∞

0

xε
(
(xϕ)(k)(x)

)
dx

(ε+ 1− k) . . . (ε− 1)ε
− ϕ(k−2)(0)

(k − 2)!ε


= lim

ε→0

(−1)k
(k − ε− 1)

∫ +∞

0

xεϕ(k−1)(x) dx

(ε+ 1− k) . . . (ε− 1)ε
− ϕ(k−2)(0)

(k − 2)!ε


= lim

ε→0

(−1)k
(k − ε− 1)

∫ +∞

0

(xε − 1)ϕ(k−1)(x) dx

(ε+ 1− k) . . . (ε− 1)ε

+

(−1)k(k − ε− 1)

∫ +∞

0

ϕ(k−1)(x) dx

(ε+ 1− k) . . . (ε− 1)ε
− ϕ(k−2)(0)

(k − 2)!ε


= (−1)k

(k − 1)

∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k−1)(x) dx

(−1)k−1(k − 1)!
+ lim

ε→0

{
(−1)k(k − ε− 1)ϕ(k−2)(0)

(ε+ 1− k) . . . (ε− 1)ε

− ϕ(k−2)(0)

(k − 2)!ε

}

= −

∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k−1)(x) dx

(k − 2)!

+ lim
ε→0

{
ϕ(k−2)(0)

ε

[
−(k − ε− 1)(k − 2)!− (k − 1− ε) . . . (1− ε)

(k − 2)!(k − 1− ε) . . . (1− ε)

]}

= −

∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k−1)(x) dx

(k − 2)!

+ lim
ε→0

{
ϕk−2(0)

(k − 2)!

[
(k − 1)(k − 2)! + (k − 1) . . . (1− ε) + . . .+ (k − 1− ε) . . . (2− ε)

ε d
dε

[(k − 1− ε) . . . (1− ε)] + (k − 1− ε) . . . (1− ε)

]}

= −

∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k−1)(x) dx

(k − 2)!
+
ϕ(k−2)(0)

(k − 2)!

1

(k − 2)!

[
(k − 2)!

(k − 2)
+ . . .+

(k − 2)!

1

]

= −

∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k−1)(x) dx

(k − 2)!
+
ϕ(k−2)(0)

(k − 2)!

k−2∑
j=1

1

j
.
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De maneira similar segue que

lim
a→−k

{
< xa+1

+ , ϕ > − ϕ(k−2)(0)

(k − 2)!(a+ k)

}
= −

∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k−1)(x) dx

(k − 2)!

+
ϕ(k−2)(0)

(k − 2)!

k−2∑
j=1

1

j
.

Observação 1.3.1

Se a = −k ∈ ZZ+ mostremos que
d

dx
x−k+ = −kx−k−1

+ +(−1)k
δ
(k)
0

k!
. Uma vez que

de (1.3.1) temos:

lim
a→−k

{
d

dx
xa+ + kxa−1

+

}
= lim

a→−k

{
axa−1

+ + kxa−1
+

}
= lim

a→−k
(a+ k)xa−1

+

= lim
a→−k−1

(a+ k + 1)xa+

= (−1)k
δ
(k)
0

k!
,

e assim eliminando termos da forma
cδ

(k)
0

a+ k
, os quais devem cancelar-se, obte-

mos

d

dx
x−k+ = −kx−k−1

+ + (−1)k
δ
(k)
0

k!
em D′. (1.3.5)

De fato,〈(
d

dx
x−k+ + kx−k−1

+

)
, ϕ

〉
= − < x−k+ , ϕ′ > +k < x−k−1

+ , ϕ >

= − lim
a→−k

{
< xa+, ϕ

′ > − ϕ(k)(0)

(k − 1)!(a+ k)

}
+ k lim

a→−k−1

{
< xa+, ϕ > − ϕ(k)(0)

k!(a+ k + 1)

}
= lim

a→−k

{
− < xa+, ϕ

′ > +
ϕ(k)(0)

(k − 1)!(a+ k)

}
+ k lim

a→−k−1

{
(−1)

(a+ 1)
< xa+1

+ , ϕ′ > − ϕ(k)(0)

k!(a+ k + 1)

}



23

= lim
a→−k

{
− < xa+, ϕ

′ > +
ϕ(k)(0)

(k − 1)!(a+ k)

+
(−1)

a
k < xa+, ϕ

′ > − ϕ(k)(0)

(k − 1)!(a+ k)

}
= lim

a→−k

{
− < xa+, ϕ

′ > −k
a
< xa+, ϕ

′ >

}
= lim

a→−k
−(a+ k)

a
< xa+, ϕ

′ >

=
(−1)k

k!
δk0(ϕ),

a última igualdade segue de (1.3.1).

Outra maneira de obter esse resultado é usar diretamente (1.3.2). Com efeito;〈
d

dx
x−k+ , ϕ

〉
= −〈x−k+ , ϕ′〉

=
1

(k − 1)!

[∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k+1)(x)dx− ϕ(k)(0)
k−1∑
j=1

1

j

]

=
k

k!

[∫ +∞

0

ln(x)ϕ(k+1)(x)dx− ϕ(k)(0)
k∑
j=1

1

j
+

1

k
ϕ(k)(0)

]

=

〈
−kxk−1

+ + (−1)k
δ
(k)
0

k!
, ϕ

〉
.

Todos os resultados sobre xa+, com a ∈ ZZ−, são análogos para xa−.



Caṕıtulo 2

Distribuições Homogêneas de

IRn

Nosso objetivo neste caṕıtulo é definir distribuições homogêneas de

IRn e apresentarmos alguns resultados básicos que serão usados na extensão

de distribuições homogêneas de IRn\{0} para IRn.

2.1 Caracterização de Distribuições Homogêneas

de IRn\{0}

Definição 2.1.1 Diz-se que Γ é um cone aberto em IRn se: Γ for um conjunto

aberto em IRn e tx ∈ Γ ∀t > 0, ∀x ∈ Γ.

Tal como em IR definiremos:

Definição 2.1.2 Dado a ∈ C e Γ um cone aberto diz-se que u ∈ D′(Γ) é

homogênea de grau a se,

< u,ϕ >= ta < u,ϕt >, ∀ ϕ ∈ C∞
c (Γ) com ϕt(x) = tnϕ(tx), t > 0.

Agora expressaremos a noção de homogeneidade de duas maneiras equiva-

lentes. Antes de fazê-lo, recordaremos o seguinte resultado:

24
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Teorema 2.1.1 Sejam Ω e Y subconjuntos abertos de IRn e IRm, respectiva-

mente, ϕ ∈ C∞(Ω × Y ) e u ∈ D′(Ω). Se existe K ⊂⊂ Ω tal que ϕ(x, y) = 0

quando x /∈ K, então a aplicação y 7→< u,ϕ(·, y) > pertence a C∞(Y ) e

∂αy < u,ϕ(·, y) >=< u, ∂αy ϕ(·, y) >,

para todo multi-́ındice α.

A demonstração deste resultado pode ser encontrado em [Hö], pg 34.

Considere e = (1, . . . , 1) assim temos que Le,0 =
n∑
i=1

xi∂xi
.

Lema 2.1.1 Se u ∈ D′(IRn\{0}), então as seguintes afirmações são equiva-

lentes :

(a) < u,ϕ >= ta < u,ϕt >, ∀ ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}), t > 0.

(2.1.1)

(b) (a+ n) < u,ϕ > + < u,Le,0ϕ >= 0, ∀ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}).

(2.1.2)

(c) < u, ψ >= 0, se ψ ∈ C∞
c (IRn\{0}) e

∫ +∞

0

ra+n−1ψ(rw) dr = 0, ∀ w ∈ Sn−1

(2.1.3)

Demonstração: Mostremos que (a) ⇒ (b). Diferenciando a igualdade

em (a) em relação à t e usando o Teorema 2.1.1, seguirá que

(a+ n) < u,ϕ > + < u,Le,0ϕ >= 0, onde ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}).

De fato,

0 =
d

dt
(< u,ϕ >) =

d

dt
(ta < u(·), tnϕ(tx) >)

=

〈
u(·), d

dt
(ta+nϕ(tx))

〉
=

〈
u, (a+ n)ta+n−1ϕ(tx) + ta+n

d

dt
(ϕ(tx))

〉
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= (a+ n)ta−1 < u, tnϕ(tx) > +ta−1

〈
u, tn

n∑
j=1

txj(∂xj
ϕ)(tx)

〉

= (a+ n)ta−1 < u,ϕt(x) > +ta−1

〈
u,

(
n∑
j=1

xj(∂xj
ϕ)

)
t

(x)

〉

= (a+ n)t−1 < u,ϕ > +t−1

〈
u,

n∑
j=1

xj(∂xj
ϕ)

〉
∀ t

=⇒

0 = (a+ n) < u,ϕ > + < u,
n∑
j=1

xj(∂xj
ϕ) >

= (a+ n) < u,ϕ > + < u,Le,0ϕ >

aqui a segunda igualdade segue do Teorema 2.1.1 e a sexta igualdade segue da

homogeneidade de u.

Para demonstrarmos que (b) ⇒ (c), primeiro observamos que a integral

f(x) =

∫ +∞

0

ra+n−1ψ(rx) dr é uma função homogênea de grau −n− a, pois

f(tx) =

∫ +∞

0

ra+n−1ψ(rtx) dr

=

∫ +∞

0

(s
t

)a+n−1

ψ(sx)
ds

t

= t−a−n
∫ +∞

0

sa+n−1ψ(sx) ds

= t−a−nf(x).

Deste modo, basta verificar que a equação (a+ n)ϕ+ Le,0ϕ = ψ, tem solução

ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}). Entretanto, em coordenadas polares tal equação diferencial

pode ser escrita como:

∂

∂r
(ra+nϕ(rw)) = ra+n−1ψ(rw), com ||w|| = 1. (2.1.4)

Com efeito,

∂

∂r
(ra+nϕ(rw)) = (a+ n)ra+n−1ϕ(rw) + ra+n

∂

∂r
(ϕ(rw))
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= (a+ n)ra+n−1ϕ(rw) + ra+n−1

n∑
j=1

rwj(∂jϕ)(rw)

= ra+n−1[(a+ n)ϕ(rw) + (Le,0ϕ)(rw)]

= ra+n−1ψ(rw).

Mostremos que dado ψ ∈ C∞
c (IRn\{0}) satisfazendo

∫ +∞

0

ra+n−1ψ(rw)dr = 0,

então existe ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}), tal que ∂r(r

a+nϕ(rw)) = ra+n−1ψ(rw). Consi-

deremos g : (0,+∞)×IRn\{0} → C definida por g(r, w) =

∫ r

0

sa+n−1ψ(sw) ds.

Temos que g ∈ C∞ ((0,∞)× IRn\{0}). Tomemos ϕ : IRn\{0} → C definida

por ϕ(x) = g(||x||, x
||x||) = ||x||−a−n

∫ ||x||

0

sa+n−1ψ

(
s
x

||x||

)
ds. Assim vemos

que ϕ ∈ C∞(IRn\{0}), pois é composta de funções de classe C∞.

Agora mostremos que S(ϕ) ⊂⊂ IRn\{0}. Como S(ψ) ⊂⊂ IRn\{0}, isto é,

existe R > 1 tal que S(ψ) ⊂ A
(
0, 1

R
, R
)
, onde estamos considerando

A
(
0, 1

R
, R
)

= {x; 1
R
≤ ||x|| ≤ R}.

Se ||x|| ≤ 1
R
, então ϕ(x) = ||x||−a−n

∫ ||x||

0

sa+n−1 ψ

(
s
x

||x||

)
︸ ︷︷ ︸

=0

ds = 0.

Quando ||x|| ≥ R, então

ϕ(x) = ||x||−a−n
∫ ||x||

0

sa+n−1ψ

(
s
x

||x||

)
ds

= 0, por hipótese .

Portanto S(ϕ) ⊂ A
(
0, 1

R
, R
)
, isto é, S(ϕ) ⊂⊂ IRn\{0}.

Vamos verificar que ϕ é solução da equação diferencial (2.1.4). Observemos

que

ra+nϕ(rw) = ||rw||−a−nra+n
∫ ||rw||

0

sa+n−1ψ

(
s
rw

||rw||

)
ds

= r−a−nra+n
∫ r

0

sa+n−1ψ(sw) ds

=

∫ r

0

sa+n−1ψ(sw) ds.

Assim
∂

∂r

(
ra+nϕ(rw)

)
= ra+n−1ψ(rw).
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Logo,

< u, ψ > = < u, (a+ n)ϕ+ Le,0ϕ >

= (a+ n) < u,ϕ > + < u,Le,0ϕ >

= 0,

aqui a última igualdade segue da hipótese.

Mostremos agora que (c) ⇒ (a). Dado ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}) e fixado

t > 0, tome ψt(y) = ϕ(y) − ta+nϕ(ty), logo ψt ∈ C∞
c (IRn\{0}). Veremos que∫ +∞

0

ra+n−1ψt(rx)dr = 0 para x 6= 0.

De fato,∫ +∞

0

ra+n−1ψt(rx) dr =

∫ +∞

0

ra+n−1
[
ϕ(rx)− ta+nϕ(rtx)

]
dr

=

∫ +∞

0

ra+n−1ϕ(rx) dr −
∫ +∞

0

ra+n−1ta+nϕ(trx) dr

= < ra+n−1
+ , ϕ(·x) > −ta+n−1

∫ +∞

0

ra+n−1tϕ(t · x) dr

= < ra+n−1
+ , ϕ(·x) > −ta+n−1 < ra+n−1

+ , (ϕ0)t(·x) >

= < ra+n−1
+ , ϕ(·x) > − < ra+n−1

+ , ϕ(·x) >

= 0,

aqui a quinta igualdade segue da definição da homogeneidade de ra+n−1
+ em

IR\{0} e na quarta estamos considerando ϕ0(s) = ϕ(srt).

Logo, < u, ψt >= 0, ou seja, vale (a).

Observação 2.1.1

(i) Seja u ∈ D′(IRn\{0}) e homogênea de grau a. Então

Le,0u = au, em D′. (2.1.5)

Tal igualdade é conhecida como Identidade de Euler.

Primeiramente observemos que

< u,Le,0ϕ >= − < Le,0u, ϕ > −n < u, ϕ >, ∀ ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}).
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De fato,

< u,Le,0ϕ > = < u,
n∑
j=1

xj∂jϕ >

= −
n∑
j=1

< ∂j(xju), ϕ >

= −
n∑
j=1

< u∂jxj, ϕ > −
n∑
j=1

< xj∂ju, ϕ >

= −n < u, ϕ > − < Le,0u, ϕ > .

Logo, pelo item (b) do Lema 2.1.1 temos que Le,0u = au.

(ii) Se ψ for uma função C∞(IRn\{0}) homogênea de grau b, isto é,

ψ(tx) = tbψ(x) e u ∈ D′(IRn\{0}) homogênea de grau a, então ψu é

homogênea de grau a+ b em IRn\{0}. De fato:

< ψu, ϕ > = < u, ψϕ >

= ta < u, (ψϕ)t >

= ta+n < u, tbψ(x)ϕ(tx) >

= ta+b < ψu, ϕt > .

(iii) Notemos que Le,0∂ju = ∂j(Le,0u)−∂ju = (a−1)∂ju, onde a última igual-

dade segue de (2.1.5). Conclúımos então que a diferenciação diminui

uma unidade o grau de homogeneidade.

(iv) Usando (2.1.5) e o Corolário 3.1.5 de [Hö], mostra-se que quando n = 1

as distribuições homogêneas são multiplos de |x|a em cada semi-eixo.

2.2 Alguns Lemas Úteis

Os próximos três lemas serão usados no próximo caṕıtulo.

Seja u uma função L1
loc(IR

n\{0}) homogênea de grau a e ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}).
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Então, em coordenadas esféricas, podemos escrever

< u,ϕ > =

∫
IRn

\{0}
u(x)ϕ(x) dx

=

∫
|w|=1

∫ ∞

0

u(w)ra+n−1ϕ(rw) drdw

=

∫
|w|=1

u(w)
〈
ra+n−1
+ , ϕ(·w)

〉
dw.

Desta forma, para ϕ ∈ C∞
c (IRn) arbitrária e x 6= 0, é natural con-

siderarmos o operador Ra : C∞
c (IRn) → C∞(IRn\{0}) definido por

(Raϕ)(x) =< ta+n−1
+ , ϕ(·x) >. Primeiramente mostremos o

Lema 2.2.1 O operador Ra : C∞
c (IRn) → C∞(IRn\{0}) definido por

(Raϕ)(x) =< ta+n−1
+ , ϕ(·x) >, (2.2.1)

é cont́ınuo.

Demonstração: Inicialmente provaremos que Ra está bem definido, ou

seja, para ϕ ∈ C∞
c (IRn) temos que Raϕ ∈ C∞(IRn\{0}). Como o conceito

de diferenciabilidade é local, basta mostrarmos que, para cada x ∈ IRn\{0},

existe uma vizinhança Vx, de x, tal que Raϕ ∈ C∞(Vx). Seja R > 0 tal

que S(ϕ) ⊂ BR(0). Seja x0 6= 0 e tomaremos t0 ∈ IR tal que |t0| > R
||x0|| .

Definiremos mt0 : IRn → IRn por mt0(x) = t0x. Pela linearidade de mt0 , temos

que mt0 ∈ C∞(IRn). Assim podemos encontrar δ > 0 tal que ||t0x|| > R para

todo x ∈ Bδ(x0). Desta forma, basta tomar 0 < δ < ||x0|| − R
|t0| assim, para

x ∈ Bδ(x0) e t ∈ IR tal que |t| > |t0|, temos que ϕ(tx) = 0, pois ||tx|| > R.

Tomando u = ta+n−1
+ ∈ D′(X), X = IR, ψ(t, x) = ϕ(tx) ∈ C∞(X × Y ),

Y = Bδ(x0) e K ⊂ (−∞,−|t0|) ∪ (|t0|,∞), pelo Teorema 2.1.1 temos que a

função é de classe C∞(Bδ(x0)).

Para mostrarmos que Ra é um operador cont́ınuo, tendo em vista o Lema 3

de [F] (pg 125), é suficiente demonstrar que Ra : C∞
c (K) → C∞(IRn\{0}),

K ⊂⊂ IRn é cont́ınuo. Desta forma consideremos a famı́lia

de seminormas qj′(ϕ) =
∑
|α|≤j′

‖ ∂αϕ ‖∞,Kj′
em C∞(IRn\{0}) com
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Kj′ = {x ∈ IRn; 1
j′
≤ ‖x‖ ≤ j′} e seja pj(ϕ) =

∑
|α|≤j

‖∂αϕ‖∞ uma famı́lia de

normas em C∞
c (K). Assim basta verificarmos que dado j′ ∈ Z+ existem C > 0

e j ∈ Z+ tal que qj′(Raϕ) ≤ Cpj(ϕ). Tomemos

qj′(Raϕ) = qj′(
〈
ta+n−1
+ , ϕ(·x)

〉
)

=
∑
|α|≤j′

‖∂α(
〈
ta+n−1
+ , ϕ(·x)

〉
)‖∞,Kj′

=
∑
|α|≤j′

‖
〈
ta+n−1
+ , ∂α(ϕ(·x))

〉
‖∞,Kj′

. (2.2.2)

Para cada α fixo, temos:

‖
〈
ta+n−1
+ , ∂α(ϕ(·x))

〉
‖∞,Kj′

= sup
Kj′

|
〈
ta+n−1
+ , ∂α(ϕ(·x))

〉
|

= sup
Kj′

|
〈
ta+n−1
+ , t|α|∂αϕ(·x)

〉
|

≤ sup
Kj′

Ck,j′j0

k∑
l=0

sup
|t|≤j′j0

∣∣∣∣ dldtl (∂αϕ(·x))
∣∣∣∣ ,(2.2.3)

com k = ord(t
a+n−1+|α|
+ ) e K ⊂ Bj0(0). Observemos que

S (ϕ(·x)) ⊂ {t; |t| ≤ j0j
′} se 1

j′
≤ ||x|| ≤ j′. De (2.2.3) temos que:

sup
Kj′

Ck,j′j0

k∑
l=0

sup
|t|≤j′j0

∣∣∣∣ dldtl (∂αϕ(·x))
∣∣∣∣ = sup

Kj′

k∑
l=0

Ck,j′j0 sup
|t|≤j′j0

∣∣∣∣∣∣
∑
|β|=l

xβ∂α+βϕ(·x)

∣∣∣∣∣∣
Tomando tx = y e do fato que |xβ| ≤ ||x|||β| ≤ j′|β|, temos:

qj′(Raϕ) ≤
∑
|α|≤j′

sup
Kj′

k∑
l=0

Ck,j′j0 sup
|t|≤j′j0

∑
|β|=l

j′|β|
∣∣∂α+βϕ(·x)

∣∣
≤

∑
|α|≤j′

Ck,j′j0

k∑
l=0

sup
Bj0j2 (0)

∑
|β|=l

j′|β|
∣∣(∂α+βϕ)(y)

∣∣
≤ Ck,j′j0(k + 1)

∑
|α|≤j′

∑
|β|≤k

j′|β| ‖ (∂α+βϕ)(y) ‖∞,K

≤ Ck,j′j0(k + 1)j′k
∑

|γ|≤j′+k

||∂γϕ| |∞,K

= Ck,j′j0(k + 1)j′kpj(ϕ)

sendo j = j′ + k.
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Lema 2.2.2 Existe uma função ψ1 ∈ C∞
c (IRn\{0}) tal que∫ +∞

0

ψ1(tx)

t
dt = 1, se x 6= 0 (2.2.4)

Demonstração: Provemos inicialmente para o caso n = 1. Seja

ψ0 ∈ C∞
c (0,+∞) tal que

∫ +∞
0

ψ0(x) dx > 0. Assim, temos que:

∫ +∞

0

ψ0(tx)

t
dt =

∫ +∞

0

ψ0(s)

s
ds = λ

Tomemos ψ1(x) =
1

λ
ψ0(|x|). Desta forma,

∫ +∞

0

ψ1(tx)

t
dt =

1

λ

∫ +∞

0

ψ0(|tx|)
t

dt

=
1

λ

∫ +∞

0

ψ0(t|x|)
t

dt

= 1.

Provemos agora o caso geral (n > 1). Seja ψ1 ∈ C∞
c (IRn\{0}) definida por

ψ1(x) = 1
λ
ψ0(||x||). Portanto,∫ +∞

0

ψ1(tx)

t
dt =

1

λ

∫ +∞

0

ψ0(||tx||)
t

dt =
1

λ

∫ +∞

0

ψ0(t||x||)
t

dt = 1.

Sejam ψ ∈ C∞
c (IRn\{0}) e K = S(ψ), dáı segue:

Lema 2.2.3 O operador Mψ : C∞(IRn\{0}) → C∞
c (K), definido por

Mψ(ϕ) = ψϕ,

é cont́ınuo.

Demonstração: Para mostrarmos que Mψ é um operador cont́ınuo, consi-

deremos a famı́lia de seminormas qj′(ϕ) =
∑
|α|≤j′

‖ ∂αϕ ‖∞,Kj′
em C∞(IRn\{0})

com Kj′ = {x ∈ IRn; 1
j′
≤ ‖x‖ ≤ j′} e pj(ϕ) =

∑
|α|≤j

‖∂αϕ‖∞ uma famı́lia de
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normas em C∞
c (K). Assim basta verificarmos que dado j ∈ Z+, existem C > 0

e j′ ∈ Z+ tal que pj(Mψ(ϕ)) ≤ Cqj′(ϕ) em C∞
c (K). Tomemos,

pj (Mψ(ϕ)) = pj (ψϕ)

=
∑
|α|≤j

||∂α (ψϕ) ||∞,K

≤
∑
|α|≤j

∑
0≤β≤α

 α

β

 ||∂α−βψ||∞,K ||∂αϕ||∞,K

≤ C
∑
|α|≤j

||∂αϕ||∞,K

≤ Cqj′(ϕ),

com Kj′ ⊃ K.

Observação 2.2.1

(i)Temos que
∑
|α|=j

bα∂
αδ0 = 0, com bα ∈ C se, e somente se, bα = 0, ∀α.

De fato, fixado α0 com |α0| = j, consideremos ϕ0 ∈ C∞
c (IRn) com ϕ0 ≡ 1

numa vizinhança de zero. Dáı, tomemos ϕ(x) = xα0ϕ0(x).

Logo,

0 =

〈∑
|α|=j

bα∂
αδ0, ϕ

〉

=

〈
∂αδ0,

∑
|α|=j

bαϕ

〉

=
∑
|α|=j

bα(−1)|α|∂αϕ(x)
∣∣∣
x=0

=
∑
|α|=j

bα(−1)|α|∂α (xα0ϕ0(x))
∣∣∣
x=0

=
∑
|α|=j

∑
0≤β≤α

 α

β

 bα(−1)|α|∂α−β(xα0)
∣∣∣
x=0

∂βϕ0(x)
∣∣∣
x=0

= (−1)|α0|bα0α0!ϕ0(0)

= (−1)|α0|bα0α0!

o que implica bα0 = 0.
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Portanto, bα = 0, ∀α.

(ii)Temos que ∂αδ0 é homogênea de grau −n− |α|.

De fato,

〈∂αδ0, ϕt〉 = tn 〈∂αδ0, ϕ(tx)〉

= tn(−1)|α| 〈δ0, ∂α(ϕ(tx))〉

= (−1)|α|tn+|α| 〈δ0, (∂αϕ) (tx)〉

= tn+|α|(−1)|α| 〈δ0, ∂αϕ〉

= tn+|α| 〈∂αδ0, ϕ〉 .



Caṕıtulo 3

Extensões de Distribuições

Homogêneas de IRn\{0}

Nosso objetivo neste caṕıtulo é estender para IRn os resultados obti-

dos no Caṕıtulo 1. Na primeira seção mostraremos que no caso em que

a /∈ {k ∈ ZZ ; k ≤ −n} as distribuições homogêneas de IRn\{0} de grau a po-

dem ser estendidas para IRn. Na segunda seção consideremos o caso em que

a ∈ {k ∈ ZZ ; k ≤ −n}.

3.1 Extensões de Distribuições Homogêneas de

IRn\{0} - Parte I

Por extensão entendemos:

Definição 3.1.1 Sejam u ∈ D′(X) e X ⊂ Y . Dizemos que v ∈ D′(Y )é uma

extensão de u se < v, ϕ >=< u,ϕ > para toda ϕ ∈ C∞
c (X).

Nesta discussão o próximo exemplo se impõe:

Exemplo 3.1.1 u =
∞∑
n=1

anδ 1
n
∈ D′(IR\{0}) se an ∈ IR ∀n, porém se os

a′ns forem escolhidos suficientemente grandes então u não admite extensão em

D′(IR). Construiremos este exemplo em 4 etapas.

35
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(1) Tome ϕ0 ∈ C∞
c (IR\{0}) com ϕ0 ≥ 0 tal que S(ϕ0) ⊂ [1, 3] e ϕ0(2) = 1

(2) Para cada n ∈ ZZ+. Consideremos o difeomorfismo ψn : IR → IR tal que

ψn(
1

n+1
) = 1 , ψn(

1
n
) = 2 e ψn(s) = s se s ≥ 3.

(3) Defina ϕn = ϕ0 ◦ψn. Afirmamos que ϕn ∈ C∞
c (IR\{0}), pois é composta

de funções de classe C∞ e temos que S(ϕn) ⊂ (0, 3] e ainda ϕn ≥ 0.

Tome pn,K(ϕ) =
n∑
j=0

||ϕ(j)||∞,K e defina an > npn(ϕn).

(4) Afirmamos agora que u não admite extensão para D′(IR). De fato, su-

ponhamos que u admita extensão para D′(IR) e seja K = [0, 3]. Logo,

existe C > 0 e j0 ∈ IN tal que | < u, ϕn > | ≤ Cpj0(ϕn). Porém, como

ϕn ≥ 0, temos que | < u,ϕn > | ≥ an, o que implica que an ≤ Cpj0(ϕn).

Mas como j0 é fixo, então para n ≥ j0 temos que an ≤ Cpn(ϕn) ⇒

C > n, para n >> 1, o que consiste numa contradição. Portanto nestas

condições u não admite extensão.

No que se segue usaremos:

Teorema 3.1.1 Se u é uma distribuição de ordem k com suporte igual a {y},

então u tem a forma

< u,ϕ >=
∑
|α|≤k

aα∂
αϕ(y), ϕ ∈ Ck.

A demonstração deste resultado pode ser encontrado em [Hö], pg 46.

Consideremos agora a /∈ {k ∈ ZZ ; k ≤ −n} e tomemos o seguinte conjunto

Ha(Γ) = {u ∈ D′(Γ); homogenea de grau a} .

Teorema 3.1.2 Para toda u ∈ Ha(IR
n\{0}) existe uma única extensão

E(u) ∈ Ha(IR
n). Além disso, se P é uma função polinomial homogênea, então

E(Pu) = PE(u). Se a 6= 1 − n, então E(∂ju) = ∂jE(u). Além do mais, o

operador definido por u 7→ E(u), é cont́ınuo na topologia das distribuições.
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Demonstração: (Unicidade) Sejam U1, U2 ∈ Ha(IR
n) extensões de

u ∈ Ha(IR
n\{0}). Como U1|IRn

\{0} = u e U2|IRn
\{0} = u, então temos que

para toda ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}) que:

< U1 − U2, ϕ >=< U1, ϕ > − < U2, ϕ >=< u,ϕ > − < u,ϕ >= 0.

Suponhamos que S (U1 − U2) ⊂ {0}. Logo, pelo Teorema 3.1.1, U1−U2 é uma

combinação linear de derivadas de δ0, ou seja, existem cα ∈ C e k > 0 tais que

U1 = U2 +
∑
|α|≤k

cα∂
αδ0.

Notemos que

v = U1 − U2 =
∑
|α|≤k

cα∂
αδ0 =

k∑
j=0

∑
|α|=j

cα∂
αδ0

 .

Como v é homogênea de grau a, temos:

ta < v, ϕt >=
k∑
j=0

∑
|α|=j

cα(−1)|α|∂αϕ(0)

 ta+n+j,

pela Observação 2.2.1-(ii).

Por outro lado,

< v, ϕ >=

〈
k∑
j=0

∑
|α|=j

cα∂
αδ0

 , ϕ

〉
=

k∑
j=0

∑
|α|=j

cα(−1)|α|∂αϕ(0)

 .

Dáı, segue que:

k∑
j=0

∑
|α|=j

cα(−1)|α|∂αϕ(0)


︸ ︷︷ ︸

bj

ta+n+j =
k∑
j=0

∑
|α|=j

cα(−1)|α|∂αϕ(0)


︸ ︷︷ ︸

bj

.(∗)

Mostremos que os bj = 0, ∀j. Seja, por absurdo, j1 o menor elemento de

IN ∩ [0, k] tal que bj1 6= 0. Sabemos que a + n + j1 6= 0, pois caso contrário

teŕıamos a = −n − j1, contradizendo a hipótese sobre a. Assim temos que

Re(a+n+j1) 6= 0 ou Im(a+n+j1) 6= 0. Suponhamos que Re(a+n+j1) 6= 0.

Desta forma, dividindo ambos os lados de (∗) por ta+n+j1 temos:

k∑
j=j1

bjt
a+n+jt−(a+n+j1) =

k∑
j=j1

bjt
−(a+n+j1).
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Tomando-se o limite quando t → 0 ou t → +∞ e considerando tanto

Re(a + n + j1) > 0 ou Re(a + n + j1) < 0 temos que: bj1 = +∞ ou bj1 = 0

se
k∑

j=j1

bj 6= 0 o que é um absurdo, agora se
k∑

j=j1

bj = 0 temos que bj1 = 0 ou

bj1 = ∞ que também é um absurdo. Assim, se considerarmos Im(a+n+j1) 6= 0

segue analogo ao argumento anterior.

Portanto, bj = 0, ∀j.

Pela Observação 2.2.1 item (i)
∑
|α|=j

cα(−1)|α|∂αϕ(0) = 0, ∀j = 0, 1, . . . , k.

Então cα = 0, ∀α.

Portanto, U1 = U2.

(Existência) Uma extensão de u é obtida a partir das quatro etapas abaixo.

Etapa 1: SejaRa do Lema 2.2.1.Mostremos queRaϕ é uma função homogênea

de grau −n − a e Ra(ψRaϕ) = Raϕ com ψ ∈ C∞
c (IRn\{0}) satisfazendo a

condição do Lema 2.2.2. De fato,

(Raϕ)(lx) = < ta+n−1
+ , ϕ(·lx) >

= l−1 < ta+n−1
+ , lϕ(·lx) >

= l−1l−a−n+1 < ta+n−1
+ , ϕ(·x) >

= l−a−n(Raϕ)(x),

aqui a terceira igualdade segue da homogeneidade de ta+n−1
+ . Portanto, Raϕ é

homogênea de grau −a− n, isto é, Raϕ(lx) = l−a−nRaϕ(x).

Afirmação: Ra(ψRaϕ) = (Raϕ). De fato,

Ra(ψRaϕ)(x) = < ta+n−1
+ , (ψRaϕ)(·x) >

=

∫ +∞

0

ta+n−1ψ(tx)Raϕ(tx) dt

=

∫ +∞

0

ta+n−1ψ(tx)t−a−nRaϕ(x) dt

= (Raϕ)(x)

∫ +∞

0

ψ(xt)

t
dt

= (Raϕ)(x),

aqui a terceira igualdade segue da hipótese de Raϕ ser homogênea de grau

−a− n.
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Etapa 2: < u, ψRaϕ > independe da escolha de ψ com ψ ∈ C∞
c (IRn\{0})

satisfazendo a condição do Lema 2.2.2 e u ∈ Ha.

De fato, sejam ψ1, ψ2 ∈ C∞
c (IRn\{0}) satisfazendo a condição do Lema 2.2.2.

Assim∫ +∞

0

ra+n−1(ψ1 − ψ2)(rx)Raϕ(rx) dr =

∫ +∞

0

ra+n−1ψ1(rx)Raϕ(rx) dr

−
∫ +∞

0

ra+n−1ψ2(rx)Raϕ(rx) dr

=

∫ +∞

0

ra+n−1ψ1(rx)r
−a−nRaϕ(x) dr

−
∫ +∞

0

ra+n−1ψ2(rx)r
−a−nRaϕ(x) dr

= Raϕ(x)

∫ +∞

0

r−1ψ1(rx) dr

− Raϕ(x)

∫ +∞

0

r−1ψ2)(rx) dr

= 0,

aqui a segunda igualdade segue da homogeneidade de Raϕ.

Portanto, temos por (2.1.3) do Lema 2.1.1 que 〈u, ψ1Raϕ− ψ2Raϕ〉 = 0 o que

implica que < u, ψ1Raϕ >=< u, ψ2Raϕ >.

Etapa 3: < u, ψRaϕ >=< u,ϕ > se ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}). De fato,∫ +∞

0

ra+n−1(ψRaϕ− ϕ)(rx) dr =

∫ +∞

0

ra+n−1ψ(rx)Raϕ(rx) dr

−
∫ +∞

0

ra+n−1ϕ(rx) dr

= Raϕ(x)−Raϕ(x)

= 0.

Logo por (2.1.3) do Lema 2.1.1 temos 〈u, ψRaϕ− ϕ〉 = 0 o que implica que

< u, ψRaϕ >=< u,ϕ > .

Etapa 4: Definimos E(u) por:

< E(u), ϕ >=< u, ψRaϕ > (3.1.1)

para toda ϕ ∈ C∞
c (IRn). Mostremos que E(u) ∈ D′(IRn) e é uma extensão de u

homogênea de grau a. Para demonstrar isto consideremos os seguintes passos.
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Passo 1: E(u) ∈ D′(IRn) e é uma extensão de u.

De fato, claramente E(u) é um funcional linear.

Temos que E(u) é um funcional cont́ınuo, pois é composto de funcionais cont́ınuos,

a saber E(u) = u ◦ Lψ ◦ Ra onde temos que u é um funcional cont́ınuo por

hipótese, Lψ : C∞(IRn\{0}) → C∞
c (IRn\{0}) é cont́ınuo, pois Lψ = Mψ ◦ I

onde inclusão I : C∞
c (K) → C∞

c (IRn\{0}) é cont́ınua e Mψ é cont́ınuo pelo

Lema 2.2.3 e ainda Ra : C∞
c (IRn) → C∞(IRn\{0}) é cont́ınuo pelo Lema 2.2.1.

Notemos que< E(u), ϕ >=< u, ψRaϕ >=< u,ϕ > para toda ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}),

pela Etapa 3. Logo, E(u) é uma extensão de u.

Passo 2: E(u) ∈ D′(IRn) é homogênea de grau −a. Para isso, observemos

primeiramente que:

(Raϕr)(x) = rn < ta+n−1
+ , ϕ(·rx) >

= rnr−1 < ta+n−1
+ , rϕ(·rx) >

= rn−1r−a−n+1 < ta+n−1
+ , ϕ(·x) >

= r−aRaϕ(x).

Dáı, temos que:

< E(u), ϕt >=< u, ψRaϕt >= t−a < u, ψRaϕ >= t−a < E(u), ϕ >

ou seja, < E(u), ϕ >= ta < E(u), ϕt >. Logo E(u) é homogênea de grau a.

Demonstração de (E(Pu) = PE(u))

Se P é uma função polinomial homogênea, então mostremos que

E(Pu) = PE(u).

Suponhamos que o grau de P seja m, observemos que Pu é homogênea de grau

a+m. De fato,

< Pu, ϕ > = < u, Pϕ >

= ta < u, (Pϕ)t >

= ta+n < u, P (tx)ϕ(tx) >

= ta+m < Pu, ϕt > .
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Portanto, Pu é homogênea de grau a+m.

Notemos que a + m /∈ {k ∈ ZZ ; k ≤ −n} , pois se a + m ∈ {k ∈ ZZ ; k ≤ −n},

isto é, a+m = k então a = −m+ k ≤ k ≤ −n contradizendo a hipótese sobre

a /∈ {k ∈ ZZ ; k ≤ −n}. Assim, pelo Teorema 3.1.2 temos que E(Pu) é uma

extensão de Pu e homogênea de grau a+m.

Observemos que PE(u) é uma outra extensão de Pu. De fato, para toda

ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}), temos que:

< PE(u), ϕ >=< E(u), Pϕ >=< u, Pϕ >=< Pu, ϕ > .

Como o grau de E(u) coincide com o grau de u, então segue que PE(u) é

homogênea de grau a+m. Como o Teorema 3.1.2 garante a existência de uma

única extensão, logo temos que E(Pu) = PE(u).

Demonstração de (E(∂ju) = ∂jE(u))

Primeiramente observemos que ∂ju é homogênea de grau a− 1. De fato, para

toda ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}) temos que:

< ∂ju, ϕ > = (−1) < u, ∂jϕ >

= (−1)ta < u, (∂jϕ)t >

= (−1)ta+n < u, (∂jϕ)(tx) >

= (−1)ta+n−1 < u, t(∂jϕ)(tx) >

= (−1)ta−1+n < u, ∂j(ϕ(tx)) >

= (−1)ta−1 < u, ∂j(ϕt) >

= ta−1 < ∂ju, ϕt > .

donde conclúımos que o grau de ∂ju é a− 1.

Notemos que a − 1 /∈ {k ∈ ZZ ; k ≤ −n} , pois se a − 1 = −n então a = 1 − n

contradizendo a hipótese. Desta forma, pelo Teorema 3.1.2 temos que E(∂ju)

é uma extensão homogênea de grau a− 1 de (∂ju).
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Observemos que ∂jE(u) é uma outra extensão de ∂ju. De fato, para toda

ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}) temos que:

< ∂jE(u), ϕ > = (−1) < E(u), ∂jϕ >

= (−1) < u, ∂jϕ >

= < ∂ju, ϕ > .

Como o grau E(u) coincide com o grau de u, segue que ∂jE(u) é homogênea de

grau a−1. Como o Teorema 3.1.2 garante a existência de uma única extensão,

logo segue que E(∂ju) = ∂jE(u).

Demonstração de (O operador Ha → D′(IRn) é cont́ınuo)

Mostremos que o operador

Ha → D′(IRn)

definido por u 7→ E(u) é cont́ınuo. De fato, dado u ∈ Ha seja un uma seqüência

em Ha tal que un → u em Ha. Mostremos que E(un) → E(u) em D′(IRn), isto

é, para toda ϕ ∈ C∞
c (IRn) temos que < E(un), ϕ >→< E(u), ϕ >.

De fato,

lim
n→+∞

< (E(un)− E(u)), ϕ > = lim
n→+∞

< (un − u), ψRaϕ >= 0, ∀ϕ ∈ C∞
c (IRn),

o que prova a continuidade do operador acima.

Exemplo 3.1.2 Seja f ∈ C1(Sn−1) e a ∈ C definimos

ua,f (x) = ||x||af
(

x

||x||

)
em IRn\{0}. Temos que u ∈ C1(IRn\{0})

é homogênea de grau a. Logo, pelo Teorema 3.1.2 u admite

uma única extensão E(u) ∈ D′(IRn) homogênea de grau a, se

a /∈ {k ∈ ZZ ; k ≤ −n} .
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3.2 Extensões de Distribuições Homogêneas de

IRn\{0} - Parte II

Nesta seção, estendemos para IRn o resultado obtido na seção 1.3 do

Caṕıtulo 1.

Aqui consideremos o caso a = −n− k com k ∈ IN.

Definição 3.2.1 Dado k ∈ IN. Dizemos que u ∈ D′(Γ) tem paridade oposta a

k se < u,ϕ >= (−1)k+1 < u,ϕ(−·) > ∀ϕ ∈ C∞
c (Γ).

Teorema 3.2.1 Se u ∈ H−n−k(IR
n\{0}) com k ∈ IN, então:

(1) u tem uma extensão E(u) ∈ D′(IRn) satisfazendo

< E(u), ϕ >= t−k−n < E(u), ϕt > + ln(t)
∑
|α|=k

< u, xαψ >
∂αϕ(0)

α!
.

(3.2.1)

onde t > 0 e ψ ∈ C∞
c (IRn\{0}) como no Lema 2.2.2.

(2) Se U é uma extensão de u então

〈U,ϕ〉 = t−n−k 〈U,ϕt〉+

〈∑
|α|≤l

(1− t|α|−k)aα∂
αδ0, ϕ

〉

+ ln(t)
∑
|α|=k

〈u, xαψ〉 ∂
αϕ(0)

α!
.

(3) Seja U uma extensão de u na forma do item (2). Ela é homogênea de

grau a se, e somente se, aα = 0 para |α| ≤ l, |α| 6= k e

< u, xαψ >= 0 (3.2.2)

para |α| = k. Além disso (3.2.2) independe da escolha de ψ.

(4) Uma escolha consistente de extensão pode ser feita de forma tal que

E(Pu) = PE(u) para toda função polinomial P homogênea.
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(5) u tem paridade oposta a k se, e somente se,

< u,ϕ >= (sgnt)ta < u,ϕt >, t 6= 0 (3.2.3)

com ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}). Neste caso vale (3.2.2).

(6) Suponha que u ∈ D′(IRn\{0}) satisfaz (3.2.3) então existe uma única

extensão E1(u) ∈ D′(IRn) com paridade oposta a k. Além disso ela é

dada por

〈E1(u), ϕ〉 = S
(
< t−k−1, ϕ(t·) >

2
u

)
, (3.2.4)

sendo t−k = (t+i0)−k+(t−i0)−k

2
= t−k+ + (−1)k t−k− e S(v) =< v, ψ >.

Demostração:

(1) Motivada pela relação (3.1.1) do Teorema 3.1.2 definimos uma extensão

E(u) de u como sendo < E(u), ϕ >=< u, ψRaϕ > para toda ϕ ∈ C∞
c (IRn).

Já mostramos que E(u) ∈ D′(IRn) e é uma extensão de u na demonstração do

Teorema 3.1.2.

Vejamos que,

R−n−kϕ(x) = t−n−kR−n−kϕt(x) + ln(t)
∑
|α|=k

xα
∂αϕ(0)

α!
.

De fato,

R−n−kϕt(x) = tn < r−k−1
+ , ϕ(·tx) >

= tn−1 < r−k−1
+ , tϕ(·tx) >

= tn−1

(
tk+1< r−k−1

+ , ϕ(·x) > −tk+1 ln(t)
1

k!

dk

drk
(ϕ(rx))

∣∣
r=0

)
= tn+kR−n−kϕ(x)− tn+k ln(t)

∑
|α|=k

xα
∂αϕ(0)

α!
,

aqui a terceira igualdade segue de (1.3.3).

Portanto, R−n−kϕ(x) = t−n−kR−n−kϕt(x) + ln(t)
∑
|α|=k

xα
∂αϕ(0)

α!
.
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Dáı, temos

< E(u), ϕ > =

〈
u, ψ

t−n−kR−n−kϕt + ln(t)
∑
|α|=k

xα
∂αϕ(0)

α!

〉

= t−k−n < u, ψR−n−kϕt > + ln(t)
∑
|α|=k

〈u, xαψ〉 ∂
αϕ(0)

α!

= t−k−n < E(u), ϕt > + ln(t)
∑
|α|=k

〈u, xαψ〉 ∂
αϕ(0)

α!
.

(2) Seja U ∈ D′(IRn) uma extensão de u ∈ H−n−k(IR
n\{0}). Usando o

Teorema 3.1.1, temos que U − E(u) =
∑
|α|≤l

aα∂
αδ0 onde aα ∈ C e l ∈ IN.

Substituindo E(u) por U −
∑
|α|≤l

aα∂
αδ0 em (3.2.1) o termo do logaritmo não

muda, mas aparece um outro termo, a saber:

∑
|α|≤l

(1− t|α|−k)aα∂
αδ0. (3.2.5)

De fato, temos:〈
U −

∑
|α|≤l

aα∂
αδ0, ϕ

〉
= t−k−n

〈
U −

∑
|α|≤l

aα∂
αδ0, ϕt

〉
+ln(t)

∑
|α|=k

〈u, xαψ〉 ∂
αϕ(0)

α!
.

Mas,

−

〈∑
|α|≤l

aα∂
αδ0, ϕt

〉
= −

〈∑
|α|≤l

aα∂
αδ0, t

nϕ(t·)

〉
= −

∑
|α|≤l

aα(−1)|α|
〈
δ0, t

n+|α|(∂αϕ)(t·)
〉

= −
∑
|α|≤l

aαt
n+|α| 〈∂αδ0, ϕ〉 .

Dáı:

〈U,ϕ〉 = t−n−k 〈U,ϕt〉+

〈∑
|α|≤l

(1− t|α|−k)aα∂
αδ0, ϕ

〉
+ln(t)

∑
|α|=k

〈u, xαψ〉 ∂
αϕ(0)

α!
.

(3) De (2), U é homogênea se, e somente se,〈∑
|α|≤l

(1− t|α|−k)aα∂
αδ0, ϕ

〉
+ ln(t)

∑
|α|=k

< u, xαψ >
∂αϕ(0)

α!
= 0,

∀ϕ ∈ C∞
c (IRn).
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Como as funções
{
(1− t|α|−k), |α| ≤ l, |α| 6= k

}⋃
{ln(t)} são linearmente in-

dependentes, basta verificarmos que aα = 0 para |α| ≤ l, |α| 6= k e que

< u, xαψ >= 0 para |α| = k.

Para todo α com |α| = k temos que (1 − t|α|−k) = 0, logo resta verificar que

< u, xαψ >= 0 ∀α, |α| = k se
∑
|α|=k

< u, xαψ >
∂αϕ(0)

α!
= 0 ∀ϕ ∈ C∞

c (IRn).

Mas isto segue da Observação 2.2.1-(i).

Agora se |α| ≤ l e |α| = j 6= k, assim basta verificarmos que∑
|α|=j

(1 − t|α|−k)aα∂
αδ0 = 0 se, e somente se, aα = 0 ∀|α| ≤ l, que segue da

Observação 2.2.1-(i).

A rećıproca é imediata.

Mostremos agora que se < u, xαψ >= 0 ∀α com |α| = k independe

da escolha de ψ. De fato, seja v ∈ D′(IRn\{0}) homogênea de grau −n então

< v, ψ > independe da escolha de ψ.

Com efeito, sejam ψ1, ψ2 ∈ C∞
c (IRn\{0}) satisfazendo a condição do

Lema 2.2.2. Dáı, temos que:∫ +∞

0

ra+n−1(ψ1 − ψ2)(rx) dr =

∫ +∞

0

r−1(ψ1 − ψ2)(rx) dr

=

∫ +∞

0

r−1ψ1(rx) dr −
∫ +∞

0

r−1ψ2(rx) dr

= 0,

assim pelo Lema 2.1.1 item (c) temos que < v, (ψ1 − ψ2) >= 0 o que implica

que < v, ψ1 >=< v, ψ2 >,.

Tomemos v = xαu e observemos que xαu é homogênea de grau −n. De fato,

< xαu, ψ > = < u, xαψ >

= ta < u, (xαψ)t >

= ta+n+|α| < u, xαψ(t·) >

= t−n < xαu, ψt > .

Portanto, xαu é homogênea de grau −n. Logo, < u, xαψ > independe da

escolha de ψ.
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Antes de prosseguir na demonstração faremos uma observação que motiva e

dá importância ao papel de S.

Observação:

(i) Se v for uma função cont́ınua e homogênea de grau −n em IRn\{0} intro-

duzindo coordenadas polares temos:

S(v) = < v, ψ >

=

∫
IRn

\{0}
v(x)ψ(x) dx

=

∫ +∞

0

∫
|w|=1

r−nv(w)ψ(wr)rn dw
dr

r

=

∫
|w|=1

∫ +∞

0

ψ(wr)
dr

r︸ ︷︷ ︸
=1

v(w) dw

=

∫
|w|=1

v(w) dw,

aqui a terceira igualdade segue da homogeneidade de v. Observemos que S(v)

é a integral de v sobre a esfera unitária.

(ii) Notemos que se u é homogênea de grau a e a /∈ {k ∈ ZZ ; k ≤ −n}, então

(3.1.1) pode ser escrito na forma:

< E(u), ϕ > = < u, ψRaϕ >

= < (Raϕ)u, ψ >

= S((Raϕ)u)

= S(< ta+n−1
+ , ϕ(t·) > u)

pois, (Raϕ)u é homogênea de grau −a−n+ a = −n, em vista da Observação

2.1.1-(ii).

Quando a = −n− k com k ∈ IN então (3.1.1) pode depender da escolha de ψ.

(iii) (3.2.1) pode ser reescrita como:

< E(u), ϕ >= t−k−n < E(u), ϕt > + ln(t)
∑
|α|=k

S(xαu)
∂αϕ(0)

α!
. (3.2.6)

(4) Se P é uma função polinomial homogênea de grau m, com uma função
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ψ fixada garantimos que E(Pu) = PE(u). De fato,

< PE(u), ϕ >=< E(u), Pϕ >=< u, ψR−n−kPϕ >

Mas,

R−n−k(Pϕ)(x) = < t−k−1
+ , P (·x)ϕ(·x) >

= < t−k−1+m
+ P (x), ϕ(·x) >

= P (x) < tm−k−1
+ , ϕ(·x) >

= P (x)Rm−n−k(ϕ)(x).

Dáı,

< PE(u), ϕ >=< u, ψPR−n−k+m(ϕ) >=< Pu, ψR−n−k+m(ϕ) >=< E(Pu), ϕ > .

(5) Suponhamos que u tenha paridade oposta. Se t > 0, (3.2.3) é válida,

pois < u,ϕ >= ta < u,ϕt > por hipótese. Agora se t < 0, também conclúımos

que (3.2.3) é válida, pois:

< u,ϕ > = (−t)a < u,ϕ−t >

= (−t)a+n < u,ϕ(−t·) >

= ta+n(−1)a+n(−1)k+1 < u,ϕ(t·) >

= ta(−1) < u, tnϕ(t·) >

= (sgnt)ta < u,ϕt >,

aqui a terceira igualdade segue da hipótese de u ter paridade oposta.

Reciprocamente, suponha que (3.2.3) é válida. Tomando t = −1,

< u,ϕ > = (sgnt)ta < u,ϕt >

= (−1)(−1)a < u,ϕ−1 >

= (−1)(−1)a+n < u,ϕ(−x) >

= (−1)k+1 < u,ϕ(−x) > .
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Agora se u satisfaz (3.2.3) então (3.2.2) é válida. De fato, se ψ é par, ou seja,

ψ(x) = ψ(−x) e tomemos φ(x) = xαψ(x), com |α| = k e ψ satisfazendo a

condição do Lema 2.2.2, então para t = −1, temos,

< u, φ > = (−1)(−1)a < u, φ−1 >

= (−1)(−1)a < u, (−1)nφ(−x) >

= (−1)(−1)a < u, (−1)n(−x)αψ(−x) >

= (−1)(−1)a < u, (−1)n+|α|xαψ(x) >

= (−1)(−1)a < u, (−1)n+kφ(x) >

= (−1) < u, φ >,

aqui a quarta igualdade segue da hipótese de ψ ser par.

Portanto, < u, φ >= 0 quando |α| = k. Logo por (1) u possui uma extensão

homogênea.

(6) Inicialmente mostraremos a unicidade da extensão E1(u). Sejam E1(u),

E2(u) extensões de u. Logo E1(u)− E2(u) =
∑
|α|≤l

aα∂
αδ0. Dáı

〈E1(u)− E2(u), ϕ〉 = (sng(t))t−n−k 〈E1(u)− E2(u), ϕt〉 , ∀ϕ ∈ C∞
c (IRn)

pois E1(u) e E2(u) tem paridade oposta a k.

Logo,
∑
|α|≤l

(
1− t|α|−k(sgnt)

)
aα(−1)|α|(∂αϕ)(0) = 0 o que implica que para

cada α, com |α| ≤ l, temos que aα
(
1− t|α|−k(sgnt)

)
= 0. Logo, aα = 0 ∀α,

pois (1− t|α|−k(sgnt)) = 0 ∀t 6= 0 uma vez que a função h(t) = t|α|−k(sgnt), se

t 6= 0, não é constante.

Portanto, E1(u) = E2(u).

Agora mostremos a existência da extensão de u.

Primeiramente observemos que

< t−k−1, ϕ(t·) > =
〈
t−k−1
+ + (−1)k+1t−k−1

− , ϕ(t·)
〉

= < t−k−1
+ , ϕ(t·) > +(−1)k−1 < t−k−1

− , ϕ(t·) >

= < t−k−1
+ , ϕ(t·) > +(−1)k−1 < t−k−1

+ , ϕ(−t·) > .
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Tomemos U uma extensão de u dada por (3.1.1) então (3.2.4) significa que

2 < E1(u), ϕ >=< U,ϕ > +(−1)k+n−1 < U,ϕ−1 >,

para toda ϕ ∈ C∞
c (IRn).

De fato,

2S
(
< t−k−1, ϕ(t·) >

2
u

)
= S

(
< t−k−1, ϕ(t·) > u

)
= S

([
< t−k−1

+ , ϕ(t·) > +(−1)k−1 < t−k−1
− , ϕ(t·) >

]
u
)

= S
([
< t−k−1

+ , ϕ(t·) > +(−1)k−1 < t−k−1
+ , ϕ(−t·) >

]
u
)

=
〈(
Raϕ+ (−1)k+n−1Raϕ−1

)
u, ψ

〉
= < U,ϕ > +(−1)k+n−1 < U,ϕ−1 >,

aqui quarta igualdade segue da definição de S, pois
(
Raϕ+ (−1)k+n−1Raϕ−1

)
é homogênea de grau k e u é homogênea de grau −n−k, logo pela Observação

2.1.1 item (ii) temos
(
Raϕ+ (−1)k+n−1Raϕ−1

)
u é homogênea de grau −n.

Afirmação: (3.2.4) define uma distribuição D′(IRn), é uma extensão de u e

tem paridade oposta a k. Para demonstrar este fato dividiremos em passos:

Passo 1: Afirmamos que E1(u) ∈ D′(IRn).

De fato, claramente E1(u) é um funcional linear.

Temos que E1(u) é um funcional cont́ınuo, pois U é um funcional cont́ınuo e

soma de cont́ınuos é cont́ınuo.

Portanto, E1(u) ∈ D′(IRn).

Passo 2: E1(u) é uma extensão de u.

De fato, seja ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}) então 2 < E1(u), ϕ >= 2 < U,ϕ > por (3.2.3)

tomando t = −1. Assim temos que:

2 < E1(u), ϕ > = < U,ϕ > +(−1)k+n−1 < U,ϕ−1 >

= < U,ϕ > + < U,ϕ >

= 2 < U,ϕ > .

Portanto, < E1(u), ϕ >=< U,ϕ >, para toda ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}). Logo, E1(u)
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é uma extensão de u, isto é, < E1(u), ϕ >=< U,ϕ >=< u, ϕ >, para toda

ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}).

Passo 3: E1(u) tem paridade oposta a k em IRn.

De fato, para toda ϕ ∈ C∞
c (IRn) e tomando t = −1 temos:

2 < E1(u), ϕ−1 > = < U,ϕ−1 > +(−1)k+n−1 < U,ϕ >

= 2(−1)k+n−1 < E1(u), ϕ > −(−1)k+n−1 < U,ϕ >

+ (−1)k+n−1 < U,ϕ >

= 2(−1)k+n−1 < E1(u), ϕ > .

Portanto, < E1(u), ϕ >= (−1)k+1 < E1(u), ϕ(−·) > .

Exemplo 3.2.1 Seja f ∈ C1(Sn−1) e definimos u(x) = ||x||−nf
(

x

||x||

)
em IRn\{0}. Temos que u ∈ C1(IRn\{0}) é homogênea de

grau −n. Logo, pelo Teorema 3.2.1 u admite uma extensão

E(u) ∈ D′(IRn) satisfazendo

< E(u), ϕ >= t−n < E(u), ϕt > + ln(t)

∫
Sn−1

u(ω) dω ϕ(0).



Caṕıtulo 4

Distribuições Quase-homogêneas

de IRn

Nosso objetivo neste caṕıtulo é definir distribuições quase-homogêneas

de IRn e apresentarmos alguns resultados básicos que serão usados na extensão

de distribuições quase-homogêneas de IRn\{0} para IRn.

4.1 Caracterização de Distribuições Quase-homogêneas

de IRn\{0}

Consideremos λ = (λ1, . . . , λn) ∈ IRn
+, as quase-homotetias H t

λ(x) =

(tλ1x1, . . . , t
λnxn) com t > 0 e Ht

γ : C → C dada por

Ht
γ(z) = tγz, com γ ∈ C. Definimos

ϕt,λ(x) = Ht
|λ|
(
ϕ(H t

λ(x))
)

= t|λ|ϕ(tλ1x1, . . . , t
λnxn)

com x ∈ IRn, t > 0.

Denotamos |λ| =
n∑
i=1

λi e < a, λ >=
n∑
i=1

aiλi, com a = (a1, . . . , an).

Analogamente ao caso homogêneo considere:

Definição 4.1.1 Uma função f : IRn → C é dita λ - homogênea de grau

m ∈ C se f(H t
λ(x)) = tmf(x), t > 0.

52
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Definição 4.1.2 Diz-se Γ é cone λ−homogêneo se Γ é aberto

e (tλ1x1, . . . , t
λnxn) ∈ Γ ∀t > 0, ∀x ∈ Γ.

Definição 4.1.3 Dado a ∈ C e Γ um cone λ−homogêneo, diz-se

que u ∈ D′(Γ) é λ-homogênea de grau a se

< u,ϕ >= ta < u,ϕt,λ >, ∀ ϕ ∈ C∞
c (Γ) e t > 0.

Exemplo 4.1.1 Temos que ∂βδ0 é λ-homogênea de grau −|λ|− < β, λ >.

De fato,

〈
∂βδ0, ϕt,λ

〉
= t|λ|

〈
∂βδ0, ϕ(H t

λ(x))
〉

= t|λ|(−1)|β|
〈
δ0, ∂

β
(
ϕ(H t

λ(x))
)〉

= t|λ|
〈
δ0, (−1)|β|t<β,λ>(∂βϕ)(H t

λ(x))
〉

= t|λ|+<β,λ>(−1)|β|∂βϕ(0)

= t|λ|+<β,λ>
〈
∂βδ0, ϕ

〉
.

Logo,

< ∂βδ0, ϕ >= t−|λ|−<β,λ> < ∂βδ0, ϕt,λ >, ∀ ϕ ∈ C∞
c (IRn) e t > 0. (4.1.1)

Agora expressamos a noção de λ−homogeneidade de duas maneiras equiva-

lentes. Considere o operador Lλ,0 definido anteriormente e denotamos

ϕxλ(s) = ϕ(Hs
λ(x)) = ϕ(sλ1x1, . . . , s

λnxn) se ϕ ∈ C∞
c (Γ).

Lema 4.1.1 Se u ∈ D′(IRn\{0}) então as seguintes afirmações são equiva-

lentes:

(a) < u,ϕ >= ta < u,ϕt,λ >, ∀ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}).

(b) (a+ |λ|) < u,ϕ > + < u,Lλ,0ϕ >= 0, ∀ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}).

(c) < u, ψ >= 0, se ψ ∈ C∞
c (IRn\{0}) e

∫ +∞

0

ra+|λ|−1ψ(Hr
λ(x)) dr = 0.
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Demonstração: Mostremos que (a) ⇒ (b). Diferenciando (a) em relação

a t e usando o Teorema 2.1.1 seguirá (b). De fato,

0 =
d

dt
(< u,ϕ >)

= < u,
d

dt

(
ta+|λ|ϕ(H t

λ(x))
)
>

=

〈
u, (a+ |λ|)ta+|λ|−1ϕ(H t

λ(x)) + ta+|λ|
n∑
i=1

λit
λi−1xi(∂xi

ϕ)(H t
λ(x))

〉

= (a+ |λ|)ta−1
〈
u, t|λ|ϕ(H t

λ(x))
〉

+ ta−1

〈
u, t|λ|

n∑
i=1

λit
λixi(∂xi

ϕ)(H t
λ(x))

〉

= (a+ |λ|)ta−1 〈u, ϕt,λ(x)〉+ ta−1

〈
u,

(
n∑
i=1

λixi(∂xi
ϕ)

)
t,λ

(x)

〉
= (a+ |λ|)t−1 〈u, ϕ〉+ t−1 〈u, Lλ,0ϕ〉 ,

aqui a segunda igualdade segue do Teorema 2.1.1 e a sexta igualdade segue da

quase-homogeneidade de u.

Portanto, (a+ |λ|) < u,ϕ > + < u,Lλ,0ϕ >= 0

Mostremos que (b) ⇒ (c). Para provar esta implicação, basta verificar que a

equação (a+ |λ|)ϕ+ Lλ,0ϕ = ψ tem solução ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}).

Tal equação diferencial pode ser escrita como:

d

dr

(
ra+|λ|ϕ(Hr

λ(x))
)

= ra+|λ|−1ψ(Hr
λ(x)). (4.1.2)

Com efeito,

d

dr

(
ra+|λ|ϕ(Hr

λ(x))
)

= (a+ |λ|)ra+|λ|−1ϕ(Hr
λ(x))

+ ra+|λ|
d

dr
(ϕ(Hr

λ(x)))

= (a+ |λ|)ra+|λ|−1ϕ(Hr
λ(x))

+ ra+|λ|
n∑
i=1

λir
λi−1xi(∂xi

ϕ)(Hr
λ(x))

= (a+ |λ|)ra+|λ|−1ϕ(Hr
λ(x))

+ ra+|λ|−1

n∑
i=1

λir
λixi(∂xi

ϕ)(Hr
λ(x))
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= ra+|λ|−1 {(a+ |λ|)ϕ(Hr
λ(x))

+ Lλ,0ϕ(Hr
λ(x))}

= ra+|λ|−1ψ(Hr
λ(x)).

Mostremos assim que dado ψ ∈ C∞
c (IRn\{0}) tal que∫ +∞

0

ra+|λ|−1ψ(Hr
λ(x)) dr = 0, então existe ϕ ∈ C∞

c (IRn\{0}), com

d

dr

(
ra+|λ|ϕ(Hr

λ(x))
)

= ra+|λ|−1ψ(Hr
λ(x)). Tomemos ψλ : (0,∞)×IRn\{0} → C

dada por ψλ(r, x) = r−(a+|λ|)
∫ r

0

sa+|λ|−1ψ (Hs
λ(x)) ds , temos que

ψλ ∈ C∞ ((0,∞)× IRn\{0}) .

Agora mostremos que S(ψλ(1, ·) ⊂⊂ IRn\{0}. Como S(ψ) ⊂⊂ IRn\{0},

isto é, existe R > 1 tal que S(ψ) ⊂ A
(
0, 1

R
, R
)
, com

A
(
0, 1

R
, R
)

=
{
x ∈ IRn; 1

R
≤ ||x|| ≤ R

}
.

Se ||x|| ≤ 1
R

então ψλ(1, x) =

∫ 1

0

sa+|λ|−1 ψ(Hs
λ(x))︸ ︷︷ ︸

=0

ds = 0.

Se ||x|| ≥ R então ψλ(1, x) =

∫ 1

0

sa+|λ|−1ψ(Hs
λ(x)) ds =

∫ +∞

0

sa+|λ|−1ψ(Hs
λ(x)) ds,

pois

∫ +∞

1

sa+|λ|−1ψ(Hs
λ(x)) ds = 0. Dáı pela hipótese de (c) ψλ(1, x) = 0.

Portanto S(ψλ(1, ·)) ⊂ A
(
0, 1

R
, R
)
, logo S(ψλ(1, ·)) ⊂⊂ IRn\{0}.

Vamos verificar que ψλ(1, ·) é solução da equação diferencial (4.1.2). Observe-

mos que

ra+|λ|ψλ(1, ·)(Hr
λ(x)) = ra+|λ|ψλ(r, x)

= ra+|λ|r−a−|λ|
∫ r

0

sa+|λ|−1ψ(Hs
λ(x)) ds

=

∫ r

0

sa+|λ|−1ψ(Hs
λ(x)) ds,

assim
d

dr

(
ra+|λ|ψλ(1, ·)(Hr

λ(x))
)

= ra+|λ|−1ψ(Hr
λ(x)).

Logo,

< u, ψ > = < u, (a+ |λ|)ψλ(1, ·) + Lλ,0ψλ(1, ·) >

= (a+ |λ|) < u, ψλ(1, ·) > + < u,Lλ,0ψλ(1, ·) >

= 0,
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por (b). Dáı segue (c).

Demonstremos agora (c) ⇒ (a). Dado ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}) e fixado t > 0

tomemos ψt(y) = ϕ(y)− ta+|λ|ϕ(H t
λ(y)), logo ψt ∈ C∞

c (IRn\{0}). Verifiquemos

que

∫ +∞

0

ra+|λ|−1ψt(Hr
λ(x)) dr = 0 para x 6= 0.

De fato,∫ +∞

0

ra+|λ|−1ψt(Hr
λ(x)) dr =

∫ +∞

0

ra+|λ|−1ϕ(Hr
λ(x)) dr

−
∫ +∞

0

ra+|λ|−1ta+|λ|ϕ(H tr
λ (x)) dr

= < r
a+|λ|−1
+ , ϕ(Hr

λ(x)) >

− ta+|λ|−1 < r
a+|λ|−1
+ , tϕ(H tr

λ (x)) >

= < r
a+|λ|−1
+ , ϕ(Hr

λ(x)) >

− ta+|λ|−1 < r
a+|λ|−1
+ , tϕxλ(tr) >

= < r
a+|λ|−1
+ , ϕ(Hr

λ(x)) >

− < r
a+|λ|−1
+ , ϕ(Hr

λ(x)) >

= 0,

aqui a quarta igualdade segue da homogeneidade de r
a+|λ|−1
+ .

Logo, < u, ψt >= 0. Dáı < u,ϕ >= ta < u,ϕt,λ > e vale (a).

Observação 4.1.1

(i): Na demonstração do Lema 4.1.1, para mostrarmos que (b) ⇒ (c), devemos

ter λ ∈ IRn
+, pois caso contrário ψλ(1, ·) /∈ Cc(IRn\{0}).

(ii): Tal como no caso homogêneo temos: u ∈ D′(IRn\{0}) é quase-homogênea

de grau a se, e somente se, Lλ,0u = au.

4.2 Alguns Lemas Úteis

Fixado λ ∈ IRn
+, logo:

Lema 4.2.1 Existe uma ψ ∈ C∞
c (IRn\{0}) tal que∫ +∞

0

ψ(H t
λ(x))

t
dt = 1, se x 6= 0. (4.2.1)
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Demonstração: Tomemos ψ(x) = ψ1(pλ(x)), sendo

pλ(x) =

√
(x1)

2
λ1 + (x2)

2
λ2 + ...+ (xn)

2
λn

com ψ1 como no Lema 2.2.2. Dáı,∫ +∞

0

ψ(H t
λ(x))

t
dt =

∫ +∞

0

ψ1 (pλ(H
t
λ(x)))

t
dt

=

∫ +∞

0

ψ1(tpλ(x))

t
dt

= 1.

Como no caso homogêneo, definimos o operador Rb : C∞
c (IRn) → C∞(IRn\{0})

com b = a+ |λ| e λ ∈ IRn
+. A definição será dada em dois casos:

(i) Se Re(b) > 0 ou λ ∈ ZZ n
+ definimos

Rbϕ(x) :=< rb−1
+ , ϕ(Hr

λ(x)) > . (4.2.2)

(ii) Se Re(b) ≤ 0 e λ /∈ ZZ n
+ o operador Rb será expresso em (4.2.3) seguindo

a construção abaixo.

Seja ϕ ∈ C∞
c (IRn) e tomemos a expansão de Taylor de ordem k em

torno do ponto x = 0, isto é, ϕ(x) =
∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
xβ + (Ekϕ)(x) com

Ekϕ = o(||x||k).

Seja θ ∈ C∞
c (IRn) com θ ≡ 1 vizinhança do zero, assim escrevemos

ϕ = θϕ+ (1− θ)ϕ e tomemos θϕ = ϕ1 e (1− θ)ϕ = ϕ2. Assim temos :

Afirmação 1: < rb−1
+ , ϕ1 (Hr

λ(x)) > está bem definido.

De fato, observemos primeiramente que

ϕ1(x) = (θϕ)(x)

= θ(x)

∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
xβ + (Ekϕ)(x)


=

∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
xβθ + θ(x)(Ekϕ)(x).
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Assim tomemos ϕ1,1 =
∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
xβθ, ϕ1,2 = θ(Ekϕ). A Afirmação 1 seguirá

de (1.i) e (1.ii) abaixo.

(1.i):

〈
rb−1
+ , ϕ1,1 (Hr

λ(x))
〉

=
∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
xβ
〈
rb−1+<β,λ>
+ , θ (Hr

λ(x))
〉

está bem definido.

De fato, observemos que ϕ1,1 ∈ C∞
c (IRn) e olhando-a como função de r, isto é,

r 7→ ϕ1,1 (Hr
λ(x)) notemos que ϕ1,1 ∈ C∞

c (IR), pois θ ≡ 1 vizinhança do zero.

(1.ii): Tomemos k sendo o menor inteiro positivo maior que
−Re(b)

λmin
, logo

rb−1+kλmin
+ ∈ L1

loc(IR). Desta forma, observamos que

||Hr
λ̂
(x)||kθ(Hr

λ(x))
(Ekϕ)(Hr

λ(x))

||Hr
λ(x)||k

∈ C0
c (IR).

Logo com λ̂ = (λ1 −min {λi; i = 1, . . . , n} , . . . , λn −min {λi; i = 1, . . . , n})

temos que

〈
rb−1
+ , ϕ1,2 (Hr

λ(x))
〉

=

〈
rb−1+kλmin
+ , ||Hr

λ̂
(x)||kθ(Hr

λ(x))
(Ekϕ)(Hr

λ(x))

||Hr
λ(x)||k

〉
com min {λi; i = 1, . . . , n} = λmin está bem definido.

Afirmação 2: < rb−1
+ , ϕ2 (Hr

λ(x)) >=
〈
rb−1
+ , ((1− θ)ϕ) (Hr

λ(x))
〉

está bem

definido.

De fato, observemos que ϕ2 ∈ C∞
c (IRn\{0}) e olhando-a como função de r, isto

é, r 7→ ϕ2 (Hr
λ(x)) temos que ϕ2 ∈ C∞

c (IR\{0}), pois θ ≡ 1 vizinhança do zero,

logo (1− θ) = 0 numa vizinhança do zero e dáı segue a Afirmação 2.

Finalmente, definimos o operador Rb como sendo:

Rbϕ(x) : =
〈
rb−1
+ , ((1− θ)ϕ) (Hr

λ(x))
〉

+
∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
xβ
〈
rb−1+<β,λ>
+ , θ (Hr

λ(x))
〉

+

〈
rb−1+kλmin
+ , ||Hr

λ̂
(x)||kθ(Hr

λ(x))
(Ekϕ)(Hr

λ(x))

||Hr
λ(x)||k

〉
. (4.2.3)

Mostremos que o operador Rb independe de θ com θ como no caso (ii)

acima.
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Lema 4.2.2 O operador Rb independe de θ.

Demonstração: Sejam θ1, θ2 ∈ C∞
c (IRn) com θ1 ≡ 1 vizinhança do zero

e θ2 ≡ 1 vizinhança do zero. Observemos que θ2 − θ1 ∈ C∞
c (IRn\{0}). Dáı,

temos que:

Rθ1
b ϕ(x)−Rθ2

b ϕ(x) =
〈
rb−1
+ , ((θ2 − θ1)ϕ) (Hr

λ(x))
〉

+
∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
xβ
〈
rb−1+<β,λ>
+ , (θ1 − θ2) (Hr

λ(x))
〉

+

〈
rb−1+kλmin
+ , (θ1 − θ2)(H

r
λ(x))||Hr

λ̂
(x)||k (Ekϕ)(Hr

λ(x))

||Hr
λ(x)||k

〉
=

∫ +∞

0

rb−1(θ2 − θ1)(H
r
λ(x))

[
ϕ((Hr

λ(x))

−
∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
(Hr

λ(x))
β

− ||Hr
λ(x)||k

(Ekϕ)(Hr
λ(x))

||Hr
λ(x)||k

]
dr

=

∫ +∞

0

rb−1

[
(θ2 − θ1)

(
ϕ−

∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
(x)β

− (Ekϕ)

)
(Hr

λ(x))

]
dr

= 0.

Lema 4.2.3 O operador Rb : C∞
c (IRn) → C∞(IRn\{0}) definido por

Rbϕ(x) : =
〈
rb−1
+ , ((1− θ)ϕ) (Hr

λ(x))
〉

+
∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
xβ
〈
rb−1+<β,λ>
+ , θ (Hr

λ(x))
〉

+

〈
rb−1+kλmin
+ , ||Hr

λ̂
(x)||kθ(Hr

λ(x))
(Ekϕ)(Hr

λ(x))

||Hr
λ(x)||k

〉
,

é cont́ınuo.

Demonstração: Para mostrarmos que Rb é um operador cont́ınuo,

tendo em vista o Lema 3 de [F] (pg 125), é suficiente demonstrar que
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Rb : C∞
c (K) → C∞(IRn\{0}), K ⊂⊂ IRn é cont́ınuo. Basta verificarmos

que Rbϕm → Rbϕ em C∞(IRn\{0}) se ϕm → ϕ em C∞
c (K). Recordemos

que ϕm → ϕ em C∞
c (K) significa que ϕm ∈ C∞

c (K) e que ∂βϕm → ∂βϕ

uniformemente em K quando m → +∞ e para β ∈ INn. Analisemos cada

termo do operador Rb.

1o termo: Para mostrarmos que

〈
rb−1
+ , ((1− θ)ϕm) (Hr

λ(x))
〉
→
〈
rb−1
+ , ((1− θ)ϕ) (Hr

λ(x))
〉
,

tendo em vista o Teorema 2.1.1 não há perda de generalidade em tomarmos

β = 0. Mas |(1 − θ)ϕm − (1 − θ)ϕ| = |(1 − θ)(ϕm − ϕ)| → 0 uniformemente

quando m→ +∞.

2o termo: Mostremos que∑
|β|≤k

∂βϕm(0)

β!
xβ
〈
rb−1+<β,λ>
+ , θ (Hr

λ(x))
〉
converge para

∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
xβ
〈
rb−1+<β,λ>
+ , θ (Hr

λ(x))
〉
.

De fato, como ∂βϕm(0) → ∂βϕ(0) quando m→ +∞, logo∑
|β|≤k

∂βϕm(0)

β!
xβ
〈
rb−1+<β,λ>
+ , θ (Hr

λ(x))
〉
converge para

∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
xβ
〈
rb−1+<β,λ>
+ , θ (Hr

λ(x))
〉
.

3o termo: Mostremos que〈
rb−1+kλmin
+ , ||Hr

λ̂
(x)||kθ(Hr

λ(x))
(Ekϕm)(Hr

λ(x))

||Hr
λ(x)||k

〉
converge para

〈
rb−1+kλmin
+ , ||Hr

λ̂
(x)||kθ(Hr

λ(x))
(Ekϕ)(Hr

λ(x))

||Hr
λ(x)||k

〉
.

Recordemos que

(Ekϕ)(Hr
λ(x)) = k

∫ 1

0

(1− t)k−1

(k − 1)!
ϕ(k)(Hr

λ(0 + tx)) dt

onde ϕ(k)(Hr
λ(0 + tx)) =

∑
|β|≤k

∂βϕ(Hr
λ(0 + tx))

β!
(Hr

λ(x))
β, ou seja, escrevemos

o resto da Fórmula de Taylor sob forma integral. Temos por hipótese que
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∂βϕm(Hr
λ(tx)) → ∂βϕ(Hr

λ(tx)) uniformemente quando m → +∞. E assim,

(Ekϕm) → (Ekϕ) uniformemente quando m→ +∞.

Logo,〈
rb−1+kλmin
+ , ||Hr

λ̂
(x)||kθ(Hr

λ(x))
(Ekϕm)(Hr

λ(x))

||Hr
λ(x)||k

〉
=
〈
rb−1
+ , θ(Hr

λ(x))(Ekϕm)(Hr
λ(x))

〉
converge para

〈
rb−1
+ , θ(Hr

λ(x))(Ekϕ)(Hr
λ(x))

〉
=

〈
rb−1+kλmin
+ , ||Hr

λ̂
(x)||kθ(Hr

λ(x))
(Ekϕ)(Hr

λ(x))

||Hr
λ(x)||k

〉
.

Portanto, temos que Rbϕm → Rbϕ, ou seja, Rb é cont́ınuo.



Caṕıtulo 5

Extensões de Distribuições

Quase-homogêneas de IRn\{0}

Na primeira seção mostraremos que no caso em que a /∈ {−|λ|− < α, λ >;α ∈ INn}

as distribuições quase-homogêneas de IRn\{0} podem ser estendidas para IRn.

Na segunda seção consideremos o caso em que a = −|λ|− < α, λ >, para

algum α ∈ INn.

5.1 Extensões de Distribuições Quase-homogêneas

de IRn\{0} - Parte I

Tomando como ponto de partida a definição de Rb, com b = a+ |λ|, proposto

no caṕıtulo 4 na seção 4.2, mostraremos:

Lema 5.1.1 Suponha que a /∈ {−|λ|− < α, λ >;α ∈ INn}, então Rbϕ

é λ−homogênea de grau −b.

Demonstração:

A demonstração será feita em dois casos.

Caso 1: Re(b) > 0 ou λ ∈ ZZ n
+.

62



63

De fato,

Rbϕ(H l
λ(x)) = < rb−1

+ , ϕ
(
Hr
λ(H

l
λ(x))

)
>

= l−1 < rb−1
+ , lϕ(H lr

λ (x)) >

= l−1 < rb−1
+ , lϕxλ(lr) >

= l−1l−b+1 < rb−1
+ , ϕxλ(r) >

= l−b < rb−1
+ , ϕ(Hr

λ(x)) >

= l−bRbϕ(x),

aqui a quarta igualdade segue da homogeneidade rb−1
+ .

Caso 2: Quando Re(b) ≤ 0 e λ /∈ ZZ n
+.

Conforme a seção 4.2 do caṕıtulo 4, temos:

Rbϕ(H l
λ(x)) =

〈
rb−1
+ , ((1− θ)ϕ) (H lr

λ (x))
〉

+
∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
l<β,λ>xβ

〈
rb−1+<β,λ>
+ , θ

(
H lr
λ (x)

)〉
+ lkλmin

〈
rb−1+kλmin
+ , ||H lr

λ̂
(x)||kθ(H lr

λ (x))
(Ekϕ)(H lr

λ (x))

||H lr
λ (x)||k

〉
= (I) + (II) + (III), respectivamente.

Estudamos cada parcela (I), (II) e (III) individualmente. Consideremos os

seguintes subcasos:

Subcaso 2.1: Análise do termo (I)

(I) = l−1
〈
rb−1
+ , l ((1− θ)ϕ) (H lr

λ (x))
〉

= l−b
〈
rb−1
+ , ((1− θ)ϕ) (Hr

λ(x))
〉
,

com a última igualdade seguindo da homogeneidade de rb−1
+ em IR\{0}. Logo,

(I) é λ−homogênea de grau −b.

Subcaso 2.2: Análise do termo (II).

Dado β ∈ INn com |β| ≤ k temos: Se b− 1+ < β, λ >/∈ ZZ− o resultado segue

da homogeneidade de rb−1+<β,λ>
+ .



64

Se b− 1+ < β, λ >= −jβ ∈ ZZ− temos que jβ ≥ 2, pois se jβ = 1 teŕıamos que

a = −|λ|− < β, λ > contradizendo a hipótese sobre a. Analisemos o termo

(II)β, onde (II)β a parcela de (II) correspondente a β

(II)β = l<β,λ>−1∂
βϕ(0)

β!
xβ
〈
rb−1+<β,λ>
+ , lθ

(
H lr
λ (x)

)〉
= l−b

∂βϕ(0)

β!
xβ
〈
rb−1+<β,λ>
+ , θ (Hr

λ(x))
〉

− l−b
∂βϕ(0)

β!
xβ ln(l)

1

(jβ − 1)!

∫ +∞

0

[
θ(Hr

λ(x))
](jβ)

dr

= l−b
∂βϕ(0)

β!
xβ
〈
rb−1+<β,λ>
+ , θ (Hr

λ(x))
〉
,

aqui a segunda igualdade segue de (1.3.3). Logo, temos que termo (II) é

λ−homogêneo para β ∈ INn com |β| ≤ k.

Subcaso 2.3: Análise do termo (III).

(III) = l−1+kλmin

〈
rb−1+kλmin
+ , l||H lr

λ̂
(x)||kθ(H lr

λ (x))
(Ekϕ)(H lr

λ (x))

||H lr
λ (x)||k

〉
= l−b

〈
rb−1+kλmin
+ , ||Hr

λ̂
(x)||kθ(Hr

λ(x))
(Ekϕ)(Hr

λ(x))

||Hr
λ(x)||k

〉
com a última igualdade seguindo da homogeneidade de rb−1+kλmin

+ .

Observação 5.1.1 Seja θ ∈ C∞
c (IRn) com θ ≡ 1 vizinhança do zero, como o

operador Rb independe de θ fixado ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}) podemos tomar o S(θ) tão

pequeno tal que S(θ) ∩ S(ϕ) = ∅. Dáı temos : Rbϕ(x) =< rb−1
+ , ϕ(Hr

λ(x)) > .

Análogo o que foi visto na demonstração do Teorema 3.1.2 temos:

Lema 5.1.2 Rb (ψRbϕ) = Rbϕ ∀ψ ∈ C∞
c (IRn\{0}) se∫ +∞

0

ψ(H t
λ(x))

t
dt = 1, ∀x 6= 0.

Demonstração: Observemos primeiramente que ψRbϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}),

dáı pela Observação 5.1.1 temos:

Rb (ψRbϕ) (x) = < rb−1
+ , (ψRbϕ) (Hr

λ(x)) >
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=

∫ +∞

0

rb−1ψ(Hr
λ(x))Rbϕ(Hr

λ(x)) dr

= Rbϕ(x)

∫ +∞

0

rb−1r−bψ(Hr
λ(x)) dr

= Rbϕ(x),

aqui a terceira igualdade segue do fato de Rb ser λ−homogênea de grau −b e

a quarta igualdade segue da hipótese adicional da ψ.

Consideremos o conjunto Ha,λ(Γ) = {u ∈ D′(Γ); λ− homogenea de grau a} .

Teorema 5.1.1 Se u ∈ Ha,λ(IR
n\{0}) com a /∈ {−|λ|− < α, λ >;α ∈ INn}

então u tem uma única extensão E(u) ∈ Ha,λ(IR
n).

Demonstração: (Unicidade) Suponha que U1, U2 ∈ Ha,λ(IR
n) extensões

de u ∈ Ha,λ(IR
n\{0}) . Assim usando o Teorema 3.1.1 temos que, existem

aα ∈ C e k > 0 tais que U1 − U2 =
∑
|α|≤k

aαδ
α
0 .

Mostremos que aα = 0 ∀α. Consideremos ϕ0 ∈ C∞
c (IRn) tal que ϕ0 ≡ 1

vizinhança do zero e suponha que U1 − U2 6= 0, logo existe α0 fixado com

|α0| ≤ k tal que aα0 6= 0, tomemos ϕ(x) = xα0ϕ0(x). Dáı temos que

< U1 − U2, ϕ > =

〈∑
|α|≤k

aα∂
αδ0, ϕ

〉
= aα0(−1)|α0|α0!

observemos que U1 − U2 é λ-homogênea de grau a, logo

ta < U1 − U2, ϕt,λ > = ta

〈∑
|α|≤k

aα∂
αδ0, t

|λ|ϕ(H t
λ(x))

〉
= aα0(−1)|α0|α0!t

a+|λ|+<α0,λ>.

Dáı, temos que aα0(−1)|α0|α0! = aα0(−1)|α0|α0!t
a+|λ|+<α0,λ>, logo

a + |λ|+ < α0, λ >= 0 o que implica a = −|λ|− < α0, λ > contradizendo a

hipótese sobre a. Portanto, aα = 0 ∀α.

(Existência) Uma extensão de u é obtida a partir das três etapas abaixo.

Etapa 1: < u, ψRbϕ > independe da escolha de ψ, com ψ nas condições do

Lema 4.2.1.
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De fato, sejam ψ1, ψ2 ∈ C∞
c (IRn\{0}) satisfazendo a condição do Lema 4.2.1,

assim temos:∫ +∞

0

rb−1(ψ1Rbϕ− ψ2Rbϕ)(Hr
λ(x)) dr =

∫ +∞

0

rb−1ψ1(H
r
λ(x))Rbϕ(Hr

λ(x)) dr

−
∫ +∞

0

rb−1ψ2(H
r
λ(x))Rbϕ(Hr

λ(x)) dr

=

∫ +∞

0

rb−1ψ1(H
r
λ(x))r

−bRbϕ(x) dr

−
∫ +∞

0

rb−1ψ2(H
r
λ(x))r

−bRbϕ(x) dr

= Rbϕ(x)

∫ +∞

0

r−1ψ1(H
r
λ(x))︸ ︷︷ ︸

=1

dr

− Rbϕ(x)

∫ +∞

0

r−1ψ2)(H
r
λ(x))︸ ︷︷ ︸

=1

dr

= 0,

aqui a segunda igualdade segue da λ-homogeneidade de Rbϕ.

Portanto, pelo item (c) do Lema 4.1.1 segue que 〈u, ψ1Rbϕ− ψ2Rbϕ〉 = 0 o

que implica que < u, ψ1Rbϕ >=< u, ψ2Rbϕ >.

Etapa 2: < u, ψRbϕ >=< u,ϕ > se ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}).

De fato, como ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}) temos pela Observação 5.1.1 que

Rbϕ(x) =< rb−1
+ , ϕ(Hr

λ(x)) > .

Dáı,∫ +∞

0

rb−1 (ψRbϕ− ϕ) (Hr
λ(x)) dr =

∫ +∞

0

rb−1ψ(Hr
λ(x))Rbϕ(Hr

λ(x)) dr

−
∫ +∞

0

rb−1ϕ(Hr
λ(x)) dr

= Rbϕ(x)

∫ +∞

0

r−b+b−1ψ(Hr
λ(x)) dr −Rbϕ(x)

= Rbϕ(x)

∫ +∞

0

r−1ψ(Hr
λ(x)) dr −Rbϕ(x)

= Rbϕ(x)−Rbϕ(x)

= 0,

aqui a segunda igualdade segue da hipótese de Rb ser λ-homogênea de grau

−b e a quarta igualdade segue da hipótese da ψ.
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Etapa 3: Definimos E(u) por:

< E(u), ϕ >=< u, ψRbϕ > (5.1.1)

para ϕ ∈ C∞
c (IRn). Mostremos que E(u) ∈ D′(IRn) e é uma extensão de u

quasi-homogênea de grau a. Para demonstrar isto consideremos os seguintes

passos.

Passo 1: E(u) ∈ D′(IRn) e é uma extensão de u.

De fato, claramente E(u) é um funcional linear.

Temos que E(u) é um funcional cont́ınuo, pois é composto de funcionais cont́ınuos,

isto é , E(u) = u ◦ Lψ ◦ Rb onde temos que u é um funcional cont́ınuo por

hipótese, Lψ : C∞(IRn\{0}) → C∞
c (IRn\{0}) é cont́ınuo, pois Lψ = Mψ ◦ I

onde inclusão I : C∞
c (K) → C∞

c (IRn\{0}) é cont́ınua e Mψ é cont́ınuo pelo

Lema 2.2.3 e ainda Rb : C∞
c (IRn) → C∞(IRn\{0}) é cont́ınuo pelo Lema 4.2.3.

Como < E(u), ϕ >=< u, ψRbϕ >=< u, ϕ > para toda ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}).

Logo, E(u) é uma extensão de u.

Passo 2: E(u) é λ-homogênea de grau a.

Repetindo o mesmo argumento do Lema 5.1.1 temos queRbϕt,λ(x) = t−aRbϕ(x),

ou seja, Rbϕ é λ−homogênea de grau −a.

Notemos que < E(u), ϕt,λ >=< u, ψRbϕt,λ >= t−a < u, ψRbϕ >=< E(u), ϕ >

Portanto, < E(u), ϕ >= ta < E(u), ϕt,λ >, isto é, E(u) é λ-homogênea de grau

a.

5.2 Extensões de Distribuições Quase-homogêneas

de IRn\{0} - Parte II

Antes de enunciar o teorema, faremos algumas considerações.

Definição 5.2.1 Se λ ∈ ZZ n
+ e Γ um cone aberto dizemos que u ∈ D′(Γ) tem

paridade oposta a < α, λ > se < u,ϕ >= (−1)<α,λ>+1 < u,ϕ(H
(−1)
λ (x)) >,

ϕ ∈ C∞
c (Γ).
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Tomando como ponto de partida a definição do operador Rb definido por (4.2.3)

proposto na seção 4.2 do Caṕıtulo 4 temos:

Lema 5.2.1 Suponha que a = −|λ|− < α, λ > para algum α ∈ INn e λ ∈ IRn
+,

então

Rbϕ(x) = t−|λ|−<α,λ>Rbϕt,λ(x) + ln(t)
∑

<β,λ>=<α,λ>

bβ
∂βϕ(0)

< β, λ >!
xβ

com b = − < α, λ >≤ 0, k o menor inteiro positivo maior que
< α, λ >

λmin
como

em (4.2.3) e bβ ∈ C independentes de ϕ.

Demonstração: Pela definição de Rb apresentado na seção 4.2 do

Caṕıtulo 4 e usando a notação lá apresentada, observando que

Re(b) = b = − < α, λ >≤ 0, temos dois casos:

Caso 1: λ ∈ ZZ n
+

De fato, neste caso temos

R−<α,λ>ϕt,λ(x) = < r−<α,λ>−1
+ , t|λ|ϕ(Hrt

λ (x)) >

= t|λ|−1 < r−<α,λ>−1
+ , tϕ(Hrt

λ (x)) >

= t|λ|−1 < r−<α,λ>−1
+ , tϕxλ(·t) >

= t|λ|−1
(
t<α,λ>+1< r−<α,λ>−1

+ , ϕxλ(·) >

− t<α,λ>+1 ln(t)
1

< α, λ >!

d<α,λ>

dr<α,λ>
(ϕxλ(r))

∣∣
r=0

)
= t|λ|+<α,λ>R−<α,λ>ϕ(x)

− t|λ|+<α,λ> ln(t)
∑

<β,λ>=<α,λ>

bβx
β ∂βϕ(0)

< β, λ >!
,

aqui a quarta igualdade segue de (1.3.3).

Caso 2: λ /∈ ZZ n
+

De fato, neste caso temos

Rbϕt,λ(x) = t|λ|
〈
r−<α,λ>−1
+ , ((1− θ)ϕ) (H tr

λ (x))
〉

+
∑
|β|≤k

∂βϕ(0)

β!
t<β,λ>+|λ|xβ

〈
r−<α,λ>−1+<β,λ>
+ , θ

(
H tr
λ (x)

)〉
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+ t|λ|+kλmin

〈
r−<α,λ>−1+kλmin
+ , ||H tr

λ̂
(x)||kθ(H tr

λ (x))
(Ekϕ)(H tr

λ (x))

||H tr
λ (x)||k

〉
= (I) + (II) + (III).

Estudamos cada termo (I), (II) e (III) individualmente. Consideremos os

seguintes casos:

Caso 1: Análise do termo (I).

(I) = t|λ|−1
〈
r−<α,λ>−1
+ , t ((1− θ)ϕ) (H tr

λ (x))
〉

= t|λ|+<α,λ>
〈
r−<α,λ>−1
+ , ((1− θ)ϕ) (Hr

λ(x))
〉
.

com a última igualdade seguindo da homogeneidade r−<α,λ>−1
+ em IR\{0}.

Caso 2: Análise do termo (II). Denominaremos (II)β a parcela de (II)

correspondente a β. Consideremos os seguintes subcasos:

Subcaso 2.1: Se β for tal que − < α, λ > + < β, λ > −1 = −jβ ∈ ZZ− com

jβ ≥ 2 a mesma afirmação do Caso 1 segue por integração por partes para

(II)β.

Subcaso 2.2: Se β for tal que − < α, λ > + < β, λ > −1 = −1 temos:

(II)β = t|λ|+<β,λ>−1∂
βϕ(0)

β!
xβ
〈
r−<α,λ>−1+<β,λ>
+ , tθ(H tr

λ (x))
〉

= t|λ|+<α,λ>
∂βϕ(0)

β!
xβ
〈
r−<α,λ>+<β,λ>−1
+ , θ(Hr

λ(x))
〉

− t|λ|+<α,λ> ln(t)
∂βϕ(0)

β!
xβθ(0)

= t|λ|+<α,λ>
∂βϕ(0)

β!
xβ
〈
r−<α,λ>−1+<β,λ>
+ , θ(Hr

λ(x))
〉

− t|λ|+<α,λ> ln(t)
∂βϕ(0)

β!
xβ,

aqui a segunda igualdade segue de (1.3.3).

Subcaso 2.3: Se − < α, λ > + < β, λ > −1 /∈ ZZ− a mesma afirmação do

Caso 1 para (II)β segue, pela homogeneidade r−<α,λ>+<β,λ>−1
+ .

Caso 3: Análise do termo (III).

(III) = t|λ|+kλmin−1

〈
r−<α,λ>−1+kλmin
+ , t||H tr

λ̂
(x)||kθ(H tr

λ (x))
(Ekϕ)(H tr

λ (x))

||H tr
λ (x)||k

〉
= t|λ|+<α,λ>

〈
r−<α,λ>−1+kλmin
+ , ||Hr

λ̂
(x)||kθ(Hr

λ(x))
(Ekϕ)(Hr

λ(x))

||Hr
λ(x)||k

〉
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com a última igualdade seguindo da homogeneidade de r−<α,λ>−1+kλmin
+ .

Finalmente podemos enunciar o nosso resultado principal desta seção:

Teorema 5.2.1 Seja u ∈ Ha,λ(IR
n\{0}) com a = −|λ|− < α, λ >

para algum α ∈ INn então:

(1) u admite uma extensão E(u) ∈ D′(IRn) satisfazendo

< E(u), ϕ > = t−|λ|−<α,λ> < E(u), ϕt,λ >

+ ln(t)
∑

<β,λ>=<α,λ>

bβ
∂βϕ(0)

< β, λ >!
< u, xβψ > .(5.2.1)

com t > 0, bβ ∈ C independe de ϕ e ψ ∈ C∞
c (IRn\{0}) como no

Lema 4.2.1.

(2) Se U é uma extensão de u então

〈U,ϕ〉 = t−|λ|−<α,λ> 〈U,ϕt,λ〉+

〈∑
|β|≤l

(1− t<β,λ>−<α,λ>)aβ∂
βδ0, ϕ

〉

+ ln(t)
∑

<β,λ>=<α,λ>

bβ
∂βϕ(0)

< β, λ >!

〈
u, xβψ

〉
.

para algum l ∈ IN.

(3) Seja U uma extensão de u na forma do item (2). U ∈ Ha,λ(IR
n) se, e

somente se, aβ = 0 se < β, λ >6=< α, λ > e

< u, xβψ >= 0 (5.2.2)

para < β, λ >=< α, λ >. Observamos também que (5.2.2) independe da

escolha de ψ.

(4) Suponha que λ ∈ ZZ n
+. u tem paridade oposta a < α, λ > se, e somente

se,

< u,ϕ >= (sgnt)ta < u,ϕt,λ >, t 6= 0 (5.2.3)

com ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}). Observamos também que neste caso vale (5.2.2)
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(5) Suponha que λ ∈ ZZ n
+. Se u ∈ D′(IRn\{0}) satisfaz (5.2.3) então existe

uma única extensão E1(u) ∈ D′(IRn) com paridade oposta a < α, λ >.

Além disso ela é dada por

〈E1(u), ϕ〉 = S
(
< t−<α,λ>−1, ϕ(H t

λ(·)) >
2

u

)
, (5.2.4)

sendo t−<α,λ> = (t+i0)−<α,λ>+(t−i0)−<α,λ>

2
= t−<α,λ>+ + (−1)<α,λ> t−<α,λ>− e

S(v) =< v, ψ >.

Demostração:

(1) Tal como em (5.1.1) do Teorema 5.1.1 definimos< E(u), ϕ >=< u, ψRbϕ >

para ϕ ∈ C∞
c (IRn). Já mostramos que E(u) ∈ D′(IRn) e é uma extensão de u.

Assim pelo Lema 5.2.1 temos:

R−<α,λ>ϕ(x) = t−|λ|−<α,λ>R−<α,λ>ϕt,λ(x)

+ ln(t)
∑

<β,λ>=<α,λ>

bβx
β ∂βϕ(0)

< β, λ >!
.

Dáı, segue que

< E(u), ϕ > =

〈
u, ψ

[
t−|λ|−<α,λ>Rbϕt,λ + ln(t)

∑
<β,λ>=<α,λ>

bβx
β ∂βϕ(0)

< β, λ >!

]〉

= t−|λ|−<α,λ> 〈u, ψRbϕt,λ〉+ ln(t)
∑

<β,λ>=<α,λ>

bβ
〈
u, xβψ

〉 ∂βϕ(0)

< β, λ >!

= t−|λ|−<α,λ> < E(u), ϕt,λ > + ln(t)
∑

<β,λ>=<α,λ>

bβ
〈
u, xβψ

〉 ∂βϕ(0)

< β, λ >!
.

(2) Seja U ∈ D′(IRn) uma extensão de u. Usando o Teorema 3.1.1, temos que

U − E(u) =
∑
|β|≤l

aβ∂
βδ0 com aβ ∈ C e l ∈ IN.

Substituindo E(u) por U −
∑
|β|≤l

aβ∂
βδ0 em (5.2.1) o termo do logaritmo não

muda, mas aparece um outro termo, a saber:

∑
|β|≤l

(1− t<β,λ>−<α,λ>)aβ∂
βδ0. (5.2.5)
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De fato, temos:〈
U −

∑
|β|≤l

aβ∂
βδ0, ϕ

〉
= t−|λ|−<α,λ>

〈
U −

∑
|β|≤l

aβ∂
βδ0, ϕt,λ

〉

+ ln(t)
∑

<β,λ>=<α,λ>

bβ
∂βϕ(0)

< β, λ >!

〈
u, xβψ

〉
.

Mas,

−

〈∑
|β|≤l

aβ∂
βδ0, ϕt,λ

〉
= −

〈∑
|β|≤l

aβ∂
βδ0, t

|λ|ϕ(H t
λ(x))

〉
= −

∑
|β|≤l

aβ(−1)|β|
〈
δ0, t

|λ|+<β,λ>(∂βϕ)(H t
λ(x))

〉
= −

∑
|β|≤l

aβt
|λ|+<β,λ> 〈∂βδ0, ϕ〉 .

Dáı:

〈U,ϕ〉 = t−|λ|−<α,λ> 〈U,ϕt,λ〉+

〈∑
|β|≤l

(1− t<β,λ>−<α,λ>)aβ∂
βδ0, ϕ

〉

+ ln(t)
∑

<β,λ>=<α,λ>

bβ
∂βϕ(0)

< β, λ >!

〈
u, xβψ

〉
.

(3) De (2), U é quase-homogênea se , e somente se,〈∑
|β|≤l

(1− t<β,λ>−<α,λ>)aβ∂
βδ0, ϕ

〉
+ ln(t)

∑
<β,λ>=<α,λ>

bβ
∂βϕ(0)

< β, λ >!
< u, xβψ >= 0,

∀ϕ ∈ C∞
c (IRn).

Como as funções
{
(1− t<β,λ>−<α,λ>), |β| ≤ l e < β, λ >6=< α, λ >

}⋃
{ln(t)}

são linearmente independentes, basta verificarmos que aβ = 0 para |β| ≤ l se

< β, λ >6=< α, λ > e que < u, xβψ >= 0 quando < β, λ >=< α, λ > .

Se |β| ≤ l e < β, λ >6=< α, λ >, assim basta verificarmos〈∑
|β|≤l

(1− t<β,λ>−<α,λ>)aβ∂
βδ0, ϕ

〉
= 0

se, e somente se, aβ = 0 ∀|β| ≤ l. Mas isto segue da Observação 2.2.1-(i).

Agora para todo β com < β, λ >=< α, λ > temos que (1− t<β,λ>−<α,λ>) = 0,

logo resta verificar que < u, xβψ >= 0 ∀β, < β, λ >=< α, λ > se

ln(t)
∑

<β,λ>=<α,λ>

bβ
∂βϕ(0)

< β, λ >!
< u, xβψ >= 0
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∀ϕ ∈ C∞
c (IRn). Mas isto segue da Observação 2.2.1− (i).

A rećıproca também é válida.

Agora mostraremos que < u, xβψ >= 0 com < β, λ >=< α, λ > independe da

escolha de ψ. Primeiramente verifiquemos a afirmação para α = 0.

Com efeito, sejam ψ1, ψ2 ∈ C∞
c (IRn\{0}) satisfazendo a condição do

Lema 4.2.1 então:∫ +∞

0

ra+|λ|−1(ψ1 − ψ2)(H
r
λ(x)) dr =

∫ +∞

0

r−1(ψ1 − ψ2)(H
r
λ(x)) dr

=

∫ +∞

0

r−1ψ1(H
r
λ(x)) dr

−
∫ +∞

0

r−1ψ2(H
r
λ(x)) dr

= 0,

assim pelo item (c) do Lema 4.1.1 temos que < u, (ψ1−ψ2) >= 0 o que implica

que < u, ψ1 >=< u, ψ2 >,.

Para α arbitrário tomemos xαu e observemos que xαu é λ−homogênea de grau

−|λ|.

De fato,

< xαu, ψ > = < u, xαψ >

= ta < u, (xαψ)t,λ >

= ta+|λ| < u, (H t
λ(x))

αψ(H t
λ(x)) >

= ta+|λ|+<α,λ> < u, xαψ(H t
λ(x)) >

= t−|λ| < xαu, ψt,λ > .

Portanto, xαu é quase-homogênea de grau−|λ|. Logo, < xαu, ψ >=< u, xαψ >

independe da escolha de ψ.

(4) Suponhamos que u tenha paridade oposta a < α, λ >. Se t > 0, (5.2.3)

é válida, pois < u, ϕ >= ta < u, ϕt,λ > por hipótese. Agora se t < 0, também
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conclúımos que (5.2.3) é válida, pois:

< u,ϕ > = (−t)a < u,ϕ−t,λ >

= (−t)a+|λ| < u,ϕ(H−t
λ (x)) >

= (−t)a+|λ|(−1)<α,λ>+1 < u,ϕ(H t
λ(x)) >

= ta+|λ|(−1)a+|λ|(−1)<α,λ>+1 < u,ϕ(H t
λ(x)) >

= (−1)ta < u,ϕt,λ >

= (sgnt)ta < u,ϕt,λ >,

aqui a terceira igualdade segue da hipótese de u ter paridade oposta.

Reciprocamente, suponha que (5.2.3) é válida. Tomando t = −1,

< u,ϕ > = (sgnt)ta < u,ϕt,λ >

= (−1)(−1)a < u,ϕ−1,λ >

= (−1)(−1)a+|λ| < u,ϕ(H−1
λ (x)) >

= (−1)<α,λ>+1 < u,ϕ(H−1
λ (x)) > .

Se u satisfaz (5.2.3) então (5.2.2) é válida. De fato, seja ψ ∈ C∞
c (IRn\{0})

tal que ψ(H1
λ(x)) = ψ(H−1

λ (x)) com ψ satisfazendo a condição do Lema 4.2.1

e tomemos φ(x) = xβψ(x), então para t = −1, temos,

< u, φ > = (−1)(−1)a < u, φ−1,λ >

= (−1)(−1)a < u, (−1)|λ|φ(H−1
λ (x)) >

= (−1)(−1)a < u, (−1)|λ|(H−1
λ (x))βψ(H−1

λ (x)) >

= (−1)(−1)a < u, (−1)|λ|+<β,λ>xβψ(H1
λ(x)) >

= (−1)(−1)a < u, (−1)|λ|+<β,λ>φ(x) >

= (−1) < u, φ >,

aqui a quarta igualdade segue da hipótese da ψ.

Portanto, < u, φ >= 0 quando < β, λ >=< α, λ >. Logo por (1) u possui

uma extensão quase-homogênea.
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Antes de prosseguir na demonstração faremos uma observação que motiva e

dá importância ao papel de S.

Observação:

(i) Se v for uma função cont́ınua e λ−homogênea de grau −|λ| em IRn\{0}

introduzindo coordenadas polares temos:

S(v) = < v, ψ >

=

∫
IRn

\{0}
v(x)ψ(x) dx

=

∫ +∞

0

∫
|w|=1

r−|λ|v(w)ψ(Hr
λ(x))r

|λ| dw
dr

r

=

∫
|w|=1

∫ +∞

0

ψ(Hr
λ(x))

dr

r︸ ︷︷ ︸
=1

v(w) dw

=

∫
|w|=1

v(w) dw,

aqui a terceira igualdade segue da λ−homogeneidade de v. Observemos que

S(v) é a integral de v sobre a esfera unitária.

(ii) Notemos que se u é quase-homogênea de grau a e

a /∈ {−|λ|− < α, λ >;α ∈ INn}, então (5.1.1) pode ser escrito na forma:

< E(u), ϕ > = < u, ψRbϕ >

= < (Rbϕ)u, ψ >

= S((Rbϕ)u).

pois, (Rbϕ)u é λ−homogênea de grau −a− |λ|+ a = −|λ|.

Quando a = −|λ|− < α, λ > então (5.1.1) depende da escolha de ψ.

(5) Inicialmente mostremos a unicidade da extensão E1(u). Sejam E1(u), E2(u)

extensões de u. Logo E1(u)− E2(u) =
∑
|β|≤l

aβ∂
βδ0. Dáı

〈E1(u)− E2(u), ϕ〉 = (sng(t))t−|λ|−<α,λ> 〈E1(u)− E2(u), ϕt,λ〉 , ∀ϕ ∈ C∞
c (IRn)

pois E1(u) e E2(u) tem paridade oposta a < α, λ >.

Logo
∑
|β|≤l

(
1− t<β,λ>−<α,λ>(sgnt)

)
(−1)|β|aβ(∂

βϕ)(0) = 0 o que implica que

para cada β, com |β| ≤ l, temos que
(
1− t<β,λ>−<α,λ>(sgnt)

)
aβ = 0. Logo,
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aβ = 0 ∀β, pois
(
1− t<β,λ>−<α,λ>(sgnt)

)
= 0 ∀t 6= 0 uma vez que a função

h(t) = t<β,λ>−<α,λ>(sgnt), t 6= 0, não é constante.

Portanto, E1(u) = E2(u).

Agora mostremos a existência de uma tal extensão de u.

Primeiramente observemos que

< t−<α,λ>−1, ϕ(H t
λ(·)) > =

〈
t−<α,λ>−1
+

+ (−1)<α,λ>+1t−<α,λ>−1
− , ϕ(H t

λ(·))
〉

= < t−<α,λ>−1
+ , ϕ(H t

λ(·)) >

+ (−1)<α,λ>+1 < t−<α,λ>−1
− , ϕ(H t

λ(·)) >

= < t−<α,λ>−1
+ , ϕ(H t

λ(·)) >

+ (−1)<α,λ>−1 < t−<α,λ>−1
+ , ϕ(H−t

λ (·)) > .

Seja U uma extensão de u logo ela é escrita como (5.1.1) então (5.2.4) significa

que

2 < E1(u), ϕ >=< U,ϕ > +(−1)<α,λ>+|λ|−1 < U,ϕ−1,λ >,

para toda ϕ ∈ C∞
c (IRn).

De fato,

2S
(
<
t−<α,λ>−1, ϕ(H t

λ(·)) >
2

u

)
= S

([
< t−<α,λ>−1

+ , ϕ(H t
λ(·)) >

+ (−1)<α,λ>−1 < t−<α,λ>−1
− , ϕ(H t

λ(·)) >
]
u
)

= S
([
< t−<α,λ>−1

+ , ϕ(H t
λ(·)) >

+ (−1)<α,λ>−1 < t−<α,λ>−1
+ , ϕ(H−t

λ (·)) >
]
u
)

=
〈(
Rbϕ+ (−1)<α,λ>+|λ|−1Rbϕ−1,λ

)
u, ψ

〉
= < U,ϕ > +(−1)<α,λ>+|λ|−1 < U,ϕ−1,λ >,

aqui a terceira igualdade segue da definição de S, pois(
Rbϕ+ (−1)<α,λ>+|λ|−1Rbϕ−1,λ

)
é λ−homogênea de grau < α, λ > e u é

λ-homogênea de grau − < α, λ > −|λ|, logo pela Observação 2.1.1 item (ii)

temos
(
Rbϕ+ (−1)<α,λ>+|λ|−1Rbϕ−1,λ

)
u é λ−homogênea de grau −|λ|.
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Afirmação: (5.2.4) define uma distribuição em D′(IRn), é uma extensão de u

e tem paridade oposta a < α, λ > . Para demonstrar este fato, dividiremos em

passos:

Passo 1: Afirmamos que E1(u) ∈ D′(IRn).

De fato, claramente E1(u) é um funcional linear.

Temos que E1(u) é um funcional cont́ınuo, pois U é um funcional cont́ınuo e

soma de cont́ınuos é cont́ınuo.

Portanto, E1(u) ∈ D′(IRn).

Passo 2: E1(u) é uma extensão de u.

De fato, seja ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}) então 2 < E1(u), ϕ >= 2 < U,ϕ > por (5.2.3)

tomando t = −1. Assim temos que:

2 < E1(u), ϕ > = < U,ϕ > +(−1)<α,λ>+|λ|−1 < U,ϕ−1,λ >

= < U,ϕ > + < U,ϕ >

= 2 < U,ϕ > .

Portanto, < E1(u), ϕ >=< U,ϕ >, para toda ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}). Logo, E1(u)

é uma extensão de u, isto é, < E1(u), ϕ >=< U,ϕ >=< u, ϕ >, para toda

ϕ ∈ C∞
c (IRn\{0}).

Passo 3: E1(u) tem paridade oposta < α, λ > .

De fato, para toda ϕ ∈ C∞
c (IRn) e tomando t = −1 temos:

2 < E1(u), ϕ−1,λ > = < U,ϕ−1,λ > +(−1)<α,λ>+|λ|−1 < U,ϕ >

= 2(−1)<α,λ>+|λ|−1 < E1(u), ϕ > −(−1)<α,λ>+|λ|−1 < U,ϕ >

+ (−1)<α,λ>+|λ|−1 < U,ϕ >

= 2(−1)<α,λ>+|λ|−1 < E1(u), ϕ > .

Portanto, < E1(u), ϕ >= (−1)<α,λ>+1 < E1(u), ϕ(H−1
λ (x)) > .
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