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Resumo

Santal6 propos (em [21]) que, fixada a familia 4 dos corpos convexos de R?, fosse
encontrado um sistema completo de desigualdades para cada par e cada tripla das funcoes
area, perimetro, diametro, inraio, circunraio e largura minima. Neste trabalho, estudamos
a aplicacao da técnica desenvolvida por Blaschke na resolugao dos problemas propostos
por Santald que, até hoje, ja se encontram solucionados.

Palavras chave: geometria convexa, conjuntos convexos, desigualdades geométricas,
sistemas completos de desigualdades.
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Abstract

In 1961, Santal6[21] suggested that, considering the family of the convex bodies in
R2, it was found a complete system of inequalities for each pair and each triple of the
functions area, perimeter, diameter, inradius, circunradius and minimal width. In this
work, we applied the technique developed by Blaschke|2| to solve all problems suggested
by Santal6, those are solved until now.
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Introducao

O principal objeto de estudo da geometria convexa sao os corpos convexos, sendo
que um corpo convexo é um subconjunto nao vazio, compacto e convexo deR". Sabe-se
que um corpo convexo K C R? "possui" algumas "grandezas" relacionadas a ele, entre as
principais dessas grandezas, K possui uma area A(K), um perimetro p(K), um didmetro
D(K), um inraio 7(K), um circunraio R(K) e uma largura minima w(K). Devemos
observar que:

1. o inraio de K, r(K), é o maior raio possivel de uma bola fechada contida em K;
2. o circunraio de K, R(K), é o raio da menor bola fechada que contém K;

3. e a largura minima de K, w(K), é a menor distancia possivel entre um par de retas
suporte paralelas de K.

" R

N

w

Figura 1: Inraio, circunraio e largura minima de um quadrado K.

Relacionando duas ou trés das grandezas A, p, D, 7, R e w de um corpo convexo de R?,
existem diversas desigualdades. Algumas delas sao classicas e bem conhecidas, como a
desigualdade isoperimétrica 41 A < p, que relaciona a area e o perimetro. Ja outras, bem
mais recentes, sao menos conhecidas, mas cada uma tem seu préprio interesse.

Apesar do interesse individual de cada desigualdade que relaciona as "medidas" A, p,
D, r, R ew, em 1961 Santal6 [21] propos, inspirado pelo trabalho de Blaschke [2], alguns
problemas que mostravam um certo interesse nas desigualdades vistas em conjunto, a
saber, os seguintes problemas:

Dada uma tripla (um par) de grandezas distintas(X,Y, Z) € {A,p, D,r, R,w}?,
encontrar um nidmero finito de desigualdades dy, ..., d, relacionando essas
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xii INTRODUCAO

grandezas, de modo que, se x,y, z forem niimeros reais nao negativos satisfa-

zendo as desigualdades dy(z,vy, 2), ..., dk(x,y, 2), entdo existe um corpo con-
vexo C' C R? tal que X(C) ==z, Y(C)=ye Z(C) = 2.

A esse conjunto de desigualdades, quando encontrado, Santalé chamou de"sistema com-
pleto de desigualdades".

Um exemplo de um sistema completo de desigualdades, relacionando um par de gran-
dezas, é a desigualdade d;(r, R) = r < R, que é satisfeita por todos os corpos convexos
de R?%. Essa desigualdade é um sistema completo de desigualdades pois, dados niimeros
reais nao negativos x, y, satisfazendo d;(z,y) = = < y, existe uma elipse K com inraio x
e circunraio y.

A

Figura 2:

Chamando de A := {A,p,D,r, R,w}, para cada par de grandezas de A, Santal6
apresentou um sistema completo de desigualdades relacionando esse par. Ja para triplas
de grandezas de A, ele s6 encontrou sistemas completos de desigualdades relacionando as
triplas (A,p,r), (4,p, R), (A, p,w), (A, D,w), (p, D,w) e (D,r, R), deixando o problema
aberto para os demais casos.

O principal obstaculo na resolucao dos demais problemas era que, na época de Santalo,
nao se conheciam muitas desigualdades envolvendo triplas das grandezas deA. Havia,
portanto, a necessidade de serem descobertas novas desigualdades.

Apobs estarem abertos durante cerca de 40 anos, alguns dos problemas propostos por
Santal6 comegaram a ser resolvidos, conforme novas desigualdades iam sendo descobertas.
Cabe aqui ressaltar a importancia da descoberta de novas desigualdades d¢timas, isto €,
desigualdades nas quais a igualdade ¢ alcancada para uma familia infinita de conjuntos.
As desigualdades nas quais a igualdade é alcancada por apenas uma ou duas figuras (a
menos de isometrias) sdo menos importantes no trabalho de encontrar sistemas completos
de desigualdades.

O objetivo principal de nosso trabalho é apresentar todos os sistemas completos de
desigualdades encontrados para as triplas das grandezas de A, ou seja, apresentar todos
os problemas propostos por Santalo em [21]| que ja foram resolvidos. A fim de atin-
gir esse objetivo, comecamos nosso primeiro capitulo com alguns preliminares basicos
da geometria convexa, entre esses preliminares estao a "métrica de Hausdorft" e o "te-
orema de selecao de Blaschke", que sao ferramentas tteis para demonstrar a existéncia
de conjuntos extremais para algumas desigualdades, isto ¢, a existéncia de solucoes para
alguns problemas de otimizagao geométrica. Além disso, com a métrica de Hausdorff,
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o conjunto ¥ = {corpos convexos de R"} é um subespaco métrico fechado do espago
€ = {conjuntos compactos e nao vazios de R"}.

No capitulo 2, estudamos algumas propriedades das grandezas A, p, D,r, R e w, que
sao funcoes continuas definidas em % e com valores reais.

O auge do trabalho ocorre no terceiro capitulo, no qual contamos a historia dos siste-
mas completos de desigualdades e apresentamos a técnica desenvolvida por Blaschke para
verificar se um conjunto finito de desigualdades é ou nao um sistema completo de desi-
gualdades. Nesse capitulo é apresentada ao leitor uma lista de desigualdades conhecidas
por Santald, bem como os problemas resolvidos por ele envolvendo triplas das funcoes de
A.

Terminamos entao nosso trabalho com o capitulo 4, no qual expomos uma nova lista
de desigualdades, todas recentes e nao conhecidas por Santalé, e apresentamos como essas
desigualdades foram utilizadas para resolver alguns problemas que Santal6 havia deixado
em aberto. Além disso, reservamos a ultima secao desse capitulo para enunciar quais sao
os problemas propostos por Santal6 que continuam abertos até hoje.
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Capitulo 1

Conceltos Basicos de Geometria

1.1 Conjuntos convexos

Neste capitulo serao estudadas algumas propriedades dos conjuntos convexos, uma
vez que as desigualdades que estudamos envolvem grandezas relacionadas a subconjuntos
convexos de R%2. Nos ateremos portanto apenas a conjuntos convexos em espacos vetoriais
reais, normados e de dimensao finita, embora certas propriedades sejam validas em espacos
mais gerais. Assim, a nao ser que digamos o contrario, todos os espacos vetoriais vistos
aqui terao dimensao finita e estarao munidos de uma norma.

1.1.1 Conjuntos convexos e nicleo convexo

Definicao 1.1
Dado um espago vetorial V' e a,b € V, definimos o segmento de reta SG [a;b] como
sendo o conjunto

SGla;b):={reV]|z=a+alb—a), 0 <a<1}.

Definicao 1.2
Seja C' um subconjunto de um espaco vetorial V. Dizemos que C' é convexo se dados
x,y € C quaisquer, o segmento SG [z;y] C C.

Observacgoes:

1. Segue, da defini¢ao, que SG[z;y] = SG[y;z] e SG[z;y] = {ay + (1 —a)x | a €
0,1} ={az+fyla+B=1ea,5>0}.

2. Obviamente, todo espaco vetorial é convexo e o conjunto@ é convexo.

O seguinte fato decorre imediatamente da primeira observacao feita acima.

Lema 1.1

As afirmacoes abaixo sao equivalentes:

(i) Um conjunto C' contido em um espago vetorial V é convexo.

(ii) Para todo par de pontosz,y € C e para todo par de niimeros reaisa e 3, se a, 3 > 0
ea+ (=1, entao ax + Py € C.
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Definicao 1.3
Dado S C V',V um espaco vetorial, definimos o niicleo convexo de S (ou apenas niicleo
de S) como sendo o conjunto KERS := {x € S| SG[z;y] C S, Vy € S}.

Lema 1.2
Sejam x, y e z trés pontos distintos de V. Suponhamos u € SG [x;y], u # © e u # y. Se
v € SG [z;ul, entao existe w € SG [z;y] tal que v € SG [z; w].

Y x
Prova: Como u € SG[z;y], u # x e u # y, entao u = Ay + (1 — X\)z, com X € (0, 1).
Sendo v € SG [u; 2], entdo v = az + (1 — a)u, com « € [0,1]. Logo vale que

v=az+(1—a)dy+ (1 —a)(l =Nz, com X € (0,1) e a € [0, 1] (1.1)

Queremos encontrar w € SG [y; z] tal que v € SG[z;w]. Mas v € SG[r;w] & w =
tv+ (1 —t)z, com t > 1. Logo

w="vz+ (1 —7)y, com~y € [0,1] e

w=tv+ (1 —t)x, comt>1. (12)

w € SG [y; 2] evESG[z;w]@{

Juntando (1.1) com (1.2) temos

, , w=7vz+(1-7)y, comye€[0,1]e
w € SG[y; 2] e v € SG[z;w] @{ w=tloz 4 (1— o)y + (1 —a)(1 — Nl + (1 — t)a
com t > 1.
Encontrar entdao o ponto w ¢ equivalente a encontrar os valorest > 1 e v € [0,1] de
(1.3). Se conseguirmos entaoy € [0,1] e t > 1 tais que

v = ta, (1.4)
(I1—v)=t(l—a)) e (1.5
O0=tlar—a—\)+1, (1.6
entao o problema estara resolvido.
Mas de (1.4) e (1.6) resulta
1
e v = a (1.7)

:a—l—A(l—(x)
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Resta apenas mostrar quet > 1 e que o € (0,1) e que vale (1.5).

De fato vale (1.5) com t e v de (1.7), e como a € [0, 1], sai direto que v € (0, 1).
Mostraremos agora que t > 1.

Sea=0oua=1,entdot > 1por (1.7), pois A € (0,1). Suponhamos entaoa € (0, 1).

Ja que a+A(1—a) = a+A—a), coma, A € (0,1), tomemos a fungao f : [0,1] %[0, 1] —
R definida por f(a, \) = a4+ A —aA. Como f é continua definida em um compacto, entéo
ela atinge um méximo e um minimo em [0, 1]2. Encontremos o ponto de maximo de f.

Se Vf(a/;N)=(1-=XN,1-4a') =0, entao o/ = X = 1. Logo os pontos criticos de f
nao estao em (0,1)? e seu ponto de maximo esté na fronteira.

Como a fronteira de [0, 1]x [0, 1] & o conjunto ([0, 1] x {0})U([0, 1] x {1})U({0} x [0,1])U
({1} x [0,1]) temos:

f(d,0)=a" <1, f(1,0)=1,
fld,1)=d"+1—-ad =1,

FO,N)=XN<1, f(0,1) =1,
FAN) =14+ N — N =1.

1
Logo f(a/,N) <1, Vo/, XN € [0,1] e f(a,A) < 1sea, A€ (0,1). Assim sendo, 7 < le
t>1. ([l

Proposigao 1.3
KERS é convexo.

Prova: Sejam z,y € K = KERS com z # y. Queremos mostrar que, se u € SG [z;y],
entdo u € K. Para isso, seja u € SG [z;y] um elemento qualquer, logo u = ax + (1 — o)y
para algum 0 < a < 1.

Tomemos z € S qualquer. Se z = z ou z = y temos que SG [u;z] C S, pois z,y €
KERS. Agora, se z # = e z # y, vemos que esse 2 existe pois, comox € K e y € S, entao
SG[z;y] C S.

Assim, temos que x, y e z sdo trés pontos distintos de S, logo, pelo Lema 1.2, dado
v € SG[u; 2] existe um w € SG[y; 2] tal que v € SG[z;w]. Tomando v € SG [u; 2], seja
w € SaGly; 2] tal que v € SG [z;w]. Como y € K, SG[y;2] C S, logo w € S.

Sendo x € K e w € S temos que SG [z;w] C 5, logov € S. Como o pontov € SG [u; ]
¢ genérico, entao Yv € SG [u; 2], v € S, isto é, SG [u; z] C S.

Como a escolha de z também foi arbitraria, SG [u;z] C 5, Vz € S. Portanto u € K.
U]

1.1.2 Interior relativo e conjuntos afim

Definigao 1.4
Dado um espago vetorial V o transladado de um subespagoW C Vé chamado de subes-
paco afim (ou variedade linear).

Definigcao 1.5
Se U = W 4 v é um subespaco afim transladado de W, entao a dimensao de U é a
dimensao de W e denotamos por dim U = dim W.
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A dimensao de um conjunto S C V é a dimensao do menor subespac¢o afim que
contém S.

Observacgoes:

1. Um subespaco afim de dimensao 1 ¢ chamado de reta e um subespago afim de
dimensao n — 1 é chamado de hiperplano, se dimV = n.

2. Em R? os subespacos afim proprios sao os pontos, as retas e os planos, isto é, plano
¢ um subespaco afim de dimensao 2, reta é um subespaco afim de dimensao 1 e
ponto é um subespaco afim de dimensao 0.

Definicao 1.6
Dado S um subconjunto do espaco vetorial V', o interior relativo de S, denotado por
RELINTS, é o interior de S em relacao ao menor subespaco afim que contém .S, ou seja,

RELINTS :={z € S| 3¢ >0; B(z,e)NF C S},
sendo F' é o menor subespaco afim que contém S.

A proxima proposicdo nos diz que o interior relativo de um segmento de reta é o
segmento sem seus pontos extremos.

Proposicao 1.4
RELINT (SG [z;y]) = {z + a(y — x)|a € (0,1)}.

Prova:

Sabemos que SG [x;y] C = + [y — x|, sendo [y — x] o subespago vetorial gerado pelo
vetor y — x. Mostraremos que = + [y — 2| é o menor subespaco afim que contém SG [z; y].

Com efeito, suponhamos SG [z;y] C z + K, em que z + K é um subespaco afim.
Logo z,y € 2z + K, portanto x = 2+ k; e y = 2z + ko para certos ki, ks € K. Logo
z=x—k =y—ke, edaquix —y =k —ky € K. Assim o subespaco [z — y], gerado por
xr — 9y, esta contido em K.

Mas z+t(y—z) = x+ki+t(y—x) € 24+ K. Logo x+t(y—x) = z2—ki+t(y—x) € 2+ K,
Vt € R, pois t(y — z),—k; € K. Portanto x + [y — 2] C 2+ K, ou seja, x + [y — x] é o
menor subespaco afim que contém SG [z; y].

Agora mostraremos que * ¢ RELINT (SG [z;y]) (analogamente y ¢ SG [z;y]).
ey — )
20y — =l
Logo z € B(z,e) Nz + [y — z].

Mas z ¢ SG [z;y] pois — el
é, r ¢ RELINT (SG [z; y]).

Sejae > 0 e tome z = x— Logo z € 2+ [y —x]. Além disso, ||z—z| = 5 <e.

< 0. Portanto B(z,e) N (x + [y — x]) € SaG [z;y], isto

Finalmente, mostraremos que z € RELINT (SG [z;y]) ,Vz € SG [z;y], se z #x e z # y.
De fato, se z € SGz;y]l, 2 # x e z # y, entdo z = x + aly — x) com a € (0,1).
Tomemos
e=min{|[z — (z +aly —2))|, [y — (@ +aly—2))},
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ou seja, ¢ = min{||a(y — 2)||, ||(1 — a)(y — 2)||}, e um w € B(z,e) N (x + [y — z]). Logo
w=z+ [y —x), com fE€Re|w—z] <e. Assim

lz+aly—z)—z =By —a)l = (= B)y—2)l <e
=la=0[-lly—zl <laf-lly =zl e o= 5] - ly =zl <[1 —af - [ly — 2|
=la—=pl<la] e Ja=g[<[l-al=pF€(01)
Portanto B(z,e) N (x + [y — z]) C SG [x;y]. Isto prova a proposicao. O
Os seguintes lemas seguem das defini¢oes.
Lema 1.5
B(Az, A0) = AB(z,d), YA > 0.

Lema 1.6
Se C' é convexo, 0 € C' e B(x,0) C C, entao A\B(x,d) C C, para todo X € [0, 1].

Proposigao 1.7
Seja C' um conjunto convexo. Sex € INT(C) ey € C entao RELINT (SG [z; y]) C INT (C).

Prova: Sejam x € INT(C) e y € C. Sem perda de generalidade, podemos considerar
y = 0.

Como = € INT(C), entao existe um ¢ > 0 tal que B(x,e) C C. Para cada u €
RELINT(SG [z;y]), existe um A € (0,1) tal que u = Az, pois y = 0.

Mas B(Az, Ae) = AB(z,¢) C C, pelos lemas 1.5 e 1.6. Logo B(Az, Ae) = B(u, \e) C C.
Portanto u € INT (C). O

Corolario 1.8
Se C' é convexo, entao INT (C') é convexo.
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Prova: Sejam z,y € INT(C). Pela proposicao 1.7, RELINT(SG [z;y]) C INT(C). Mas
SG [z;y] = RELINT(SG [z;y]) U {x,y} C INT(C). O

Lema 1.9
Sejam C' um conjunto convexo, 0 € C' e F' o menor subespaco afim que contém C. Se
B(z,e) N F C C, entao \B(z,e)NF C C, VX € [0,1].

Prova: Seja A € [0,1] e z € AB(z,e)NF. Como 0 € C, entao F' & um subespago vetorial.
Sendo z € AB(x,e) N F, z = \w € F, para algum w € B(z,¢).

Se A =0, entao AB(z,e) = {0} C C. Logo AB(z,e)N F = {0} C C.

Agora, se A # 0, entdo z € F e %z =w € F, logo w € B(x,e) N F C C. Como
A € [0,1], entdo z € SG[0;w] C C, pois 0,w € C. Logo z € C. O

Proposicao 1.10
Seja C um conjunto convexo. Se x € RELINTC e y € C, entao RELINT(SG [z;y]) C
RELINTC.

Prova: Sejam x € RELINTC e y € (. Sem perda de generalidade, podemos considerar
y = 0.

Como x € RELINTC, entdo existe um e > 0 tal que B(x,e)NF C C, sendo F' & o menor
subespago afim que contém C. Para cada u € RELINT(SG [x; y]), existe um A € (0, 1) tal
que u = Ax, pois y = 0.

Mas B(u, Ae) N F' = AB(x,¢) N F. Por outro lado, pelo Lema 1.9, AB(z,e) N F C C,
logo B(u,Ae) N F' C C' e u € RELINTC. O

Corolario 1.11
Se C' é convexo, entao RELINTC' é convexo.

Prova: Sejam z,y € RELINTC. Pela Proposi¢ao 1.10, RELINT(SG [z;y]) C RELINTC.
Mas SG [z;y] = RELINT(SG [z; y]) U {z,y} C RELINTC. O

Teorema 1.12 o
Seja C convexo, entao o fecho de C', C, é convexo.

Prova: Sejam z,y € C e u = ax + By, com o, > 0 e a+ 3 = 1. Seja também
B(u,e) uma bola aberta centrada em u. Como z,y € C, existem zy € B(z,e) N C e
Yo € B(y,e)NC.

Afirmamos que ug = axo+ 0y € B(u,€). De fato, d(u, ug) = d(ax + By, azo + Byo) <
d(ax + By, axo + Py) +d(axg + By, axg + Byo) = d(ax, o) +d(By, Pyo) < ac+ fe = ¢.

Como ugy € SG [zg; Yo, entdo uy € C e B(u,e) N C # @, portanto u € C. O

Definicao 1.7
Um conjunto S é dito afim se, para quaisquer x,y € S, ax + (1 — a)y € S, qualquer que
seja o o € R.

Em outras palavras, podemos dizer que S é um conjunto afim quando, para qualquer
par de pontos x e y de S, a reta que liga os pontos = e y esta inteiramente contida em S.
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Proposicao 1.13
Sejam V' é um espaco vetorial e S C V. Nessas condicoes, S é afim se, e somente se, S é
um subespaco afim.

Prova:

(=) Suponhamos S afim e sejam z € S e U = —z + S. Afirmamos que U é um
subespaco vetorial de V. Para provarmos isso, sejam u,v € U, logo existem si,55 € S
tais que u = —x + 81 e v = —T + So.

Dali,

u+/\v:—x+s1+)\(—x+32):—9:+)\(2 (Sl—gSQ) —x>+(1—)\)31.

Sejam s3 = 252 = 1g 4+ (1 - 1) s, € 9,55 = —0+2s3 € Se sy = Asy+(1—N)s; € S.
Logo, como u+Av = —x+5s5 e 55 € 5, segue que u+ Av € U e portanto U ¢é subespaco
vetorial.

Sendo S =z + U, S é subespaco afim.

(<) Suponhamos agora que S seja um subespaco afim e sejam z,y € S.

Como S é um subespaco afim, segue que S = v + U, para algum subespaco vetorial
U e algum vetor v € V. Portanto x = v 4+ uy e y = v + uy para certos uy, us € U. Assim
A4 (1=Ny=Av+u)+ (1 =N (v+u) = Aug + (1 — Nug + v.

Mas u1,ug € U que é subespaco, logo Auj + (1 — Nug € U, VA € R. Segue entao que
Ay + (1 =Nug+v ev+U YA eR ouseja, \e +(1 — Ny ev+U =295, VA € R.
Portanto S é afim. 0

Observagao: Pela demonstracao dessa tltima proposicao, temos:

S afim < S — s é subespaco vetorial, sendo s € S um elemento qualquer.

1.1.3 Envolvente afim e envolvente convexa

Defini¢ao 1.8

Sejam A1, Ao, ..., A\, niimeros reais e suponhamos que A1 +- - -+ A\ = 1. Nessas condicoes,
dados os pontos x1, ..., T}, 0 pontoy = A\xy1 + - -+ + A\ é chamado de combinacgao
afim dos pontos z1, ..., xx. Se, além das condi¢coes anteriores, exigirmos que \; > 0,
Vi = 1,...,k, entao y = M\xy + --- + A\pgxp é chamado de combinagcao convexa de
T1yeooy Tk

O seguinte resultado relaciona os conjuntos afins e os conjuntos convexos com as
combinacoes afim e convexa.

Proposicao 1.14
(i) S é afim se, e somente se, toda combinac¢ao afim de elementos deS estd em S.
(ii) S é convexo se, e somente se, toda combinagao convexa de elementos deS estd em S.

Provamos apenas o segundo item desta tltima proposicao, pois a prova do primeiro é
analoga a do segundo.
Prova do item (ii):
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(<) Suponhamos que toda combinagdo convexa de elementos deS estd em S e sejam
x,y €8S.

Logo, VA € [0,1,A+ (1 =) =1,A>0el—X>0. Assim, Az + (1 — \)y é uma
combinagao convexa dos elementos de S, VA € [0, 1], e segue que \x + (1 — \)y € S,V €
[0, 1].

Portanto, S é convexo.

(=) Suponhamos agora S convexo e seja \yz1 + - - - + A\, 2, uma combinagao convexa
de elementos de S. Usaremos inducao sobre n para mostrar que Az + -+ - + A\, z, € 5.

(1) Para n = 1 sabemos que toda combinac¢ao convexa de um tnico elemento de S é
o proprio elemento que esta em S.

(2) Para n = 2, consideremos ax + Sy uma combinagao convexa de no maximo dois
elementos de S. Logo a+ 3 =1, o, 5 > 0.
Portanto ax + By € S, pois S é convexo.

(3) Suponhamos que, para um certok > 2, toda combinagao convexa de no maximok
elementos de S estd em S. Mostraremos que toda combinacao convexa dek + 1 elementos
estd em S. Com efeito, seja \jx; + -+ + A\pZp + Apr12p1 uma combinacao convexa de

k + 1 elementos.
k+1 k

Como Z/\,- =1 e N>0,Vie{l,...,k+ 1}, podemos considerar o = Z)‘i e
i=1

=1

k k
1 1 1
Yy = Z —\ix;. Logo Z —XN=1le—=\>0, Vi=1,...,k, ousejay é uma combinagao
i1 & -1 @ @
convexa de k elementos de S.
Sendo y combinagao convexa de k elementos de S, entdao y € S. Porém

M+ AT+ A1 T = QY+ A1 T,

com o, \py1 > 0ea+ Ny = Zle Ai + A1 = 1
Logo ay + A\gy17k11 € uma combinacao convexa de dois elementos de S e estd em S,

portanto A\jxq + -+ - + ApZp + App1Zprr € S. O

Definicao 1.9

Um conjunto finito de pontos{xy,...,z,} é dito afim dependente (ou a.d.) se existem
niimeros reais A1, . . . , A, nao todos nulos, tais que \1+---+\, =0e \jx1+---+\,x, = 0.
De outro modo, {x1,...,z,} é dito afim independente (ou a.i.).

Um conjunto S é dito afim dependente se existe um subconjunto finito de S que
seja afim dependente. De outro modo S é dito afim independente.

Proposigao 1.15

Dados z1, ..., x, pontos de um espago vetorial V, z1, ..., x, sao a.d. (afim dependentes)
se, e 56 se, algum x;, é uma combinagao afim de xq,...,%;,—1,Tiy+1,---,Tn, para algum
10 € {1,71}
Prova:

(=) Suponhamos {zi,...,2z,} a.d., logo existem Aj,...,\, ndo todos nulos com

=1

i=1
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Seja iy € {1,...,n} tal que z;, # 0, logo

xioz—zﬁxi e /\Z-O:—zn:)\i%().

.
i=1 "0 =1
i#io i#io
Como Ay, = — > 1=1 \i # 0, entdo — > 7—1 & = 1. Portanto x;, ¢ uma combinacao
i#io iip Mo
afim de {x1, ..., Tiy—1, Tig+1, -+, Tn}-
(<) Suponhamos agora que z;, ¢ uma combinacao afim de {1, ..., i1, Tig+1,- - -, Tn}
para algum iy € {1,...,n}. Sejam os escalares o;, i = 1,...,n, tais que x;, = aqz; +

Co T Q1T —1 F Qg1 Tig 41 + -+ Ty, € tals que o - Q1 F Qg1+ o, = 1L
LOgO a1xry + -+ Oy —1Ti9—1 — Ty + Oig+1T50+1 + -+ ApLy = 0 e (o R Qig—1 +
(—1) + ajy1 + - -+ + a,, = 0. Portanto {x1,..., 21, Tiy, Tig41, - - -, Tn} € a.d. O

Proposigcao 1.16
Qualquer subconjunto de R™ com pelo menosn + 1 elementos é 1.d. (linearmente depen-
dente) e qualquer subconjunto deR"™ com pelo menos n + 2 elementos ¢é a.d.

Prova: Suponhamos que S C R" tenha pelo menos n + 1 elementos. Como dimR" = n,
é sabido da algebra linear que S é 1.d.

Suponhamos agora que S tenha pelo menos n + 2 elementos, tome entao x1,..., 2,
elementos distintos de S com m > n + 2. Logo zo — 1,23 — 1,...,T,m — x1 a0 1.d. e
existem g, . . ., ay, ndo todos nulos tais que ag(xe — 1)+ - -+ (2, — 1) = 0. Portanto,

m m
— E o; | T+ g a;x; =0
i=2 i=2

Agora, tomando a; = — > ", a;, temos que ay, . . ., 4y, 1a0 sao todos nulos, oy +- - -+
am =0eaix;+ -+ oz, =0, isto é, x1,...,2, sao a.d. O

Temos em R" trés tipos de combinacoes: as combinacoes lineares, as combinagoes afim
e as combinagoes convexas. Se um conjunto ¢ fechado a respeito das combinagoes lineares
ele ¢ um subespaco vetorial. Se é fechado a respeito das combinacoes afim ele é subespaco
afim e se é fechado a respeito das combinacoes convexas ele é convexo.

Proposigao 1.17
Se {Sa},cy € uma colecdo de subconjuntos convexos (afins), entao m S, é convexo
acd

(afim).

Prova do caso convexo:
Sejam x,y € m S., portanto x,y € S,, para cada o € 7.

acd
Como S, é convexo para cada o € &7, entdo SG [x;y] C S,, Va € &, logo SG [x;y] C

ﬂ S.,. ]

acd
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Definigcao 1.10

Sejam V' um espaco vetoriale S C V. A envolvente convexade S é o menor subconjunto
convexo de V que contém S e a envolvente afim de S é o menor subespaco afim deV que
contém S. Denotamos a envolvente convexa de S por CONVS e a envolvente afim por
AFFS, ou seja,

CONVS = ﬂ C,com€={CCV|ScCeC éconvexo},

Cec
AFFS = ﬂ A, comA={ACV|SCAeAéafim}.
Aet
Observacgoes:

1. S é convexo & S = CONVS e

2. Séafim & S = AFFS.

Proposigcao 1.18
CONVS consiste no conjunto de todas as combinacoes convexas deS. AFFS consiste no
conjunto de todas as combinacoes afim de S.

Prova: Provamos apenas o caso convexo, pois o caso afim ¢é similar a este.

Como CONVS' é convexo, entdo ja sabemos que todas as combinacgoes convexas de
CoNVS estd em CONVS. Logo qualquer combinacao convexa de elementos de S esta
em CONVS. Resta mostrar que todo elemento de CONVS é uma combinagao convexa de
elementos de S.

Seja T o conjunto de todas as combinacoes convexas de S, logo T" C CONVS. Se
mostrarmos que 1" é convexo, entao CONVS C T

Sejam z,y € T, logo x = 3" aya; e y = D70 Biy; com: a; > 0, B > 0, z; € S,
yy €85, Vi=1,...,n e Vj=1,...,m,sendo que Y a; =1=37", 3

Entao, dado A € [0, 1], seja z = Az + (1 = Ny = >0, Aaiw; + D50 (1 — A) By,

Mas,

A+ (1= N3 =AY+ (1 =N 8= A+ (1-A) =1,
A >0e(1—=N)p; >0, Vi=1,....,n e Vj=1,...,m.

Portanto z € T', ou seja, 1" é convexo. O

Teorema 1.19 (Caratheodory - 1907)
Se S # @, S C R", entao todo elemento de CONVS é uma combina¢ao convexa de no
maximo n + 1 elementos de S.

Prova: Seja x € CONVS, logo v = Mz + -+ - + A\ comm € Ny z; € S; A\ > 0, para
i=1,...,m,sendo > " A\ =1.

Suponhamos, por absurdo, que m > n + 1. Entao {z1,...,z,} sdo a.d., logo existem
~ . m m
at, ..., 0y, nd0 todos nulos, tais que Y ;" a;z; =0e Y " a; =0.
Assim,

M+ . FAar, = o,
a i+ ... +apr, = 0.
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Como os escalares «; nao sao todos nulos, entao apr = —Qx] — +++ — Qp_1Tp_1 —
Qpi1Tke1 — **° — QpTy, para algum 1 < & < m. Podemos supor o > 0, senao tomamos
v = —a; para 1 <1 < m.

Como ay > 0, entao zp, = —— E a;r;. Dail, temos

z;ﬁk
k
Ak
E AT = E )\xj—i-)\kxk—g AT — E ole—g N — a—ozi ;.
, k
J=1
]#k jyék Z#k’ Z;ték‘

A
Afirmacao: E (/\ — —kaz> x; € uma combinagao convexa de elementos de S.
Qg
7k

m
Ak
Passo 1: Precisamos provar que a soma dos coeficientes de E ()\i — —a; | x; éigual
Qg

i=1
m

i#k
a 1. Com efeito,
Passo 2: Demonstrar que cada escalar de Z (/\i —

MMS

Ak . .
—aq; | x; € maior ou igual a zero.
° 677
i=1
i#k
Se a; < 0, entdo \; — 2ty > 0.
2 g

Se a; > 0, entdo \; — 2k = qy (2 — 2k,
’ 675

g kg
m

Mas, quando escolhemos oy, # 0 de tal forma que o > 0 e gy = Z a;T;, poderfamos
ik
ter feito a escolha de tal forma que o, também satisfizesse ’\—’“ = min { A <i<kea; > O}.
Dessa forma, % — i—k >0e q (ﬁ — —’) > 0.
i k Q; [e75
Logo =z ¢ uma combinagao convexa de m — 1 elementos de S. Se m —1 > n + 1,

repetimos esse processo um numero finito de vezes até obter quex é uma combinacao
convexa de no maximo n + 1 elementos de S. 0]

Se z € CoNvS e S C R", entdao nem sempre ¢ possivel conseguir um nimero de
elementos de S menor do que n + 1 de forma que z seja uma combinacao convexa destes
elementos. Por exemplo, em R?, dado S = {(0,0);(1,0); (0,1)}, CONVS & um triangulo.
Um exemplo disso é que (3, 3) estd em CONVS mas nao é combinacao convexa de nenhuma
par de elementos de S.

1.1.4 Simplex

Definicao 1.11
A envolvente convexa de um nimero finito de elementos é chamada depolytope.
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0,1)

(1/31/3)

(0,0) (1,0)
Quando S = {x1, ..., z11} edim (CONVS) = k entao CONVS é chamado de simplex
k-dimensional e os pontos 1, . ..,T,11 sao chamados de vértices de CONVS.

Exemplo 1.1

1) um simplex 0-dimensional é um ponto,

2) um simplex 1-dimensional é um segmento,
3) um simplex 2-dimensional é um triangulo,
4) um simplex 3-dimensional é um tetraedro.

Observagao: dim{x,..., 211} = dim CONV{zy, ..., zp1}, pois AFF{xy, ..., Tp1} =
AFF(CONV {l’l, - ,l’k+1}).

Proposicao 1.20
Sejam xq, ..., x4 vetores de V. Nessas condigoes, dim{xq,...,xx11} = k se, e somente
se, 0s vetores xy,...,Tr11 Sao afim independentes.

Para provarmos essa proposicao, precisamos do seguinte lema:

Lema 1.21
O conjunto {x1,...,z,} é a.d. se, e 6 se, {xo — x1,...,x, —x1} é Ld. .
Prova:
(=) Suponhamos que {x1,...,z,} seja a.d., logo existem escalares aq,...,®, nao
todos nulos tais que Y ;. ox; =0e > o oy = 0. Portanto a; = — 1" , .
Logo oy # 0 ou «y, # 0, para algum i = 2,...,n. Dai, > ., a; # 0 ou oy, # 0, para
algum ip = 2,...,n. Assim, «o;, # 0, para algum ip = 2,...,n.
Conseqiientemente,
n n n n
Z Oél'(l'i — fﬂl) = ZO&Z'.I'Z' — [Z Oél'] T = Z o;T; + pxry = O,
=2 =2 i=2 =2

e portanto {xy — xq,..., 2, — 21} & 1.d.



1.1. CONJUNTOS CONVEXOS 13

(<) Suponhamos agora que {xy — z1,...,z, — 21} seja l.d. Logo podemos escolher
escalares o, ..., oy, ndo todos nulos, tais que >\, a;(z; — 1) = 0.
Definindo oy = — )", a;, temos que

n n n n
E o = E o+ apr] = E o r; — E (07
=1 =2 =2 =2

3 . n n n n
Alem disso, > .y =1+ ) L o =—> " 0+ 1 ,a; =0. Como os escalares
ag, ..., 0, nao sao todos nulos, entao {z1,...,x,} é a.d.. [

T = ZOQ(:L’Z — 1'1) = 0.
1=2

Tendo provado o lema acima, estamos prontos para provar o seguinte resultado:
Prova da proposicao 1.20:

A prova segue da equivaléncia das linhas abaixo:
(1) {z1,..., 21} € ad.,
(2) {zg — 1, ..., k1 — 21} € 14,
(3) dim[zy — 21, ..., Tk1 — 1] = K,
(4) dim AFF{zy,...,xp11} =k e
(5) dim{xy,..., 251} = k.

A equivaléncia das linhas (1) e (2) decorre do Lema 1.21, a equivaléncia das linhas (4)
e (b) segue da definigdo de dimensdo de um conjunto, a das linhas (2) e (3) decorre da
definigdo de dimensao de um espaco vetorial e a equivaléncia das linhas (3) e (4) decorre
da igualdade AFF{JZl, . ,Ik+1} =+ [ZL’Q — X1y Thy1 — ZEl]. O

Sabemos, pela Proposicao 1.18, que cada ponto de um simplex pode ser escrito como
combinacao convexa de seus vértices. Além disso podemos provar que essa combinacao é
unica.

Proposicao 1.22
Se S ={x1,...,xp11} CR" edim S = k, entao cada ponto do simplex CONVS tem uma
iinica representacao como combinacao linear de seus vértices.

Prova: De fato, se z1,..., 251 sao os vértices de um simplex e ayxy + -+ + @ Tpiq
e f1x1 + - + Buxry1 sao duas combinagoes convexas de um mesmo elemento x, entao
(1 = Bi)ar + -+ + (g1 — Brra)Trr = 0.

Logo vix1 + ... Ygs1%gs1 = 0, com v; = o; — B;, parai = 1,...,k+ 1. Mas Zfill ¥ =
Zfill Qi — fill Gi=1-1=0.

Portanto v = —y2 — - -+ — Vg1, assim v, + o2 + . . Y18k = Yoo — 1)+ -+
Yn(Trgr — 1) = 0.

Como 1, ..., Tky1 sdo os vértices de um simplex, entao dim{zy, ..., zr1} = k, logo
Ty — T1,...,Tkyr1 — 1 SA0 Li..

Portanto v = - -+ = vx11 = 0, logo ag = o, ..., a1 = Braa-

Por outro lado, como oy + -+ apy1 =0 =01 + -+ - + Bry1, entao oy = . O

Pela demonstragao desta tltima proposicao, podemos provar que, sexy,..., T, Sao
a.i., entdo cada ponto de AFF{zy,...,x,,} pode ser representado de forma tnica como
combinacao afim de xy, ..., x,.
Definicao 1.12
Seja S = CoNv{xy,...,zk1} um simplex k-dimensional contendo x. Seja Zf;l T

a representacao tnica de x como combinacao convexa dos vértices de S. Entao os
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nimeros o, ...,Q,y1 sao chamados de coordenadas baricéntricas de x. O ponto
To = k:+r1 (x1 4+ -+ + xpy1) é chamado de centréide do simplex S.

Observagao: Usando o centroide, prova-se que um simplex tem interior relativo nao
vazio.
Proposicao 1.23
Se S = CoNV{xy,..., 2} é um simplex (m — 1)-dimensional, entao RELINTS # &.

Prova: Como os pontos 1, ..., T, sao a.i. (sdo os vértices de S), cada ponto de S tem
representacao Unica como combinagao afim de xy,...,x,. Podemos entao definir uma
funcao f : AFFS — R™ da seguinte forma:

flarxy 4+ -+ Q) == (aq, ..., ).

Veja que f leva os pontos de S em suas coordenadas baricéntricas.
Afirmacao: f é continua.

De fato, sabendo que AFFS = x; + [x2 — 21, ..., Ty — 21, Obtemos que ayx; + -+ - +
U = T1 + Po(@2 — 1) + -+ + B (@ — x1). Dai,
Q1 = 1-— 2212 61'7
%) 2527
(7% :ﬂm
LOgO f(alxl +e 4+ amxm) - (1 - 222 5%627 s 75771,)-
Sejam h : R" — R" definida por h(z) = x —x1 e g : [xg — x1,...,2p — 2] — R™

definida por g(B2(x2 — 1) + -+ + Bu(Tm —21)) = (1 — ZZQ Bis Bay - -+ s Bim)-

Logo f = goh|,,.s- Como g e h sdo continuas, entdo f também é continua.

Consideremos zg o centroide de S, logo f(zg) = (%, . %) Sendo f continua, existe
uma bola aberta B com centro em z( tal que cada funcao coordenada de f é positiva em
todo ponto de B.

Segue que cada ponto de BN AFFS é uma combinacao convexa dos vértices de S, ou

seja, BN AFFS C S. Portanto, o € RELINTS. O
Uma conseqiiéncia da Proposi¢ao 1.23 é o seguinte teorema:

Teorema 1.24
Todo conjunto convexo k-dimensional S C R™ tem interior relativo nao vazio.

Idéia da Prova: Primeiro, precisamos mostrar que existem 1, ..., Txy1 elementos a.i.
de S. Logo, da demonstracao da Proposicao 1.23, existe uma bolaB centrada no centroide
zo do simplex CONV{xy, ..., 21} tal que BOAFF{xy, ..., 241} C CONV{Zy,. .., Tps1}-
Como BN AFF{xzy,...,xp11} C CONV{xy,...,Tp11} € AFF{1,... , Tp1} =
AFF(CONV{zy,...,x11}) = AFFS, entao xy estd no interior relativo de S, provando o
teorema. 0

Proposigao 1.25

(i) x € CONVS se, e somente se x é elemento de um simplex cujos vértices estao em S.
(ii) Se x € CONVS, entao = é ponto do interior relativo de um simplex cujos vértices estao
em S.
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Prova do item (ii): De fato, se z € S entdo x estd no interior relativo do simplex
{z} cujo tnico vértice estd em S. Se x ¢ S e dim S = k, entdo S é subconjunto de um
subespaco vetorial de dimensao k ou k£ + 1, logo x é a combinac¢ao convexa de no maximo
k + 2 elementos a.i. de .S, pela demonstracao do teorema de Caratheodory.

Sejam x1, ..., T,, os elementos a.i. de S dos quais x é uma combinacao convexa. Como
T1,..., Ty S0 ad., entdo {x1,...,,} sdo os vertices de um simplex e x = > " | a,x;,
com y .~ a;=1eaw; >0paratodoi=1,...,m.

Afirmo que z € RELINT(CONV{z1,...,2,,}). Com efeito, considerando a funcgao f :
(AFF{z1,...,2,}) — R definida por f(f1z1+ - -+Bmxm) = (b1, - - ., Bm), que & continua,
existe uma bola aberta B(x,¢) tal que todo elemento de B(z,e) N AFF{zy,...,2,,} tem
imagem com coordenadas positivas. Logo
B(z,e) N AFF{z1,..., 2y} C CONV{zy,..., 20}

Portanto x € RELINT(CONV{zy, ...,z }). Mas dim(CoNv{xzy,...,z,}) =m —1 <
k+ 1, pois m < k+ 2. Por outro lado, dim S = k, logo m — 1 < k, ou seja, a dimensao
do simplex é menor ou igual a dimensao do conjunto original. U
Exemplo 1.2

Se z € RELINT(CONVS), isso ndo implica que  esta no interior relativo de algum simplex
com vértices em S e com mesma dimensao de S. Na figura 1.2, x estd no interior relativo
de CONVS, mas nao esta no interior relativo de nenhum simplex com vértices emS e com
mesma dimensao de S.

S convS

Figura 1.1: figura do exemplo 1.2.

Teorema 1.26
Seja S um aberto de um espaco vetorial normadoV , entao CONVS é aberto.

Prova: Como S C CONVS entao INT (S) C INT (CONVS).

Mas S = INT (S), pois S é aberto. Logo S C INT (CONVS).

Por outro lado, CONVS é convexo, logo INT (CONVS) também é convexo. Assim,
S C INT (ConvVS) com INT (CONVS) convexo, logo CONVS C INT (CONVS). Portanto
CONVS é aberto. O

Exemplo 1.3 (S fechado = CoNvS fechado.)
Seja S = {(x,y) € R¥|2?y> =1 ey > 0}.

i) S é fechado:

De fato, sejam S; = f~1({1}), onde f é a fungdo continua f : R?> — R dada por
flx,y) = 2%% e Sy = R x R,

Como 57 é a imagem inversa de um conjunto fechado por uma funcao continua eS; é
o produto cartesiano de dois conjuntos fechados, entaoS = S; N .S,, S é fechado.
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ii) CoNvS nao é fechado:
ConvS = {(z,y) € R?*|y > 0} que nao ¢ fechado.

Proposicao 1.27
Seja S compacto, entao CONVS é compacto.

Prova: Definindo
fR"™ XxR"x .- x R" — R"
—_——
(n+1)—vezes

por

n+1

f((al,...,an+1);(m},...,x}l);...;(x’f“,...,xﬁ“)) :Zai (xlh,le),

=1

f é continua e f(B x S x --- x S) C R" é compacto, sendo B := {(al,...,an+1) €
R"™May + - 4+ ap=1lea; >0,Vi=1,...,n+ 1} um compacto em R (pois é
limitado e fechado).

Como CONVS = f(B x S x --- x 5), pelo teorema de Caratheodory, entdo CONVS é
compacto. |

1.2 Hiperplanos suporte e semi-espacos suporte

1.2.1 Hiperplanos e semi-espacos

Ja foi visto anteriormente que, em um espaco vetorial V' de dimensao n, um hiper-
plano ¢é o transladado de um subespago vetorial de dimensaon—1, ou seja, um hiperplano
¢ um subespaco afim de dimensaon — 1. A respeito dos hiperplanos de V', cabem aqui
duas observagoes:

1. H é um hiperplano de V e h € H{ < H — h é um subespaco vetorial de dimensao
n—1;
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2. se h,k € H e H & um hiperplano, entao H — h = H — k.

Definicao 1.13
Seja H um hiperplano de um espago vetorial V. Um semi-espacgo de V é um conjunto

S da forma:
S={h+av| heHea>0}

sendo vy ¢ H — hy um vetor fixado, com hg € H um outro vetor fixado. O hiperplano H
é chamado de face do semi-espacgo S.

Se H é um hiperplano com hy € H, entao Vo = H — hy é um subespaco vetorial de V'
com dim(Vp) = n — 1. Logo Jug ¢ Vi e portanto o conjunto S esta bem definido e nao é
vazio.

Além disso, um hiperplano H determina exatamente dois semi-espagos cuja intersecao
é o proprio H, como mostramos na proxima proposicao.

Proposigao 1.28
Um hiperplano H de V determina exatamente dois semi-espacos distintosS; e Ss tais que
SlmSQZ:}(eSlUSQ:V.

Prova: A prova esta dividida em quatro passos:

Passo 1: A existéncia de dois semi-espacos distintos.

Sabemos, pela definigao, que S; = {h+avg| h€ Hea >0} e Sy ={h+a(—vy)| h €
H e o > 0} séo dois semi-espagos determinados por H, sendo vy & Vo = H —hg e hg € H
dois vetores fixados.

Além disso, S; e Sy sao distintos, pois hg+vy € S1\ Se. De fato, se hg+ vy € S, entao
ho 4+ v9 = h — awy, para algum h € H e algum « > 0. Assim (1+a)vg = h—hy € H — hy,
e disso segue que a = —1, pois vg ¢ Vy. Como a = —1, entao hg + vog = h — vy, 0 que
implica em 2vg = h — hg € H — hy = Vj, ou seja, vy € Vg, o que é uma contradicao.

Portanto hg +vg € Sy \ Sz, analogamente hg — vy € Sy \ S, e os dois semi-espagos sao
distintos.

Passo 2: A intersecao de S; com S5 é igual a JH.

Suponhamos x € S1N.Ss, logo x = hy +ayvg = hg — sy, com hy, hy € H e ag, s > 0.
ASSiHl, T — h() = (hl — h()) + vy = (hg — ho) — (ralp, OU seja, (hl — ho) + vy =
(hg — ho) — (9.

Mas disso sai que (ag + az)vg = (hy — hg) — (hy — hg). Como hy — hg, hy — hg € Vj,
entdo (a; + ag)vg € Vp. Logo ag + ay = 0.

Portanto oy = —as =0 e x = hy = hy € H. Concluimos que S; N .Sy C H.

Por outro lado, H C 51 NSy, logo H = S; N Ss.

Passo 3: A uniao de S; com Sy é igual a V.

Sejam v € V', H = hg + V. Suponhamos que hy € V5. Logo H = Vi + hy = Vi. Neste
caso, como dim(Vp) = n — 1 e vy ¢ Vi, entdao Vo + [vg] = V. Assim, existem u € Vj e
a € R, tais que v = u+ avy. Como Vy = H, entdou € H, daiv e {h+avy| he Hea €
R} = S; U S,.

Suponhamos agora que hy ¢ Vy. Como V = Vj + [ho|, entao existem u € Ve § € R
tais que u + Bho = vo. Sabendo que vy ¢ Vj, obtemos que 5 # 0, logo %u + hy = %vo €
Vo + ho = H.
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Por outro lado, existem w € Vj e a € R tais que w + avg = v. Logo

1 1 1 1
v:w—i-owozw—l—(a——+—>vozw—l——vo%—yvg:w—l——u—i-ho—i-vvo.
g p B 5

1 1
Masw—l—BuEVmlogow+5u+h0€%evesluSg.

Passo 4: Nao existem outros semi-espacos diferentes de S; e Sy da forma {h+awv,| h €
Hea>0}, comuv ¢ V.

Suponhamos S3 = {h + avi| h € H e a > 0} um semi-espaco, com v; ¢ Vj, e seja
u € S3 comu ¢ H. ComoV =5 US,, entdo u € Sy ou u € Ss.

Suponhamos também que u € S;. Neste caso vale que u = h + avy = k + [Bvy, com
h—Fk « h—k v
0-

h,k € Hea,>0. Logo v; = T+Bvo. Como h, k € Vy + hg, entao
Seja w = | + yv; € S3 um vetor qualquer, com ! € H e v > 0. Substituindo vy,
obtemos que

k
w:l+7(—+—v0) :l0+h0+%(}l—k})+%vo:hl—l-%l}o,

com [ = o + ho, loe%eh1:l0+%(h—k)+hoeﬂf. Logo w € Si.

Assim, provamos que, se u € S; N S3, entdao S3 C S;. Analogamente prova-se que
S1 C S3. Da mesma forma, podemos provar que, seu € Sy N S5, entao Sy = Ss. O

Definigcao 1.14
Dizemos que dois hiperplanos sao paralelos quando um é o transladado do outro. SeJ{
e K sao dois hiperplanos paralelos, denotamos porH //X.

1.2.2 Caracterizacao dos hiperplanos e semi-espacos deR"

Sabemos que o produto interno usual de R™ d4 origem & norma e & distancia usuais.
Dados u,v € R", denotaremos por (u,v) ao produto interno usual de v com v, por |jul| &
norma usual de u e por d(u,v) a distancia usual entre u e v.

Proposicao 1.29
Se H é um hiperplano de R™, entdo H é da forma H = {x € R"| (x — a,v) = 0}, para
certos vetores a,v € R".

Observacgoes:

1. O vetor v é chamado de vetor normal ao hiperplano H.

2. Os vetores a e v determinam o hiperplano H.

3. O vetor a esta em .

4. Se b € H, entao H = {z| (r —a,v) =0} = {zr € R"| (x —b,v) =0}.

5. O hiperplano H é chamado de hiperplano normal a v que passa por a, sendo que
dados os vetores a e v existe um tnico hiperplano normal av passando por a.
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Prova: Passo 1: Demonstrar que H = {z| (z — a,v) = 0} é um hiperplano.
Seja {v1,...,v,_1,v} uma base ortogonal de R". Afirmo que H =a+ [vy,...,v,_1]
De fato,

n—1 n—1
reEH & (xr—a,v)=0 & :B—a:Za,-vi & a:ch—Zozwi S € atlvr, ..., U]

=1 =1

Passo 2: Provar que todo hiperplanoH de R" é da formaH = {x € R"| (x — a,v) = 0},
para certos vetoresa € H e v € R".

De fato, sejam H um hiperplano de R" e a € H, entao H — a é um subespaco vetorial
de dimensao n — 1 de R™. Logo existe uma base ortogonal {vy,...,v,—1} de H — a. Seja
entdo v € V tal que {vy,...,v,_1,v} forme uma base ortogonal de R”. Afirmamos que
H={xeR" (x+a,v)=0}

n—1
reH & r—acH—-—a & x—a:Zaivi & (r—a,v) =0.
i=1
0

1

Observagao: H = a + [v]*, sendo [v]* o subespago vetorial ortogonal ao subespago

gerado por v.

Uma vez que mostramos novas formas de escrever um hiperplano deR", a seguinte
proposicao apresenta uma nova forma de caracterizar um semi-espago deR"™.

Proposicao 1.30
Se H = a + [v]* é um hiperplano de R™, entao os semi-espacos determinados por H sao
da forma:

{Slz{a:\ (x — a,v) > 0},
Sy ={z| (xr —a,v) <0}.

Prova: Sabemos que v ¢ [v]t = H — a, logo
S ={z|x=h+av, coma>0ehecH} e Sy={x|x=h+av, coma <0ehc H}.

Afirmamos que S1 = {z| (z —a,v) >0} e Sy = {z| (x —a,v) <0}. De fato, se
z €85 entdo = (a+u)+av, com a > 0eu € [v]t. Assim, (z — a,v) = (u,v) +a|jv|| =
allv]] > 0. Logo Sy C {z| (z —a,v) > 0}.

Por outro lado, considerando {v1, ..., v,_1,v} uma base ortogonal de R", com {vy, ...,
v,_1} base de [v]*, obtemos que, se (x —a,v) > 0, entdo = —a = Y1~ ayv; + av, com
a>0. Assimx—a =k+av, coma > 0ek € [v]t, conseqiientemente, x = a +k + av =
h+ av, com a > 0, h = a+ k € H. Portanto {z| (x —a,v) >0} C 5.

Analogamente para Ss. OJ

Definigcao 1.15
Seja S = {zx| (r —a,v) > 0} um semi-espaco, entao o vetorv é chamado de vetor normal
interior a S e o vetor —v é chamado de vetor normal exterior a S.
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Observacgoes:

1. Se v ¢ um vetor normal ao semi-espaco S, entao v é normal a face de S.
2. Se v & um vetor normal exterior ao semi-espago S, entao S = {z| (x — a,v) < 0}.

3. Se v & um vetor normal interior ao semi-espaco S, entao S = {z| (v —a,v) > 0}.

1.2.3 Hiperplano suporte e semi-espaco suporte

Definicao 1.16
Seja C' um subconjunto nao vazio deR". Um hiperplano suporte de C' é um hiperplano
H que satisfaz:

1. HNC#oe
2. UCSl OU@CSQ,

sendo Sy e Sy os subespacos de R" determinados por H.
Dizemos que 3 é um "hiperplano suporte de C' em c¢" quando 3 é um hiperplano
suporte de C'ec e HNC.

Queremos mostrar que todo subconjunto nao vazio e limitado de R™ possui, para
cada direcao v, um hiperplano suporte da forma a + [v]*. Além disso, queremos que o
nimero maximo de hiperplanos suporte de um subconjunto limitado e nao vazio deR",
ortogonais a uma dada direcao, seja dois. Para provarmos estes resultados precisamos de
alguns outros.

Proposicao 1.31
Se H e K sao hiperplanos paralelos, entao existe um vetorv normal a H e a X tal que,

heHekeX = }CC{I’ <SL’ ]{?,’U>_0}7
X C {z| (x—h,v) <0}.
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Prova: Como H é um hiperplano, se h € H entdo H = {x € R"| (z — h,v") = 0} para
algum v" € R™. Da mesma forma, sendo X//H e k € K, KX = {z € R"| (x — k,v') = 0}.

Sejam os semi-espacos S1 = {x € R"| (z —h,v') > 0} e Sy = {x € R"| (z—h,?)
< 0}. Como S; U Sy =R™, entdo k € S; ou k € 5.

Se k € Sy, escolhamos v = v/, se k ¢ S;, tomemos v = —v’. Em qualquer dos dois
casos, k € S = {x € R"| (x — h,v) > 0} e v é um vetor normal a H e a K.

Basta mostrar que K C Se H C 8" ={z € R"| (z —k,v) <0}

Tomemos x € X = k + [v]*, logo # = k + u, para algum u € [v]*. Assim, (x — h,v) =
(k+u—h,v) = (k—h,v) + (u,v) = (k — h,v) >0, pois k € S. Concluimos que X C S.

Como (k — h,v) > 0, logo (h — k,v) < 0. Portanto h € S’, e podemos provar que
H C S’ de forma analoga a feita para K. O

Proposicao 1.32
Se H e K sao hiperplanos paralelos e v 1. H, entao da € R tal que H = K + av e
d(H, X) = [al - [[v]l.

Prova:

Passo 1: Ja € R tal que H = K + aw.

Como H /K, entdo H = h+[v]t e K = k+[v]!, para certos h, k € R". Mas h = w+ v
e k = ¢+ v, para algum w e algum ¢q em [v] e certos 3,7 € R, pois [v] + [v]t = R™.
Portanto,

H=w+ pv+ [v]* = pv+ [v]*,
K =q—+~yv+ [v]t =yv+ [v]*

Segue que, se = v — 3, entdo H +av = fv+ ]t +av = (B+~ — B)v + [v]t =
Y+ o]t =K.

Passo 2: d(H,XK) = |af - ||v]].

Por defini¢ao, d(H,X) = inf{d(z,y) | x € H e y € K}.

Sejam x € H e y € K, entdo y = hy + av para algum h; € H. Ja que [d(x,y)]2 =
[d(z,h1 4+ av)]? = |z — by — aw|]? = (. — hy — av,z — hy — aw) = ||z — hy|* + o?||v]|>.
Obtemos que, se [d(z,y)]”> > |a?| - ||[v]|%, entdo d(z,y) > |a| - ||v||, quaisquer que sejam
reHeyeX.

Mas d(z,z + aw) = ||z — 2 — aw]|| = |af - ||v]|. Portanto d(H,K) = |a] - ||v]|. O

Definicao 1.17
Sejam H = h + [v]* e X = k + [v]* dois hiperplanos paralelos ev tal que

Kc{zeR" (x—h,v)>0}=5 e HC{zeR"l (x—Fkv)<0}=25.

Dizemos que um hiperplano R esta entre os hiperplanos H e X quando R//H e
R C 51N Ss. Neste caso, denotamos por H x R x K.

Proposicao 1.33
Se H « R+ K, entao d(H,K) = d(H,R) + d(R, K).
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Prova: Consideremos v um vetor tal que H = h + [v]t, X = k + [v]*, H C §; =
{z] (x —k,v) >0}, KC Sy={z| (x—h,0v) <0}eR=r+[v]t CSNSY%..
Sejam também «, 5 € R tais que R = H 4+ av = K + [o.

Afirmacao 1: o« > 0.

De fato, se v € R, entao x € H+ av ez € S;. Logo x = hy + av, com h; € H, e
(x — h,v) > 0.

Assim, (hy + av — h,v) = a - ||v]|* > 0. Portanto a > 0.

Afirmacao 2: g < 0.
A prova é analoga a feita na afirmacao anterior.

Como R = H+av e a >0, entdo d(H, R) = af|v|. Analogamente, d(K,R) = —f||v||.
Mas, como R = K + (v, entao X = R — fv = H + av — fv. Assim, d(H,K) =
o = 8] - [[oll = allvl] = Blv]] = d(H, R) + d(R, X). [

Lema 1.34

Sejam H, K e L hiperplanos paralelos passando pelos pontosh, k e [, respectivamente. Se
existe um vetor nao nulov, ortogonal aH, K e L, e tal que (k — h,v) > 0e (k—[,v) <0,
entao H * K = L.

Teorema 1.35

Seja C' um subconjunto limitado deR", C' # &. Entao, para cada vetorv # 0, existe um
hiperplano suporte de C ortogonal a v. Dado v # 0, o niimero maximo de hiperplanos
suporte de C' perpendiculares av é 2.

Prova: A demonstracao esta dividida em quatro passos.

Passo 1:

Seja v # 0 um vetor qualquer e, para cada x € C, definamos o hiperplano H, :=
{y| {y — x,v) = 0}. Dados dois pontos z,y € C, afirmamos que d(H,, H,) = | (x — y,v) |.

De fato, seja a > 0 tal que H, = H, + av. Como H, = z + [v]*, segue que
H, =x+av+[v]F =y+ ] Logox+ av =y+w, para algum w € [v]*. Assim
(r —y,v) = (—av 4+ w,v) = —a||v|. Portanto, d(H,,H,) = |a| - ||v|| = | (x — y,v) |.

Passo 2:

Seja f : C x C — R a funcio definida por f(z,y) = d(H,,H,). Como a fungao
g : R? — R definida por g(z,y) = x — y é continua e a funcio produto interno também é
continua, entdo a funcao f(z,y) = (z —y,v) = d(H,, H,) é continua.

Passo 3:

Como f & continua e o conjunto C' x C é compacto (limitado e fechado em R?"),
entdo f assume um valor de maximo em C x C, ou seja, existem z,,vy, € C tais que
d(H,,, Hy,) = max {d(H,, H,) | z,y € C}.

Afirmamos que os hiperplanos H,, e H,, sao hiperplanos suporte de C' e provamos
isso apenas para H,, .

Sabemos que y, € {z| (x —x,,v) > 0} ouy, € {z| (z —z,,v) <0}. Suponhamos que
Yy, € {z| (¥ —z,,v) > 0} (0 outro caso ¢ andlogo) e seja z € C um elemento qualquer.
Afirmo que z € {z| (z — z,,v) > 0}.

Suponhamos, por absurdo, que z ¢ {z| (x — z,,v) > 0}, logo (z — z,,v) < 0.
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Consideremos entao o hiperplano H,. Mas (z, — z,v) > 0 e (x, — y,,v) < 0, logo
z, € {z| (x —2z,v) > 0} N{z| (x —yv,v) < 0} e, pelo Lema 1.34, H,, + H,, = H,, o
que implica em d(J,,,H,) = d(H,,,H,,) + d(H,,,H,.). Como d(H,,,H.) > 0, pois
H, # H,,, entdao d(FH,,,H,) > d(H,,,H,,), o que é uma contradi¢do pois a distancia
d(3,,, H,,) é maxima.

Assim C C {z| (z — x,,v) >0} e 3, ¢ um hiperplano suporte de C. Analogamente
prova-se que C' C {z| (x — y,,v) < 0} e H,, é um hiperplano suporte de C.

Passo 4:

Resta apenas provar que nao existe nenhum outro hiperplano suporte deC' ortogonal
a v. Para isso, suponha X um hiperplano suporte de C' ortogonal a v. Como X é suporte
de Cexiste z€ CNKeXK={z| (x —2z,0) =0} =H,.

Mas z € {z| (x — z,,v) > 0} N{z| (z —y,,v) <0}, logo, pelo Lema 1.34, H,, * I, *
H,,, assim x, € {z| (x —2z,v) <0} ey, € {z] (x—2z,v) >0}

Se H, # H,, e H, # H,,, entdo (z, —2,v) < 0 e (y,—z,v) > 0. Logo C ¢
{z| (x —2,v) <0} e C ¢ {x] (x—2,v) >0}. Assim X ndo é hiperplano suporte de C,
0 que contradiz a suposicao.

Portanto H,, e 3, sao os unicos hiperplanos suporte de C' ortogonais a v. 0

Da demonstracao do primeiro passo do teorema anterior sai o préximo resultado, que
estd posto como corolario para referéncias posteriores.

Corolario 1.36
A distancia entre os hiperplanos H,, e H,, , suportes de C, ortogonais a v, é dada por

| (20 = Yo, 0} |-

Definicao 1.18
Seja C' um subconjunto nao vazio de R". Um semi-espaco suporte de C é um semi-
espaco de R™ que contém C' e cuja face é um hiperplano suporte de C'.

Dizemos que S é um "semi-espago suporte de C' em c" quando S é semi-espaco
suporte de C' e a face de S é um hiperplano suporte de C' em c.

Corolario 1.37

Seja C' um subconjunto limitado e nao vazio deR". Entao para cada dire¢aov existe um,
e apenas um, semi-espaco suporte de C' com normal exterior v. Vale também que, para
cada direcao v, existe um, e apenas um, semi-espaco suporte deC' com normal interior v.

Vimos que dada uma direc¢ao v, sendo C' um conjunto limitado, existe um tnico semi-
espaco suporte de C' com normal exterior v. Queremos mostrar agora que, se C' for
compacto e convexo, entao para todo pontop € 9C (isto é, p é ponto da fronteira de C)
existe um hiperplano H, suporte de C' em p € I,

Para provarmos isso, precisamos de alguns resultados.

Lema 1.38
Sejam C' C R"™ compacto e p ¢ C. Nessas condi¢oes, existe um ponto q € C tal que
d(p,q) = d(p,C). Se C for convexo, entao podemos garantir a unicidade do pontogq.

Prova: Como a funcao distancia é continua e C' é um compacto, entao existe um ponto
q € C tal que d(p, q¢) = min{d(p,x) | z € C} =d(p,C).
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Supondo C' compacto e convexo, sejaq tal que d(p, ¢) = d(p, C'). Suponhamos também,
por absurdo, que ¢’ € C é tal que d(p,C) =d(p,¢') e g # ¢'.

Como C' é convexo, o segmento SG[g;¢'] C C. Consideremos o ponto r = %‘1, €
SG [q; ¢']. Se mostrarmos que d(p,r) < d(p, C), entdao teremos um absurdo, poisr € C.

Mas

(d(p, C))* = (d(p,q))* = IplI> — 2 (p. @) + |lall’

Ipl* = 2{p, @) + llgl* + lIpl* = 2, ¢) + ll¢'|I?
2

= |lpI> =2, )+ I]* =

lall* + llq'l?
————=pl* =«

g e
5 .

= |Ipll* = (p.q) — (p.q) + 5

p.q+q)

/ 2 1112
Por outro lado, (d(p, ))* = |Ip|* = 2 {p, %5 ) + = Ipll> - (p.q + ) + L2

Como 2(g,q') = 2llq|| - ll¢'l| cos(0) < 2llal - Il < lll* + ll¢I*, pois ¢ # ¢, segue
que ||ql]? + 2{q,¢") + ||]I> < 2||q/|* + 2||¢||*>. Disso resulta que ”ﬁf IE ~ ldl ZH" [
d(p,r) < d(p,C), o que & uma contradi¢ao. O

q+q’
2

Lema 1.39

Sejam a # b pontos de R". Entao a bola fechada Blb, ||b — a||] estd contida no semi-espago
{z| (x —a,b—a) >0} e B[b, ||b—a|] N {z| (x —a,b—a) =0} ={a}.

Prova: A demonstracao esta dividida em dois passos.

Passo 1: B[b, ||b—al]] C {z| (x —a,b—a) > 0}.

De fato, se x € B[b,||b — all], entdo |[b — z||*> < [|b — a]|*>. Assim (b—z,b—x) <
(b—a,b—a), o que implica em ||b]|> — 2 (b, z) + [|=[|* < ||b]]* — 2 (b,a) + ||a||>. De onde
segue que [l2]2 — [lal]> < 2 (b, ) — (b, a)].
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Dai,

(x—a,b—a) = (z,b) — (v.a) = {a,b) +[|a]®

o Nzl = llall®

> I — (o a) + Ja?
_ Jlel = fal = 2, ) + 2]jal?
2
2 2 _ _
el =200+l _(e—a=a)

Logo z € {x € R"| (x —a,b—a) > 0}.

Passo 2: B[b, ||b — al]] N {z| (x —a,b—a) =0} = {a}

Denotando por H o hiperplano {z| (x — a,b — a) = 0}, sabemos quea € B[b, ||b — al|]N
H, resta mostrar que a é o nico elemento dessa intersecao.

Suponhamos a’ € BIb, ||b —al|] N H com a’ # a. Logo o segmento SG[a;a’] é um
subconjunto de B[b, ||b — al|] N H. Sendo SG [a;a’] C Bb, ||b — al|], existe um ponto b’ €
SG [a; d'] tal que d(¥',0) < ||b— a|.

Considerando que esse ponto b’ estd em H, temos que (V' — a,b — a) = 0. Por outro
lado,

(' —b+b—a,b—a)

(V' —b,b—a)+|b—al*= (¥ —bb—b+b —a)+||b—al?
¥ = b,0 —a) = ||t = bl* + [[b—al®

' —a+a—bt —a)y—||t) =b|* + [[b—al?

(@ =00 —a) +[|b —al®* = |0 = b]* + [|b— al®

10— al|> = |b' = b||* + ||b— al|?, pois b € H.

Mas d(b',b) < [|[b—al| = ||t/ —a|> — ||t/ = b||* + ||b — a||* > 0. Logo (¢ — a,b—a) > 0,
0 que é uma contradicao. Portanto a’ = a. 0

Proposigao 1.40

Sejam C, p e ¢ como no Lema 1.38. Suponha também queC' é convexo. Entao podemos
concluir que:

(i) todo ponto z da semi-reta qp satisfaz d(z,q) = d(z, C);

(ii) o hiperplano H, = {z| (x — ¢,p — q) = 0} é suporte de C' em g;

(iii) o semi-espaco S = {z|{(x — q,p — q) < 0} é suporte de C.

Prova: Parte (i):

Suponhamos = €gp. Se z = ¢, entdo z € C e d(x,C) = 0 = d(z,q). Se = = p, entao,
pelo Lema 1.39, d(z, C) = d(z, q).

Suponhamos que z # g e x # p. Entdoz =g+ 7(p —q) com 7 > 0 e 7 # 1. Assim,
podemos separar este problema em dois casos.

Caso 1: 0 < 7 < 1.
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Neste caso, = esta entre ¢ e p, logo d(p,q) = d(p,z) + d(x,q). Suponhamos, por
absurdo, que d(z,C) # d(x,q), entdo existe um ponto r € C tal que d(z,r) < d(z,q).
Assim,

d(p,q) =d(p,C) < d(p,r) < d(p,z) +d(z,r) < d(p,r) + d(z,q) = d(p,q),

o que é um absurdo.

Caso 2: 7 > 1.

\

Neste caso g * p * . Suponhamos, por absurdo, que d(z,q) # d(x,C). Logo existe
r € C tal que d(z,7) < d(x,q). Ou seja, r € B(z, || — q||).

Por outro lado, r ¢ B(p, ||p — q|), pois d(r,p) > d(q, p).

Como r € B(z, |z —q||), pelo Lema 1.39, segue que r é um ponto do semi-espago

={yl y—q¢,z—q) >0} ={y| (y—q,p—q) > 0}. Além disso, ainda pelo Lema
1.39, r ndo estd no hiperplano {y| (y —¢,p—¢) = 0}. Assim, (r—q,p—q) > 0 e
r & B(p. lp —ql)), pois d(p, C) = d(p, q) e g é tinico.

Por outro lado, comor,q € C' e C & convexo, temos que SG [¢; | C C. Portanto, basta
encontrar um ponto do segmento SG [¢; ] que esta mais proximo de p do que o ponto g,
chegando assim a um absurdo.

\/

Seja ¢ + a(r — ¢) um ponto do segmento SG [¢; 7], ie. « € [0,1]. Logo
[d(p,a+alr —a)* = llp —al* = 2a (p — ¢,7 — q) + *||r — >

Queremos que [d(p, ¢ + a(r —q))]* < |[p — ql|%, ou seja, ||[p — ql|> — 20 (p — q,7 — q) +
?|r —q||* < |lp — q|?, ou ainda, &*|r — ¢|* < 2a(p — ¢, 7 — q).
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Como a > 0, [d(p, g + a(r — q))]° < |[p—q||? fica equivalente a o||r—g||*> < 2 (p — ¢, — ).

Como (p —q,r —¢q) > 0, podemos tomar a € <O, W), a < 1, obtendo que

allr —qll* < 2(p—gq,7 — g), 0 que é equivalente a [d(p,q + a(r — q))]* < [Ip — q/*.
Portanto, existe um ponto no segmento SG [r; ] mais perto de p do que ¢, contradi-
zendo d(p, C) = d(p, q).

Partes (ii) e (iii)
Sabemos que ¢ € H, N C. Falta mostrar que C estd inteiramente contido em S.
Com efeito, seja ¢ € C' e suponhamos que (¢ —¢,p—¢q) > 0, entdo, tomando 0 <

a < min <1,2<C”_Ccf5[2q>>, obtemos que afc — ¢||* < 2{c—q,p—q), dai a?||c — q|]* —

2{c—q,p — q) < 0, ou equivalentemente, &*||c—q||*—~2 {c — ¢,p — @) +|p—ql|* < llp—q||*
o que implica em d(p, ¢ + a(c — q)) < ||p — ¢l|, 0 que & um absurdo, pois ¢+ a(c—q) € C
e [lp—ql =d(p,C).

Portanto (¢ — q,p — ¢q) < 0. O

Teorema 1.41
Se C' é um sub-conjunto compacto e convexo deR", entao por cada ponto da fronteira de
C, 0C, passa um hiperplano suporte a C'.

Prova: Seja ¢ € 0C e considere S = S(¢,1) a esfera com centro em ¢ e raio 1. Seja
também p € S tal que d(p,C) = max{d(z,C)| = € S}. Basta mostrar que H, =
{z| (x —q,p—¢) =0} é um hiperplano suporte de C' em gq.

Se conseguirmos provar que d(p,q) = d(p,C), entdo, pela Proposigao (1.40), H, é
suporte de C' em ¢. Mostremos que d(p, q) = d(p, C).

Como q € C e d(p,q) = 1, entédo

d(p.C) < 1. (1.8)

Seja 0 < € < 1. Como ¢q € JC, existe um ponto p’ € B(q,£/2) com p’ ¢ C. Sendo C
compacto e convexo, existe um tnico pontoq’ € C tal que d(p’,¢’) = d(p/, C), pelo Lema
1.38. Logo

/ ! / / 6
d(p,q):d(p,C)Sd(p,Q)<§-

Segue que d(g,¢') < d(q,p) +d(p',¢') <5+ 5 =¢. Logo ¢’ € B(qg,¢).
—
Como ¢, p € B(q,¢), a semi-reta ¢'p’ corta S em um ponto r ¢ C, pois C' é convexo

e p’ ¢ C. Além disso, pelo primeiro item da Proposi¢ao 1.40, vale

d(r,C)=d(r,q). (1.9)
Sendo z € 9, vale
d(z,B(¢g,e)) =1—¢. (1.10)
Como ¢ € B(z,¢), temos que
d(r,B(z,¢)) < d(r,q). (1.11)

Mas entao, pelas formulas (1.9), (1.10) e (1.11),
d(r,C) >1—e¢.
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Resumindo, para cada ¢ entre 0 e 1 existe um ponto r € S tal que d(r,C) > 1 —¢.
Logo max{d(z,C)| z € S} > 1. Portanto

d(p,C) > 1. (1.12)
Juntando (1.8) com (1.12) concluimos qued(p, C') = 1. O
Teorema 1.42
Se K C R" é convexo, compacto e nao vazio, entao K = ﬂ E,, sendo que E, é o
ueSn—1

semi-espaco suporte de K com vetor normal exterior u.

Prova:
Sabemos que K C ﬂ E,, resta mostrar que m E, C K.
ueSn—1 ueSn—1
Suponhamos, por absurdo, que existe h € ﬂ E,, tal que h ¢ K.
ueSn—1

Consideremos k € K tal que d(h, K) = d(h, k). Assim, pela Proposigao 1.40, o semi-
espaco £ = {z|{(x — k,h — k) < 0} é suporte de C. Além disso, ﬁ € S" ! é um vetor
normal exterior de F.

Como (h—k,h—k) #0,poish¢ Kek e K, entao h ¢ E, logo h ¢ ﬂ E,, o que

ueSn—1
é uma contradicao. O

1.3 Combinacoes lineares de conjuntos convexos

1.3.1 Propriedades das combinacoes lineares

Definigcao 1.19
Sejam C1, . .., C} subconjuntos nao vazios deR" e aq, ..., ar € R, com k € N*. Definimos
a combinacao linear a,C} + - - - + a,Cy, por

k
ZO&Z‘CZ‘ = {04101 —|—"'+CY]€C]€‘Ci € Ci, 1= 1,]€}
=1
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Observacgoes:

1. Se K é um subconjunto nao vazio de R" e x € R" entao denotamos =z + K :=
K+ z:= K+ {z};

2. K+{—z}=K—z+# K\ {z};
3. P+Q={p+qlpe PeqeQ}.

A seguinte proposi¢ao contém diversas propriedades (faceis de serem demonstradas)
das combinacoes lineares de conjuntos convexos.

Proposicao 1.43
Sejam P, (), R C R" subconjuntos nao vazios e «, 3,7 € R. Entao:
(i) aP + BQ = BQ + aP;
(ii) (P + Q) + YR = aP + (8Q + vR);
(iii) a(P + Q) = aP + aQ;
(iv) (aB)P = a(BP);
(v) Se a > 0, entao aP é a imagem de P por uma dilatacao de raio «;
(vi) a = 0= aP = {0};
(vii) —P = (—1)P é a imagem de R pela reflexdo sobre a origem;
(viii) P+ Q = | J(P+a) = (@ +p);
q€Q peP

(ix) (P+ Q)+ (a+b)=(P+a)+(Q+D).

Teorema 1.44
A combinacao linear de conjuntos convexos é um conjunto convexo.

Idéia da prova: Para provar esse teorema, deve-se mostrar que oK é convexo, se K o
for. Feito isso, deve-se mostrar que a combinacao linear de dois conjuntos convexos é um
conjunto convexo.

Considerando verdadeira a igualdade Zkfl o K = (Zle oziKZ) + agy1 K1, prova-
mos o teorema por inducao. 0

Lema 1.45

Sejame, 0 >0, a# 0, 5 € R ea,b e R". Entao
(i) a + B(b,e) = B(a + b,¢);

(ii) a + B[b,e] = Bla + b, ¢];

(iii) aB(a, e) + fB(b, §) = B(aa + b, |ale + |5]9);
(iv) aB(a, &) + GB[b, 6] = B(aa + Bb, |ale + [5]5);
(v) aBla,e] + BBb, §] = Blaa + 8b, |ale + |5]4].

Proposigao 1.46

Sejam K, Ky, ..., K,, CR" nao vazios e a,aq, ..., a, € R.

(i) Se K; é aberto e a; # 0, para algum i € {1,...,m}, entdo y .-, o;K; é aberto.
(ii) Se K é fechado, entao oKX é fechado.

(iii) Se K1, ..., K,, sao limitados, entaoy . o;K; é limitado.

(iv) Se Ky, ..., K,, sdo compactos, entdo Y ., a;K; é compacto.
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Prova:

(i) Suponha, sem perda de generalidade, que K, é aberto e ay # 0 e seja © = ank; +
oot apk € LK1+ -+ agn K.

Como k; € K, entdo existe ¢ > 0 tal que B(kj,e) C K;. Afirmo que B =
B(aiky + -+ + amkm, |a1le) Can Ky + -+ - + a K.

De fato, sejay € B. Mas B = a1B(k1,¢) + (agks + - - - + akin ), pelo Lema 1.45. Logo
y = a1y; +agks + - - - + ki, com y; € B(ky,e) C K. Portantoy € a1 K1+ -+ - + o K.

(i) Sejam K e a € R. Se a = 0, entdo oK = {0} que é fechado. Se a # 0, entdo aK*
é aberto. Resta mostrar que a K¢ = (aK)".

Mas y € aK°® < y = ak®, para algum k¢ € K¢ < y = ak®, para algum k° ¢ K < y ¢
aK &y e (aK)C.

(iii) Suponha K; C B(a;,¢;), com ¢; > 0, Vi € {1,...,m}. Mas entdo oy K; + --- +
amKm C arBlag, 1)+ +amB(am, em) = Blagas + - -+ + @, lailer + -+ + |amlem)-

(iv) Sejam H, e K compactos. Pelos itens (i) e (ii), ¢ suficiente mostrar que H + K
é fechado. Pelo Teorema C.1, precisamos apenas mostrar que, para todoxr € R", existe
y € H+ K tal que d(z,y) = d(z, H + K). Seja entao x € R™ qualquer.

Como H e K sao compactos, entao —H + x também é compacto, logo existem pontos
20=—ho+z€—H+xekye K tais que d(K,—H + z) = ||ko — (—ho + 2)||.

Assim, ||ko+ho—2z| < ||k +h —x|,Vh € He k € K. Logo d(z,H+ K) =
|ko + ho — z|| = d(x, ho + ko), com hg + ko € H + K. Basta entdo tomar y = hg + ko. O

1.3.2 Combinacoes lineares de corpos convexos

Definicao 1.20
Um corpo convexo é um subconjunto, compacto, convexo e nao vazio deR".

Sabemos, pela Proposicao 1.46, que combinacoes lineares de corpos convexos sao tam-
bém corpos convexos. Queremos entao estudar os pontos interiores e de fronteira de
combinacoes lineares de corpos convexos bem como os hiperplanos suporte de tais com-
binagoes.

Proposicao 1.47
Seja K C R™ nao vazio e « € R*. Entao INT (oK) = aINT (K) e (aK) = adK.

Proposigao 1.48

Sejam A, B C R™ nao vazios e «, 3 € R*. Podemos concluir que
(i) INT(A) + B C INT (A + B).

(ii) Seac A,be Bea+bec d(A+ B), entaoa € 0A e b € 0B.

Prova: O item (i) sai da Proposicao 1.46 e o (ii) é conseqiiéncia do (i). O

Observacgoes:

1. A reciproca do item (ii) da proposi¢ao 1.48 nao é verdadeira. Ver figura 1.2.

2. INT(A+ B) # 2 # INT(A) # @ e INT(B) # &. Ver figura 1.2.
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A A+ B

0
Figura 1.2:

As duas proposicoes anteriores nos dao uma idéia do que acontece com 0s pontos
interiores e com os pontos de fronteira de combinacoes lineares de conjuntos convexos.
Mas o que queremos é, dados dois corpos convexos, determinar se a soma de dois pontos
(um de cada corpo) estd ou nao na fronteira do conjunto soma. Para isso precisamos de
mais alguns resultados.

Definicao 1.21

Sejam A e B dois corpos convexos. Dizemos que os pontosa € 0A e b € OB sao pontos
fronteira-correspondentes quando existem dois semi-espacos E, e E,, com mesmo
vetor normal exterior, tais que E, é suporte de A em a e Ey, é suporte de B em b.

Lema 1.49

Sejam A e B dois subconjuntos nao vazios de R" e o, € R*. Se E' é um semi-espaco
suporte de A em a e F' um semi espaco suporte de B em b, ambos com vetor normal
exterior v, entao aF + BF é um semi-espaco suporte de A+ 3B em aa + (b, com vetor
normal exterior v.

Idéia da prova: Primeiro precisamos mostrar que aF + SF é um semi-espaco com
normal exterior v. Feito isso, naturalmente temos oA + B C aF + GF.

Por dltimo, dadas H e K as faces dos semi-espacos E e I, respectivamente, e tomando
a€ (0A)NHebe (0B)NK, & s6 mostrar que aa + b € aH + K e aH + 3K é a face
de aFE + GF. O

Teorema 1.50
Sejam H e K dois corpos convexos comh € H e k € K. Se o, 3 € R*, entao ah + Sk €
J(aH + BK) se, e somente se, h e k sdo pontos fronteira-correspondentes.

Prova:

(=) Suponhamos que h € H e k € K sejam dois pontos fronteira-correspondentes.
Logo existem dois semi-espacos I}, e Ey, suporte de H em h e de K em k respectivamente,
com mesmo vetor normal exterior. Portanto, pelo Lema 1.49, o semi-espacoaFy, + BF) é
um semi-espago suporte deaH + (K, em ah+ (k. Assim, o ponto ah+ 0k € d(aH+(GK).

(<) Suponhamos agora que x = ah + 0k € O(aH + SK). Logo h € 0H e k € 0K,
pela Proposicao 1.48. Além disso, pelo teorema. 1.41, existe um semi-espaco suporte de
L = aH + K em x. Seja S o semi-espaco suporte de L em x e u seu vetor normal
exterior. Logo S = {y| (y — x,u) < 0}.

Consideremos os semi-espacos S1 = {y| (y — h,u) <0} e Sy = {y|(y — k,u) <0} com
vetor normal exterior u. Logo h € 0S5 e k € 0S;. Afirmamos que h e k sao pontos
fronteira-correspondentes.
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Para provarmos essa afirmacao, basta mostrar que S; é suporte de H e Sy é su-
porte de K. Seja entdao z € H. Como aH + K C S, entao az + Sk € S, logo
(az+ Bk —x,u) < 0. Assim, (az + Bk — ah — fk,u) < 0, e segue que a(z — h,u) +
Bk —k,u) =a(z—h,u) <0. Portanto S; é suporte de H em h.

Analogamente, S5 é suporte de K em k. O

1.4 Teorema de selecao de Blaschke

Sera visto aqui um dos principais resultados basicos, o teorema de selecao de Blaschke.
A importancia desse teorema se d& pelo fato dele ser util para garantir a existéncia de
conjuntos extremais, como veremos mais adiante.

1.4.1 A métrica de Hausdorff e o teorema de selecao de Blaschke

Sabemos que dados A e B dois subconjuntos de R", a distancia entre A e B usual ¢é
dada por d(A4, B) = min{d(z,y)| x € A ey € B}. Porém essa fun¢io distincia ndo é
nem de longe uma métrica no conjunto p(R™) das partes de R". Definiremos entao uma
nova distancia que serd uma métrica em €, onde C é o conjunto de todos os subconjuntos
compactos e nao vazios de R"™.

Definigao 1.22
Sejam A, B C R™ tais que existem e1,e5 > 0 tais que A C B+B(0,¢1) e B C A+B(0,&5).
Nessas condi¢oes a distancia de Hausdorffentre A e B, denotada por dy(A, B), é dada
por

du(A, B) :=inf{e >0 AC B+ B(0,e) e BC A+ B(0,¢)}.

Teorema 1.51
A distancia de Hausdorfl é uma métrica emC := {K C R"| K # @ e K é compacto}.

Prova: Como é usual, temos que mostrar os seguintes passos paraA, B, C' € € quaisquer:
(1) a distancia de Hausdorff entre A e B esta sempre definida;

(2) du(A,B) =0« A= B;

<3> dH(A’B) = dH(B7A)7

(4) du(A,C) < du(A, B) + du(B,C).

(1): Trivial.

(2): (=) Suponha que dy(A,B) = 0, logo inf{e > 0] A € B+ B(0,e) e B C
A+ B(0,e)} =0, ou seja, para todo e > 0 vale que A C B+ B(0,¢e) e BC A+ B(0,¢).

Seja entao x € Ae e > 0. Como A C B+ B(0,¢), entao existe um b € B tal que
x € B(0,e) + b= B(b,e). Mas isso é o mesmo que dizer que b € B(z, ¢).

Temos entao que dado € > 0, existe um ponto b € B tal que b € B(z,¢). Logo x é
ponto de acumulacao de B ou x € B. sendo B fechado, z € Be A C B.

Analogamente, B C A.

(<) Devemos mostrar que dg(A, A) = 0. Mas para todo e > 0 vale A C A+ B(0, ¢).
Logo 0 =inf{e >0/ AC A+ B(0,¢e)} =du(4, A).

(3): Sai direto da definigao.
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(4): Sejam e e g9 tais que:

A C B+ B(0,e),

B C A+ B(0,¢),

B C C+B(0,e
(0

) e
CCB+B ,52).

Logo A C B4+B(0,e1) € C+B(0,e2)+B(0,e1) = C+B(0,e1 + &3) e C C B+B(0,&5) C
A + B(O, 51) + B(O, 82) =A + B(O, €1+ 82).

Como A C C+B(0,e1 +e3) e C C A+ B(0,e1 + £2), entao du(A4,C) < g1 + ea.

Sendo ey € {¢ > 0] A C B+B(0,e) e BC A+B(0,e)} eey € {e¢ >0/ B C
C' +B(0,e) e C C B+ B(0,¢)} elementos quaisquer, entao vale

dp(A,C) <inf{e >0 AC B+B(0,e), BC A+B(0,¢) }+
+inf {¢ > 0| BC C+B(0,¢), C C B+ B(0,¢) }.
Ou seja, dg(A,C) < dy(A, B) + du(B,C). O

Observagao: Denotamos a bola aberta com centro em K e raio ¢, relativa ao espaco
métrico (C,dy), por Bu(K,¢).

Definicao 1.23
Um n-cubo em R", ou simplesmente cubo, é um conjunto da forma H?:1 I;, onde cada
I; é um intervalo fechado da formal; = [a;,b;] C R, com by —a; = -+ = b, — a,.

Definicao 1.24
Sejam C = H?:l I; um n-cubo e m € N e considere o conjunto

T

7 ={ o +igmas+ G+ Vg [i€ 0,2 =13},

J

ondeT:bl—a1:~--:bj—aj.
A subdivisao ciibica de ordemm de C' é o conjunto

SUB (C;m) = {ﬁKj

K; € J7, Vje{l,...,n}}.

Exemplo 1.4
A subdivisdo cibica de ordem 2 do cubo [3,4] C R é o conjunto:

SUB([3,4];2):{{3,3+;1] : [3+%,3+ﬂ : {3+§,3+ﬂ : {3+Z,4”.

Exemplo 1.5
Se C for o cubo [0,4] x [0,4] C R?, entdo 93 = J3 = {[0, 1];[1,2]; [2,3]; [3,4] }.
Logo a subdivisao ciibica de C' de ordem 2 é o conjunto

SuB (C;2) = {[i,i+ 1] x [j,j + 1]; 4,5 € {0,...,3}}.
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Observagao: Veja que a subdivisao ctibica de ordem m de um n-cubo é um conjunto
finito com (2™)" elementos.

Definicao 1.25
Seja K C R™ um subconjunto limitado e considere C' um n-cubo que contém K. Conside-
remos também o conjunto K€ .= {X € SuB(C;m)| X N K # @}. Nessas condicdes,
o conjunto

Kewmy = |J X

XEK(C|'"L)

serda chamado de aproximacao ciibica de K de ordem m por C.

Proposicao 1.52
Se K € C é um subconjunto don-cubo C, entao

vn

du (K, Kcim) = 5o

a?
onde a é o comprimento do lado do cubo, ou seja, C = [[;_,[a;,b;] e by —a; = -+ =
b, —a, = .

Corolario 1.53
Se K € Ce K C C, com C um cubo, entao dado € > 0 qualquer, existe um m € N tal
que dg (K, K(C|m)) <e.

Teorema 1.54 (Teorema de Selegao de Blaschke)
Seja K € C e .# uma familia infinita de conjuntos compactos nao vazios contidos em K.
Entao % possui ao menos um ponto de acumulacao F € C, com F C K.

Prova: Para mostrarmos esse teorema, precisamos de algumas etapas. Na primeira
etapa demonstraremos que toda seqiiéncia de Cauchy de conjuntos compactos nao vazios
contidos em um cubo é convergente (na métrica de Hausdorff em€). Na segunda etapa
provaremos, utilizando aproximagcoes ciibicas, que existe uma seqiiéncia de Cauchy de
elementos distintos de .%.

Como existe um cubo C' tal que K C C, entdo a seqiiéncia (F;):2, de Cauchy obtida
na 2% etapa é uma seqiiéncia de Cauchy de subconjuntos compactos de um cubo, logo essa
seqiiéncia é convergente pela 1* etapa. Sendo (F;)32, convergente e de termos distintos, o
limite lim F,, = F é um ponto de acumulacdo de .%#. Restara entao mostrar, na ultima

n—oo
etapa, que F' C K.
Etapa 1: Mostrar que toda seqiiéncia de Cauchy de conjuntos compactos nao vazios
contidos em um cubo é convergente.
Seja (F;)22, uma seqiiéncia de Cauchy de subconjuntos compactos deC. Consideremos
também, para cada ¢ € N*, o conjunto

j=t

Segue que, para cada i € N*, o conjunto B; é fechado, pois é o fecho de U;’; F;. Cada
B; também ¢é limitado, pois F; C C, Vj € N*, logo U;’;F] C C. Sendo C' fechado, todo



1.4. TEOREMA DE SELECAO DE BLASCHKE 35

ponto de acumulacao de C' estd em C, portanto todo ponto de acumulacao de U;’;Z F;

esta em C, ou seja, J;2, I C C.
Sendo B; limitado e fechado em R", B; é um subconjunto compacto do conjunto C.
Além disso B; é nao vazio, pois cada I ¢é nao vazio.
Definamos entao
oo
B =B
i=1

O conjunto B é compacto, pois é limitado e fechado. Além disso B é nao vazio, pois
By D By D ... e aintersecao de uma seqiiéncia encaixante de conjuntos compactos nao
vazios ¢ também nao vazia. (ver [18, pg. 170-171])

Queremos entdo mostrar que, Ve > 0, existe um N € N tal que dy(Fj, B) < €, sempre
que 7 > N.

Afirmacgao: Dado € > 0 qualquer, existe N; € N* tal que B; C B + B(0,¢), sempre que
1> Nj.

Suponha que existe um e > 0 tal que VN € N*; 3i > N; B; ¢ B+ B(0,¢). Dai
para N = 1, existe um i; > N tal que B;;, ¢ B + B(0,¢),
para N = iy, existe um iy > i; tal que B;, ¢ B + B(0,¢),
para N = iy, existe um iz > iy tal que B;; ¢ B + B(0,¢),

para N = iy, existe um i, > i tal que B;, ., ¢ B+ B(0,¢).

Escolhendo j > ¢; um ntimero natural e tomando i, > j, obtemos que B; O B
assim B; ¢ B + B(0,¢). Resumindo,Vj >4y, B; ¢ B+ B(0,¢).

Sendo assim, para cada j > i; tome z; € B;\ (B+B(0,¢) ). Como B; C B;,, entio
a seqiiéncia de pontos (x])ji“ esta contida no compacto B;,, portanto existe uma
subseqiiéncia (z;, ), , convergindo para z € B;,.

X

Como zy, € Bj,Vk > j, entao x € B;. Assim sendo, x € B;, Vj > 4, e isso implica
que x € B=)B;.

Por outro lado, z; € B, \ (B -+ B(O,a)), para todo j > iy, e By, \ (B + B(O,e))
¢ compacto (pois B + B(0,¢) é aberto). Portanto z ¢ B + B(0,¢), o que é uma
contradicao, validando assim a afirmacao.

Sabemos que F; C F;U---UF;U... = B;, sempre que j > 4. Logo, pela afirmacao,
F; ¢ B, C B+ B(0,¢), sempre que j > ¢ > Nj. (1.13)

Por outro lado, como a seqiiéncia (F})32, ¢ de Cauchy, existe um N > N tal que,
Vi,j > N, du(F}, I;) < 5. Fixado entdo umi > N, vale que F; C F;+B(0,¢/2), qualquer
que seja j > N.

Assim, obtemos que J,-, F, C F; + B(0,£/2). Logo

B;=|JF. c F;+B(0,6/2) C F; +B(0,¢).
k=1
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Concluimos que B C B; C F; + B(0,¢), qualquer que seja ¢ > N. Juntando isso com
(1.13), e sabendo que N > Ny, esta provado que a seqiiéncia (F;)2, F; é convergente.

Etapa 2: Mostrar que a familia .# possui uma seqiiéncia de Cauchy.

Como a familia .# é infinita, podemos escolher uma seqiiéncia infinita de termos
distintos de .%. Digamos que (F};)2, é essa seqiliéncia.

Sabemos que VF € .%; F C K, logo F; C K, para todoi. Sendo K compacto, K C C,
para algum n-cubo C. Consideremos SUB (C; 1) a subdivisao ctbica de C' de ordem 1 e
seja W; o conjunto de todas as unides possiveis de elementos de SUB (C'; 1), isto é,

:UXa e

XeWw < acl
X, €SUB(C;1),Va € 1.

Sendo SUB (C} 1) finito, o conjunto W; também é finito.

Seja a fungao 7 : {F;] i € N*} — Wy, definida por 7 (F}) = (£7) 5y € Wi Como Wy
é finito, entao 771 (W}) é um subconjunto infinito de { ;| + € N*}, para algum W; € W,.
Daqui, (Fi)(cu) = W, para infinitos valores de i.

Seja agora (F}') uma subseqiiéncia de (F;) satisfazendo (F}') g,y = Wi

Pelo mesmo argumento anterior, se Wy é o conjunto de todas as unioes possiveis de
elementos de SUB (C; 2), entao existe um Wy € Wy tal que (El)(c|2) = W, para infinitos
valores de 7. Assim podemos considerar uma subseqiiéncia (F?) de (F}) tal que F? # F}
e (F7)(cja)y = Wa, para todo i.

Procedendo dessa forma, para cadam € N* encontramos uma subseqiiéncia (FimH)Zl
de (F/") tal que Fit ¢ {FL,...,F™} e (Em+1)(0|m+1) = W1, para todo i.

Considerando a seqiiéncia "diagonal" (F});°, de elementos distintos de .%#. Afirmamos
que (F});2, & de Cauchy.

De fato, supondo j > i, temos que FJ F} para algum k € N*. Além disso, (Ff)(c‘i) =

<Fk)(C|z W;, portanto

(P ) < (1 () ) + () - )

:dH(F'i (F7) ey >+dH<(F)(C")’Fé>
< Yna Vo no

- 92 9i 9i— l’p

ela Proposicao 1.52, sendo « a aresta de C.

Mas *2(0“ =% 0, logo dado € > 0, existe um N tal que dg (FZZ,FJJ) < €, sempre que

i,j > N.

Etapa Final: Mostrar que a seqiiéncia obtida na etapa 2 converge para um subconjunto
compacto e nao vazio de K.

Pela etapa 1, a seqiiéncia (F}), . converge para B, onde B = (.2, B; e B; = UOO

Mas Fj C K, para cada j € N*, logo U2, F] C KelzZ, FJ C K, pois K & fechado
Assim B; C K, para cadaie B C K. O

Observacao: Como € é um espaco métrico, entao uma familia.# de subconjuntos de
R™ & um compacto de C se .# for seqiiencialmente compacto, ou seja, se toda seqiiéncia
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de elementos de .7 admitir subseqiiéncia convergente, convergindo para um elemento de
Z.
Corolario 1.55

Seja K C R"™ um conjunto compacto e nao vazio. EntaoW = {C € C|C C K} é compacto
em C.

Prova: Seja (W),), .y uma seqiiéncia convergente de elementos deW. Se {W,|n € N} for
finito, entao obviamente (W,,),en admite uma subseqiiéncia convergente.

Por outro lado, se {W,|n € N} for um conjunto infinito, o teorema de Blaschke nos
garante que {W,|n € N} possui ao menos um ponto de acumulagao W € €, com W C K,
pois W,, C K,Vn € N.

Como W C K e W € C, entao W € W. Afirmo que existe uma subseqiiéncia
(Wh,)jens € (Wi )nen com Wy, == W,

Sendo K ponto de acumulagao de {WW,|n € N}, entdo para cada j € N* existem
infinitos elementos de {W,|n € N} contidos em By(W,1/j). Escolha, para j = 1, um
elemento W,,, € {W,,|n € N} tal que W,,, € Bg(W,1).

Escolha também, para cada j > 1, W,, € {W,|n € N} tal que n; > n;_; e W, €
Bu(W,1/j). Assim a subseqiiéncia (W), ) jen+ converge para W, na métrica de Hausdorff.
]

1.4.2 Conseqiiéncias do teorema de Blaschke

A conseqiiéncia mais imediata do teorema de Blaschke é que o conjunto ¢ := {C C
C|C é convexo} é fechado em € := { K C R"|K # @ e K é compacto}. Dessa forma, toda
seqiiencia convergente de corpos convexos converge para um corpo convexo, poisé é o
conjunto de todos os corpos convexos de R".

Teorema 1.56
% ¢é um subconjunto fechado de C.

Prova: Para demonstrarmos que ¢ é fechado em C, seja (K,), .y uma seqiiéncia conver-
gente de elementos de ¥. Digamos que K,, = K, logo dado ¢ > 0, existe ng > 0 tal
que, dy(K,, K) < ¢, para todo n > ny.

Como estamos supondo (K,), .y convergente em C, entdao K € C. Resta mostrar que
K é convexo. Para isso, sejam a,b € K e . = aa + (1 — a)b, com a € (0, 1).

Como K, == K, entao, dado € > 0, existe no > 0 tal que dy(K,, K) < £/2, para
todo n > ngy. Logo, K C K,, + B(0,¢/2) e K,,, C K + B(0,¢/2). Assim a,b € K C
K,, +B(0,¢/2). Portanto x € K,,, + B(0,¢/2), pois K, + B(0,£/2) é convexo.

Por outro lado, x € K,,, +B(0,¢/2) C [K 4+ B(0,¢/2)] + B(0,¢/2) = K + B(0, ¢).

Resumindo, dado e > 0, x € K 4+ B(0,¢), ou seja, d(z, K) < e. Como ¢ foi escolhido
de forma genérica, entdo d(z, K) =0 e x € K, pois K é compacto. 0

Outras aplicacoes que faremos do teorema de Blaschke serdo mostrar que, para todo
S € C, existe uma bola fechada com raio méximo contida em S e uma bola fechada com
raio minimo que contém S. Antes de provarmos esses teoremas, precisamos de alguns
resultados.
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Lema 1.57
Sejam By = Blcy,r1] e By = Bleg, 9] duas bolas fechadas de R™. Entao dy(Bi, By) =
ler = call + [y = r2.

Prova: Suponhamos, sem perda de generalidade, quer; > 75 e seja o = ||¢; — o | + |r1 —
ro| = |ler — cof| + 11 — 7.

Passo 1: By C By + B(0,a 4 ¢),Ve > 0.

Sejam ¢ > 0 e x € By. Logo d(x,¢;) < ri. Mas d(z,¢) < d(z,¢1) + d(eg, ) <
r1 + d(c1, ¢2), portanto « € Blea, 1 + [|c1 — 2] C B(ca, 71 + ||e1 — c2f| +€).

Por outro lado, r1 + |jc1 — || +e =+ |t — || + 11—+ = ro+a+ e,
assim B(ca, 7 + [|e1 — 2| +€) = Blea, 2] + B(0, e +¢) = By + B(0,a 4 ¢). Resulta que
r € By +B(0,a+¢).

Passo 2: By C By + B(0,a +¢),Ve > 0.

Sejam ¢ > 0 e © € By, logo d(x,c2) < 1. Mas d(x,c1) < d(z,¢2) + d(eq,e0) <
ro + d(c1, ), entao x € Bleg,re + |ler — ea||] € Bler, r2 + |1 — 2| + €).

POI‘éHlT’Q‘FHCl—CQH—FFE:7”1+HC1—02H—|—7"2—7'1+€§T1+|‘61—C2H+T1—7"2+€:
r 4+ o+, assim B(cy,ra + [|e1 — 2| +¢) C B, 11+ a+¢) = Bley, ri] + B0, + ¢)
By + B(0,a + ¢). Portanto e x € By + B(0,a + €).

Pelos passos 1 e 2, concluimos que inf{e > 0|B; C By + B(0,¢) e B—2 C By +
B(0,e)} < au

Suponhamos, por absurdo, queinf{e > 0|B; C By +B(0,¢) e By C B; +B(0,¢)} < «,
logo existe ¢ < a tal que By C By 4+ B(0,¢).

(c2—c1)
llea—call?

Tomando z = ¢; — 1, obtemos que d(x,c1) =71 e x € B;. Mas
(c2 — 1)

U}
=[(1+——) (ca—c
ch—clu‘ H( ch—clu) (2 =)

= HCQ—Cl”—FTl =179+ Q.

d(eg,z) = ||lca —c1 + 11

Resultando que d(x,cs) = re + a > ry + €. Logo By ¢ By + B(0,¢). Contradicao.
Portanto dH(Bl, Bg) = inf{5 > 0|Bl C By + B(0,€> eB—-2C B+ B(0,€)} =qa. U

Lema 1.58
Seja (Bp)nen uma seqiiéncia de bolas fechadas em C. Se B, ™= B, entao B é uma bola
fechada.

Prova: Seja (B,).eny uma seqiiéncia de bolas fechadas de € convergindo para B € C.
Como B, = B, entao existe um conjunto compacto X C R" tal que B,, C K, para todo
n € N.

Cada bola B,, possui um centro ¢, e um raio r,. Como B,, C K, entao ¢, € K, para
todo n € N. Assim, a seqiiéncia de centros ¢ limitada, portanto possui uma subseqiiéncia
convergente. Seja (¢, );oy uma subseqiiéncia de (¢, )nen com c,, = c.

Como (cy,);cy € uma subseqiiéncia de (¢, )nen, entdo {n;li € N} C Ne (r,,),.y ¢ uma
subseqiiéncia de (r,,),en. Além disso, sendo K compacto, existe uma bola que contém K,
logo a seqiiéncia de raios (7, ),y € limitada. Logo existe uma subseqgiiéncia convergente

r da seqiiéncia (,,), .. Digamos r,, =5 r
h kEN q ni)ieN- g Ni .
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Como {n;,|j € N} C {n;|i € N|} C N, entdo (cm.j) . ¢ uma subseqiiéncia de (¢p,);cn
je

e Cn,, =% e

Resumindo, Tni, =X e Cn, =% ¢ sdo subseqiiéncias de (7n)nen € (¢n)nen, respectiva-
mente.

Considerando By := Ble,7] e B = lim,,_,» B, podemos afirmar que B = Bj. Para
isso, basta mostrar que dg(B, By) < €, qualquer que seja o e > 0.

< fedn (Bnij,B> < 5, para todo

g

Tomando N, € N tal que ”c — Cny, "= T,

ni; 2> ni;, , temos que

E € €
(B 5) == s~ <5455
Portanto
du(B, By) < dH<B,Bn, ) +dH<Bm_ ,BO> < %—i- 5=¢
Jo Jo
Assim, concluimos que B = B,. O

Teorema 1.59
Para todo S € C, existe uma bola fechada contida em S com raio maximo.

Prova: Seja S € €. Como S # @, existem bolas fechadas contidas em S, pois, dado z € S,

obtemos que {z} = B[z,0] C S. Assim, podemos definir % := {B[z, ] |e > 0 e B[z, ¢] C S}
eg: . — Rporg(X)= @ = ¢£. Se g for continua e .# for um subconjunto compacto

de € entao existird uma bola B[z, ] € .% com raio maximo.

Passo 1: .% é compacto.

Seja (Bp)nen uma seqiiéncia de elementos de .%, logo cada B, é uma bola fechada
contida em S. Se {B,|n € N} for finito, entdo (B,)nen possui subseqiiéncia convergente,
convergindo para um ponto de .%.

Suponhamos que {B,|n € N} tem infinitos elementos, logo (pelo teorema de Blaschke)
{Bn|n € N} possui um ponto de acumulacao, que é um subconjunto compacto e nao vazio
de S. Seja B esse ponto de acumulacao.

Sendo B ponto de acumulacao de { B,|n € N}, entdo existe uma subseqiiéncia (By,),cx
de (Bp)nen convergindo para B. Assim, pelo Lema 1.58, B ¢ uma bola fechada contida
em S, pois cada B, é uma bola fechada. Portanto B € .# e .# é compacto.

Passo 2: g é continua.

Seja W o conjunto de todas as bolas fechadas de C, logo .# C W. Afirmo que
g: W — R, definida por g(X) = %X) = g, é continua.

De fato, sejam By € W e ¢ > 0. Se du(By, B1) < ¢, entao (pelo Lema 1.57) ||¢o —
c1l] + |ro — r1| < e. Portanto |rg — ri| < e e |g(Bo) — g(B1)] < e.

Assim, g é continua no ponto By, sendo By um ponto qualquer de W. 0

Teorema 1.60
Para todo S € @, existe uma bola B[x,c] D S com raio minimo.
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Prova: Seja S € €. Como S ¢ limitado, entao existem bolas fechadas que contém S.
Resta mostrarmos que existe uma bola fechada com raio minimo que contém.S.

Entretanto, como S é compacto, e sendo D o diametro de .S, existem a, b € S tais que
d(a,b) = D.

Passo 1: S C R, sendo R = [a1,b1] X -+ X [an, b,], com |b; —a;| = D,¥Vi=1,...,n.

Como S C R™ é compacto, entao, para cadai € {1,...,n}, a funcdo m;(x) = z; possui
um ponto de maximo e um de minimo em S. Fixado i € {1,...,n}, sejam p',¢' € S,
tais que m;(p') = pi = min{m;(z)|lz € S} e m(¢") = ¢¢ = max{m;(z)|z € S}. Assim,
¢ —p; =g —pil <d(¢’,p)<D. | |

Agora, para cada i, seja b; tal que p; < ¢} < b; e b —p; = D. Tomando a; = p;, temos
que S C [ar,b1] X -+ X [an, by]. De fato, dado x € S, x; € [pi, ¢] C [pt, bi] = [as, bi].

Transladando se necessario, podemos supor quea; = —D/2 e b; = D /2.
Passo 2: Existe uma bola fechada B, contendo S, com raio D.
Sejam h,k € S tais que d(h,k) = D. Seja também m = 4% € S o ponto médio

entre h e k. Afirmo que S C Blm, D]. De fato, se x € S, entao d(x,m) < D. Portanto
S C B[m, D].

Passo 3: Se S C B[z,¢] e ¢ < D, entdo Blx,e] C C = [ay —2D,b; +2D] X - -+ X [an, —
2D, b, + 2D].

Suponhamos S C B[z, e] com € < D. Logo S C B[z,e] C B[z, D].

Sejam y € Blz,D] e z € S. Como S C B[z, D], entdo d(x,y) < 2D, portanto
Yi € [zi — 2D, z;+ 2D] C [a; — 2D, b; + 2D].

Concluimos que y € [a; — 2D, by +2D] X --- X [a, — 2D, b, +2D] = C.

Passo 4: O conjunto .# = {B|x,¢] |S C B[z,¢] C C} é compacto em €, e ndo é vazio.

Pelo passo 2, existe uma bola B contendo S e com raio D. Ja pelo passo 3, D C C.
Portanto B € % e % nao é vazio.

Para mostrarmos que.# é compacto, seja (B, ),en+ uma seqiiéncia infinita de elementos
de .#. Basta mostrar que existe uma subseqiiéncia (B, );cy+ de (Bp)nen-, com By, it
Be 7.

Pelo teorema de Blaschke, existe uma subseqiiéncia B,, == B € €, com B C C.
Além disso, pela demonstracao do teorema de Blaschke,

o0
j=1 \i=j

Mas S C B,,, para cada ¢ € N*, pois cada B,,, € .#. Portanto S C B. Além disso,
pelo Lema 1.58, B é uma bola fecha.
Resumindo S C B C C, logo B € .#. Portanto .# é compacto.

Como % é compacto, o teorema é conseqiiéncia da continuidade da funcdog vista na
prova do Teorema 1.59. O



Capitulo 2

Algumas funcoes definidas em &

Nesse capitulo serdo estudadas algumas fungoes definidas no conjunto%. A maior
parte dessas funcoes poderia ter sido definida em €, sem que houvesse nenhuma altera-
cao nos resultados, mas, como a convexidade ¢ necessaria em alguns casos, resolvemos
restringir o dominio de todas as funcoes.

2.1 Funcoes suporte

Definicao 2.1
Seja u € S". Definimos a funcao suporte H, : € — R, na direcdo u, por

H,(K) :=max {(k,u) |k € K}.

v

Figura 2.1:

A funcao suporte é importante pois serd utilizada para definirmos a "largura minima"
de um conjunto convexo. Além disso, algumas propriedades do didmetro e da largura
minima sao conseqiiéncias de propriedades das funces suporte. A seguinte proposicao,
facil de ser demonstrada, nos da algumas propriedades das funcoes suporte.

Proposigao 2.1
Sejamu € S, X, Y € €, a > 0 e H, a funcao suporte associada au. Entdo:
(i) H,((X +Y) =H,(X) + H,(Y);

41
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(ii)) Se X C Y, entao H,(X) < H,(Y);

(iii) Hy(aX) = aH,(X);

(iv) Hy (B0, a]) = o

(v) H, (X + Blz,a]) = H,(X) + (z,u) + a,Vz € R™;
(vi) H,(—X) = H_,(X).

Teorema 2.2
Dado u € S*!, a funcao suporte H, : € — R é continua em €.

Prova: Seja K € ¥. Mostraremos que H, é continua em K. Para isso, tome ¢ > 0
qualquer e 6 = £/2.
Suponhamos dy(K, L) < d, logo K C L+ B[0,6] e L C K + BJ0,4]. Logo

H,(K) < H,(L + BJ[0,d]) = Hy(L) + H,(B[0,6]) = H,(L) + 6,
H,(L) < H,(K + B[0,4]) = H,(K) + H,(B[0,]) = H,(K) + 6.

Assim,
H,(K) —H,(L) <6,
H,(L) — Hu(K) < 6.

Concluimos que |H,(K) — H,(L)| < § =¢/2 < e. Portanto H, é continua em K. [

Cada funcao suporte H, est4 relacionada com um vetor u € S" 1. Porém, se fixarmos
K € €, podemos observar a fungao H, (K') como uma fun¢ao cuja variavel éu. Surge entao
a pergunta: sera que H,(K) é continua em u? A resposta a essa pergunta é afirmativa e
¢ o contetdo da proxima proposicao.
Proposigao 2.3
Fixado K € ¢, a funcao f : S"' — R definida por f(u) = H,(K) é continua em S"*.

Prova: Para mostrar que f ¢ continua em S"!, mostraremos que f : R — R, definida
por f(u) = max{(u,k)|k € K}, ¢ continua. Dessa forma, f = ﬂsn_l também seré
continua.

Como K é compacto, existe um m > 0 tal que ||k|| < m, qualquer que seja k € K.
Assim, dado u € R™, temos que (u,k) < |lu| - [|k|| < m - ||ul|,Vk € K. Segue que,
max {(u, k) | k € K} = (u, ko) < [[ul - ko]l < m - .

Resumindo, f(u) < m - |Jul|, Vu € S

Seja e > 0 e u € R". Mostraremos que f é continua em u. De fato, tomando § = ¢/m
e supondo |lu — v|| < §. Temos:

fw) = flo+u—v)=max{{(v+u—v,k)|kc K}
< max{(v,k) |k € K} + max{(u —v,k) |k € K} = f(v) + f(u —v).

Logo, _ B B
fu) = flv) < flu—v) <m-flu—vf <m-d=e.
Analogamente, f(v) — f(u) < . Portanto f é continua em u e estd provada a propo-
sicao. ]

A seguinte e tultima proposicao dessa secao relaciona as fungoes suporte com os semi-
espagos suporte.
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Proposigcao 2.4
Seja K € € e u € S"!. Entao o subespaco suporte de K com vetor normal exterior u é
o conjunto {z € R"| (z,u) < H,(K)}.

Prova: Sejam E = {z| (x — ko,u) < 0} o semi espago suporte de K com vetor normal
exterior u e face H. Suponha também que ky € H N K. Logo (k — ko,u) < 0,Vk € K,
portanto (k,u) < (ko,u),Vk € K.

Como ky € K, entdao max {(k,u) | k € K} = (ko,u), ou seja, H,(K) = (ko,u). Segue
entao que E = {z| (z — ko, u) <0} = {z| (z,u) < (ko,u)} = A{z| (z,u) <H,(K)}. O

2.2 As funcoes largura e a largura minima

Definicao 2.2
Seja K € €. Definimos, para cada v € S !, uma funcao largura w, : € — R por
wy(K) := Hy(K) + H_,(K).

A imagem de K por w, é chamada de largura de K na direcao u.

Segue da definicao, e da continuidade das funcoes suporte, que cada funcao largura
é continua em %. Ja da Proposicao 2.3, concluimos que, para cada K € %, a fun-
¢ao g : S"! — R definida por gx(u) = w,(K) é continua. Portanto, sendo S"!
compacto, existem ug,u; € S"7! tais que gx(ug) = min{w,(K)lu € S" '} e gr(u) =
max{w, (K)u € S*1}.

Proposigao 2.5
Seja K € ¢. Entao w,(K) = d(H;,Hs), sendo H; = {z|{(x,u) = H,(K)} e Hy =
{z] (z,—u) = H_o(K)}.

Prova: Segue da Proposicao 2.4. O

Proposicao 2.6

Sejamu € S" !, XY €€,e>0eacR, entao:
(i) wu(X + V) = wn(X) + wu(V);

(i) wa (0 X) = Ja] - wu(X);

(iii) Se X C Y, entao w,(X) < w,(Y);

(iv) wy (X + Bz, ¢]) = w, (X)) + 2e.

Prova: Segue da definicao e da Proposicao 2.1. 0

Definicao 2.3
Dado K € €, a largura minima de K é o valor min{w,(K)|u € S"~'}.
Denotamos w(K) := min {w,(K)|u € S"7'}.

Proposigao 2.7

Sejam X,Y € €, >0 e a € R. Entao:
() w(X +Y) > w(X)+wY);

(i) w(aX) = Ja] -w(X);

(iii) Se X C Y, entao w(X) < w(Y);
(iv) w (X 4 B[z, ¢]) = w(X) + 2e.
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Prova:

(i) Sabemos que w,(X +Y) = w,(X) + wu(Y), pela Proposigao 2.6. Assim, w, (X +
Y) > inf {w,(X)| v € S" '} + inf {w,(Y)| v € S"'}. Logo, inf {w,(X +Y)| ve S} >
inf {w,(X)| v € S" '} + inf {w,(Y)| v € S !}. Portanto w(X +Y) > w(X) + w(Y).

(ii) a (iv) Segue da defini¢ao e da Proposigao 2.6. O

Teorema 2.8
w é continua em €.

Prova: Sejam K € € e ¢ > 0. Tomemos § = ¢/4. Se L € By(K,0), entao dy(K,L) <
d = K C L+B[0,0] e L C K+ B|0,d]. Logo, pela Proposicao 2.7, w(K) < w(L) +
20 e w(L) <w(K)+26. Portanto |w(K) —w(L)| < 2§ = g <e. O

Definicao 2.4
Um conjunto K € € é dito centralmente simétrico quando existe c € K tal que, se
x € K entao 2c —x € K.

Pela definicao acima, um conjunto K é centralmente simétrico quando possui um
ponto ¢ que satisfaz: se v € K, entao a reflexao de = sobre ¢ também esta em K.

Definicao 2.5
Seja K € €, entdo o conjunto K¢ := % é chamado de simetrizacao central de K.

Facilmente se prova que a simetrizacdo central K¢ de K é um conjunto centralmente

simétrico com centro na origem. Para isso, basta ver que %¥ € K¢ ¢ ryec K &
—zty C
5 € K&,

Teorema 2.9

Se K € €, entao:

(i) w (K =w(K) e

(i) w (aK 4+ (1 — ) KY) = w(K),Va € [0,1].

Prova:

(i) Sabemos que, para cadau € S", w, (KY9) = w, (55%) = twu(K) + w.(K) =

wy(K), pela Proposi¢ao 2.6. Logo inf {w, (K%) | v € S"'} = inf {w, (K)| u € S"'}, ou
seja, w (K9) = w(K).
(ii) Seja a € [0,1] e w € S, Entao
wy (@K 4+ (1 — a)KY) = aw,(K) + (1 — a)w, (K°)
= awy(K) + (1 — a)w,(K) = w,(K).

Isso implica em

inf {w, (aK+(1-a)K9)} = inf {w,(K)}.

ueSn—1 uesSn—1

O que conclui nossa demonstracgao. U
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2.3 Funcao diametro

Sabemos que o didametro D(K') de um conjunto K é dado por D(K) := sup{d(z,y) |
z,y € K}. Dessa forma, a fun¢ao diametro D : € — R estd bem definida. Veremos
algumas propriedades da funcao diametro.

Proposigao 2.10
Se K € ¢, entao D(K) = max{w,(K)| u e S" 1}

Prova:

Passo 1: D(K) > max{w,(K)| u € S"1}.

Sabemos que existe ug € S"! tal que max{w,(K)| v € S*'} = w,,(K). Sejam entao
H" o hiperplano suporte de K, com vetor normal exterior ug, € H™"° o hiperplano suporte
de K com vetor normal interior uy. Logo w,,(K) = d(H", H~ "), pela Proposigao 2.5.

Dadosz € KN H"™ ey e KN H™", temos

Wy (K) = d(H™, H ™) < d(z,y) < D(K).

Passo 2: D(K) < max{w,(K)| u e S"1}.
Sejam xg, Yo € 0K tais que D(K) = d(zo,v0). Sejam também H,, = {z| (x — zo,yo — zo) =
0} e Hyy = {z] (x — yo,y0 — zo) = 0}. Mostraremos que H,, e H,, sdo hiperplanos su-
porte de K. Para isso, mostraremos que K C {z| (x — xo,y0 — xo) > 0}, e analogamente
pode-se provar que K C {z| (x — yo,yo — zo) < 0}.
H,, H

Yo

Zo Yo

Figura 2.2:

Suponhamos (por absurdo) quez € K e (x — o, yo — Zo) < 0, assim (z, yo) — (x, o) —
(z0,0) + [|zol|” < 0, logo — (x,y0) > — (z, z0) — (0, yo) + [|lo]|”.
Segue que

lz = yoll* = ll=[I* — 2 (x, 30) + llyol®
> [l2* = 2z, 20) + llwoll* + [lwolI* — 2 (w0, yo) + llvoll* = llzo — wol*

Contradigao, pois 2,y € K e D(K) = ||zo — vo||-
Concluimos que K C {x| (x — x0,y0 — xo) > 0}. Dessa forma,

A(Hag, Ha) = 190 = 2oll = @ s0-s0

o () < sup {wn(K)] w € 5",

portanto, D(K) < sup {w,(K)| u € S*71}. O
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Lema 2.11
Se K € ¢ e D(K)=d(z,y), comz,y € K, entdo existem hiperplanos H, e 3,, suporte
de K em x e y respectivamente e ortogonais ao segmento SG [x; y].

Prova: Sai da demonstracao da Proposigao 2.10. O

Proposigcao 2.12

Sejam X,Y € Ke a € R. Entao:

(i) DIX +Y) < D(X)+ D(Y);

(i) D(aX) = |a] - D(X);

(iii) Se X C Y, entao D(X) < D(Y);
(iv) D(X + Blz,¢]) = D(X) + 2e.

Prova: A prova fica como exercicio. Uma dica para o item (iv) é utilizar a Proposicao
2.10. O

Teorema 2.13
A fungao didmetro é continua em % .

Prova: Analoga a prova feita para o Teorema 2.8, mas utilizando a Proposicao 2.12.[J

Teorema 2.14
Se K € €, entao D (K®) = D(K) e D (K + (1 — a)K) = D(K),Va € [0, 1].

Prova: Analoga a prova do Teorema 2.9. O

Defini¢ao 2.6
Dizemos que K € ¢ tem largura constante (ou que K é um conjunto de largura
constante) quando existe ¢ > 0 tal que w,(K) = ¢, para todou € S"7*.

Teorema 2.15

Se K € €, entao:

(i) w(K) < D(K);

(ii)) w(K) = D(K) se, e somente se, K tem largura constante.

Prova: Sai direto da defini¢ao e da Proposi¢ao 2.10. OJ

2.4 Funcao inraio

Definigcao 2.7
Seja K € €. O inraio de K, denotado por r(K), é o raio de uma bola fechada contida
em K com raio maximo.

Proposigao 2.16

Sejam X,Y € €, >0 e a €R, entao:
(1) r(X+Y)>r(X)+r(Y);

(i) r(aX) = |af - r(X);

(iii) Se X C Y, entao r(X) <r(Y);
(iv) r(X + Blz,¢]) = r(X) + .
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Prova do item (iv): Suponhamos, sem perda de generalidade, quex = 0 é a origem.
Mostramos que r(X + B[0,¢]) > r(X) + € e depois que (X + B[0,¢]) < r(X) +e.

Passo 1: (X + Blz,¢]) > r(X) +e.
Sejam 3 = r(K) e Blz, ] C K. Logo B[z, 8 + ¢] = B[z, 3] +BJ[0,¢] C K+ B[z, ¢]. Por-
tanto, por (iii), temos quer (B[z, 5 + ¢]) < r (K + B0, ¢]), ou seja, f+e < r (K + Bz, ¢]).

Passo 2: (X + B[z, ¢]) < r(X) +e.

Suponhamos, por absurdo, que r(K + B[0,¢]) > r(K) + e. Logo existem § > 0 e
a € K + B0, ¢], tais que, Bla, 8 + ¢ + ] C K + B|0, ¢].

Como = r(K), entao Bla, f + 6] ¢ K, logo Bla, 5 + 0] \ K # @.

Seja entao y € Bla, 5+ ] \ K tal que d(y, K) > 0 e consideremos z € K tal que
d(y,z) = d(y, K). Entdo, pela Proposicdo 1.40, todo ponto z da semi-reta zy satisfaz
d(z,z) = d(z, K).

Seja entdo w € zy N S(y, €) tal que z * y x w. Logo w € B[y, ] C Bla, 3+ § + €], pois
y € Bla, 3+ 6]. Além disso w ¢ K + BJ0, ¢], pois d(w, K) = d(w, z) = d(w,y) +d(y, z) =
e +d(y, z) > e. Contradigao. O

Teorema 2.17
A funcao inraior : ¢ — R é continua.

Prova: Sejam K € ¥ e ¢ > 0. Tomando 0 = £/2, temos que, se dg(H,K) < 0,
entdo H C K + B[0,0] e K C H + BJ[0,4]. Logo r(H) < r(K + B[0,d]) = r(K)+d e
r(K) <r(H)+4d. Segue que |[r(H) —r(K)| <d <e. O

Teorema 2.18

Sejam K € €, entao:

(i) 2r(K) < w(K);

(i) 2¢(K) < D(K);

(iii) 2r(K) = D(K)E se, e s6 se, K é uma bola fechada.

Prova:
(i) Seja a = r(K), entao existe k € K tal que B[k,a] C K, logo w (B[k,a]) < w(K),
ou seja, 2a < w(K). Portanto 2r(K) < w(K).

(i) Como w(K) < D(K), entao 2r(K) < D(K) (ver Teorema 2.15).

(iii) Suponhamos que 2r(K) = D(K), logo w(K) = D(K) e, pelo Teorema 2.15, K
tem largura constante.

Sejam r = r(K) e B[k,r] C K. Como K tem largura constante, entao w,(K) = 2r =
min {w,(K)| v e S} Vue S" 1.

Consideremos, para cadau € S"~ !, H* a face do semi-espaco suporte de K com vetor
normal exterior u, e H™" a face do semi-espaco suporte de K com vetor normal interior
u. Assim d(H", H™) = 2r,Vu € S" 1.

Como Blk,r|] C K, entdo B[k, 7] é um subconjunto da regido compreendida entre os
hiperplanos H" e H~*. Mas d(H,,H_,) = 2r, logo H, e H_, sdo hiperplanos suporte
de Blk,r], para todo u € S""!. Assim, cada semi-espaco suporte de K é também um
semi-espago suporte de B[k, r].
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Segue, pelo Teorema 1.42, que Blk,r] = ﬂ E, = K, sendo E, o semi-espaco
ueSn—1
suporte de K com vetor normal exterior w. 0

Observagao: Os conjuntos centralmente simétricos satisfazem a igualdade2r(K) =
w(K).

2.5 Funcao circunraio

Definicao 2.8
Seja K € €. O circunraio de K, denotado por R(K), é o raio da menor bola fechada
que contém K.

Proposigcao 2.19

Sejam XY € € e a € R. Entao:

(i) RX +Y) < R(X) + R(Y);

(i) R(aX) = |af - R(X);

(iii) Se X C Y, entao R(X) < R(Y);

(iv) R(X + Blz,¢]) = R(X) + <.

Teorema 2.20

A funcao circunraio R : € — R é continua.

Prova: Analoga a prova do Teorema 2.17; O

Teorema 2.21

Sejam K € €, entao:

(i) r(K) < R(K), er(K) = R(K) se, e s6 se, K é uma bola fechada;
(ii) D(K) < 2R(K);

(iii) w(K) < 2R(K), e w(K) = 2R(K) se, e s6 se, K é uma bola fechada.

Prova: Ver [3] e [24]. O

Observagao: Os conjuntos centralmente simétricos satisfazem a igualdade D(K') =
2R(K).

2.6 Funcoes area e perimetro

Nessa secao consideramos o conjunto 4 como sendo o conjunto dos corpos convexos
de R? para poder definir as funcoes area e perimetro.
Definicao 2.9
Dado K € ¥, a drea de K, denotada por A(K), é definida por

Amwzémﬁ

sendo R = [a,b] X [c,d] um retangulo contendo K, xx a fun¢ao caracteristica de K e a
integral é a integral de Riemann.
O perimetro de K, denotado por p(K), é definido por

p(K) :=sup{p(X)| K D X e X é um poligono convexo} .
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Quanto as fungoes area e perimetro, apenas assumimos a existéncia delas bem como
a veracidade de algumas propriedades que serao vistas mais adiante. Para obter mais
informacoes a respeito dessas funcoes e da prova de algumas das propriedades que serao
vistas, indicamos os livros [3], [22] e [17] e as referéncias que constam nesses livros.

Proposigcao 2.22

Se X, Y € € e a € R, entao:

(i) A(aX) =a? A(X);

(i) p(aX) = |af - p(X);

(iii) p(X +Y) = p(X) + p(Y);

(iv) Se X C Y, entao A(X) < A(Y) e p(X) < p(Y).

Teorema 2.23
As funcoes area e perimetro sao continuas em% .

Teorema 2.24
Seja K € €, entao:

(i) p(K) = p (K);
(ii) A(K) < A (K9);
(iii) A(K) = A (K©) se, e somente se, K é centralmente simétrico.

Segue desses dois tltimos teoremas o seguinte corolario a respeito da funcao perimetro:

Corolario 2.25
Se K € €, entao p (aK+ (1— a)Kc) = p(K),Va € [0,1].
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Capitulo 3

Os Sistemas Completos de
Desigualdades

Iniciaremos nosso capitulo com a historia dos sistemas completos de desigualdades.
Definiremos, na primeira se¢ao, o que sao os sistemas completos de desigualdades e con-
taremos como surgiu esse tipo de estudo.

Na segunda secao, mostraremos a técnica desenvolvida por Blaschke para verificar
se um conjunto de desigualdades é, ou nao, um sistema completo e, na tltima secao,
aplicaremos a técnica de Blaschke aos problemas resolvidos por Santalo.

Mas antes de comecarmos a historia dos sistemas completos de desigualdades, listare-
mos algumas defini¢oes que serao tteis no decorrer do capitulo.

Definicao 3.1

Consideremos um triangulo equilaterol" de lado ¢. Consideremos também os trés arcos de
circunferéncia com centro nos vértices deste tridngulo e raios iguais ak, comw(T) < k < ¢,
sendo cada um desses arcos o maior arco com raio k mas que nao corta o interior do
triangulo T'. Nessas condigoes, a envolvente convexa do tridngulo unido com os trés arcos
em questao é chamada de conjunto de Yamanouti

Definicao 3.2
Uma lente simétrica é a intersecao de dois circulos com raios iguais e intersecao nao
vazia.

k

S S—

Figura 3.2: Lente Simétrica.
Figura 3.1: Conjunto de Yamanouti.
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Definicao 3.3

Trocando dois lados paralelos de um retangulo por dois semicirculos externos ao retangulo,
com rajos iguais a metade do lado que esta sendo substituido, obtemos uma figura que
chamaremos de salsicha.

Definicao 3.4
Sejam Blx, e] C R™ uma bola fechada e p,q € R". Se x é o ponto médio entre p e q, entao
a envolvente convexa do conjunto Blx, ] U {p, q} é chamada de capbody.

Observacgao: no decorrer dos nossos capitulos, os capbody’s serdo capbody’s deR?,
sempre que a dimensao do espacgo estiver omitida.

Figura 3.3: Salsicha. Figura 3.4: Capbody.

Definicao 3.5

Sejam X a regiao do plano delimitada por duas retas paralelasr e ¢, e C' um circulo
cujo centro eqiiidista dere £. O conjunto X N C' é chamado de segmento simétrico de
circulo.

Definicao 3.6

Sejam ABC' um triangulo equildtero e hy, hp e ho as alturas correspondentes aos vértices
A, B e C, respectivamente. Considere também P, € hy, Pg € hg ¢ Po € he trés pontos
tais que d(P4, A) = d(Pg, B) = d(Pr,C) < d(A, ), sendo O o incentro de ABC'. Sejam
Xj o arco que liga B a C com centro Py, X5 o arco que liga A a B com centro Po e X3 0
arco que liga A a C' com centro Pg. A envolvente convexa de ABC'U X, U X, U X3 recebe
o nome de tridngulo circular.

C
)
/2
/ X, X,
g _ _
A B
X

Figura 3.5: Segmento Simétrico de Circulo. Figura 3.6: Triangulo Circular.
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3.1 A Histoéria dos Sistemas Completos de Desigualda-
des

Embora esta secao se chame "A Historia dos Sistemas Completos de Desigualdades",
nao contaremos a histéria pelo comeco, mas pela definicao:

Definig¢ao 3.7
Sejam .% uma familia de subconjuntos nao-vazios deR" e aq, ..., a,, funcoes de .# em

R, . Dizemos que as k desigualdades dy(x1,...,Tp),...,dg(21,...,2y) S840, ou formam,
um sistema completo de desigualdades se:

1. paratodo K € Z, asimagensa;(K), ..., an(K) satisfazem as desigualdadesd; (a; (K),
s an(K)), . d(a(K), .. an(K)) e

2. se Ay, ..., Ay sdo niimeros nao-negativos que satisfazem as desigualdadesd;(A;,
A, o die(Ag, . Ay, entao existe um conjunto K € F tal que aq(K) = Aj,
o am(K) = Ap,.

QQuem iniciou o estudo dos sistemas completos de desigualdades foi Blaschke (ver [2])
que, em 1916, propos a seguinte questao:
"Dados os valores s, v, m € R, quaisquer tais que

(52 > 30 -m,
m? > 4rs,
(%) { m3 > 4872w,
s3 > 36mv?,

(2m? > s, se v =0,

existe algum conjunto convexo e compacto K C R? com 4rea de superficie s, volume v e
curvatura média integral m?"

No problema proposto por Blaschke, a familia.# da Defini¢ao (3.7) é a familia dos
subconjunto convexos e compactos nao vazios deR?, as desigualdades sao

S(K)? > 3V(K) - M(K),

M*(K) > 4nS(K), (desigualdades de Minkowski), (3.1)
M3(K) > 487°V (K),

S?(K) > 367V?(K), (desigualdade isoperimétrica de R?),
2M?*(K) > mS(K), (desigualdade isoperimétrica plana (3.2)

em termos de S e M),

e as fungoes S, M,V : % — R, sao a éarea de superficie, a curvatura média integral e o
volume, respectivamente.

As desigualdades (3.1), (3.2) e (3.2) eram conhecidas na época de Blaschke e sdo
satisfeitas para qualquer K em .%#. A questao era saber se para quaisquer valoresv, s e
m (nao negativos), satisfazendo as desigualdades (3.1), (3.2) e (3.2), sempre existiria um
corpo convexo K de R? com V(K) =v, M(K)=m e S(K) = s.
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Se isso fosse verdade, entao o conjunto de cinco desigualdades seria um sistema com-
pleto de desigualdades, porém isso nao ¢ verdade: existemwv, m e s reais nao-negativos,
que satisfazem as desigualdades (3.1), (3.2) e (3.2), para os quais ndo existe um corpo
convexo K de R? com V(K) =v, S(K) =s e M(K) =m (ver [19], [1], [20] e [7]).

Apesar da resposta a esse problema ser negativa, Blaschke criou uma técnica para
facilitar a resolucao de seu problema, técnica esta que foi utilizada mais tarde por San-
tald. Além disso, criou-se uma nova questao: serd possivel obtermos novas desigualdades
relacionando as funcoes V', S e M de forma que, sempre que v, s, m satisfizerem as desi-
gualdades (3.1), (3.2) e (3.2) e as novas desigualdades, existaK com V(K) =v, S(K) = s
e M(K)=m?

Essa nova questao ainda permanece aberta e é motivo de pesquisa matematica, mas
nao serd estudada aqui. Estudaremos entretanto a utilizacao que Santalé fez da técnica
de Blaschke em problemas similares, mas com outra familia de conjuntos e outras funcoes.

Foi Santal6 quem, em 1961, introduziu a definicao de sistemas completos de desigual-
dades e a familia de conjuntos que ele estudava era a familia dos conjuntos convexos, com-
pactos e nao-vazios do plano. Com essa familia, Santaldé encontrou um sistema completo
de desigualdades relacionando cada par das seguintes fungoes: A (area), p (perimetro),
D (diametro), r (inraio), R (circunraio) e w (largura minima). Encontrou também um
sistema completo de desigualdades relacionando as triplas (A, p,7), (A,p, R), (A,p,w),
(A, D,w), (p,D,w) e (D,r,R) e estudou os casos (D, R,w) e (r, R,w), mas sem concluir
esses tltimos dois.

Cabe observar que os problemas resolvidos por Santal6 nao foram resolvidos apenas
por ele, mas diversas pessoas trabalharam nas desigualdades (ver [21], [23] e as referéncias
em ambos o0s artigos).

Embora Santalé tenha demonstrado algumas desigualdades, seu principal trabalho nao
foi o de encontrar novas desigualdades, mas foi o de utilizar as técnicas desenvolvidas por
Blaschke em cada par e em cada tripla das fungoes A, p, D, r, R e w para verificar se
as desigualdades existentes que relacionavam cada par ou tripla formavam um sistema
completo.

Trabalhos posteriores ao de Santalo foram feitos por M. A. Hernéndez Cifre, S. Se-
gura Gomis e G. Salinas Martinez que resolveram os casos(A, D, R), (A,r, R), (p, D, R),
(p,m, R), (D,r,w), (D,R,w) e (r,R,w) (ver [13], [14], [15] e [9]), mas ainda existem sete
casos abertos para os quais as desigualdades existentes nao formam um sistema completo:
(A,p,D), (A,D,r), (A,r,w), (A, R,w), (p,D,r), (p,r,w) e (p, R,w).

Mantendo as fungoes A, p, D, r, R e w e restringindo nossa familia de figuras para
a familia dos conjuntos convexos compactos 3-rotacionalmente simétricos deR?, foram
resolvidos 14 dos 20 possiveis casos envolvendo triplas de fungdes em [10|. J& para a
familia dos conjuntos convexos compactos centralmente simétricos deR?, os 20 casos se
reduzem a 4 que foram todos resolvidos em [11].

Também sao objetos de investigacao alguns sistemas completos de desigualdades para
familias de conjuntos convexos de R" e de R3 (ver[12]). Porém, em nosso trabalho,
estudamos apenas sistemas completos de desigualdades para figuras convexas e compactas
planas, mais especificamente, estudamos os problemas propostos por Santalo que ja foram
resolvidos.



3.2. O DIAGRAMA DE BLASCHKE 25

3.2 O Diagrama de Blaschke

No problema de Blaschke, suponhamos que s, v e m satisfazem as desigualdades (x).
Assim, se m = 0, entao s = v = m = 0, e o problema se torna encontrar um corpo
convexo K tal que S(K) = V(K) = M(K) = 0. Para isso, basta tomar K um ponto
de R3. Logo, se m = 0, existe K compacto, convexo e nao-vazio tal que M(K) = m,
V(K)=veS(K)=s.

Assim, de agora em diante consideraremos m # 0. Neste caso, a idéia que Blaschke
teve para tentar resolver seu problema foi a de tomar a fungaoy : #* — [0,1] x [0, 1]

definida por ¢(K) = (ﬁg—ﬁ; 43}?), sendo V =V(K), M = M(K), S =S(K) e Z*a

familia dos corpos convexos de R? com curvatura média integral diferente de 0.

Pelas desigualdades de Minkowski (desigualdades (3.1)), segue que a imagem de
esta contida no quadrado [0, 1] x [0,1]. Além disso, a fun¢io ¢ estd bem definida, pois
M(K) # 0 para qualquer K € .7*.

Uma outra caracteristica da funcao ¢ é que ela é invariante por dilatacoes.

Além da fungao ¢, Blaschke considerou a funcgao ¢’ : X — [0, 1] x [0, 1] definida por

o' (s,v,m) = (j%*; 4?:{;”), sendo X o conjunto das triplas (s,v,m) de R? com s,v > 0,

m > 0, satisfazendo as desigualdades (x). Obviamente a imagem da fungdo ¢ é um
subconjunto da imagem da funcao ¢'.

Com as funcoes ¢ e ¢, Blaschke observou que se as duas imagens forem iguais, entao
dada uma tripla de pontos (s,v,m) € X vai existir um conjunto K € . com S(K) = s,
V(K)=ve M(K)=m.

De fato, dada (s,v,m) € X e considerando IM(p) = IM(¢'), entao existe um conjunto

o 2 s . 48m3v
H € .Z com (iwf((g)), 4%;{;;”) - (i@_ﬂ 48n )

Mas, sendo ¢ invariante por dilatacoes, temos
dnS(aH) 487*V(aH)\  (4nS(H) 487V (H)\  [4ms 48r7%v
M2(aH)" M3(aH) )  \ M2(H)' M3(H) ) ’

m2’ m3

para qualquer a € R7 .
Agora, tomando « tal que aM (H) = m e sabendo que M(aH) = aM(H), V(aH) =
AV (H) e S(aH) = o*S(H), segue que

dma?S(H) 48n%a®V(H)\  (4nS(aH) 487V (aH)\  [(4ms 48m%v
(a2M2(H) " a3M3(H) ) - (M?(aH) M3 (aH) ) - (W m? ) '
Logo M(aH) =m, V(aH) =ve S(aH) = s.

Dessa forma, tomando K = oH € %, M(K) = m, S(K) = s e V(K) = v, assim
o trabalho de Blaschke se resumiria a mostrar que IM(p) = IM(¢’). O primeiro passo
para isso seria encontrar a fronteira da imagem da funcao ¢’ e verificar se esta fronteira
é também a fronteira da imagem de ¢, mas isso nao é verdade e até hoje procura-se a
fronteira da imagem da funcao ¢ afim de resolver o problema de Blaschke.

Apesar de nao ter encontrado a fronteira da funcao ¢, Blaschke descobriu parte dela
através das desigualdades (3.1), (3.2) e (3.2). Portanto a imagem da funcdoy recebe o
nome de Diagrama de Blaschke, e a parte da fronteira da imagem que ¢ que ainda
nao foi encontrada é chamada de fronteira perdida do Diagrama de Blaschke
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Voltando a funcao ¢, e chamando (z,y) = ¢'(s,v,m), temos, pela primeira das de-
sigualdades (3.1), que y > z?. Entao parte da fronteira de ¢’ é a curva y = x? contida
em [0,1] x [0,1]. Essa parte da fronteira é também parte da imagem da funcao ¢, pois
representa a imagem dos capbodys tridimensionais (ver a Defini¢ao 3.4), sendo o ponto
(0,0) imagem de um segmento e o ponto (1,1) imagem da esfera.

Uma outra parte da fronteira de IM(¢), também determinada por Blaschke, foi des-
coberta considerando os conjuntos sem volume, nesse casoy = 0, e a desigualdade isope-
rimétrica plana em termos de S e M em (3.1) nos garante que 0 < z < %. Esses pontos
sao imagens dos conjuntos convexos bidimensionais.

E importante observarmos que o diagrama de Blaschke (ou a imagem da funcio)
é um conjunto conexo por caminhos, pois sendo H, K € .#*, a funcdo f : [0,1] — Fx
definida por f(t) = tH+(1—1)K é continua (ver apéndice A). Logoc = po fl ) descreve
um caminho que liga ¢(H) a ¢(K).

1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

T 877r2 1
Figura 3.7: Parte da Fronteira de ¢.

Para o nosso estudo, utilizamos as mesmas idéias de Blaschke nos problemas propostos
por Santald, como serd visto mais adiante.

3.3 Problemas resolvidos por Santal6

Antes de entrarmos nos problemas resolvidos por Santald, é 1til termos uma lista de
algumas desigualdades conhecidas na época envolvendo as fungoesA, p, D, r, R e w.

3.3.1 Desigualdades
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Tabela 3.1: Desigualdades envolvendo pares de funcoes.
Funcoes | Indices | Desigualdades | Igualdade
Ap dy 4rA < p? O
A, D ds 4A < D? O
Ar ds mr? < A O
AR dy A< TR? O
Aw ds w2 < V/3A A, —
p.D | ds|di | 2D<p<aD | — Jw=c
D, T dg 2mr < p O
p, R dg | dig| 4R<p<27R - O
D, w diy Tw < p w=c
D,r di2 2r < D O
DR |dis|du|V3BR<D<2R| Yt | cent!
D,w dis w<D w=c
r, R die r<R O
r,w di7 | dig 2r <w < 3r fcent | A, —
R,w dig w<2R O

fexistem mais figuras para as quais vale a igualdade.

Tabela 3.2: Desigualdades envolvendo triplas de funcgoes.

Funcdes | Indices | Desigualdades Igualdade | Condigoes
A,p,D D, *8pA < p(p — 2D cos ¢) 0
D, 16A% > p(p—2D)?- (4D —p) JARH 2D <p<
3D
Ap,r | Dy | Dy | B <A<Zr(p—mr) <> | O
Ap, R Ds A< R(p—mR) O
Dg “*80A < p(p—4Rcoso) 0, —
A p,w D; 4A < w(2p — Tw) )
Dyg QA > w (p — /3w sec? 9) Y Tw < p<
2\/§w

57
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Tabela 3.2: continuando da pagina anterior.

Funcoes | Indices | Desigualdades Igualdade | Condigoes
Dy 164%0°3 > p(pw — 4A)2 . Nis 2/3w <
(8A — pw) P
A, D,w Dio Dw < 24 A% w< D
Dy A > 3w [n+w(arcsinp— Y w > ‘/7§D
5] -0
Dyy =2 A < wn + D?arcsin p ()

p,D,w | Dig | Dyy | *2[p+warcsinp] < p < | <> (@)
2 [n+ D arcsin p]

D,r, R Dq5 (D? —2Rr) - V4R? — D? < Nig
AR?r
D6 D>R+r fw=rc, A
r,R,w Dq; w<r+R N, Y, w=

*¢ é solucao da equagao 20D = psin(¢)
**o & solucao da equacao psino = 4Ro

*** é solucao da equagao 6w(tand — 0) = p — 7w
o =VDT— w2 p=§

fexistem mais conjuntos que satisfazem a igualdade.

Nas tabelas 3.1 e 3.2, os simbolos que aparecem na coluna "Igualdade" representam
os conjuntos para os quais a desigualdade da linha se torna uma igualdade.

As desigualdades da tabela (3.1) foram demonstradas em [3] ou em [24]. A demons-
tracao das desigualdades Dy e Dy podem ser encontradas em [16] e em [3], a desigualdade
D¢ pode ser encontrada em [5] OU [6], a D; em [16] e em [3], a Dg e a Dy em [23], a Dy
em [25]|, a D1y em [16] e as desigualdades Dy5, D1 e Dy se encontram em |[21].

As demais desigualdades sao encontradas em [3] ou em [23] sendo que as desigualdades
Dy, Dyy e D7 foram corrigidas em [23]. Os problemas resolvidos por Santalé podem ser
encontrados em [21].

A tabela a seguir mostra que conjunto cada simbolo representa.

Tabela 3.3: Legenda.
O circulo
A

triangulo equilatero
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JANS triangulo isosceles cujo lado desigual

¢ menor ou igual aos outros dois

JANS triangulo circular

— segmento de reta

w=c figuras de largura constante

Y conjuntos de Yamanouti

Cent | conjuntos convexos centralmente simétricos

- salsicha

() segmento simétrico de circulo
0 lente simétrica

<> capbody

A% triangulo com base D e altura w

Observacgao: Um triangulo isosceles cujo lado desigual é menor ou igual aos outros
dois pode ser definido como:
(1) um triangulo isosceles cujos lados iguais tém comprimento igual ao seu diametro, ou
(2) um triangulo isésceles cujas alturas iguais tém comprimento igual a sua largura mi-
nima.

Tendo em maos essas desigualdades, iniciaremos agora o estudo dos problemas resolvi-
dos por Santal6 de encontrar sistemas completos de desigualdades envolvendo as seguintes
triplas de fungoes: (A,p,r), (A,p, R), (A,p,w), (A, D,w), (p,D,w) e (D,r, R).

3.3.2 Caso (A,p,1)

O caso (A, p,r) foi resolvido com as desigualdades dadas na seguinte tabela:

Tabela 3.4: Desigualdades envolvidas no problema (A, p,r).

Indices | Desigualdades | Igualdade
d; 47 A < p? O
ds 2mr < p O
Dy p-r<2A <>
D, A<r(p—mr) )

Na primeira e segunda desigualdades, a igualdade é verificada nos circulos. Na terceira
desigualdade, a igualdade se verifica nos capbody’s, e na quarta, nas salsichas. Cabe
observar que os circulos sao casos particulares de capbodys e de salsichas, portanto os
circulos satisfazem a igualdade na terceira e na quarta desigualdades.



60 CAPITULO 3. OS SISTEMAS COMPLETOS DE DESIGUALDADES

Estratégia de resolucao do problema

O primeiro passo para mostrarmos que essas quatro desigualdades formam, de fato,
um sistema completo de desigualdades é mostrar que, considerandoA =p=1r=0 € R,
existe um corpo convexo K com A(K) = p(K) = r(K) = 0. Mas isso é muito facil de se
conseguir, basta tomar K um ponto.

Desconsideremos entao o caso trivial A = p = r = 0. Como as duas primeiras
desigualdades mostram que p = 0 implica em A = r = p = 0, segue que no caso nao
trivial p # 0. Assim, voltemos nossa atencao apenas aos corpos convexos diferentes dos
pontos. Para isso, seja ¢* := {K € €| K nao é um ponto}.

Consideremos entdo a funcao ¢ : €* — R? definida por p(K) = (QWT(K)' 4”A(K)>

p(K) * PP (K)
Essa funcao esta bem definida pois, como os pontos nao sao elementos do dominio, entao
p(K) # 0, qualquer que seja o K € €™*.

As desigualdades d; e d; deixam claro que a imagem da func¢do ¢ esta contida no
quadrado [0, 1] x [0, 1].

Consideremos também o conjunto X := {(A’,7/,p,) € R¥| A',+/ >0, p' > 0, 474’ <
()2 2m <p/, A <o () =), p -1’ < 2A'}, ouseja, X é o conjunto das triplas de
nimeros reais nao negativos (com tultima coordenada positiva) que satisfazem as desigual-

dades dy, d7, D3 e D,. Seja a funcao ¢’ : X — R? definida por ¢'(A',r,/p,) = (2”/' 4”’4').

P (p)?
Para mostrar que as quatro desigualdades da tabela 3.4 formam um sistema completo

de desigualdades, adotas-se a seguinte estratégia: mostra-se que a imagem da funcao

¢ & igual & imagem da fungdo . Feito isso, para cada tripla (A, 7', p') satisfazendo

2mr(K) 47TA(K)> .
p(K) ' pAK) )

as desigualdades, com p’ # 0, existe um conjunto K € %™ tal que (

2mr! . 4w A’
P ()2 )
Seja a € R, logo

(o ) = G et ) ~ (G ey )

Ou seja, ¢ € invariante por dilatacgoes.
Por outro lado, sendo o € R tal que ap(K) = p/, temos que

<27rar(K)_ 47ra2A(K)) (QWT(K)_ 47TA(K)) (27rr/_ 47TA’)
ap(K) © o?p*(K) p(K) " p*(K) vow?)
Logo, ap(K) =p' = ar(K)=1"e ?A(K) = A

Conclusao: A(aK) = A", r(aK) =r"ep(aK) = p'. Assim, para cada tripla (A", ', p’)
satisfazendo as desigualdades, com p’ # 0, existe um conjunto K’ = aK € €* tal que
AK') = A" r(K') =1 e p(K') = p/. Portanto o sistema de desigualdades é completo.

Resumindo, se as imagens das fungoes ¢ e ¢ coincidirem, entao o sistema é completo.
Por outro lado, se o sistema for completo, dado um ponto (z,y) € IM(¢’), existe uma
tripla (A’,7",p') € R3, satisfazendo as desigualdades da tabela 3.4, comp’ # 0, tal que
(x,y) = ¢'(A,7",p'). Mas, como (A',7",p') satisfazem as desigualdades e o sistema é
completo, segue que existe K € € tal que A(K) = A', r(K) = r" e p(K) = p'. Logo
p(K) =¢' (A0, p) = (z,y).

Conclui-se que IM(p) D IMm(¢'), mas IM(p) C IMm(¢'), portanto, se o sistema de
desigualdades for completo, entdo IM(p) = IM(¢’).
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Encontrando a imagem de ¢’

Seja (z,y) € IM(¢'). A definicdo de ¢’ nos diz que (z,y) = <2“,’"; 4’“42/). Pela
desigualdade D, temos

/ / / AN / WT, A/ / ﬂ-,r/
A<y —ar)y=1r"-p (1——) & —<r(1-—

o P
A A’ - 2mr! ( 2mr!

(p/>2 — p/ p/

Portanto os pontos da imagem de ¢’ estdo abaixo da curva y = —22 + 2z, dentro do
quadrado [0, 1] x [0, 1].
Por outro lado, da desigualdade Ds sai

) & y<z(2-—12)=—2°+2u1.

2A PN Ar A" 2w’ o u> (3.3)
>r > — y>x. :
I )2~ v
Ou seja, os pontos de IM(¢') estdo acima da reta z = v.
Veja que em x =0 e em z = 1 as duas fungoes coincidem:

2A' > p' v &

x| —x%+ 2z
0
1 1

J& para os pontos em que x € (0,1), —z* + 2z > z. Além disso, para cada (z,y) €
[0,1] x [0,1] com < y < —a®+ 2z, temos que, fazendop’ =1, = L e A" = £ a tripla
(A’ 1, p) satisfaz as desigualdades, portanto (x,y) € IM(¢').

Concluimos entao que a imagem de ¢’ é toda a regiao compreendida entre a retaz =y
eacurvay = —z% + 2z.

C

x 1
Figura 3.8: Imagem de ¢'.
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Provando que 0IM(y') C 0IM(yp)

Seja (z,y) € OIM(¢'), logo y = x ou y = —2% + 2. Queremos encontrar um conjunto
K € €* tal que ¢(K) = (z,y), ou seja,

[ 2mr(K) 4TA(K)
= (55 a0y )

Caso 1: Analisemos o caso em que y = .

Sex =0, entao x =y =0 e r =0. Tomando K um segmento de reta, sua imagem
por ¢ serd o par (0,0) = (x,y).

Suponha agora x > 0. Como a igualdade em D3 é alcancada pelos capbodys, procu-
raremos um capbody cuja imagem por ¢ seja (x,y). Podemos encontrar p > 0 e r > 0,
com p > r, tais que

2mrr
— =2
p

Como um capbody é determinado pelos valores der e D, devemos encontrar D > r
de forma que o capbody K determinado por r e D tenha perimetro p.

Figura 3.9: Capbody determinado porr e por D.

Mas o perimetro de um capbody é dado por:

p = |m — 2arccos (%)] o + 42 — 12,

b2
%—g—l—arccos(%)—\/ﬁ—l:(), (3.4)

sendo b = % > r, pela desigualdade d;s.
Na equagao (3.4), a divisao por r é possivel pois z > 0 < r > 0.

Consideremos a funcao f(b) = = — 7 + arccos (%) — \/’T’—z — 1, para b >r.
Dai, segue que

ou equivalentemente,

f(T)Z—Zﬁn—g—l—arccos(l)— 1_1:4%_3
Mas )
Tr T P P T
—=r<l==<-—"=——=—>0
p v 2 " 4r  Ar 277
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ou seja, f(r) > 0.

Por outro lado, lim, . f(b) = —o0, logo existe um by € [r,o0] tal que f(by) = 0.
Portanto existe by > r que determina, junto com r, um capbody com perimetro p.

Seja entao K o capbody determinado por r e by com perimetro p. Sendo K um
capbody, A(K), r(K) e p(K) satisfazem Ds3. Assim, trocando o simbolo da desigualdade
pela igualdade na equagdo (3.3), segue que p(K) = (z,y).

Caso 2: Analisemos agora o caso em quey = —z* + 2x.
Como queremos K tal que ¢(K) = (z,y), entao K deve satisfazer: © = % ey = 4;;—2A.
Mas y = —2% + 2z, logo precisamos encontrar K que satisfaca

4TA (27r7") 2 2mr
p

pe + 27 & —nridr-p=A (3.5)

Sabemos que as salsichas satisfazem —7mr? + r - p = A, procuremos entdo entre as
salsichas uma cuja imagem por ¢ seja (z,y).

Facilmente encontramos A > 0 e p > 0 tais que y = 4;’—2A. Logo p* > 4mA, pois
y € [0,1].

Como uma salsicha é totalmente determinada por seu perimetro e inraio, se encon-
trarmos 7 tal que p > 271 e que satisfaca (3.5), entao resolvemos nosso problema.

) ) p—/p?—4rA

Mas —mr*+r-p=A < mr*—p-r— A =0. Tomando r = o temos

que A, r e p satisfazem (3.5). Além disso, sendop? —471A >0, r e Re 0 < 271 < p.

Como 0 < 27r < p, segue que p e r determinam uma salsicha K, com area A por
(3.5). Conclusao: p(K) = (z,y), pela escolha de p e de A e por (3.5).
Portanto dIM(¢") C 0IMm(yp), pelos casos 1 e 2.

Provando que IM(y¢') C IM(p)

Para mostrarmos que IM(¢) C IM(p), mostraremos que o segmentoSG[(z, z), (z, —z?+
2z)] C IM(yp) para cada = € [0,1]. Isso é suficiente, pois cada (z,y) € IM(¢') satisfaz
r<y<—2?+ 2.

Seja entdo x € [0,1] e tome H um capbody que satisfaz (H) = (x,z). Tomemos
também K uma salsicha que satisfaz o(K) = (z,2x — 2?). Podemos supor (dilatando se
necessario) que p(H) = p(K) =pe que r(H) =r(K) =r, pois = QZE"I(LIP)I) = 2;&(([)().

Consideremos a funcao f : [0, 1] — €™*, definida por f(a) = aH+(1—a)K. Afirmamos
que (¢ o f)(a) = (z,y(a)), para todo a € [0, 1].

De fato, sendo f(a) = (z(a),y(®)), entdo z(a) = 2;(}{&;‘;). Se mostrarmos que
r(f(a)) =17 e p(f(a)) = p, entdo z(a) =z, Va € [0, 1].

Mas p(f(o)) = plaH+(1—a)K) = ap(H)+(1—a)p(K) = p(H) = p, pela Proposigao
2.22. Além disso, pela Proposi¢ao 2.16, r(f(«)) = r(aH + (1 — a)K) > ar(H) + (1 —
a)r(K)=r.

Por outro lado, a desigualdade d;; garante que 2r(f(«)) < w(f(«)). Sabendo que
w(H) = w(K) = 2r, podemos supor que as retas {1 e (5, determinadas pelas equacoes
y =1 ey = —r respectivamente, sao retas suporte de H e de K. Logo ¢, e {5 também sao
retas suporte de aH +(1—a) K (veja o Lema 1.49). Portantod(¢y,¢2) > w(aH+(1—a)K),
logo w(H) = d(l1,03) > w(aH + (1 —a)K) > aw(H) + (1 — a)w(K) = w(H), pela
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Proposigao 2.7. Assimw(f(«a)) =w(H), 2r(f(a)) <w(f(a)) =w(H) =2rer(f(a)) >,
logo r(f(a)) = 7.

Como r(f(a)) = r e p(f(a)) = p, entdao z(a) = z. Assim, sendo as fungoes f e
¢ continuas (ver o capitulo 2 e o apéndice A), a composigao (¢ o f) é um caminho em
[0,1] x [0, 1] ligando os pontos ¢(f(0)) = p(K) = (z,2z — %) e p(f(1)) = p(H) = (x, ).
Logo, dado (z,y) € SG[(z, z); (z,2x — 2?)], existe um « € [0,1] com y = y(«). Portanto

(z,y) = (z(a), y(a)) = o(f(@)).
Concluimos que, para cada (z,y) € SG [(z, z); (z, 2z — 2?)], existe um corpo convexo
X = f(a) € €, tal que (x,y) = p(X). Assim SG [(z,z); (z, 2z — 2?)] C IM(p).

3.3.3 Caso (A4, D,w)

O caso (A, D,w) foi resolvido com as desigualdades da tabela 3.5.

Tabela 3.5: Desigualdades envolvidas no problema (A, D, w).

Indices Desigualdades Igualdade | Condicgoes
do 4A < wD? O
ds w? < V/3A A
dis w<D w=c
Do D-w<2A A% w< YD
D, A >3w- [n+w(aresinpg — §)] — \/7§D2 Y w > \/7§D
D1y 9 A < wn + D?arcsin p ()

we = /DT -2 p=

Estratégia de resolucao do problema

Sejam ¢ : ¢* — R?, definida por

(w(E) 4A(K)
plK) = (D(K)’ wD2<K>> ’

e X o conjunto formado pelas triplas de nimeros nao negativos (A, D,w), com ultima
coordenada positiva, que (fazendo um abuso de linguagem) satisfazem as desigualdades
da tabela 3.5. Definamos entdo a funcio ¢’ : X — R? por

, w 4A
©'(A,D,w) = (5, m) :

Afim de simplificar a escrita, estamos utilizando as mesmas letras para representar as
fungoes A, D e w ou para representar os nimeros reais A, D e w. Além disso, represen-
taremos da mesma maneira as desigualdades que relacionam os nimerosA, D e w ou as
desigualdades que sao satisfeitas pelas fungoes A, D e w.

Podemos observar que a funcdo ¢ é invariante por dilatagoes e que IM(¢) C Im(¢').
Além disso, as desigualdades ds e dy5 garantem que IM(¢') C [0,1] x [0,1]. Entao, pelo
mesmo argumento utilizado no caso anterior, precisamos apenas mostrar quelM(p) =
IM(¢’) e faremos isso utilizando a mesma seqiiéncia do caso anterior.
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Encontrando a imagem de ¢’

Seja (x,y) = ¢'(A, D,w), com A, D,w € X. Utilizando a desigualdade Dj5 temos

4A 2 2
2A < wVD? — w2 + D?arcsin <£> = < v vV D? — w? 4+ — arcsin (ﬁ)
D nD? — 7D? T D
2 2 2
= y< = %\/ 1-— % + arcsin (%)] = [x\/l — 22 4 arcsin (x)}
2
=y<— [SL’\/l — 22 + arcsin (a:)] : (3.6)
T
Utilizando a desigualdade Dyy temos:
w 2A 2 w 4A
DWSQA = Bgﬁ = %'BSWDQ, SQWS—D
2 V3

L <y,sex <
T

Para ‘/75 < z <1 utilizamos a desigualdade Dq;:

A > 3w [\/m+w <arcsin <%> — E)] - ﬁDQ

4A 12 w w? W w T V3 V3
> 2wl -2 (aresin () = D) [ <22, e Lp<uw<p
= D=7 D [ D2 —I—D arcsin D 3 p se 5 <w<

12
=y > —u [\/1 -2+ <arcsin(x) - g)] - 26, se V3 <z <1 (3.8)
T

Da desigualdade d5 obtemos

4w? 4A
W< V3A = d <3

wD? = wD?
:42<\/‘@> 1 2 (3.9)
—x —a”. :
o = VITY= V3T
Assim, de (3.6) e de (3.9), resulta que
4 2
—3x2 <y< = [x\/ 1 — 22 + arcsin (m)} . (3.10)
T m

De (3.6) e de (3.7) sai que

o|%

2 2
—r<y<-— [m\/l — 22 + arcsin (x)} , se T < (3.11)
m 7r

Ja de (3.6) e de (3.8), sai que

B

12 3 2
—x [\/1 — 22+ <arcsin(x) — g)] — g <y< — [a:\/l — 22 + arcsin (z)| , se © >
T T

(3.

=N
[\V]
N’
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Mas

12 3 4
—z |V1—a2+x (arcsin(x) — g)] - £ > —a? sex >
m

5
Logo a desigualdade (3.10) pode ser descartada e as desigualdades (3.11) e (3.12)
determinam inteiramente a imagem da funcao ¢'.
Observacgoes:

V3

1. Como a desigualdade (3.10) pode ser descartada, a desigualdadeds também pode
ser descartada, ou seja, a desigualdade d5 nao é necessaria para o nosso problema.

2. Se considerassemos a igualdade d; e desconsiderassemos as desigualdades D1g e D11,
a imagem e o dominio da funcao ¢’ seriam diferentes, mas o sistema nao seria mais
completo, pois a imagem da funcao ¢ diferiria da imagem dessa nova funcao ¢’ como
serd visto adiante.

11
1 C
21=v8 R )
V3 i
V3 7 "
™
)
Y
5
5 ;
T V3/2 1
z V3/2 1 Figura 3.11: Imagem de ¢’ desconsiderando
Figura 3.10: Imagem de ¢'. as desigualdades Dig e Dq; e considerando a

desigualdade ds.

Provando que IM(y¢') C IM(yp)

Seja (z,y) € IM(¢’). Temos entao varios casos possiveis:

1. y =2 [zv1— 2% + arcsin (z)]
2. x < \/73 ey:%’”
3. x> %geyzl—ﬁx [V1— 22+ z (arcsin(z) — )] —\/73



3.3. PROBLEMAS RESOLVIDOS POR SANTALO 67

4. x < \/75 e 2 <y < 2[zy/1— 2%+ arcsin ()]

5. x > ‘/73 e 2z [V1— 2%+ z (arcsin(z) — I)] — \/73 <y < 2[zy1— 2%+ arcsin ()]

Em qualquer desses casos, é possivel pegarmosw e D nao negativos tais que r = 5.

No primeiro caso, podemos construir entao o segmento simétrico de circulo K =
B[(O,%) ,%] N R, sendo R = {(x,y) € R?| 0 < y < w} a regido entre as retasy = 0
e y = w. Como um segmento simétrico de circulo satisfaz a igualdade em Dy, entao a
imagem de K por ¢ é (x,y) (ver figura 3.12 e formula (3.6)).

Ya Ya
0,w) (0, w
%
- b (20 (0,0 (20 °
-5 (0,0) 5

Figura 3.12: Capbody e triangulo isosceles com diametro D e largura minima w.

No caso 2, peguemos o triangulo isoscelesT formado pelos vértices (—D/2,0), (D/2,0)
e (0,w). Como z < 2, entdo w < \/TED, logo a base SG[(—D/2,0);(D/2,0)] é o maior
lado do triangulo 7. Sabendo que num triangulo o diametro é a medida do maior lado
e a largura minima ¢ a altura relativa ao maior lado, entaoT tem diametro D e largura
minima w.

Sendo 7" um triangulo de base D e altura w, T satisfaz a igualdade em D;q e, pelas

contas feitas anteriormente, vale que p(7') = (x,y).

No caso 3, tomando 5 = z podemos construir um conjunto de Yamanouti 'y com
didametro D e largura minima w. Isso é facil de fazer, pois nos conjuntos de Yamanouti o
diametro D ¢ igual ao lado do tridangulo e w ¢ igual ao raio do arco. Como x > \/Tg, entao
w > D*/Tg e D*/Tg é a altura do triangulo. Segue que D*/Tg < w < D, ou seja, o raio dos
arcos estd entre a altura do triangulo e o lado do triangulo. Portanto um triangulo de
lado D com arcos de raio w definem um conjunto de YamanoutiYy que satisfaz a igualdade
em Dy;. Logo vale ¢(Y) = (z,v).

Os ultimos dois casos sao similares, portanto mostraremos apenas o quarto caso. Nesse
caso, ao invés de mostrar que (z,y) € IM(¢), mostraremos que o segmento

e Kx 2%) ; <x % [+VT =27 + axcsin @)D} (3.13)

esta contido em IM(¢p).
Sabemos (pelos casos 1 e 2) que os extremos do segmentoSG{ (.CL', 279”) , (ac, % [x\/l — 22+

arcsin (z) | )} sao pontos de IM(¢). Resta mostrar que os pontos do interior do segmento

estao em IM(y).
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Para isso, tomemos o segmento de circulo simétrico K do primeiro caso e o triangulo

T do segundo, tais quez = 5, w = w(T) =w(K) e D = D(T) = D(K).
Seja também T a simetrizacdo central de T. Logo, pelo Teorema 2.9, w(aT +(1-

a)T%) = w(T). Ja pelo Teorema 2.14, D(aT + (1 — a)T9) = D(T). Portanto ¢(aT +
(1 —a)T9) = (%,y(a)) = (z,y(a)). Como a fungdo f(a) = T + (1 — a)T¢ ¢é
continua em [0,1] (ver apéndice A), segue que a fungio ¢ o f ¢ um caminho em R? e
(po f)la) = (z,y(a)), para todo o € [0,1]. Assim, para cada ponto (x,y) do segmento
SG [@(T); ¢ (T¢)], existe um corpo convexo ol + (1 —a)T¢ cuja imagem por ¢ é o ponto
(x,y). Assim o segmento SG [(a:, Qf) : (x, Y (Tc))] esta contido em IMp.

Resta mostrar que o segmento SG [(z,y (T9)); (2, 2 [vv/1 — 2% + arcsin (z)])] esta
contido na imagem de .

Consideremos a funcgao continua g : [0, 1] — ¢* definida por g(a) = aT¢ + (1 — a)K.
Sabemos que ¢ o g é um caminho ligando os pontos p(K) e ¢ (Tc). Queremos mostrar
que (¢ o g)(a) mantém a primeira coordenada constante.

Como T & centralmente simétrico, tem largura minimaw = w(K) e diametro D =
D(K), podemos supor (transladando e rodando se necessario) queT est4 contido em K
(ver apéndice B).

Mas w(g(a)) > aw(T°) + (1 — a)w(K) = w, pela Proposicao 2.7. Por outro lado,
aT’+(1—a)K C aK+(1—a)K = K, assim (pela Proposigao 2.7) w(g(a)) < w(K) = w.
Logo w(g(a)) = w,Va € [0, 1].

Por outro lado, como T¢ tém diametro D, entdo existem dois pontos a,b € T tais
que d(a,b) = D. Logo aa+(1—a)a = a,ab+ (1 —a)b = b, ou seja, a,b € aT+ (1 —a)K
e D(aT® + (1 —a)K) > d(a,b) = D. Por outro lado, D(aT® + (1 — a)K) < aD(T) +
(1 — a)D(K) = D, pela Proposicdo 2.12. Portanto D(aT® + (1 — a)K) = D e pog
mantém a primeira coordenada constante.

Esta, portanto, provado que (z,y) € IM(¢') = (z,y) € IM(p).

Observacgoes:

1. Nos problemas (A,p,r) e (A, D,w) colocamos a figura da imagem da funcao ¢'.
Como essa imagem ¢é a imagem da funcao ¢, esta figura é o diagrama de Blaschke-
Santal6 que corresponde ao problema.

2. Os demais casos resolvidos por Santal6 sao semelhantes a estes dois aqui apresenta-
dos, portanto nos limitaremos a mostrar as desigualdades utilizadas para cada caso,
definir a funcao ¢ e encontrar o diagrama de Blaschke-Santalé correspondente ao
problema.

3.3.4 Demais problemas resolvidos por Santal6 envolvendo triplas
das funcoes A, p, D, r, Re w

Nessa secao, bem como nos préximos capitulos, utilizaremos as letrasC, R, S e T
para representarmos as imagens (pela funcao ¢) do circulo, do triangulo de Releaux, do
segmento de reta e do triangulo equildtero, respectivamente.

Caso (A,p, R)

As desigualdades utilizadas neste problema foram:
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Tabela 3.6: Desigualdades utilizadas no caso (A, p, R).

Indices Desigualdades Igualdade
dy 4t A < p? O
dy 4R <p -
Dg 80 A < p(p—4Rcoso) 0, —

**o & solucao da equacao psino = 4Ro

Além dessas, Favard (|5] e [6]) demonstrou que a menor érea, fixadosp e R, é atingida
nos poligonos quase-regulares. Um poligono quase-regular, de circunraio R e n lados,
¢ um poligono inscrito em um circulo com raio R, sendo que n — 1 dos seus lados tém
mesma medida e o tltimo tem medida menor ou igual a dos outrosn — 1.

A area de um poligono quase regular pode ser obtida em fungao de seu perimetro e
circunraio, digamos A = f(p, R), portanto, para um conjunto convexo qualquer, vale a
desigualdade A < f(p, R), que também sera utilizada em nosso problema, mesmo nao
constando na tabela 3.6.

Observagao: Embora a area de um poligono quase regular possa ser obtida em funcao
de seu circunraio e perimetro, a férmula que obtém a area é muito complicada.

A funcdo ¢ : €* — R? é dada por

4R 4mA
o) = () = (5452
As desigualdades d; e dy garantem que a imagem de ¢ esta contida no quadrado unitario
[0,1] x [0, 1].
Da desigualdade Dg temos

80A <p(p—4Rcoso) < 41A < QLp(p —4Rcoso)
o

4 A AR
Pl Sl l1——coso | y< i(1—:176080). (3.14)
p? 20 P 20

Como psino = 4Ro, entao Sh;" = x e o lado direito da desigualdade acima depende
apenas de z. Logo (3.14) fornece a fronteira superior do diagrama de Blaschke-Santalo. A
curva obtida pela igualdade em (3.14) é a imagem das lentes simétricas pela fungdoyp e é
a curva que liga o ponto C = (%, 1) ao ponto S = (1,0) no diagrama de Blaschke-Santalo.

A fronteira inferior do diagrama é a imagem dos poligonos quase regulares. Essa

imagem também fornece uma curva que liga os pontosC' e S.

Caso (A, p,w)

As desigualdades usadas neste problema foram as seguintes:
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Tabela 3.7: Desigualdades utilizadas no caso (A, p,w).

Indices Desigualdades Igualdade Condicao
ds w? < V/3A A
diy Tw < p w=c
D, 4A < w(2p — Tw) -
Dy 2A2w(p—\/§wsec29) Y Tw < p < 2v/3w
Dy 164203 > p (pw — 44)% - (84 — pw) JAYH 2v3w < p

6 é solucdo da equacao 6w(tand — 0) = p — Tw
A fungao ¢ : €* — [0,1] x [0, 1] é definida por ¢(K) = (z,y), sendo

W UJ2
r=" e Y=, se A #0;

r=0 e y=0, se A=0.

As desigualdades dy; e d; garantem que a imagem de ¢ estd contida no quadrado
unitario [0, 1] x [0,1]. J& da desigualdade D7, se A # 0, resulta que

4 2 2 2,,3
4A < 2w - p — mw? & drAw < 2nwip — Tt & WWS Y
p A pA

47Tw w? ( ) 4% w?

< —aV3(2 & <
p \/_ p 3 <2 — %) V3A
4
T <y (3.15)

<:> -
m/3(2 — )
No caso em que A =0, a desigualdade (3.15) continua valida, portanto VK € €™, se
(x,y) = ¢(K), entao y > \/3(2 3 Logo a desigualdade (3.15) nos d& a parte inferior

do diagrama de Blaschke-Santalo, sendo que a igualdade em (3.15) ¢ alcangada para as
salsichas e é a curva que une origem (imagem do segmento de reta) ao pontoC' = |( 1, fi
A desigualdade Dy é valida para nw < p < 2v/3w, ou seja, para f < x < 1. Nesse

intervalo, temos

V3w sec? 6 < 2Aw
p P

wp — V3w?sec? 0 < 24 < w? —

3 20 2A
= w? (W—M> < md(:)uﬂ (W—\/§$86029>§2A5E
p p

e < -
A T 1 —/3xsec2d

(3.16)

x
Sy < .
v= V31 — 3xsec2
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Como 6 é solugao da equagao 6w(tanf — 0) = p — mw, entdo 6 é solugao das equagoes:

7'('2(,()

6w(tan9—9):p—ﬂw<:>67r7w(tan9—9):7r—7

z 1-
< 6z (tanf — 0) = w(1 — z) é)otané—@:%.

Assim, o lado direito da desigualdade (3.16) depende apenas dex, pois 6 pode ser es-
crito em fungao de z. Portanto a desigualdade (3.16) fornece a parte superior do diagrama
de Blaschke-Santalo para #g < z, sendo que a igualdade é alcangada nos conjuntos de

Yamanouti. A igualdade em (3.16) fornece a curva que liga os pontosT = (ﬁg, 1) e

R= (1, %)

Os pontos R e C sao ligados por um segmento de reta, sendo que cada ponto desse
segmento é a imagem por ¢ de um conjunto de largura constante.

A dltima desigualdade a ser analisada é a Dy, valida para2v/3w < p < z < #g Como
a parte inferior do diagrama ja foi determinada pela formula (3.15), entao a desigualdade
Dy determina a parte inferior do diagrama paraz < 7/2v/3. Sabendo que a igualdade em
Dy ¢é alcancada para os triangulos isosceles cujas alturas iguais medemw e com perimetro
p (veja a figura (3.13)), entdao, podemos parametrizar a curva dada pela igualdade emDy.

/\

a
Figura 3.13: Triangulo is6sceles com perimetrop e alturas iguais w.

Seja K um triangulo isosceles com perimetro p e largura minima w, sendo w o com-
primento das duas alturas iguais. Sejam também a o comprimento do lado desigual de
K, b o comprimento dos lados iguais e @ a medida dos angulos iguais, logo

w . . w . .
—=sina=w=asina, = sin(m — 2a) = w = bsin(7m — 2a)
a

asin o a

=b= = .
sin(m — 2a)  2cosa

a(l4cos )
cos

Sabendo que p = 2b+a e A = bw/2, temos que p =
Substituindo em x e em y segue que

2
e A = T tana.

T sin(2«) 2sin(2a)
r=——— e y=—\r—.
2 1+4+cosa V3



3.3. PROBLEMAS RESOLVIDOS POR SANTALO 73

Como as duas alturas iguais tém medida w, entao o tridngulo K deve ter o lado
desigual menor do que os outros dois, assim 7/3 < arn/2, portando 0 < z < 7T/2\/§.
Portanto a curva que da a fronteira superior do diagrama, parax entre 0 e 7/2v/3, é a

curva determinada por
( msin(2a0) ZSin(2a))

2(1+cosa)’ /3

com « variando entre 7/3 e /2. Essa curva liga a origem ao ponto T e os pontos dessa
curva sao imagens dos triangulos isosceles cujos angulos iguais variam entrer/2 e 7/3.

Caso (p, D,w)

Tabela 3.8: Desigualdades utilizadas no caso (p, D,w).

Indices Desigualdades Igualdade
dr p<mD w=c
dis w<D w=c
D13 =2 I + waresin p] < p <>
Dy | ™ p < 2[n+ Darcsin p| O

o =VDT—u? p=§

A funcao ¢ : €* — R? é dada por
w P
©)=(575)"
wK)=\5i—p
e as desigualdades d; e di5 garantem que a imagem de ¢ esta contida no quadrado unitario.
Da desigualdade D;3 temos:

2
p>2 |V D?— w?+ warcsin (%)} & % > — [\/1 — 22 4 zarcsin(z)
s 0

Sy > % [m +z arcsin(a:)] : (3.17)

Curva obtida pela igualdade na desigualdade acima fornece a fronteira inferior do
diagrama de Blaschke-Santalo, e é a curva que liga o ponto S = (0,2/7) ao ponto C' =

(1,1). Cada ponto dessa curva é a imagem de um capbody.
De D, sai:

2
p <2|vD?—w?+ Darcsin <%>} & % < — [\/1 — 22 4 arcsin(z)
T T

sy < % [m + arcsin(m)] : (3.18)

A igualdade, na desigualdade acima, é alcancada pelos segmentos simétricos de cir-
culo, sendo que a imagem desses segmentos fornece a fronteira superior do diagrama, que
também é uma curva ligando os pontos S e C.

Caso (D,r, R)
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C

SRR

T 1

Figura 3.14: Diagrama de Blaschke-Santal6é para o caso (p, D,w).

Tabela 3.9: Desigualdades utilizadas no caso (p, D,w).

Indices Desigualdades Igualdade
di3 V3R <D yf
d14 D <2R Cent'
dig r<R O
Dis | (D* —2Rr)-VAR? — D? < 4R%*r Nig
Dqs D>R+r fu=cte, A\,

fexistem mais conjuntos que satisfazem a igualdade.

A fungao ¢ : ¢ — [0,1] x [0, 1] é dada por

o) = (5 7).

e, pelas desigualdades dy4 e dig, a imagem de ¢ esta contida em seu contradominio.

Da desigualdade d;3 temos V3R < D & */75 < z. Mas a igualdade em d;3 s6 é
alcancada para conjuntos convexos que contém um triangulo equilatero de mesmo diame-
tro, sendo que o menor inraio (nessa familia de conjuntos) é alcancado pelos triangulos
equilateros com diametro D, e o maior pelos triangulos de Releaux.

Assim, como a imagem do triangulo equilatero por ¢ é o ponto T = (v/3/2,1/3), e a
imagem do triangulo de Releaux é o ponto R = (v/3/2,v/3 — 1), entdo a curva z = v/3/2,
com y variando entre 1/2 a v/3 — 1, fornece parte da fronteira do diagrama de Blaschke,
e liga os pontos T" e R pelas imagens dos conjuntos de Yamanouti.

Para x = 1, tomando as salsichas de diametro2R e largura minima 27, podemos variar
r e R de forma que y = r/R possa ter qualquer valor entre 0 e 1. Logo a curva z = 1
também é parte da fronteira do diagrama, ligando o pontoC' = (1, 1) ao ponto S = (1,0).
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Da desigualdade D;5 temos:

D2
(D* = 2Rr) - V4R? — D* < 4R’r & <@ - %) VAR? = D*<r

4R? 2R 2

) Y 2221 — a?
& 11— 2<—<1+ 1-— 2><:>—< : 3.19
SR S A (319

A curva dada pela igualdade em (3.19) é a fronteira inferior do diagrama, sendo tam-
bém a imagem dos triangulos isosceles nos quais o lado desigual é menor (ou igual) aos
dois outros lados. Essa curva liga os pontosT e S.

Da desigualdade Dig temos:

D? r \ VAR? — D? r 5 Y Yy
= _ )y 7 _ VA 2<?
(:’< ) oR —2R@<‘” JVi=ats ]

D r 1 v
D > > >_ 42
_R+r<:>2R_2+2R(:)x_2+2
S2r—1>y. (3.20)

A igualdade em (3.20) determina a fronteira superior do diagrama, que ¢ a imagem
dos conjuntos convexos de largura constante. Essa curva liga os pontosR e C'.

. C
V3 -1 i
1
2 T
y
S
T V3/2 1

Figura 3.15: Diagrama de Blaschke-Santalé para o caso (D, r, R).
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Capitulo 4

Os demais problemas propostos por
Santalo

Nesse capitulo estudaremos os demais problemas propostos por Santalé que nao foram
resolvidos por ele. Alguns desses problemas foram resolvidos recentemente e outros ainda
estao abertos. Mas, antes de comecarmos nosso estudo, necessitaremos de uma nova lista
de desigualdades que ainda nao eram conhecidas na época de Santalé.

4.1 Novas desigualdades

Com a descoberta de novas desigualdades, foi possivel resolver os casos (A, D, R),
(A,r,R), (p,D,R), (p,7,R), (D,r,w), (D,R,w) e (r, R,w).

Tabela 4.1: Novas desigualdades.

Funcées | Indices | Desigualdades Igualdade | Referéncias
A, D,r Dis |A > r(VD2—4?2 + <> 9]
2r arcsin 27
D1y A <2Dr — 8]
A, D,R Dy | 4AR? > D34R? — D2 Nis [14]
Dy |24 < 3 {D?(g | wai=c I14]
arccos @) — \/gR(R —
VD7 =3R2) |

7
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Tabela 4.1: continuando da pagina anterior.

Funcoes | Indices | Desigualdades Igualdade | Referéncias
A r R Dy, | *A < 2(rk + R?arcsin?) O [4]
Do *A > 2r (k + rarcsind) <> [4]
Arw Doy | (w—2r)%(4r—w)A? < riw? N 9]
AR, w Dys |24 < wV/ART—u? + @) 9]
4R? arcsin o5
Dag WERY > 16A* (R%w? — A?) JAYR [9]
p,D,r Dy, p > 2(\/@ + <> 9]
2r arcsin %)
Dys | p<2D+4r — 8]
p, D, R Doy Rp > Nig [14]
D (2R + V4R? — D?)
p,7 R D3y | *p < 4(k+ R*arcsind) () [4]
Ds; *p > 4 (k + rarcsin 9) <> [4]
P, T,Ww D3y (w—2r)% (4r—w)p? < 4r2w3 N 9]
p, R.w Dy |p < 2(WVARZ-W® + O [9]
2 arcsin Q‘U—R)
D,r,w D3y | D*(w—2r)%(4r—w) < 4r'w N [13]
D35 D >/3(w—r) Y [13]
D R w Dsg 4R*w? > (412 — D?) D* JANY [15]
r, R,w D37 (4r —w) - (w—2r)R < 2r3 A [15]
=45, k=VR*—1r?

Todas as desigualdades da tabela (4.1) ndo eram conhecidas por Santalo, pois foram
provadas posteriormente.

Na desigualdade D;, a igualdade é alcancada pelos conjuntos de largura constante
que, para D e R fixados, atingem area maxima. Esses conjuntos, denotados porw, = c,
sao construidos da seguinte forma:

Seja K um conjunto de largura constante de circunraio R, inraio r e diametro D = w.
Sejam também [' e v o circuncirculo e o incirculo de K, respectivamente. Sabe-se a
respeito dos conjuntos de largura constante queI’ e v tém mesmo centro (ver [3]) e que
D=w=R+r.

Consideremos entao 7" um triangulo equilatero inscrito em I'. Tracemos entao, para
cada vértice de T', o circulo com centro no vértice e raio R + r. Tracemos também, para
cada lado de T, o circulo cujo lado ¢ uma corda, com centro no interior del" e com raio
(R+r)/2. O conjunto formado pela intersecao de I com esses 6 circulos é um conjunto
de largura constante e area maxima (ver [14]).
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4.2 Demais problemas resolvidos

4.2.1 Caso (A,D,R)

Esse caso foi resolvido em [14] e as desigualdades desse caso sao:

Tabela 4.2: Desigualdades utilizadas no caso (A4, D, R).

Indices | Desigualdades Igualdade
dy | A<7R? O
di3 V3R <D yt
dis | D<2R Cent!
Doy | 4AR? > D3\/4R? — D? JAVS
Dy 2A < 3 [DQ (%— Wy =cC
— arccos @) —
—V3R (R —/D? - 3R?)]

fexistem mais figuras para as quais vale a igualdade.

A funcao ¢ : €* — [0, 1]? & dada por

p(K) = <7T%27%>~

Veja que as desigualdades dy e di4 garantem que a imagem de ¢ esta contida em [0, 1]%.
A designaldade dy3 garante que y > v/3/2, logo a curva y = /3/2 fornece a parte
3V3 @)

inferior da fronteira do diagrama de Blaschke-Santalo, ligando os pontosT = (T? 5

aR= @, ‘/75) pelas imagens dos conjuntos de Yamanouti.

J& da desigualdade dy4 resulta que y < 1, sendo que aigualdadey = 1 é a parte superior
da fronteira do diagrama, ligando os pontos S = (0,1) e C' = (1,1) pelas imagens dos
segmentos de circulo simétricos.

Da desigualdade Do sai que

> éy?’\/l—iz,
™

sendo que a igualdade é alcancada pelos triangulos isosceles. Dessa forma, a fronteira
esquerda do diagrama de Blaschke-Santalé é dada pela curvax = %y?’\/l — 42, ligando
os pontos S e T. Observe que cada ponto dessa curva é a imagem de algum triangulo
isosceles.

Por tltimo, da desigualdade Dy, resulta

r < 2y ll—éarccos (ﬁ)] —1—% [\/43;27—3—1} .

s 2y 27

A igualdade é alcancada pelos conjuntos de largura constante com area méaxima, cujas
imagens fornecem a parte direita da fronteira do diagrama ligando os pontosR e C.
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S

<

Figura 4.1: Diagrama de Blaschke-Santalo para o caso (A, D, R).

4.2.2 Caso (A, 1, R)

Esse caso foi resolvido em [4] e as desigualdades desse caso estdo na tabela 4.3:

Tabela 4.3: Desigualdades utilizadas no caso (4, r, R).

Indices | Desigualdades Igualdade
dy | A<7R? O
dig |r<R O
Doy A < 2(rk+ R?arcsind) ()

Dog A > 2r (k + rarcsind) <>
=1
k=+vVR%—r?

A funcdo ¢ : €* — [0, 1]? & dada por

o) = (7).

e as desigualdades d4 e dig garantem que a imagem de ¢ esta contida em seu contrado-
minio.
Da desigualdade Dy, resulta

2
< — <y 1—y2—arcsiny),
T

em que a igualdade é alcancada pelos segmentos de circulo simétricos e é a fronteira
inferior do diagrama de Blaschke-Santald, ligando os pontosS = (0,0) e C' = (1,1).
Ja da desigualdade D3 resulta

T > 2y( 1—92 —yarcsiny) ,
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em que a igualdade é alcancada pelos capbodys e é a fronteira superior do diagrama,
também ligando os pontos S = (0,0) e C' = (1, 1).

1 C

0 x 1
Figura 4.2: Diagrama de Blaschke-Santal6 para o caso(A,r, R).

4.2.3 Caso (p,D, R)

Esse caso foi resolvido em [14] e as desigualdades utilizadas estdao na tabela 4.4:

Tabela 4.4: Desigualdades utilizadas no caso (p, D, R).

Indices | Desigualdades Igualdade
dr p<mD w =cte
dy3 V3R <D yt
di4 D <2R cent'
Dy | Rp > A

D (2R + VAR? — D?)

fexistem mais figuras para as quais vale a igualdade.

D’
garantem que sua imagem estd contida dentro de [0, 1]2.

Da desigualdade d; sai que x < 1. A curva z = 1 é fronteira direita do diagrama de
Blaschke-Santalé e liga os pontos R = (1,1) e C' = (1,v/3/2). Cada ponto dessa curva &
a imagem de um conjunto de largura constante.

Da desigualdade d;3 sai que y < 1. A curva y = 1 é a fronteira superior do diagrama
e liga os pontos T' = (3/m,1) e R. Cada ponto dessa curva é a imagem de um conjunto
de Yamanouti.

A desigualdade dy4 implica em y > v/3/2, sendo que a curva y = v/3/2 é a fronteira
inferior do diagrama ligando os pontos S = (2/7,v/3/2) e C. Cada um dos pontos dessa
curva ¢ a imagem de um segmento de circulo simétrico.

A fungao ¢ : €* — [0,1]% é dada por p(K) = ( P %) e as desigualdades d; e di3
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Por tltimo, a desigualdade Dyg implica em

/ 3
Tr > 2+ 4——2.
Y

A curva dada pela igualdade é a fronteira esquerda do diagrama, ligando os pontosS e
T' e cada ponto dessa curva é a imagem de um triangulo isosceles.

. T..R
K g C
)

0 T 2 31

Figura 4.3: Diagrama de Blaschke-Santalo para o caso(p, D, R).

4.2.4 Caso (p,r, R)

Esse caso foi resolvido em [4] e as desigualdades envolvidas estdo na tabela 4.5:

Tabela 4.5: Desigualdades utilizadas no caso (p, r, R).

Indices | Desigualdades Igualdade
dio p<27R O
dig r<R O
D3y | p<4(k+ R*arcsind) ()
D3y p > 4 (K + rarcsind) <>

A funcdo ¢ : € — [0,1]* & dada por ¢(K) = (525, %) e as desigualdades dip e dig

2R
garantem que sua imagem estd contida dentro de [0, 1]%.

Da desigualdade D3 sai que mx > 2 (w /1 — y? + y arcsin y) , sendo que a curva definida

pela igualdade é a fronteira inferior do diagrama de Blaschke-Santalo, ligando os pontos
S =(2/m,0)e C =(1,1). Cada ponto dessa curva é a imagem de um segmento de circulo
simétrico por ¢.

Ja da desigualdade D3y, temos que mx > 2+ /4 — 3/y%. A igualdade nessa desigual-
dade define a parte superior da fronteira do diagrama, também ligando os pontosC' e S,
e cada ponto dessa curva ¢ a imagem de um capbody.
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1 C
y

S|
0 v 2 1

Figura 4.4: Diagrama de Blaschke-Santal6 para o caso (p,r, R).

4.2.5 Caso (D,r,w)

Esse caso foi resolvido em [13] e as desigualdades envolvidas estdo na tabela 4.6:

Tabela 4.6: Desigualdades utilizadas no caso (D, r,w).

Indices | Desigualdades Igualdade
di 2r < D O
dis w<D w =cte
dy 2r < w fcent
D3y D*(w—2r)?-(4r—w) < 4rtw JANR
Dss | D>V3w—r) 9

fexistem mais figuras para as quais vale a igualdade.

A funcdo ¢ : €* — [0,1]* é dada por p(K) = (%,%) e as desigualdades dy» e di5
garantem que sua imagem esta contida dentro de [0, 1]°.

Da desigualdade dyj; sai que * < 1, sendo que a curva x = 1, ligando os pontos

C=(1L1eR= (1, 2(\/\20), é parte da fronteira do diagrama de Blaschke-Santal6.

Cada ponto dessa curva ¢ a imagem de um conjunto de largura constante.

Da desigualdade d; resulta y < z, sendo que a curva z = y é a parte superior da
fronteira do diagrama e liga os pontos S = (0,0) e C. Cada ponto dessa curva é a imagem
de um segmento de circulo simétrico.

A desigualdade D34 implica em

4(x — y)2 2y —x) < yir,

em que a igualdade define a parte da fronteira do diagrama que liga o pontoS ao ponto
T = (v/3/3,v/3/2). Cada ponto dessa curva é a imagem de um triangulo isoésceles.

A ultima parte da fronteira do diagrama ¢ a curvaz = 1/v/3 4+ y/2, que sai da
desigualdade Ds;. Essa curva liga os pontos T e R e é a imagem dos conjuntos de
Yamanouti.
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1
'R
Y T
S
0 x 73 1

Figura 4.5: Diagrama de Blaschke-Santal6 para o caso (D, 7,w).

4.2.6 Caso (D, R,w)

Esse caso foi resolvido em [15] e as envolvidas envolvidas estdo na tabela 4.7:

Tabela 4.7: Desigualdades utilizadas no caso (D, R, w).

Indices | Desigualdades Igualdade
di3 V3R< D Y
dia D <2R cent!
dis w<D w =cte
dig w<2R O
D3 4R*w?* > (47* — D*) D* Nig

fexistem mais figuras para as quais vale a igualdade.

A fungao ¢ : €* — [0, 1]? esta definida por ¢(K) = (%, %) e as desigualdades dy4 e

di9 garantem que sua imagem esta contida em seu contradominio.

Da desigualdade d; resulta y > v/3/2, sendo que a igualdade y = v/3/2 é a parte
inferior da fronteira do diagrama de Blaschke-Santalé, ligando os pontosT = (3/4,/3/2)
e R=(v/3/2,v/3/2). Cada ponto dessa curva é a imagem de um conjunto de Yamanouti.

Da desigualdade dy4 segue que y < 1. A igualdade y = 1 é a parte superior do
diagrama e liga os pontos S = (0,1) e C' = (1,1). Cada ponto dessa curva ¢ a imagem de
um conjunto centralmente simétrico.

A desigualdade d;5 implica em x < y e x = y define a fronteira direita do diagrama,
ligando os pontos R e C. Os pontos dessa curva sao imagens dos conjuntos de largura
constante.

A parte esquerda do diagrama é a curvaz? = 4y* (1 — y?) que resulta da desigualdade
D3¢ e liga os pontos S e T. Cada ponto dessa curva é a a imagem de um tridngulo
isosceles.
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2 T R

Y

0 x 3 V3 1
4 2

Figura 4.6: Diagrama de Blaschke-Santal6 para o caso (D, R, w).

4.2.7 Caso (r,R,w)

Esse caso foi resolvido em [15] e as desigualdades envolvidas estao na tabela 4.8:

Tabela 4.8: Desigualdades utilizadas no caso (1, R, w).

Indices | Desigualdades Igualdade
dig r<R O
dr 2r < w fcent
dig w<2R O
Dy w<r+R "Agire, Y, w =cte
D3 | (4r —w) - (w—2r)R < 2r3 JAVH

fexistem mais figuras para as quais vale a igualdade.

As desigualdades dy¢ ed;9 garantem que a imagem da fungao ¢ : €* — [0, 1], definida
por p(K) = (2%, %), esta contida em [0, 1].

Da desigualdade d; sai que x > y. A igualdade x = y determina a parte superior do
diagrama de Blaschke-Santalo. Essa curva liga os pontos.S = (0,0) e C' = (1,1).

Da desigualdade D;7 resulta que 2x —1 < y e a curva definida por 2z — 1 = y é a parte
direita da fronteira inferior do diagrama, ligando os pontosT = (3/4,1/2) e C. Cada
ponto dessa curva é a imagem de um conjunto de Yamanouti ou de um triangulo circular.

A tltima parte da fronteira do diagrama é a curva4(2y — z) - (z — y) = y>, que é
conseqiiéncia da desigualdade Ds3;. Essa curva liga os pontos S e T e é a imagem dos
triangulos isoésceles, cujo lado desigual é menor ou igual aos outros dois.
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C

0 T % 1

Figura 4.7: Diagrama de Blaschke-Santalo para o caso (r, R,w).

4.3 Casos que continuam abertos

Finalizando nosso trabalho, resta mostrar quais os problemas propostos por Santal6
que continuam abertos até hoje, que sao os seguintes casos: (4, p, D), (4, D,r), (A,r,w),
(A’ R? w)? (p7 D7 T)? (p? T? w) e (p’ R? w)'

Resultados parciais sobre esses casos podem ser encontrados em [9] ou em [19].



Apéndice A

Continuidade do caminho
o s ax + (1 —a)Y

Nesse apéndice provaremos que, dados X e Y dois corpos convexos de R", a funcao
f:[0,1] — ¥, definida por f(a) = aX + (1 — )Y, é uma fungao continua. Sejam entao
ap € [0,1] e € > 0. Queremos encontrar § > 0 tal que, |a — ag| < 6 = du(f(a), f(a)) <
E.

Consideremos a = sup{||z||; z € X}, b =sup{||ly||; v € Y} e ¢ = max{a, b}. Portanto,
ser € XeyeY, vale

laz + (1 = )y = (a0 — (1 = a0) y)l| < llaz — agz|| + |(T = a)y = (1 —ao) y| =
= lo = ao| - [ + e = aol - [lyl] = | = ol - [ll[| + lyll] < (A1)
< |a — gl - 2¢.

Tomemos entdo § = £ e o € B(ap,d) e seja z € f(a). Sabemos que z € f(a) & 2z =
ar+ (1 —a)y,comz e XeyeY. Logo 2o = apr + (1 —a)y € apX + (1 —ap) Y. Por
outro lado, ||z — 2| < |a —ag| - 2¢ < §-2c = 5, por (A.1). Portanto z € B(20,¢/2).

Resumindo, para cada z € f(«), existe zp € f () com z € B(29,¢/2). Analogamente,
para cada zg € f (ap), existe z € f(a) com 29 € B(z,£/2). Assim f(a) C f (ag)+B(0,¢/2)
e f(a0) C f(a) +B(0,2/2).

Como f(a) C f (o) + B(0,£/2) e f (o) € f() + B0, £/2), entio du(/(0), f (o)) <
e/2 <e.
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Apéndice B

Uma propriedade dos conjuntos
centralmente simétricos

Queremos mostrar que todo corpo convexo centralmente simétrico deR? esta contido
em um segmento de circulo simétrico com mesmo diametro e mesma largura minima. Mas
antes, mostraremos um teorema mais geral.

Teorema B.1

Seja K um corpo convexo centralmente simétrico deR™ com centro c e diametro D. Entao
existem F, e Fy semi-espacos suporte de K, com faces H; e Hsy, respectivamente, tais
que:

(i) d(Hy, Hz) = w(K);

(i) K C Ey N Ey N Ble, D/2];

(iii) d(e, Hy) = d(c, Hy).

Antes de demonstrarmos esse teorema, precisaremos de um lema.

Lema B.2
Se H é um hiperplano com vetor normal unitiriou, x ¢ H ey € H, entao d(z,H) =

[(z =y, u)l.

Prova: do lema.

Sabemos que d(z,H) = inf{d(z,2)| z € H}. Mas d(z,2) = [[r — 2| e z — 2 =
(x —zyu)v1 + - + (& — 2,05_1) Vp1 + (x — z,u) u, sendo {vy,...,v,_1,u} uma base
ortonormal de R™.

Como H & um hiperplano com vetor normalu, entao H = {z| (z,u) = a}, com o« uma
constante.

Seja entao {vy,...,v,_1,u} uma base ortonormal de R",

n—1

H:U—ZH2:Z<:U—z,vi>2+(:C—z,u)2 > <LU—Z,U>2: |<LE,U> —CY‘2.
=1

Portando d(z, H) > |(z,u) — «.
Tomando k = 317" (2, v;) vi+au, temos que k € H e que |lz—k| = |[{z, u) u — aul| =
|<{L‘,U> - Oé|. LOgO d(fL‘:}C) = |<{L‘7U> - Oé|.
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Por outro lado, [(x — y,u)| = |(x,u) — af, pois y € H. Logo d(z,H) = |{(z — y,w)|. O

Prova: do Teorema B.1.

(i) Sabemos que w(K) = w,(K), para algum u € S"! logo w(K) = w,(K) =
d(Hy, Hy), sendo Hy = {z| (z,u) = H,(K)} e Hy = {z| (z,—u) = H_,(K)}, pela Pro-
posicao 2.5.

(ii) Além disso, pela Proposicao 2.4, K C {z| (z,—u) < H_,(K)}{z| (z,u) < H,(K)}.
Chamemos entao £y = {z| (r,u) < H,(K)} e By = {z| (v,—u) < H_,(K)}.

Mostraremos que K C Ble, D/2]. Paraissosejaz € K, logo2c—x € K ed(2c — x,z) =
d(z,c) + d(c,2¢ — x) = 2||c — z||, pois ¢ esta entre x e 2¢c — z. Como d(x,2c —z) < D,
entdo ||[c — z|| < D/2 e K C Ble,D/2].

(iii) Afirmo que se xy € H; N K, entdo 2¢ — xg € Hy. Suponha, por absurdo, que
2c — 19 ¢ Ho, logo (2¢ — zg, —u) < H_,,(K), pois 2c—xp € K C {z| (z,—u) < H_,(K)}.

Por outro lado, g € H; = (zo,u) = H,(K), portanto (2¢ — zo, —u) < H_,(K) =
2 (c,—u) + (xo,u) < H_,(K) = 2 {c,u) > H,(K) — H_,(K).

Seja entao z1 € Hy N K, logo (x1, —u) = H_,(K) e 2¢ — x; € K. Mas entao

(2¢ — x1,u) = 2 {c,u) + (z1,—u) =2 {c,u) + H_,(K) >

> Hy(K) — H_o(K) + H_o(K) = H,(K).

Contradicao. Portanto 2¢ — xg € Ho.

Como xg € Hy e 2¢ — xy € Hs, entao

d(e, Hy) = | (¢ — zo,u) | e d(e, Ha) = [{c = (2¢ — xg) ,u)| = |{(—c + x0,u)|. Portanto
d(c, Hy) = d(c, Ha). O

Corolario B.3
Se K é um corpo convexo centralmente simétrico de R?, entao K estd contido em um
segmento de circulo simétrico com mesmo didmetro e mesma largura minima.

Prova:

Sejam D = D(K), w = w(K) e c o centro de K. Tome entao F; e Fy dois semi-espagos
suporte de K com faces H; e Hsy, respectivamente, tais que:
(i) (36, 96) = w(K);

(iil) d(e, Hy) = d(c, Ha).

Como estamos em R2, entdo o conjunto C' = E; N Ey N Ble, D/2] ¢ um segmento de
circulo simétrico. Além disso, H; e Hsy sao hiperplanos suporte paralelos de C, portanto
w(C) < d(Hy, Hy) = w.

Como K C C' = w=w(K) <w(C), segue entao que w(C) = w = w(K).

Por outro lado K € C' C Ble, D/2], logo D = D(K) < D(C) < D (B|e, D/2]) = D. O



Apéndice C

Uma caracterizacao dos conjuntos
fechados de R"

Teorema C.1
F C R™ é fechado se, e somente se,Vx € R", Jy € F tal que d(z,y) = d(z, F).

Prova:

(=) Sejax € R" e @ = d(z, F). Como a = inf{d(z,z)| z € F}, entdo existe uma
seqiiéncia (y,),cy de elementos de F' satisfazendo d(z,y,) — «.

Seja entdo € > 0, logo existe N € N tal que, d(z,y,) < a+,Vn > N, ou seja,
Yn € Blr,a4¢],Vn > N. Assim a seqiiéncia (y,),.y ¢ limitada, portanto existe uma
subseqiiéncia (yn, );cy convergente.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que (), oy € convergente e y, — 3. Sendo
F fechado, y € F.

Como y, — y e a fungao z — d(z, ) é continua, entao d(z,y,) — d(z,y). Por outro
lado, d(z,y,) — «, ou seja, d(z,y) = a.

(<) Suponhamos agora que Vo € R",Jy € F tal que d(z,y) = d(z, F). Seja entao
x um ponto de acumula¢do de F, logo existe uma seqiiéncia (yy,), oy de elementos de F
com y,, — .

Seja também y € F' tal que d(z,y) = d(x, F'). Mas d(z, F') = 0, pois y,, — x. Portanto
d(z,y)=0ex=y e F. O
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