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Resumo

Neste trabalho vamos estudar o Hamiltoniano do átomo de hidrogênio
em 1, 2 e 3 dimensões. Especi�camente, queremos de�ni-lo como um operador auto-
adjunto no espaço de HilbertL2(Rn), n = 1, 2, 3. No entanto, o principal objetivo é
estudar o átomo de hidrogênio 1-D. Em particular, para este modelo, abordaremos
algumas questões relacionadas à singularidade do potencial de Coulomb−1/|x|.

Palavras-chave: átomo de hidrogênio, operador auto-adjunto,
potencial de Coulomb.



Abstract

In this work we study the Hamiltonian of the hydrogen atom in1, 2

and 3 dimensions. Especi�cally, it is de�ned as a self-adjoint operator in the Hilbert
space L2(Rn), n = 1, 2, 3. Nevertheless, the main goal is to study the hydrogen
atom 1-D. Particularly, for this is model we address some problens related to the
singularity of the Coulomb potential.

Keywords: hydrogen atom, self-adjoint operator, Coulomb po-
tential.
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Capítulo 0

Introdução

O Hamiltoniano de um elétron, com carga−e, se movendo livremente
no espaço n-dimensional é

− ~
2

2m
∆,

sendo ∆ o Laplaciano em Rn, ~ a constante de Planck e m a massa do elétron.
Consideremos uma partícula carregada positivamenteZe, sendo Z seu número atô-
mico, localizada na origem do sistema de coordenadas. Se o elétron é atraído por
essa partícula sob a in�uência do potencial atrativo de CoulombV (x) = −Ze

2

|x| , o
Hamiltoniano total é

− ~
2

2m
∆− Ze2

|x| . (1)

Ao longo de todo o trabalho, o termo potencial atrativo de Coulomb
sempre se refere ao potencial −1/|x|, eventualmente, incluindo uma constante de
multiplicação positiva.

O átomo de hidrogênio é o nome dado ao sistema composto por um
elétron e um próton carregado positivamente (Z = 1 acima) localizado na origem
do sistema de coordenadas. A força entre o elétron e o próton é determinada pelo
potencial atrativo de Coulomb.

Neste trabalho vamos estudar o Hamiltoniano do átomo de hidrogênio
em 1, 2 e 3 dimensões, exatamente como representado por 1. O principal objetivo é

9



0 Introdução 10

de�nir 1 como um operador auto-adjunto no espaço de HilbertL2(Rn) (n = 1, 2, 3).
Esta característica é exigida por Axiomas de mecânica quântica. Sendo assim, co-
meçamos nossa análise de�nindo

(Kψ)(x) := − ~
2

2m
(∆ψ)(x), domK = H2(Rn),

sendo H2(Rn) o espaço de Sobolev 1. Este operador é auto-adjunto. O fato é
que −(∆ψ)(x) é unitariamente equivalente ao operador multiplicação(Mp2ψ)(p) =

p2ψ(p), ou seja,
−(∆ψ)(x) = (F−1p2ψ̂(p))(x),

sendo (Fψ)(p) = ψ̂(p) denotando a transformada de Fourier emL2(Rn) (n = 1, 2, 3).
A auto-adjunção de −∆ em H2(Rn) segue do fato que Mp2 é auto-adjunto em
H2(Rn). Em alguns momentos é conveniente considerar domK = C∞0 (Rn). Neste
caso,−∆ é essencialmente auto-adjunto emC∞0 (Rn) desde queMp2 é essencialmente
auto-adjunto em C∞0 (Rn).

Uma demontração detalhada da discussão acima envolve resultados
da teoria de distribuições e transformada de Fourier; não entraremos em detalhes
neste trabalho. Como referência indicamos [2].

Agora �ca natural pensar que o operador K + V também é auto-
adjunto em H2(Rn). Mas precisamos ter cuidado. Desde que o potencial de Cou-
lomb contém uma singularidade na origem, nem sempre é verdade queV (x)ψ(x) ∈
L2(Rn), ∀ψ ∈ H2(Rn). Assim, precisamos excluir a origem do domínio de de�nição
de V (x). De�nimos inicialmente

(Hψ)(x) := − ~
2

2m
(∆ψ)(x)− Ze2

|x| ψ(x), domH = C∞0 (Rn\{0}).

Destacamos que no caso tridimensional o operadorH está bem-de�nido
em C∞0 (R3). Ao longo dos capítulos veremos porque isto ocorre somente comn = 3.

O Capítulo 1 é dedicado às de�nições e resultados da teoria de opera-
dores que serão úteis ao longo de todo o trabalho.

1Se ψ[k] denota a k-ésima derivada fraca da função ψ, o espaço de SobolevH2(Rn) consiste de
todas as funções ψ ∈ L2(Rn) de forma que ψ[k] ∈ L2(Rn), k = 1, 2.
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No Capítulo 2 estudamos o caso tridimensional. Mostramos que o
operador 1 é essencialmente auto-adjunto emC∞0 (R3) mas possui in�nitas extensões
auto-adjuntas quando considerado como um operador emC∞0 (R3\{0}).

A unicidade da extensão auto-adjunta em C∞0 (R3) é devido ao Teo-
rema de Kato-Rellich [2]. No entanto, devido à singularidade do potencial, surge
a curiosidade de saber o que acontece com o operador retirando a origem de seu
domínio. Em C∞0 (R3\{0}) é conveniente a decomposição do operador 1 por coor-
denadas esféricas (r, θ, ϕ). Por exemplo, o ponto x = (x1, x2, x3) em coordenadas
esféricas �ca x1 = rsenθ cosϕ, x2 = rsenθsenϕ e x3 = r cos θ. Sem mais detalhes,
por enquanto, nosso estudo se reduz aos operadores unidimensionais

− ~
2

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2

)
− Ze2

r
, l = 0, 1, 2, · · · ,

com domínio C∞0 (0,∞) ⊂ L2((0,∞), r2dr). Fisicamente, l é chamado de momento
angular e l(l + 1)

r2
de barreira centrífuga. Como veremos ao longo daquele capítulo,

a ausência desta barreira, que corresponde ao valor l = 0, é justamente a causa da
existência de in�nitas extensões auto-adjuntas.

No Capítulo 3 estudamos o átomo de hidrogênio bidimensional. Des-
tacamos que o Teorema de Kato-Rellich não se aplica neste caso. Mostramos que o
operador 1 não pode ser de�nido emC∞0 (R2) sendo, então, de�nido emC∞0 (R2\{0})
onde possui in�nitas extensões auto-adjuntas. Fazemos decomposição de 1 por co-
ordenadas polares x = (x1, x2) = (rsenθ, r cos θ). O estudo se reduz aos operadores
unidimensionais

− ~
2

2m

(
d2

dr2
+

1

r

d

dr
− l2

r2

)
− Ze2

r
, l = 0, 1, 2, · · · ,

com domínioC∞0 (0,∞) ⊂ L2((0,∞), rdr). Como no caso tridimensional, mostramos
que o valor l = 0 é o responsável pelas in�nitas extensões auto-adjuntas do operador
1 em C∞0 (R2\{0}).

Ao longo dos Capítulos 2 e 3 vamos mostrar em detalhes a decomposi-
ção do operador 1 por coordenadas esféricas e polares, respectivamente. Em ambos
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os casos, será conveniente fazer uso da transformação unitária

U : L2((0,∞), rn−1) → L2(0,∞) (Uϕ)(r) = r(n−1)/2ϕ(r) n = 3, 2,

a qual deixa C∞0 (0,∞) invariante. Assim, nosso estudo passa a se dirigir ao espaço
de Hilbert usual L2(0,∞).

O átomo de hidrogênio unidimensional é um interessante problema
matemático e físico. Há mais de quatro décadas este modelo vem causando contra-
dições [3, 7, 9, 12, 13, 14, 17, 26]. O motivo de tantos problemas: a singularidade
do potencial de Coulomb é muito forte em 1-D. Como exemplo, consideremos a
seguinte situação: um elétron viaja sobre o eixo x e ao se aproximar da origem
existem duas possibilidades: ou ele é re�etido ou é transmitido. Esta situação vem
sido estudada de várias formas. Alguns autores acreditam que o elétron é re�etido,
enquanto outros transmitido. Se o elétron é re�etido (resp. transmitido) dizemos
que a singularidade atua como uma barreira impermeável (resp. permeável).

No Capítulo 4 mostramos que o operador 1 possui in�nitas extensões
auto-adjuntas emC∞0 (R\{0}). Devido à singularidade, o domínio de cada extensão é
caracterizado por condições de contorno na origem. Podemos pensar na possibilidade
de extensões em que a singularidade atua como uma barreira permeável e outras
como uma barreira impermeável. Ao longo do capítulo, esperamos esclarecer todas
essas questões.

Como vimos, pode ocorrer de in�nitos operadores auto-adjuntos se-
rem candidatos a representarem o mesmo Hamiltoniano. Em cada caso, sempre
que possível, �xada uma extensão auto-adjunta vamos caracterizar o seu espectro
discreto. Quanto ao espectro essencial apresentaremos alguns resultados, mas sem
detalhes.

Os autofunções do Hamiltoniano 1 são chamados de estados estacioná-
rios. Caso exista, o estado estacionário correspondente ao menor autovalor possível é
chamado de estado fundamental. Nosso interesse neste trabalho é estudar os valores
de energia para os quais o átomo de hidrogênio �existe�. Mais precisamente, valo-
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res de energia em que o elétron se mantém ligado ao núcleo, ou seja, no subespaço
gerado pelos estados estacionários.

Lembremos que o espectro discreto de um operador auto-adjunto cor-
responde aos seus autovalores isolados de multiplicidade �nita. SendoE autovalor
e ψ a autofunção correspondente vale a relação

(Hψ)(x) = Eψ(x).

Esta equação diz exatamente que o Hamiltoniano se mantém �cons-
tante� em ψ(x), ou seja, o elétron se mantém ligado ao núcleo. Isto justi�ca parci-
almente nosso interesse em relação ao espectro discreto.

Alguns autores acreditam que o potencial de Coulomb acima não é
o potencial correspondente ao Hamiltoniano do átomo de hidrogênio, mas sim, os
potenciais obtidos como solução fundamental da equação de Laplace

∆V = 0.

Mais precisamente, segundo tal proposta, os potenciais a representa-
rem o Hamiltoniano do átomo de hidrogênio seriam: (i)− 1

4π

Ze2

|x| no caso tridimen-

sional; (ii) e
2

2π
ln |x| no caso bidimensional; (iii) e

2

2
|x| no caso unidimensional.

No Capítulo 5 vamos apresentar alguns resultados sobre este assunto;
com poucos detalhes. O objetivo é apenas uma breve comparação com os resultados
obtidos com o potencial de Coulomb.

O principal objetivo deste trabalho é discutir o átomo de hidrogênio
unidimensional e, por este motivo, seremos breves em algumas questões relacionadas
aos casos tridimensional e bidimensional. Não entraremos em detalhes na discussão
física do assunto átomo de hidrogênio. Abordaremos as questões principalmente do
ponto de vista matemático.



Capítulo 1

Operadores Auto-adjuntos

A primeira seção deste capítulo é inteiramente dedicada à de�nições e
resultados da teoria de operadores hermitianos. Não apresentaremos demonstrações.
Todas as a�rmações podem ser encontradas em [18, 20, 24]. Nas próximas seções
de�nimos formas de fronteira e triplas de fronteira que são ferramentas úteis para a
caracterização de extensões auto-adjuntas [18]. Incluímos uma seção especialmente
para operadores diferenciais da forma ψ′′ + V (x)ψ com V (x) ∈ L2

loc(a, b) (−∞ ≤
a < b ≤ ∞) [16]. Finalmente, na última seção, enunciamos e demonstramos o
Teorema de Weyl que nos diz sob quais condições um operador de determinada
classe é essencialmente auto-adjunto [18, 20].

1.1 Extensões Auto-Adjuntas

Nesta seção vamos apresentar de�nições e resultados que citaremos ao
longo de todo o trabalho. H sempre representa um espaço de Hilbert e a notação
A v B indica que o conjunto A é um subconjunto denso emB.

De�nição 1.1 O operador T : domT ⊂ H → H é simétrico se

〈Tξ, η〉 = 〈ξ, Tη〉, ∀ξ, η ∈ domT.

14



1 Operadores Auto-adjuntos 15

T é hermitiano se é simétrico e domT é um subconjunto denso em
H.

Seja T : domT v H → H. De�nimos domT ∗ como o espaço vetorial
dos elementos η ∈ H de forma que o funcional linear

ξ 7→ 〈η, T ξ〉, ξ ∈ domT,

pode ser representado por ζ ∈ H, ou seja,

〈η, T ξ〉 = 〈ζ, ξ〉, ∀ξ ∈ domT.

De�nição 1.2 O adjunto de T é o operador T ∗ com domínio domT ∗ de�nido
acima e, para η ∈ domT ∗, T ∗η := ζ.

Observemos que é essencial que domT v H para que T ∗ esteja bem
de�nido.

De�nição 1.3 Dizemos que T : domT v H → H é auto-adjunto se T = T ∗.

De�nição 1.4 O grá�co de um operador T : domT ⊂ H → H é o subespaço
vetorial G(T ) := {(ξ, T ξ) : ξ ∈ domT} de H×H.

A partir de agora, um operador T é sempre da forma T : domT v
H → H.

Dizemos que T é fechável se o conjunto G(T ) (o fecho do grá�co de
T ) é um grá�co. Se T é fechável, T denota o único operador cujo grá�co éG(T ).
T também é chamado de fecho de T . No caso em que T é hermitiano, T é sempre
fechável e

domT = {ξ ∈ H;∃(ξn) ⊂ domT, ξn → ξ existe η ∈ H com Tξn → η}.

Seguem abaixo algumas propriedades:
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• T é hermitiano se, e somente se, T ⊂ T ∗;

• T ∗ é fechado;

• se T é hermitiano, então T é fechável e seu fecho T é hermitiano;

• se T é fechável, então T ∗∗ = T e (T )∗ = T ∗; T ∗ é uma extensão de
toda extensão auto-adjunta de T .

Se T é hermitiano, dizemos que T é essencialmente auto-adjunto
se seu fecho T é auto-adjunto.

• T é essencialmente auto-adjunto se, e somente se, T possui uma
única extensão auto-adjunta;

• T é essencialmente auto-adjunto se, e somente se, T ∗ é hermitiano
e neste caso T = T ∗∗ = T ∗.

O núcleo do operador T é de�nido como sendo o subespaço vetorial
N(T ) := {ξ ∈ domT : Tξ = 0} de H.

Os subespaços fechados K±(T ) := N(T ∗ ± iI) são chamados subes-
paços de de�ciência e os números inteiros

n+(T ) := dimN(T ∗ + iI) = dim(img(T − iI))⊥,

n−(T ) := dimN(T ∗ − iI) = dim(img(T + iI))⊥

são seus índices de de�ciência.

Teorema 1.5 Se T é hermitiano, então

(i) T é fechado se, e somente se, img(T + iI) é um conjunto fechado (ou img(T −
iI) é um conjunto fechado);

(ii) T é auto-adjunto se, e somente se, img(T + iI) = img(T − iI) = H.
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Demonstração: [18].

O item (ii) deste teorema nos indica que img(T ± iI)⊥ medem quão
longe um operador hermitiano está de ser auto-adjunto.

Os conjuntos ρ(T ) e σ(T ) indicam, respectivamente, o conjunto resol-
vente e espectro de T .

Teorema 1.6 Se T é auto-adjunto, são equivalentes:

(i) z ∈ ρ(T );

(ii) img(T − zI) = H;

(iii) ∃c > 0 de forma que ‖(T − zI)ξ‖ ≥ c‖ξ‖, ∀ξ ∈ domT .

Demonstração: [18].

Seja B(H) denotando o conjunto de todos os operadoresS : H → H
limitados. Se z ∈ ρ(T ) denotamos por Rz(T ) o operador (T − zI)−1 ∈ B(H). Se os
conjuntos ρ(T ) e σ(T ) são ambos não-vazios, sempre vale

‖Rz(T )‖ ≥ 1

d(z, σ(T ))
, ∀z ∈ ρ(T ),

sendo d(z, σ(T )) := inf
w∈σ(T )

|w−z|. No entanto, se T é auto-adjunto, tem-se a seguinte
proposição.

Proposição 1.7 Se T é auto-adjunto, então

‖Rz(T )‖ =
1

d(z, σ(T ))
, ∀z ∈ ρ(T ).

Demonstração: [18]

O operador T é não-negativo se 〈Tξ, ξ〉 ≥ 0, ∀ξ ∈ domT (notação:
T ≥ 0).
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Proposição 1.8 Seja T ≥ 0 um operador auto-adjunto. Então, para cada n ∈ N,
existe um único operador auto-adjunto S ≥ 0 de forma que Sn = T (notação:
S = T 1/n).

Demonstração: [18].

De�nição 1.9 Sejam (Sn) uma sequência de operadores em B(H) e S : H → H.
Dizemos que

(a) Sn converge uniformemente, ou em norma, para S se

‖Sn − S‖ → 0;

(b) Sn converge fortemente para S se

‖Snξ − Sξ‖ → 0, ∀ξ ∈ H.

Denotamos a convergência forte por Sn
s→ S ou s− lim

n→∞
Sn = S.

(c) Sn converge fracamente para S se

|〈Snξ, η〉 − 〈Sξ, η〉| → 0, ∀ξ, η ∈ H.

Denotamos a convergência fraca por Sn
w→ S ou w − lim

n→∞
Sn = S.

De�nição 1.10 Sejam (Tn) uma sequência de operadores auto-adjuntos e T um
operador auto-adjunto. Se Imz 6= 0, dizemos que

(a) Tn converge para T no sentido forte dos resolventes se

Rz(Tn)
s→ Rz(T );

(b) Tn converge para T no sentido uniforme dos resolventes se

‖Rz(Tn)−Rz(T )‖ → 0.
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Teorema 1.11 Se T e {Tn}n∈J são operadores auto-adjuntos em H, sendo J um
conjunto de índices qualquer, de forma queRλ(Tn)

s→ Rλ(T ) para algum valor real
λ ∈

⋂
n∈J

ρ(Tn) e λ ∈ ρ(T ), então Tn converge para T no sentido forte dos resolventes.

Demonstração: [18]

Agoram vamos apresentar os principais resultados para uma possível
caracterização de extensões auto-adjuntas de operadores hermitianos.

Teorema 1.12 (von Neumann) Se T é hermitiano, então:

(i) com respeito ao produto interno do grá�co de T ∗ tem-se

domT ∗ = domT ⊕K+(T )⊕K−(T ).

(ii) T é essencialmente auto-adjunto se, e somente se,n−(T ) = 0 = n+(T ).

(iii) T possui extensões auto-adjuntas se, e somente se, n−(T ) = n+(T ). No caso
em que n−(T ) = n+(T ) ≥ 1, existem in�nitas delas.

Demonstração: [24]

Desde que existem operadores hermitianos que não possuem extensão
auto-adjunta, o Teorema de von Neumann acima nos diz sob quais condições elas
existem. Dado um operador hermitiano T com índices de de�ciência n−(T ) =

n+(T ) ≥ 1, o próximo teorema especi�ca o domínio de cada extensão auto-adjunta.

Teorema 1.13 Seja T hermitiano com índices de de�ciência n−(T ) = n+(T ) ≥ 1.
Se U : K−(T ) → K+(T ) é uma aplicação unitária, então a extensão hermitianaTU

de T de�nida por

domTU = {ξ + ξ− − Uξ− : ξ ∈ domT , ξ− ∈ K−},

TU(ξ + ξ− − Uξ−) = Tξ + iξ− + iUξ−,

é uma extensão auto-adjunta deT . A correspondência entre extensões auto-adjuntas
de T e transformações unitárias U : K−(T ) → K+(T ) é bijetora.
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Demonstração: [18]

Os resultados apresentados agora serão úteis para uma possível carac-
terização do espectro essencial de operadores auto-adjuntos.

Seja T auto-adjunto. O espectro essencial de T é o conjunto σess(T )

dos pontos de acumulação deσ(T ) e os autovalores deT de multiplicidade in�nita. O
espectro discreto de T é o conjunto σd(T ) := σ(T )\σess(T ), ou seja, os autovalores
isolados de T de multiplicidade �nita. Claramente σess(T ) ⊂ σ(T ) desde que este
útimo é um conjunto fechado. Podemos escrever

σ(T ) = σess(T ) ∪ σd(T ).

Sejam T e B operadores lineares em H e ρ(T ) 6= ∅. Dizemos que B
é T -compacto se domT ⊂ domB e BRz(T ) é um operador compacto para algum
z ∈ ρ(T ).

Corolário 1.14 Seja T auto-adjunto e B hermitiano. Se B é T -compacto, então

σess(T +B) = σess(T ).

Demonstração: [18]

Proposição 1.15 Se K = − ~
2

2m
∆, domK = H2(Rn), então σ(K) = σess(K) =

[0,∞).

Demonstração: [18]

Seja B∞(Rn) denotando o conjunto das funções Borel limitadas com
respeito a norma ‖f‖ := sup

t∈Rn

|f(t)|. Escrevemos B∞
∞(Rn) para os elementos de

B∞(Rn) que se anulam no in�nito.

Teorema 1.16 Se V ∈ L2(Rn)+B∞
∞(Rn) é uma função real, entãoV éK-compacto,

H = K + V com domH = domK é auto-adjunto e σess(H) = [0,∞).
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Demonstração: [18]

Seja {Tn}n∈J uma sequência de operadores auto-adjuntos emH sendo
J um conjunto de índices qualquer. Seja T também denotando um operador auto-
adjunto.

Proposição 1.17 Suponhamos que Tn converge para T no sentido uniforme dos
resolventes. Se σess(Tn) = [a, b] (−∞ ≤ a < b ≤ ∞), ∀n ∈ J , então σess(T ) = [a, b].

Demonstração: [18]

Teorema 1.18 Sejam T1 e T2 extensões auto-adjuntas de um operador fechado e
hermitiano S com n−(S) = n+(S) <∞, então σess(T1) = σess(T2).

Demonstração: [18]

1.2 Formas de Fronteira

Se T ⊂ S são operadores hermitianos, então T ⊂ S ⊂ S∗ ⊂ T ∗,
ou seja, extensões hermitianas de T são restrições hermitianas de T ∗. Um opera-
dor auto-adjunto é maximal, no sentido de que não possui extensões hermitianas
próprias.

De�nição 1.19 Seja T um operador hermitiano. A forma de fronteira de T é a
forma sesquilinear Γ = ΓT ∗ : domT ∗ × domT ∗ → F dada por

Γ(ξ, η) := 〈T ∗ξ, η〉 − 〈ξ, T ∗η〉, ξ, η ∈ domT ∗.

No caso em que T ∗ é conhecido, Γ pode ser usado para encontrar o
fecho de T . É o que diz a proposição abaixo.
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Proposição 1.20 Se T é hermitiano, então

domT = {ξ ∈ domT ∗ : Γ(ξ, ζ) = 0,∀ζ ∈ domT ∗}.

Demonstração: Desde que T = T ∗∗ ⊂ T ∗, por de�nição de operador adjunto,
temos ξ ∈ domT se, e somente se, existe η ∈ H de forma que

〈ξ, T ∗ζ〉 = 〈η, ζ〉, ∀ζ ∈ domT ∗,

e neste caso η = Tξ. Como T ⊂ T ∗, temos η = T ∗ξ e a relação acima é equivalente
a

0 = Γ(ξ, ζ) = 〈T ∗ξ, ζ〉 − 〈ξ, T ∗ζ〉, ∀ζ ∈ domT ∗.

A proposição está demonstrada.

Proposição 1.21 Γ(ξ, η) = 0, ∀ξ, η ∈ domT ∗ se, e somente se, T ∗ é auto-adjunto,
ou seja, se, e somente se, T é essencialmente auto-adjunto.

Esta proposição é uma conseqüência direta da Proposição 1.20. Aqui
notamos que de alguma formaΓ está relacionado com a �falta de auto-adjunção� de
T ∗.

Exemplo 1.1 (O Operador Momento) Uma veri�cação direta mostra que o ope-
rador momento pψ = −iψ′, domp = C∞0 (a, b) v L2(a, b) (−∞ ≤ a < b ≤ ∞),
é hermitiano. No entanto, vamos estudá-lo em algumas situações. Considere-
mos inicialmente pψ = −iψ′, domp = C∞0 (0,∞). Assumimos que p∗ψ = −iψ,
domp∗ = H1(0,∞). Vamos calcular os índices de de�ciêncian+(p) e n−(p).

n+(p): precisamos determinar a dimensão do subespaçoN(p∗ + iI).
Então, vamos encontrar as soluções da equação

−iu′ + iu = 0 (1.1)

que estão em domp∗. O espaço das soluções de 1.1 é unidimensional gerado por
u(x) = ex. Desde que u /∈ domp∗ (observe que u /∈ L2(0,∞)), temos n+(p) = 0.
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n−(p): vamos determinar a dimensão do subespaço N(p∗ − iI) en-
contrando as soluções da equação −iu′ − iu = 0 que estão em domp∗. O espaço
das soluções desta equação é unidimensional gerado por u(x) = e−x. Neste caso
u ∈ domp∗ e então n−(p) = 1.

Desde que n−(p) = 1 e n+(p) = 0, o Teorema de von Neumann garante
que p não possui extensões auto-adjuntas.

Agora consideremos pψ = −iψ′, domp = C∞0 (R). Novamente assumi-
mos que p∗ψ = −iψ′, domp∗ = H1(R). Obtemos

Γ(φ, ϕ) = −i (φ(x)ϕ(x))
∣∣∣
∞

−∞
= 0, ∀φ, ϕ ∈ domp∗,

desde que, da teoria de integração, funções emH1(R) se anulam quando x→ ±∞.
De acordo com a Proposição 1.20, o operador p é essencialmente auto-adjunto, ou
seja, p = p∗ é sua única extensão auto-adjunta.

Por último, consideremos pψ = −iψ′, domp = C∞0 (0, 1). Assumimos
que p∗ψ = −iψ′, domp∗ = H1(0, 1). Desde que n−(p) = 1 = n+(p), o operador p
não é essencialmente auto-adjunto. Aplicando a Proposição 1.20,

φ ∈ domp ⇔ Γ(φ, ϕ) = 0,∀ϕ ∈ domp∗

⇔ −i(φ(1)ϕ(1)− φ(0)ϕ(0)) = 0, ∀ϕ ∈ domp∗,

ou seja, φ(0) = φ(1) = 0. Para detalhes sobre o adjunto do operador momento, veja
Seção 1.4 e Observação 1.2.

Proposição 1.22 Se T é hermitiano, então

domT = {ξ ∈ domT ∗ : Γ(ξ, η±) = 0,∀η± ∈ K±(T )}.

Demonstração: De acordo com o Teorema de von Neumann, dado ζ ∈ domT ∗

podemos escrever ζ = η + η+ + η−, com η ∈ domT e η± ∈ K±(T ). Desde que
Γ(ξ, η) = 0 para todo ξ ∈ domT ∗ e todo η ∈ domT segue que ξ ∈ domT se, e
somente se,

0 = Γ(ξ, ζ) = Γ(ξ, η + η+ + η−) = Γ(ξ, η+ + η−), ∀ζ ∈ domT ∗.
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A proposição está demonstrada.

Observação 1.1 Sejam ζ1, ζ2 elementos gerais de domT ∗. Escrevemos

ζ1 = η1 + η1
+ + η1

− e ζ2 = η2 + η2
+ + η2

−,

sendo η1, η2 ∈ domT e η1
±, η

2
± ∈ K±(T ). Desde que T ∗η± = ∓iη±, obtemos

Γ(ζ1, ζ2) = 2i
(〈η1

+, η
2
+〉 − 〈η1

−, η
2
−〉

)
.

Fica claro que o não anulamento de Γ está relacionado com os su-
bespaços de de�ciência. Assim, se T não é essencialmente auto-adjunto, formas de
fronteira podem ser usadas para encontrar extensões auto-adjuntas deT , observando
que tais extensões são restrições de T ∗ em domínios convenientes D de forma que
Γ(ξ, η) = 0, ∀ξ, η ∈ D.

1.3 Triplas de Fronteira

De�nição 1.23 Seja T um operador hermitiano com n−(T ) = n+(T ) ≥ 1. Uma
tripla de fronteira (h, ρ1, ρ2) para T é composta por um espaço de Hilbert h e
duas aplicações lineares ρ1, ρ2 : domT ∗ → h, com imagens densas em h, de forma
que

αΓT ∗(ξ, η) = 〈ρ1(ξ), ρ1(η)〉 − 〈ρ2(ξ), ρ2(η)〉, ∀ξ, η ∈ domT ∗,

para alguma constante α ∈ F.〈·〉 também denota o produto interno emh.

Diferentes triplas de fronteira podem ser associadas a T. Desde queT
possui índices de de�ciências iguais, vale relembrar a Observação 1.1:

Γ(ζ1, ζ2) = 2i(〈η1
+, η

2
+〉 − 〈η1

−, η
2
−〉), ζ1, ζ2 ∈ domT ∗, η1

±, η
2
± ∈ K±(T ).

Os subespaços de de�ciência aparecem na forma de fronteira e, por
este motivo, tentamos encontrar triplas de fronteira de modo quedimh= n+(T ).
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Teorema 1.24 Seja T hermitiano com índices de de�ciência n−(T ) = n+(T ) ≥ 1.
Se (h, ρ1, ρ2) é uma tripla de fronteira para T , então as extensões auto-adjuntas TU

de T são dadas por

domTU = {ξ ∈ domT ∗ : ρ2(ξ) = Uρ1(ξ)}, TUξ = T ∗ξ,

sendo U um operador unitário U : h → h.

Demonstração: Claramente, TU é uma extensão hermitiana de T . Precisamos
somente mostrar que, para cadaU : h → h unitário, o operador TU é auto-adjunto.
Se η ∈ domT ∗U , então

〈T ∗Uη, ξ〉 = 〈η, TUξ〉 = 〈η, T ∗Uξ〉, ∀ξ ∈ domTU .

Segue que,

0 = ΓT ∗U (η, ξ) = 〈T ∗Uη, ξ〉 − 〈η, T ∗Uξ〉
= 〈ρ1(η), ρ1(ξ)〉 − 〈ρ2(η), ρ2(ξ)〉
= 〈ρ1(η), ρ1(ξ)〉 − 〈ρ2(η), Uρ1(ξ)〉
= 〈ρ1(η), ρ1(ξ)〉 − 〈U∗ρ2(η), ρ1(ξ)〉
= 〈ρ1(η)− U∗ρ2(η), ρ1(ξ)〉, ∀ξ ∈ domTU .

Desde que imgρ1 = h, temos ρ1(η) − U∗ρ2(η) = 0, ou seja, ρ2(η) =

Uρ1(η) e então η ∈ domTU . Portanto, TU é auto-adjunto.

Desde que dimh = dimK+(T ), a correspondência entre operadores
unitários h → h e operadores unitáriosK−(T ) → K+(T ) é bijetora. Portanto, este
teorema caracteriza todas as extensões auto-adjuntas deT .

Exemplo 1.2 (O Operador Momento) Neste exemplo vamos estudar o opera-
dor momento em (R\{0}):

pφ = −iφ′, domp = C∞0 (R\{0}).
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Como vimos no Exemplo 1.1,p não admite extensões auto-adjuntas em
(0,∞). No entanto, consideremos as restrições p− e p+ de p nos intervalos (−∞, 0)

e (0,∞), respectivamente. Escrevemos p = p− ⊕ p+. Combinando os resultados
n−(p−) = 0 = n+(p+) e n−(p+) = 1 = n+(p−), obtemos n−(p) = 1 = n+(p).
Assumimos que domp∗ = {ψ ∈ L2(R) : ψ ∈ AC(R\{0}), ψ′ ∈ L2(R)} 1. A �m
de caracterizar todas as extensões auto-adjuntas de p consideremos sua forma de
fronteira

Γ(ψ, ϕ) = 〈p∗ψ, ϕ〉 − 〈ψ, p∗ϕ〉
= i(ψ(0+)ϕ(0+)− ψ(0−)ϕ(0−)), ∀ψ, ϕ ∈ domp∗.

De�nimos as aplicações lineares ρ1, ρ2 : domp∗ → C:

ρ1(ψ) = ψ(0+) e ρ2(ψ) = ψ(0−).

Notemos que

〈ρ1(ψ), ρ1(ϕ)〉 − 〈ρ2(ψ), ρ2(ϕ)〉 = iΓ(ψ, ϕ), ∀ψ, ϕ ∈ domp∗,

ou seja, uma tripla de fronteira para p é encontrada.

De�nimos os subespaços X = {ψ(0+) : ψ ∈ domp∗} e Y = {ψ(0−) :

ψ ∈ domp∗}. De acordo com o Teorema 1.24, extensões auto-adjuntas de p estão
relacionadas com operadores unitários entreX e Y . Desde que n−(p) = 1 = n+(p),
tais operadores são a multiplicação por eiθ, 0 ≤ θ < 2π. Portanto, a família de
operadores

pθψ = −iψ′, dompθ = {ψ ∈ domp∗ : ψ(0−) = eiθψ(0+)}, 0 ≤ θ < 2π,

caracterizam todas as extensões auto-adjuntas dep.
1AC(R\{0}) denota o conjunto das funções absolutamente contínuas em cada subintervalo com-

pacto de (R\{0}). Veja Seção 1.4 e Observação 1.2.
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1.4 Operadores Diferenciais de Segunda Ordem

Esta seção é inteiramente dedicada a operadores diferenciais da forma

Hψ = −ψ′′ + V (x)ψ,

atuando no espaço de HilbertL2(a, b) (−∞ ≤ a < b ≤ ∞). Como referência indica-
mos [16, 18]. É claro que estes operadores não estão de�nidos em todoL2(a, b) desde
que existem funções neste espaço que não são diferenciáveis. É preciso considerar
um subconjunto denso em L2(a, b) no qual H �que bem de�nido. De�nimos

Hψ = −ψ′′ + V (x)ψ, domH = C∞0 (a, b).

É importante exigir que V ∈ L2
loc(a, b) pois é a condição mínima para

que V ψ ∈ L2(a, b), ∀ψ ∈ C∞0 (a, b). É natural chamarH de operador diferencial com
domínio minimal. Também sabemos que existe um domínio maximal no sentido de
que toda extensão auto-adjunta deH não pode ter um domínio maior do que este.
Este domínio maximal corresponde ao domínio deH∗, o adjunto de H.

Seja I um subintervalo compacto de (a, b). Dizemos que uma função
ψ é absolutamente contínua em I se, e somente se, ψ pode ser escrita na forma

ψ(x) = ψ(c) +

∫ x

c

φ(y)dy, c ∈ I, φ ∈ L1(I),

e ψ′(x) = φ(x) qtp..

Denotamos porAC(a, b) o conjunto de todas as funções absolutamente
contínuas em cada subintervalo compacto de(a, b). Se ψ(k) denota a k-ésima derivada
da função ψ, o espaço de SobolevHm(a, b) consiste de todas as funçõesψ ∈ L2(a, b)

com ψ(k) ∈ AC(a, b) para k = 0, 1, · · · ,m− 1 e ψ(m) ∈ L2(a, b).

Lema 1.25 Seja u uma distribuição em C∞0 (a, b) de forma que u′ = 0. Então, u é
constante.

Demonstração: [18].
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Com a ajuda deste lema vamos encontrar o domínio do operador ad-
junto H∗.

Teorema 1.26 Seja V : (a, b) → R uma função real emL2
loc(a, b). Então o operador

minimal

(Hψ)(x) = −ψ′′(x) + V (x)ψ(x), domH = C∞0 (a, b) ⊂ L2(a, b),

é hermitiano e seu adjunto é (H∗ψ)(x) = −ψ′′(x) + V (x)ψ(x) com domínio

domH∗ = {ψ ∈ L2(a, b);ψ, ψ′ ∈ AC(a, b), H∗ψ ∈ L2(a, b)}.

Demonstração: Seja A := {ψ ∈ L2(a, b);ψ, ψ′ ∈ AC(a, b), H∗ψ ∈ L2(a, b)}. Uma
veri�cação direta mostra queA ⊂ domH∗. A tarefa agora é mostrar que domH∗ ⊂
A. Por de�nição, se u ∈ domH∗, então

〈Hφ, u〉 = 〈φ,H∗u〉 = 〈−φ′′ + V (x)φ, u〉, ∀φ ∈ domH.

Desde que u ∈ L2(a, b) e V ∈ L2
loc(a, b), temos V u ∈ L1

loc(a, b). Como
H∗u ∈ L2(a, b) ⊂ L1

loc(a, b), podemos de�nir, para algum c ∈ (a, b), a função

W (x) =

∫ x

c

ds

∫ s

c

(V (t)u(t)−H∗u(t))dt.

Desde que V u−H∗u ∈ L1
loc(a, b), ambas W (x) e W ′(x) são absoluta-

mente contínuas em cada subintervalo compacto de (a, b). Vale também

W ′′(x) = V (x)u(x)−H∗u(x) qtp.

Agora notemos que

〈φ′′, u〉 = 〈φ, V u−H∗u〉 = 〈φ,W ′′〉 = 〈φ′′,W 〉.

Segue que
∫ b

a

φ′′(u−W )dx = 0, ∀φ ∈ C∞0 (a, b).



1 Operadores Auto-adjuntos 29

Aplicando o Lema 1.25 esta relação implica (u−W )′′(x) = 0 e então
(u−W )(x) = c1x+ c2, sendo c1 e c2 constantes arbitrárias. Logo, u, u′ ∈ AC(a, b) e

−u′′(x) + V (x)u(x) = H∗u(x) ∈ L2(a, b).

Segue que domH∗ ⊂ A e o teorema está demonstrado.

Este teorema especi�ca o domínio maximal de todas extensões auto-
adjuntas de H. Pode acontecer do próprio H∗ ser auto-adjunto. Neste caso,H∗ =

H∗∗ = H, ou seja, H é a única extensão auto-adjunta deH.

Observemos que a condição ψ ∈ domH∗ não implica ψ′′ ∈ L2(a, b).
Como exemplo, consideremos o operador (Hψ)(x) = −ψ′′(x)−1/4x2ψ(x), domH =

C∞0 (0, 1). Temos u(x) =
√
x ∈ domH∗ = {ψ ∈ L2(0, 1) : ψ, ψ′ ∈ AC(0, 1), H∗ψ ∈

L2(0, 1)}, no entanto, u′′(x) = −1/4x3/2 /∈ L2(0, 1).

Observação 1.2 Uma demonstração similar à do Teorema 1.26 mostra que o ad-
junto do operador momento pψ = −iψ′, domp = C∞0 (a, b) (−∞ ≤ a < b ≤ ∞) é
o operador p∗ψ = −iψ, domp∗ = {ψ ∈ L2(a, b) : ψ ∈ AC(a, b), ψ′ ∈ L2(a, b)} =

H1(a, b), como assumimos em alguns exemplos.

Lema 1.27 A forma de fronteira do operador minimalH é

Γ(ψ, ϕ) = Wb[ψ, ϕ]−Wa[ψ, ϕ], ψ, ϕ ∈ domH∗,

sendo Wx[ψ, ϕ] = ψ(x)ϕ′(x)− ψ′(x)ϕ(x) o wronskiano de ψ e ϕ no ponto x e

Wa[ψ, ϕ] = lim
x→a+

Wx[ψ, ϕ] e Wb[ψ, ϕ] = lim
x→b−

Wx[ψ, ϕ].

Demonstração: Seja [c, d] ⊂ (a, b) e ψ, ϕ ∈ domH∗. Desde que V ∈ L2
loc(a, b), por

integração por partes, obtemos
∫ d

c

(
(H∗ψ)(x)ϕ(x)− ψ(x)(H∗ϕ)(x)

)
dx = Wd[ψ, ϕ]−Wc[ψ, ϕ].

Desde que a integral é �nita, os limites que de�nemWa[ψ, ϕ] eWb[ψ, ϕ]

existem e Γ(ψ, ϕ) = Wb[ψ, ϕ]−Wa[ψ, ϕ].
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Voltando ao operador minimalH, dizemos que a é um ponto regular
para H se −∞ < a e para algum c ∈ (a, b) tem-se

∫ c

a

|V (x)|2dx < ∞; b é regular

para H se b < ∞ e
∫ b

c

|V (x)|2dx < ∞. Se a não é um ponto regular, então a é
chamado de ponto singular. Consideremos a equação

H∗ψ = −ψ′′ + V ψ = ±iψ. (1.2)

O espaço das soluções de 1.2 é bidimensional. Se a é regular, toda
solução ψ de 1.2 tem limites �nitos ψ(a) := ψ(a+) = lim

x→a+
ψ(x) e ψ′(a) := ψ′(a+) =

lim
x→a+

ψ′(x). Se a é singular tais limites podem divergir. Toda solução de 1.2 satisfaz
ψ, ψ′ ∈ AC(a, b). Para detalhes sobre estas propriedades indicamos [15].

Proposição 1.28 (i) O fecho de H tem domínio

domH = {ψ ∈ domH∗ : Wb[ψ, ϕ] = 0,Wa[ψ, ϕ] = 0,∀ϕ ∈ domH∗}.

(ii) No caso de a ser um ponto regular, então a condiçãoWa[ψ, ϕ] = 0,
∀ϕ ∈ domH∗, signi�ca ψ(a) = 0 = ψ′(a) (similarmente para b).

Demonstração: (i) Usando a Proposição 1.20 e o Lema 1.27, obtemos

domH = {ψ ∈ domH∗ : Wb[ψ, ϕ]−Wa[ψ, ϕ] = 0, ∀ϕ ∈ domH∗}.

Desde que o comportamento das funções de domH∗ próximo de a
independem de seus valores próximo de b, segue que Wb[ψ, ϕ]−Wa[ψ, ϕ] = 0, ∀ϕ ∈
domH∗, é equivalente aWb[ψ, ϕ] = 0 = Wa[ψ, ϕ], ∀ϕ ∈ domH∗.

(ii) Se a é um ponto regular, então ϕ(a) e ϕ′(a) estão bem de�nidas
(ou seja, têm limites �nitos) para toda ϕ ∈ domH∗. Então, 0 = Wa[ψ, ϕ] =

ψ(a)ϕ′(a) − ψ′(a)ϕ(a), ∀ϕ ∈ domH∗, implica ψ(a) = 0 = ψ′(a), desde que ϕ(a) e
ϕ′(a) podem tomar valores arbitrários.

Corolário 1.29 Se a e b são pontos regulares, então

domH = {ψ ∈ domH∗;ψ(a) = ψ′(a) = 0 = ψ(b) = ψ′(b)}.
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Corolário 1.30 Se H tem um ponto regular, entãoH não possui autovalores.

Demonstração: Supondo a ponto regular, as soluções de Hψ = λψ, ψ ∈ domH,
λ ∈ C, devem satisfazer ψ(a) = 0 = ψ′(a). Por unicidade, ψ é a solução nula.

De�nição 1.31 Um aplicação antilinear C : H → H é uma conjugação se é uma
isometria e C2 = I.

A proposição a seguir é uma conseqüência do Teorema de von Neu-
mann.

Proposição 1.32 Se T é hermitiano e existe uma conjugação C de forma que
C(domT ) ⊂ domT e C comuta com T , então T possui extensões auto-adjuntas.

Demonstração: Desde que C(domT ) ⊂ domT segue que domT = C2(domT ) ⊂
C(domT ), ou seja, C(domT ) = domT . Se ξ ∈ img(T − iI)⊥, então para cada
η ∈ domT vale

0 = 〈ξ, (T − iI)η〉 = 〈Cξ,C(T − iI)η〉 = 〈Cξ, (T + iI)Cη〉

e então Cξ ∈ img(T + iI)⊥. Assim, C : img(T − iI)⊥ → img(T + iI)⊥. Um
argumento similar mostra que C : img(T + iI)⊥ → img(T − iI)⊥. Desde que C é
uma conjugação segue que n−(T ) = n+(T ).

Tomando a conjugação (Cψ)(x) = ψ(x), o operador minimal H sem-
pre possui extensões auto-adjuntas. Isto nem sempre é verdade para todo operador
diferencial, que é o que acontece com o operador momento em(0,∞).

Teorema 1.33 (i) Os índices de de�ciência do operador minimalH são �nitos e
limitados por 0 ≤ n−(H) = n+(H) ≤ 2.

(ii) Se a e b são regulares, então n−(H) = n+(H) = 2.
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Demonstração: (i) Segue da discussão acima.

(ii) Seja u solução de

H∗ψ = −ψ′′ + V ψ = −iψ, ψ ∈ domH∗.

Então, u, u′ ∈ AC(a, b). Resta mostrar que u ∈ L2(a, b). Para cada
subintervalo fechado [c, d] de (a, b) tem-se

∫ d

c

|u(x)|2dx < ∞. Desde que os limites

u(a+) e u(b−) existem e a e b são �nitos obtemos
∫ b

a

|u(x)|2dx <∞. Assim, n+(H) =

2. Similarmente n−(H) = 2.

Exemplo 1.3 (Partícula Livre) Neste exemplo vamos considerar o operador que
descreve uma partícula livre em três situações. Consideremos inicialmente

Hφ = −φ′′, domH = C∞0 (R).

O operadorH∗ com a mesma lei deH e com domínio domH∗ = H2(R)

é o adjunto deH. Desde que n−(H) = 0 = n+(H), H é essencialmente auto-adjunto,
ou seja, H = H∗ é sua única extensão auto-adjunta. Consideremos agora

Hφ = −φ′′, domH = C∞0 (0,∞).

O operador H∗ com a mesma lei de H e com domínio H2(0,∞) é o
adjunto de H. Os índices de de�ciência de H são n−(H) = 1 = n+(H), ou seja,
H possui in�nitas extensões auto-adjuntas. A �m de caracterizá-las consideremos a
forma de fronteira de H

Γ(ψ, ϕ) =
(
ψ′(0)ϕ(0)− ψ(0)ϕ′(0)

)
.

De�nimos as aplicações lineares ρ1, ρ2 : domH∗ → C:

ρ1(ψ) = ψ(0)− iψ′(0) e ρ2(ψ) = ψ(0) + iψ′(0).

Observemos que

〈ρ1(ψ), ρ1(ϕ)〉 − 〈ρ2(ψ), ρ2(ϕ)〉 = −2iΓ(ψ, ϕ), ∀ψ, ϕ ∈ domH∗,
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ou seja, uma tripla de fronteira paraH é encontrada.

De�nimos os espaços vetoriais X := {ψ(0) − iψ′(0) : ψ ∈ domH∗}
e Y := {ψ(0) + iψ′(0) : ψ ∈ domH∗}. De acordo com o Teorema 1.24, domínio
D's em que H∗ é auto-adjunto estão relacionados com operadores unitários entre
X e Y . Desde que n−(H) = 1 = n+(H), tais operadores são a multiplicação por
eiθ, 0 ≤ θ < 2π. Mais precisamente, dado θ ∈ [0, 2π), o domínio da extensão auto-
adjunta deH é formado por todas as funçõesψ ∈ domH∗ que satisfazem a condição
ρ2(ψ) = eiθρ1(ψ). A relação ρ2(ψ) = eiθρ1(ψ) é

ψ(0) + iψ′(0) = eiθ(ψ(0)− iψ′(0)),

e também pode ser escrita na forma

(1− eiθ)ψ(0) = −i(1 + eiθ)ψ′(0).

Se θ 6= 0 temos

ψ(0) = λψ′(0), λ = −i(1 + eiθ)

(1− eiθ)
∈ R.

Todas as extensões auto-adjuntas Hλ de H são caracterizadas pelas
condições de contorno

domHλ = {ψ ∈ domH∗ : ψ(0) = λψ′(0)}, λ ∈ R ∪ {∞}.

O valor λ = ∞ é para incluir θ = 0 que corresponde a condição de
Neumann ψ′(0) = 0. A condição de Dirichlet ocorre para λ = 0.

Finalmente,

Hφ = −φ′′, domH = C∞0 (0, 1).

O operador H∗ com a mesma lei de H e com domH∗ = H2(0, 1) é
o adjunto de H. Desde n−(H) = 2 = n+(H), H possui in�nitas extensões auto-
adjuntas. A �m de caracterizá-las consideremos a forma de fronteira deH

Γ(ψ, φ) = ψ(1)ϕ′(1)− ψ′(1)ϕ(1)− ψ(0)ϕ′(0) + ψ′(0)ϕ(0).



1 Operadores Auto-adjuntos 34

De�nimos as aplicações lineares ρ1, ρ2 : domH∗ → C2:

ρ1(ψ) =


 ψ′(0) + iψ(0)

ψ′(1)− iψ(1)


 e ρ2(ψ) =


 ψ′(0)− iψ(0)

ψ′(1) + iψ(1)


 .

Uma veri�cação simples mostra que

〈ρ1(ψ), ρ1(ϕ)〉 − 〈ρ2(ψ), ρ2(ϕ)〉 = −2iΓ(ψ, ϕ), ∀ψ, ϕ ∈ domH∗,

ou seja, uma tripla de fronteira paraH é encontrada. Como antes, domínosD's em
que H∗ é auto-adjunto são caracterizados por matrizes unitárias2× 2 que denota-
remos por U . Mais precisamente, tais domínios são formados por todas as funções
ψ ∈ domH∗ que satisfazem a condição ρ2(ψ) = Uρ1(ψ). Esta relação pode ser
escrita na forma

(I − U)


 ψ′(0)

ψ′(1)


 = −i(I + U)


 −ψ(0)

ψ(1)


 , ∀ψ ∈ domH∗.

Assim, o domínio da extensão auto-adjuntaHU de H é composto por
elementos ψ ∈ H2(0, 1) de forma que as condições de contorno acima são satisfeitas
e HUψ = −ψ′′.

1.5 Critérios de Limit Point e Limit Circle

Esta seção é dedicada ao Teorema de Weyl que nos diz sob quais con-
dições o operador minimalH = −ψ′′ + V (x)ψ, domH = C∞0 (a, b), é essencialmente
auto-adjunto. Lembremos que sempre assumimosV ∈ L2

loc(a, b) e−∞ ≤ a < b ≤ ∞.
Para enunciar e demonstrar o Teorema, vamos precisar de alguns resultados e de�-
nições. Como referência para esta seção indicamos [18, 20].

De�nição 1.34 Uma função mensurável u : (a, b) → C está em L2(a, b) em a se
existe c ∈ (a, b) de forma que u ∈ L2(a, c); similarmente, u está em L2(a, b) em b

se u ∈ L2(c, b).
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Vamos investigar os índices de de�ciência deH estudando as soluções
de

−ψ′′ + V (x)ψ = λψ, λ ∈ C. (1.3)

Lema 1.35 Se para algum λ ∈ C, ambas soluções de 1.3 estão em L2(a, b) em a

(respectivamente, em b), então, para todo λ ∈ C, ambas soluções de 1.3 estão em
L2(a, b) em a (respectivamente, em b).

Demonstração: Sejam ϕ1 e ϕ2 duas soluções linearmente independentes de 1.3,
para λ0 ∈ C, de forma que ϕ1 e ϕ2 estão em L2(a, b) em b. Supomos ainda
ϕ′1(x)ϕ2(x) − ϕ1(x)ϕ

′
2(x) = 1. Seja u uma solução de 1.3 para λ = λ1 6= λ0.

Escolhemos c ∈ (a, b). Uma veri�cação mostra que

u(x)− (λ1 − λ0)

∫ x

c

(ϕ1(x)ϕ2(ξ)− ϕ1(ξ)ϕ2(x))u(ξ)dξ

satisfaz 1.3 com λ = λ0. Assim,

u(x) = c1ϕ1(x) + c2ϕ2(x) + (λ1 − λ0)

∫ x

c

(ϕ1(x)ϕ2(ξ)− ϕ1(ξ)ϕ2(x))u(ξ)dξ,

sendo c1 e c2 contantes arbitrárias . De�nimos ||f ||2[c,x] =

∫ x

c

|f(x)|2dx e escolhemos
M de forma que ||ϕ1||[c,x] < M e ||ϕ2||[c,x] < M . Pela Desigualdade de Schwarz,

|u(x)| ≤ |c1||ϕ1(x)|+ |c2||ϕ2(x)|+ |λ1 − λ0|(|ϕ1(x)|+ |ϕ2(x)|)M ||u||[c,x]

e então,
||u||[c,x] ≤ |c1|M + |c2|M + 2M2|λ1 − λ0|||u||[c,x].

Podemos escolher M tão pequeno quanto queremos se tomarmos c
su�cientemente próximo de b. Assim, se |λ1 − λ0| ≤ 1/4M2 segue que 1/2||u||[c,x] ≤
(|c1| + |c2|)M , para todo x, e então u está em L2(a, b) em b. Uma demostração
similar pode ser feita para o caso em queϕ1 e ϕ2 estão em L2(a, b) em a.
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Lema 1.36 Pelo menos uma solução (não-nula) de

−ψ′′ + V (x)ψ = ±iψ (1.4)

está em L2(a, b) em a e pelo menos uma em L2(a, b) em b.

Demonstração: Sejam a′, b′ ∈ R de forma que a < a′ < b′ < b. Para o operador
hermitiano Sψ = −ψ′′ + V ψ, domS = {ψ, ψ′ ∈ AC[a′, b′] ⊂ L2[a′, b′] : ψ(a′) =

ψ′(a′) = 0 = ψ(b′) = ψ′(b′)}, a′ e b′ são pontos regulares. Pelo Teorema 1.33,
n−(S) = 2 = n+(S). Assim, img(S − iI) = K+(S)⊥ 6= L2(a′, b′). Desde que
C∞0 (a′, b′) v L2[a′, b′], existe φ ∈ C∞0 (a′, b′) com φ /∈ img(S − iI). Seja H̃ uma
extensão auto-adjunta de H, vale que img(H̃ − iI) = L2(a, b). Portanto, existe
ψ ∈ domH̃ de forma que (H̃ − iI)ψ = φ. ψ não pode se anular identicamente em
ambos intervalos (a, a′) e (b′, b), caso contrário, ψ ∈ domS e (S − iI)ψ = φ, o que é
uma contradição.

Supomos que ψ não se anula identicamente em (a, a′) (similarmente,
se ψ não se anula identicamente em (b′, b)). Então, u := ψ|(a,a′) é uma solução de
1.4 que está em L2(a, b) em a. A construção da solução que está em L2(a, b) em b

segue abaixo.

Consideremos o operador R − iI := (H̃ − iI)|dom R, domR = {v ∈
domH̃ : v(x) = 0,∀x ∈ [b′, b)} (o qual é denso em L2(a, a′)). Desde que u ∈ domR∗

e (R∗ + iI)u = 0, segue que img(R − iI) não é um subconjunto denso em L2(a, a′)

e como acima existe φ ∈ C∞0 (a, a′) com φ /∈ img(R − iI). A auto-adjunção de H̃
implica que existe w ∈ domH̃ de forma que (H̃ − iI)w = φ. Finalmente, w não se
anula indenticamente em [b′, b) desde que φ /∈ img(R− iI). A solução não-nula que
está em L2(a, b) em b é encontrada.

Corolário 1.37 Se n−(H) = 0 = n+(H), ou seja, H é essencialmente auto-
adjunto, então a e b são pontos singulares.

Demonstração: Supondo a regular, todas as soluções da equação estão emL2 em
a. Pelo Lema 1.36, existe pelo menos uma solução de 1.4 emL2 em b e assim pelo
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menos uma solução está em L2(a, b), ou seja, n+(H) ≥ 1.

De�nição 1.38 O operador H é limit circle em a (resp. em b) se para algum
λ ∈ C, e, portanto, para todo λ ∈ C, todas as soluções de

−ψ′′ + V (x)ψ = λψ

estão em L2(a, b) em a. Se H não é limit circle em a, dizemos que ele é limit point
em a (resp. em b).

Teorema 1.39 (Teorema de Weyl) O operadorH é essencialmente auto-adjunto
se, e somente se, é limit point em a e b.

Demonstração: Se H é essencialmente auto-adjunto, então n−(H) = 0 = n+(H).
Segue que H é limit point em a e b. A tarefa agora é mostrar que se H é limit
point em a e b, então H é essencialmente auto-adjunto. Pelo Lema 1.27, a forma de
fronteira de H∗ é

ΓH∗(ψ, ϕ) = Wb[ψ, ϕ]−Wa[ψ, ϕ], ∀ψ, ϕ ∈ domH∗.

Lembremos que H∗ é auto-adjunto se, e somente se, Γ ≡ 0. Seja
c ∈ (a, b), de�nimos os operadores A e B com a mesma expressão de H mas com
domínios domA = {ϕ ∈ C∞(a, c) : ϕ(c) = 0, ∃ξ > 0, ϕ(x) = 0,∀x ∈ (a, a + ξ)} e
domB = C∞0 (a, c). Desde que B ⊂ A, tem-se B ⊂ A.

A�rmamos que A é auto-adjunto. De fato, por hipótese as soluções
de −ϕ′′ + V ϕ = ±iϕ que estão em L2(a, b) em a constituem um subespaço unidi-
mensional e desde que c é regular todas as soluções estão em L2(a, b) em c. Assim,
n−(B) = 1 = n+(B). Observemos que existem funções em domA com ϕ′(c) 6= 0

e tais funções não estão em domB. Assim, A é uma extensão hermitiana fechada
própria de B e, então, n−(A) = 0 = n+(A). Portanto, A é auto-adjunto.

Sejam ψ, ϕ ∈ domH∗. Escolhemos ψc, ϕc ∈ C∞0 (a, b) de forma que
ambas funções ψ2 := ψ + ψc e ϕ2 := ϕ + ϕc se anulem em c. Então, ψ2, ϕ2 ∈
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domA∗ = domA e desde que Wc[ψ2, ϕ2] = 0 encontramos

Wa[ψ, ϕ] = Wa[ψ2 − ψc, ϕ2 − ϕc] = Wa[ψ2, ϕ2]

= Wa[ψ2, ϕ2]−Wc[ψ2, ϕ2] = −ΓA(ψ2, ϕ2) = 0,

já que A é auto-adjunto. Argumentos similares mostram queWb[ψ, ϕ] = 0. Assim,
Γ se anula identicamente em domH∗ e a demonstração está completa.

Exemplo 1.4 Consideremos o operador Hψ = −ψ′′ +
a

x2
ψ (a > 0), domH =

C∞0 (0,∞). As soluções de Hψ = 0 são

ψ+(x) = xc+ e ψ−(x) = xc− ,

sendo c± =
1±√1 + 4a

2
. Desde que c+ > 0, a função ψ+ está em L2(0,∞) em

zero e não está em L2(0,∞) em ∞. No entanto, ψ− está em L2(0,∞) em zero se, e
somente se, c− > −1/2, ou seja, se, e somente se, a < 3/4.

Assim, se a < 3/4, H é limit circle em zero e, portanto, pelo Teorema
de Weyl, não é essencialmente auto-adjunto. Sea > 3/4, H é limit point em zero e
∞ e, portanto, pelo Teorema de Weyl, é essencialmente auto-adjunto.



Capítulo 2

O Átomo de Hidrogênio 3-D

O Hamiltoniano de um elétron se movendo livremente emR3 é− ~
2

2m
∆.

No entanto, devemos de�nir este operador como um operador auto-adjunto no espaço
de Hilbert L2(R3). Começamos a nossa discussão com

(K̇φ)(x) = − ~
2

2m
∆φ(x), domK̇ = C∞0 (R3).

É fácil veri�car que K̇ é hermitiano. Em [2] também podemos encon-
trar a demonstração de que K̇ é essencialmente auto-adjunto e sua única extensão
auto-adjunta é o operador

(Kφ)(x) = − ~
2

2m
∆φ(x), domK = H2(R3).

Se o elétron se move sob a in�uência do potencial atrativo de Coulomb
V (x) = −Ze

2

|x| o Hamiltoniano total éK + V .

Consideremos algumas observações. Dado um operador auto-adjunto
(essencialmente auto-adjunto) T e um operador hermitiano B, a soma T + B nem
sempre é auto-adjunta (essencialmente auto-adjunta) em domT ∩ domB. No en-
tanto, o Teorema de Kato-Rellich nos fornece condições su�cientes para queT +B

seja auto-adjunto (essencialmente auto-adjunto).

39
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Teorema 2.1 (Kato-Rellich) Seja T auto-adjunto (essencialmente auto-adjunto)
e B hermitiano. Se B é T -limitado com NT (B) < 1, então o operador

dom(T +B) = domT, (T +B)ξ := Tξ +Bξ, ∀ξ ∈ domT,

é auto-adjunto (essencialmente auto-adjunto).

Demonstração: [2].

Lembremos que B é T -limitado se domT ⊂ domB e existem constan-
tes a, b ≥ 0 de forma que

||Bξ|| ≤ a||Tξ||+ b||ξ||, ∀ξ ∈ domT.

O T -limite de B, denotado por NT (B), é o ín�mo dos a's admissíveis.
Mais tarde, Kato demonstra o seguinte teorema.

Teorema 2.2 (Kato) Se n ≤ 3 e B ∈ L2(Rn) +L∞(Rn) é uma função real, então
B é K-limitado com NK(B) = 0.

Demonstração: [2].

Os Teoremas 2.1 e 2.2 são de grande importância no estudo de ope-
radores. No entanto, também são muito conhecidos e escolhemos por omitir as
demosntrações.

Vamos aplicar o Teorema 2.2 aos operadoresK e V (x). Fixado ε > 0,
escrevemos V = V0 + V∞ sendo

V0(x) = V (x)χ[0,ε)(|x|) e V∞(x) = V (x)χ[ε,∞)(|x|).

É fácil veri�car que V∞ ∈ L∞(R3). O ponto principal é que V0(x) ∈
L2(R3), mesmo com o potencial contendo a singularidade na origem. Mais precisa-
mente, usando coordenadas esféricas,

∫

R3

|V0(x)|2dx3 = Z2e4

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

senθdθ

∫ ε

0

1

r2
r2dr = Z2e44πε <∞.
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Desde que V (x) = −Ze
2

|x| ∈ L2(R3) + L∞(R3) o Teorema de Kato-
Rellich garante que o operador

H = − ~
2

2m
∆− Ze2

|x| , domH = H2(R3), (2.1)

é auto-adjunto. Aproveitando a discussão, desde que V (x) = −Ze
2

|x| ∈ L2(R3) +

B∞
∞(R3), o Teorema 1.16 garante que σess(H) = [0,∞).

Devido à singularidade no ponto 0 o nosso objetivo neste capítulo é
analisar o que acontece com o operador 2.1 retirando a origem de seu domínio. Es-
peci�camente, queremos saber se ele continua auto-adjunto. Não podemos repetir a
mesma análise com o operador− ~

2

2m
∆ no domínio C∞0 (R3\{0}) (resp. H2(R3\{0}))

pois aqui ele não é essencialmente auto-adjunto (resp. auto-adjunto). Nossa idéia
é estudar o operador 2.1 partindo do domínio C∞0 (R3\{0}). Assim, �ca natural
analisar sua decomposição em coordenadas esféricas, isto reduz o estudo à teoria de
operadores diferenciais do Capítulo 1.

2.1 A Decomposição em Coordenadas Esféricas

Consideremos o Hamiltoniano do átomo de hidrogênio3-D

H = − ~
2

2m
∆− Ze2

|x| , domH = C∞0
(
R3\{0}) . (2.2)

O objetivo desta seção é caracterizar o operador 2.2 em coordenadas
esféricas. Mais precisamente como segue.

Cada função φ ∈ L2(R3) pode ser considerada como uma função de r
e duas variáveis
ξ = (θ, ϕ) na esfera unitária S2. Por exemplo, o ponto (x1, x2, x3) em coordenadas
esféricas �ca x1 = rsenθ cosϕ, x2 = rsenθsenϕ e x3 = r cos θ. Em termos destas
variáveis,

‖φ‖2
2 =

∫

S2

dξ

∫ ∞

0

|φ(r, ξ)|2r2dr (dξ = senθdθdϕ).
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Seja D o conjunto de todas as funções que são combinações lineares
�nitas de produtos f(r)w(ξ) com f ∈ C∞0 (0,∞) ⊂ L2((0,∞), r2dr) e w ∈ L2(S2, dξ).
Devido a decomposição em coordenadas esféricas

L2(R3) = L2((0,∞), r2dr)⊗ L2(S2, dξ),

D é um conjunto denso em L2(R3). Tomando φ(r, ξ) = f(r)w(ξ), o operador 2.2
toma a forma

Hf(r)w(ξ) =

[
− ~

2

2m

(
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r

)
f(r)− Ze2

r
f(r)

]
w(ξ) +

~2

2m

f(r)

r2
Bw(ξ),

sendo B o operador de Laplace-Beltrami

(Bw)(θ, ϕ) = −(senθ)−1

[
∂

∂θ

(
(senθ)

∂w

∂θ

)
+

∂

∂ϕ

(
(senθ)−1∂w

∂ϕ

)]
,

agindo em L2(S2). B é essencialmente auto-adjunto em C∞0 (S2) e o conjunto de
seus autovetores formam uma base ortonormal paraL2(S2). Mais precisamente,

(BYlm)(θ, ϕ) = l(l + 1)Ylm(θ, ϕ), (l ∈ N,−l ≤ m ≤ l)

sendo {Ylm : l ∈ N,−l ≤ m ≤ l} o conjunto das funções harmônicas esféricas. Para
uma discussão detalhada sobre este operador de Laplace-Beltrami consulte [21].

Consideremos o subespaço Jl = [Ylm : −l ≤ m ≤ l] correspondente ao
autovalor l(l + 1). De�nimos Ll := L2((0,∞), r2dr)⊗ Jl, então

L2((0,∞), r2dr)⊗ L2(S2) =
∞⊕

l=0

Ll.

Seja Dl = D ∩ Ll, então
(
− ~

2

2m
∆− Ze2

|x|
)∣∣∣∣

Dl

=

[
− ~

2

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2

)
− Ze2

r

]
⊗ Il,

sendo Il o operador identidade agindo em Jl. Nossa tarefa se reduz em veri�car se
para cada valor l ∈ N, o operador

Ḣl := − ~
2

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2

)
− Ze2

r
,
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é ou não é essencialmente auto-adjunto emC∞0 (0,∞) ⊂ L2((0,∞), r2dr).

Seja U : L2((0,∞), r2dr) → L2(0,∞) o operador unitário (Uϕ)(r) =

rϕ(r). Notemos que U deixa C∞0 (0,∞) invariante e então de�nimos o operador

Hl := UḢlU
−1 = − ~

2

2m

(
d2

dr2
− l(l + 1)

r2

)
− Ze2

r
, (2.3)

domHl = C∞0 (0,∞) ⊂ L2(0,∞).

2.2 As Extensões Auto-Adjuntas

Consideremos inicialmente a família de operadores

K̇l = − ~
2

2m

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2

)
,

domK̇l = C∞0 (0,∞) ⊂ L2((0,∞), r2dr), que não sofrem in�uência de potencial.
De�nimos

Kl := UK̇lU
−1 = − ~

2

2m

(
d2

dr2
− l(l + 1)

r2

)
, domKl = C∞0 (0,∞).

O Teorema 1.26 diz que o operadorK∗
l com a mesma lei deKl e com

domínio

domK∗
l = {ϕ ∈ L2(0,∞) : ϕ, ϕ′ ∈ AC(0,∞), K∗

l ϕ ∈ L2(0,∞)},

é o adjunto de Kl.

Proposição 2.3 K0 não é essencialmente auto-adjunto, enquantoKl é essencial-
mente auto-adjunto para l 6= 0.

Demonstração: A equação − ~
2

2m
ϕ′′ =

~2

2m
iϕ tem duas soluções linearmente inde-

pendentes
ϕ1(r) = e(1−i)r/

√
2 e ϕ2(r) = e−(1−i)r/

√
2.
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Desde que ϕ1 /∈ domK∗
0 , tem-se n−(K0) = 1. Similarmente, n+(K0) =

1. Portanto, K0 não é essencialmente auto-adjunto. Analisemos agora as soluções
de Klϕ = 0, ou seja,

− ~
2

2m
ϕ′′ +

~2

2m

l(l + 1)

r2
ϕ = 0. (2.4)

Desde que l 6= 0, as soluções são ϕ1(r) = rl+1 e ϕ2(r) = r−l. Fica fácil
ver que Kl é limit point em 0 e limit point em ∞. Portanto, Kl é essencialmente
auto-adjunto para l 6= 0.

De acordo com o Exemplo 1.3 do Capítulo 2, todas as extensões auto-
adjuntas de K0 são dadas por

domKλ
0 = {ψ ∈ domK∗

0 : ψ(0) = λψ′(0)}, λ ∈ R ∪ {∞}.

Consideremos agora a família de operadores de�nida na Seção 2.1,

Hl = − ~
2

2m

(
d2

dr2
− l(l + 1)

r2

)
− Ze2

r
, domHl = C∞0 (0,∞).

Novamente, o Teorema 1.26 diz que o operadorH∗
l com a mesma lei

de Hl e com domínio

domH∗
l = {ϕ ∈ L2(0,∞) : ϕ, ϕ′ ∈ AC(0,∞), H∗

l ϕ ∈ L2(0,∞)},

é o adjunto de Hl.

Fixando l e m, denotamos por Flm a projeção cuja imagem emL2(S2)

é o subespaço gerado por Ylm. De�nimos o operador Elm := I ⊗ Flm que é uma
projeção em L2((0,∞), r2dr)⊗ L2(S2). Vale

KElm = K̇l ⊗ Flm. (2.5)

Lembremos que K = − ~
2

2m
∆, domK = H2(R3). A demonstração da

igualdade 2.5 pode ser encontrada em [2]. No teorema abaixo usaremos a notação
V para ambos potenciais −Ze

2

|x| em R3 e −Ze
2

r
em (0,∞).
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Teorema 2.4 H0 não é essencialmente auto-adjunto, enquantoHl é essencialmente
auto-adjunto para l 6= 0.

Demonstração: Seja f ∈ C∞0 (0,∞). Da igualdade 2.5 temosU−1f⊗Ylm ∈ domK.
Desde que V ∈ L2(R3) + L∞(R3), o Teorema de Kato garante que existem a, b ∈ R
de forma que

||V (U−1f ⊗ Ylm)|| ≤ a||K(U−1f ⊗ Ylm)||+ b||U−1f ⊗ Ylm||,

sendo que a pode ser tomado arbitrariamente pequeno. Por 2.5,

||K(U−1f ⊗ Ylm)|| = ||KElm(U−1f ⊗ Ylm)||
= ||(K̇l ⊗ Flm)(U−1f ⊗ Ylm)||
= ||K̇l(U

−1f)||
= ||Klf ||.

Portanto, ||V f || ≤ a||Klf || + b||f ||, ou seja, V é Kl-limitado com
NKl

(V ) = 0. Para l 6= 0, a Proposição 2.3 diz queKl é essencialmente auto-adjunto.
Aplicando o Teorema de Kato-Rellich, o operadorHl = Kl + V , domHl = domKl,
é essencialmente auto-adjunto.

Desde que V é K0-limitado com NK0(V ) = 0 segue que V é H0-
limitado com NH0(V ) < 1 1. Se H0 for essencialmente auto-adjunto, o operador
K0 = H0 − V , domK0 = domH0, também será essencialmente auto-adjunto. Mas
isto contradiz a Proposição 2.3.

Para cada l 6= 0 a única extensão auto-adjunta deHl éH∗
l . No entanto,

H0 possui in�nitas extensões auto-adjuntas.

1Sejam A e B operadores densamente de�nidos num espeço de HilbertH de forma que B é
A-limitado com NA(B) < 1/2, então B é (A + B)-limitado com N(A+B)(B) < 1. Veja referência
[2].
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Observação 2.1 Cada função ψ ∈ domH∗
0 é limitada numa vizinhança da origem.

Se ψ ∈ domH∗
0 e ψ(0+) = 0, então ψ′(x) = ©(1) quando x→ 0+ [12]. No entanto,

se ψ(0+) 6= 0, a função ψ′ possui uma divergência logaritimica quandox→ 0+ [14].

O lema a seguir será útil para a caracterização das extensões auto-
adjuntas de H0.

Lema 2.5 Se φ ∈ domH∗
0 , então o limite lateral

φ̃(0+) := lim
r→0+

(
φ′(r) +

2mZe2

~2
φ(r) ln(Ze2r)

)

é �nito.

Demonstração: Para φ ∈ domH∗
0 , a função u := H∗

0φ = − ~
2

2m
φ′′ − Ze2

r
φ ∈

L2(0,∞). Integrando u no intervalo 0 < r < c <∞, obtemos

− ~
2

2m
(φ′(c)− φ′(r)) +

∫ c

r

−Ze
2

t
φ(t)dt =

∫ c

r

u(t)dt.

Fazendo integração por partes,

− ~
2

2m
(φ′(c)− φ′(r))− Ze2(φ(c)ln(Ze2c)− φ(r) ln(Ze2r))

+

∫ c

r

Ze2φ′(t) ln(Ze2t)dt =

∫ c

r

u(t)dt,

ou
φ′(r) +

2mZe2

~2
φ(r) ln(Ze2r) =

φ′(c) +
2mZe2

~2
φ(c) ln(Ze2c)− 2m

~2

∫ c

r

Ze2φ′(t) ln(Ze2t)dt+
2m

~2

∫ c

r

u(t)dt.

Relembrando a Observação 2.1, desde que as integrais são �nitas, para
r → 0+, segue o resultado.

A partir de agora, usaremos a notação φ(0) = φ(0+). A �m de carac-
terizar todas as extensões auto-adjuntas deH0, consideremos sua forma de fronteira

Γ(ψ, ϕ) = − ~
2

2m

(
ψ(0)ϕ′(0)− ψ′(0)ϕ(0)

)
.
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Embora Γ(ψ, ϕ) seja �nito, cada limite lateral pode divergir. Com a
ajuda do Lema 2.5 é facil veri�car que

Γ(ψ, ϕ) = − ~
2

2m

(
ψ(0)ϕ̃(0)− ψ̃(0)ϕ(0)

)
.

Agora os limites laterais existem e são �nitos.

De�nimos as aplicações lineares ρ1, ρ2 : domH∗
0 → C:

ρ1(ψ) = ψ(0) + iψ̃(0) e ρ2(ψ) = ψ(0)− iψ̃(0).

Observemos que

〈ρ1(ψ), ρ1(ϕ)〉 − 〈ρ2(ψ), ρ2(ϕ)〉 =
4m

~2
iΓ(ψ, ϕ), ∀ψ, ϕ ∈ domH∗

0 ,

ou seja, obtemos uma tripla de fronteira paraH0.

De�nimos os subespaços X := {ψ(0) + iψ̃(0) : ψ ∈ domH∗
0} e Y :=

{ψ(0)− iψ̃(0) : ψ ∈ domH∗
0}. De acordo com o Teorema 1.24, domíniosD's em que

H∗
0 é auto-adjunto estão relacionados com operadores unitários entreX e Y . Desde

que n+(H0) = 1 = n−(H0), tais operadores são a multiplicação por eiθ, 0 ≤ θ < 2π.
Portanto, dado θ ∈ [0, 2π), o domínio da extensão auto-adjunta deH0 é formado
por todas as funções ψ ∈ domH∗

0 que satisfazem a condição ρ2(ψ) = eiθρ1(ψ). A
relação ρ2(ψ) = eiθρ1(ψ) é

(1− eiθ)ψ(0) = i(1 + eiθ)ψ̃(0).

Se θ 6= 0 temos

ψ(0) = λψ̃(0), λ = i
(1 + eiθ)

(1− eiθ)
∈ R.

Todas a extensões auto-adjuntas Hλ
0 de H0 são caracterizadas pelas

condições de contorno

domHλ
0 = {ψ ∈ domH∗ : ψ(0) = λψ̃(0)}, λ ∈ R ∪ {∞}.

O valor λ = ∞ é para incluir θ = 0, que corresponde à condição de
Neumann ψ̃(0) = 0. A condição de Dirichlet ocorre para λ = 0.
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A �falta de auto-adjunção� deH0 é intuitivamente explicada: a ausên-
cia da barreira centrífuga permite que o elétron se aproxime da origem, tal aconte-
cimento ocorre com condições de contorno em r = 0.

Sabendo que Hl é essencialmente auto-adjunto para l 6= 0 e que H0

possui in�nitas extensões auto-adjuntas, sendo que conhecemos o domínio de cada
uma delas, temos condições de enuciar o seguinte Teorema.

Teorema 2.6 Todas as extensões auto-adjuntas de 2.2 são dadas por

Sλ =

[
(U−1Hλ

0U ⊗ I0)
⊕ l=+∞⊕

l=1

(U−1H∗
l U ⊗ Il)

]
, λ ∈ R ∪ {∞}. (2.6)

Este teorema especi�ca todas as extensões auto-adjuntas do operador
2.2. Bem diferente de partir do domínioC∞0 (R3), no qual H é essencialmente auto-
adjunto, em C∞0 (R3\{0}) o operador H possui in�nitas extensões auto-adjuntas.

2.3 O Espectro Discreto

Nesta seção vamos analisar os autovalores negativos das extensões
auto-adjuntas do operador 2.2. Vamos precisar de algumas informações. Para um
dado valor de l(l + 1) (l 6= 0), a correspondente equação que determina os níveis de
energia é a equação radial

− ~
2

2m

(
R′′(r) +

2

r
R′(r)

)
+

(
~2

2m

l(l + 1)

r2
− Ze2

r
− E

)
R(r) = 0. (2.7)

Relembrando a transformação unitáriaU da Seção 2.1, se R(r) é uma
solução de 2.7 �ca natural escreverR(r) =

u(r)

r
, com u ∈ L2(0,∞). Assim, u(r) é

uma solução de

− ~
2

2m

(
u′′(r)− l(l + 1)

r2
u(r)

)
−

(
Ze2

r
+ E

)
u(r) = 0. (2.8)

Multiplicando a equação 2.7 porr2 e tomando o limite r → 0+ obtemos
lim
r→0

R(r) = 0 e, conseqüentemente, lim
r→0

u(r) = 0. Portanto, as autofunções u(r) de
H∗

l (l 6= 0) são caracterizadas pela condição de contornou(0) = 0.
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Agora, para cada λ ∈ R∪{∞}, temos condições de analisar o espectro
discreto de Sλ. Devido a decomposição de Sλ em coordenadas esféricas, precisamos
encontrar os autovalores deHl (l 6= 0) e Hλ

0 .

A análise que faremos agora é para o casoλ = 0. Lembremos que este
caso corresponde à extensão auto-adjuntaH0

0 de H0 cujo domínio é

domH0
0 = {ψ ∈ domH∗

0 : ψ(0) = 0}.

Para cada l, o primeiro passo é analisar a função de Green de (Hl −
E)−1 denotada por G(r, s). Mais precisamente,

(Hl − E)−1u(r) =

∫ r

0

G(r, s)u(s)ds.

Se u ∈ img(Hl − E), o procedimento é encontrar as soluções de

(Hl − E)g = u (2.9)

o obter uma expressão para (Hl − E)−1u = g. Pelo método da variação dos parâ-
metros, a solução de 2.9 é dada por

g(r) = g1(r)

∫ r

0

− g2(s)u(s)

Wr(g1, g2)
ds+ g2(r)

∫ r

0

g1(s)u(s)

Wr(g1, g2)
ds,

sendo g1 e g2 soluções da equação homogênea (Hl − E)g = 0, ou seja, da equação

− ~
2

2m

(
g′′(r)− l(l + 1)

r2
g(r)

)
−

(
Ze2

r
+ E

)
g(r) = 0. (2.10)

Lembremos queWr(g1, g2) denota o wrosnkiano de g1 e g2 no ponto r.
Tomando a =

2mZe2

~2
, b =

2mE

~2
e fazendo a mudança de variável y = (−4b)1/2r, a

equação 2.10 toma a forma

h′′(y) +

(
− l(l + 1)

y2
+
τ

y
− 1

4

)
h(y) = 0,

sendo τ = a/(−4b)1/2. Esta equação tem duas soluções linearmente independentes
[1, 8]:

h1(y) = Mτ,µ(y) e h2(y) = Wτ,µ(y), (2.11)
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sendo µ = l + 1/2. As funções Wτ,µ(y) e Mτ,µ(y) são conhecidas como funções
de Whittaker. Estas funções são escritas em termos de funções hipergeométricas.
Para mais detalhes e propriedades das funções de Whittaker indicamos [1, 8].

Voltando à variável original, desde queWr(g1, g2) = −(−4b)1/2Γ(2l + 2)

Γ(l + 1− τ)
,

a única solução de 2.9 satisfazendo g(0) = 0 é

g(r) =

∫ r

0

Γ(l + 1− τ)

(−4b)1/2Γ(2l + 2)

(Wτ,µ((−4b)1/2r) Mτ,µ((−4b)1/2s)−

Mτ,µ((−4b)1/2r) Wτ,µ((−4b)1/2s)
)
u(s)ds,

sendo Γ a função Gama [1, 8]. Sendo assim, o kernel do �operador resolvente�
(Hl − E)−1 é

G(r, s) = Θ(r − s)
Γ(l + 1− τ)

(−4b)1/2Γ(2l + 2)

[Wτ,µ((−4b)1/2r)Mτ,µ((−4b)1/2s)− (r ↔ s)
]
,

sendo Θ a função de Heaviside 2.

Os autovalores de Hl são os valores de E para os quais o operador
(Hl−E)−1 não está de�nido. Estes valores são obtidos dos pontos em que a função
Gama Γ não está de�nida, ou seja, quando l + 1 − τ é um inteiro negativo. Para
detalhes sobre a função Gama indicamos [1, 8]. Relembrando as de�nições deτ , a
e b, se l + 1− τ = −n, n = 0, 1, 2, · · ·, obtemos

En = −Z
2e4m

2~2

1

n2
, n = 1, 2, · · · .

Quando y → ∞, o comportamento assintótico das possíveis autofun-
ções são [1, 8]:

Wτ,µ(y) ∼ e−y/2yτ Mτ,µ(y) ∼ ey/2(−y)−τ .

Assim, a solução que nos interessa é somenteWτ,µ((−4b)1/2r). Fixado
l ∈ {0, 1, 2, · · ·} a autofunção de Hl correspondente ao autovalorEn (n ≥ l + 1) é

gnl(r) = Wn,µ((−4b)1/2r).

2A função de HeavisideΘ é a função de�nida comoΘ(x) = 0 para x ≤ 0 e Θ(x) = 1 para x > 0.
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Agora temos condições de analisar as autofunções da extensão auto-
adjunta S0 de H. Lembrando que L2(R3) = L2((0,∞), r2dr) ⊗ L2(S2, dξ) e que as
funções harmônicas esféricas formam uma base paraL2(S2, dξ), as autofunções de
S0 são

ψnlm(r, θ, ϕ) = r−1gnl(r)Ylm(θ, ϕ).

Observemos que dadon ∈ {1, 2, · · ·}, l assume os valores l = 0, 1, · · · , n−
1. Para n e l �xos, existem ainda 2l + 1 possibilidades para m. Assim, dado um
nível de energia En, existem

n−1∑

l=0

(2l + 1) = n2

autofunções linearmente independentes ψnlm(r, θ, ϕ), ou seja, a multiplicidade do
autovalor En é n2.

Os números n, l,m determinam completamente a funçãoψnlm(r, θ, ϕ).
Fisicamente, eles são chamados, respectivamente, denúmero quântico principal,
número quântico orbital e número quântico magnético.

Vamos fazer apenas algumas observações sobre os autovalores negati-
vos de Sλ (λ 6= 0). A equação de autovalores é igual a 2.10 e as soluções dadas por
2.11.

A �m de encontrar os autovalores deHl (l 6= 0), a análise é exatamente
a mesma feita acima. No entanto, os autovalores deHλ

0 não podem ser obtidos pelo
mesmo método. Lembremos que

domHλ
0 = {ψ ∈ domH∗

0 : ψ(0) = λψ̃(0)}.

Sendo assim, a candidata a autofunçãoWτ,1/2((−4b)1/2r) de Hλ
0 deve

satisfazer a condição

Wτ,1/2(0) = λ lim
r→0+

(
d

dr
Wτ,1/2((−4b)1/2r) +

2mZe2

~2
Wτ,1/2((−4b)1/2r) ln(Ze2r)

)

que é equivalente à

[Γ(l + 1− τ)]−1 = λω(E)[Γ(l + 1− τ)]−1, (2.12)
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sendo

ω(E) :=
2mZe2

~2

[
ln

(
~2

2m
τ

)
+ 2Ψ(1)−Ψ(l + 1− τ)− 1

]
− (−2Em)1/2

~

e Ψ(r) :=
d

dr
(ln Γ(r)). Estes cálculos foram obtidos tomando a representação da

função Wτ,1/2((−4b)1/2r) em série de potências [1, 8] e calculando os respectivos
limites para r → 0+. Os autovalores negativos de Hλ

0 são obtidos à partir da
equação 2.12.



Capítulo 3

O Átomo de Hidrogênio 2-D

O Hamiltoniano que descreve um elétron se movendo livremente em
R2 é − ~

2

2m
∆. No entanto, queremos de�nir este operador como sendo auto-adjunto

em L2(R2). Então, consideremos

(K̇φ)(x) = − ~
2

2m
∆φ(x), domK̇ = C∞0 (R2).

Este operador é essencialmente auto-adjunto e sua única extensão
auto-adjunta é

(Kφ)(x) = − ~
2

2m
∆φ(x), domK = H2(R2).

Se o elétron sofre a in�uência do potencial atrativo de CoulombV (x) =

−Ze
2

|x| é natural pensar que o Hamiltoniano totalK +V é auto-adjunto assim como
acontece com o caso tridimensional. No entanto, o Teorema de Kato-Rellich não
pode ser aplicado neste caso. O fato é que V (x)φ(x) ∈ L2(R2) nem sempre é
verdade para φ ∈ C∞0 (R2). Por este motivo precisamos excluir a origem do domínio
de de�nição de K + V .

O nosso objetivo neste capítulo é estudar o operadorK+V partindo do
domínio C∞0 (R2\{0}). Seguindo a mesma idéia do Capítulo 2, vamos caracterizá-lo
em coordenadas polares. Isto reduz o estudo aos operadores diferenciais do Capítulo

53
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1. Assim, teremos condições de analisar seK + V é ou não é essencialmente auto-
adjunto em C∞0 (R2\{0}).

3.1 A Decomposição em Coordenadas Polares

Consideremos o Hamiltomiano do átomo de hidrogênio 2-D

H = − ~
2

2m
∆− Ze2

|x| , domH = C∞0 (R2\{0}). (3.1)

Nesta seção, vamos caracterizá-lo em coordenadas polares.

Cada função φ ∈ L2(R2) pode ser considerada como uma função de r
e uma variável θ no círculo unitário S1. Em termos destas variáveis,

‖φ‖2
2 =

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

|φ(r, θ)|2rdr,

sendo dθ denotando a medida usual em S1. Seja D o conjunto de todas as funções
que são combinações lineares �nitas de produtos f(r)g(θ) com f ∈ C(0,∞) ⊂
L2((0,∞), rdr) e g ∈ L2(S1, dθ). Devido a decomposição em coordenadas polares

L2(R2) = L2((0,∞), rdr)⊗ L2(S1, dθ),

D é um conjunto denso em L2(R2). Para funções do tipo f(r)g(θ), o operador 3.1 é
dado por

Hf(r)g(θ) =

[
− ~

2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2

)
− Ze2

r

]
f(r)g(θ)

=

[
− ~

2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r

)
− Ze2

r

]
f(r)g(θ)− ~2

2m

1

r2
Bf(r)g(θ),

sendo B o operador de Laplace-Beltrami

B =
∂2

∂θ2
,

agindo L2(S1). B é essencialmente auto-adjunto em C∞0 (S1) e o conjunto de seus
autovetores formam uma base ortonormal paraL2(S1). Mais precisamente,

(Bgl)(θ) = −l2gl(θ), gl(θ) = eilθ/
√

2π (l = 0,±1,±2, · · ·).



3 O Átomo de Hidrogênio 2-D 55

Denotamos por [gl(θ)] o subespaço gerado por gl(θ). Seja Ll :=

L2((0,∞), rdr)⊗ [gl(θ)], escrevemos

L2((0,∞), rdr)⊗ L2(S1) =
l=∞⊕

l=−∞
Ll.

De�nimos Dl = D ∩ Ll, então
(
− ~

2

2m
∆− Ze2

|x|
)∣∣∣∣

Dl

=

[
− ~

2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− l2

r2

)
− Ze2

r

]
⊗ Il,

sendo Il o operador identidade agindo em [gl(θ)]. Precisamos somente veri�car se
para cada valor de l o operador

Ḣl := − ~
2

2m

(
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
− l2

r2

)
− Ze2

r
,

é ou não é essencialmente auto-adjunto emC∞0 (0,∞) ⊂ L2((0,∞), rdr). Usando o
operador unitário U : L2((0,∞), rdr) → L2(0,∞), U(ϕ)(r) = r1/2ϕ(r), temos

Sl := UḢlU
−1 = − ~

2

2m

[
d2

dr2
+

(
1

4
− l2

)
1

r2

]
− Ze2

r
.

Notemos que U deixa C∞0 (0,∞) invariante e então de�nimosdomSl =

C∞0 (0,∞) ⊂ L2(0,∞).

3.2 As Extensões Auto-Adjuntas

Vamos estudar a família de operadores

Sl := UHlU
−1 = − ~

2

2m

[
d2

dr2
+

(
1

4
− l2

)
1

r2

]
− Ze2

r
,

domSl = C∞0 (0,∞) ⊂ L2(0,∞). O operador S∗l com a mesma lei de Sl e com
domínio

domS∗l = {φ ∈ L2(0,∞) : φ, φ′ ∈ AC(0,∞), S∗l φ ∈ L2(0,∞)},

é o adjunto de Sl.
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Proposição 3.1 O operador S0 não é essencialmente auto-adjunto, enquanto Sl é
essencialmente auto-adjunto para l 6= 0.

Demonstração: A demonstração será feita usando critérios de limit point e limit
circle, então analisemos as soluções de Slφ = iφ, ou seja,

− ~
2

2m
φ′′ −

[
~2

2m

(
1

4
− l2

)
1

r2
+
Ze2

r
+ i

]
φ = 0. (3.2)

Tomando a =
2mZe2

~2
, b =

2mi

~2
e fazendo a mudança de variável

y = (−4b)1/2r, a equação 3.2 �ca

ϕ′′ +
[(

1

4
− l2

)
1

y2
+
τ

y
− 1

4

]
ϕ = 0, (3.3)

sendo τ = a/(−4b)1/2. A equação 3.3 tem duas soluções linearmente independentes
[1, 8]:

ϕ1(y) = Mτ,|l|(y) e ϕ2(y) = Wτ,|l|(y).

O comportamento assintótico quando |y| → ∞ é [1, 8]:

ϕ1(y) ∼ ey/2(−y)−τ e ϕ2(y) ∼ e−y/2yτ .

Desde que não existe c ∈ R de forma que ϕ2 ∈ L2(c,∞), segue que Sl

é limit point em ∞. Notemos que o comportamento assintótico quando |y| → ∞
independe do valor de l, no entanto, o comportamento próximo da origem difere
para l = 0 e l 6= 0. No caso l = 0,

ϕ1(0
+) = 0 e ϕ2(0

+) = 0.

Neste caso ϕ2 ∈ L2(0,∞) e ainda S0 é limit circle em 0. Portanto, S0

não é essencialmente auto-adjunto. Para o caso l 6= 0, ϕ1(0
+) = 0 enquanto ϕ2(y)

diverge tanto quanto

2|l|−1∑

k=0

Γ(2|l| − k)

k!
Γ(k − |l| − τ + 1/2)(−y)−2|l|+k,
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quando y → 0+. Portanto, Sl (l 6= 0) é limit point em 0. Pelo Teorema de Weyl, Sl

é essencialmente auto-adjunto para l 6= 0.

Desde que S0 não é essencialmente auto-adjunto precisamos caracte-
rizar suas extensões auto-adjuntas. De acordo com a demonstração da proposição
anterior, o subespaço de de�ciêciaK−(S0) é unidimensional, mais precisamente, ge-
rado por φ2(r) = Mτ,0((−4b)1/2r). O subespaço K+(S0) também é unidimensional
e gerado por φ2(r). Por simplicidade, escrevemos φ2 = φ− e φ2 = φ+. Segue, pelo
Teorema 1.13, que para cadaω ∈ [0, 2π) existe uma extensão auto-adjunta associada
a S0, ou seja, no domínio

domSω
0 = {φ+ c(φ+ − eiωφ−) : φ ∈ domS0, c ∈ C},

o operador
Sω

0 := − ~
2

2m

d2

dr2
−

[
Ze2

r
+
~2

2m

(
1

4

)
1

r2

]

é uma extensão auto-adjunta de S0.

A Proposição 3.1 mostra que Sl é essencialmente auto-adjunto para
l 6= 0, ou seja, sua única extensão auto-adjunta éSl = S∗l . Também sabendo que S0

possui in�nitas extensões auto-adjuntas e conhecendo o domínio de cada uma delas,
enunciamos o Teorema.

Teorema 3.2 Todas as extensões auto-adjuntas de 3.1 são dadas por

Hω =

[
l=−1⊕

l=−∞
(U−1S∗l U ⊗ Il)

⊕
(U−1Sω

0 U ⊗ I0)
⊕ l=+∞⊕

l=1

(U−1S∗l U ⊗ Il)

]
,

com ω ∈ [0, 2π).

Poucos trabalhos sobre o átomo de hidrogênio 2-D aparecem na lite-
ratura. Não encontramos nada a respeito de extensões auto-adjuntas do problema.
Diante a decomposição por coordenadas esféricas no caso tridimensional surgiu a
idéia da decomposição por coordenadas polares no caso bidimensional.
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3.3 O Espectro Discreto

Yang, Guo, Chan, Wong e Ching [28] estudam as soluções analíticas
do átomo de hidrogênio bidimensional. Segundo estes autores, o �espectro contínuo�
do átomo 2-D corresponde ao intervalo [0,∞) e o espectro discreto aos valores

En = −Z
2e4m

2~2

1

(n− 1
2
)2
, n = 1, 2, · · · . (3.4)

Em nenhum momento eles comentam sobre extensões auto-adjuntas
do problema. Como observado na introdução deste trabalho, o nosso principal inte-
resse é estudar o átomo de hidrogênio unidimensional. Por este motivo, não entrare-
mos em detalhes na discussão sobre o espectro do átomo de hidrogênio bidimensional.



Capítulo 4

O Átomo de Hidrogênio 1-D

O operador de Schrödinger unidimensional com um potencial de Cou-
lomb tem sido muito discutido na literatura. Este operador atrai a atenção de muitos
matemáticos porque contém um potencial aparentemente simples com uma singu-
laridade �forte�. Este problema continua despertando interesse e, de certa forma,
muita confusão.

Loudon [13] parece ter sido o primeiro a investigar de maneira mais
sistemática este modelo e a�rma que os níveis de energia do átomo de hidrogênio
unidimensional são duas vezes degenerados, tendo uma autofunção par e uma ímpar
para cada autovalor, exceto para o estado fundamental (que corresponde à energia
in�nita!) o qual possui apenas uma autofunção par.

Haines e Roberts [9] a�rmam que os níveis de energia são não-degenerados.
No entanto, existem autofunções ímpares que correspondem ao espectro discreto e
autofunções pares que correspondem ao �espectro contínuo�.

Segue abaixo uma síntese da análise feita por Loudon, por Haines e
Roberts e outros autores, mantendo, inclusive, algumas de suas imprecisões. Todas
as a�rmações podem ser encontradas em seus respectivos artigos. Adiante retoma-
remos uma postura matematicamente correta.

A equação que corresponde aos autovalores do átomo de hidrogênio

59
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1-D é
− ~

2

2m

d2

dx2
−

(
Ze2

|x| + E

)
= 0. (4.1)

Para os possíveis autovalores negativos, introduz-se a quantidade di-
mensional α de�nindo

E = − ~2

2ma2
0α

2
, (4.2)

sendo a0 = ~2/mZe2 o comprimento de Bohr. Fazendo a mudança de variável
z = 2x/αa0, a equação 4.1 �ca

ϕ′′(z) +

(
α

|z| −
1

4

)
ϕ(z) = 0. (4.3)

As funções de Whittaker Wα,1/2(|z|) e Mα,1/2(|z|) são soluções line-
armente independentes de 4.3. Ambas tem limites �nitos quando z → 0±. No
entanto, quando |z| → ∞, o comportamento assintotico éMα,1/2(|z|) ∼ |z|−αe|z|/2 e
Wα,1/2(|z|) ∼ |z|αe−|z|/2. Então, a solução conveniente é apenasϕ(z) = Wα,1/2(|z|).

De acordo com Loudon o problema de autovalores se reduz em encon-
trar os valores de α de forma que os limites laterais ϕ(0±) e ϕ′(0±) sejam �nitos.
Estas são as condições que Loudon exige para que ϕ seja considerada uma auto-
função. Desde que ϕ tem sempre um limite �nito quando z → 0± o problema se
reduz em estudar o comportamento deϕ′ próximo à origem. Uma análise detalhada
feita em seu artigo mostra que se α é um inteiro positivo, então ϕ′ tem um limite
�nito quando z → 0±. Mas o que acontece se α não for um inteiro positivo, existem
outros valores de forma que ϕ′(0±) seja �nito? A resposta é não. Para con�rmar
esta a�rmação Loudon de�niu a classe de potenciais

Va(x) = − Ze2

|x|+ a
, a ∈ R, 0 < a < a0, (4.4)

também chamados de potenciais suavizados. Estes potenciais simulam, de al-
guma forma, a barreira centrífuga do caso tridimensional. Sua idéia foi resolver a
equação de autovalores

− ~
2

2m

d2

dx2
−

(
Ze2

|x|+ a
+ E

)
= 0, (4.5)
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para depois reproduzir o potencial original com a → 0+. Fazendo as mudanças de
variáveis

z =
2(a+ x)

αa0

para x > 0,

z = −2(a− x)

αa0

para x < 0,

a equação que corresponde aos níveis de energia �ca igual à equação 4.3. Como
antes, a única solução aceitável é ϕ(z) = Wα,1/2(|z|). No entanto, o domínio de
de�nição de z é |z| > 2a

αa0

.

Trabalhando com esta nova classe de potenciais, segue a conclusão de
Loudon: no limite a→ 0+ tem-se α→ n, sendo n um inteiro positivo. Combinações
pares e ímpares de ϕ(z) e ϕ(−z) são construídas. Por este motivo, segue o fato de
que cada autovalor tem multiplicidade dois. Quanto ao estado fundamental, que é
obtido tomando α = 0 em 4.3, a autofunção correspondente é apenas

ϕ(z) = e−|z|/2.

Sendo E = −∞ pertencente ao espectro do átomo de hidrogênio, foi
conjecturado por Loudon que este operador não é limitado inferiormente. Apenas
destacamos que, da teoria de operadores, o valor−∞ não é considerado autovalor.

Numa crítica ao trabalho de Loundon, Haines e Roberts resolvem a
equação 4.1 e consideram as soluções

ϕ+(z) = B+Wα,1/2(z) (z > 0) e ϕ−(z) = B−Wα,1/2(−z) (z < 0).

Notemos aqui a presença das constantesB+ e B− a serem determina-
das. Para ϕ = ϕ± ser uma autofunção, Haines e Roberts exigem apenas que ela
seja contínua em z = 0. O problema de autovalores se reduz em encontrar condições
sobre B+ e B−. Para α 6= 0, 1, 2, · · ·, a continuidade de ϕ em z = 0 é satisfeita se
B− = B+. Tem-se assim uma classe de autofunções pares. Para α = 1, 2, · · ·, a
continuidade de ϕ é automaticamente satisfeita não dando informações sobreB− e
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B+. Mas neste caso ϕ′ é contínua em z = 0 e esta continuidade implicaB+ = −B−.
Desta forma outra classe de autofunções é obtida e neste caso são funções ímpares.

Segundo os autores, as autofunções encontradas incluem funções liga-
das ao �espectro contínuo�. Esta propriedade não é uma característica normal em
mecânica quântica. Por este motivo Haines e Roberts, seguindo a idéia de Lou-
don, decidiram estudar a classe de potenciais de�nidos em 4.5. As candidatas a
autofunções são

ϕ+(z) = B+Wα(z) e ϕ−(z) = B+Wα(−z),

sendo que o domínio de de�nição de z é |z| > 2a

αa0

e os sinais de + e − indicam,
respectivamente, as regiões x > 0 e x < 0. Para o potencial suavizado Haines e
Roberts exigem a continuidade de ϕ e ϕ′ em z = 0.

Segue a conclusão de Haines e Roberts: Todas as autofunções ímpares
do potencial original (Coulomb) podem ser obtidas como o limite de autofunções
do potencial suavizado. No entanto, isto não acontece com as autofunções pares.
Haines e Roberts se questionam: por qual motivo manter estas autofunções? Como
resposta eles explicam: suponha que o sistema átomo de hidrogênio unidimensio-
nal (composto de um �próton� e um �elétron�) exista na natureza. Alguém poderia
medir o �raio do próton� experimentalmente e assim o potencial para este modelo
seria exatamente o potencial suavizado. Segue que o átomo de hidrogênio unidi-
mensional tem autovalores de energia de dois tipos: (1) energias correspondentes às
autofunções ímpares do potencial suavizado bem próximas das energias correspon-
dentes às autofunções ímpares do potencial original; (2) energias correspondentes às
autofunções pares do potencial suavizado não tendo correspondência alguma com as
energias do potencial original que correspondem às autofunções pares. Por este mo-
tivo, Haines e Roberts acreditam que manter somente os níveis discretos de energia
do potencial original não seria uma descrição satisfatória do problema físico.

Gomes e Zimerman [7] discutem as autofunções paresψ(z) = ψ(−z)
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propostas por Haines e Roberts. Sendoψ solução de

− d2

dz2
ψ − 1

4
ψ +

α

|z|ψ = 0,

pode-se integrar esta equação de−ε a ε obtendo

ψ′(ε)− ψ′(−ε)− 1

4

∫ ε

−ε

ψ(z)dz + α

∫ ε

−ε

ψ(z)

|z| dz = 0. (4.6)

O fato é que as autofunções pares propostas por Haines e Roberts não
satisfazem a condição 4.6. Sob uma análise, Gomes e Zimerman mostram que

∫ ε

−ε

ψ(z)

|z| dz = ∞,

excluindo as autofunções ligadas ao �espectro contínuo�, segundo Haines e Roberts.

Notemos que houve um pouco de confusão na escolha de quais soluções
podem ser consideradas como autofunção. Andrews [3] diz resolver o problema de
soluções aceitáveis. Ele estuda a equação de Schrödinger para potenciaisV (x) que
são contínuos q.t.p e |V (x)| → ∞ quando x→ 0+. Mais precisamente, considerando
as seguintes classes de potenciais: a classe MS (mildly singular) com

∫

0

V (x)dx <∞;

a classe S com
∫

0

x|V (x)|dx < ∞ mas com
∫

x

V (y)dy = ∞; a classe XS com
∫

0

x|V (x)|dx = ∞ (notação:
∫

0

f(x)dx = lim
ε→0

∫ a

ε

f(x)dx, a > ε > 0). De acordo

com Andrews, ψ é uma autofunção se, e somente se,
∫

0

|ψ(x)|2V (x)dx < ∞. No
Apêndice A de seu artigo é argumentado que seV está na classe MS ou S, então a
equação da energia tem duas soluções linearmente independentes,F e G, de forma
que F ∼ x e G ∼ 1 quando x → 0. Assim, para a classe MS ambas soluções são
aceitáveis, enquanto para a classe S somente a soluçãoF é aceitável.

Andrews também a�rma que quando somente uma solução é aceitável
não pode existir �uxo de probabilidade não-nulo. De fato, desde queF é uma função
real o �uxo j(x) = i[F ′(x)F (x)−F (x)F ′(x)] é zero. Portanto, não pode haver �uxo
na classe S, somente para a classe MS onde combinações complexas deF e G são
construídas criando um �uxo não-nulo. A classe S inclui o átomo de hidrogênio
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unidimensional−1/|x|, de acordo com Andrews, a singularidade emx = 0 atua com
uma barreira impermeável.

Gesztesy [5] de�ne rigorosamente o Hamiltoniano de Coulomb discu-
tindo suas propriedades espectrais e investigando uma aproximação para elas. Em
resumo, segue sua análise. Seja V (x) =

c

|x| (c ∈ R), de�nine-se

Ḣ = − d2

dx2
+ V (x), domḢ = C∞0 (R\{0}).

Considere Ḣ0 = − d2

dx2
, domḢ0 = C∞0 (R\{0}). Este operador possui

in�nitas extensões auto-adjuntas. Em particular, uma associada às condições de
Dirichlet,

H0ϕ = Ḣ0ϕ, domH0 = {ϕ ∈ domH∗
0 : ϕ(0+) = 0 = ϕ(0−)}.

É impotante observarmos que o operador Ḣ0 está bem de�nido no
domínio domḢ0 = C∞0 (R), onde é essencialmente auto-adjunto. Há uma particu-
laridade quando se toma domḢ0 = C∞0 (R\{0}). Voltando à análise de Gesztesy,
desde que V é H0-limitado com NH0(V ) = 0, o operador

H := H0 + V, domH = domH0,

é uma extensão auto-adjunta de Ḣ. Como antes, de�ne-se a classe de potenciais
suavizados

Va(x) =
c

|x|+ a
, a ∈ R, a > 0.

Estes potenciais são limitados e assim os operadores

Ha := H0 +
c

|x|+ a
, domHa = domH0,

são auto-adjuntos. Gesztesy encontra informações sobre o espectro deHa, em par-
ticular, para o caso c < 0 com |ca| < 1. Para uma análise sobre o espectro deH,
ele demonstra o seguinte resultado: se z ∈ ρ(H), então z ∈ ρ(Ha) para a su�cien-
temente pequeno e Rz(Ha) converge fortemente para Rz(H) quando a→ 0+. Com
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estes resultados, informações sobre o espectro deH são encontradas. Ao contrário
de Loudon, Gesztesy mostrou que o Hamiltoniano do átomo de hidrogênio é limitado
inferiormente. Destacamos que apesar de uma rigorosa análise, Gesztesy trabalhou
com uma extensão auto-adjunta particular do Hamiltonano de Coulomb, ou seja,
com funções satisfazendo as condições de Dirichlet.

Moshinsky [14] discute a permeabilidade do potencial−1/x. A equa-
ção da energia

− ~
2

2m

d2

dx2
φ(x)− Ze2

x
φ(x) = Eφ(x),

tem duas soluções linearmente independentes em cada regiãox > 0 e x < 0. Sob
as mudanças de variáveis E = (~2k2/2m) e z = 2ik|x|, as soluções são: Wλ,1/2(z) e
W−λ,1/2(−z) para x < 0 e W−λ,1/2(z) e Wλ,1/2(−z) para x > 0 sendo λ = (ikD)−1 e
D = ~2(me2Z)−1. No entanto, as soluções do problema são tomadas da forma

φ−λ (z) = Wλ,1/2(z)−R(λ)W−λ,1/2(−z) (x < 0),

φ+
λ (z) = T (λ)Wλ,1/2(−z) (x > 0),

sendo R(λ) e T (λ), respectivamente, os coe�cientes de re�exão e transmissão. A
restrição é que φ±λ e suas derivadas sejam contínuas emz = 0. Com estas exigências,
Moshinsky demonstra a relação

|R(λ)|2 + e2π/kD|T (λ)|2 = 1

e mostra que para os estados correspondentes às energias

En = −me
4Z2

2~2

1

n2
, n = 1, 2, · · · ,

obtem-se R(λ) = 0, ou seja, não existe re�exão.

Roger Newton [17] faz uma crítica ao trabalho de Moshinsky. Seguindo
o argumento de Andrews, em cada região x > 0 e x < 0 somente uma solução é
aceitável, concluíndo que o potencial−γ/x é impermeável.

Os autores citados até o momento (com excessão de Gesztesy) não se
preocuparam, em seus respectivos trabalhos, em de�nir o Hamiltoniano do átomo
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de hidrogênio como um operador auto-adjunto no espaço de HilbertL2(R). Acredi-
tamos que a falta de um domínio, em que as autofunções deveriam satisfazer certas
condições, é a causa principal de tantas contradições. No entanto, sabemos que in-
�nitas extensões auto-adjuntas podem representar o mesmo Hamiltoniano inicial.
Assim, podemos obter resultados diferentes de acordo com a extensão tomada. Os
trabalhos citados abaixo apresentam um pouco mais de rigor matemático.

Werner, Leschke e Müller [25], partindo do domínio minimalC∞0 (R\{0}),
a�rmam ter caracterizado todas as extensões do Hamiltoniano de Coulomb. No en-
tanto, apenas resultados são apresentados.

Kurasov [12] faz uma rigorosa análise com o potencial−γ/x usando a
teoria de distribuições. O operador de SchrödingerHkψ = −ψ′′ − γ

x
ψ é de�nido no

sentido do valor principal, mais precisamente

domHk =
{
ψ ∈ L2(R) : PV

(
−ψ′′ − γ

x
ψ

)
de�ne uma distribuição em C∞0 (R)

}
.

Este domínio está contido no domínio do operadorḢ∗, sendo Ḣ a res-
trição do operador Hk no conjunto C∞0 (R\{0}). O Teorema 1 de seu artigo mostra
que Hk é auto-adjunto e que ψ ∈ domHk satisfaz a condição ψ(0−) = ψ(0+). Kura-
sov comenta que os índices de de�ciência de Ḣ são (2, 2) e que todas as extensões
auto-adjuntas de Ḣ podem ser construídas com a ajuda da teoria de von Neumann.
No entanto, a�rma que Hk é o único operador auto-adjunto correspondente ao po-
tencial−1/x pois domHk é o �domínio natural� a ser tomado. Sobre permeabilidade
e impermeabilidade, Kurasov a�rma que este potencial é �permeável� no sentido que
as condições de contorno correspondentes ao operadorHk juntam os valores das fun-
ções dos eixos positivo e negativo. No apêndice de seu artigo é argumentado que
o operador de SchrödingerHcψ = −ψ′′ − γ

|x|ψ não pode ser de�nido no sentido do
valor principal sendo, então, de�nido no domínio

domHc =

{
ψ ∈ L2(R) : −ψ′′ − γ

|x|ψ de�ne uma distribuição em C∞0 (R)

}
.

Seu Teorema A1 mostra queHc é hermitiano mas não é auto-adjunto.
Considerando o operador Ḣc, que é a restrição deHc no conjunto C∞0 (R\{0}), tem-
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se que o domínio de Hc está contido no domínio de Ḣ∗
c . De acordo com Kurasov,

é natural de�nir um operador auto-adjunto pela extensão de Friedrichs [18, 24] do
operadorHc. Para concluir, Kurasov a�rma que o potencial−1/|x| é �impermeável�
no sentido que a extensão de Friedrichs é escrita como soma direta de operadores
de�nidos no eixo positivo e negativo.

Mais tarde, Werner, Leschke e Muller [26] criticam o trabalho de Ku-
rasov pela particularidade do domínio tomado. Eles a�rmam que se poderia aplicar
a teoria de von Neumann ao perador Ḣ. Isto produziria uma família de extensões
auto-adjuntas sendo que operadorHk é um membro desta família. A teoria de von
Neuman pode ser aplicada aos potenciais −1/x e −1/|x|. Em ambos os casos a
família pode conter membros descritos como penetráveis e impenetráveis (veja Se-
ção 4.3). A auto-adjunção é somente uma propriedade de um Hamiltoniano exigido
por axiomas de mecânica quântica. Somente ferramentas matemáticas não podem
dizer qual membro da família deve ser escolhido como modelo de uma situação ex-
perimental. Não existe justi�cativa para a a�rmação que a extensão auto-adjunta
natural de Ḣ é aquela construída no sentido das distribuições.

Devemos esquecer as notações utilizadas nesta discussão para não cau-
sar confusão com notações futuras.

Neste capítulo nos concentraremos em discutir o problema do átomo
de hidrogênio unidimensional. Especi�camente, considerando o operador

H = − ~
2

2m

d2

dx2
− Ze2

|x| , domH = C∞0 (R\{0}), (4.7)

abordaremos os seguintes assuntos:

• caracterizar todas as extensões auto-adjuntas deH tendo em vista
que seus índices de de�ciência são (2, 2);

• estudar os autovalores negativos de tais extensões, sempre que pos-
sível, e analisar degenerescência dos autovalores;

• de�nir claramente o conceito de permeabilidade e impermeabilidade;
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• selecionar uma extensão particular de H usando um critério dado
por Wüst [27].

O objetivo é discutir soluções a essas questões, do ponto de vista
matemático, até então, confusas e/ou contraditórias.

4.1 As Extensões Auto-Adjuntas

Nesta seção vamos caracterizar todas as extensões auto-adjuntas do
operador 4.7. Devido a singularidade no ponto 0 e o domínio inicial C∞0 (R\{0})
vamos considerar as restrições H+ e H− de H nos intervalos (0,∞) e (−∞, 0),
respectivamente. Mais precisamente, escrevemos o espaço de HilbertL2(R\{0})
como a soma direta L2(R\{0}) = L2(0,∞)⊕ L2(−∞, 0) e

H = H+ ⊕H−, domH± = C∞0 (0,±∞).

Assim podemos estudarH+ e H− separadamente. Fica claro que uma
extensão auto-adjunta deH não pode ser de�nida sem a especi�cação de uma con-
dição de contorno na origem. A singularidade do potencial exige isto. Também �ca
claro porque devemos discutir sobre permeabilidade e impermeabilidade.

Partimos por analisar

H+ = − ~
2

2m

d2

dx2
− Ze2

x
, domH+ = C∞0 (0,∞). (4.8)

O operador H∗
+ com a mesma lei de H+ e com domínio

domH∗
+ = {φ ∈ L2(0,∞) : φ, φ′ ∈ AC(0,∞), H∗

+φ ∈ L2(0,∞)},

é o adunto de H+. O próximo passo é encontrar os índices de de�ciência. Vamos
determinar a dimensão do subespaçoK+(H+) encontrando as soluções de

− ~
2

2m
φ′′ +

(
−Ze

2

x
+ i

)
φ = 0 (4.9)
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que estão em domH∗
+. Tomando a =

2mZe2

~2
, b = −2mi

~2
e fazendo a mudança de

variável y = (−4b)1/2x, a equação 4.9 toma a forma

ϕ′′ +
(
τ

y
− 1

4

)
ϕ = 0,

sendo τ = a/(−4b)1/2. Esta equação tem duas soluções linearmente independentes
[1, 8]:

ϕ1+(y) = Wτ,1/2(y) e ϕ2+(y) = Mτ,1/2(y).

As funções ϕ1+(y) e ϕ2+(y) tem limites �nitos quando y → 0. No
entanto, o comportamento assintótico quando |y| → ∞ é

ϕ1+(y) ∼ yτe−y/2 e ϕ2+(y) ∼ (−y)−τey/2.

Voltando à variável original, o subespaço de de�ciência K+(H+) é
unidimensional gerado porϕ1+(x) = Wτ,1/2((−4b)1/2x). O Teorema 1.33 garante que
n+(H+) = n−(H+). Assim, K−(H+) é unidimensional gerado porϕ1+(x). Portanto,
H+ tem índices de de�ciência (1, 1).

Similarmente, o operadorH∗
− com a mesma lei de H− e com domínio

domH∗
− = {φ ∈ L2(−∞, 0) : φ, φ′ ∈ AC(−∞, 0), H∗

−φ ∈ L2(−∞, 0)},

é o adjunto de H−. Os subespaços de de�ciência K+(H−) e K−(H−) são unidi-
mensionais gerados, respectivamente, por ϕ1−(x) = Wτ,1/2((−4b)1/2|x|) e ϕ1−(x).
Portanto, H− tem índices de de�ciência (1, 1).

De acordo com os resultados obtidos acima, o operadorH∗ com mesma
lei de H e com domínio

domH∗ =

{
φ ∈ L2(R\{0}) : φ, φ′ ∈ AC(R\{0}),− ~

2

2m
φ′′ − Ze2

|x| φ ∈ L
2(R\{0})

}
,

é o adjunto de H. O subespaço de de�ciênciaK+(H) tem dimensão 2. Especi�ca-
mente, é gerado por

ψ1(x) =





ϕ1+(x) se x > 0

0 se x < 0
e ψ2(x) =





0 se x > 0

ϕ1−(x) se x < 0
.
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O subespaçoK−(H) tem dimensão 2 e é gerado por ψ1 e ψ2. Portanto,
H tem índices de de�ciência (2, 2). O Teorema de von Neumann garante que H
possui in�nitas extensões auto-adjuntas.

Triplas de fronteira serão usadas para encontrar as extensões auto-
adjuntas de H. No entanto, também vamos precisar do seguinte lema.

Lema 4.1 Se φ ∈ domH∗, então os limites laterais

φ̃(0±) := lim
x→0±

(
φ′(x)± 2mZe2

~2
φ(x) ln(±Ze2x)

)

são �nitos. (Notemos a diferença de sinais na de�nição de φ̃(0+) e φ̃(0−))

A demonstração do Lema 4.1 aparece no Capítulo 2. Sejamψ, ϕ ∈
domH∗, a forma de fronteira deH é

Γ(ψ, ϕ) = − ~
2

2m

(
ψ(0+)ϕ′(0+)− ψ′(0+)ϕ(0+)− ψ(0−)ϕ′(0−) + ψ′(0−)ϕ(0−)

)
.

Embora Γ(ψ, ϕ) seja �nito, cada limite lateral pode divergir. Usando
o Lema 4.1 é fácil veri�car que

Γ(ψ, ϕ) = − ~
2

2m

(
ψ(0+)ϕ̃(0+)− ψ̃(0+)ϕ(0+)− ψ(0−)ϕ̃(0−) + ψ̃(0−)ϕ(0−)

)
.

Agora cada limite lateral é �nito.

De�nimos as aplicações lineares ρ1, ρ2 : domH∗ → C2:

ρ1(ψ) =


 ψ̃(0+) + iψ(0+)

ψ̃(0−)− iψ(0−)


 e ρ2(ψ) =


 ψ̃(0+)− iψ(0+)

ψ̃(0−) + iψ(0−)


 .

Uma veri�cação direta mostra que

〈ρ1(ψ), ρ1(ϕ)〉 − 〈ρ2(ψ), ρ2(ϕ)〉 = −4m

~2
iΓ(ψ, ϕ), ∀ψ, ϕ ∈ domH∗,

e então uma tripla de fronteira paraH é encontrada.

Aplicando o Teorema 1.24, desde que n−(H) = 2 = n+(H), domínios
D's em que H∗ é auto-adjunto são caracterizados por matrizes unitárias2 × 2 que
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denotaremos por U . Tais domínios são formados por todas as funçõesψ ∈ domH∗

que satisfazem a condição ρ2(ψ) = Uρ1(ψ). Lembremos que a forma geral de tais
matrizes unitárias é

U = eiθ


 a −b

b a


 , θ ∈ [0, 2π), a, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1.

A expressão ρ2(ψ) = Uρ1(ψ) pode ser escrita na forma

(I − U)


 ψ̃(0+)

ψ̃(0−)


 = −i(I + U)


 −ψ(0+)

ψ(0−)


 . (4.10)

O domínio da extensão auto-adjuntaHU de H é composto por todas
as funções ψ ∈ domH∗ que satisfazem a condição 4.10 eHUψ = H∗ψ. Vale lembrar
que a correspondência entre as extensões auto-adjuntas deH e matrizes unitárias
2× 2 é bijetora. Portanto, temos aqui a caracterização de todas as extensões auto-
adjuntas de H.

No caso em que (I −U) é invertível (similarmente, se (I +U) é inver-
tível) podemos escrever as condições de contorno como


 ψ̃(0+)

ψ̃(0−)


 = A


 −ψ(0+)

ψ(0−)


 ,

sendo A = −i(I −U)−1(I +U) uma matriz auto-adjunta 2× 2. Alguém pode argu-
mentar se todas as extensões auto-adjuntas podem ser parametrizadas por matrizes
auto-adjuntas B. A forma geral de tais matrizes é

B =


 α ζ

ζ β


 , α, β ∈ R, ζ ∈ C.

Por exemplo, permitindo que algumas entradas assumam o valor∞,
as condições de Dirichlet φ(0−) = 0 = φ(0+) seriam obtidas tomando α = β = ∞ e
ζ = 0. No entanto, é uma tarefa difícil cobrir alguns casos.

Fischer, Leschke e Müller [25] a�rmam ter caracterizado todas as ex-
tensões auto-adjuntas de H. Segundo estes autores, existe uma correspondência
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bijetora entre matrizes auto-adjuntas B2×2 e extensões auto-adjuntas de H. Mais
precisamente, sendo B uma matriz auto-adjunta, o operadorHB com a mesma lei
de H e

domHB =



ψ ∈ domH∗ :


 ϕ̃(0+)

ϕ̃(0−)


 = B


 ϕ(0+)

ϕ(0−)






 ,

é uma extensão auto-adjunta deH. Todas são obtidas assim.

Os autores apenas apresentam estes resultados não dando detalhes
sobre a análise feita. No entanto, diante da nossa caracterização, as extensões en-
contradas por Werner, Leschke e Müller constituem uma subfamília das extensões
auto-adjuntas de H. Acreditamos que a representação destes autores não cobre
todos os casos.

4.2 O Espectro Discreto

Nesta seção vamos analisar os autovalores negativos de algumas exten-
sões auto-adjuntas deH. Alguns autores [9, 13] tem focado a atenção na viabilidade
de autofunções pares ou ímpares devido à paridade do potencialV (x) = −Ze

2

|x| . Esta
análise estaria correta se o potencial fosse contínuo em toda a reta. Outra questão
é sobre a degenerecência dos autovalores. Se U(x) é um potencial contínuo em R,
consideremos a equação de autovalores para o operador de Schrödinger unidimensi-
onal

− d2

dx2
ψ +

2m

~2
[U(x)− E]ψ = 0. (4.11)

Os níveis de energia deste problema são não-degenerados. De fato,
suponhamos ψ1 e ψ2 autofunções correspondentes ao mesmo autovalor E. Desde
que ambas satisfazem a equação 4.11, obtemos

ψ′′1
ψ1

=
2m

~2
(U − E) =

ψ′′2
ψ2

,

ou seja, ψ′′1ψ2 − ψ1ψ
′′
2 = 0. Integrando esta relação, temos

ψ′1ψ2 − ψ1ψ
′
2 = constante.
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Desde que ψ1 e ψ2 se anulam no in�nito, a constante deve ser zero.
Nestas condições, ψ′1ψ2 − ψ1ψ

′
2 = 0. Nos pontos em que ψ1 e ψ2 são não-nulas

podemos dividir por ψ1ψ2 e obtemos

ψ′1/ψ1 = ψ′2/ψ2. (4.12)

Integrando novamente, temos

ψ1 = cψ2, (4.13)

sendo c uma constante. No entanto, a equação 4.12 pode não ser válida nos pontos
em que ψ1ψ2 é zero. Segue que 4.13 pode, também, não ser verdade entre zeros
adjacentes de ψ1ψ2. Neste caso existe a possibilidade da constante c mudar entre
os zeros de ψ1 e ψ2. Desde que U(x) é contínuo em toda a reta, ψ1 e ψ2 também
são contínuas. Assim, a constante c não muda, mesmo entre os zeros de ψ1 e ψ2.
Concluímos que os autovalores são não-degenerados. A discussão acima foi apenas
para destacar o fato de que para potenciais singulares o problema da constantec ter
valores diferentes realmente pode acontecer, pois, neste caso, as autofunções nem
sempre são contínuas. É o que acontece com o potencial de Coulomb e, então, não
podemos aplicar este resultado. A singularidade no ponto zero deV (x) = −Ze

2

|x| não
permite concluir que as autofunções sejam pares ou ímpares e que os autovalores
sejam não-degenerados. O domínio de cada extensão auto-adjunta é caracterizado
por condições de contorno na origem e são essas condições que vão dizer algo sobre
o comportamento das autofunções e a multiplicidade dos autovalores.

Voltando à expressão 4.10, nossa primeira análise será para o caso
U = I que corresponde às condições de Dirichlet na origem. Denotamos porHD o
operador

HD = − ~
2

2m

d2

dx2
− Ze2

|x| , domHD = {φ ∈ domH∗ : φ(0+) = 0 = φ(0−)}.

A tarefa agora é caracterizar os autovalores negativos deHD. Para
isto vamos analisar a função de Green de (HD − E)−1 denotada por G(x, y), mais
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precisamente

(HD − E)−1u(x) = Θ(x)

∫ x

0

G(x, y)u(y)dy + Θ(−x)
∫ 0

x

G(x, y)u(y)dy.

O procedimento será o mesmo aplicado no caso tridimensional. Seu ∈
img (HD − E), vamos encontrar as soluções de

(HD − E)φ = u (4.14)

o obter uma expressão para (HD − E)−1u = φ. Novamente, devido a singularidade
no ponto 0, faremos nossa análise em (−∞, 0) e (0,∞) separadamente.

Para x ∈ (0,∞), usando o método da variação dos parâmetros, a
solução de 4.14 é

φ(x) = φ1(x)

∫ x

0

− φ2(y)u(y)

Wx(φ1, φ2)
dy + φ2(x)

∫ x

0

φ1(y)u(y)

Wx(φ1, φ2)
dy,

sendo φ1 e φ2 são soluções da equação homogênea (HD − E)φ = 0, ou seja, da
equação

− h2

2m
φ′′ −

(
Ze2

x
+ E

)
φ = 0. (4.15)

Tomando a =
2mZe2

h2
, b =

2mE

h2
e fazendo a mudança de variável

z = (−4b)1/2x, a equação 4.15 toma a forma

ϕ′′ +
(
τ

z
− 1

4

)
ϕ = 0,

sendo τ = a/(−4b)1/2. Esta equação tem duas soluções linearmente independentes

ϕ1(z) = Wτ,1/2(z) e ϕ2(z) = Mτ,1/2(z).

Lembremos queWτ,1/2(z) ∼ e−z/2zτ eMτ,1/2(z) ∼ ez/2(−z)−τ , quando

z → ∞. Voltando à variável original, desde queWx(φ1, φ2) = − (−4b)1/2

Γ(1− τ)
, a única

solução de 4.14 satisfazendo φ(0+) = 0 é

φ(x) =

∫ x

0

Γ(1− τ)

(−4b)1/2

(Wτ,1/2((−4b)1/2x) Mτ,1/2((−4b)1/2y)−

Mτ,1/2((−4b)1/2x) Wτ,1/2((−4b)1/2y)
)
u(y)dy.
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Similarmente, para x ∈ (−∞, 0), a única solução satisfazendoφ(0−) =

0 é

φ(x) =

∫ 0

x

Γ(1− τ)

(−4b)1/2

(Wτ,1/2((−4b)1/2|x|) Mτ,1/2((−4b)1/2|y|)−

Mτ,1/2((−4b)1/2|x|) Wτ,1/2((−4b)1/2|y|))u(y)dy.

Finalmente, a função de Green do �operador resolvente � (HD −E)−1

é

G(x, y) = Θ(xy)
Γ(1− τ)

(−4b)1/2

[
Θ(|x| − |y|)Wτ,1/2((−4b)1/2|x|)Mτ,1/2((−4b)1/2|y|)− (x↔ y)

]
.

Os valores deE para os quais (HD−E)−1 não existe são os autovalores
de HD. Eles são obtidos dos pontos em que a função GamaΓ não está de�nida, ou
seja, quando 1− τ é um inteiro negativo. Relembrando as de�nições dea, b e τ , se
1− τ = −n, n = 0, 1, 2, · · ·, obtemos

En = −mZ
2e4

2~2

1

n2
n = 1, 2, · · · .

Os autovalores En são duas vezes degenerados e a base {ϕn,1, ϕn,2} do
autoespaço correspondente é

ϕn,k(x) = Θ((−1)kx)Wτ,1/2((−4b)1/2|x|), k = 1, 2.

Observação 4.1 Os autovalores negativos de outras extensões auto-adjuntas deH
não podem ser analisados da mesma forma. Os exemplos abaixo mostram casos par-
ticulares, as observações a seguir serão importantes para compreendê-los. De�nimos

ω(E) :=
2mZe2

~2

[
ln

(
~2

2m
τ

)
+ 2Ψ(1)−Ψ(1− τ)− 1

]
− (−2Em)1/2

~

sendo que [Γ(1− τ)]−1 e ±ω(E)[Γ(1− τ)]−1 são, respectivamente, os valores corres-
pondentes aos limites laterais lim

x→0±
Wτ,1/2((−4b)1/2|x|) e

lim
x→0±

(
d

dx
Wτ,1/2((−4b)1/2|x|)± 2mZe2

~2
Wτ,1/2((−4b)1/2|x|) ln(±Ze2x)

)
.

Fixada uma matriz unitária U , a candidata à autofunção deve satis-
fazer as condições dadas em 4.10.
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Figura 4.1: Grá�co da função ω(E), para E < 0, como uma função de τ .

Exemplo 4.1 Tomando θ =
π

2
, a = 1 e b = 0 obtemos a matriz unitária

U = i


 1 0

0 1


 .

Relembrando a Observação 4.1, os valores deE para os quais ω(E) =

−1 (veja Grá�co 4.1) são autovalores deHU com multiplicidade dois. O autoespaço
correspondente é gerado por

ϕk(x) = Θ((−1)kx)Wτ,1/2((−4b)1/2|x|), k = 1, 2.

Exemplo 4.2 Tomando θ =
π

2
, a = i e b = 0 obtemos

U = i


 i 0

0 −i


 .

Relembrando a Observação 4.1, os valores deE para os quais ω(E) = 0

(veja Grá�co 4.1) são autovalores de HU com multiplicidade um. O autoespaço
correspondente é gerado apenas por

ϕ(x) = Θ(x)Wτ,1/2((−4b)1/2|x|).
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Estes exemplos mostram que o comportamento das autofunções não
estão relacionadas com a paridade do potencialV (x) =

Ze2

|x| . Destacamos também
a questão da multiplicidade dos autovalores. Vimos a existência de autofunções que
não são pares e não são ímpares e a presença de autovalores degenerados e não-
degenerados. Estas características são determinadas pelas condições de contorno
exigidas pela singularidade.

4.3 Densidade de Corrente

A divisão do eixo x em duas regiões, devido a singularidade no ponto
zero, tem causado muita discussão. Alguns autores consideram a singularidade como
uma barreira impermeável [3, 12] enquanto outros como uma barreira permeável [14].
A verdade é que alguns autores não deixam claro o conceito de permeabilidade para
uma possível análise. O que faremos nesta seção é tentar esclarecer este conceito.
Vamos considerar ~ = m = 1 para simpli�car os cálculos.

Fixada uma extensão auto-adjuntaHU de H, uma ferramenta útil na
discussão de permeabilidade é adensidade de corrente j(x) que em uma dimensão
é de�nida por

j(x) =
i

2
(ϕ(x)ϕ′(x)− ϕ′(x)ϕ(x)), ϕ ∈ domHU .

Embora j(x) dependa apenas de ϕ ∈ domHU , observamos que a den-
sidade de probabilidade ρ(x, t) := |ψ(t, x)|2 e a densidade de corrente satisfazem
e equação de continuidade

∂

∂t
|ψ(t, x)|2 +

∂

∂x
j(t, x) = 0.

Esta equação está diretamente relacionada com a lei de conservação
de probabilidade.

Para cada ϕ ∈ domHU , uma integração por partes usando o valor
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principal mostra que

0 = 〈HUϕ, ϕ〉 − 〈ϕ,HUϕ〉 = i lim
ε→0

[j(ε)− j(−ε)].

Concluímos que a função j(x) pode ser de�nida de modo que seja
contínua na origem. Do ponto de vista físico esta condição signi�ca que a densidade
de corrente de um elétron incidente do menos in�nito até a origem é igual a densidade
de corrente de um elétron incidente do mais in�nito até a origem. É fácil veri�car
que

j(x) = Im(ϕ′(x)ϕ(x)), ϕ ∈ domHU .

Nosso interesse é saber o que acontece com o elétron quando ele se
aproxima da origem. Como já observado, os limites lateraisj(0+) e j(0−) existem e
j(0−) = j(0+) =: j(0). Escrevemos

j(0) = lim
x→0+

Im(ϕ′(x)ϕ(x)) = lim
x→0−

Im(ϕ′(x)ϕ(x)).

Assim, j(0) = 0, ∀ϕ ∈ domHU , signi�ca que o elétron é re�etido
quando se aproxima da origem, ou seja, podemos dizer que a singularidade atua
como uma barreira impermeável.

Como antes ϕ′(0+) e ϕ′(0−) podem divergir. Usando novamente o
Lema 4.1, uma simples veri�cação mostra que

j(0) = lim
x→0+

Im(ϕ̃(x)ϕ(x)) = lim
x→0−

Im(ϕ̃(x)ϕ(x)).

Esta última relação garante que j(0) <∞. Para estudar densidade de
corrente de uma extensão auto-adjuntaHU de H, dividimos nossa análise em três
casos.

Caso 1. (I − U) é invertível. Faremos um estudo detalhado deste caso, os outros
podem ser analisados similarmente. Desde que A = −i(I − U)−1(I + U) é uma
matriz auto-adjunta, as condições de contorno da extensão auto-adjuntaHU de H
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podem ser escritas na forma

 ϕ̃(0+)

ϕ̃(0−)


 =


 α ζ

ζ β





 −ϕ(0+)

ϕ(0−)


 (α, β ∈ R, ζ ∈ C),

sendo α, ζ e β dependendo dos elementosa e b da matriz U e de θ ∈ [0, 2π). Obtemos
as condições

lim
x→0+

ϕ̃(x) = −α lim
x→0+

ϕ(x) + ζ lim
x→0−

ϕ(x) (4.16)

lim
x→0−

ϕ̃(x) = −ζ lim
x→0+

ϕ(x) + β lim
x→0−

ϕ(x) (4.17)

Escolhemos a equação 4.16 e multiplicamos por lim
x→0+

ϕ(x). Obtemos

lim
x→0+

ϕ̃(x)ϕ(x) = −α lim
x→0+

|ϕ(x)|2 + ζ lim
x→0+

ϕ(−x)ϕ(x).

Assim,

j(0) = lim
x→0+

Im(ϕ̃(x)ϕ(x)) = lim
x→0+

Im(ζϕ(−x)ϕ(x)).

Em consequência, a escolha ζ = 0 implica j(0) = 0, ∀ϕ ∈ domHU ,
o que signi�ca, �sicamente, que as regiões x > 0 e x < 0 estão separadas pela
singularidade. Encontramos uma família de operadores em que a singularidade atua
como uma barreira impermeável. Se ζ 6= 0, certamente existe ϕ ∈ domHU de forma
que j(0) 6= 0 e, portanto, existe a possibilidade do elétron ser transmitido ao se
aproximar da origem.

O Exemplo 4.1 corresponde à matriz auto-adjunta

−i(I − U)−1(I + U) =


 1 0

0 1


 .

Nossa análise garante que a singularidade da extensão auto-adjunta
correspondente HU não permite que o elétron seja transmitido ao se aproximar da
origem.

Caso 2. (I + U) é invertível. Neste caso, A = i(I + U)−1(I − U) também é uma
matriz auto-adjunta. Escrevemos as condições de contorno da extensão auto-adjunta
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HU de H na forma

 α ζ

ζ β





 ϕ̃(0+)

ϕ̃(0−)


 =


 −ϕ(0+)

ϕ(0−)


 (α, β ∈ R, ζ ∈ C),

sendo que os valores α, ζ e β dependem dos elementos a e b da matriz U e de
θ ∈ [0, 2π). A tabela abaixo mostra a densidade de corrente no ponto0 sob possíveis
valores de α, ζ e β.

Tabela 4.1: Densidade de corrente. Caso (I + U) invertível.

α, ζ, β 6= 0 j(0) = Im

(
− ζ
α

lim
x→0−

ϕ̃(x)ϕ(−x)
)

ζ = 0 j(0) = 0

ζ 6= 0 e α = 0 j(0) = Im

(
−1

ζ
lim

x→0+
ϕ(x)ϕ(−x)

)

ζ 6= 0 e β = 0 j(0) = Im

(
1

ζ
lim

x→0−
ϕ(x)ϕ(−x)

)

Concluímos que a densidade de corrente no ponto zero é nula se, e
somente se, ζ = 0.

Caso 3. (I + U) e (I − U) são não-invertíveis. Este é o caso em que a matrizU é
da forma

U =


 −a b

b a


 , a ∈ R, b ∈ C, |a|2 + |b|2 = 1.

A densidade de corrente no ponto 0 é nula se, e somente se, b = 0, ou
seja, se U é a matriz


 −1 0

0 1


 ou


 1 0

0 −1


 .

Se b 6= 0, obtemos

j(0) = Im

(
b

1 + a
lim

x→0−
ϕ̃(x)ϕ(−x)− ib

(1 + a)
lim

x→0−
ϕ(x)ϕ(−x) + i

1− a

1 + a
lim

x→0+
|ϕ(x)|2

)
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e certamente existe ϕ ∈ domHU de forma que j(0) 6= 0.

Exemplo 4.3 Consideremos a seguinte extensão auto-adjunta deH:

HDψ = H∗ψ, domHD = {ψ ∈ domH∗ : ψ(0+) = 0 = ψ(0−)}.

Pela de�nição de densidade de corrente no ponto zero, podemos ob-
servar que j(0) = 0, ∀ψ ∈ domHD. Assim, para esta extensão auto-adjunta, não
existe possibilidade de transmissão.

Exemplo 4.4 Consideremos a extensão auto-adjunta HU de H correspondente a
matriz unitária

U = i



√

2/2 −√2/2
√

2/2
√

2/2


 .

O domínio de HU é formado por todas as funções ψ ∈ domH∗ que
satisfazem 

 ψ̃(0+)

ψ̃(0−)


 =



√

2 −i
i

√
2





 −ψ(0+)

ψ(0−)


 .

Combinando estas condições com a de�nição de densidade de corrente
no ponto zero, podemos reescrever

j(0) = lim
x→0+

Im(−iψ(−x)ψ(x)).

Os valores de E para os quais ω(E) = −√2 são autovalores deHU de
multiplicidade dois. As autofunções correspondentes são

ϕk(x) = Θ((−1)kx)Wτ,1/2((−4b)1/2|x|), k = 1, 2.

Tomando ψ(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x), segue que

j(0) = lim
x→0+

Im(−iψ(−x)ψ(x)) = −[Γ(1− τ)]−2 6= 0,

ou seja, existe a possibilidade do elétron ser transmitido ao se aproximar da origem
(veja Seção 4.2 para o comportamento assintótico das autofunções quandox→ 0+).
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Concluímos que existem extensões auto-adjuntas em que a singulari-
dade atua como uma barreira impermeável e outras em que a singularidade atua
como uma barreira permeável. Vale relembrar que Andrews [3] de�ne o �uxo de
probabilidade como sendo j(x) = i[F ′(x)F (x)−F (x)F ′(x)] mas considera o cálculo
apenas para autofunções. É claro que para autovalores não-degenerados o �uxo é
nulo pois a autofunção correspondente é real. No entanto, nossa de�nição exige
que, dado uma extensão auto-adjuntaHU de H, a densidade de corrente j(x) deve
ser analisada para toda ϕ ∈ domHU . Andrews também comenta que no caso de
autovalores degenerados combinações complexas podem ser construídas criando um
�uxo não-nulo. Vimos no Exemplo 4.1 a existência de autovalores degenerados e
uma densidade de corrente nula. Isto mostra que o argumento de Andrews está in-
correto. Nossa análise deixa claro que o conceito de permeabilidade está diretamente
relacionado com as entradas da matriz unitáriaU e não com a multiplicidade dos
autovalores. Apenas como observação destacamos a análise de Moshinsky [14] que,
apesar de um interessante estudo sobre permeabilidade, considera as �autofunções�
Wλ(−z) e Wλ(z) que não estão em L2(R\{0}).

Esta seção esclarece que o conceito de permeabilidade e impermeabi-
lidade não está relacionado apenas com a singularidade na origem, que é o mais
natural a se pensar num primeiro momento, mas sim com as condições de contorno
que ela exige.

4.4 Uma Aproximação

Nesta seção seguimos como referência [5] onde Gesztesy estuda a classe
de potenciais suavizados, mas agora com um domínio mais geral. O Hamiltoniano
de um elétron se movendo livremente emR é o operador auto-adjunto

H0 = − ~
2

2m

d2

dx2
, domH0 = H2(R).
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De�nimos a família de operadores auto-adjuntos

Ha = H0 − Ze2

|x|+ a
, domHa = domH0 (a > 0).

Vamos mostrar que o limite forte do grá�co (veja apêndice A.1) deHa

é igual a HD ou, equivalentemente, o resolvente deHa converge fortemente para o
resolvente de HD quando a→ 0+. Para isto vamos precisar da descrição de σ(Ha).
Lembremos que HD é extensão auto-adjunta deH caracterizada pelas condições de
Dirichlet na origem.

Lema 4.2 Para a/a0 < 1, os autovalores de Ha são aproximados por

E
(e)
0 (a) = E0(a) ≈ − ~2

2ma2
0

[2 ln(a0/a)]
2

E(e)
n ≈ − ~2

2ma2
0n

2

(
1− 2

n ln(a0/a)

)
n = 1, 2, · · ·

E(o)
n ≈ − ~2

2ma2
0n

2

(
1− 4a

na0

)
n = 1, 2, · · ·

sendo (e) e (o) indicando os autovalores correspondentes às autofunções pares e
ímpares, respectivamente. (Lembremos que a0 é o comprimento de Bohr)

Demonstração: Como vimos na introdução deste capítulo, a equação de autova-
lores

− ~
2

2m
ϕ′′(x)−

(
Ze2

|x|+ a
+ E

)
ϕ(x) = 0,

tem como única solução aceitável a função ϕ(z) = Wα,1/2(|z|). Lembremos que o
intervalo de de�nição e z é |z| > 2a

αa0

e as variáveis sãoE = − ~2

2ma2
0α

2
e a0 =

~2

mZe2
.

Desde que o potencial − Ze2

|x|+ a
é par, as soluções para valores posi-

tivos e negativos de x podem se juntar na origem formando autofunções pares ou
autofunções ímpares. Assim, os autovalores deHa são obtidos dos valores de α para
os quais ϕ se torna uma função par ou uma função ímpar, ou seja, sob as condições

d

dz
Wα,1/2(z)

∣∣∣∣ 2a

αa0

= 0 (autofunções pares) (4.18)
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Wα,1/2

(
2a

αa0

)
= 0 (autofunções ímpares). (4.19)

Usando a expressão em série de potências deWα,1/2(z) [1, 8], mantendo
somente os termos dominantes quandoz =

2a

αa0

, as condições 4.18 e 4.19 tornam-se,
respecivamente,

ln

(
2a

αa0

)
+ Ψ(1− α) = 0 (4.20)

Ψ(1− α)
2a

αa0

− 1

α
= 0. (4.21)

Desde que estamos considerando a/a0 < 1, as condições 4.20 e 4.21
admitem solução somente para valores de α próximos de inteiros positivos n =

1, 2, · · ·. Desde que
Ψ(1− α) → 1

α− n
(α→ n),

as condições 4.20 e 4.21 tornam-se, respectivamente,

α = n+
1

ln(a0/a)
e α = n+

2a

a0

.

Substituindo α em E = − ~2

2ma2
0α

2
os autovalores E(e)

n (a) e E(o)
n (a),

n = 1, 2, · · ·, são obtidos por aproximações.

Para valores de α próximos de 0 a equação 4.21 não admite solução
1. No entanto, assumindo z =

2a

αa0

< 1, Ψ(1 − α) não é um fator importante na

representação em série de d

dz
Wα,1/2(|z|) e 1/α torna-se o termo dominante emα. A

condição 4.20 �ca
1

2α
+ ln

(
2a

a0α

)
= 0. (4.22)

Esta equação pode ser escrita da forma

α =
1

2 ln(a0/a)
.

1Haines e Roberts [9] mostram que para α < 1 a função Wα,1/2(|z|) nunca se anula. Vamos
assumir este resultado pois a demonstração parece ser bastante técnica não fornecendo informações
adicionais, além de sua conclusão, sobre o assunto.
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Com este valor de α, encontramos a energia do estado fundamental

E0(a) = − ~2

2ma2
0

[2 ln(a0/a)]
2 .

Desde que o potencial− Ze2

|x|+ a
é contínuo emR, a não-degenerescência

dos autovalores segue da discussão da Seção 4.2. Para demonstrar a convergência
de Ha para HD no sentido forte dos resolventes vamos usar um critério dado por
Wüst [27].

Teorema 4.3 Para Im z 6= 0, Rz(Ha) converge fortemente para Rz(HD) quando
a→ 0+.

Demonstração: Vamos aplicar o Teorema A.6 à sequência de operadores auto-
adjuntos {Ha}a∈J , sendo J um intervalo da forma J = (0, b] (b ∈ R). Com a
ajuda do Lema 4.2, escolhemos b de modo que o autovalor E0(b) de Hb satisfaça
E0(b) < − ~2

2ma2
0

. Assim, para cada a ∈ J , vale σ(Ha)\{E0(a)} ⊂
[
− ~2

2ma2
0

,∞
)
.

Tomemos λ ∈
(
E0(b),− ~2

2ma2
0

)
. Nestas condições, λ ∈ ρ(Ha), ∀a ∈ J . Desde que

Ha (a ∈ J) é auto-adjunto, vale

‖Rλ(Ha)ϕ‖ ≤ 1

d(σ(Ha), λ)
‖ϕ‖, ∀ϕ ∈ img(Ha − λI),

ou seja,
‖(Ha − λI)ψ‖ ≥ d(σ(Ha), λ)‖ψ‖, ∀ψ ∈ domHa.

Tomando α = inf
a∈J
{d(σ(Ha), λ)}, segue que

‖(Ha − λI)ψ‖ ≥ α‖ψ‖, ∀a ∈ J, ψ ∈ domHa.

A condição (b) do Teorema A.6 é satisfeita. Seja ψ ∈ H2(R). A
sequência {ψa}a∈J (ψa = ψ, ∀a ∈ J) satisfaz ψa → ψ com ψa ∈ domHa. No
entanto, a sequência {Haψa}a∈J converge se, e somente se, ψ(0) = 0. De fato, pelo
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teorema da convergência dominda,

lim
a→0+

‖(Ha −HD)ψ‖2 = lim
a→0+

∫

R
|(Ha −HD)ψ(x)|2dx

= lim
a→0+

∫

R

∣∣∣∣
(
− Ze2

|x|+ a
+
Ze2

|x|
)
ψ(x)

∣∣∣∣
2

dx

=

∫

R
lim

a→0+

∣∣∣∣
(
− Ze2

|x|+ a
+
Ze2

|x|
)
ψ(x)

∣∣∣∣
2

dx

= 0

se, e somente se, ψ ∈ domH0 ∩ domHD = domHD. Portanto, HD = g − lim
a→0+

Ha e
a condição (a) do Teorema A.6 é satisfeita. Desde que

Ha1 −Ha2 = − Ze2

|x|+ a1

+
Ze2

|x|+ a2

≥ 0,

sempre que 0 < a2 < a1 ≤ b, as condições (c)-(e) também são satisfeitas. Nestas
condições HD = R(λ)−1 + λI sendo que R(λ) := s − lim

a→0+
Rλ(Ha). Aplicando o

Teorema 1.11, segue o resultado.

Quando a → 0+ o estado fundamental E0(a) de Ha tende a −∞ e
por esta razão foi conjecturado por Loudon [13] que o Hamiltoniano do átomo de
hidrogênio unidimensional não é limitado inferiormente. No entanto, desde que
as autofunções de HD devem satisfazer a condição de Dirichlet no ponto zero, o
estado fundamentalE0(a) desaparece no limite a→ 0+, ou seja, não está contido no
espectro de HD. Fica claro que a conjectura dada por Loundon está incorreta e que
o valor −∞ não corresponde à energia fundamental deHD. Da aproximação deHa

para o operador HD no sentido usual, todos os autovalores deHD são obtidos pelo
limite de a → 0+ dos autovalores de Ha. Como esperado, estes valores coincidem
com os autovalores encontrados na Seção 4.2.

Como argumentado em [26], a questão de qual extensão auto-adjunta
de H é a mais adequada não pode ser respondida somente sob considerações ma-
temáticas, argumentos físicos devem ser considerados uma vez que extensões auto-
adjuntas diferentes descrevem fenômenos físiscos diferentes [20]. O Teorema A.6 é
apenas um critério a �m de selecionar uma extensão auto-adjunta deH.
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Klaus [11], inspirado no trabalho de Gesztesy [5], demonstra o seguinte
resultado: para Imz 6= 0, Rz(Ha) converge uniformemente para Rz(HD) quando
a→ 0+. Não apresentaremos a demonstração pois é uma abordagem essencialmente
técnica que parece não trazer esclarecimentos adicionais (além de sua conclusão,
é claro). Este resultado será útil para a caracterização do espectro essencial das
extensões auto-adjuntas deH.

4.5 O Espectro Essencial

Para cada a > 0 o espectro essencial de Ha é dado por é σess(Ha) =

[0,∞). Basta observar-mos que V (x) = − Ze2

|x|+ a
∈ L2(R) +B∞

∞(R) e então aplicar
o Teorema 1.16. Da convergência de Ha para HD no sentido uniforme dos resol-
ventes o Teorema 1.17 garante que σess(HD) = [0,∞). Para concluir, aplicamos a
Teorema 1.18 e assim σess(HU) = [0,∞), para toda matriz unitáriaU2×2. O espectro
essencial não muda de acordo com a extensão auto-adjunta tomada. Como vimos,
esta característica não ocorre com o espectro discreto.



Capítulo 5

Potenciais Soluções da Equação de
Laplace

Este capítulo é dedicado aos operadores de Schrödinger cujos poten-
ciais são obtidos como solução fundamental da equação de Laplace

∆V = 0.

Alguns autores acreditam que são estes os potenciais a representarem
o Hamiltoniano do átomo de hidrogênio. Mais precisamente,− 1

4π

Ze2

|x| no caso tridi-

mensional; e
2

2π
ln |x| no caso bidimensional; e

2

2
|x| no caso unidimensional. Detalhes

sobre como encontrar as soluções fundamentais da equação de Laplace podem ser
encontradas em [4, 23].

Neste capítulo vamos fazer alguns breves comentários sobre os poten-
ciais acima. O objetivo é fazer uma comparação com alguns dos resultados obtidos
para o potencial de Coulomb.

88
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5.1 O Potencial tridimensional− 1

4π

Ze2

|x|
Como já observado no Capítulo 2, considerando o Hamiltoniano do

átomo de hidrogênio em R3 como o operador

Ḣ = − ~
2

2m
∆− 1

4π

Ze2

|x| , domḢ = C∞0 (R3), (5.1)

o Teorema de Kato- Rellich garante queḢ é essencialmente auto-adjunto e sua única
extensão auto-adjunta é

H = − ~
2

2m
∆− 1

4π

Ze2

|x| , domH = H2(R3).

Este operador possui ambos espectro discreto e essencial não-vazios.

5.2 O Potencial bidimensional e
2

2π
ln |x|

Nesta seção vamos fazer uma síntese do trabalho de Gesztesy e Pittner
[6] o qual diz respeito ao potencial bidimensional e

2

2π
ln |x|. Sugerindo [10, 22] para

uma consulta, os autores enunciam o seguinte teorema.

Teorema 5.1 O operador

H = − ~
2

2m
∆ +

e2

2π
ln |x|, domH = C∞0 (R2), (5.2)

é essencialmente auto-adjunto.

Por conveniência, Gesztesy e Pittner estudam o operador 5.2 emC∞0 (R2\{0}).
Decompondo o espaço de Hilbert L2(R2) em coordenadas polares (veja Seção 3.1),
o estudo se reduz aos operadores unidimensionais

− ~
2

2m

(
d2

dr2
+

1

r

d

dr
− l2

r2

)
+
e2

2π
ln r, l = 0, 1, 2, · · · ,

com domínio C∞0 (0,∞) ⊂ L2((0,∞), rdr). Estes operadores são transformados
unitariamente na família {Hl : l = 0, 1, 2, · · ·}:

Hl = − ~
2

2m

d2

dr2
+ Ul(r), Ul(r) =

~2

2m

(
l2 − 1

4

)
1

r2
+
e2

2π
ln r
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com domínio C∞0 (0,∞) contido no espaço de Hilbert usual L2(0,∞). Segundo os
autores, Hl é limit point em ∞ para l = 0, 1, 2, · · · e limit point em zero para
l = 1, 2, · · ·; o operador H0 é limit circle em zero. Aplicando o Teorema de Weyl,
vale o seguinte resultado: Hl é essencialmente auto-adjunto para l 6= 0, enquanto
H0 não é essencialmente auto-adjunto.

Trabalhando com esta família de operadores, Gesztesy e Pittner enun-
ciam o Teorema:

Teorema 5.2 Para l = 0, 1, 2, · · · , os operadores Hl são limitados inferiormente e
possuem espectro essencial vazio.

Segundo os autores, é conveniente tomar a extensão de Friedrichs de
H0 para obter equivalência com o operador essencialmente auto-adjuntoH de�nido
em C∞0 (R2).

5.3 O Potencial unidimensional e
2

2
|x|

Consideremos o operador de Schrödinger unidimensional

H = − ~
2

2m

d2

dx2
+
e2

2
|x|, domH = C∞0 (R).

O operador H∗ com a mesma lei de H e com domínio

domH∗ = {φ ∈ L2(0,∞) : φ, φ′ ∈ AC(R), H∗φ ∈ L2(R)},

é o adjunto de H. Com a ajuda do teorema abaixo vamos analisar seH é ou não é
essencialmente auto-adjunto emC∞0 (R).

Teorema 5.3 Seja H = −∆ + V , domH = C∞0 (Rn). Se V ∈ L2
loc(Rn), é limitado

inferiormente e
lim

||x||→∞
V (x) = ∞,

então H é essencialmente auto-adjunto e σess(H) = ∅.
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Demonstração: [20]

Desde que o potencial V (x) =
e2

2
|x| satisfaz as condições do Teorema

5.3, H é essencialmente auto-adjunto e σess(H) = ∅. Assim, o espectro de H é
formado apenas por autovalores isolados de multiplicidade �nita. Então, vamos
resolver a equação de autovalores

− ~
2

2m
φ′′ +

(
e2

2
|x| − E

)
φ = 0. (5.3)

Esta equação tem duas soluções linearmente independentes [19]:

φ1(x) = Ai

[(
~2

me2

)2/3 (
me2

~2
|x| − 2Em

h2

)]
e

φ2(x) = Bi

[(
~2

me2

)2/3 (
me2

~2
|x| − 2Em

~2

)]
.

As funções Ai e Bi são conhecidas como funções de Airy. Para
detalhes sobre o comportamento assintótico e os zeros das funções de Airy indicamos
[19]. Estas informações serão úteis para a caracterização dos autovalores deH.

O comportamento assintótico das funçõesAi(y) e Bi(y) quando y →
∞ é

Ai(y) ∼ e−2/3y

2
√
πy1/4

e Bi(y) ∼ e2/3y

2
√
πy1/4

.

A solução interessa é somente φ1(x). Desde que V (x) =
e2

2
|x| é um

potencial par, uma solução de 5.3 deve ser ou par ou ímpar. Assim, seφ é uma
autofunção, então φ(0) = 0 ou φ′(0) = 0. Nestas condições,

φ1(0) = 0 ⇔ −2mE

~2

(
~2

me2

)2/3

é um zero da função Ai(x).

Os zeros da função Ai(x) formam uma sequência a1, a2, · · ·, que satis-
fazem a condição

an ∼ −
[
3

8
π(4n− 1)

]2/3

(n→∞).
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Portanto,

En ∼ ~2

2m

[
me2

h2

3π

8
(4n− 1)

]2/3

.

Por outro lado,

φ′1(0) = 0 ⇔ −2mE

~2

(
~2

me2

)2/3

é um zero da função Ai(x).

Novamente, os zeros de d

dx
Ai(x) formam uma sequência b1, b2, · · ·, que

satisfazem a condição

bn ∼ −
[
3

8
π(4n− 3)

]2/3

(n→∞).

Portanto,

En ∼ ~2

2m

[
me2

~2

3π

8
(4n− 3)

]2/3

(n→∞).

5.4 Uma Comparação

Para os operadores de Schrödinger cujos potenciais são obtidos como
solução fundamental da equação de Laplace, temos os resultados:

(i) essencialmente auto-adjunto emC∞0 (R3) com ambos espectro dis-
creto e essencial não-vazios;

(ii) essencialmente auto-adjunto emC∞0 (R2) com espectro puramente
discreto;

(iii) essencialmente auto-adjunto emC∞0 (R) com espectro puramente
discreto.

No entanto, para os operadores de Schrödinger cujo potencial é o de
Coulomb, obtemos os resultados:
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(i) índices de de�ciência (0, 0) emC∞0 (R3) com ambos espectro discreto
e essencial não-vazios;

(ii) índices de de�ciência (1, 1) em C∞0 (R2\{0});

(iii) índices de de�ciência (2, 2) em C∞0 (R\{0}) com ambos espectro
discreto e essencial não-vazios.



Apêndice A

g-Convergência

Seja H um espaço de Hilbert e {At}t∈J (J = N ou J = [t0,∞) com
t0 ∈ R) uma família de operadores auto-adjuntos emH. O principal objetivo deste
apêndice é encontrar condições para{At}t∈J de forma que um operador limite exista
e seja auto-adjunto. Como referência indicamos [27].

A.1 Resultados sobre g-Convergência

Consideremos inicialmente o conjunto

D = {ξ ∈ H : existe uma sequência {ξt}t∈J com ξt ∈ domAt (t ∈ J),

‖ξt − ξ‖ → 0 (t→∞) e {Atξt}t∈J convergente}.

De�nição A.1 A sequência {At}t∈J é g-convergente se, e somente se, D é um
conjunto denso em H.

Mais precisamente provemos a seguinte proposição:

Proposição A.2 Se D é denso em H, então o conjunto

G := {(ξ, η) ∈ H ×H : existe uma sequência {ξt}t∈J com ξt ∈ domAt (t ∈ J) e
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‖ξt − ξ‖+ ‖Atξt − η‖ → 0 (t→∞)}

é o grá�co de um operador hermitianoA com domA = D.

Demonstração: Claramente G é um subespaço linear de H × H. Precisamos
somente mostrar que (0, η) ∈ G implica η = 0. Se (0, η) ∈ G e u ∈ D, então existem
sequências {ξt}t∈J , {ut}t∈J e w ∈ H com ξt, ut ∈ domAt (t ∈ J) tais que ξt → 0,
Atξt → η, ut → u e Atut → w. Obtemos

〈η, u〉 = lim
t→∞

〈Atξt, ut〉 = lim
t→∞

〈ξt, Atut〉 = 〈0, w〉 = 0.

Desde que D é um conjunto denso emH, temos η = 0. De�nindo um
operador A por grá�co(A) = G, �ca claro que domA = D. Sejam ξ, η ∈ D, existem
sequências convenientes {ξt}t∈J , {ηt}t∈J de forma que 〈Aξ, η〉 = lim

t→∞
〈Atξt, ηt〉 =

lim
t→∞

〈ξt, Atηt〉 = 〈ξ, Aη〉. Portanto, A é um operador hermitiano.

No caso em que {At}t∈J é g-convergente, denotamos por Ag := g −
lim
t→∞

At o operador A da Proposição A.2.

Lema A.3 Se valem as seguintes condições:

(a) {At}t∈J é g-convergente e g − lim
t→∞

At =: Ag;

(b) existe um valor λ ∈
⋂
t∈J

ρ(At) tal que {Rt(λ)}t∈J é fracamente convergente e

w − lim
t→∞

Rt(λ) =: R(λ).

Então,

(i) w − lim
t→∞

Rt(λ) =: S(λ) existe;

(ii) R(λ) e S(λ) tem inversos densamente de�nidos.

Sejam A := R(λ)−1 + λI e B := S(λ)−1 + λI.

(iii) A∗ = B e B∗ = A;
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(iv) Ag ⊂ A ⊂ A∗g e Ag ⊂ B ⊂ A∗g;

(v) {ξ ∈ H : {Rt(λ)ξ}t∈J é convergente } = img(Ag − λI).

Demonstração: (i) Desde que At (t ∈ J) é auto-adjunto temos Rt(λ)∗ = Rt(λ)

(t ∈ J). Por (b) obtemos

〈R(λ)ξ, η〉 = lim
t→∞

〈Rt(λ)ξ, η〉 = lim
t→∞

〈ξ, Rt(λ)η〉.

Portanto, {Rt(λ)}t∈J é fracamente convergente. De�nindo S(λ) :=

w − lim
t→∞

Rt(λ), vale
R(λ)∗ = S(λ) e S(λ)∗ = R(λ).

(ii) Primeiro vamos mostrar queR(λ) e S(λ) são invertíveis. Se ξ ∈ H
e R(λ)ξ = 0, então

ηt := Rt(λ)ξ
w→ 0 e Atηt = ξ + ληt

w→ ξ (t→∞).

Para v ∈ domAg existe uma sequência {vt}t∈J com vt ∈ domAt (t ∈
J), vt → v e Atvt → Agv. Obtemos

〈ξ, v〉 = lim
t→∞

〈Atηt, vt〉 = lim
t→∞

〈ηt, Atvt〉 = 〈0, Agv〉 = 0.

Desde que domAg é denso em H, a equação acima implica ξ = 0.
Portanto, R(λ) é invertível e similarmente S(λ) é invertível.

Agora vamos provar que R(λ)−1 está densamente de�nido mostrando
que img(R(λ))⊥ = {0}. Seja ξ ∈ img(R(λ))⊥, então 0 = 〈R(λ)η, ξ〉 = 〈η, S(λ)ξ〉,
para todo η ∈ H. Assim, S(λ)ξ = 0 que implica ξ = 0. Similarmente, S(λ) está
densamente de�nido.

(iii) Basta usar o fato de que R(λ)∗ = S(λ) e S(λ)∗ = R(λ).

(iv) Vamos mostrar que Ag ⊂ A. Seja ξ ∈ domAg, então existe uma
sequência {ξt}t∈J com ξt ∈ domAt (t ∈ J), ξt → ξ e Atξt → Agξ. Obtemos

〈R(λ)(Ag − λI)ξ, η〉 = 〈(Ag − λI)ξ, S(λ)η〉
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= lim
t→∞

〈(At − λI)ξt, Rt(λ)η〉
= lim

t→∞
〈Rt(λ)(At − λI)ξt, η〉

= lim
t→∞

〈ξt, η〉 = 〈ξ, η〉, ∀η ∈ H.

Portanto, R(λ)(Ag − λI)ξ = ξ e conseqüêntemente ξ ∈ img(R(λ)) =

domA e Agξ = R(λ)−1ξ + λξ = Aξ. Similarmente, Ag ⊂ B. Assim, A∗ ⊂ A∗g e
B∗ ⊂ A∗g. Desde que A∗ = B e B∗ = A, segue que B ⊂ A∗g e A ⊂ A∗g.

(v) DenotamosM := {ξ ∈ H : {Rt(λ)ξ}t∈J é convergente}. Se ξ ∈M ,
então

ηt := Rt(λ)ξ → η e Atηt = ξ + ληt → ξ + λη

com ηt ∈ domAt (t ∈ J). Assim, η ∈ domAg, Agη = ξ + λη e ξ ∈ img(Ag − λI).
Agora notemos que

‖R(λ)‖ ≤ lim
t→∞

inf
t∈J
‖Rt(λ)‖ ≤ sup

t∈J
‖Rt(λ)‖ =: C <∞.

Se ξ ∈ img(Ag−λI), então existe η ∈ domAg e uma sequência {ηt}t∈J

com ηt ∈ domAt (t ∈ J) tal que ηt → η, Atηt → Agη = ξ+λη e (At−λI)ηt =: ξt → ξ.
Obtemos

‖R(λ)ξ −Rt(λ)ξ‖ ≤ ‖R(λ)ξ −Rt(λ)ξt‖+ ‖Rt(λ)ξt −Rt(λ)ξ‖
≤ ‖η − ηt‖+ ‖Rt(λ)‖‖ξ − ξt‖
≤ ‖η − ηt‖+ C ‖ξ − ξt‖ → 0.

Portanto, ξ ∈M .

Proposição A.4 Se valem as seguintes condições:

(a) {At}t∈J é g-convergente e g − lim
t→∞

At =: Ag;

(b) para algum valor real λ ∈
⋂
t∈J

ρ(At) a sequência {Rt(λ)}t∈J é fracamente con-

vergente e w − lim
t→∞

Rt(λ) =: R(λ);
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(c) Rt(λ)−R(λ) ≥ 0, ∀t ∈ J (ou R(λ)−Rt(λ) ≥ 0, ∀t ∈ J).

Então, {Rt(λ)}t∈J é fortemente convergente, R(λ) = s− lim
t→∞

Rt(λ) é
invertível e Ag = R(λ)−1 + λI é auto-adjunto.

Demonstração: Vamos suporRt(λ)−R(λ) ≥ 0, ∀t ∈ J . Consideremos a sequência
de operadores {Rt(λ) − R(λ)}t∈J . Para cada t ∈ J , de�nimos a forma sesquilinear
gerada por Rt(λ)−R(λ):

bt : H×H → H bt(ξ, η) := 〈ξ, (Rt(λ)−R(λ))η〉.

Temos

|bt(ξ, η)| ≤ ‖Rt(λ)−R(λ)‖‖ξ‖‖η‖ ≤ β‖ξ‖‖η‖,

sendo β = sup
t∈J
{‖Rt(λ)‖ − ‖R(λ)‖} <∞. Assim,

‖bt‖ = sup
‖ξ‖,‖η‖6=0

|bt(ξ, η)|
‖ξ‖‖η‖ ≤ β, ∀t ∈ J.

Usando a desigualdade de Schwarz, para formas sesquilineares, obte-
mos

‖(Rt(λ)−R(λ))ξ‖4 = |bt((Rt(λ)−R(λ))ξ, ξ)|2 ≤ |bt((Rt(λ)−R(λ))ξ)||bt(ξ)|
≤ ‖bt‖‖(Rt(λ)−R(λ))ξ‖2〈ξ, (Rt(λ)−R(λ))ξ〉,

ou seja,

‖(Rt(λ)−R(λ))ξ‖2 ≤ ‖bt‖〈ξ, (Rt(λ)−R(λ))ξ〉
≤ β〈ξ, (Rt(λ)−R(λ))ξ〉 → 0 (t→∞)

já que a sequência {Rt(λ) − R(λ)}t∈J converge fracamente a zero. Esta relação
implica que {Rt(λ)−R(λ)}t∈J converge fortemente a zero. Portanto,s− lim

t→∞
Rt(λ) =

R(λ). Desde que λ ∈ R, segue do Lema A.3 que

R(λ)∗ = S(λ) = w − lim
t→∞

Rt(λ) = R(λ).
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Assim, o operador A = R(λ)−1 + λI é auto-adjunto. Novamente pelo
Lema A.3 e da convergência forte de {Rt(λ)}t∈J , obtemos img(Ag − λI) = H.
Portanto, Ag é auto-adjunto e A é uma extensão auto-adjunta de Ag. Isto implica
Ag = A.

Proposição A.5 Sejam A1 e A2 operadores auto-adjuntos satisfazendo as condi-
ções:

(a) domA1 = domA2;

(b) existe um valor real λ ∈ ρ(A1) ∩ ρ(A2);

(c) A1 − A2 ≥ 0;

(d) A1 − A2 ∈ B(H) e
∥∥(A1 − A2)

1/2(A2 − λI)−1(A1 − A2)
1/2

∥∥ ≤ 1.

Então, (A2 − λI)−1 − (A1 − λI)−1 ≥ 0.

Demonstração: Desde que domA1 = domA2, temos

(A2 − λI)−1(A1 − A2)(A1 − λI)−1 = (A2 − λI)−1((A1 − λI)− (A2 − λI))(A1 − λI)−1

= (A2 − λI)−1 − (A1 − λI)−1.

Seja Ri := (Ai − λI)−1 (i = 1, 2). Desde que λ ∈ R temos R∗1 = R1

e R∗2 = R2. As condições (c) e (d) garantem a existência do operador (A1 − A2)
1/2.

Este operador é limitado, auto-adjunto, não-negativo e (A1 − A2)
1/2(A1 − A2)

1/2 =

A1 − A2. Assim, para ξ ∈ H, obtemos

〈R2ξ, ξ〉 − 〈R1ξ, ξ〉 = 〈(R2 −R1)ξ, ξ〉 = 〈R2(A1 − A2)R1ξ, ξ〉
= 〈(A1 − A2)R1ξ, R2ξ〉
= 〈(A1 − A2)R1ξ, R1ξ〉+ 〈(A1 − A2)R1ξ, (R2 −R1)ξ〉
= 〈(A1 − A2)

1/2R1ξ, (A1 − A2)
1/2R1ξ〉

+ 〈(A1 − A2)
1/2R1ξ, (A1 − A2)

1/2R2(A1 − A2)
1/2(A1 − A2)

1/2R1ξ〉
≥

∥∥(A1 − A2)
1/2R1ξ

∥∥2
(1−

∥∥(A1 − A2)
1/2R2(A1 − A2)

1/2ξ
∥∥2

) ≥ 0.
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A proposição está demonstrada.

Teorema A.6 Se valem as seguintes condições:

(a) {At}t∈J é g-convergente, J = [t0,∞);

(b) existem números α > 0, λ ∈ R tais que

‖(At − λI)ξ‖ ≥ α ‖ξ‖ , ∀ξ ∈ domAt,∀t ∈ J ;

(c) domAt = C (t ∈ J);

(d) At − As ≥ 0 para todo t, s ∈ J com t ≥ s (ou para todo t, s ∈ J com s ≥ t);

(e) (At − As) ∈ B(H) (t, s ∈ J) e lim
t→s

∥∥At − As

∥∥ = 0 (s ∈ J).

Então,

(i) λ ∈
⋂
t∈J

ρ(At) e {Rt(λ)}t∈J é fortemente convergente;

(ii) s− lim
t→∞

Rt(λ) =: R(λ) tem inverso densamente de�nido;

(iii) Ag := g − lim
t→∞

At é auto-adjunto.

Demonstração: Desde queAt é auto-adjunto (t ∈ J) segue de (b) queλ ∈
⋂
t∈J

ρ(At)

e ‖Rt(λ)‖ ≤ 1/α (t ∈ J). Vamos supor At − As ≥ 0 sempre que t ≥ s ≥ t0.
Observemos que, para todo ξ ∈ H,

∥∥(At − As)
1/2Rs(λ)(At − As)

1/2ξ
∥∥2

=

= 〈Rs(λ)(At − As)
1/2ξ, (At − As)Rs(λ)(At − As)

1/2ξ〉

≤ ‖(At − As)‖‖Rs(λ)‖2‖(At − As)
1/2ξ‖2

=
∥∥(At − As)

∥∥ ‖Rs(λ)‖2 〈(At − As)ξ, ξ〉

≤
∥∥(At − As)

∥∥2 ‖Rs(λ)‖2 ‖ξ‖2 .
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Assim,

∥∥(At − As)
1/2Rs(λ)(At − As)

1/2
∥∥ ≤ 1/α

∥∥(At − As)
∥∥ . (A.1)

Para s > t0 existe δ(s) > 0 tal que
∥∥(At − As)

∥∥ ≤ α para todo t ≥ t0

com |t − s| ≤ δ(s). Por (A.1), para todo t, s ∈ J com t ≥ s > t0 e |t − s| ≤ δ(s),
vale a desigualdade

∥∥(At − As)
1/2Rs(λ)(At − As)

1/2
∥∥ ≤ 1.

Aplicando a Proposição A.5, obtemos, para ξ ∈ H,

〈Rs(λ)ξ, ξ〉 ≥ 〈Rt(λ)ξ, ξ〉, ∀t ≥ s > t0.

Observemos que 〈Rt(λ)ξ, ξ〉 é limitado:

|〈Rt(λ)ξ, ξ〉| ≤ 1/α‖ξ‖2, ∀t ∈ J ;

e 〈Rt(λ)ξ, ξ〉 é contínuo em t:

| 〈Rs(λ)ξ, ξ〉 − 〈Rt(λ)ξ, ξ〉| = 〈Rs(λ)(At − As)Rt(λ)ξ, ξ〉
≤ 1/α2‖(At − As)‖‖ξ‖2 → 0 (t→ s).

Para cada ξ ∈ H, obtemos uma sequência {〈Rt(λ)ξ, ξ〉}t∈J monótona,
limitada e contínua em t. Isto implica que o limite lim

t→∞
〈Rt(λ)ξ, ξ〉 = inf

t→∞
〈Rt(λ)ξ, ξ〉

(ξ ∈ H) existe. Por polarização, o limite lim
t→∞

〈Rt(λ)ξ, η〉 (ξ, η ∈ H) também existe.
Portanto, {Rt(λ)}t∈J é fracamente convergente e comR(λ) := w − lim

t→∞
Rt(λ) vale

Rt(λ)−R(λ) ≥ 0 (t ∈ J).

Aplicando a Proposição A.4, o teorema está demonstrado.
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