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CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
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• aos meus familiares, Valdir , Noemia e Loraine, que mesmo sem saberem

exatamente o que estudo, deram apoio e compreensão durante minha camin-

hada acadêmica.

• ao meu orientador Gerson Petronilho pela paciência e excelente orientação.

• aos professores do DM-UFSCar que foram responsáveis pela minha formação,
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Abstract

In this work we study global Gevrey hypoellipticity on the Euclidean 2-space

R2 for a class of first order linear partial differential operators with coefficients

in Cω
2π(R). Necessary and sufficient conditions for global Gevrey hypoellipticity

are proposed.



Resumo

Neste trabalho estudamos a Hipoeliticidade Global Gevrey em R2 para uma

classe de operadores diferenciais parciais lineares de 1a ordem, com coeficientes

em Cω
2π(R). Condições necessárias e suficientes para a Hipoeliticidade Global

Gevrey são propostas.
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1.5 Funções Gevrey Periódicas de ordem s ≥ 1 e amplitude h > 0 . . 11
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Introdução

Esta dissertação de mestrado tem como objetivo principal o estudo da Gs

hipoeliticidade global em R2 do operador diferencial parcial linear de 1a ordem:

P = ∂x − c(x)∂y,

sendo c ∈ Cω2π(R).

Dizemos que o operador acima é globalmente Gs hipoeĺıtico, (GGsH), em

R2 se as condições

u ∈ D′
s,2π(R2) e Pu ∈ Gs

2π(R2)

implicam u ∈ Gs
2π(R2),

onde D′
s,2π(R2) é o espaço das ultradistribuições Gevrey 2π-periódicas em R2 e

Gs
2π(R2) é o espaço das funções Gevrey 2π-periódicas em R2.

Este estudo da regularidade das soluções do operador P foi baseado no tra-

balho: Global Properties in Spaces of Generalized Funtions on the Torus

for Second Order Differential Operators with Variable Coefficients (ver

[GPY]).

A técnica das Séries de Fourier é a ferramenta central deste trabalho.

Assim o Caṕıtulo 1 foi gerado pelas definições e propriedades das funções

Gevrey 2π-periódicas e pelos estudos sobre as Séries de Fourier tanto em C∞
2π(Rn)

e D′
2π(Rn) quanto em Gs

2π(Rn) e D′
s,2π(Rn). Além disso enunciamos algumas

propriedades dos Espaços Vetoriais Topológicos necessárias para a definição da

topologia de Gs
2π(Rn).

Já no Caṕıtulo 2, encontra-se a análise de quando um operador com coefi-

cientes constantes é (GGsH) a qual nos dará uma caracterização de quando um

operador da forma Q = ∂x − α∂y, com α ∈ R é (GGsH) em R2 em termos de
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seu coeficiente α. Tal caracterização será utilizada na demonstração do resultado

principal deste trabalho, que fornece condições necessárias e suficientes para que

o operaror P = ∂x − c(x)∂y, com c ∈ Cω2π(R) seja (GGsH) em R2. Mais precisa-

mente, provaremos o seguinte resultado (ver Teorema 2.3.1):

“Sejam c ∈ Cω2π(R) com c(x) = a(x) + ib(x) e P = ∂x − c(x)∂y.

(i) Se b é identicamente nula o operador P é (GGsH) em R2 se, e somente se,

o número

a0 =
1

2π

∫ 2π

0

a(s)ds

não é Liouville exponencial com expoente s ≥ 1.

(ii) Se b não é identicamente nula o operador P é (GGsH) em R2 se, e somente

se, b não muda de sinal.”



Caṕıtulo 1

Pré-requisitos

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar definições, notações e resultados impor-

tantes que serão utilizados nos caṕıtulos posteriores.

1.1 Notações

Iniciamos recordando que estamos usando x = (x1, x2, . . . , xn) como as

variáveis no espaço euclidiano Rn de dimensão n ≥ 1 e Zn
+ como o conjunto de

todas as n-uplas α = (α1, · · · , αn) com αj ∈ Z+, para cada j = 1, · · · , n. Também

estamos usando |α| = α1 + · · ·+ αn e

∂α = ∂α1
x1
∂α2
x2
· · · ∂αn

xn
,

sendo ∂xj
= ∂

∂xj
.

Usaremos o produto escalar usual

x · ξ = x1ξ1 + x2ξ2 + · · ·xnξn

e a norma usual

|x| =
√
x · x .

Se α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Zn
+ e β = (β1, β2, . . . , βn) ∈ Zn

+ então usaremos a

seguinte relação de ordem

β ≤ α⇔ βj ≤ αj ,∀j = 1, . . . , n .

3
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Além disso

α! = α1! · · ·αn!

e o coeficiente binomial é dado por(
α

β

)
=

α!

β!(α− β)!
, ∀ β ≤ α ,

onde a diferença de multi-́ındices é calculada coordenada a coordenada.

Os monômios em x de expoente α serão denotados por

xα = xα1
1 x

α2
2 · · ·xαn

n .

Usaremos também a notação

Dα = Dα1
x1
Dα2
x2
· · ·Dαn

xn
,

sendo Dxj
= −i ∂

∂xj
.

Em C∞ (Rn) vale a fórmula de Leibniz

∂α(ϕ · ψ) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂α−βϕ · ∂βψ.

Se f ∈ C∞(Rn) e x0 ∈ Rn, podemos considerar a expansão de Taylor∑
α∈Zn

+

∂αf(x0)

α!
(x− x0)

α .

Denotaremos por Cω
2π (Rn) o espaço vetorial das funções ϕ ∈ C∞2π (Rn) que

são anaĺıticas no sentido que para todo x0 fixado em Rn existe uma vizinhança

V de x0 onde f é dada por sua expansão de Taylor.

Dado um operador linear diferencial parcial de ordem m

P (x,D) =
∑
|α|≤m

cα(x)D
α

com coeficientes cα ∈ C∞ (Rn), chamamos de śımbolo de P a função

P (x, ξ) =
∑
|α|≤m

cα(x)ξ
α

e de śımbolo principal de P a função

Pm(x, ξ) =
∑
|α|=m

cα(x)ξ
α .

Tanto o śımbolo como o śımbolo principal são funções definidas em Rn×Rn,

sendo esta última uma função homogênea de grau m em ξ.
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1.2 Identidades e desigualdades para fatoriais

Coletamos nesta seção alguns resultados envolvendo multi-́ındices frequen-

temente usados no estudo das classes de Gevrey.

Um primeiro bloco de resultados decorre da fórmula de Newton generalizada

para um inteiro positivo N ≥ 1 e t1, · · · , tn números reais, a saber,

(t1 + t2 + · · ·+ tn)
N =

∑
|α|=N

N !

α!
· tα . (1.2.1)

Particularmente, quando t1 = · · · = tn = 1 segue a identidade

nN =
∑
|α|=N

N !

α!
(1.2.2)

e isto implica em particular que

|α|! ≤ n|α|α!. (1.2.3)

Um segundo bloco de resultados decorre da expansão em série de Taylor da

função exponencial

et =
∞∑
N=0

tN

N !
. (1.2.4)

Tal expansão, do ponto de vista de um inteiro N , implica

tN ≤ N !et, ∀ t > 0,∀ N = 1, 2, . . . . (1.2.5)

Em particular, para t = N obtemos

NN ≤ N !eN , ∀ N = 1, 2, . . . (1.2.6)

enquanto obviamente,

N ! ≤ NN , ∀ N = 1, 2, . . . . (1.2.7)

Também serão úteis as seguintes desigualdades:

α! ≤ |α|!, ∀ α ∈ Zn
+ , (1.2.8)

|α|! ≤ |α||α| , ∀ α ∈ Zn
+ , (1.2.9)

|α||α| ≤ e|α| |α|!, ∀ α ∈ Zn
+ . (1.2.10)
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1.3 Funções C∞ e distribuições periódicas

Definição 1.3.1 C∞(Rn) é o espaço das funções infinitamente diferenciavéis,

definidas em Rn, a valores complexos.

Definição 1.3.2 C∞2π(Rn) é o subespaço de C∞(Rn) formado pelas funções 2π-

periódicas em cada variável.

Definição 1.3.3 Uma sequência (ϕk)k∈Zn
+

onde ϕk ∈ C∞2π(Rn), k ∈ Z+, converge

em C∞2π(Rn) se existir ϕ ∈ C∞2π(Rn) tal que Dαϕk converge uniformemente para

Dαϕ, em Rn, para cada α = (α1, ..., α2) ∈ Zn
+.

Esta definição de convergência coincide com a induzida pela métrica

d(f, g) =
∞∑
k=0

1

2k
pk(f − g)

1 + pk(f − g)
, (1.3.11)

sendo pk, k = 0, 1, 2, ..., a semi-norma definida em C∞2π(Rn) por

pk(θ) = sup
x∈[0,2π]n

|α|≤k

|Dαθ(x)| . (1.3.12)

Observação 1.3.1 C∞2π(Rn) é um espaço vetorial completo com relação a métrica

d definida em (1.3.11).

1.3.1 Séries de Fourier em C∞2π(Rn)

Definição 1.3.4 Seja {ak}k∈Zn uma seqüência numérica em C. Dizemos que

a seqüência {ak} é rapidamente decrescente se para cada N ∈ N, existe

C = C(N) > 0 tal que

|ak| ≤ C|k|−N , para todo k ∈ Zn \ {0}.

Teorema 1.3.1 Seja {ak}k∈Zn uma seqüência rapidamente decrescente. Então∑
k∈Zn

ake
ik·x

converge em C∞2π (Rn) e se

f(x) =
∑
k∈Zn

ake
ik·x
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então

ak(f)
.
=

1

(2π)n

∫
[−π,π]n

e−ik·xf(x) dx = ak.

onde ak(f) é o k-ésimo coeficiente de Fourier de f e usaremos a notação f̂(k) =

ak(f).

Teorema 1.3.2 Seja f ∈ C∞2π (Rn). Então

f̂(k) =
1

(2π)n

∫
[−π,π]n

e−ik·xf(x) dx

forma uma seqüência rapidamente decrescente e

f(x) =
∑
k∈Zn

f̂(k)eik·x

com a convergência sendo em C∞2π(Rn).

1.3.2 Espaço das distribuições 2π-periódicas

Definição 1.3.5 Um funcional linear u : C∞2π (Rn) → C é dito cont́ınuo (ou

seqüencialmente cont́ınuo) se para qualquer seqüência {ϕj} convergindo para 0

em C∞
2π (Rn) então u(ϕj) converge para 0 em C.

Definição 1.3.6 O espaço vetorial

D′
2π (Rn)

.
=
{
u : u é um funcional linear cont́ınuo em C∞2π (Rn)

}
é chamado de espaço das distribuições 2π-periódicas, denominando

u ∈ D′
2π (Rn) como distribuição 2π-periódica.

Teorema 1.3.3 Seja u : C∞2π (Rn) → C, um funcional linear. São equivalentes:

(i) u é cont́ınuo;

(ii) Existem C > 0 e m ∈ N tais que

| < u,ϕ > | ≤ C
∑
|α|≤m

sup
x∈Rn

{|Dαϕ(x)|}, ∀ ϕ ∈ C∞2π (Rn) .
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Exemplo 1.3.1 Seja f ∈ C2π(Rn). Então f define uma distribuição 2π-periódica

por:

< Tf , ϕ >=

∫ π

−π
· · ·
∫ π

−π
f(x1, ..., xn)ϕ(x1, ..., xn) dx1... dxn,

para toda ϕ ∈ C∞2π (Rn) .

Definição 1.3.7 Uma seqüência {uj}j∈N ⊂ D′
2π(Rn) é convergente em

D′
2π(Rn) se existe u ∈ D′

2π(Rn) tal que, para toda ϕ ∈ C∞2π (Rn) , a seqüência

< uj, ϕ > converge para < u,ϕ > em C.

Definição 1.3.8 Sejam u ∈ D′
2π(Rn), f ∈ C∞2π (Rn) e α ∈ Zn

+. Definimos as

distribuições periódicas Dαu e fu como sendo:

< Dαu, ϕ >= (−1)|α| < u,Dαϕ >, ∀ ϕ ∈ C∞2π (Rn) ;

< fu, ϕ >=< u, fϕ >, ∀ ϕ ∈ C∞2π (Rn) .

1.3.3 Séries de Fourier em D′
2π(Rn).

Definição 1.3.9 Seja {um}m∈Zn uma seqüência em D′
2π(Rn). A série

∑
m∈Zn

um é

convergente em D′
2π(Rn) se a seqüência das reduzidas Sl =

∑
|m|≤l

um for conver-

gente em D′
2π(Rn).

Teorema 1.3.4 Se u =
∑
m∈Zn

um ∈ D′
2π(Rn) então Dαu =

∑
m∈Zn

Dαum.

Definição 1.3.10 Uma seqüência numérica {am}m∈Zn é denominada de cresci-

mento lento se existem constantes C > 0 e k ∈ N tais que

|am| ≤ C|m|k, ∀ m ∈ Zn \ {0}.

Teorema 1.3.5 Seja {am}m∈Zn uma seqüência de crescimento lento. Então a

série ∑
m∈Zn

ame
ix·m

é convergente em D′
2π(Rn) e se

u =
∑
m∈Zn

ame
ix·m,
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então

am =
1

(2π)n
< u, e−ix·m > .

Teorema 1.3.6 Seja u ∈ D′
2π(Rn). Se am =

1

(2π)n
< u, e−ix·m >, então

{am}m∈Zn é uma seqüência de crescimento lento e

u =
∑
m∈Zn

ame
ix·m em D′

2π(Rn).

1.3.4 Série parcial de Fourier em C∞2π(Rn).

Sejam p, q e n ∈ Z+, n ≥ 2, p ≥ 1, q ≥ 1 tais que p+ q = n.

Teorema 1.3.7 Seja {ϕk}k∈Zq uma seqüência de funções em C∞2π(Rp) tal que

para cada α ∈ Zp
+ e N ∈ N existe C > 0 tal que

|Dαϕk(x)| ≤ C(1 + |k|)−N , para todo k ∈ Zq e x ∈ Rp.

Então, a função ψ : Rp+q → C definida por

ψ(x, y) =
∑
k∈Zq

ϕk(x)e
iy·k

pertence a C∞2π(Rn).

Teorema 1.3.8 Seja ϕ ∈ C∞2π(Rn). Então

ϕ(x, y) =
∑
k∈Zq

ϕk(x)e
iy·k,

na qual ϕk ∈ C∞2π(Rp) e

ϕk(x) =
1

(2π)q

∫
[−π,π]q

ϕ(x, y)e−iy·k dy.

Além disso, dado α ∈ Zp
+ e N ∈ N existe C > 0 tais que

|Dαϕk(x)| ≤ C(1 + |k|)−N , para todo k ∈ Zq e x ∈ Rp.

As funções ϕk(x) são chamadas coeficientes parciais de Fourier de ϕ e usare-

mos a notação ϕ̂(x, k) = ϕk(x). A série
∑
k∈Zq

ϕ̂(x, k)eiy·k é chamada de série parcial

de Fourier de ϕ em relação a y.
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1.3.5 Série parcial de Fourier em D′
2π(Rn)

Sejam p, q e n ∈ Z+, n ≥ 2, p ≥ 1, q ≥ 1 tais que p+ q = n.

Teorema 1.3.9 Se u ∈ D′
2π(Rn) então

u =
∑
m∈Zq

um(x)eiy·m,

sendo que um ∈ D′
2π(Rp

x), dada por

< um, ϕ(x) >=
1

(2π)q
< u,ϕ(x)e−iy·m >,

com ϕ ∈ C∞2π(Rp
x). Além disso, para cada ϕ ∈ C∞2π(Rp

x),
{
< um, ϕ(x) >

}
m∈Zq

é

uma seqüência de crescimento lento.

Teorema 1.3.10 Seja {um}m∈Zq uma seqüência em D′
2π(Rp), satisfazendo a se-

guinte condição:

Existe C > 0 e k ∈ N tais que

| < um, ϕ > | ≤ Cρk(ϕ)(1 + |m|)k,

para toda ϕ ∈ C∞2π(Rp
x) e m ∈ Zq, sendo ρk a semi-norma definida em

(1.3.12).

Então u =
∑
m∈Zq

um(x)eiy·m ∈ D′
2π(Rn).

1.4 Funções Gevrey de ordem s ≥ 1

Sejam Ω um subconjunto aberto do Rn e s ≥1 um número real fixado.

Definiremos a classe de funções Gevrey de ordem s ≥ 1 em Ω, denotada por

Gs(Ω).

Definição 1.4.1 Uma função ϕ está em Gs(Ω) se ϕ ∈ C∞(Ω) e para todo K

subconjunto compacto de Ω existe uma constante C > 0 tal que

|∂αϕ(x)| ≤ C |α|+1(α!)s, ∀ α ∈ Z+, ∀ x ∈ K.
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1.5 Funções Gevrey Periódicas de ordem s ≥ 1

e amplitude h > 0

Definição 1.5.1 Dizemos que ϕ ∈ C∞2π (Rn) é uma função Gevrey periódica de

ordem s ≥ 1 e amplitude h > 0 quando existir uma constante C > 0 tal que

|∂αϕ(x)| ≤ C · h|α| · (α!)s : ∀ α ∈ Zn
+ ,∀ x ∈ [0, 2π]n . (1.5.13)

O conjunto de todas as funções Gevrey periódicas de ordem s ≥ 1 e amplitude

h > 0 será denotado por Gs,h
2π (Rn) e denominado classe das funções Gevrey pe-

riódicas de ordem s ≥ 1 e amplitude h > 0.

Exemplo 1.5.1 Se f : Rn → C é uma função anaĺıtica e 2π-periódica em cada

variável então existe h > 0 tal que f ∈ G1,h
2π (Rn).

Observação 1.5.1 Vê-se facilmente que Gs,h
2π (Rn) ⊂ Gs′,h

2π (Rn) se s < s′ e

Gs,h
2π (Rn) ⊂ Gs,h′

2π (Rn) se h < h′.

Consequência: Se f ∈ Cw2π(Rn) então então existe h > 0 tal que f ∈ Gs,h
2π (Rn)

para todo s ≥ 1.

As operações usuais de soma e de multiplicação por escalar em funções são

claramente fechadas nas classes Gs,h
2π (Rn), tornando-o um C-subespaço vetorial

de C∞2π (Rn). Mais ainda, a aplicação

‖ϕ‖s,h = sup
{
|∂αϕ(x)|h−|α|α!−s : α ∈ Zn

+, x ∈ [0, 2π]n
}

(1.5.14)

define uma norma em Gs,h
2π (Rn) . Notemos que segue de (1.5.13) que ‖ϕ‖s,h está

bem definida.

Teorema 1.5.1 A classe Gs,h
2π (Rn) das funções Gevrey de ordem s ≥ 1 e ampli-

tude h > 0 é um espaço de Banach com relação à norma ‖·‖s,h.

1.6 Funções Gevrey periódicas de ordem s ≥ 1

Definição 1.6.1 Dizemos que ϕ ∈ C∞2π (Rn) é uma função Gevrey 2π-periódi-

ca de ordem s ≥ 1 quando ϕ é uma função Gevrey periódica de ordem s ≥ 1
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em alguma amplitude h > 0, isto é, quando existir uma amplitude h > 0 e uma

constante C > 0 tal que

|∂αϕ(x)| ≤ Ch|α|(α!)s, ∀ α ∈ Zn
+ ,∀ x ∈ [0, 2π]n .

O conjunto de todas as funções Gevrey periódicas de ordem s ≥ 1 será denotado

por Gs
2π (Rn) e denominado classe das funções Gevrey periódicas de ordem s ≥ 1.

Observação 1.6.1 Gs
2π(Rn) =

⋃
h>0

Gs,h
2π (Rn).

Teorema 1.6.1 Gs
2π (Rn) é um espaço vetorial e um anel com relação ao produto

de funções; além disso é fechado com relação a diferenciação.

1.7 Espaços vetoriais topológicos e a topologia

limite indutivo

Definição 1.7.1 Seja E um espaço vetorial sobre C. Dizemos que uma topologia

definida sobre E é compat́ıvel com a estrutura de espaço vetorial de E se as

aplicações

(x, y) ∈ E × E 7→ x+ y ∈ E

(λ, x) ∈ C× E 7→ λx ∈ E

são cont́ınuas. Um espaço vetorial munido com uma topologia compat́ıvel com sua

estrutura de espaço vetorial é dito ser um espaço vetorial topológico (EVT).

Observação 1.7.1 A topologia de um EVT pode ser descrita em termos de

um sistema fundamental de vizinhanças do zero. Em um espaço topológico uma

coleção de conjuntos é dita ser um sistema fundamental de vizinhanças de um

ponto se todo conjunto da coleção contém o ponto, a intersecção de dois conjuntos

quaisquer da coleção contém um conjunto da coleção e toda vizinhança do ponto

contém um conjunto da coleção. Lembremos que em um espaço topológico uma

vizinhança de um ponto x é qualquer conjunto aberto que contém o ponto.
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Definição 1.7.2 Seja E um EVT e A ⊂ E. Dizemos que A é convexo se dados

dois pontos quaisquer em A, então o segmento que os liga está também em A,

isto é, se x, y ∈ A então λx+ (1− λ)y ∈ A, 0 ≤ λ ≤ 1.

Definição 1.7.3 Um EVT é dito ser localmente convexo se existir um sis-

tema fundamental de vizinhanças do zero formado por conjuntos convexos.

Definição 1.7.4 Seja E um EVT. Um subconjunto B de E é dito ser limitado

se para toda vizinhança V de 0 temos B ⊂ tV para todo t suficientemente grande.

Introduziremos agora a topologia limite indutivo a qual será útil para defi-

nirmos a topologia de Gs
2π(Rn).

Seja E um espaço vetorial sobre C. Suponhamos que E seja a união de uma

seqüência crescente de subespaços En, n ∈ Z+, localmente convexos tais que as

aplicações inclusões in,n+1 : En 7→ En+1 são cont́ınuas, ∀ n ∈ Z+ (portanto a

topologia induzida em En pela topologia de En+1 é menos fina do que a topologia

original de En). Definimos sobre E a topologia localmente convexa mais fina que

torna as inclusões in : En 7→ E cont́ınuas (ou seja, torna a topologia induzida

em En, por essa topologia, menos fina que a topologia original de En). Diremos,

neste caso, que E é o limite indutivo dos En.

Definição 1.7.5 Sejam X e Y espaços normados. Uma aplicação linear u :

X 7→ Y é dita ser compacta se para todo conjunto B ⊂ X, limitado, temos

que u(B) é relativamente compacto em Y, isto é, u(B) é compacto em Y. Equi-

valentemente, u é compacta se toda seqüência limitada {xn} em X contém uma

subseqüência {xni
} tal que {u(xni

)} converge para um ponto de Y.

Definição 1.7.6 Diremos que uma seqüência, {En}, de espaços normados é

regular, se as seguintes condições são satisfeitas:

i) En ⊂ En+1, ∀n ∈ Z+ e a topologia de En+1 induz em En uma topologia menos

fina que a topologia original de En.

ii) in,n+1 : En 7→ En+1 é uma aplicação linear compacta, ∀ n ∈ Z+.

Teorema 1.7.1 Seja E o limite indutivo de uma seqüência regular de espaços

normados {En}. Uma condição necessária e suficiente para que um conjunto F

seja fechado em E é que a interseção F ∩ En seja fechada em En, ∀ n ∈ Z+.
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Corolário 1.7.1 Seja E o limite indutivo de uma seqüência regular de espaços

normados, {En}, e seja F um espaço topológico qualquer. Para que uma aplicação

f : E 7→ F seja cont́ınua é necessário e suficiente que a restrição de f em En

seja cont́ınua, ∀ n ∈ Z+.

Teorema 1.7.2 Seja E o limite indutivo de uma seqüência regular de espaços

normados {En}n∈Z+ . Para que B ⊂ E seja limitado em E é necessário e suficiente

que exista n0 ∈ Z+ tal que B ⊂ En0 e que B seja limitado com relação a topologia

de En0 .

Corolário 1.7.2 Seja E o limite indutivo de uma seqüência regular de espaços

normados, {En}, e seja {xn} uma seqüência de E. Para que xn → 0 em E é

necessário e suficiente que exista n0 ∈ Z+ tal que xn ∈ En0 , ∀ n ∈ Z+ e xn → 0

em En0 .

1.7.1 Topologia em Gs
2π(Rn)

Agora vamos definir, de modo natural, uma topologia sobre o espaço

Gs
2π(Rn). Mas antes disso, enunciaremos um teorema muito importante para

que a topologia em Gs
2π(Rn) seja bem definida.

Teorema 1.7.3 Para todo h < h′ a inclusão

i : Gs,h
2π (Rn) ↪→ Gs,h′

2π (Rn)

é cont́ınua e compacta.

Seja hj é uma seqüência de números reais positivos estritamente crescente

e hj →∞. Então podemos escrever

Gs
2π (Rn) =

∞⋃
j=1

G
s,hj

2π (Rn) .

Munimos Gs
2π(Rn) com a topologia limite indutivo definida anteriormente

(ver pag.13).

Mostra-se que a topologia limite indutivo definida sobre Gs
2π(Rn) independe

da escolha da seqüência hj escolhida. Assim, daqui para frente vamos fixar uma
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seqüência hj de números reais positivos estritamente crescente e hj →∞ e vamos

trabalhar com a topologia limite indutivo definida sobre Gs
2π(Rn) pela seqüência

G
s,hj

2π (Rn).

Assim segue do corolário 1.7.2 que vale o seguinte critério de convergência

em Gs
2π(Rn):

• ϕj ∈ Gs
2π (Rn) converge para ϕ ∈ Gs

2π (Rn) se, e somente se, existe algum

hp tal que ϕj, ϕ ∈ Gs,hp

2π (Rn) e ‖ϕj − ϕ‖s,hp
→ 0.

1.8 Ultradistribuições Gevrey periódicas de or-

dem s ≥ 1

O espaço D′
s,2π(Rn) das ultradistribuições de ordem s ≥ 1, 2π-periódicas, é

definido como o dual topológico do espaço Gs
2π (Rn). Mais explicitamente,

Definição 1.8.1 Dizemos que u : Gs
2π (Rn) → C é uma ultradistribuição Ge-

vrey 2π-periódica de ordem s ≥ 1 quando u é um funcional linear cont́ınuo.

O conjunto de todas as ultradistribuições periódicas de ordem s ≥ 1 será deno-

tado por D′
s,2π(Rn) e denominado classe das ultradistribuições Gevrey periódicas

de ordem s ≥ 1.

Teorema 1.8.1 Seja u : Gs
2π (Rn) → C linear. Então as seguintes afirmações

são equivalentes:

(i) u ∈ D′
s,2π(Rn).

(ii) para todo ε > 0, existe uma constante Cε > 0 tal que

| < u,ϕ > | ≤ Cε sup
x∈[0,2π]n

sup
α∈Zn

+

|∂αϕ(x)| ε|α|(α!)−s;∀ϕ ∈ Gs
2π(Rn).

(iii) Se ϕj ∈ Gs
2π(Rn), j = 1, 2, ... converge para 0 em Gs

2π(Rn) então a seqüência

< u,ϕj > converge para zero em C.

Lema 1.8.1 Seja u ∈ D′
2π(Rn) uma distribuição 2π-periódica em Rn. Então a

restrição de u ao espaço Gs
2π(Rn), define um elemento em D′

s,2π(Rn).
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Lema 1.8.2 Gs
2π(Rn) é denso em C∞

2π(Rn), para todo s ≥ 1.

Já sabemos, pelo Lema 1.8.1, que se u ∈ D′
2π(Rn) então a restrição de u

a Gs
2π(Rn), define um elemento em D′

s,2π(Rn). Segue do Lema anterior que se

essa restrição é uma distribuição nula em D′
s,2π(Rn), então u ≡ 0 também em

D′
2π(Rn). Assim, podemos identificar D′

2π(Rn) com um subespaço de D′
s,2π(Rn);

que explica a palavra “ ultradistribuição periódica” para elementos de D′
s,2π(Rn).

Exemplo 1.8.1 Seja f ∈ C0
2π(Rn). Então f define uma ultradistribuição 2π-

periódica por:

< Tf , ϕ >=

∫ π

−π
· · ·
∫ π

−π
f(x1, ..., xn)ϕ(x1, ..., xn) dx1... dxn,

para toda ϕ ∈ Gs
2π (Rn) .

Definição 1.8.2 Se u ∈ D′
s,2π(Rn) e f ∈ Gs

2π(Rn) definimos

< ∂αu, ϕ >= (−1)|α| < u, ∂αϕ >,∀ ϕ ∈ Gs
2π(Rn) (1.8.15)

e

< fu, ϕ >=< u, fϕ >,∀ ϕ ∈ Gs
2π(Rn). (1.8.16)

Teorema 1.8.2 Se u ∈ D′
s,2π(Rn) e f ∈ Gs

2π(Rn) então ∂αu e fu pertencem a

D′
s,2π(Rn).

Exemplo 1.8.2 Seja u =
∑
α∈Zn

+

aαδ
(α), com aα ∈ C, definida por:

< u,ϕ >=
∑
α∈Zn

+

(−1)|α|aα∂
αϕ(0), ϕ ∈ Gs

2π(Rn).

Se para cada ε > 0 existe Cε > 0 tal que

|aα| ≤ Cεε
|α|(α!)−s,

então u ∈ D′
s,2π(Rn).
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1.9 Séries de Fourier para funções Gevrey perió-

dicas

Definição 1.9.1 Seja ϕ ∈ Gs
2π (Rn). Então para cada ξ ∈ Zn definimos o coefi-

ciente de Fourier ϕ̂(ξ) por

ϕ̂(ξ) =
1

(2π)n

∫
[0,2π]n

e−ix·ξϕ(x)dx, ξ ∈ Zn.

Teorema 1.9.1 Se ϕ ∈ Gs
2π (Rn) então

ϕ(x) =
∑
ξ∈Zn

ϕ̂(ξ)eix·ξ

sendo a convergência em Gs
2π(Rn) e existem constantes C > 0 e ε > 0 tais que

|ϕ̂(ξ)| ≤ Ce−ε|ξ|
1/s

, ∀ ξ ∈ Zn. (1.9.17)

Teorema 1.9.2 Seja {Cξ}ξ∈Zn uma seqüência de números complexos e suponha-

mos que existem C > 0 e ε > 0 tais que

|Cξ| ≤ Ce−ε|ξ|
1/s

, ∀ ξ ∈ Zn. (1.9.18)

Então, existe ψ(x) ∈ Gs
2π(Rn) tal que

ψ(x) =
∑
ξ∈Zn

Cξe
ix·ξ,

onde a convergência é em Gs
2π(Rn). Além disso, ψ̂(ξ) = Cξ.

1.10 Séries de Fourier para ultradistribuições

Gevrey periódicas

Definição 1.10.1 Seja u ∈ D′
s,2π(Rn). Definimos o coeficiente de Fourier

û(ξ) de u por

û(ξ) =
1

(2π)n
< u, e−ix·ξ >, ∀ ξ ∈ Zn.

Observação 1.10.1 Como eia·ξ ∈ Cw
2π(Rn), ∀ a ∈ Zn então eia·ξ ∈ Gs

2π(Rn) e

portanto û(ξ) está bem definido.
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Teorema 1.10.1 Se u ∈ D′
s,2π(Rn) então para todo ε > 0 existe Cε > 0 tal que

|û(ξ)| ≤ Cεe
ε|ξ|1/s

, ∀ ξ ∈ Zn.

Definição 1.10.2 Seja uj uma seqüência em D′
s,2π(Rn) e u ∈ D′

s,2π(Rn). Dize-

mos que uj converge para u em D′
s,2π(Rn) se < uj, ϕ > converge para < u, ϕ >

para toda ϕ ∈ Gs
2π(Rn).

Teorema 1.10.2 Seja {Cξ}ξ∈Zn uma seqüência em C tal que para cada ε > 0

existe Cε > 0 tal que

|Cξ| ≤ Cεe
ε|ξ|1/s

, ∀ ξ ∈ Zn. (1.10.19)

Então existe u ∈ D′
s,2π(Rn) tal que u =

∑
ξ∈Zn

Cξe
ix·ξ, isto é,

< u,ϕ >= lim
j−→∞

< Sj, ϕ > =̇ lim
j−→∞

∫
[0,2π]n

Sj(x)ϕ(x)dx, com Sj(x) =
∑
|ξ|≤j

Cξe
ix·ξ.

Além disso, û(ξ) = Cξ.

Teorema 1.10.3 Seja u ∈ D′
s,2π(Rn). Então

u(x) =
∑
ξ∈Zn

û(ξ)eix·ξ,

com a convergência sendo em D′
s,2π(Rn).

Exemplo 1.10.1 Usando os resultados desta seção exibiremos agora um exem-

plo de ultradistribuição Gevrey 2π−periódica em R que não é uma distribuição

2π−periódica em R, ou seja mostraremos que

D′
2π(R) $ D′

s,2π(R).

Para isto consideremos a seqüência

an = en
1
2s = e

√
n

1
s = e

1√
n

1
s

n
1
s

.

Assim, dado ε > 0, existe n0 = n0(ε) ∈ Z+ tal que se n ≥ n0 então

e

√
n

1
s ≤ eεn

1
s . Seja Cε = max{1, e

(
1√
n

1
s

−ε
)
n

1
s

, n = 1, · · · , n0 − 1}. Então

an = en
1
2s ≤ Cεe

εn
1
s , ∀ n ∈ Z+.
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Assim,

u =
∑
n≥1

en
1
2s einx ∈ D′

s,2π(R).

Notemos que u =
∑

n≥1 e
n

1
2s einx 6∈ D′

2π(R), pois se existisse C > 0 e ` ∈

Z+, ` 6= 0 tal que en
1
2s ≤ Cn` então deveŕıamos ter n

1
2s ≤ logC+` log n e portanto

1 ≤ logC

n
1
2s

+ `
log n

n
1
2s

→ 0

quando n → ∞, o que nos daria uma contradição. Logo não existe C > 0 e

` ∈ Z+ tais que an ≤ Cn`, ∀ n 6= 0, ou seja, u 6∈ D′
2π(R). �

1.11 Série parcial de Fourier para funções Ge-

vrey periódicas

Sejam p, q e n ∈ Z+, n ≥ 2, p ≥ 1, q ≥ 1 tais que p + q = n e escrevemos

(x, y) ∈ Rn para indicar que x ∈ Rp e y ∈ Rq.

Seja ϕ ∈ Gs
2π(Rn). Consideremos para cada x ∈ Rp a função

ϕx : Rq −→ C

definida por ϕx(y) = ϕ(x, y).

É fácil ver que ϕx ∈ Gs
2π(Rq) para cada x fixado em Rp.

Assim, podemos escrever

ϕ(x, y) = ϕx(y) =
∑
η∈Zq

ϕ̂(x, η)eiy.η,

onde

ϕ̂(x, η)=̇ϕ̂x(η) =
1

(2π)q

∫
[0,2π]q

e−iy.ηϕx(y)dy =
1

(2π)q

∫
[0,2π]q

e−iy.ηϕ(x, y)dy.

Como ϕ ∈ C∞
2π(Rn) segue que para cada η ∈ Zq, fixado, ϕ̂(·, η) ∈ C∞

2π(Rp).

Seja α ∈ Zp
+ e η ∈ Zq, fixado. Como ϕ ∈ Gs

2π(Rn) existe C > 0 e hj0

tais que

|∂αx ϕ̂(x, η)| ≤ 1

(2π)q

∫
[0,2π]q

|∂αxϕ(x, y)|dy

≤ 1

(2π)q

∫
[0,2π]q

Ch
|α|
j0

(α!)sdy

= Ch
|α|
j0

(α!)s, ∀ α ∈ Zp
+, ∀x ∈ [0, 2π]p.
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Assim podemos concluir que ϕ̂(·, η) ∈ Gs
2π(Rp).

Teorema 1.11.1 Seja ϕ ∈ Gs
2π(Rn). Então existem constantes

hp = hp(ϕ), C > 0, e ε > 0 tais que

|∂αx ϕ̂(x, η)| ≤ Ch|α|p (α!)se−ε|η|
1/s

, ∀α ∈ Zp
+, ∀ η ∈ Zq, ∀ x ∈ [0, 2π]p.

Teorema 1.11.2 Seja ϕη, η ∈ Zq, uma seqüência de funções em Gs
2π(Rp) tal

que existem C > 0, hp > 0 e ε > 0 tais que

|∂αxϕη(x)| ≤ Ch|α|p (α!)se−ε|η|
1/s

,

∀α ∈ Zp
+, ∀ η ∈ Zq, ∀ x ∈ [0, 2π]p. Então, a função ϕ : Rn −→ C dada por

ϕ(x, y) =
∑
η∈Zq

ϕη(x)e
iy.η

está bem definida e ϕ ∈ Gs
2π(Rn).

1.12 Série parcial de Fourier para ultradistribui-

ções Gevrey periódicas

Sejam p, q e n ∈ Z+, n ≥ 2, p ≥ 1, q ≥ 1 tais que n = p + q e escrevemos

(x, y) ∈ Rn para indicar que x ∈ Rp e y ∈ Rq.

Seja u ∈ D′
s,2π(Rn). Para cada ψ ∈ Gs

2π(Rp) definimos

uψ : Gs
2π(Rq) −→ C

por

< uψ, ϕ >=< u, ψ(x)⊗ ϕ(y) >, ϕ ∈ Gs
2π(Rq), (1.12.20)

onde ψ ⊗ ϕ : Rp ⊕ Rq 7→ C é definida por (ψ ⊗ ϕ)(x, y) = ψ(x).ϕ(y).

Observação 1.12.1 uψ ∈ D′
s,2π(Rq).

Observação 1.12.2 Segue do Teorema (1.10.3) que podemos escrever

uψ(y) =
∑
η∈Zq

ûψ(η)eiy.η (1.12.21)
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onde

ûψ(η) =
1

(2π)q
< uψ, e

−iy.η >=
1

(2π)q
< u, ψ(x)e−iy.η > .

Para cada η ∈ Zq fixado definimos o seguinte funcional linear sobre Gs
2π(Rp):

uη : Gs
2π(Rp) −→ C

dada por

< uη, ψ >= ûψ(η) =
1

(2π)q
< u, ψ(x)e−iy.η > . (1.12.22)

Observação 1.12.3 uη(x) ∈ D′
s,2π(Rp), ∀η ∈ Zq.

Teorema 1.12.1 Se u ∈ D′
s,2π(Rn) então

u =
∑
η∈Zq

uη(x)e
iy·η

onde uη(x) ∈ D′
s,2π(Rp) é dada por

< uη(x), ψ(x) >= ûψ(η) =
1

(2π)q
< u, ψ(x)e−iy·η >,∀ ψ ∈ Gs

2π(Rp).

Além disso, dados ε > 0 e h` > 0 existe uma constante Cε,h`
> 0 tal que

| < uη(x), ψ(x) > | ≤ Cε,h`
‖ψ‖s,h`

eε|η|
1/s

, ∀ η ∈ Zq, ∀ ψ ∈ Gs,h`
2π (Rp).

Teorema 1.12.2 Seja uη, η ∈ Zq, uma seqüência em D′
s,2π(Rp) que satisfaz a

seguinte condição: Dados ε > 0 e h` > 0 existe uma constante Cε,h`
> 0 tal que

| < uη(x), ψ(x) > | ≤ Cε,h`
‖ψ‖s,h`

eε|η|
1/s

, ∀ η ∈ Zq, ∀ ψ ∈ Gs,h`
2π (Rp).

Então

u =
∑
η∈Zq

uη(x)e
iy.η ∈ D′

s,2π(Rn).
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Análise da Gs hipoeliticidade

global de alguns operadores

2.1 Aplicação

Seja P =
∑
|α|≤m

aα(x)∂
α um operador diferencial parcial linear com x ∈ Rn

e aα(x) ∈ Gs
2π(Rn), s ≥ 1.

Definição 2.1.1 Seja s ≥ 1. Dizemos que P é globalmente Gs hipoeĺıtico

em Rn, (GGsH), se as condições u ∈ D′
s,2π(Rn) e Pu ∈ Gs

2π(Rn) implicam que

u ∈ Gs
2π(Rn).

Em Rn consideremos o operador com coeficientes constantes P dado por

P =
∑
|α|≤m

aαD
α, aα ∈ C. (2.1.1)

Como uma primeira aplicação provaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1 Seja s ≥ 1. O operador P dado por (2.1.1) é globalmente Gs

hipoeĺıtico em Rn se, e somente se, para cada ε > 0 existe Cε > 0 tal que o

śımbolo P̂ (ξ) =
∑
|α|≤m

aαξ
α, ξ ∈ Zn, satisfaz

|P̂ (ξ)| ≥ e−ε|ξ|
1
s , para |ξ| ≥ Cε. (2.1.2)

22
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Demonstração: Suficiência: Seja u ∈ D′
s,2π(Rn) tal que

Pu = f ∈ Gs
2π(Rn). (2.1.3)

Tomando a série de Fourier em (2.1.3) obtemos

P̂ (ξ)û(ξ) = f̂(ξ), ∀ ξ ∈ Zn. (2.1.4)

Segue de (2.1.4) e do fato de f ∈ Gs
2π(Rn) que existem ε > 0 e Cε > 0 tal

que

|P̂ (ξ)||û(ξ)| ≤ Cεe
−ε|ξ|

1
s , ∀ ξ ∈ Zn. (2.1.5)

Tomando ε1 = ε
2
, segue da hipótese, que existe Cε1 > 0 tal que

|P̂ (ξ)| ≥ e−
ε
2
|ξ|

1
s , para |ξ| ≥ Cε1 . (2.1.6)

Segue de (2.1.5) e (2.1.6) que

|û(ξ)| ≤ Cεe
− ε

2
|ξ|

1
s , |ξ| ≥ Cε1 . (2.1.7)

Podemos decompor u da seguinte forma

u =
∑
ξ∈Zn

û(ξ)eix·ξ

=
∑

|ξ|<Cε1

û(ξ)eix·ξ +
∑

|ξ|≥Cε1

û(ξ)eix·ξ

=̇ u1(x) + u2(x).

Como eix·ξ é anaĺıtica real, para cada ξ fixado, então u1 ∈ Gs
2π(Rn). Como

existem ε′ =
ε

2
> 0 e Cε′ > 0 tais que |û(ξ)| ≤ Cε′e

−ε′ξ|
1
s , ∀ |ξ| ≥ Cε1 então

podemos concluir que u2 ∈ Gs
2π(Rn). Portanto temos u ∈ Gs

2π(Rn). �

Necessidade: Suponhamos que existe ε0 > 0 tal que para qualquer C > 0 existe

ξ ∈ Zn tal que |ξ| ≥ C e |P̂ (ξ)| < e−ε0|ξ|
1
s . Assim existe uma seqüência {ξj} ∈ Zn

com |ξj| ≥ j e |P̂ (ξj)| < e−ε0|ξ
j |

1
s .

Definindo

u(x) =
∞∑
j=1

eix·ξ
j

temos



Caṕıtulo 2-Gs Hipoeliticidade Global 24

û(ξ) =

 0, se ξ 6= ξj;

1, se ξ = ξj.
(2.1.8)

Assim, u ∈ D′
2π(Rn) (logo u ∈ D′

s,2π(Rn)) e também temos que u 6∈

Gs
2π(Rn).

Observemos que

Pu =
∑
|α|≤m

aαD
α

(
∞∑
j=1

eix·ξ
j

)
=

∞∑
j=1

P̂ (ξj)eix·ξ
j

= f(x).

Assim

f̂(ξ) =

 0, se ξ 6= ξj;

P̂ (ξj), se ξ = ξj.

Como existe ε0 > 0 tal que |f̂(ξ)| ≤ e−ε0|ξ|
1
s então podemos concluir que

f ∈ Gs
2π(Rn).

Assim constrúımos u ∈ D′
s,2π(Rn)\Gs

2π(Rn) (ver 2.1.8) tal Pu = f ∈

Gs
2π(Rn) e portanto P não é globalmente Gs hipoeĺıtico em Rn. �

Exemplo 2.1.1 Consideremos o operador L =
d

dx
+ λ, λ ∈ C. Afirmamos que

o operador L é globalmente Gs hipoeĺıtico em R, para s ≥ 1.

Mostraremos que L satisfaz (2.1.2)

De fato,

|L̂(ξ)| = |iξ + λ| = |iξ + <(λ) + i=(λ)| = |<(λ) + i(ξ + =(λ))|

≥ |ξ + =(λ)| ≥ |ξ| − |=(λ)| ≥ 1

se |ξ| ≥ |=(λ)|+ 1. Ou seja, dado ε > 0 tomamos C = |=(λ)|+ 1 e temos

|L̂(ξ)| ≥ 1 ≥ e−ε|ξ|
1
s , se |ξ| ≥ C.

Portanto pelo Teorema 2.1.1 L é globalmente Gs hipoeĺıtico em R. �

Analisemos o Teorema 2.1.1 no caso particular em que n = 2.

Precisaremos da seguinte definição:
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Definição 2.1.2 Dizemos que α ∈ R\Q não é um número Liouville expo-

nencial com expoente s ≥ 1 se para qualquer ε > 0 existe Cε > 0 tal que

|p− αq| ≥ Cεe
−ε|q|

1
s , ∀ (p, q) ∈ Z× (Z\{0}). (2.1.9)

Assim temos o seguinte resultado

Teorema 2.1.2 Seja s ≥ 1. O campo vetorial L = D1 − αD2, com α ∈ R, é

globalmente Gs hipoeĺıtico em R2 se, e somente se, α não é um número Liouville

exponencial com expoente s.

Demonstração: Necessidade: A prova será feita pela contrapositiva. Supo-

nhamos que α ∈ Q. Então podemos escrever α = m
n

com m ∈ Z e n ∈ Z\{0}.

Assim, se p = `m e q = `n, ` ∈ Z então temos

L̂(`m, `n) = `m− α`n = 0, ∀ ` ∈ Z.

Logo L não é globalmente Gs hipoeĺıtico em R2, pois segue do Teorema

2.1.1 que o śımbolo de um operador globalmente Gs hipoeĺıtico em R2 não pode

ter uma infinidade de zeros em Z2.

Suponhamos agora que α é um número Liouville exponencial com expoente

s, isto é, existe ε0 > 0 tal que para qualquer constante C > 0 existem (p, q) ∈

Z× (Z\{0}) tais que

|p− αq| < Ce−ε0|q|
1
s . (2.1.10)

Assim, tomando C = 1
j

existe uma seqüência (pj, qj) ∈ Z× (Z\{0}) satisfa-

zendo

|pj − αqj| <
1

j
e−ε0|qj |

1
s ≤ e−ε0|qj |

1
s (2.1.11)

e além disso podemos escolher |qj| ≥ 2 e |qj| → ∞.

Segue de (2.1.11) que

|pj| − |α||qj| ≤ |pj − αqj| < e−ε0|qj |
1
s ≤ 1 ≤ |qj|

e portanto

|pj| ≤ (1 + |α|)|qj|.
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Assim temos

p2
j + q2

j ≤ [1 + (1 + |α|)2]q2
j . (2.1.12)

Segue de (2.1.11) e de (2.1.12) que

|L̂(pj, qj)| = |pj − αqj| < e−ε0|qj |
1
s ≤ e

−ε0 1

C
1
s
|(pj ,qj)|

1
s

, j = 1, 2, · · ·

com C = {[1 + (1 + |α|)2]} 1
2 e |qj| → ∞.

Logo, L nao é globalmente Gs hipoeĺıtico em R2.

Suficiência: Suponhamos agora que α não é um número Liouville exponencial

com expoente s, isto é, para qualquer ε > 0 existe Cε > 0 tal que

|p− αq| ≥ Cεe
−ε|q|

1
s , ∀ (p, q) ∈ Z× (Z\{0}). (2.1.13)

Segue de (2.1.13) que

|L̂(p, q)| = |p− αq| ≥ Cεe
−ε|q|

1
s ≥ Cεe

−ε|(p,q)|
1
s , ∀ (p, q) ∈ Z× (Z\{0}). (2.1.14)

Notemos que∣∣∣L̂(p, 0)
∣∣∣ = |p| ≥ 1 ≥ e−ε|(p,0)|

1
s , ∀ p ∈ Z\{0}. (2.1.15)

Assim segue de (2.1.14) e (2.1.15) e do Teorema 2.1.1 que L é globalmente

Gs hipoeĺıtico em R2. �

2.2 Uma condição suficiente para a Gs Hipoeli-

ticidade Global em R2 do operador

Q = ∂x − c(x)∂y

Iniciaremos esta seção provando um resultado sobre Gs hipoeliticidade glo-

bal o qual será utilizado na prova do resultado principal deste trabalho, mais

precisamente:

Teorema 2.2.1 Seja s ≥ 1. Seja Q = ∂x − c(x)∂y, onde c ∈ Cω2π(R) com

c(x) = a(x) + ib(x). Se b não muda de sinal e b não é identicamente nula, então

Q é globalmente Gs hipoeĺıtico em R2.
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Demonstração: Vamos analisar o caso b(x) ≥ 0 pois se b(x) ≤ 0, ∀ x, a mudança

de variáveis  x = x′

y = −y′

transforma o operador Q no operador Q̃ = ∂x′ − (−c(x′))∂y′ e, portanto,

=(−c(x′)) = −b(x′) ≥ 0.

Seja u ∈ D′
s,2π(R2) tal que Qu = f ∈ Gs

2π(R2). Precisamos mostrar que

u ∈ Gs
2π(R2) e isso será feito através da análise de seus coeficientes parciais de

Fourier.

Como u ∈ D′
s,2π(R2) e f ∈ Gs

2π(R2) consideremos suas expansões em séries

parciais de Fourier em relação a variável y:

u(x, y) =
∑
j∈Z

ûj(x)e
ijy,

f(x, y) =
∑
j∈Z

f̂j(x)e
ijy.

Assim, usando Lema 3.0.5 do apêndice temos

∑
j∈Z

f̂j(x)e
ijy = f(x, y) = Qu = Q

 lim
n−→∞

∑
|j|≤n

ûj(x)e
ijy


= lim

n−→∞
Q

∑
|j|≤n

ûj(x)e
ijy


= lim

n−→∞

∑
|j|≤n

(
d

dx
ûj(x)− ijc(x)ûj(x)

)
eijy

=
∑
j∈Z

(
d

dx
ûj(x)− ijc(x)ûj(x)

)
eijy.

Pela unicidade dos coeficientes parciais de Fourier de f , temos que para cada

j ∈ Z, ûj é solução de

d

dx
ûj(x)− ijc(x)ûj(x) = f̂j(x). (2.2.16)

Pelo Lema 3.0.7 estudar as soluções em D′
s,2π(R) de (2.2.16), é equivalente a

estudar as soluções em D′
s,2π(R) de(

d

dx
− ijc0

)
(e−ijc̃(x)ûj(x)) = e−ijc̃(x)f̂j(x) para cada j ∈ Z, (2.2.17)
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sendo

c̃(x) =

∫ x

0

c(t)dt− c0x e c0 =
1

2π

∫ 2π

0

c(t)dt.

Observação 2.2.1 Como f̂j(x) ∈ Gs
2π(R) segue do exemplo 2.1.1 e de (2.2.17)

que ûj(x) ∈ Gs
2π(R) para cada j.

Estudaremos as soluções de (2.2.17) utilizando o Lema 3.0.10 do Apêndice,

com λ = −ijc0, portanto, precisaremos de informações sobre o número −ijc0,

que passaremos a analisar.

Se escrevermos c0 = a0 + ib0 teremos λ = −ij(a0 + ib0) = j(b0 − ia0).

Notemos que a hipótese sobre b(x) não mudar de sinal e não ser identicamente

nula, implica que

b0 =
1

2π

∫ 2π

0

b(t)dt 6= 0.

Conclúımos assim que λ ∈ iZ se, e somente se, j = 0. Então pelo Lema 3.0.10,

com λ = j(b0 − ia0) e g(x) = e−ijc̃(x)f̂j(x) e j ∈ Z \ {0} temos

e−ijc̃(x)ûj(x) =
1

1− eijc02π

∫ 2π

0

eijc0se−ijc̃(x−s)f̂j(x− s)ds

ou equivalentemente

e−ijc̃(x)ûj(x) =
1

e−ijc02π − 1

∫ 2π

0

e−ijc0se−ijc̃(x+s)f̂j(x+ s)ds.

Portanto,

ûj(x) =
1

1− eijc02π

∫ 2π

0

eij(c0s−c̃(x−s)+c̃(x))f̂j(x− s)ds (2.2.18)

ou equivalentemente

ûj(x) =
1

e−ijc02π − 1

∫ 2π

0

e−ij(c0s+c̃(x+s)−c̃(x))f̂j(x+ s)ds. (2.2.19)

Segue de (2.2.16) que para j = 0, û0(x) é solução da equação

d

dx
û0(x) = f̂0(x). (2.2.20)

Assim,

û0(x) =

∫ x

0

f̂0(s)ds+ C. (2.2.21)
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Observemos que como û0(x) é 2π-periódica devemos ter

û0(0) = C = û0(2π) =

∫ 2π

0

f̂0(s)ds+ C,

ou seja, ∫ 2π

0

f̂0(s)ds = 0. (2.2.22)

Vamos provar que a sequência (ûj)j∈Z satisfaz o seguinte: existem C > 0 e

ε > 0 tais que∣∣∣∣ dkdxk ûj(x)
∣∣∣∣ ≤ Ck+1(k!)se−ε|j|

1
s ,∀ j ∈ Z \ {0},∀ x ∈ [0, 2π],∀ k ∈ Z+. (2.2.23)

Assim pelo Teorema 1.11.2 concluiremos que u ∈ Gs
2π(R2).

Necessitaremos de alguns resultados que se seguem:

Como f ∈ Gs
2π(R2), existem Cf > 0 e ε > 0 tais que∣∣∣∣ dkdxk f̂j(x)

∣∣∣∣ ≤ Ck+1
f (k!)se−ε|j|

1/s

,∀ k ∈ Z+,∀ j ∈ Z,∀ x ∈ [0, 2π]. (2.2.24)

Seja H : R2 −→ C, anaĺıtica real e H(t, ·) 2π-periódica. Como [0, 2π]2 é

compacto existe r > 0 e uma vizinhança complexa de Ũ de [0, 2π]2, que contém

todos os polidiscos4(t, x, r) de raio r, independente de (t, x), centrado em (t, x) ∈

[0, 2π]2, isto é,

4(t, x, r) = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1 − t| ≤ r, |z2 − x| ≤ r} ⊂ Ũ ,∀ (t, x) ∈ [0, 2π]2,

onde H tem uma extensão holomorfa, H̃. Lembremos que

∂lz2H̃(z1, z2)| z1=t
z2=x

= ∂lxH(t, x), para l = 0, 1, 2, ....

Lema 2.2.1 Seja ϕj(z) = eijz, z ∈ C, j = 1, 2, .... Para x e t fixos definimos para

cada k = 0, 1, 2, ... e para cada j = 1, 2, ... uma função Fj,k : C −→ C por

Fj,k(w) =
k∑
p=0

eijH(t,x) (ij)
p

p!
[w −H(t, x)]p.

Então

∂lx(ϕjoH)(t, x) = ∂lz2(Fj,koH̃)(z1, z2)| z1=t
z2=x

, l = 0, 1, 2, ..., k. (2.2.25)
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Demonstração: Iniciamos observando que

∂lz2(Fj,koH̃)(z1, z2)| z1=t
z2=x

= ∂lz2(Fj,koH̃)(t, z2)|z2=x
.

Assim basta provar que

∂lx(ϕjoH)(t, x) = ∂lz2(Fj,koH̃)(t, z2)|z2=x
, para l = 0, 1, ..., k. (2.2.26)

A prova será feita por indução em k. Para k = 1 temos

(Fj,1oH̃)(t, z2) = eijH(t,x) + eijH(t,x)ij[H̃(t, z2)−H(t, x)].

Notemos que para l = 0 vale (2.2.26), pois

(Fj,1oH̃)(t, z2)|z2=x = eijH(t,x) = (ϕjoH)(t, x).

Observemos que

∂z2(Fj,1oH̃)(t, z2) = eijH(t,x)ij∂z2H̃(t, z2)

e portanto,

∂z2(Fj,1oH̃)(t, z2)|z2=x
= eijH(t,x)ij∂xH(t, x).

Por outro lado, temos

∂x(ϕjoH)(t, x) =
d

dz
ϕj(H(t, x))∂xH(t, x) = ijeijH(t,x)∂xH(t, x).

Logo,

∂z2(Fj,1oH̃)(t, z2)|z2=x
= ∂x(ϕjoH)(t, x),

o que prova (2.2.26) para o caso k = 1.

Suponhamos que (2.2.26) seja válido para k e mostremos que (2.2.26) tam-

bém é válido para k + 1.

Para l = 0 claramente (2.2.26) se verifica. Seja l ∈ {1, ..., k + 1}. Notemos

que

(Fj,k+1oH̃)(t, z2) =
k+1∑
p=0

eijH(t,x) (ij)
p

p!
[H̃(t, z2)−H(t, x)]p.
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Assim,

∂z2(Fj,k+1oH̃)(t, z2) =
k+1∑
p=1

eijH(t,x) (ij)p

(p− 1)!
[H̃(t, z2)−H(t, x)]p−1∂z2H̃(t, z2)

= ij∂z2H̃(t, z2)
k∑
p=0

eijH(t,x) (ij)
p

p!
[H̃(t, z2)−H(t, x)]p

= ij∂z2H̃(t, z2)(Fj,koH̃)(t, z2). (2.2.27)

Logo, por (2.2.27) e pela hipótese de indução temos

∂lz2(Fj,k+1oH̃)(t, z2)|z2=x
= ∂l−1

z2
∂z2(Fj,k+1oH̃)(t, z2)|z2=x

= ij∂l−1
z2

[∂z2H̃(t, z2)(Fj,koH̃)(t, z2)]|z2=x

= ij
l−1∑
m=0

(
l − 1

m

)
∂mz2(Fj,koH̃)(t, z2)|z2=x

∂l−1−m
z2

(∂z2H̃(t, z2))|z2=x

= ij

l−1∑
m=0

(
l − 1

m

)
∂mx (ϕjoH)(t, x)∂l−1−m

x (∂xH(t, x))

=
l−1∑
m=0

(
l − 1

m

)
∂mx (ij(ϕjoH))(t, x)∂l−1−m

x (∂xH(t, x))

=
l−1∑
m=0

(
l − 1

m

)
∂mx

[(
d

dz
ϕj

)
oH

]
(t, x)∂l−1−m

x (∂xH(t, x))

= ∂l−1
x

{[(
d

dz
ϕj

)
oH

]
(t, x)∂xH(t, x)

}
= ∂l−1

x ∂x(ϕj(H(t, x))) = ∂lxϕj(H(t, x)) = ∂lx(ϕjoH)(t, x). �

Lema 2.2.2 Sejam Fj,k, H e H̃ como no Lema anterior e Ũ a vizinhança com-

plexa de [0, 2π]2 onde H é estendida holomorficamente. Se =(H(t, x)) ≥ 0 em

[0, 2π]2 então existem C̃ > 0 e r > 0, independentes de (t, x) ∈ [0, 2π]2, tais que

|∂kz2(Fj,koH̃)(t, x)| ≤ k!

rk

k∑
p=0

jp

p!
(C̃r)p, ∀ (t, x) ∈ [0, 2π]2 j = 1, 2, ..., k = 0, 1, ....

Demonstração: Segue da definição de Fj,k e do fato de H̃ ser holomorfa em Ũ que

Fj,koH̃ também é holomorfa em Ũ . Assim para cada (t, x) ∈ [0, 2π]2 podemos
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aplicar fórmula integral de Cauchy:

|∂kz2(Fj,koH̃)(t, x)| =

∣∣∣∣∣ k!

(2πi)2

∫
|z2−x|=r

∫
|z1−t|=r

(Fj,koH̃)(z1, z2)

(z1 − t)(z2 − x)k+1
dz1dz2

∣∣∣∣∣
≤ k!

(2π)2

∫
|z2−x|=r

∫
|z1−t|=r

|(Fj,koH̃)(z1, z2)|
|z1 − t||z2 − x|k+1

|dz1||dz2|

≤ k!

(2π)2

1

rk+2
sup

|z1−t|=r
|z2−x|=r

{|(Fj,koH̃)(z1, z2)|}(2πr)2

=
k!

rk
sup

|z1−t|=r
|z2−x|=r

{|(Fj,koH̃)(z1, z2)|}. (2.2.28)

Como =(H(t, x)) ≥ 0, ∀ (t, x) ∈ [0, 2π]2, então se j = 1, 2, ... temos

|eijH(t,x)| = e−j=(H(t,x)) ≤ 1, ∀ (t, x) ∈ [0, 2π]2. (2.2.29)

Além disso, para cada (t, x) ∈ [0, 2π]2, existe C > 0 independente de (t, x), tal

que

|H̃(z1, z2)−H̃(t, x)| ≤ C|(z1, z2)−(t, x)|, ∀ (t, x) ∈ [0, 2π]2,∀ (z1, z2) ∈ 4(t, x, r),

sendo C a constante uniforme de Lipschitz em K, onde K é um compacto satis-

fazendo: [0, 2π]2 ⊂ K ⊂ Ũ .

Como H(t, x) = H̃(t, x) temos

|H̃(z1, z2)−H(t, x)| = |H̃(z1, z2)− H̃(t, x)|

≤ C|(z1, z2)− (t, x)|

= C|(z1 − t, z2 − x)| (2.2.30)

≤ Cr
√

2 = C̃r,

∀ (t, x) ∈ [0, 2π]2, ∀ (z1, z2) ∈ 4(t, x, r). Assim, para cada (t, x) ∈ [0, 2π]2 e

j = 1, 2, ... temos

|(Fj,koH̃)(z1, z2)| ≤
k∑
p=0

|eijH(t,x)| |ij|
p

p!
|H̃(z1, z2)−H(t, x)|p

≤
k∑
p=0

jp

p!
(C̃r)p, ∀ (z1, z2) ∈ 4(t, x, r), (2.2.31)

com C̃ independente de (t, x).
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Segue de (2.2.28) e (2.2.31) que

|∂kz2(Fj,koH̃)(t, x)| ≤ k!

rk

k∑
p=0

jp

p!
(C̃r)p, ∀ (t, x) ∈ [0, 2π]2. �

Consequência: eijH(t,.) ∈ G
1,hj

2π
(R), com hj = 2C̃j, onde C̃ é a constante do

Lema 2.2.2.

De fato, segue do Lema 2.2.1 e do Lema 2.2.2 que

|∂kxeijH(t,x)| = |∂kz2(Fj,koH̃)(t, z2)|z2=x|

≤ k!

rk

k∑
p=0

jp

p!
(C̃r)p

≤ k!

rk
jk(C̃r)k2k = k!(2C̃j)k,

∀ (t, x) ∈ [0, 2π]2,∀ k ∈ Z+, onde na última desigualdade estamos supondo, sem

perda de generalidade, que C̃r > 1. �

Lema 2.2.3 Sejam ϕj e H como no Lema 2.2.1. Então dado ε′ > 0 existe uma

constante C = C(ε′) > 0 tal que

(ϕjoH)(t, .)e−
ε′
2
j1/s ∈ Gs,C

2π (R), isto é,

|∂kx(ϕjoH)(t, x)|e−
ε′
2
j1/s ≤ Ck+1(k!)s, ∀ (t, x) ∈ [0, 2π]2,

∀ j = 1, 2, ..., ∀ k = 0, 1, 2, ....

Demonstração: Pelo Lema 2.2.1 temos que

∂kx(ϕjoH)(t, x) = ∂kz2(Fj,koH̃)(t, x).

Seja ε′ > 0 dado. Logo, pelo Lema 2.2.2 temos:

|∂kx(ϕjoH)(t, x)|e−
ε′
2
j1/s ≤ k!

rk

k∑
p=0

jp

p!
(C̃r)pe−

ε′
2
j1/s

≤ k!

rk
(C̃r)k

k∑
p=0

jp

p!
e−

ε′
2
j1/s

.

Isso é verdadeiro pois, podemos tomar C̃ > 1 de forma que C̃r > 1. Para o ε′

dado acima existe Cε′ > 0 tal que jpe−
ε′
2
j1/s ≤ Cε′

p(p!)s para todo j = 1, 2, ...,
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(ver Lema 3.0.12). Sem perda de generalidade podemos supor Cε′ > 1. Assim

|∂kx(ϕjoH)(t, x)|e−
ε′
2
j1/s ≤ k!C̃k

k∑
p=0

1

p!
Cp
ε′(p!)

s = k!C̃k

k∑
p=0

Cp
ε′(p!)

s−1

≤ k!C̃k

k∑
p=0

Cp
ε′(k!)

s−1 = (k!)sC̃k

k∑
p=0

Cp
ε′

≤ (k!)sC̃kCk
ε′

k∑
p=0

1

≤ (k!)sC̃kCk
ε′2

k = Ck(k!)s ≤ Ck+1(k!)s,

onde C = 2C̃Cε′ �

Um outro resultado que precisaremos é dado por:

Existe C1 > 0 tal que

|1− eijc02π|−1 ≤ C1 < +∞, j = 1, 2, ..., (2.2.32)

(ver Lema 3.0.11).

Estamos, agora, prontos para provar a estimativa (2.2.23).

Para 0 ≤ t, x ≤ 2π e j ∈ Z∗
+, utilizando (2.2.18), (2.2.24), (2.2.32) e o Lema

2.2.3 temos para H(t, x) = c0t− c̃(x− t) + c̃(x), que existem ε > 0 e C3 > 0 tais

que:

∣∣∣∣ dkdxk ûj(x)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(1− eijc02π)−1

∫ 2π

0

∂kx [e
ijH(t,x)f̂j(x− t)]dt

∣∣∣∣
≤ C1

∫ 2π

0

|∂kx(eijH(t,x)f̂j(x− t))|dt

= C1

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
k∑

m=0

(
k

m

)
(∂mx e

ijH(t,x))(∂k−mx f̂j(x− t))

∣∣∣∣∣ dt

≤ C1

∫ 2π

0

k∑
m=0

(
k

m

)
|∂mx eijH(t,x)|Ck−m+1

f [(k −m)!]se−ε|j|
1
s dt

= C1

∫ 2π

0

k∑
m=0

k!

m!(k −m)!
|∂mx eijH(t,x)|e−

ε
2
|j|

1
sCk−m+1

f [(k −m)!]se−
ε
2
|j|

1
s dt

≤ 2πC1

k∑
m=0

(k!)s

(m!)s[(k −m)!]s
Cm+1(m!)sCk−m+1

f [(k −m)!]se−
ε
2
|j|

1
s
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Seja C2 = max{C,Cf} assim∣∣∣∣ dkdxk ûj(x)
∣∣∣∣ ≤ 2πC1(k!)

se−
ε
2
|j|

1
s

k∑
m=0

Cm+1
2 Ck−m+1

2 ≤ 2πC1(k!)
se−

ε
2
|j|

1
sCk+2

2 2k

= 2πC1(k!)
se−

ε
2
|j|

1
s (2C2)

kC2
2

≤ Ck+1
3 (k!)se−

ε
2
|j|

1
s ,

sendo C3 = max{2πC1C
2
2 , 2C2}. Note que C3 depende de ε.

Para j ∈ Z∗
− de modo análogo ao feito acima, (2.2.19) permite-nos provar

que existem constantes C > 0 e ε > 0 tais que∣∣∣∣ dkdxk ûj(x)
∣∣∣∣ ≤ Ck+1(k!)se−ε|j|

1/s

,∀ k ∈ Z+,∀ j ∈ Z∗
−,∀x ∈ [0, 2π]. (2.2.33)

Conclúımos assim que

v(x, y) =
∑
j∈Z
j 6=0

ûj(x)e
ijy ∈ Gs

2π(R2).

Como û0(x) ∈ Gs
2π(R) podemos concluir que u(x, y) = û0(x)+v(x, y) ∈ Gs

2π(R2).�

2.3 Condições Necessárias e Suficientes para que

P = ∂x − c(x)∂y seja Globalmente Gs Hipo-

eĺıtico em R2

Nesta seção provaremos o resultado principal desta caṕıtulo, o qual apre-

senta uma condição necessária e suficiente para que o operador P = ∂x − c(x)∂y,

com c ∈ Cω2π(R), seja globalmente Gs hipoeĺıtico em R2.

Teorema 2.3.1 Sejam c ∈ Cω2π(R) com c(x) = a(x) + ib(x) e P = ∂x − c(x)∂y.

(i) Seja s ≥ 1. Se b é identicamente nula o operador P é (GGsH) em R2 se,

e somente se, o número

a0 =
1

2π

∫ 2π

0

a(s)ds

não é Liouville exponencial com expoente s ≥ 1.
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(ii) Seja s > 1. Se b não é identicamente nula o operador P é (GGsH) em R2

se, e somente se, b não muda de sinal.

Demonstração:

Prova de (i):

Como b ≡ 0, temos P = ∂x − a(x)∂y.

O objetivo agora é utilizarmos o automorfismo S definido no Lema abaixo

no estudo da Gs hipoeliticidade global de P , ou seja, através de uma conjugação

reduziremos tal estudo para o da Gs hipoeliticidade global de um operador com

coeficientes constantes.

Lema 2.3.1 Seja

S : D′
s,2π(R2) −→ D′

s,2π(R2)

u 7−→ Su = v

sendo

v(x, y) =
∑
j∈Z

v̂j(x)e
ijy com v̂j(x) = ûj(x)e

−ijÃ(x)

e Ã(x) =

∫ x

0

a(s)ds− a0x, a0 =
1

2π

∫ 2π

0

a(s)ds

e ûj é o j-ésimo coeficiente parcial de Fourier de u. Então S é um automorfismo

em D′
s,2π(R2).

Segue do Lema 2.2.3, com H(t, x) = −Ã(x), que dado ε > 0 existe Cε > 0

tal que ∣∣∣∣ dkdxk e−ijÃ(x)

∣∣∣∣ e− ε
4
|j|1/s ≤ Ck

ε (k!)
s, (2.3.34)

∀ x ∈ [0, 2π], j ∈ Z, k = 0, 1, 2....

Notemos que dados hl > 0, ε > 0 e ϕ ∈ Gs,hl
2π (R), temos para k ∈ Z+:∣∣∣∣ dkdxk (e−ijÃ(x)e−

ε
4
|j|

1
sϕ(x)

)∣∣∣∣ ≤ k∑
m=0

(
k

m

) ∣∣∣∣ dmdxm e−ijÃ(x)e−
ε
4
|j|

1
s

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ dk−mdxk−m
ϕ(x)

∣∣∣∣
≤

k∑
m=0

(
k

m

)s
Cε

m(m!)s||ϕ||s,hl
(hl)

k−m[(k −m)!]s (2.3.35)

≤ (k!)s||ϕ||s,hl
C̃k
ε,hl
,
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onde Cε,hl
= max{Cε, hl, 1} e C̃ε,hl

= 2Cε,hl
. Na penúltima desigualdade usamos

(2.3.34) e o fato de ϕ ∈ Gs
2π(R).

Lembremos também que existe C̄ε > 0 tal que

|j|pe−
ε
4
|j|

1
s ≤ (C̄ε)

p(p!)s, ∀ j ∈ Z, ∀ p ∈ Z+. (2.3.36)

Definimos δ =
(
max{C̃ε,hl

, C̄ε}
)−1

> 0.

Mostremos agora que a aplicação S do Lema 2.3.1 está bem definida, ou

seja,

v(x, y) =
∑
j∈Z

v̂j(x)e
ijy com v̂j(x) = e−ijÃ(x)ûj(x)

pertence a D′
s,2π(R2).

Pelo Teorema 1.12.2 basta mostrarmos que: dados ε > 0 e hl > 0 existe

Cε,hl
> 0 tal que

| < v̂j(x), ϕ(x) > | ≤ Cε,hl
||ϕ||s,hl

eε|j|
1
s , ∀ j ∈ Z, ∀ ϕ ∈ Gs,hl

2π (R).

Para isto sejam ε > 0 e hl > 0 dados e seja ϕ ∈ Gs,hl
2π (R). Como u ∈

D′
s,2π(R2) para o δ dado acima, existe Cδ > 0 tal que (ver Teo 1.8.1)

| < v̂j(x), ϕ(x) > | = | < e−ijÃ(x)ûj(x), ϕ(x) > |

= | < ûj(x), e
−ijÃ(x)ϕ(x) > |

=
1

2π
| < u(x, y), ϕ(x)e−ijÃ(x)e−ijy > | (2.3.37)

≤ 1

2π
Cδ sup

(x,y)∈[0,2π]2
sup
α∈Z2

+

∣∣∣∂α (ϕ(x)e−ijÃ(x)e−ijy
)∣∣∣ δ|α|(α!)−s

=
1

2π
Cδ sup

(x,y)∈[0,2π]2
sup
k∈Z+
m∈Z+

∣∣∣∂kx (ϕ(x)e−ijÃ(x)
)
∂my e

−ijy
∣∣∣ δk+m(k!)−s(m!)−s.

Para (x, y) ∈ [0, 2π]2 e (k,m) ∈ Z2
+ arbitrários, temos por (2.3.35) e (2.3.36)∣∣∣∂kx (ϕ(x)e−ijÃ(x)

)∣∣∣ ∣∣∂my e−ijy∣∣ δk+m(k!)−s(m!)−s

≤ |j|m
∣∣∣∂kx (ϕ(x)e−ijÃ(x)

)∣∣∣ δk+m(k!)−s(m!)−s

= |j|me−
ε
4
|j|

1
s

∣∣∣∂kx (ϕ(x)e−ijÃ(x)e−
ε
4
|j|

1
s

)∣∣∣ δk+m(k!)−s(m!)−se
ε
2
|j|

1
s

≤ C̄m
ε (m!)s(k!)s||ϕ||s,hl

C̃k
ε,hl
δk+m(k!)−s(m!)−se

ε
2
|j|

1
s (2.3.38)

≤
(
max{C̄ε, C̃ε,hl

}
)k+m

δk+m||ϕ||s,hl
e

ε
2
|j|

1
s

= ||ϕ||s,hl
e

ε
2
|j|

1
s .
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Logo,

sup
(x,y)∈[0,2π]2

sup
k∈Z+
m∈Z+

{∣∣∣∂kx (ϕ(x)e−ijÃ(x)
)
∂my e

−ijy
∣∣∣ δk+m(k!)−s(m!)−s

}
≤ ||ϕ||s,hl

e
ε
2
|j|

1
s . (2.3.39)

Assim, segue de (2.3.37) e (2.3.39) que

| < v̂j(x), ϕ(x) > | ≤ 1

2π
Cδ||ϕ||s,hl

e
ε
2
|j|

1
s ,

com Cδ = Cδ(ε, hl) > 0. Isto completa a prova que v ∈ D′
s,2π(R2).

Mostremos que S é bijeção. Para isto definimos

H : D′
s,2π(R2) −→ D′

s,2π(R2)

v 7−→ Hv = u

onde

u(x, y) =
∑
j∈Z

ûj(x)e
ijy

com

ûj(x) = v̂j(x)e
ijÃ(x).

De modo análogo ao feito para S temos que H está bem definido.

Facilmente verifica-se que: HoS = I e SoH = I. Portanto S é automorfis-

mo. �

Lema 2.3.2 Seja S como no Lema anterior. Então S restrito a Gs
2π(R2) é au-

tomorfismo.

Demonstração: Temos que

S : Gs
2π(R2) −→ Gs

2π(R2)

u 7−→ Su = v

sendo

v(x, y) =
∑
j∈Z

v̂j(x)e
ijy com v̂j(x) = ûj(x)e

−ijÃ(x),
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e ûj(x) é o j-ésimo coeficiente parcial de Fourier de u. Para mostrar que S está

bem definido precisamos mostrar, (ver Teorema 1.11.2), que existem C > 0 e

ε′ > 0 tais que∣∣∣∣ dkdxk v̂j(x)
∣∣∣∣ ≤ Ck+1(k!)se−ε

′|j|1/s

, ∀ k = 0, 1, 2, ..., ∀ x ∈ [0, 2π],∀ j ∈ Z.

Usando Leibniz obtemos∣∣∣∣ dkdxk v̂j(x)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ dkdxk (ûj(x)e−ijÃ(x)
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
k∑

m=0

(
k

m

)
dm

dxm
ûj(x)

dk−m

dxk−m
e−ijÃ(x)

∣∣∣∣∣
≤

k∑
m=0

(
k

m

) ∣∣∣∣ dmdxm ûj(x)
∣∣∣∣ ∣∣∣∣ dk−mdxk−m

e−ijÃ(x)

∣∣∣∣ . (2.3.40)

Como u ∈ Gs
2π(R2) segue do Teorema 1.11.1 que existem ε > 0 e uma constante

Cu = C(u) > 0 tais que∣∣∣∣ dmdxm ûj(x)
∣∣∣∣ ≤ Cu

m+1(m!)se−ε|j|
1
s ,∀ m ∈ Z+, ∀ j ∈ Z,∀ x ∈ [0, 2π].

Segue disto, de (2.3.40) e de (2.3.34) que∣∣∣∣ dkdxk v̂j(x)
∣∣∣∣ ≤

k∑
m=0

(
k

m

)
Cm+1
u (m!)se−

ε
2
|j|1/s

∣∣∣∣ dk−mdxk−m
e−ijÃ(x)

∣∣∣∣ e− ε
2
|j|1/s

≤
k∑

m=0

(
k

m

)
Cm+1
u (m!)se−

ε
2
|j|1/s

Ck−m
ε [(k −m)!]s

≤
k∑

m=0

(k!)s

(m!)s[(k −m)!]s
CuCu

mCε
k−m(m!)s[(k −m)!]se−

ε
2
|j|1/s

≤ (k!)sCuC
ke−

ε
2
|j|1/s

k∑
m=0

1

≤ (k!)sCuC
ke−

ε
2
|j|1/s

2k

= (k!)sCu(2C)ke−
ε
2
|j|1/s

≤ C̃k+1(k!)se−
ε
2
|j|1/s

,

onde C = max{Cu, Cε, 1} e C̃ = max{Cu, 2C}.

Logo S|Gs
2π(R2)

está bem definida. E, obviamente, continua sendo bijetora.

Portanto S|Gs
2π(R2)

é automorfismo. �

Lema 2.3.3 Vale a seguinte conjugação

SPS−1 = P̃
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onde

P̃ = ∂x − a0∂y.

Demonstração: Seja u ∈ D′
s,2π(R2), com S−1u = v, então

PS−1u = ∂xv − a(x)∂yv

= ∂x

(∑
j∈Z

v̂j(x)e
ijy

)
− a(x)∂y

(∑
j∈Z

v̂j(x)e
ijy

)
.

Utilizando o Lema 3.0.5 do Apêndice, temos então que

PS−1u =
∑
j∈Z

(∂xv̂j(x)− ija(x)v̂j(x))e
ijy

=
∑
j∈Z

[
∂x(ûj(x)e

ijÃ(x))− ija(x)ûj(x)e
ijÃ(x)

]
eijy

=
∑
j∈Z

[∂xûj(x)− ija0ûj(x)] e
ijÃ(x)eijy

=
∑
j∈Z

(̂P̃ u)j(x)e
ijÃ(x)eijy

= S−1(P̃ u),

ou seja, SPS−1 = P̃ . �

Lema 2.3.4 Se P = ∂x−a(x)∂y, com a real, então P é globalmente Gs hipoeĺıtico

em R2 se, e somente se, P̃ o é.

Demonstração: Suponhamos que P é globalmente Gs hipoeĺıtico em R2.

Seja v ∈ D′
s,2π(R2) tal que P̃ v = f ∈ Gs

2π(R2). Pelo Lema 2.3.3, temos

f = P̃ v = (SPS−1)v = SPu, com u = S−1v.

Assim,

Pu = S−1f = g ∈ Gs
2π(R2),

pois S é um automorfismo em Gs
2π(R2). Como P é globalmente Gs hipoeĺıtico

em R2, temos que u ∈ Gs
2π(R2).

Como v = Su, então v ∈ Gs
2π(R2), ou seja, P̃ é globalmente Gs hipoeĺıtico

em R2.

De modo análogo mostra-se a outra implicação. �

Para finalizar a demonstração da parte (i) do Teorema 2.3.1 basta obser-

varmos que o Lema 2.3.4 e o Teorema 2.1.2 implicam o desejado. �
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Prova de (ii):

Necessidade: A prova será feita pela contrapositiva.

Suponhamos que b(x) muda de sinal.

Vamos mostrar que P não é globalmente Gs hipoeĺıtico em R2 exibindo

u ∈ D′
s,2π(R2) \Gs

2π(R2) tal que Pu ∈ Gs
2π(R2).

Como c ∈ Cω2π(R), fazendo a mudança de variáveis x′ = x e y′ = −y, se

necessária, podemos supor que existe p ∈ (0, 2π) e δ > 0 tal que b(p) = 0,

b(x) < 0, para x ∈ (p−δ, p), b(x) > 0 para x ∈ (p, p+δ) e além disso (p−δ, p+δ) ⊂

(0, 2π).

Assim, se

C(x) =

∫ x

p

c(s)ds,

temos

=(C(x)) =

∫ x

p

b(s)ds > 0 em 0 < |x− p| < δ.

Seja v(x, y) = ei(C(x)+y) definida em W = (p − δ, p + δ) × R. Observemos

que v ∈ Cω(W ) e é 2π-periódica na variável y; além disso temos:

Pv = 0 em W e |v(x, y)| = e−=(C(x)) ≤ 1,∀ (x, y) ∈ W.

Então definimos v](x, y) =
√

1− v(x, y), onde o ramo da função

ξ 7−→
√

1− ξ está definido no plano complexo após a remoção do raio

{x ∈ R;x ≥ 1}. Como v(x, y) = 1 para x = p e y = 2kπ, k ∈ Z a função v] é

apenas cont́ınua em W .

Seja θ ∈ Gs
c((0, 2π)), onde θ ≡ 1 em

[
p− δ

3
, p+ δ

3

]
e θ ≡ 0 em (0, p− 2δ

3
)∪

(p+ 2δ
3
, 2π). Notemos que o supp(θ) ⊂

[
p− 2δ

3
, p+ 2δ

3

]
. Como exemplo considere

a seguinte função:

gs(t) =

 e−1/t
1

s−1
se t > 0

0 se t ≤ 0

para s > 1.

Temos que existe C > 0 tal que |g(k)
s (t)| ≤ Ck(k!)s, ∀ t ∈ R, ∀ k ∈ Z+, ou

seja, gs ∈ Gs(R). (?)

Seja

hs(t) = gs

(
p− δ

3
− t

)
· gs
(
t−
(
p− 2

3
δ

))
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Segue de (?) que hs ∈ Gs(R). Seja A =

∫ p− δ
3

p− 2
3
δ

hs(t)dt, observemos que A < +∞.

Sejam

ϕ1(x) =
1

A

∫ x

−∞
hs(t)dt e ϕ2(x) = ϕ1(2p− x).

Temos que ϕi ∈ Gs(R), i = 1, 2.

Seja

θ(x) = ϕ1(x)ϕ2(x).

Afirmamos que supp(θ) ⊂ [p − 2
3
δ, p + 2

3
δ] e θ ≡ 1 em [p − δ

3
, p + δ

3
], além disso,

θ ∈ Gs(R).

Assim, definindo χ(x) = θ(x), para 0 ≤ x < 2π

χ(x+ 2π) = χ(x), para x ∈ R

temos χ ∈ Gs
2π(R).

Seja u](x, y) = χ(x)v](x, y) para (x, y) ∈ [0, 2π]× R.

Como v] é 2π-periódica na variável y temos que u] também o é.

Definindo u(x, y) = u](x, y), se (x, y) ∈ [0, 2π]× R;

u(x+ 2π, y) = u(x, y), ∀ (x, y) ∈ R2.

temos u 2π-periódica em R2.

Como numa vizinhança dos pontos da forma (p, 2kπ), k ∈ Z, u] é igual a

v] temos que u ∈ C0
2π(R2) \ C∞2π(R2), logo u 6∈ Gs

2π(R2). Assim, u ∈ D′
s,2π(R2) \

Gs
2π(R2). (Aqui estamos identificando u com a distribuição Tu associada a função

u, ver Exemplo 1.8.1).

Mostremos agora que Pu ∈ Gs
2π(R2).

Para ϕ ∈ Gs
2π(R2), temos
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〈Pu(x, y), ϕ(x, y)〉 =< u,−Pϕ >

= −
∫ 2π

0

∫ 2π

0

u(x, y)Pϕ(x, y)dxdy = −
∫ 2π

0

∫ 2π

0

u](x, y)Pϕ(x, y)dxdy

= −
∫ 2π

0

∫ 2π

0

χ(x)v](x, y)Pϕ(x, y)dxdy

= −
∫ p+ 2

3
δ

p− 2
3
δ

∫ 2π

0

v](x, y) (P (χ(x)ϕ(x, y))− χ′(x)ϕ(x, y)) dydx

= −
∫ p+ 2

3
δ

p− 2
3
δ

∫ 2π

0

v](x, y)P (χ(x)ϕ(x, y))dydx

+

∫ p+ 2
3
δ

p− 2
3
δ

∫ 2π

0

v](x, y)χ′(x)ϕ(x, y)dydx

= −
∫ p+ 2

3
δ

p− 2
3
δ

∫ 2π

0

v](x, y)P (χ(x)ϕ(x, y))dydx

+

∫ 2π

0

∫ 2π

0

v](x, y)χ′(x)ϕ(x, y)dydx

= −I +
〈
χ′(x)v](x, y), ϕ(x, y)

〉
, (2.3.41)

onde

I =

∫ p+ 2
3
δ

p− 2
3
δ

∫ 2π

0

v](x, y)P (χ(x)ϕ(x, y))dydx

Vamos agora analisar I.

Para 0 < ε <
δ

3
, temos

I =

∫ p−ε

p− 2
3
δ

∫ 2π

0

v]P (χϕ)dydx+

∫ p+ε

p−ε

∫ 2π

0

v]P (χϕ)dydx

+

∫ p+ 2
3
δ

p+ε

∫ 2π

0

v]P (χϕ)dydx = I1 + I2 + I3.

onde

I1 =

∫ p−ε

p− 2
3
δ

∫ 2π

0

v]P (χϕ)dydx,

I2 =

∫ p+ε

p−ε

∫ 2π

0

v]P (χϕ)dydx,

I3 =

∫ p+ 2
3
δ

p+ε

∫ 2π

0

v]P (χϕ)dydx.

Usando o Teorema de Fubini e integração por partes obtemos

I1 =

∫ p−ε

p− 2
3
δ

∫ 2π

0

v]P (χϕ)dydx

=

∫ p−ε

p− 2
3
δ

∫ 2π

0

v]∂x(χϕ)dydx−
∫ p−ε

p− 2
3
δ

∫ 2π

0

v]c(x)∂y(χϕ)dydx
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=

∫ 2π

0

(
[v]χϕ]

∣∣∣∣x=p−ε
x=p− 2

3
δ

− χϕ∂xv
]dx

)
dy

−
∫ p−ε

p− 2
3
δ

([
v]c(x)χϕ

] ∣∣∣∣y=2π

y=0

−
∫ 2π

0

χϕc(x)∂yv
]dy

)
dx

=

∫ 2π

0

v](p− ε, y)ϕ(p− ε, y)dy −
∫ 2π

0

∫ p−ε

p− 2
3
δ

χϕ∂xv
]dxdy

+

∫ p−ε

p− 2
3
δ

∫ 2π

0

χϕc(x)∂yv
]dydx

=

∫ 2π

0

v](p− ε, y)ϕ(p− ε, y)dy −
∫ 2π

0

∫ p−ε

p− 2
3
δ

χϕ (∂x − c(x)∂y) v
]dxdy

=

∫ 2π

0

v](p− ε, y)ϕ(p− ε, y)dy −
∫ 2π

0

∫ p−ε

p− 2
3
δ

χϕ
(
Pv]

)
dxdy.

De modo análogo temos

I3 = −
∫ 2π

0

v](p+ ε, y)ϕ(p+ ε, y)dy −
∫ 2π

0

∫ p+ 2
3
δ

p+ε

χϕ
(
Pv]

)
dxdy.

Logo,

I1 + I3 =

∫ 2π

0

v](p− ε, y)ϕ(p− ε, y)dy −
∫ 2π

0

∫ p−ε

p− 2
3
δ

χϕ
(
Pv]

)
dxdy

−
∫ 2π

0

v](p+ ε, y)ϕ(p+ ε, y)dy −
∫ 2π

0

∫ p+ 2
3
δ

p+ε

χϕ
(
Pv]

)
dxdy

=

∫ 2π

0

(
v](p− ε, y)ϕ(p− ε, y)− v](p+ ε, y)ϕ(p+ ε, y)

)
dy

.
= g(ε),

pois em [p− 2
3
δ, p− ε]× [0, 2π] ∪ [p+ ε, p+ 2

3
δ]× [0, 2π] v] é C∞ e Pv] = 0.

Notemos que

lim
ε→0

g(ε) = lim
ε→0

∫ 2π

0

v](p− ε, y)ϕ(p− ε, y)− v](p+ ε, y)ϕ(p+ ε, y)dy

=

∫ 2π

0

lim
ε→0

v](p− ε, y)ϕ(p− ε, y)− lim
ε→0

v](p+ ε, y)ϕ(p+ ε, y)dy

=

∫ 2π

0

v](p, y)ϕ(p, y)− v](p, y)ϕ(p, y)dy = 0.

Analisemos agora I2.

Como v]P (χϕ) é limitada em [p− ε, p+ ε]× [0, 2π], temos

|I2| =
∣∣∣∣∫ p+ε

p−ε

∫ 2π

0

v]P (χϕ)dydx

∣∣∣∣ ≤ ∫ p+ε

p−ε

∫ 2π

0

∣∣v]P (χϕ)
∣∣ dydx ≤ εC.
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Como

I = I1 + I2 + I3 = g(ε) + I2,

temos

|I| = |g(ε) + I2| ≤ |g(ε)|+ |I2| ≤ |g(ε)|+ εC, ∀ ε ∈
(

0,
δ

3

)
.

Logo

lim
ε→0

|I| ≤ lim
ε→0

|g(ε)|+ lim
ε→0

εC = 0.

Então,

|I| ≤ 0 e portanto I = 0. (2.3.42)

Segue de (2.3.41) e (2.3.42) que

< Pu, ϕ >=< χ′v], ϕ >, ∀ ϕ ∈ Gs
2π(R2).

Para finalizarmos a demonstração resta mostrar que χ′v] ∈ Gs
2π(R2).

Observemos que χ′(x)v](x, y) ≡ 0 em
[
0, p− 2δ

3

)
× [0, 2π]∪ (p− δ

3
, p+ δ

3
)×

[0, 2π] ∪
(
p+ 2δ

3
, 2π
]
× [0, 2π].

Seja K o seguinte compacto contido em [0, 2π]2:

K =

[
p− 5δ

6
, p− δ

6

]
× [0, 2π] ∪

[
p+

δ

6
, p+

5δ

6

]
× [0, 2π].

Assim, para obtermos as estimativas para provar que χ′(x)v](x, y) ∈ Gs
2π(R2)

basta obter estas estimativas para (x, y) ∈ K.

Notando que v] é anaĺıtica num aberto que contém K e que χ pertence a

Gs
2π(R) podemos concluir o desejado.

Em resumo constrúımos u ∈ D′
s,2π(R2) \Gs

2π(R2) tal que Pu ∈ Gs
2π(R2), ou

seja, mostramos que P não é globalmente Gs hipoeĺıtico no R2. �

Suficiência: Suponhamos agora que b(x) não muda de sinal e não é iden-

ticamente nula. Precisamos mostrar que P é globalmente Gs hipoeĺıtico em R2.

Porém isso é o Teorema 2.2.1 que já foi demonstrado. �
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Lema 3.0.5 Seja Q = ∂x − c(x)∂y, c ∈ Cω2π(R). Então Q : D′
s,2π(R2) −→

D′
s,2π(R2) é cont́ınuo.

Demonstração: Seja Tn −→ 0 em D′
s,2π(R2), Tn ∈ D′

s,2π(R2), n = 1, 2, ..., ou seja,

< Tn, ψ >−→ 0,∀ ψ ∈ Gs
2π(R2). Então para ϕ ∈ Gs

2π(R2) arbitrária, temos:

< Q(Tn), ϕ >=< Tn, Q
t ϕ >=< Tn,−Qϕ >

Como Gs
2π(R2) é um anel em relação ao produto e fechado para diferenciação

conclúımos que −Qϕ ∈ Gs
2π(R2). Assim < Tn,−Qϕ >−→ 0, quando n −→ ∞.

∴ Q é cont́ınuo. �

Lema 3.0.6 A regra de Leibniz para a derivada do produto de duas funções se

mantém quando um dos fatores é uma ultradistribuição Gevrey.

Demonstração: Sejam u ∈ D′
s,2π(Rn), f ∈ Gs

2π(Rn) e φ ∈ Gs
2π(Rn) arbitrárias.

<
∂

∂xj
(fu), φ >= − < fu,

∂φ

∂xj
>= − < u, f

∂φ

∂xj
> .

Como ∂
∂xj

(fφ) = ∂f
∂xj
φ+ f ∂φ

∂xj
, então f ∂φ

∂xj
= ∂

∂xj
(fφ)− ∂f

∂xj
φ. Assim

− < u, f
∂φ

∂xj
> = − < u,

∂

∂xj
(fφ)− ∂f

∂xj
φ >

= − < u,
∂

∂xj
(fφ) > + < u,

∂f

∂xj
φ >

= <
∂u

∂xj
, fφ > + <

∂f

∂xj
u, φ >

= < f
∂u

∂xj
+
∂f

∂xj
u, φ > .

46
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Portanto ∂
∂xj

(fu) = f ∂u
∂xj

+ ∂f
∂xj
u �

Lema 3.0.7 Consideremos as equações

d

dx
u(x)− b(x)u(x) = g(x) (3.0.1)(

d

dx
− b0

)
(e−B(x)u(x)) = e−B(x)g(x) (3.0.2)

sendo u ∈ D′
s,2π(R), b ∈ Cω2π(R), g ∈ Gs

2π(R) e

B(x) =

∫ x

0

b(t)dt− b0x, b0 =
1

2π

∫ 2π

0

b(t)dt

Então (3.0.1) e (3.0.2) são equivalentes.

Demonstração: Temos que B : R −→ C pertence Cω2π(R), e ez, z ∈ C é anaĺıtica

para qualquer z ∈ C. Logo eB(x) ∈ Cω2π(R) ⊂ Gs
2π(R). Assim e−B(x)u(x) está bem

definido.

Mostremos, agora, que (3.0.1) é equivalente a (3.0.2).

Para ϕ ∈ Gs
2π(R) arbitrária, temos

<

(
d

dx
− b0

)
(e−B(x)u(x)), ϕ >=<

d

dx
(e−B(x)u(x))− b0e

−B(x)u(x), ϕ >=

< (−b(x) + b0)e
−B(x)u(x) + e−B(x) d

dx
u(x), ϕ > − < b0e

−B(x)u(x), ϕ >=

< −b(x)e−B(x)u(x) + e−B(x) d

dx
u(x), ϕ >=< e−B(x)

(
d

dx
u(x)− b(x)u(x)

)
, ϕ >=

< e−B(x)

(
d

dx
− b(x)

)
u(x), ϕ > (3.0.3)

Suponhamos que u seja solução de (3.0.1). Então por (3.0.3) temos;

<

(
d

dx
− b0

)
(e−B(x)u(x)), ϕ >=< e−B(x)g(x), ϕ >,

ou seja, e−B(x)u(x) é solução de (3.0.2).

Agora suponhamos que w ∈ D′
s,2π(R) seja solução de (3.0.2), utilizando

(3.0.3) obtemos:

< e−B(x)g(x), ϕ > = <

(
d

dx
− b0

)
w(x), ϕ >

= <

(
d

dx
− b0

)(
e−B(x)

(
eB(x)w(x)

))
, ϕ > .
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Seja v(x) = eB(x)w(x) ∈ D′
s,2π(R). Assim por (3.0.3)

<

(
d

dx
− b0

)
(e−B(x)v(x)), ϕ > = < e−B(x)

(
d

dx
− b(x)

)
v(x), ϕ >

= < e−B(x)

(
d

dx
− b(x)

)
eB(x)w(x), ϕ > .

Portanto, (
d

dx
− b(x)

)
eB(x)w(x) = g(x),

ou seja, eB(x)w(x) é solução de (3.0.1). �

A partir de agora faremos estudos de equações do tipo

(
d

dx
+ λ

)
u(x) =

g(x), onde λ ∈ C, u ∈ D′
s,2π(R) e g ∈ Gs

2π(R). No entanto, pelo Exemplo 2.1.1

temos que L =
d

dx
+ λ é globalmente Gs hipoeĺıtico na reta. E assim, temos que

u ∈ Gs
2π(R). Logo, consideraremos u ∈ Gs

2π(R).

Lema 3.0.8

(i) Se u ∈ Gs
2π(R) e u′ = 0. Então u = cte.

(ii) Sejam u e g ∈ Gs
2π(R) com

∫ 2π

0

g(t)dt = 0 tal que

u′ = g (3.0.4)

então

u = c+

∫ x

0

g(t)dt, (3.0.5)

sendo c uma constante.

Demonstração (i): De fato, como u ∈ Gs
2π(R) podemos expressar u através de

sua série de Fourier:

u(x) =
∑
ξ∈Z

û(ξ)eixξ. (3.0.6)

Assim
d

dx
u(x) =

d

dx

(∑
ξ∈Z

û(ξ)eixξ

)
=
∑
ξ∈Z

û(ξ)iξeixξ = 0

Pela unicidade dos coeficientes de Fourier de u temos û(ξ)iξ = 0,∀ ξ ∈ Z, ou

seja, û(ξ) = 0,∀ ξ ∈ Z \ {0}. Desta forma

u(x) =
∑
ξ∈Z

û(ξ)eixξ = û(0)eix0 = û(0) = cte.
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Demonstração (ii): Sejam u1 e u2 pertencentes a Gs
2π(R) soluções de (3.0.4) e seja

ϕ ∈ Gs
2π(R) arbitrária. Então

(u1 − u2)
′ = u′1 − u′2 = g − g = 0.

Assim conclúımos que

u1 = c+ u2, (3.0.7)

onde c é uma constante arbitrária.

Seja u0(x) =

∫ x

0

g(t)dt. Afirmamos que u0 ∈ Gs
2π(R). Clamente nota-

mos que u0 ∈ C∞(R). Mostremos, agora, que u0 é 2π-periódica. Seja f(x) =∫ x+2π

x

g(t)dt. Temos que

f ′(x) = g(x+ 2π)− g(x) = 0,∀ x ∈ R.

Consequentemente f ≡ cte. Só que f(0) =

∫ 2π

0

g(t)dt = 0, portanto f ≡ 0. Logo

u0(x+ 2π) =

∫ x+2π

0

g(t)dt =

∫ x

0

g(t)dt+

∫ x+2π

x

g(t)dt = u0(x) + 0 = u0(x).

Resta mostrarmos que existem constantes positivas C e h tais que

|u0
(m)(x)| ≤ Chm(m!)s,∀ m ∈ Z+,∀ x ∈ [0, 2π]. Ora, como g ∈ Gs

2π(R) então

existem C1 e h positivos tais que |gm(x)| ≤ C1h
m(m!)s, ∀ x ∈ [0, 2π],∀ m ∈ Z+.

Usando o fato que u0 é 2π-periódica temos que existe C2 > 0 tal que

|u0(x)| ≤ C2,∀ x ∈ R.

Já para m ≥ 1, temos

|um0 (x)| = |gm−1(x)| ≤ C1h
m−1[(m− 1)!]s

≤ C(h1)
m(m!)s,∀ x ∈ [0, 2π],∀ m ∈ Z+,

onde h1 = max{h, 1} e C = max{C1, C2}. Logo u0 ∈ Gs
2π(R).

Temos que u′0(x) = g(x). Se u é uma solução arbitrária de (3.0.4) então por

(3.0.7)

u = c+ u0 = c+

∫ x

0

g(t)dt.

�
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Lema 3.0.9 Se m ∈ Z então a equação

d

dx
u(x) + imu(x) = 0 (3.0.8)

tem uma única solução no espaço Gs
2π(R) dada por:

u(x) = Ce−imx, C ∈ C. (3.0.9)

Demonstração: Com efeito, queremos encontrar u ∈ Gs
2π(R) tal que (3.0.8) seja

satisfeito. Se u ∈ Gs
2π(R) então u(x) =

∑
ξ∈Z

û(ξ)eixξ. Assim

(
d

dx
+ im

)
u(x) =

(
d

dx
+ im

)∑
ξ∈Z

û(ξ)eixξ =
∑
ξ∈Z

(ξ +m)iû(ξ)eixξ. (3.0.10)

Suponhamos que u é solução de (3.0.8). Então
(
d
dx

+ im
)
u(x) = 0, ou seja,∑

ξ∈Z

(ξ +m)iû(ξ)eixξ = 0. Isso implica que

(ξ +m)iû(ξ) = 0,∀ ξ ∈ Z. (3.0.11)

Se ξ 6= −m, então ξ + m 6= 0 e por (3.0.11) temos que û(ξ) = 0, isto é, para

ξ ∈ Z \ {−m}, û(ξ) = 0. Assim, u se reduz:

u(x) =
∑
ξ∈Z

û(ξ)eixξ = û(−m)e−imx,

ou seja, u(x) = Ce−imx. �

Observação 3.0.1 Se substituirmos im,m ∈ Z por λ ∈ C \ iZ, então a única

solução de (3.0.8) em Gs
2π(R) será a função nula.

De fato, se u é solução de (3.0.8) então(
d

dx
+ λ

)
u(x) =

(
d

dx
+ λ

)∑
ξ∈Z

û(ξ)eixξ =
∑
ξ∈Z

(iξ + λ)û(ξ)eixξ = 0.

Assim (iξ + λ)û(ξ) = 0,∀ ξ ∈ Z. Mas, como λ 6∈ iZ, então iξ + λ 6= 0,∀ ξ,

consequentemente û(ξ) = 0,∀ ξ e u se reduz

u(x) =
∑
ξ∈Z

û(ξ)eixξ = 0,∀ x.
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Lema 3.0.10 Seja λ ∈ C e consideremos a equação

d

dx
u(x) + λu(x) = g(x), (3.0.12)

sendo g ∈ Gs
2π(R).

Se λ 6∈ iZ então (3.0.12) admite uma única solução em Gs
2π(R) a qual pode

ser escrita como:

u(x) =
1

1− e−2πλ

∫ 2π

0

e−λsg(x− s)ds, (3.0.13)

ou equivalentemente

u(x) =
1

e2πλ − 1

∫ 2π

0

eλsg(x+ s)ds. (3.0.14)

Se λ ∈ iZ e se

∫ 2π

0

eλsg(s)ds = 0, então uma solução de (3.0.12) em Gs
2π(R) é

dada por

u(x) = e−λx
∫ x

0

eλsg(s)ds. (3.0.15)

Demonstração: Suponhamos que λ 6∈ iZ. Então multiplicando a (3.0.12) por eλx,

obtemos

(eλxu(x))′ = eλxg(x).

Assim pelo Lema (3.0.8(ii))

eλxu(x) = C +

∫ x

0

eλtg(t)dt

e, portanto

u(x) = Ce−λx +

∫ x

0

eλ(t−x)g(t)dt.

Obviamente u ∈ C∞(R), para qualquer C constante. Note que u(0) = C. Agora,

determinaremos C de forma que u(0) = u(2π).

Temos que u(2π) = Ce−λ2π + e−λ2π

∫ 2π

0

eλtg(t)dt. E u(2π) é igual a C se,

e somente se, C = e−λ2π

1−e−λ2π

∫ 2π

0
eλtg(t)dt. Note que 1 − e−λ2π 6= 0, pois λ 6∈ iZ.

Assim

C =
e−λ2π

e−λ2π(eλ2π − 1)

∫ 2π

0

eλtg(t)dt =
1

eλ2π − 1

∫ 2π

0

eλtg(t)dt.

E, portanto

u(x) =
1

eλ2π − 1

∫ 2π

0

eλ(t−x)g(t)dt+

∫ x

0

eλ(t−x)g(t)dt,
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e u(0) = u(2π). Fazendo a mudança de variável s = t− x obtemos

u(x) =
1

e2πλ − 1

∫ 2π−x

−x
eλsg(x+ s)ds+

∫ 0

−x
eλsg(x+ s)ds

=
1

e2πλ − 1

[∫ 2π−x

−x
eλsg(x+ s)ds+ (e2πλ − 1)

∫ 0

−x
eλsg(x+ s)ds

]
=

1

e2πλ − 1

[∫ 0

−x
eλsg(x+ s)ds+

∫ 2π−x

0

eλsg(x+ s)ds

]
+

1

e2πλ − 1

[
e2πλ

∫ 0

−x
eλsg(x+ s)ds−

∫ 0

−x
eλsg(x+ s)ds

]
.

Fazendo a mudança de variáveis r = s+ 2π temos

e2πλ
∫ 0

−x
eλsg(x+ s)ds = e2πλ

∫ 2π

2π−x
eλ(r−2π)g(r − 2π + x)dr

=

∫ 2π

2π−x
eλrg(x+ r)dr.

Assim

u(x) =
1

e2πλ − 1

[∫ 2π−x

0

eλsg(x+ s)ds+

∫ 2π

2π−x
eλsg(x+ s)ds

]
=

1

e2πλ − 1

∫ 2π

0

eλsg(x+ s)ds.

Observemos que o fato de g ser 2π-periódica implica que u também é.

Mostremos agora que

1

e2πλ − 1

∫ 2π

0

eλsg(x+ s)ds =
1

1− e−2πλ

∫ 2π

0

e−λsg(x− s)ds.

Temos que

u(x) =
1

e2πλ − 1

∫ 2π

0

eλsg(x+ s)ds = − 1

e2πλ − 1

∫ −2π

0

e−λrg(x− r)dr

=
1

e2πλ − 1

∫ 0

−2π

e−λrg(x− r)dr

=
1

e2πλ − 1

∫ 2π

0

e−λ(v−2π)g(x− v + 2π)dv

=
1

1− e−2πλ

∫ 2π

0

e−λvg(x− v)dv.

Verificaremos agora a unicidade de solução de (3.0.12).

Suponhamos que u1 e u2 ∈ Gs
2π(R) são soluções de (3.0.12), então u1− u2 é

solução de u′(x) + λu(x) = 0. Então pela observação(3.0.1) conclúımos que

u1 − u2 ≡ 0 e isso implica que u1 ≡ u2.
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Agora, suponhamos que λ ∈ iZ.

Se u é solução de (3.0.12), temos:

(eλxu(x))′ = eλxg(x).

Assim, pelo Lema(3.0.8(ii))

u(x) = Ce−λx + e−λx
∫ x

0

eλtg(t)dt.

Claramente notamos que u ∈ C∞(R). Mostremos que u é 2π-periódica. Temos

que u(0) = C = u(2π).

Resta, agora, verificarmos que u(x) = u(x+ 2π),∀ x ∈ R. De fato,

u(x+ 2π) = eλ(x+2π)

∫ x+2π

0

eλtg(t)dt+ Ce−λ(x+2π)

= e−λx
[∫ x

0

eλtg(t)dt+

∫ x+2π

x

eλtg(t)dt+ C

]
= e−λx

[∫ x

0

eλtg(t)dt+ C

]
= u(x),∀ x ∈ R. (3.0.16)

E assim conclúımos que u é 2π-periódica. Tomando C = 0, obtemos

u(x) = e−λx
∫ x

0

eλtg(t)dt.

�

Lema 3.0.11 Sejam c0, γ ∈ C, onde c0 = a0 + ib0 com b0 > 0 e γ = a1 + ib1.

Para j = 1, 2, ... e λ̃ = (a1 − jb0) + i(b1 + ja0) 6∈ iZ temos

|1− e(γ+ijc0)2π|−1 ≤ C <∞, (3.0.17)

onde C é uma constante positiva.

Demonstração: Dividiremos a análise em 3 casos:

Primeiro caso: j = 0 e a1 6= 0 ou j = 0 e b1 6∈ Z.

Observemos que em qualquer situação acima

|1− eγ2π| = C0 > 0.

Segundo caso: a1 < b0 e j = 1, 2, ...
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Como j = 1, 2, ... temos

jb0 ≥ b0 ⇒ (a1 − jb0)2π ≤ (a1 − b0)2π.

Assim,

e(a1−jb0)2π ≤ e(a1−b0)2π.

Logo,

|1− e(γ+ijc0)2π| ≥ 1− |e(γ+ijc0)2π|

= 1− |e(a1−jb0)2πei(b1+ja0)| = 1− e(a1−jb0)2π

≥ 1− e(a1−b0)2π = C1 > 0.

Terceiro caso: a1 ≥ b0 > 0 e j = 1, 2, ...

Seja j0 =
[
a1

b0

]
. Para j ≥ j0 + 1, temos b0 j2π ≥ b0(j0 + 1)2π e isso implica

que a1 − b0j2π ≤ [a1 − b0(j0 + 1)]2π. Assim,

ea1−b0j2π ≤ e[a1−b0(j0+1)]2π.

Logo,

|1− e(γ+ijc0)2π| ≥ 1− e(a1−jb0)2π

≥ 1− e[a1−b0(j0+1)]2π = C2 > 0.

Se j = j0 e j0 = a1

b0
então λ̃ 6∈ iZ se, e somente se, b1 + j0b0 6∈ Z. Logo

|1− e(γ+ijc0)2π| = |1− ei(b1+ja0)2π|

≥ |1− cos[(b1 + j0a0)2π]− sen[(b1 + j0a0)2π]|

≥ |1− cos[(b1 + j0a0)2π]| = C3 > 0.

Se j = j0 e j0 >
a1

b0
temos λ̃ 6∈ iZ. Assim

|1− e(γ+ijc0)2π| ≥ 1− e(a1−j0b0)2π = C4 > 0.

Para j ≤ j0 − 1, temos que 1− e(γ+ijc0) 6= 0. Logo,

|1− e(γ+ijc0)2π| ≥ min{|1− e(γ+ijc0)2π|; j = 1, ..., j0 − 1} = C5 > 0.

Assim, tomando C−1 = min{C0, C1, C2, C3, C4, C5} temos

|1− e(γ + ijc0)2π|
−1 ≤ C, para j ∈ Z+. �
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Lema 3.0.12 Dado ε > 0, existe Cε > 0 tal que

|ξ||α|e−
ε
2
|ξ|

1
s ≤ C |α|

ε (α!)s,∀ ξ ∈ Zn, ∀ α ∈ Zn
+.

Demonstração: Usaremos (1.2.3), (1.2.10).

Seja ε > 0. Consideremos a função f(t) = t|α|e−
ε
2
t
1
s definida em R+. Temos

que t0 =
(

2s
ε
|α|
)s

é o ponto de máximo da função f . Assim f(t) ≤ f(t0),∀ t ∈ R+,

ou seja,

f(t) = t|α|e−
ε
2
t
1
s ≤

[(
2s

ε
|α|
)s]|α|

e−
ε
2(

2s|α|
ε )

1
s

≤
[(

2s

ε

)s]|α| (
|α||α|

)s
≤

[(
2s

ε

)s]|α| (
e|α||α|!

)s ≤ [(2s

ε

)s]|α| (
e|α|n|α|α!

)s
=

[(
2s

ε

)s
esns

]|α|
(α!)s =

[(
2sen

ε

)s]|α|
(α!)s

= C |α|
ε (α!)s,∀ t ∈ R+.

Tomando t = |ξ|, obtemos |ξ||α|e− ε
2
|ξ|

1
s ≤ C

|α|
ε (α!)s, para ξ ∈ Zn, ∀ α ∈ Zn

+, onde

Cε =
(

2sen
ε

)s
. �
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