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Resumo
Neste trabalho, desrevemos a Compati�ação de Poinaré de ampos vetoriais polino-miais e apresentamos duas araterizações dela.Palavras-have: Análise Matemátia. Campos vetoriais. Campos polinomiais.



Abstrat
In this work, we desribe the Poinaré Compati�ation of polinomial vetor �elds andpresent two haraterization of it.Keywords: Mathematial Analysis. Vetor �elds. Polinomial vetor �elds.
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Capítulo 0
Introdução

O estudo loal de ampos vetoriais em espaços eulidianos generiamente é abordadopor uma gama grande de resultados, tais omo os teoremas de Poinaré-Bendixon (noaso bidimensional) e o de Grobman-Hartman no aso geral, por exemplo.A Compati�ação de Poinaré de Campos Polinomiais, em ontrapartida, é uma téniaque possibilita estudar o omportamento de ampos vetoriais polinomiais no in�nito eportanto se aplia ao estudo global destes ampos. Em partiular, tendo em vista SantosFilho ([4℄), objetiva-se apliá-la para araterizar de uma forma mais onreta quando umampo de vetores polinomial real no R
n que nuna se anula é globalmente resolúvel.Pelo Teorema do Fluxo Tubular (ver [5℄, página 222, Teorema 8), temos que o ampovetorial onstante Y(x) = (1, 0, ..., 0) em R

n é um modelo para ampos que não se anulamuma vez que, pelo já itado resultado, loalmente tais ampos são onjugados ao ampo Y.Tal modelo, porém, não é o únio. De fato, se onsiderarmos a função f(x, y) = ex cos y,observamos que o ampo Xf(x, y) = (−ex cos y,−ex seny) é tal que suas trajetórias são asurvas de nível de f e tal ampo não se anula em R
2, porém não existe um difeomor�smoque o linearize globalmente. Neste sentido, os estudos que podemos fazer sobre amposvetoriais polinomiais por meio da Compati�ação de Poinaré faz om que tais amposonstituam um outro modelo, diferente de Y.Usaremos aqui o termo ompati�ação de ampos vetoriais para representar amposobtidos por meio da ompati�ação do espaço. No aso da Compati�ação de Poinaré,tomaremos a ompati�ação de R

n dada pela projeção entral, isto é: identi�amos R
nom o hiperplano Π = {y ∈ R

n+1| yn+1 = 1}, tangente a S
n no pólo norte. Restringindo-nos ao hemisfério norte H

+ (= {y ∈ S
n| yn+1 > 0}) de S

n, tomamos a projeção entral9



0. Introdução 10dos pontos do hemisfério norte sobre Π. Tal apliação é um difeomor�smo. Podemosonsiderar sua inversa φ+ om valores em H+. Assim, temos que o hemisfério norteaberto unido om o equador da esfera é uma ompati�ação de R
n (ver �gura 0.0.1).

FIGURA 0.0.1: Projeção entral.Com o mesmo proedimento no aso do hemisfério sul, temos que H− é uma ompa-ti�ação de R
n. Nestas ompati�ações (que de fato são homeomorfas), observamos queo in�nito de R
n é identi�ado om o equador da esfera S

n.Porém, mesmo que nos restrinjamos a ampos polinomiais X de R
n, em geral o amposobre H

+ induzido por φ+, (Dφ+)X, não admite extensão C∞ em H+ (o mesmo oorrendoom o ampo (Dφ−)X induzido por φ− sobre H
−). Então, para o estudo qualitativo dastrajetórias do ampo induzido, onsideramos um novo ampo tal que as trajetórias sejamas mesmas. Isto é onseguido multipliando o ampo por uma função C∞ que não se anulano hemisfério norte (sul). Obtemos então um ampo real analítio de�nido em toda aesfera S

n que será denominado a Compati�ação de Poinaré de X e denotado por X̃.O Capítulo 1 é dediado às preliminares, que inluem a introdução do oneito devariedades difereniáveis e o estudo de suas propriedades e ainda uma breve introduçãosobre a teoria de ompati�ação de espaços topológios. As referênias utilizadas sãoLima ([2℄ e [3℄), Sotomayor ([5℄) e Warner ([6℄).No Capítulo 2 desreveremos om detalhes a Compati�ação de Poinaré de amposvetoriais polinomiais gerais, determinando suas expressões em oordenadas loais e obser-vando algumas de suas propriedades. Mostraremos que se X = (P1, ..., Pn) é um ampo



0. Introdução 11polinomial de grau m em R
n, sua ompati�ação de Poinaré é o ampo em S

n

X̃(y) =




1 − y2
1 −y1 y2 ... −y1 yn

−y2 y1 1 − y2
2 ... −y2 yn... . . . ...

−y1 yn −y2 yn ... 1 − y2
n

−y1 yn+1 −y2 yn+1 ... −yn yn+1




︸ ︷︷ ︸
A




P̃1(y)

P̃2(y)...
P̃n(y)



,

om P̃i(y1, ..., yn+1) = ymn+1 Pi(y1/yn+1, ..., yn/yn+1). A fonte utilizada foi o artigo Poinaréompati�ation of hamiltonian polynomial vetor �elds, de J. Delgado; E.A. Laomba;J. Llibre; E. Pérez, em Hamiltonian Dynamial Systems,IMA Vol. Math. Appl., 63,(Cininnati, OH., 1992), Springer, New York, 1995, p. 99-114.Neste trabalho, araterizaremos a Compati�ação de Poinaré, isto é, estabeleeremosondições neessárias e su�ientes para que a restrição à esfera S
n de ampos vetoriaispolinomiais gerais de R

n+1 sejam a Compati�ação de Poinaré de ampos polinomiaisde R
n. Uma araterização enontrada por nós será desrita também no Capítulo 2pelos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2, om ela se obtém ampos polinomiais não neessariamentehomogêneos.Como para (y1, ..., yn, yn+1) ∈ S

n temos, para i = 1, ..., n+1, 1−y2
i =

n+1∑

j=1
j 6=i

y2
j , observamosque em S

n

A =




∑n
i=2 y2

i −y1 y2 ... −y1 yn

−y2 y1

∑n
i=1
i6=2

y2
i ... −y2 yn... . . . ...

−y1 yn −y2 yn ...
∑n−1

i=1 y2
i

−y1 yn+1 −y2 yn+1 ... −yn yn+1




︸ ︷︷ ︸
BTemos então que X̃(y) = B. P̃ (y), om P̃ (y) = (P̃1(y), P̃2(y), · · · , P̃n(y)). Sendoassim, busamos uma outra araterização para esta nova expressão da Compati�açãode Poinaré, agora homogênea. Neste trabalho tal araterização, obtida no aso n = 3,será desrita no Teorema 2.3.1 do Capítulo 2.



Capítulo 1
Preliminares
Neste apítulo apresentaremos um estudo sobre variedades difereniáveis. Algumas de�ni-ções e alguns teoremas lássios de álulo avançado terão aqui uma versão para va-riedades. Dentre eles, a noção de difereniabilidade de funções, os Teoremas da FunçãoInversa e Função Implíita e o oneito de ampos vetoriais. Na última seção apresenta-remos algumas de�nições e resultados relaionados à teoria de ompati�ação de espaçostopológios.As referênias básias para este apítulo são [3℄ e [6℄.1.1 Variedades DifereniáveisAntes de iniiarmos o estudo sobre variedades difereniáveis, faremos a seguir algumasobservações a respeito da notação que será usada.Observações:1. πi denotará a projeção an�nia πi : R

n −→ R tal que πi(x) = xi, om x =

(x1, ..., xn). Ainda, se ei é o i-ésimo vetor da base an�nia e f : R
n −→ R então

∂eif(x) denotará a derivada parial de f om relação à i-ésima oordenada aluladano ponto x ∈ R
n, ∂f

∂xi
(x).2. Se ϕ é uma função real ontínua de�nida num espaço topológio X, o suporte de ϕé um subonjunto de X de�nido por

S (ϕ) = ϕ−1 (R \ {0})12



1. Preliminares 133. Usaremos o índie de Kroneker dado por δij =





1, se i = j

0, se i 6= j4. Se α = (α1, ..., αn) é uma n-upla de inteiros não negativos, diremos que α é um
n-multi-índie e de�niremos

|α| =
n∑

i=1

αi, α! = α1!α2!...αn! e ∂α =
∂|α|

∂xα1

1 ...∂xαn
n5. Sejam U ⊂ R

n aberto e f : U −→ R, diremos que f é difereniável de lasse Cksobre U (ou simplesmente que f é Ck), para k inteiro não negativo, se as derivadaspariais ∂αf existirem e forem ontínuas em U , para |α| ≤ k. Em partiular, fé C0 se f for ontínua. Se tivermos f : U −→ R
m, om U ⊂ R

n, então f serádifereniável de lasse Ck se ada uma das suas omponentes fi = πi ◦f , i = 1, ..., m,for Ck. Diremos que f ∈ C∞ se f ∈ Ck para todo k ≥ 0.De�nição 1.1.1 Seja M um espaço topológio de Hausdor�. Diremos que M é umespaço loalmente eulidiano de dimensão n se ada ponto de M tiver uma vizinhançahomeomorfa a um subonjunto aberto de R
n.Se ϕ é um homeomor�smo de um aberto onexo U ⊂ M sobre um aberto de R

n, ϕ éhamada de apliação oordenada, e as funções ϕi = πi ◦ ϕ são hamadas de funções o-ordenadas. O par (U, ϕ) (algumas vezes denotado por (U, ϕ1, ..., ϕn)) será então hamadode sistema de oordenadas.Um sistema de oordenadas (U, ϕ) é dito sistema de oordenadas úbias se ϕ(U) for umubo aberto em uma vizinhança da origem em R
n. Se x ∈ U e ϕ(x) = 0, então diremosque o sistema de oordenadas é entrado em x.Observação: SeM é um espaço eulidiano de dimensão n, então sua dimensão é únia.De�nição 1.1.2 Uma estrutura difereniável F de lasse Ck (1 ≤ k ≤ ∞) sobre um es-paço loalmente eulidiano M é uma oleção de sistemas de oordenadas

{(Uα, ϕα)| α ∈ A} (om A um onjunto de índies), satisfazendo:(a) M =
⋃

α∈A

Uα;(b) ϕα ◦ ϕ−1
β ∈ Ck, ∀α, β ∈ A;() A oleção F é maximal em relação a (b), isto é, se (U, ϕ) é um sistema deoordenadas tal que ϕα ◦ ϕ−1 e ϕ ◦ ϕ−1

α são Ck, para todo α ∈ A, então (U, ϕ) ∈ F .



1. Preliminares 14Observe que em (b) temos ϕα : Uα −→ R
n e ϕβ : Uβ −→ R

n, e portanto tomando
U = Uα ∩Uβ temos ϕα ◦ ϕ−1

β : ϕβ(U) −→ ϕα(U), om ϕβ(U), ϕα(U) ⊂ R
n. Logo, em (b),temos que ϕα ◦ ϕ−1

β ∈ Ck no sentido usual.Se F0 = {(Uα, ϕα)| α ∈ A} é qualquer oleção de sistemas de oordenadas satisfazendo(a) e (b) da De�nição 1.1.2, então existe uma únia estrutura difereniável F ontendo
F0.De�nição 1.1.3 Uma variedade difereniável n-dimensional de lasse Ck é um par (M,F)onsistindo de um espaço loalmente eulidiano M de dimensão n, quesatisfaz o segundo axioma de enumerabilidade (isto é, possui uma base enumerável parasua topologia), junto om uma estrutura difereniável F de lasse Ck.Em geral, denotaremos a variedade difereniável (M,F) apenas por M . Logo, quandodissermos a variedade difereniável M estaremos onsiderando o espaço loalmente euli-diano M om alguma estrutura difereniável F dada.Exemplos: (1) Sejam S

n = {x ∈ R
n+1|

∑n+1
i=1 x

2
i = 1}, e en+1 = (0, ..., 0, 1) e

−en+1 = (0, .., 0,−1) em R
n+1. A estrutura difereniável padrão sobre S

n é obtida to-mando F omo a oleção maximal ontendo (Sn \ {en+1}, pen+1
) e

(Sn \ {−en+1}, p−en+1
), om pen+1

e p−en+1
as projeções estereográ�as sobre en+1 e −en+1respetivamente.(2) Um subonjunto aberto U de uma variedade difereniável (M,FM) é ele próprio umavariedade difereniável om a estrutura difereniável

FU = {(Uα ∩ U, ϕα
∣∣
(Uα∩U)

) | (Uα, ϕα) ∈ FM}(3) Sejam (M1,F1) e (M2,F2) variedades difereniáveis de dimensões n1 e n2 respetiva-mente. Então (M1 ×M2,F) torna-se uma variedade difereniável de dimensão n1 + n2,sendo a estrutura difereniável F a oleção maximal ontendo
{(Uα × Vβ, ϕα × ϕβ) | (Uα, ϕα) ∈ F1 e (Uβ, ϕβ) ∈ F2},om ϕα × ϕβ : Uα × Vβ −→ R

n1 × R
n2 .



1. Preliminares 15A partir de agora trataremos de variedades difereniáveis de lasse C∞ e as denomina-remos apenas por variedades difereniáveis.De�nição 1.1.4 Seja U ⊂ M aberto, om M uma variedade difereniável. Diremos que
f : U −→ R é uma função C∞ (e denotaremos f ∈ C∞(U)) se f ◦ ϕ−1 ∈ C∞ para todaapliação oordenada ϕ em M .Uma função ontínua ψ : M −→ N (om M e N variedades difereniáveis) édifereniável de lasse C∞ (e denota-se ψ ∈ C∞(M,N) ou apenas ψ ∈ C∞) se paratoda função g ∈ C∞, real, de�nida em um aberto de N , tivermos que g ◦ ψ é C∞ em
ψ−1(domínio de g). Ou equivalentemente, ψ ∈ C∞ se, e somente se, ϕ ◦ ψ ◦ τ−1 for C∞para toda apliação oordenada τ em M e ϕ em N .Observemos que, de aordo om a de�nição anterior, uma função ψ : M −→ N é
C∞ se, e somente se, para ada m ∈ M existe uma vizinhança aberta U de m tal que
ψ|U ∈ C∞. Observemos ainda que a omposta de duas apliações difereniáveis é tambémdifereniável.Como vimos, uma variedade é antes de tudo um espaço de Hausdor� que satisfazo segundo axioma de enumerabilidade. Isso garante que toda variedade é também umespaço métrio. Além disso, omo R

n é um espaço loalmente ompato e toda variedadeé um espaço loalmente eulidiano, temos que toda variedade é um espaço loalmenteompato e portanto é também um espaço regular. Novamente, o fato de satisfazer osegundo axioma de enumerabilidade implia que, sendo regular, toda variedade é normal.Após as de�nições a seguir, enuniaremos outros resultados sobre variedades que seguemomo onsequênia desse axioma.De�nição 1.1.5 Uma oleção {Uα} de subonjuntos de M é uma obertura de um on-junto W ⊂ M se W ⊂
⋃
Uα. Se Uα for aberto para todo α dizemos que {Uα} é umaobertura aberta. Uma suboleção de {Uα} que ainda obre W é dita uma subobertura de

W . Uma obertura {Vβ} é um re�namento de uma obertura {Uα} se para ada β existeum α tal que Vβ ⊂ Uα.Uma oleção {Aα} de subonjuntos de M é dita loalmente �nita se para ada m ∈ Mexistir uma vizinhançaWm de m tal que Wm∩Aα 6= ∅ para um número �nito de índies α.Um espaço topológio é dito paraompato se toda obertura aberta possui um re�namentoloalmente �nito.



1. Preliminares 16De�nição 1.1.6 Uma partição da unidade sobreM é uma oleção {ϕi ; i ∈ I} de funções
C∞ de�nidas em M tais que(a) a oleção de suportes {S (ϕi) ; i ∈ I } é loalmente �nita;(b) ∑

i∈I ϕi(x) = 1 e ϕi(x) ≥ 0, ∀ x ∈M e i ∈ I.Dizemos que uma partição da unidade {ϕi ; i ∈ I} é subordinada à obertura {Uα} se paraada i existe um α tal que S (ϕi) ⊂ Uα.Lema 1.1.1 Seja X um espaço topológio loalmente ompato, de Hausdor� e que sa-tisfaz o segundo axioma de enumerabilidade. Então X é paraompato. De fato, todaobertura aberta possui um re�namento enumerável, loalmente �nito onsistindo de aber-tos om feho ompato.Demonstração: Ver [6℄.Lema 1.1.2 Existe uma função ϕ ∈ C∞, não-negativa, de�nida em R
n tal que ϕ ≡ 1 noubo fehado de raio 1, C(1), e ϕ ≡ 0 no omplementar do ubo aberto de raio 2, C(2)c.Demonstração: Ver [6℄.Teorema 1.1.3 Existênia de Partições da Unidade SejaM uma variedade diferen-iável e {Uα ;α ∈ A} uma obertura aberta de M . Então existe uma partição enumerávelda unidade {ϕi ; i ∈ N} subordinada à obertura {Uα}, om S (ϕi) ompato para todo i.Se não requerermos suporte ompato, então existe uma partição da unidade {ϕα} su-bordinada à obertura {Uα} om no máximo uma quantidade enumerável dos ϕα's nãoidentiamente nulos.Demonstração: Ver [6℄.Corolário 1.1.4 Sejam G aberto em M e A fehado em M , om A ⊂ G. Então existeuma função ϕ : M −→ R que é C∞ e tal que(a) 0 ≤ ϕ(x) ≤ 1, ∀ x ∈M ;(b) ϕ ≡ 1 em A;() S (ϕi) ⊂ G.Demonstração: Ver [6℄.



1. Preliminares 171.2 Vetores Tangentes e DifereniaisUm vetor v = (v1, ..., vn) ∈ R
n pode ser pensado omo um operador sobre funçõesdifereniáveis da seguinte forma: se f : R

n −→ R for difereniável numa vizinhançade p ∈ R
n, então v assoia a f o número real v(f) que é a derivada direional de f nadireção de v, alulada no ponto p. Mais espei�amente temos v : C∞(Rn,R) −→ Rdado por

v(f) = v1
∂f

∂x1
(p) + ...+ vn

∂f

∂xn
(p)O operador assim de�nido satisfaz

v(f + λg) = v(f) + λv(g) e
v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f),sempre que f e g forem difereniáveis perto de p, e λ for real. Notemos que a primeirapropriedade arateriza v omo um operador linear e a segunda de�ne v omo umaderivação.Esta forma de pensar um vetor nos motiva a de�nir vetores tangentes em variedades.Tais vetores serão derivações lineares sobre funções. Note porém que tal operação dependesomente de propriedades loais das funções, ou seja, propriedades em vizinhanças arbi-trariamente pequenas do ponto no qual a derivada está sendo tomada. Assim, torna-seneessário introduzirmos a noção de germe de funções.De�nição 1.2.1 Sejam M uma variedade difereniável e m ∈ M . Sejam ainda f e gfunções de�nidas em abertos ontendo m. Dizemos que f e g possuem o mesmo germe seelas oinidem em uma vizinhaça de m.Essa noção de germe gera uma relação de equivalênia no onjunto das funções C∞de�nidas em uma vizinhança dem, sendo que duas funções serão equivalentes se, e somentese, possuirem o mesmo germe. As lasses de equivalênia serão hamadas germes, edenotaremos o onjunto dos germes por F̃m.As operações de de adição, multipliação por esalar e multipliação de funções induzemem F̃m a estrutura de uma álgebra sobre R.Seja Fm ⊂ F̃m o onjunto dos germes que se anulam em m. Então Fm é um idealde F̃m. Denotaremos por Fk

m sua k-ésima potênia (isto é, o onjunto de todas as somas�nitas de produtos de k funções-elementos de Fm). Tais potênias formam uma sequêniaderesente de ideais F̃m ⊃ Fm ⊃ F2
m ⊃ ... .



1. Preliminares 18De�nição 1.2.2 Um vetor v é dito tangente a uma variedade M no ponto m se é umaderivação linear da álgebra F̃m, isto é, se para quaisquer f, g ∈ F̃m e para todo λ ∈ Rtivermos(a) v(f + λg) = v(f) + λ v(g);(b) v(fg) = f(m) v(g) + g(m) v(f)

Mm denotará o onjunto dos vetores tangentes aM em m e será hamado espaço tangentea M em m. Observe que se de�nirmos para v, w ∈Mm e λ ∈ R

(v + w)(f)
.
= v(f) + w(f) e (λ v)(f)

.
= λ v(f),veri�amos que v + w e λ v são também vetores tangentes em m. Logo, Mm om asoperações aima de�nidas é um espaço vetorial real.Os resultados enuniados a seguir ajudam-nos a onluir que a dimensão do espaço Mmé igual a dimensão de M (suas demonstrações enontram-se em [6℄).Proposição 1.2.1 Se c é o germe de uma função om valor onstante c em uma vizi-nhança de m e se v ∈Mm, então v(c) = 0.Lema 1.2.2 Mm é isomorfo a (Fm/F

2
m)∗ (aqui, (Fm/F

2
m)∗ é o espaço vetorial dual a

Fm/F
2
m)Para demonstrar o próximo teorema usaremos o seguinte lema de álulo avançado,uja demonstração é enontrada em [7℄.Lema 1.2.3 Seja p ∈ R

n. Se g é uma função real de lasse Ck (k ≥ 2) em um abertoonvexo U ontendo p, então para ada q ∈ U

g(q) = g(p) +

n∑

i=1

∂g

∂xi
(p)(πi(q) − πi(p))+

∑

i,j

(πi(q) − πi(p)) (πj(q) − πj(p))

∫ 1

0

(1 − t)
∂2g

∂xi∂xj
(p+ t(q − p))dt (1.2.1)Em partiular, se g ∈ C∞ então o segundo somatório aima determina um elemento de

F2
p , pois a integral omo uma função de q é C∞ (uma vez que as derivadas de ordem doisde g são ontínuas e integráveis e portanto podemos derivar dentro do sinal de integral).Este lema nada mais é do que a fórmula de Taylor om resto integral e usa o fato deque se g ∈ Ck, om k ≥ 2, então em partiular g ∈ C2.



1. Preliminares 19Teorema 1.2.4 Sejam M uma variedade difereniável, m ∈M e Fm/F
2
m omo de�nidoanteriormente. Então a dimensão da variedade M é igual a dimensão do espaço Fm/F

2
m.Demonstração: Seja (U, ϕ) um sistema de oordenadas, om U uma vizinhança de m.Suponha que dimM = n. Temos então ϕ = (ϕ1, ..., ϕn).Observemos que a álgebra F̃m foi onstruída para funções C∞ e Fm ⊂ F̃m. Seja, pois,

f ∈ Fm. Como f ∈ C∞ temos que f ◦ ϕ−1 ∈ C∞, de aordo om a De�nição 1.1.4, eestá de�nida em uma vizinhança aberta de ϕ(m) em R
n. Como ϕ é homeomor�smo, paraada x numa vizinhança de m temos que ϕ(x) está numa vizinhança de ϕ(m).Assim usando o lema anterior, om g = f ◦ϕ−1 e p = ϕ(m), segue que para todo x numavizinhança de m

f(x) = (f ◦ ϕ−1)(ϕ(x))

= (f ◦ ϕ−1)(ϕ(m)) +
n∑

i=1

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
(ϕ(m))

(πi(ϕ(x)) − πi(ϕ(m)))

+ h
∑

i,j

(πi(ϕ(x)) − πi(ϕ(m))) (πj(ϕ(x)) − πj(ϕ(m))),om h ∈ C∞. Como (f ◦ ϕ−1)(ϕ(m)) = 0 (pois f ∈ Fm) e πi(ϕ(x)) − πi(ϕ(m)) =

ϕi(x) − ϕi(m), segue que a igualdade aima pode ser simpli�ada em
f =

n∑

i=1

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
(ϕ(m))

(ϕi − ϕi(m)) + h
∑

i,j

(ϕi − ϕi(m)) (ϕj − ϕj(m))Notemos que o último somatório da expressão aima é um elemento de F2
m. Logo,

f =

n∑

i=1

∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
(ϕ(m))

(ϕi − ϕi(m)) mod F2
mTemos então que o onjunto

H =

{
{ϕi − ϕi(m)}; i = 1, ..., n

}gera Fm/F
2
m e portanto dim(Fm/F

2
m) ≤ n.A�rmamos que H é linearmente independente. De fato, suponha que

n∑

i=1

ai(ϕi − ϕi(m)) ∈ F2
mEntão ( n∑

i=1

ai(ϕi − ϕi(m))

)
◦ ϕ−1 =

n∑

i=1

ai
(
πi − πi(ϕ(m))

)
,



1. Preliminares 20e daí ∑n
i=1 ai

(
πi − πi(ϕ(m))

)
∈ F2

ϕ(m).Note que se h ∈ F2
ϕ(m) então h =

∑n
j=1 fj gj, om fj , gj ∈ Fϕ(m). Daí, omo

fj(ϕ(m)) = gj(ϕ(m)) = 0 e ∂
∂xi

é uma derivação, temos que
∂h

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(m)

=

n∑

j=1

∂(fj gj)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(m)

=
n∑

j=1

[
fj(ϕ(m)).

∂gj
∂xi

∣∣∣∣
ϕ(m)

+ gj(ϕ(m)).
∂fj
∂xi

∣∣∣∣
ϕ(m)

]
= 0Logo, para todo j, 1 ≤ j ≤ n,

aj =
∂

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(m)

( n∑

i=1

ai
(
πi − πi(ϕ(m))

))
= 0e daí H é linearmente independente e portanto uma base para Fm/F

2
m. Logo, onluímosque dim(Fm/F

2
m) = n = dimM , omo queríamos mostrar.�Corolário 1.2.5 dimMm = dimM .Até agora onsideramos vetores tangentes omo operadores sobre germes de funções,porém podemos tratá-los omo operadores sobre funções. De fato, se M é uma variedadedifereniável e f é uma função difereniável de�nida em uma vizinhança de m ∈M , para

v ∈Mm de�nimos
v(f) = v(f), om f ∈ F̃m o germe de f em m.Logo, v(f) = v(g) sempre que f e g oinidirem em uma vizinhança de m (ou seja, sempreque possuirem o mesmo germe).De�nição 1.2.3 Sejam M uma variedade difereniável de dimensão n, m ∈M e (U, ϕ)um sistema de oordenadas, om m ∈ U e ϕ = (ϕ1, ..., ϕn). Para ada i, 1 ≤ i ≤ n,de�nimos o vetor tangente ∂

∂ϕi

∣∣∣∣
m

∈Mm por
∂

∂ϕi

∣∣∣∣
m

(f) =
∂(f ◦ ϕ−1)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(m)

,para ada função f que seja C∞ em uma vizinhança de m. Failmente veri�amos que ooperador assim de�nido é uma derivação linear e portanto é, de fato, um elemento deMm.Interpretamos tal vetor omo a derivada direional de f em m na direção da oordenada
ϕi (observe que ∂

∂ϕi
depende de ϕ e não somente de ϕi).Usamos ainda a notação ∂

∂ϕi

∣∣∣∣
m

(f) =
∂f

∂ϕi

∣∣∣∣
m

.



1. Preliminares 21Observação: O onjunto {
∂
∂ϕi

∣∣
m

; i = 1, ..., n
} é uma base de Mm. De fato, é a basedual à base {

{ϕi − ϕi(m)}; i = 1, ..., n
} de Fm/F

2
m, pois

∂

∂ϕi

∣∣∣∣
m

(ϕj − ϕj(m)) =
∂
(
(ϕj − ϕj(m)) ◦ ϕ−1

)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(m)

=
∂
(
(πj ◦ ϕ− πj ◦ ϕ(m)) ◦ ϕ−1

)

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(m)

=
∂(πj − πj(ϕ(m)))

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(m)

= δijDaí, se v ∈Mm temos v =
∑n

i=1 ai
∂
∂ϕi

∣∣
m
e portanto

v(ϕj) = v(ϕj − ϕj(m)) =

n∑

i=1

ai
∂

∂ϕi

∣∣∣∣
m

(ϕj − ϕj(m)) = ajLogo,
v =

n∑

i=1

v(ϕi)
∂

∂ϕi

∣∣∣∣
mDe�nição 1.2.4 Sejam M e N variedades difereniáveis e ψ : M −→ N uma apliação

C∞. Seja ainda m ∈M . A diferenial de ψ em m é a apliação linear
dψ : Mm −→ Nψ(m), (1.2.2)que a ada v ∈Mm assoia o vetor dψ(v) ∈ Nψ(m) tal que
dψ(v)(g) = v(g ◦ ψ),para toda g ∈ C∞, de�nida em uma vizinhança de ψ(m) (note que (g ◦ ψ) ∈ C∞ e estáde�nida na imagem inversa do domínio de g por ψ, de aordo om a De�nição 1.1.4). Adiferenial de ψ em m é também denotada por dψMm

ou dψm.A apliação ψ é dita não-singular em m se dψm for não-singular, isto é, se Ker(dψ)onsistir apenas do vetor nulo.Notemos que se f : M −→ R for uma função C∞, v ∈ Mm e f(m) = t0, então
df(v) = v(f) d

dt

∣∣
t0
. Notemos ainda que a diferenial de f no ponto m é um elemento de

M∗
m, pois o espaço tangente à R em qualquer ponto é a própria reta.A apliação dual δψ : N∗

ψ(m) −→ M∗
m assoia a ada ω ∈ N∗

ψ(m) o funional linear
δψ(ω) ∈M∗

m tal que
δψ(ω)(v) = ω(dψ(v)),



1. Preliminares 22para ada vetor v ∈ Mm. M∗
m é dito o espaço otangente a M em m.Observações:1. Sejam ψ : M −→ N e (U, ϕ1, ..., ϕn) e (V, σ1, ..., σk) sistemas de oordenadas em me ψ(m) respetivamente. Então, omo ∂

∂ϕj

∣∣
m
∈Mm e {

∂
∂σi

∣∣
ψ(m)

; i = 1, ..., k
} é umabase para Nψ(m), temos que dψ(

∂
∂ϕj

∣∣
m

)
∈ Nψ(m) e portanto

dψ

(
∂

∂ϕj

∣∣∣∣
m

)
=

k∑

i=1

dψ

(
∂

∂ϕj

∣∣∣∣
m

)
(σi)

∂

∂σi

∣∣∣∣
ψ(m)

=

k∑

i=1

∂(σi ◦ ψ)

∂ϕj

∣∣∣∣
m

∂

∂σi

∣∣∣∣
ψ(m)A matriz (∂(σi◦ψ)

∂ϕj

)
i=1,...,n
j=1,...,k

é hamada o Jaobiano da apliação ψ (em relação aosistema de oordenadas dado).2. Se (U, ϕ1, ..., ϕn) é um sistema de oordenadas em M e m ∈ U , então
{dϕi|m; i = 1, ..., n} é uma base de M∗

m, dual à base {
∂
∂ϕi

∣∣
m

; i = 1, ..., n
} de Mm.De fato, vimos que se f : M −→ R é C∞ e v ∈Mm então df(v) = v(f) d

dt

∣∣
f(m)

. Daí,omo ϕi : U ⊂M −→ R, ϕi ∈ C∞ e ∂
∂ϕi

∣∣
m
∈Mm, temos que

dϕi

(
∂

∂ϕj

∣∣∣∣
m

)
=

(
∂

∂ϕj

∣∣∣∣
m

)
(ϕi)

d

dt

∣∣∣∣
ϕi(m)E, omo pela De�nição 1.2.3 temos

∂

∂ϕj

∣∣∣∣
m

(ϕi) =
∂(ϕi ◦ ϕ

−1)

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(m)

=
∂((πi ◦ ϕ) ◦ ϕ−1)

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(m)

=
∂πi
∂xj

∣∣∣∣
ϕ(m)

= δij ,segue que
dϕi

(
∂

∂ϕj

∣∣∣∣
m

)
= δijAssim, se f : M −→ R é C∞, temos dfm ∈M∗
m e daí

dfm

(
∂

∂ϕj

∣∣∣∣
m

)
=

n∑

i=1

ai dϕi

(
∂

∂ϕj

∣∣∣∣
m

)
= aj ⇒ aj = dfm

(
∂

∂ϕj

∣∣∣∣
m

)
=

∂f

∂ϕj

∣∣∣∣
mLogo, dfm =

∑n
i=1

∂f
∂ϕj

|m dϕim3. Sejam ψ : M −→ N e ϕ : N −→ X funções C∞. Então
d(ϕ ◦ ψ)m = dϕψ(m) ◦ dψmDe fato, temos d(ϕ ◦ ψ)m : Mm −→ Xϕ(ψ(m)) e para todo v ∈Mm e para toda função

g ∈ C∞ de�nida em uma vizinhança de (ϕ ◦ ψ)(m) temos
d(ϕ ◦ ψ)m(v)(g) = v(g ◦ (ϕ ◦ ψ)) = v((g ◦ ϕ) ◦ ψ)
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= dψm(v)(g ◦ ϕ) = dϕψ(m)(dψm(v))(g)Logo d(ϕ ◦ ψ)m = dϕψ(m) ◦ dψm4. Se ψ : M −→ N e f : N −→ R são C∞ então δψ(dfψ(m)) = d(f ◦ ψ)m.Teorema 1.2.6 Seja ψ : M −→ N ∈ C∞, om M e N variedades onexas. Suponhaque dψm ≡ 0, ∀ m ∈M . Então ψ é uma apliação onstante.Demonstração: Ver [6℄.1.3 Subvariedades, Difeomor�smos e o Teorema da Fun-ção InversaDe�nição 1.3.1 Seja ψ : M −→ N uma função C∞.(a) ψ é uma imersão se dψm é não-singular para todo m ∈M .(b) O par (M,ψ) é uma subvariedade de N se ψ for uma imersão injetora.() ψ é um mergulho se ψ for uma imersão injetora e se ψ : M −→ ψ(M) for umhomeomor�smo onsiderando ψ(M) om a topologia relativa (induzida de N).(d) ψ é um difeomor�smo se ψ for bijetora e ψ−1 ∈ C∞Observemos que se (U, ϕ) é um sistema de oordenadas em M , então

ϕ : U −→ ϕ(U) é um difeomor�smo. Observemos ainda que se ψ : M −→ N é umdifeomor�smo, então dψm é um isomor�smo, para todo m.O Teorema da Função Inversa nos dará uma reíproa da a�rmação aima no asoloal, isto é, veremos que se dψm é um isomor�smo então ψ é um difeomor�smo em umavizinhança de m. Antes porém de demonstrar este resultado, temos a seguinte de�niçãoDe�nição 1.3.2 Um onjunto {ϕ1, ..., ϕj} de funções reais C∞ de�nidas em alguma vizi-nhança de m ∈M é dito um onjunto independente em m se as difereniais dϕ1m, ..., dϕjmforem linearmente independentes em M∗
m.



1. Preliminares 24Observe que se M tem dimensão n e {ϕ1, ..., ϕj} é um onjunto independente em m,então j ≤ n.A seguir, enuniamos o Teorema da Função Inversa para funções de�nidas em abertosdo espaço eulidiano (ver demonstração em [7℄). Em seguida, demonstramos uma versãodeste resultado para funções de�nidas em variedades.Teorema 1.3.1 Sejam U ⊂ R
n aberto e f : U −→ R

n uma função C∞. Se a matrizjaobiana [∂(πi◦f)
xj

]
i,j=1,...,n

for não-singular em x ∈ U , então existe um aberto V ⊂ U ,om x ∈ V tal que f |V : V −→ f(V ) é um difeomor�smo.Corolário 1.3.2 (Teorema da Função Inversa para variedades) Suponha que
ψ : M −→ N seja C∞. Dado m ∈ M , se dψ : Mm −→ Nψ(m) for um isomor�smoentão existe uma vizinhança U de m tal que ψ : U −→ ψ(U) é um difeomor�smo sobre oaberto ψ(U) ⊂ N .Demonstração: Como por hipótese dψm é um isomor�smo, temos pelo Corolário 1.2.5que dimM = dimMm = dimNψ(m) = dimNSeja dimM = n. Tomemos sistemas de oordenadas (V, ϕ) em m e (W,σ) em ψ(m), om
ψ(V ) ⊂W . Se ϕ(m) = p e σ(ψ(m)) = q, temos que a apliação

(σ ◦ ψ ◦ ϕ−1)|ϕ(V ) : ϕ(V ) −→ σ(W )tem diferenial
d(σ ◦ ψ ◦ ϕ−1)p : ϕ(V )p −→ σ(W )qnão singular em p.De fato, temos por hipótese que dψm é um isomor�smo. Além disso, omo ϕ e σ sãosistemas de oordenadas, temos que ϕ : V −→ ϕ(V ) e σ : W −→ σ(W ) são difeomor�smose portanto dσψ(m) e dϕ−1

p são isomor�smos. Logo, omo
d(σ ◦ ψ ◦ ϕ−1)p = dσψ(m) ◦ d(ψ ◦ ϕ−1)p = dσψ(m) ◦ dψm ◦ (dϕ−1)p ,segue que d(σ ◦ ψ ◦ ϕ−1)p é não singular.Temos então uma função h = σ ◦ ψ ◦ ϕ−1 de�nida em um aberto ϕ(V ) de R

n e omvalores em σ(W ) ⊂ R
n, que é C∞ e tal que dhp é não singular. Segue pelo Teorema 1.3.1que existe uma vizinhança Ũ ⊂ ϕ(V ) de p tal que h : Ũ −→ h(Ũ) é difeomor�smo.



1. Preliminares 25Como ϕ e σ são difeomor�smos sobre ϕ(V ) e σ(W ) respetivamente, e omo ϕ−1(Ũ) ⊂ V(pois Ũ ⊂ ϕ(V )), segue que
(σ−1 ◦ h|Ũ ◦ ϕ) : ϕ−1(Ũ) −→ σ−1(h(Ũ))é um difeomor�smo (pois é a omposta de difeomor�smos). Tomando U = ϕ−1(Ũ), temosque

σ−1 ◦ h|Ũ ◦ ϕ = (σ−1 ◦ h ◦ ϕ)
∣∣
ϕ−1(Ũ )

= (σ−1 ◦ σ ◦ ψ ◦ ϕ−1 ◦ ϕ)
∣∣
U

= ψ|ULogo, omo ψ(U) = σ−1(h(Ũ)), temos que ψ : U −→ ψ(U) é difeomor�smo, o que onluia demonstração do resultado.�Corolário 1.3.3 Suponha que dimM = n e que {ϕ1, ...ϕn} seja um onjunto indepen-dente de funções em m0 ∈ M . Então {ϕ1, ...ϕn} forma um sistema de oordenadas emuma vizinhança de m0.Corolário 1.3.4 Suponha que dimM = n e que as funções σ1, ..., σk, om k < n formemum onjunto independente m. Então tais funções são parte de um sistema de oordenadasem uma vizinhança de m.Corolário 1.3.5 Seja ψ : M −→ N , ψ ∈ C∞, e suponha que dψ : Mm −→ Nψ(m) sejasobrejetora. Seja (σ1, ..., σk) um sistema de oordenadas em alguma vizinhança de ψ(m).Então as funções (σ1 ◦ψ), ..., (σk ◦ψ) são parte de um sistema de oordenadas em algumavizinhança de m.Corolário 1.3.6 Suponha que σ1, ..., σk sejam funções C∞ em uma vizinhança de m ∈M ,tais que suas difereniais geram M∗
m. Então um subonjunto de {σ1, ..., σk} forma umsistema de oordenadas em uma vizinhança de m.Corolário 1.3.7 Seja ψ : M −→ N , ψ ∈ C∞, e suponha que dψ : Mm −→ Nψ(m) sejainjetora. Seja (σ1, ..., σk) um sistema de oordenadas em alguma vizinhança de ψ(m).Então um subonjunto de {(σi ◦ ψ); i = 1, ..., k} forma um sistema de oordenadas emuma vizinhança de m. Em partiular, ψ é injetora em uma vizinhança de m.De�nição 1.3.3 Sejam ψ : N −→ M uma função C∞ e (P, ϕ) uma subvariedade de M(isto é, ϕ : P −→ M ∈ C∞ e é uma imersão injetora). Dizemos que ψ se fatora por

(P, ϕ) se ψ(N) ⊂ ϕ(P ).



1. Preliminares 26Neste aso, existe uma únia função ψ0 : N −→ P tal que ϕ ◦ ψ0 = ψ. De fato, omo
(P, ϕ) é uma subvariedade de M , temos que ϕ : P −→ ϕ(P ) é bijeção e daí tomamos
ψ0 = ϕ−1

∣∣
ϕ(P )

◦ ψ (e tal apliação está bem de�nida, uma vez que ψ(N) ⊂ ϕ(P ) ).O resultado a seguir nos fornee ondições sob as quais a função ψ0 da de�nição anterioré C∞.Teorema 1.3.8 Sejam ψ : N −→ M uma função C∞ e (P, ϕ) uma subvariedade de Mtal que ψ se fatora por (P, ϕ). Seja ψ0 : N −→ P a únia apliação tal que ϕ ◦ ψ0 = ψ.São verdadeiras as a�rmações:(a) Se ψ0 for ontínua então ψ0 ∈ C∞.(b) Se ϕ for um mergulho então ψ0 é ontínua.Demonstração: (a) Suponhamos dimM = n e dimP = k. Como (P, ϕ) é subva-riedade, temos ϕ : P −→ M injetora e dϕp não singular, para todo p ∈ P . Logo,
k = dimP = dimPp ≤ dimMϕ(p) = dimM = n.Para mostrar que ψ0 ∈ C∞, basta mostrar que τ ◦ ψ0 ∈ C∞ para toda apliaçãooordenada τ em P . De fato, se τ ◦ ψ0 ∈ C∞ para toda τ em P então de aordo om aDe�nição 1.1.4 segue que τ ◦ ψ0 ◦ σ

−1 ∈ C∞ para toda apliação oordenada σ em N , oque signi�a (de aordo om a mesma de�nição) que ψ0 ∈ C∞.Assim, é su�iente mostrar que P pode ser oberto por sistemas de oordenadas (U, τ)tais que as pliações τ ◦ ψ0 restritas aos abertos ψ−1
0 (U) sejam C∞.Seja, pois, p ∈ P e (V, γ), om γ = (γ1, ..., γn) um sistema de oordenadas em umavizinhança de ϕ(p). Como dϕp é injetora, segue pelo Corolário 1.3.7 que um subonjuntode {γi◦ϕ ; i = 1, ..., n}, digamos {(γi1◦ϕ), . . . , (γik◦ϕ)}, forma um sistema de oordenadasem uma vizinhança U de p.Denotando por π : R

n −→ R
k a projeção nas k primeiras oordenadas e reordenando γde forma que γ = (γi1, . . . , γik , γik+1

, . . . , γin), segue que τ = π◦γ ◦ϕ = (γi1 ◦ϕ, . . . , γik ◦ϕ)é uma apliação oordenada em U . Como ϕ ◦ ψ0 = ψ, temos que
(τ ◦ ψ0)

∣∣
ψ−1

0
(U)

= (π ◦ γ ◦ ϕ ◦ ψ0)
∣∣
ψ−1

0
(U)

= (π ◦ γ ◦ ψ)
∣∣
ψ−1

0
(U)
,e portanto (τ ◦ ψ0)

∣∣
ψ−1

0
(U)

∈ C∞ (pois π, γ e ψ ∈ C∞).Assim, dado p ∈ P , mostramos que existe um sistema de oordenadas (U, τ) em p talque (τ ◦ψ0)
∣∣
ψ−1

0
(U)

∈ C∞. Logo, P pode ser oberto por sistemas de oordenadas da forma
(U, τ) tais que τ ◦ ψ0 ∈ C∞. Isso onlui a demonstração de (a).



1. Preliminares 27(b) Suponhamos que ϕ seja um mergulho. Temos então que ϕ : P −→ ϕ(P ) é umhomeomor�smo. Assim dado U ⊂ P aberto, omo ψ ∈ C∞ temos que ψ−1(ϕ(U)) é abertoem N . E omo
ψ−1(ϕ(U)) = (ϕ ◦ ψ0)

−1(ϕ(U)) = ψ−1
0 (ϕ−1(ϕ(U))) = ψ−1

0 (U),temos que ψ−1
0 (U) é aberto em N e portanto onluímos que ψ0 é ontínua.Isto onlui a demonstração do resultado.�De�nição 1.3.4 Duas subvariedades (N1, ϕ1) e (N2, ϕ2) de uma variedade M são ditasequivalentes se existir um difeomor�smo α : N1 −→ N2 tal que ϕ1 = ϕ2 ◦ α.Isso de�ne uma relação de equivalênia no onjunto de todas as subvariedades de M .Cada lasse de equivalênia ξ tem um únio representante da forma (A, i), om A ⊂ Mpossuindo uma estrutura de variedade tal que a apliação de inlusão

i : A −→ M é uma imersão C∞. Mais espei�amente, se (N,ϕ) é um representantequalquer de ξ, tomamos A = ϕ(N) e induzimos uma estrutura de variedade em A deforma que ϕ : N −→ A seja um difeomor�smo. Com esta estrutura, (A, i) será umasubvariedade de M equivalente a (N,ϕ), pois ϕ = i◦ϕ e sendo ϕ um difeomor�smo sobresua imagem segue que i é uma imersão. A estrutura de variedade que induziremos em Aé desrita a seguir.Seja, pois, A om a topologia induzida por ϕ e seja dimN = n. Consideremos a apliaçãoinversa ϕ−1 : A −→ N . Dado a ∈ A, tomemos um sistema de oordenadas (U, σ) em
ϕ−1(a). Como ϕ(U) é um aberto em A ontendo a, σ é homeomor�smo de U em σ(U)e ϕ−1 é difeomor�smo, segue que σ ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ σ(U) é um homeomor�smo. Logo,
(ϕ(U), σ ◦ ϕ−1) é um sistema de oordenadas em a.Seja F = {(Uα, σα)| α ∈ J} a estrutura difereniável de lasse C∞ de N . De aordoom a De�nição 1.1.2, temos que N =

⋃
α∈J Uα, σα ◦ σ−1

β ∈ C∞, ∀ α, β ∈ J e a oleção Fé maximal.Tomemos F ′ = {(ϕ(Uα), σα ◦ ϕ
−1)| α ∈ J}. Temos que(a) A = ϕ(N) = ϕ

(⋃

α∈J

Uα

)
=

⋃

α∈J

ϕ(Uα).(b) Se τα = σα ◦ ϕ
−1, temos ∀ α, β ∈ J que

τα ◦ τ
−1
β = σα ◦ ϕ

−1 ◦ (σβ ◦ ϕ
−1)−1 = σα ◦ σ

−1
β



1. Preliminares 28E portanto τα ◦ τ−1
β ∈ C∞.() Se (V, τ) é um sistema de oordenadas de A tal que τα ◦ τ−1 e τ ◦ τ−1

α são C∞, ∀ α ∈ J ,então (V, τ) ∈ F ′.De fato, temos que (ϕ−1(V ), τ ◦ ϕ) é um sistema de oordenadas em N tal que
(τ ◦ϕ)◦ σ−1

α = τ ◦ τ−1
α e σα ◦ (τ ◦ϕ)−1 = τα ◦ τ−1 são C∞, ∀ α ∈ J . Pela maximalidadede F segue que (ϕ−1(V ), τ ◦ ϕ) ∈ F e portanto temos que (ϕ(ϕ−1(V )), (τ ◦ ϕ) ◦ ϕ−1) =

(V, τ) ∈ F ′. Logo F ′ é maximal om relação a (b) e é portanto uma estrutura difereniávelem A.Posteriormente, demonstraremos alguns resultados sobre existênia e uniidade desubvariedades. Tal uniidade porém será determinada a menos de equivalênias no sentidoda De�nição 1.3.4.Teorema 1.3.9 Sejam M uma variedade difereniável e A ⊂ M . Fixada uma topologiaem A, existe no máximo uma estrutura difereniável em A tal que (A, i) é subvariedadede M .Demonstração: Seja, pois, A ⊂ M e Ψ uma topologia �xada em A. Suponhamos que Aom a topologia Ψ admita uma estrutura difereniável F1 om a qual (A, i) é subvariedadede M . Mostremos que tal estrutura difereniável é únia.De fato suponhamos que F2 seja uma outra estrutura difereniável tal que (A, i) ésubvariedade de M . Temos então Fk = {(Uαk
, ϕαk

)| αk ∈ Jk}, k = 1, 2, satisfazendo (a),(b) e () da De�nição 1.1.2. Mostremos que F1 = F2.Esrevamos A1 = (A,Ψ,F1) e A2 = (A,Ψ,F2). Temos então (A1, i1) e (A2, i2)subvariedades de M . Como A1 e A2 tem a mesma topologia, temos que a apliaçãoidentidade id : A1 −→ A2 é um difeomor�smo. Logo, de aordo om a De�nição 1.1.4temos que ϕα2
◦ id ◦ ϕ−1

α1
= ϕα2

◦ ϕ−1
α1

e ϕα1
◦ id−1 ◦ ϕ−1

α2
= ϕα1

◦ ϕ−1
α2

são C∞. Segueentão pela maximalidade de F1 e F2 que um está ontido no outro, e portanto F1 = F2.Logo, temos que A possui no máximo uma estrutura difereniável tal que (A, i) ésubvariedade de M , omo queríamos mostrar.�Teorema 1.3.10 Sejam M uma variedade difereniável e A ⊂ M . Se om a topologiarelativa A tem uma estrutura difereniável tal que (A, i) é subvariedade de M , então Atem uma únia estrutura de variedade tal que (A, i) é subvariedade de M , isto é, únia



1. Preliminares 29topologia om base enumerável segundo a qual A é um espaço loalmente eulidiano eúnia estrutura difereniável.Para demonstrar este resultado, faremos uso do seguinte lema que deorre do Corolário1.3.2:Lema 1.3.11 Suponha que ψ : M −→ N seja C∞, bijetora e tal que dψm seja nãosingular para todo m ∈ M . Então ψ é um difeomor�smo.Demonstração do Teorema 1.3.10: Seja Ψ1 a topologia relativa em A e suponha queom esta topologia exista uma estrutura difereniável F1 tal que (A, i) seja subvariedadede M . Esrevamos A1 = (A,Ψ1,F1).Suponhamos que exista outra estrutura de variedade tal que (A, i) seja subvariedadede M . Sejam Ψ2 a topologia e F2 a estrutura difereniável que ompõem esta estrutura.Esrevamos A2 = (A,Ψ2,F2).Temos então (A1, i1) e (A2, i2) subvariedades deM , om i1(A) = i2(A) = A e i1, i2 ∈ C∞.Observemos que i1 e i2 se fatoram (no sentido da De�nição 1.3.3) e ainda i1 ◦ id = i2, om
id a função identidade id : A2 −→ A1. Como A1 tem a topologia relativa, segue que i1 éum mergulho e portanto, pelo Teorema 1.3.8 segue que id ∈ C∞.Como i1 é um difeomor�smo sobre sua imagem e i2 é imersão, temos que di1−1 é umisomor�smo e di2 é não-singular para todo a ∈ A. Daí, omo id = i1

−1 ◦ i2, temos que
d(id) = d i1

−1 ◦ d i2 é não-singular para todo a ∈ A. Segue pelo lema anterior que id éum difeomor�smo. Logo, as topologias Ψ1 e Ψ2 oinidem. O Teorema 1.3.9 nos garanteentão que F1 = F2.Logo, temos que se A om a topologia relativa possui estrutura difereniável tal que (A, i)é subvariedade de M , então esta é a únia estrutura de variedade om esta propriedade.Isto onlui a demonstração do resultado.�De�nição 1.3.5 Seja (U, ϕ), om ϕ = (ϕ1, ..., ϕn), um sistema de oordenadas em M e
k ∈ Z tal que 0 ≤ k < n. Seja x ∈ ϕ(U). De�namos

S = {m ∈ U | ϕi(m) = πi(x), i = k + 1, ..., n}

S omo subespaço deM om o sistema de oordenadas {ϕj|S ; j = 1, ..., k} é uma variedadeque é uma subvariedade de M hamada orte do sistema de oordenadas (U, ϕ) (note quedimS = k).



1. Preliminares 30Proposição 1.3.12 Seja ψ : M −→ N uma imersão e m ∈M . Então existe um sistemade oordenadas úbias (V, ϕ) entrado em ψ(m) e uma vizinhança U de m tal que ψ|U éinjetora e ψ(U) é um orte de (V, ϕ).Demonstração: Ver [6℄.Observemos que se (M,ψ) é uma subvariedade de N e f ∈ C∞(N) então f ◦ψ ∈ C∞(M).A proposição a seguir nos dá ondições su�ientes para que a reíproa deste resultadoseja verdadeira.Proposição 1.3.13 Seja ψ : M −→ N um mergulho tal que ψ(M) é fehado em N . Se
g ◦ ψ ∈ C∞(M) então existe f ◦ ψ ∈ C∞(N) tal que f ◦ ψ = g.Demonstração: Ver [6℄.A seguir, apresentaremos dois resultados que deorrem do Corolário 1.3.2. Comtais resultados, estabeleeremos quando ertos subonjuntos de variedades são aindavariedades. Antes porém, enuniaremos o Teorema da Função Implíita na sua formalássia, para depois demonstrá-lo no aso de variedades (para uma demostração desteresultado, ver [7℄).Teorema 1.3.14 Seja U ⊂ R

n−k×R
k aberto e f : U −→ R

k uma função C∞. Denotemospor (x, y) = (x1, ..., xn−k, y1, ..., yk) os elementos de R
n−k × R

k. Se para (x0, y0) ∈ Utivermos f(x0, y0) = 0 e a matriz
[
∂fi
∂yj

∣∣
(x0,y0)

]

i,j=1,...,kfor não singular, então existem vizinhanças abertas V de x0 em R
n−k e W de y0 em

R
k tais que V × W ⊂ U e existe uma função g : V −→ W ∈ C∞ tal que para ada

(x, y) ∈ V ×W

f(x, y) = 0 ⇐⇒ g(x) = yTeorema 1.3.15 Sejam M e N variedades de dimensões n e k respetivamente. Sejaainda ψ : M −→ N ∈ C∞ e x ∈ N . Se P = ψ−1(x) for não vazio e
dψ : Mm −→ Nψ(m) for sobrejetora para todo m ∈ M , então P tem uma únia estruturade variedade tal que (P, i) (om i a operação de inlusão) é uma subva-riedade de m.Mais ainda, i é um mergulho e dimP = n− k.



1. Preliminares 31Demonstração: Para demostrar o teorema, basta mostrar que P om a topologia relativaadmite uma estrutura difereniável tal que (P, i) é subvariedade deM om dimP = n−k,e daí pelo Teorema 1.3.10 segue que essa estrutura de variedade é únia.Consideremos então P om a topologia relativa. Mostraremos que para ada m ∈ Pexiste um sistema de oordenadas em uma vizinhança U de m tal que P ∩ U é um ortedesse sistema de oordenadas om dimensão n− k.Seja (ϕ1, ..., ϕk) um sistema de oordenadas entrado em x ∈ N e m ∈ P = ψ−1(x).Como dψm é sobrejetora por hipótese, temos pelo Corolário 1.3.5 que a oleção
{σi = (ϕi ◦ ψ); i = 1, ..., k} é parte de um sistema de oordenadas, digamos {σ1, ..., σk,

σk+1, ..., σn} em uma vizinhança, digamos U de m.Assim se p ∈ P ∩ U , temos para i = 1, ..., k que σi(p) = ϕi(ψ(p)) = ϕi(x) = 0, pois
(ϕ1, ..., ϕk) é entrado em x. Segue então que P ∩ U = {p ∈ U | σi(p) = 0; i = 1, ..., k}e portanto P ∩ U é um orte do sistema de oordenadas (U, σ1, ..., σk, σk+1, ..., σn). Logo
(P, i) é subvariedade de M de dimensão n− k.�O resultado anterior a�rma que a imagem inversa de um ponto por uma função
C∞ é uma subvariedade desde que a diferenial dessa função seja sobrejetora em adaponto da imagem inversa. Assim, podemos onsiderar os subonjuntos unitários deuma variedade omo subvariedades de dimensão 0 (pois a função identidade de�nidana variedade satisfaz as ondições requeridas). O resultado a seguir generaliza o anteriorestabeleendo ondições para que a imagem inversa de subvariedades de dimensões maioressejam também subvariedades.Teorema 1.3.16 Sejam ψ : M −→ N ∈ C∞ e (O,ϕ) subvariedade de N . Se
P = ψ−1(ϕ(O)) for não vazio e se para ada m ∈ ψ−1(ϕ(O)) tivermos

Nψ(m) = dψ(Mm) + dϕ(Oϕ−1(ψ(m))), (1.3.1)então P admite uma estrutura de variedade tal que (P, i) é subvariedade de M omdimP = dimM − dimN + dimO.Mais ainda, se (O,ϕ) for uma subvariedade mergulhada então (P, i) também o é e nesteaso existe uma únia estrutura de variedade em P tal que (P, i) é subvariedade de M .Demonstração: Ver [6℄.



1. Preliminares 321.4 Campos VetoriaisDe�nição 1.4.1 Sejam (a, b) um intervalo da reta real e M uma variedade. Uma urvasuave em M é uma função σ : (a, b) −→ M ∈ C∞. Se t0 ∈ (a, b), o vetor
dσ

(
d

dt

∣∣
t0

)
∈ Mσ(t0)é dito vetor tangente à urva σ em t0. Denotaremos tal vetor por σ̇(t0).Se v 6= 0 é um elemento qualquer de Mm, podemos esolher um sistema de oordenadas

(U, ϕ) entrado em m para o qual v = dϕ−1

(
∂
dx1

∣∣
0

). Neste aso, temos que v é o vetortangente à urva t 7−→ ϕ−1(t, 0, ..., 0) no ponto 0.De�nição 1.4.2 Dizemos que uma apliação σ : [a, b] −→ M é uma urva suave em Mse σ pode ser estendida a uma apliação C∞ de (a− ǫ, b+ ǫ) em M , para algum ǫ > 0.A urva σ : [a, b] −→ M é suave por partes se existe uma partição a = α0 < α1 < ... <

αn = b tal que σ∣∣
[αi,αi+1]

é suave para i = 0, ..., n− 1.Se σ : [a, b] −→ M é uma urva suave em M , seu vetor tangente σ̇(t0) = dσ

(
d
dt

∣∣
t0

)
∈

Mσ(t0) é bem de�nido para todo t0 ∈ [a, b].De�nição 1.4.3 Seja M uma variedade difereniável. De�nimos o �brado tangente e o�brado otangente de M respetivamente omo
T (M) =

⋃

m∈M

Mm e T ∗(M) =
⋃

m∈M

M∗
m

Sejam π : T (M) −→M e π∗ : T ∗(M) −→ M as projeções dadas por
π(v) = m, se v ∈Mm e π∗(ω) = m, se ω ∈ M∗

mSeja ainda (U, ϕ), om ϕ = (ϕ1, ..., ϕn), um sistema de oordenadas de M . De�namos
ϕ̃ : π−1(U) −→ R

2n e ϕ̃∗ : (π∗)−1(U) −→ R
2n por

ϕ̃(v) =

(
ϕ1(π(v)), . . . , ϕn(π(v)), dϕ1(v), . . . , dϕn(v)

) e
ϕ̃∗(ω) =

(
ϕ1(π

∗(ω)), . . . , ϕn(π
∗(ω)), ω(

∂

∂ϕ1
), . . . , ω(

∂

∂ϕn
)

)



1. Preliminares 33Denotemos por F a estrutura difereniável de M . Mostra-se que ϕ̃ e ϕ̃∗ são injetoras eque se (U, ϕ) e (V, ψ) ∈ F então ψ̃ ◦ ϕ̃−1 e ψ̃∗ ◦ (ϕ̃∗)−1 são C∞.Construamos em T (M) e T ∗(M) topologias que tenham omo bases as oleções
{ϕ̃−1(W ) | W é aberto em R

2n, (U, ϕ) ∈ F} e {(ϕ̃∗)−1(W ) | W é aberto em R
2n,

(U, ϕ) ∈ F} respetivamente. Com tais topologias T (M) e T ∗(M) são espaços topológiosloalmente eulidianos de dimensão 2n, que satisfazem o segundo axioma de enumerabi-lidade.Sejam F̃ e F̃∗ as oleções maximais (no sentido da De�nição 1.1.2 ()) ontendo
{(π−1(U), ϕ̃) | (U, ϕ) ∈ F} e {((π∗)−1(U), ϕ̃∗) | (U, ϕ) ∈ F} respetivamente. Temos entãoque F̃ e F̃∗ são estruturas difereniáveis em T (M) e T ∗(M) e portanto tais onjuntos sãotambém variedades.De�nição 1.4.4 Um ampo vetorial X ao longo da urva σ : [a, b] −→ M é uma apliação
X : [a, b] −→ T(M) que suspende σ, isto é, tal que π ◦ X = σ (logo X(t) ∈ Mσ(t)). Oampo é dito suave se X ∈ C∞.Um ampo vetorial X de�nido em um aberto U ⊂M é uma suspensão de U em T (M), istoé, uma apliação X : U −→ T(M) tal que π ◦ X = idU (e neste aso tem-se X(m) ∈ Mm).Analogamente, X é suave se X ∈ C∞(U,T(M)). Denotaremos X(m) = Xm.Se X é um ampo vetorial sobre U e f ∈ C∞(U), de�nimos a função X(f) : U −→ Rpor X(f)(m) = Xm(f).Observação: Seja A = {X ∈ C∞(U,T(M)) | X é ampo vetorial}. Temos que A é umespaço vetorial real e um módulo sobre o anel R das funções reais C∞(U). De fato, bastatomar a ação de R × A em A tal que (f,X) 7−→ fX, om fX : U −→ T(M) dada por
(fX)(m) = f(m)X(m).Proposição 1.4.1 Seja X um ampo vetorial em M . São equivalentes(a) X ∈ C∞(b) Se (U, ϕ), om ϕ = (ϕ1, ..., ϕn), é um sistema de oordenadas em M e se
{ai; i = 1, ..., n} é uma oleção de funções reais de�nidas em U e tais que

X
∣∣
U

=

n∑

i=1

ai
∂

∂ϕi
,então ai ∈ C∞(U)() Se V é aberto em M e f ∈ C∞(V ), então X(f) ∈ C∞(V)



1. Preliminares 34Demonstração: Mostremos que (a)⇒ (b):Sejam (U, ϕ) = (U, ϕ1, ..., ϕn) um sistema de oordenadas em M , X um ampo vetorial
C∞, e {ai; i = 1, ..., n} uma oleção de funções reais de�nidas em U tais que

X
∣∣
U

=

n∑

i=1

ai
∂

∂ϕiTemos que X
∣∣
U
∈ C∞ e (π−1(U), ϕ̃) é um sistema de oordenadas em T (M). Logo, omo

dϕi : π−1(U) −→ R ∈ C∞ (uma vez que dϕi é função oordenada de ϕ̃), segue que
dϕi ◦ X

∣∣
U
∈ C∞. Mas dϕi ◦ X

∣∣
U

= ai e portanto temos que ai ∈ C∞.Mostremos que (b)⇒ ():Seja V ⊂ M aberto e f ∈ C∞(V ). Para mostrar que X(f) ∈ C∞(V), basta mostrarque para todo sistema de oordenadas (U, ϕ1, ..., ϕn) em M tal que U ⊂ V , temos
X(f)

∣∣
U
∈ C∞(U).Seja pois (U, ϕ1, ..., ϕn) tal sistema de oordenadas. Para ada m ∈ U , temos

X
∣∣
U
(m) = (X

∣∣
U
)m ∈ Mm. Logo, de aordo om a De�nição 1.4.4 temos em U

X(f)(m) = Xm(f) =

n∑

i=1

Xm(ϕi)
∂f

∂ϕi

∣∣
mComo f ∈ C∞(V ), temos f ∈ C∞(U) e portanto ∂f

∂ϕi
∈ C∞. Ainda, se ai = (X

∣∣
U
)(ϕi)temos por (b) que ai ∈ C∞ e então segue que X(f)

∣∣
U

∈ C∞ (pois é a soma de funções
C∞). Como isso é verdade para todo sistema de oordenadas (U, ϕ1, ..., ϕn) em M tal que
U ⊂ V , segue que X(f) ∈ C∞(V).Mostremos que ()⇒ (a):Para mostrar que X ∈ C∞, basta mostrar que para todo sistema de oordenadas
(U, ϕ) = (U, ϕ1, ..., ϕn) em M tem-se ϕ̃ ◦ X|U ∈ C∞, om ϕ̃ a apliação oordenada de
(π−1(U), ϕ̃). Pois de aordo om a De�nição 1.1.4, ϕ̃ ◦ X|U ∈ C∞ se ϕ̃ ◦ X|U ◦ ϕ−1 ∈ C∞, oque pela mesma de�nição signi�a que X|U ∈ C∞. E se para todo sistema de oordenadas
(U, ϕ) tivermos X|U ∈ C∞, teremos X ∈ C∞.Como ϕ̃ =

(
(ϕ1 ◦ π), . . . , (ϕn ◦ π), dϕ1, . . . , dϕn

), temos
ϕ̃ ◦ X|U =

(
(ϕ1 ◦ π ◦ X|U), ..., (ϕn ◦ π ◦ X|U), (dϕ1 ◦ X|U), ..., (dϕn ◦ X|U)

)Mas π ◦ X|U = idU, pois X é ampo vetorial. Logo ϕi ◦ π ◦ X|U = ϕi ∈ C∞.Dado m ∈ U , temos X(m) = Xm ∈ Mm e portanto podemos esrever
Xm =

n∑

i=1

Xm(ϕi)
∂

∂ϕi

∣∣
m

=

n∑

i=1

X(ϕi)(m)
∂

∂ϕi

∣∣
m



1. Preliminares 35Logo,
(dϕj ◦ X|U)(m) = dϕj

(∑n
i=1 X(ϕi)(m) ∂

∂ϕi

∣∣
m

)

=
∑n

i=1 X(ϕi)(m) dϕj

(
∂
∂ϕi

∣∣
m

)

= X(ϕj)(m)Daí, omo ϕj ∈ C∞(U), temos por () que X(ϕj) ∈ C∞(U) e portanto dϕj ◦X|U ∈ C∞(U).Logo, omo ϕj ◦π ◦X|U e dϕj ◦X|U ∈ C∞, segue que ϕ̃ ◦X|U ∈ C∞ e portanto ()⇒ (a).Conluímos assim a demonstração do resultado.�De�nição 1.4.5 Sejam X e Y ampos vetoriais suaves em M . De�nimos um ampovetorial [X,Y] em M que a ada m ∈M assoia o vetor [X,Y]m ∈ Mm tal que
[X,Y]m(f) = Xm(Yf) − Ym(Xf),para toda f ∈ C∞ de�nida em uma vizinhança de m. O ampo vetorial [X,Y] é hamadoColhete de Lie de X e YDe fato, temos que [X,Y]m(f + λg) = [X,Y]m(f) + λ [X,Y]m(g) e [X,Y]m(fg) =

f(m) [X,Y]m(g) + g(m) [X,Y]m(f). Logo, [X,Y]m ∈ Mm e de fato [X,Y] é um ampovetorial.Proposição 1.4.2 Sejam X, Y e Z ampos vetoriais suaves em M e f, g ∈ C∞(M).Então(a) [X,Y] é ampo vetorial suave em M .(b) [fX, gY] = fg[X,Y] + f(Xg)Y − g(Yf)X() [X,Y] = −[Y,X](d) (Identidade de Jaobi) [[X,Y],Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X],Y] = 0Demonstração: Ver [6℄.Deorre da De�nição 1.4.5 que [X+Y,Z] = [X,Z]+ [Y,Z] e [X,Y+Z] = [X,Y]+ [X,Z].Logo, o olhete de Lie é uma apliação bilinear. Um espaço vetorial om uma operaçãobilinear satisfazendo () e (d) da Proposição 1.4.2 é hamado uma álgebra de Lie. Assim,temos que A é uma álgebra de Lie.De�nição 1.4.6 Seja X um ampo vetorial suave em M . Uma urva suave σ em M éuma urva integral de X se
σ̇(t) = X(σ(t))para todo t no domínio de σ.



1. Preliminares 36Se X é um ampo vetorial suave e m ∈ M , queremos determinar se existe uma urvaintegral de X por m e, aso exista, se ela é únia. De fato, uma urva γ : (a, b) −→ M éintegral de X se e somente se
γ̇(t) = dγ

(
d

dt

∣∣
t

)
= X(γ(t)), t ∈ (a, b) (1.4.1)Suponhamos 0 ∈ (a, b) e γ(0) = m. Esolhamos (U, ϕ), om ϕ = (ϕ1, ..., ϕn) sistema deoordenadas em m. Temos

X
∣∣
U

=
n∑

i=1

fi
∂

∂ϕi
,om fi = X(ϕi). Logo, omo X ∈ C∞ temos pela Proposição 1.4.1 que fi ∈ C∞.Ainda, para todo t tal que γ(t) ∈ U temos

dγ

(
d

dt

∣∣
t

)
=

n∑

i=1

d(ϕi ◦ γ)

dt

∣∣
t

∂

∂ϕi

∣∣
γ(t)Assim, por (1.4.1) γ é urva integral de X se e somente se

n∑

i=1

d(ϕi ◦ γ)

dt

∣∣
t

∂

∂ϕi

∣∣
γ(t)

=

n∑

i=1

fi(γ(t))
∂

∂ϕi

∣∣
γ(t)Logo tomando γi = ϕi ◦γ temos que γ é uma urva integral de X em γ−1(U) se e somentese

dγi
dt

∣∣
t
= fi ◦ ϕ

−1(γ1(t), ..., γn(t)) (i = 1, ..., n e t ∈ γ−1(U)) (1.4.2)As equações aima para i = 1, ..., n onstituem um sistema de equações difereniaisordinárias de primeira ordem, para o qual existem teoremas fundamentais de existêniae uniidade de soluções (ver [5℄). O teorema a seguir aborda esta questão no aso dasvariedades.Teorema 1.4.3 Seja X um ampo vetorial suave em uma variedade difereniável M .Para ada m ∈M existem a(m), b(m) ∈ R ∪ {+∞,−∞} e uma urva suave
γm : (a(m), b(m)) −→ Mtal que(a) 0 ∈ (a(m), b(m)) e γm(0) = m(b) γm é urva integral de X() Se µ : (c, d) −→ M é urva suave integral de X satisfazendo (a) e (b), então

(c, d) ⊂ (a(m), b(m)) e µ = γm
∣∣
(c,d)



1. Preliminares 37Para ada t ∈ R de�namos Dt = {m ∈ M | t ∈ (a(m), b(m))} e a transformação
Yt : Dt −→ M dada por Yt(m) = γm(t). Então(d) Para ada m ∈ M existem uma vizinhança aberta V de m e um ǫ > 0 tais que
σ : (−ǫ, ǫ) × V −→ M dada por σ(t, x) = Yt(x) é bem de�nida e C∞(e) Dt é aberto para todo t ∈ R(f) ⋃

t>0 Dt = M(g) Yt : Dt −→: D−t é um difeomor�smo om inversa Y−t(h) Se s, t ∈ R, então domínio(Ys ◦ Yt) ⊂ Ds+t, e se t e s têm o mesmo sinal entãodomínio(Ys ◦ Yt) = Ds+t. Mais ainda, Ys ◦ Yt = Ys+t em domínio(Ys ◦ Yt)Demonstração: Ver [6℄.De�nição 1.4.7 Um ampo vetorial suave X em M é dito ompleto se Dt = M para todo
t ∈ R. Isto signi�a que para todo m ∈M , γm tem domínio (−∞,+∞).Neste aso, as transformações Yt formam um grupo de transformações emM parametri-zadas pelos números reais, hamado grupo a 1-parâmetro de X.De�nição 1.4.8 Seja ψ : M −→ N ∈ C∞. Dizemos que X : M −→ T(N) é um ampovetorial suave ao longo de ψ se X ∈ C∞(M,T(N)) e π ◦ X = ψ. Neste aso, dizemos que
X tem extensão loal C∞ em N se dado m ∈ M existirem vizinhanças U de m e V de
ψ(m), om ψ(U) ⊂ V , e um ampo vetorial X̃ : V −→ T (N) tal que

X̃ ◦ ψ|U = X|UProposição 1.4.4 Sejam M uma variedade de dimensão n, m ∈ M e X um ampovetorial suave em M tal que X(m) 6= 0 (aqui, 0 representa o vetor nulo). Então existeum sistema de oordenadas (U, ϕ), ϕ = (ϕ1, ..., ϕn), em m tal que em U

X =
∂

∂ϕ1Demonstração: Ver [6℄.De�nição 1.4.9 Sejam ϕ : M −→ N ∈ C∞ e X e Y ampos vetoriais suaves em M e Nrespetivamente. Dizemos que X e Y são ϕ-relaionados se
dϕ ◦ X = Y ◦ ϕ



1. Preliminares 38Proposição 1.4.5 Seja ϕ : M −→ N ∈ C∞. Sejam ainda X e X1 ampos vetoriaissuaves em M e Y e Y1 ampos vetoriais suaves em N . Se X é ϕ-relaionado om Y e X1é ϕ-relaionado om Y1, então os olhetes de Lie [X,X1] e [Y,Y1] são ϕ-relaionados.Demonstração: O resultado deorre das De�nições (1.2.4), (1.4.4) e (1.4.5).De�nição 1.4.10 Seja M uma variedade de dimensão n e seja k ∈ Z+, tal que
1 ≤ k ≤ n. Uma distribuição k-dimensional D sobre M é uma esolha de um subespaço
k-dimensional D(m) de Mm para ada m ∈M .

D é suave se para ada m ∈ M existir uma vizinhança U de m e k ampos vetoriais
X1, ...,Xk de lasse C∞ de�nidos em U que geram D em ada ponto de U . Isto é, paratodo x ∈ U o espaço D(x) é aquele gerado por X1(x), ...,Xk(x).Um ampo vetorial X em M pertene à distribuição D se X(m) = Xm ∈ D(m) paratodo m ∈M .Uma distribuição D é dita involutiva (ou ompletamente integrável) se para quaisquerampos vetoriais suaves X,Y ∈ D tivermos [X,Y] ∈ D.De�nição 1.4.11 Sejam (N,ψ) uma subvariedade de M e D uma distribuição sobre M .Se

dψ(Nx) = D(ψ(x)), ∀ x ∈ N,dizemos que (N,ψ) é uma variedade integral de D.Proposição 1.4.6 Seja D uma distribuição suave sobre M tal que por ada ponto de Mpassa uma variedade integral de D. Então D é involutiva.Demonstração: Sejam X e Y ampos vetoriais suaves pertenentes a D. Queremosmostrar que [X,Y](m) ∈ D(m) para todo m ∈M .Dado m ∈ M , seja (N,ψ) uma variedade integral de D passando por m. Suponhamos
ψ(x0) = m.Como dψ(Nx) = D(ψ(x)) ∀ x ∈ N e ψ é uma imersão injetora, temos que
dψ : Nx −→ D(ψ(x)) é isomor�smo. Temos então que existem ampos vetoriais X̃ e
Ỹ em N tais que

dψ ◦ X̃ = X ◦ ψ e dψ ◦ Ỹ = Y ◦ ψDe fato, omo dψ é isomor�smo basta tomar X̃ = dψ−1 ◦ X ◦ ψ e Ỹ = dψ−1 ◦ Y ◦ ψ.



1. Preliminares 39Pela De�nição 1.4.9 temos então que X̃ e X são ψ-relaionados, bem omo Ỹ e Y. Daí,pela Proposição 1.4.5 segue que [X̃, Ỹ] e [X,Y] são ψ-relaionados. Logo,
[X,Y](m) = [X,Y](ψ(x0)) = dψ([X̃, Ỹ](x0)) ∈ D(m)Logo [X,Y](m) ∈ D(m) para todo m em M e portanto por de�nição onluímos que

[X,Y] pertene à distribuição D, omo queríamos mostrar.�O resultado a seguir é uma versão do Teorema de Frobenius lássio para variedades eestabelee a existênia de variedades integrais de distribuições suaves involutivas.Teorema 1.4.7 Seja D(m) uma distribuição suave, involutiva, k-dimensional sobre umavariedadeM de dimensão n ≥ k. Se m ∈M então existe uma variedade integral de D(m)passando por m. Mais ainda, existe um sistema de oordenadas úbias (U, ϕ) entradoem m, om ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn), tal que os ortes da forma
{ϕi = onstante ; i = k + 1, ..., n}são variedades integrais de D(m). Se (N,ψ) for uma variedade integral onexa de D(m)tal que ψ(N) ⊂ U , então ψ(N) está ontido em um desses ortes.1.5 Compati�açõesIntroduziremos aqui o oneito de ompati�ação de espaços topológios.De�nição 1.5.1 Dado um espaço topológio E, de�nimos sua ompati�ação omo umaapliação ontínua ϕ : E −→ F , tal que F é ompato, ϕ(E) é denso em F e ϕ é umhomeomor�smo de E sobre ϕ(E).Muitas vezes, por simpliidade, dizemos que F é a ompati�ação de E, deixandosubentendida a apliação ϕ.Uma ompati�ação muito onheida é a ompati�ação por um ponto, a qualde�niremos a seguir.De�nição 1.5.2 Seja E um espaço topológio não-ompato. A ompati�ação por umponto de E é a apliação ϕ : E −→ F , tal que(a) F é um espaço de Hausdor� ompato;(b) ϕ é um homeomor�smo de E sobre ϕ(E);() F = ϕ(E) ∪ {∞}, ∞ /∈ ϕ(E).



1. Preliminares 40Tal ompati�ação reebe este nome pois o espaço F é obtido aresentando-se a umaópia homeomorfa do espaço E apenas um ponto, frequentemente hamado o ponto noin�nito (daí denotarmos este ponto om o símbolo ∞ na de�nição anterior)A seguir, apresentamos uma ondição neessária e su�iente para que um espaçotopológio não-ompato possua uma ompati�ação por um ponto. Antes porém,de�nimosDe�nição 1.5.3 Um espaço topológio E diz-se loalmente ompato se todo ponto x ∈ Epossui uma vizinhança ompata.Para que um espaço de Hausdor� E seja loalmente ompato, é neessário e su�ienteque todo ponto x ∈ E esteja ontido em um aberto V de E ujo feho V é ompato. Estaa�rmação está justi�ada em [3℄, onde enontra-se também a demonstração da proposiçãoa seguir.Proposição 1.5.1 Um espaço topológio E possui uma ompati�ação por um ponto see somente se E for um espaço de Hausdor� loalmente ompato.Exemplo: Identi�ando R
n om o hiperplano Π0 = {y ∈ R

n+1| yn+1 = −1},tangente à esfera S
n = {y ∈ R

n+1|
∑n+1

i=1 y
2
i = 1} no pólo sul (denotado por −en+1 =

(0, ..., 0,−1)), tomamos a apliação de S
n\{en+1} em R

n, que a ada ponto p da superfíieda esfera assoia o ponto sobre Π0 determinado pela interseção da reta passando pelopólo norte (en+1) e p om Π0. Com as topologias usuais, tal apliação, hamada projeçãoestereográ�a, é um homeomor�smo. Sua apliação inversa é um homeomor�smo de
R
n sobre S

n \ {en+1}. Podemos mais geralmente onsiderar ϕ : R
n −→ S

n tal que
ϕ : R

n −→ S
n \ {en+1} seja a inversa da projeção estereográ�a. Assim, ϕ (ou maissimplesmente S
n) é a ompati�ação de R

n por um ponto.Mais geralmente, ao invés de só um ponto, para ompati�ar um espaço topológiopoderíamos adiionar um onjunto não-unitário. Por exemplo, no aso do espaço R
ntemos que este é difeomorfo a B1(0) (= bola aberta de R

n unitária entrada na origem),ujo feho é B1(0) (= bola fehada de R
n unitária entrada na origem). Assim, temos que

B1(0) é uma ompati�ação de R
n diferente da ompati�ação por um ponto. Nesteaso, a ompati�ação foi obtida adiionando o onjunto S

n−1 (= esfera de R
n unitáriaentrada na origem). Como B1(0) é difeomorfo ao hemisfério norte (e/ou sul) fehado daesfera S

n em R
n+1, podemos modelar uma nova ompati�ação de R

n, à saber:



1. Preliminares 41Identi�quemos R
n om o hiperplano Π = {y ∈ R

n+1| yn+1 = 1}, tangente a S
n nopólo norte. Restringindo-nos ao hemisfério norte H

+ = {y ∈ S
n| yn+1 > 0} de S

n,tomemos a projeção entral dos pontos do hemisfério norte sobre Π. Tal apliação éum difeomor�smo. Podemos onsiderar sua inversa om valores no feho do hemisférionorte. Assim, temos que o hemisfério norte aberto unido om o equador da esfera é umaompati�ação de R
n. Esta será a ompati�ação que usaremos no Capítulo 2 parade�nir a ompati�ação de Poinaré de ampos polinomiais.De�nição 1.5.4 Um espaço topológio E é dito ompletamente regular quando, dados

x ∈ E e um aberto U de E om x ∈ U , existir uma função ontínua f : E −→ [0, 1] talque f(x) = 1 e f(E \ U) = 0Seja E um espaço topológio e I = [0, 1]. De�namos os onjuntos
F = {f : E −→ I | f é ontínua } e IF =

∏
f∈F I. Pelo Teorema de Tyhonov,temos que IF om a topologia produto é um espaço de Hausdor� ompato. De�namos

ϕ : E −→ IF tal que ϕ(x) = {f(x)}f∈F . Temos assim que ϕ é ontínua e ainda
ϕ : E −→ ϕ(E) é homeomor�smo se e somente se E for um espaço de Hausdor�ompletamente regular.Se, pois, E for um espaço de Hausdor� ompletamente regular, tomemos β(E) = ϕ(E).Segue então que ϕ : E −→ β(E) é uma ompati�ação de E.De�nição 1.5.5 Diremos que ϕ : E −→ β(E) aima onstruída é a ompati�ação deStone-�eh de E.Uma propriedade desta ompati�ação é que para ada função real ontínualimitada f : E −→ R temos que existe função ontínua f : β(E) −→ R tal que f ◦ϕ = f .



Capítulo 2
A Compati�ação de Poinaré
Este apítulo dedia-se ao estudo da ompati�ação de Poinaré de ampos polinomiais.Na Seção 2.1 desreveremos detalhadamente esta ténia e expressaremos a ompati�-ação de Poinaré em oordenadas loais. Na Seção 2.2 demonstraremos resultados quearaterizam quando ampos polinomiais tangentes à esfera S

n são a Compati�açãode Poinaré de ampos polinomiais em R
n. Na Seção 2.3 apresentamos uma outraaraterização para o aso de ampos polinomiais do plano.A referênia para este apítulo é [1℄.2.1 A Compati�ação de Poinaré de Campos Polino-miaisA seguir, desreveremos a ompati�ação de Poinaré para ampos polinomiais gerais.Com tal ompati�ação é possível fazer um estudo das órbitas do ampo original pertodo in�nito.Seja X = (P1, ...,Pn) um ampo vetorial polinomial em R

n. Identi�aremos R
n om ohiperplano Π = {y ∈ R

n+1| yn+1 = 1}, tangente à esfera S
n = {y ∈ R

n+1|
∑n+1

i=1 y
2
i = 1}no pólo norte (isto é, em en+1 = (0, . . . , 0, 1)). Denotaremos os hemisférios norte ({y ∈

S
n| yn+1 > 0}) e sul ({y ∈ S

n| yn+1 < 0}) de S
n por H

+ e H
− respetivamente.A ompati�ação de Poinaré de X onsiste em fazer duas ópias do �uxo de X, umasobre H

+ e outra sobre H
−, pela projeção entral dos pontos de Π. Mais espei�amente,para x ∈ R

n, de�nimos ∆(x) = (1 +
∑n

i=1 x
2
i )

1/2 e os difeomor�smos φ+ : R
n −→ H

+ e42
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φ− : R

n −→ H
−, dados por

φ+(x) =
1

∆(x)
(x1, ..., xn, 1) e φ−(x) = −

1

∆(x)
(x1, ..., xn, 1)Assim, o ampo vetorial X̂ em H

+∪H
−, induzido por X através de tais difeomor�smos,é dado por

X̂(y) =





(Dφ+)xX(x), se y = φ+(x)

(Dφ−)xX(x), se y = φ−(x)Como φ+(x) = (f1(x), ..., fn(x), fn+1(x)), om fi(x) = xi

∆(x)
para i = 1, ..., n e

fn+1(x) = 1
∆(x)

, temos que se y = φ+(x) então (y1, ..., yn, yn+1) = ( x1

∆(x)
, ..., xn

∆(x)
, 1

∆(x)
).Logo (Dφ+)x = [∂ejfi(x)] i=1,...,n+1

j=1,...,n
, om

∂eifi(x) = ∂ei(
xi

∆(x)
) =

1

∆(x)
−

x2
i

∆3(x)
= yn+1 − yn+1 y

2
i ,para 1 ≤ i ≤ n e

∂ejfi(x) = ∂ej (
xi

∆(x)
) = −

xi xj
∆3(x)

= −yn+1 yi yj,para i 6= j.Além disso, ∂ejfn+1(x) = ∂ej ( 1
∆(x)

) = −
xj

∆3(x)
= −y2

n+1 yj, j = 1, ..., n.Como (y1, ..., yn, yn+1) = (− x1

∆(x)
, ...,− xn

∆(x)
,− 1

∆(x)
) se y = φ−(x), segue que (Dφ+)x =

(Dφ−)x. Logo, a expressão para X̂(y) sobre H
+ ∪ H

− é
X̂(y) = yn+1




1 − y2
1 −y1 y2 ... −y1 yn

−y2 y1 1 − y2
2 ... −y2 yn... . . . ...

−y1 yn −y2 yn ... 1 − y2
n

−y1 yn+1 −y2 yn+1 ... −yn yn+1







P̂1(y)

P̂2(y)...
P̂n(y)



,

om P̂i(y1, ..., yn+1) = Pi(y1/yn+1, ..., yn/yn+1).Pelos difeomor�smos φ+ e φ−, temos que o equador da esfera S
n, isto é,

S
n−1 = {y ∈ S

n| yn+1 = 0}, orresponde ao in�nito de R
n. De�nindo grau(X) =

max{grau(P1), ..., grau(Pn)} = m, estenderemos o �uxo dado por X̂ sobre S
n \ S

n−1



2. A Compati�ação de Poinaré 44(= H
+ ∪ H

−) tomando X̃ em S
n dado por

X̃(y) = ym−1
n+1 X̂(y) =




1 − y2
1 −y1 y2 ... −y1 yn

−y2 y1 1 − y2
2 ... −y2 yn... . . . ...

−y1 yn −y2 yn ... 1 − y2
n

−y1 yn+1 −y2 yn+1 ... −yn yn+1







P̃1(y)

P̃2(y)...
P̃n(y)



,

om P̃i(y1, ..., yn+1) = ymn+1 Pi(y1/yn+1, ..., yn/yn+1) ( e portanto homogêneo de grau m).O ampo vetorial X̃ assim obtido é denominado a Compati�ação de Poinaré doampo X.Observação: O ampo X̃ é polinomial em S
n e as trajetórias de X̃ e X̂ são as mesmasem S

n \ S
n−1 , uma vez que multipliamos X̂ pela função ym−1

n+1 , que é sempre positivaem H
+ e sempre positiva ou sempre negativa em H

−, onforme m seja ímpar ou parrespetivamente.Observação: Como P̃i(−y) = (−1)mP̃i(y), observamos ainda que se m é ímpar então oampo X̃ é simétrio om relação à origem de R
n+1, pois X̃(−y) = (−1)mX̃(y) = −X̃(y).Ainda, omo o ampo X̂ e suas trajetórias sempre são simétrios om relação à origemde R

n+1, temos pela de�nição de X̃ e pela observação anteior que as trajetórias de X̃são sempre simétrias om relação à origem e se m for ímpar elas têm o mesmo sentido esentidos ontrários se m for par.Para obter uma expressão analítia para X̃, onsideraremos S
n omo uma variedadedifereniável e a obriremos om 2(n + 1) sistemas de oordenadas da forma (Ui, φ

+
i ) e

(Vi, φ
−
i ), i = 1, ..., n+ 1, om

Ui = {y ∈ S
n| yi > 0}, Vi = {y ∈ S

n| yi < 0}e φ+
i : Ui −→ R

n e φ−
i : Vi −→ R

n assoiando, respetivamente, ada (n + 1)-upla em
Ui ou Vi à n-upla (y1

yi
, ..., yi−1

yi
, yi+1

yi
, ..., yn+1

yi
), que denotaremos por (z1, ..., zn), embora essa

n-upla seja diferente em ada sistema de oordenadas.Notemos que qualquer sistema de oordenadas, à exeção de (Un+1, φ
+
n+1) e (Vn+1, φ

−
n+1),ontém pontos do equador, os quais têm oordenada zn nula. Notemos ainda que

Un+1 = H
+, Vn+1 = H

−, φ+
n+1 = (φ+)−1 e φ−

n+1 = (φ−)−1Os álulos a seguir nos ajudarão a obter a expressão analítia de X̃ em ada sistemade oordenadas.



2. A Compati�ação de Poinaré 45Sejam 1 ≤ i ≤ n e y ∈ Ui ∩H
+. Como a diferenial (Dφ+

i )y é função de TyUi em
Tφ+

i (y)R
n, temos

(Dφ+
i )y(X̃(y)) = (Dφ+

i )y(y
m−1
n+1 X̂(y)) = ym−1

n+1 (Dφ+
i )y(X̂(y)) =

ym−1
n+1 (Dφ+

i )y((Dφ
+)xX(x)) = ym−1

n+1 (D(φ+
i ◦ φ+))xX(x),om y = φ+(x).Como (φ+

i ◦ φ+)(x) = φ+
i ( x1

∆(x)
, . . . , xn

∆(x)
, 1

∆(x)
) = (x1

xi
, . . . , xi−1

xi
, xi+1

xi
, . . . , xn

xi
, 1
xi

), alu-lando a matriz jaobiana (D(φ+
i ◦ φ+))x da função (φ+

i ◦ φ+)(x), obtemos que
(D(φ+

i ◦ φ+))xX(x) =




1
xi

... 0 −x1

x2
i

0 ... 0...
0 ... 1

xi
−xi−1

x2
i

... 0

0 ... 0 −xi+1

x2
i

1
xi

... 0...
0 ... 0 −xn

x2
i

0 ... 1
xi

0 ... 0 − 1
x2

i

0 ... 0







P1(x)

P2(x)...
Pn(x)




=

1

x2
i

(
xiP1−x1Pi, xiP2−x2Pi, · · · , xiPi−1−xi−1Pi, xiPi+1−xi+1Pi, · · · , xiPn−xnPi, −Pi

)Como y = φ+(x), temos em Ui

(z1, ..., zn) = (
x1

xi
, ...,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, ...,

xn
xi
,

1

xi
) = φ+

i (φ+(x)) =

φ+
i (y1, ..., yn+1) = (

y1

yi
, ...,

yi−1

yi
,
yi+1

yi
, ...

yn+1

yi
)Logo,

D(φ+
i ◦ φ

+))xX(x) = zn
(
P1−z1Pi, · · · , Pi−1−zi−1Pi, Pi+1−ziPi, · · · , Pn−zn−1Pi, −znPi

)
,om Pj = Pj(

z1
zn
, ..., zi−1

zn
, 1
zn
, zi

zn
, ..., zn−1

zn
).Fazendo os álulos obtemos que ∆(z) = 1

|yi|
, e omo y ∈ Ui (e portanto yi > 0), temos

∆(z) = 1
yi
. Ainda, omo zn = yn+1

yi
segue que yn+1 = zn

∆(z)
e

(Dφ+
i )y(X̃(y)) = ym−1

n+1 (D(φ+
i ◦ φ+))xX(x) =

zmn
(∆(z))m−1

(
P1 − z1Pi, · · · , Pi+1 − ziPi, · · · , Pn − zn−1Pi, −znPi

)
=
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1

(∆(z))m−1

(
P̃1 − z1P̃i, · · · , P̃i+1 − ziP̃i, · · · , P̃n − zn−1P̃i, −znP̃i

)
,aqui P̃j = P̃j(z1, ..., zi−1, 1, zi, ..., zn), om P̃j omo de�nido anteriormente.Se tomarmos agora y ∈ Ui ∩H

−, 1 ≤ i ≤ n, basta refazermos os álulos anterioresom φ− em lugar de φ+ para obter que (Dφ+
i )y(X̃(y)) tem a mesma expressão aima.Notemos que se y ∈ Un+1 = H

+, então (Dφ+
n+1)y(X̃(y)) = ym−1

n+1 (D(φ+
n+1 ◦ φ+))xX(x),om y = φ+(x). Como φ+

n+1 = (φ+)−1, obtemos que (D(φ+
n+1 ◦ φ+))x é a matrizidentidade. Logo (z1, ..., zn) = φ+

n+1(y1, ..., yn+1) = φ+
n+1(φ

+(x)) = (x1, ..., xn), e omo
yn+1 = 1

∆(x)
= 1

∆(z)
, temos que

(Dφ+
i )y(X̃(y)) = ym−1

n+1 (P1, ..., Pn) =
1

(∆(z))m−1
(P1, ..., Pn)om Pj = Pj(z1, ..., zn).Multipliando as expressões de X̃ em ada sistema de oordenadas por

(∆(z))m−1 > 0, obtemos, em suma, as seguintes expressões para X̃:Em U1: (
P̃2 − z1P̃1, P̃3 − z2P̃1, · · · , P̃n − zn−1P̃1, −znP̃1

), om P̃j = P̃j(1, z1, ..., zn).Em U2: (
P̃1 − z1P̃2, P̃3 − z2P̃2, · · · , P̃n − zn−1P̃2, −znP̃2

), om P̃j = P̃j(z1, 1, z2, ..., zn)....Em Un: (
P̃1 − z1P̃n, P̃2 − z2P̃n, · · · , P̃n−1 − zn−1P̃n, −znP̃n

), om P̃j = P̃j(z1, ..., zn, 1).Em Un+1: (
P1, P2, ..., Pn

), om Pj = Pj(z1, z2, ..., zn).Para enontrar a expressão de X̃ no aso em que y ∈ Vi, basta refazer os álulos subs-tituindo φ+
i por φ−

i . A expressão será a mesma que obtivemos em Ui, porém multipliadapor (−1)m−1, pois sendo (z1, ..., zn) = φ−
i (y1, ..., yn) temos que ∆(z) = 1

|yi|
= − 1

yi
, umavez que yi < 0 em Vi.Temos que o in�nito S

n−1 de S
n é invariante pelo �uxo de X̃, isto é, se ϕ é um �uxo de X̃om ϕ(t0) ∈ S

n−1, então ϕ(t) ∈ S
n−1 para todo t no intervalo máximo de de�nição de ϕ.De fato, se ϕ = (ϕ1, ..., ϕn) é um �uxo de X̃ (em oordenadas loais) om ϕ(t0) ∈ S

n−1,temos que ϕ satisfaz o sistema determinado por X̃ e portanto em vizinhanças de Ui,
i = 1, ..., n temos

ϕ′
n(t) = ϕn(t)P̃i(ϕ1(t), ..., ϕn(t)) om ϕ(t0) = 0Tais equações difereniais têm solução ϕn(t) = 0 e portanto ϕ(t) ∈ S

n−1 para todo t nointervalo máximo de de�nição de ϕ. De forma análoga hegamos à mesma onlusão nasvizinhanças de Vi, i = 1, ..., n.



2. A Compati�ação de Poinaré 47O resultado a seguir, onheido omo "Teorema da Esfera Cabeluda", nos permitiráonluir uma importante propriedade da Compati�ação de Poinaré (ver demonstraçãoem [2℄).Teorema 2.1.1 S
n admite um ampo vetorial que não se anula em nenhum ponto see somente se n é ímpar. Em partiular, se n é par então todo ampo vetorial em S

n seanula em algum ponto.Teorema 2.1.2 Se X é um ampo polinomial em R
n que não se anula em nenhum deseus pontos, então existe y ∈ S

n−1 tal que X̃(y) = 0.Demonstração: Como X não se anula por hipótese, segue que X̃(y) 6= 0 para todo
y ∈ H

+
⋃

H
− = S

n \ S
n−1. Assim, se n é par temos pelo Teorema 2.1.1 que X̃ se anulaem algum ponto de S

n e portanto X̃ se anula em algum ponto de S
n−1. Se n é ímpar,temos que n− 1 é par e daí, omo X̃|Sn−1 é ainda um ampo polinomial, segue que X̃ seanula em algum ponto de S

n−1.�2.2 Caraterização da Compati�ação de Poinaré -Parte INesta seção araterizaremos quando um ampo polinomial em R
n+1 restrito à esfera S

n,é a ompati�ação de Poinaré de um ampo polinomial em R
n. Tal araterização édesrita pelos teoremas abaixo:Teorema 2.2.1 Seja Z = (S1, ..., Sn, Sn+1) um ampo polinomial em R

n+1,tal que Z|Snseja tangente a S
n. Suponha que exista m ∈ Z+ tal que1. ∂αSi(0) = 0, se |α| 6= m ou m+2, para i = 1, ..., n, e ∂αSn+1(0) = 0, se |α| 6= m+22. ∂αSi(0) = 0, se |α| = m + 2 om αi = 0, ou αi = 1 e αn+1 = m + 1,para i = 1, ..., n3.

∂ei∂αSi(0)

(αi + 1)
=
∂ej∂αSj(0)

(αj + 1)
,se |α| = m+ 1, para i, j = 1, ..., n
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∂ei∂αSi(0)

(αi + 1)
= −

∑

αj≥1

1≤j≤n

αj ∂
βj(α)Sj(0),se |α| = m+ 1, para i = 1, ..., n.Aqui βj(α) = α− ej (note que |βj(α)| = m).Então o ampo Z pode ser esrito omo

Z(y) =




1 − y2
1 −y1 y2 ... −y1 yn

−y2 y1 1 − y2
2 ... −y2 yn... . . . ...

−y1 yn −y2 yn ... 1 − y2
n

−y1 yn+1 −y2 yn+1 ... −yn yn+1







R1(y)

R2(y)...
Rn(y)



,

om
Ri(y) =

∑

|α|=m

∂αSi(0)

α!
yα, 1 ≤ i ≤ n (2.2.1)(aqui, estamos onsiderando y = (y1, ..., yn, yn+1
), e além disso estamos denotando por 0a origem em R

n+1).Demonstração: Note que se ∂αSi(0) = 0 para |α| = m e para todo i, 1 ≤ i ≤ n, entãopor (1), (2) e (4) e pelo fato de Z|Sn ser tangente a S
n, temos que Si ≡ 0, i = 1, ...n, n+1e portanto Z ≡ 0. Suporemos, no entanto, Z 6≡ 0 e daí segue que algum polin�mio de(2.2.1) é não nulo.Seja α um (n+ 1)-multi-índie. Fixado i, 1 ≤ i ≤ n, tomemos α′ = α + ei.Se α é tal que |α| = m + 1, om αi ≥ 1 para o i �xado e βj = βj(α) omo de�nidoanteriormente, temos por (3) e (4) que

∂α
′
Si(0)

α′!
=
∂ei∂αSi(0)

α′!
=

−(αi + 1)

α′!

∑

αj≥1

1≤j≤n

αj ∂
βj

Sj(0) = −
∑

αj≥1

1≤j≤n

∂β
j

Sj(0)

(βj)!
, (2.2.2)pois (αi + 1)

α′!
=

1

α!
, e αj

α!
= (βj)!, se αj ≥ 1.Ainda, para |α| = m + 1 om αi = 0 e αn+1 6= m+ 1, temos α′! = α! e por (2), (3) e (4)segue que

∂α
′
Si(0)

α′
=
∂ei∂αSi(0)

α!
= −

1

α!

∑

αj≥1

1≤j≤n
j 6=i

αj ∂
βj

Sj(0) = −
∑

αj≥1

1≤j≤n
j 6=i

∂β
j

Sj(0)

(βj)!
(2.2.3)



2. A Compati�ação de Poinaré 49Pela hipótese (1) temos que ada polin�mio Si é a soma de uma parte homogênea de grau
m e uma parte homogênea de grau m+2, para ada i tal que 1 ≤ i ≤ n. Assim, podemosesrever

Si(y) =
∑

|α|=m

∂αSi(0)

α!
yα +

∑

|α|=m+2

∂αSi(0)

α!
yαDenotemos por Sm+2

i (y) a parte homogênea de grau m+ 2 de Si.Por (2), temos que
Sm+2
i (y) =

∑

|α|=m+2

αi≥1

∂αSi(0)

α!
yα =

∑

|α|=m+2

αi≥2

∂αSi(0)

α!
yα +

∑

|α|=m+2

αi=1

αn+1 6=m+1

∂αSi(0)

α!
yαLogo, omo em Sm+2

i (y) temos αi ≥ 1, podemos esrever
Sm+2
i (y) = yi

∑

|α|=m+1

αi≥1

∂α
′
Si(0)

α′!
yα + yi

∑

|α|=m+1

αi=0

αn+1 6=m+1

∂α
′
Si(0)

α′!
yα,om α′ = α + ei.Pelas estimativas feitas em (2.2.2) e (2.2.3) e observando que

∑

|α|=m+1

αi≥1

( ∑

αj≥1

1≤j≤n

∂β
j

Sj(0)

(βj)!

)
yα =

∑

|α|=m+1

αi≥1

(
∂β

i

Si(0)

(βi)!

)
yα +

∑

|α|=m+1

αi≥1

( ∑

αj≥1

1≤j≤n
j 6=i

∂β
j

Sj(0)

(βj)!

)
yα,segue que

Sm+2
i (y) = yi

∑

|α|=m+1

αi≥1

(
−

∑

αj≥1

1≤j≤n

∂β
j

Sj(0)

(βj)!

)
yα + yi

∑

|α|=m+1

αi=0

αn+1 6=m+1

(
−

∑

αj≥1

1≤j≤n
j 6=i

∂β
j

Sj(0)

(βj)!

)
yα

= −yi
∑

|α|=m+1

αi≥1

∂β
i

Si(0)

(βi)!
yα − yi

∑

|α|=m+1

( ∑

αj≥1

1≤j≤n
j 6=i

∂β
j

Sj(0)

(βj)!

)
yα

= −yi
∑

|α|=m+1

αi≥1

∂β
i

Si(0)

(βi)!
yα − yi

n∑

j=1
j 6=i

( ∑

|α|=m+1
αj≥1

∂β
j

Sj(0)

(βj)!
yα

)

Como yi ≥ 1 na primeira parela de somatórios aima e yj ≥ 1 na segunda parela desomatórios, e ainda omo βk(α) + ek = α, k = 1, ..., n, obtemos que
Sm+2
i (y) = −y2

i

∑

|α|=m

∂αSi(0)

α!
yα − yi yj

n∑

j=1
j 6=i

( ∑

|α|=m

∂αSj(0)

α!
yα

)



2. A Compati�ação de Poinaré 50Assim, sendo Rk(y) a parte homogênea de grau m de Sk(y), k = 1, ..., n, temos então que
Si(y) = (1 − y2

i )
∑

|α|=m

∂αSi(0)

α!
yα − yi yj

n∑

j=1
j 6=i

( ∑

|α|=m

∂αSj(0)

α!
yα

)

= (1 − y2
i )Ri(y) −

n∑

j=1

j 6=i

yi yj Rj(y) ,Como por hipótese o ampo Z|Sn é tangente a S
n, temos, para (y1, ..., yn, yn+1) ∈ S

n, que
∑n+1

i=1 yiSi(y) = 0. E substituindo Si por sua expressão em termos dos Rk's, temos
n+1∑

i=1

yiSi(y) =
n∑

i=1

yi
[
(1 − y2

i )Ri(y) −
n∑

j=1

j 6=i

yi yj Rj(y)
]
+ yn+1Sn+1(y) =

n∑

i=1

yi(1 − y2
i )Ri(y) −

n∑

i=1

n∑

j=1

j 6=i

y2
i yj Rj(y) + yn+1Sn+1(y)E omo em S

n temos que (1 − y2
i ) =

∑n+1
j=1

j 6=i

y2
j , segue que

n∑

i=1

yi(1 − y2
i )Ri(y) =

n∑

i=1

n+1∑

j=1

j 6=i

yi y
2
jRi(y) =

n+1∑

j=1

n∑

i=1

i6=j

yi y
2
jRi(y) =

n∑

j=1

n∑

i=1

i6=j

yi y
2
jRi(y) +

n∑

i=1

yi y
2
n+1Ri(y)Segue portanto que

n+1∑

i=1

yiSi(y) =
n∑

i=1

yi y
2
n+1Ri(y) + yn+1Sn+1(y)E omo tal polin�mio é nulo para (y1, ..., yn, yn+1) ∈ S

n , segue pela sua homogeneidade(note que trata-se de um polin�mio homogêneo de grau m+ 3) que
n∑

i=1

yi y
2
n+1Ri(y) + yn+1Sn+1(y) = 0em R

n+1. Logo
Sn+1(y) = −

n∑

i=1

yi yn+1Ri(y)



2. A Compati�ação de Poinaré 51E reesrevendo o ampo Z om as expressões que enontramos para suas oordenadas,temos que
Z(y) =




1 − y2
1 −y1 y2 ... −y1 yn

−y2 y1 1 − y2
2 ... −y2 yn... . . . ...

−y1 yn −y2 yn ... 1 − y2
n

−y1 yn+1 −y2 yn+1 ... −yn yn+1







R1(y)

R2(y)...
Rn(y)



,

o que onlui a demonstração do resultado.�O resultado a seguir fornee ondições su�ientes para que um ampo polinomial em
R
n+1 seja a ompati�ação de Poinaré de algum ampo polinomial em R

n.Teorema 2.2.2 Seja Z = (S1, ..., Sn, Sn+1) um ampo polinomial em R
n+1 satisfazendo asondições (1)-(4) do Teorema 2.2.1. Suponha ainda que

∃ i, 1 ≤ i ≤ n, e α, om |α| = m,αn+1 = 0 tais que ∂αSi(0) 6= 0. (2.2.4)Então o ampo Z|Sn é a ompati�ação de Poinaré do ampo polinomial
X = (P1, ...,Pn) em R

n, om Pi(x) =
∑

|α|=m

∑m
αn+1=0

∂αSi(0)
α!

xΠn(α), x = (x1, ..., xn) e
Πn(α) = (α1, ..., αn).Demonstração: De fato, se X = (P1, ...,Pn) é o ampo polinomial em R

n desrito aima,a hipótese (2.2.4) signi�a que grau(X) = max{grau(P1), ..., grau(Pn)} = m. Assim, suaompati�ação de Poinaré de aordo om a Seção 2.1 é
X̃(y) = ym−1

n+1 X̂(y) =




1 − y2
1 −y1 y2 ... −y1 yn

−y2 y1 1 − y2
2 ... −y2 yn... . . . ...

−y1 yn −y2 yn ... 1 − y2
n

−y1 yn+1 −y2 yn+1 ... −yn yn+1







P̃1(y)

P̃2(y)...
P̃n(y)



,

om P̃i(y1, ..., yn+1) = ymn+1 Pi(y1/yn+1, ..., yn/yn+1).Como xΠn(α) = xα1

1 .....x
αn
n temos, para x = (x1, ..., xn) = (y1/yn+1, ..., yn/yn+1), que

xΠn(α) = (
y1

yn+1
)α1 ...(

yn
yn+1

)αn = yα1

1 ...yαn

n y
(−

Pn
j=1

αj)

n+1 = yα1

1 ...yαn

n y
(−|α|+αn+1)
n+1 .



2. A Compati�ação de Poinaré 52Portanto,
P̃i(y1, ..., yn+1) = ymn+1 Pi(y1/yn+1, ..., yn/yn+1)

= ymn+1

∑

|α|=m

m∑

αn+1=0

∂αSi(0)

α!
yα1

1 ...yαn

n y
(−m+αn+1)
n+1

=
∑

|α|=m

∂αSi(0)

α!
yα = Ri(y)Assim, omo P̃i(y) = Ri(y), temos que X̃ = Z|Sn, e om isso onluímos a demonstraçãodo resultado.�Os exemplos a seguir ilustram a importânia da ondição (2.2.4) para garantir aa�rmação do resultado anteriorExemplo: Seja Z = (S1, S2, S3) um ampo polinomial em R

3, om
S1(y) = y1 y3 + y2 y3 − y1 y2 y

2
3 − y2

1 y2 y3 − y3
1 y3,

S2(y) = y2
3 − y2

1 y2 y3 − y1 y
2
2 y3 − y2

2 y
2
3 e

S3(y) = −y1 y2 y
2
3 − y2

1 y
2
3 − y2 y

3
3Notemos que Z satisfaz todas as ondições (1)-(4) do Teorema 2.2.1 para m = 2 (e

n = 2 ). Logo,
Z(y) =




1 − y2
1 −y1 y2

−y1 y2 1 − y2
2

−y1 y3 −y2 y3





 R1(y)

R2(y)


 ,om R1(y) =

∑
|α|=2

∂αS1(0)
α!

yα = y1 y3 + y2 y3, e R2(y) =
∑

|α|=2
∂αS2(0)

α!
yα = y2

3.Notemos porém que para |α| = 2, om αn+1 = 0, ∂αSi(0) = 0, i = 1, 2, isto é, Z nãosatisfaz a hipótese (2.2.4) do Teorema 2.2.2. Logo, Z não é a ompati�ação de Poinarédo ampo X = (P1,P2) em R
2, om P1(x) =

∑
|α|=2

∑2
αn+1=0

∂αS1(0)
α!

xπ2(α) = x1 + x2, e
P2(x) =

∑
|α|=2

∑2
αn+1=0

∂αS2(0)
α!

xπ2(α) = 1.Exemplo: Seja Z = (S1, S2, S3) um ampo polinomial em R
3, om

S1(y) = y1 + y2 − y3
1 − y2

1 y2 − y1 y2 y3,

S2(y) = y3 − y2
1 y2 − y1 y

2
2 − y2

2 y3 e
S3(y) = −y1 y2 y3 − y2

1 y3 − y2 y
2
3



2. A Compati�ação de Poinaré 53Notemos que Z satisfaz todas as ondições (1)-(4) do Teorema 2.2.1 para m = 1 (e
n = 2 ). Logo,

Z(y) =




1 − y2
1 −y1 y2

−y1 y2 1 − y2
2

−y1 y3 −y2 y3






 R1(y)

R2(y)



 ,om R1(y) =
∑

|α|=1
∂αS1(0)

α!
yα = y1 + y2, e R2(y) =

∑
|α|=1

∂αS2(0)
α!

yα = y3.Notemos ainda que ∂αS1(0) = 1 se α = (1, 0, 0) ou (0, 1, 0) e portanto temos satisfeitaa hipótese (2.2.4) do Teorema 2.2.2. Logo, Z é a ompati�ação de Poinaré do ampo
X = (P1,P2) em R

2, om P1(x) = x1 + x2, e P2(x) = 1.Observação: Vimos que as ondições do Teorema 2.2.2 são su�ientes para que umampo em R
n+1 seja a ompati�ação de Poinaré de um ampo X em R

n. Observamosque tais ondições são também neessárias.De fato, se X = (P1, ...,Pn) é um ampo polinomial em R
n e grau(X) = m então suaompati�ação de Poinaré X̃ em S

n é dada por X̃ = (S1, ..., Sn, Sn+1), om
Si(y) = (1 − y2

i )P̃i(y) −
n∑

j=1

j 6=i

yi yj P̃j(y),

Sn+1(y) = −
n∑

i=1

yi yn+1P̃i(y)e P̃k omo de�nido anteriormente. Neste aso, veri�amos failmente que as oordenadasde X̃ satisfazem (1)-(4) do Teorema 2.2.1 e (2.2.4) do Teorema 2.2.2.2.3 Caraterização da Compati�ação de Poinaré -Parte IISebemos que se y ∈ S
n então suas oordenadas satisfazem a equação

(1 − y2
i ) =

∑n+1
j=1

j 6=i

y2
j . Assim dado um ampo polinomial X em R

n, temos que a sua



2. A Compati�ação de Poinaré 54ompati�ação de Poinaré X̃ pode ser expressa equivalentemente omo
X̃(y) =




∑n
i=2 y2

i −y1 y2 ... −y1 yn

−y2 y1

∑n
i=1
i6=2

y2
i ... −y2 yn... . . . ...

−y1 yn −y2 yn ...
∑n−1

i=1 y2
i

−y1 yn+1 −y2 yn+1 ... −yn yn+1







P̃1(y)

P̃2(y)...
P̃n(y)



,

om P̃i(y1, ..., yn+1) = ymn+1 Pi(y1/yn+1, ..., yn/yn+1)Dessa forma, busamos uma outra araterização para a ompati�ação de Poinaréde ampos polinomiais que leva em onsideração a expressão aima. O teorema a seguir,de forma análoga ao Teorema 2.2.1, desreve esta araterização para o aso partiularde ampos polinomiais em R
3:Teorema 2.3.1 Seja Z = (S1, S2, S3) um ampo polinomial em R

3,tal que Z|S2 sejatangente a S
2. Suponha que exista m ∈ Z

∗
+, tal que1. ∂αSi(0) = 0, se |α| 6= m+ 2, para i = 1, 2, 32. ∂αSi(0) = 0, se |α| = m+ 2 om αi = m+ 2, ou αi = m+ 1 e α3 = 1, para i = 1, 23.

∂e2∂αS1(0)

α2 + 1
=

−∂e1∂αS2(0)

α1 + 1
,se |α| = m+ 1, om α3 = 0 ou 14.

∂αS1(0)

α!
+

[
α1
2

]∑

j=0

[
α2
2

]∑

k=1

(−1)j+k fj(k − 1)
∂β(j,k)S1(0)

β(j, k)!
+

[
α1−1

2
]∑

j=0

[
α2−1

2
]∑

k=0

(−1)j+k fj(k)
∂γ(j,k)S2(0)

γ(j, k)!
= 0,se α é tal que α3 = 0 ou 1, 1 ≤ α1 ≤ m e α2 ≥ 2.Aqui, fj(k) é tal que fj(0) = 1 para todo j, f0(k) = 1 para todo k e para j, k ≥ 1tem-se fj(k) = fj−1(k) + fj(k − 1).Ainda,

β(j, k) = β(j, k, α) = α− 2j e1 − 2k e2 + 2(j + k) e3

γ(j, k) = γ(j, k, α) = α− (2 j + 1) e1 − (2 k + 1) e2 + 2(j + k + 1) e3
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∂αSi(0)

α!
+

[
αℓ
2

]∑

k=1

(−1)k
∂β(0,k)Si(0)

β(0, k)!
= 0,para i = 1, 2, ℓ ∈ {1, 2}, ℓ 6= i, α tal que αi = 0, αℓ ≥ 2 e α3 = 0 ou 1, e

β(0, k) = β(0, k, α) = α− 2k eℓ + 2k e3Então o ampo Z pode ser esrito omo
Z(y) =




y2
2 + y2

3 −y1 y2

−y1 y2 y2
1 + y2

3

−y1 y3 −y2 y3






 Q1(y)

Q2(y)



 ,om
Qi(y) =

∑

|α|=m
αi=0

([
α′

ℓ
−1

2
]∑

k=0

(−1)k
∂γ(0,k)Si(0)

γ(0, k)!

)
yα +

∑

|α|=m
αℓ=0
αi≥1

∂γ(0,0)Si(0)

γ(0, 0)!
yα

+
∑

|α|=m
αℓ=1
αi≥1

(
∂γ(0,0)Si(0)

γ(0, 0)!
+

[
α′

i
2

]∑

j=1

(−1)j+1 ∂
β(j,1)Sℓ(0)

β(j, 1)!

)
yα

+
∑

|α|=m
αi≥1
αℓ≥2

(
∂γ(0,0)Si(0)

γ(0, 0)!
+

[
α′

i−1

2
]∑

j=0

[
α′

ℓ
−1

2
]∑

k=1

(−1)j+k fj(k − 1)
∂γ(j,k)Si(0)

γ(j, k)!
+

[
α′

i
2

]∑

j=1

[
α′

ℓ
2

]∑

k=1

(−1)j+k fj−1(k − 1)
∂β(j,k)Sℓ(0)

β(j, k)!

)
yαpara i, ℓ ∈ {1, 2}, i 6= ℓ e

β(j, k) = β(j, k, α′) = α′ − 2j ei − 2k eℓ + 2(j + k) e3

γ(j, k) = γ(j, k, α′) = α′ − (2 j + 1) ei − (2 k + 1) eℓ + 2(j + k + 1) e3,om α′ = α+ ei + eℓObservações: (1) O símbolo [ ] que aparee nos somatórios aima expressa afunção que assoia a ada número real o maior inteiro menor ou igual ao número, isto é,
[r] = maior inteiro menor ou igual a r. Uma propriedade desta função é que para n ∈ Z,
[r] + n = [r + n].



2. A Compati�ação de Poinaré 56(2) Temos pela hipótese (3) que se α tem omprimento m+2, α3 = 0 ou 1 e α1, α2 ≥ 1,
∂αS1(0)

α!
= ∂α′

S2(0)
α′!

, om α′ = α + e1 − e2. Sendo assim, onluímos que
∂αS2(0)

α!
+

[
α1
2

]∑

j=1

[
α2
2

]∑

k=0

(−1)j+k fj−1(k)
∂β(j,k)S2(0)

β(j, k)!
+

[
α1−1

2
]∑

j=0

[
α2−1

2
]∑

k=0

(−1)j+k fj(k)
∂γ(j,k)S1(0)

γ(j, k)!
= 0,se α é tal que α3 = 0 ou 1, 1 ≤ α2 ≤ m e α1 ≥ 2.Logo, a hipótese (4) pode ser enuniada omo

(4)′
∂αSi(0)

α!
+

[
αi
2

]∑

j=0

[
αℓ
2

]∑

k=1

(−1)j+k fj(k − 1)
∂β(j,k)Si(0)

β(j, k)!
+

[
αi−1

2
]∑

j=0

[
αℓ−1

2
]∑

k=0

(−1)j+k fj(k)
∂γ(j,k)Sℓ(0)

γ(j, k)!
= 0,para i, ℓ ∈ {1, 2}, i 6= ℓ e α tal que α3 = 0 ou 1, 1 ≤ αi ≤ m e αℓ ≥ 2, om

β(j, k) = β(j, k, α) = α− 2j ei − 2k eℓ + 2(j + k) e3 e
γ(j, k) = γ(j, k, α) = α− (2j + 1) ei − (2k + 1) eℓ + 2(j + k + 1) e3Antes de demonstrar o Teorema 2.3.1 vamos demonstrar a seguinte a�rmaçãoLema 2.3.2 Para j, k ∈ Z+, tomemos fj(k) omo no enuniado do Teorema 2.3.1, istoé, fj(0) = 1 para todo j, f0(k) = 1 para todo k e para j, k ≥ 1, fj(k) = fj−1(k)+fj(k−1).Nestas ondições, fj(k) = fk(j).Demonstração: Demonstraremos este resultado usando indução sobre j e k.Para j = 0 temos pela de�nição de fj(k) que f0(k) = fk(0) = 1, ∀ k ∈ Z+. Suponhamos
fj(k) = fk(j) ∀ k e mostremos que fj+1(k) = fk(j + 1), ∀ k.Para k = 0, temos por de�nição que fj+1(0) = f0(j + 1) = 1. Suponhamos então
fj+1(k) = fk(j + 1) e mostremos que fj+1(k + 1) = fk+1(j + 1). De fato, temos
fj+1(k+1) = fj+1(k)+fj(k+1) por de�nição. Mas, pelas hipóteses de indução sobre j e ktemos que fj(k+1) = fk+1(j) e fj+1(k) = fk(j+1). Logo fj+1(k+1) = fk(j+1)+fk+1(j) =

fk+1(j + 1).Logo, fj+1(k) = fk(j + 1) ∀ k e portanto fj(k) = fk(j), omo queríamos mostrar.�



2. A Compati�ação de Poinaré 57Demonstração do Teorema 2.3.1: Seja i ∈ {1, 2} �xado. Temos por (2) que ∂αSi(0) = 0,se |α| = m+ 2 om αi = m+ 2, ou αi = m+ 1 e α3 = 1. Esrevamos então Si omo
Si(y) = S(1,i)(y) + S(2,i)(y) + S(3,i)(y),om

S(1,i)(y) =
∑

|α|=m+2
αi=0
αℓ≥2

∂αSi(0)

α!
yα,

S(2,i)(y) =
∑

|α|=m+2
αi=0

αℓ≤1,α3≥2

∂αSi(0)

α!
yα +

∑

|α|=m+2
αi≥1,α3≥2

∂αSi(0)

α!
yαe

S(3,i)(y) =
∑

|α|=m+2
αi,αℓ≥1
α3≤1

∂αSi(0)

α!
yαDe�namos, para α um 3-multi-índie de omprimento m + 2, e para ℓ ∈ {1, 2}, om

ℓ 6= i :
β(j, k) = β(j, k, α) = α− 2j ei − 2k eℓ + 2(j + k) e3 e
γ(j, k) = γ(j, k, α) = α− (2j + 1) ei − (2k + 1) eℓ + 2(j + k + 1) e3, se αi, αℓ ≥ 1Vamos somar e subtrair ao polin�mio Si os termos
(I)

∑

|α|=m+2
αi=0

αℓ,α3≥2

( [
αℓ
2

]∑

k=0

(−1)k
∂β(0,k)Si(0)

β(0, k)!

)
yα

(II)
∑

|α|=m+2
αℓ=0

αi≥1,α3≥2

∂αSi(0)

α!
yα+2(eℓ−e3)

(III)
∑

|α|=m+2
αℓ=1

αi≥1,α3≥2

(
∂αSi(0)

α!
+

[
αi−1

2
]∑

j=0

(−1)j
∂γ(j,0)Sℓ(0)

γ(j, 0)!

)
yα+2(eℓ−e3)

(IV )
∑

|α|=m+2
αi≥1

αℓ,α3≥2

(
∂αSi(0)

α!
+

[
αi
2

]∑

j=0

[
αℓ
2

]∑

k=1

(−1)j+k fj(k − 1)
∂β(j,k)Si(0)

β(j, k)!

+

[
αi−1

2
]∑

j=0

[
αℓ−1

2
]∑

k=0

(−1)j+k fj(k)
∂γ(j,k)Sℓ(0)

γ(j, k)!

)
yα+2(eℓ−e3)

(V )
∑

|α|=m+2
αi=0

αℓ≥1,α3≥4

∂αSℓ(0)

α!
yα+(ei+eℓ−2e3)
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(V I)

∑

|α|=m+2
αℓ=0
α3≥4

( [
αi
2

]∑

j=0

(−1)j
∂β(j,0)Sℓ(0)

β(j, 0)!

)
yα+(ei+eℓ−2e3)

(V II)
∑

|α|=m+2
αi=1

αℓ≥1,α3≥4

(
∂αSℓ(0)

α!
+

[
αℓ−1

2
]∑

k=0

(−1)k
∂γ(0,k)Si(0)

γ(0, k)!

)
yα+(ei+eℓ−2e3)

(V III)
∑

|α|=m+2
αℓ≥1

αi≥2,α3≥4

(
∂αSℓ(0)

α!
+

[
αi
2

]∑

j=1

[
αℓ
2

]∑

k=0

(−1)j+k fj−1(k)
∂β(j,k)Sℓ(0)

β(j, k)!

+

[
αi−1

2
]∑

j=0

[
αℓ−1

2
]∑

k=0

(−1)j+k fj(k)
∂γ(j,k)Si(0)

γ(j, k)!

)
yα+(ei+eℓ−2e3)Observamos que os termos aima serão somados e subtraídos na medida em que �zeremsentido dependendo do valor de m. Por exemplo, o termo (II) só aparee se m ≥ 1, ostermos (I), (III) e (VI) só apareem se m ≥ 2, os termos (IV) e (V) apareem se m ≥ 3 eos termos (VII) e (VIII) apareem se m ≥ 4 e m ≥ 5, respetivamente.Observando que: β(j, k) + 2(e3 − eℓ) = β(j, k+ 1), β(j, k) + (2e3 − ei − eℓ) = γ(j, k),

γ(j, k) + 2(e3 − eℓ) = γ(j, k + 1), γ(j, k) + (2e3 − ei − eℓ) = β(j + 1, k + 1), e ainda que
α + 2(e3 − eℓ) = β(0, 1) e α + (2e3 − ei − eℓ) = γ(0, 0), podemos reesrever os termos(II)-(VIII) respetivamente omo
(II)′

∑

|α|=m+2
αℓ=2
αi≥1

∂β(0,1)Si(0)

β(0, 1)!
yα

(III)′
∑

|α|=m+2
αℓ=3
αi≥1

(
∂β(0,1)Si(0)

β(0, 1)!
+

[
αi−1

2
]∑

j=0

(−1)j
∂γ(j,1)Sℓ(0)

γ(j, 1)!

)
yα

(IV )′
∑

|α|=m+2
αℓ≥4
αi≥1

(
∂β(0,1)Si(0)

β(0, 1)!
+

[
αi
2

]∑

j=0

[
αℓ
2

]∑

k=2

(−1)j+k+1 fj(k − 2)
∂β(j,k)Si(0)

β(j, k)!

+

[
αi−1

2
]∑

j=0

[
αℓ−1

2
]∑

k=1

(−1)j+k+1 fj(k − 1)
∂γ(j,k)Sℓ(0)

γ(j, k)!

)
yα

(V )′
∑

|α|=m+2
αi=1

αℓ,α3≥2

∂γ(0,0)Sℓ(0)

γ(0, 0)!
yα
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(V I)′

∑

|α|=m+2
αℓ=1

αi≥1,α3≥2

([
αi−1

2
]∑

j=0

(−1)j
∂γ(j,0)Sℓ(0)

γ(j, 0)!

)
yα

(V II)′
∑

|α|=m+2
αi=2

αℓ,α3≥2

(
∂γ(0,0)Sℓ(0)

γ(0, 0)!
+

[
αℓ
2

]∑

k=1

(−1)k+1 ∂
β(1,k)Si(0)

β(1, k)!

)
yα

(V III)′
∑

|α|=m+2
αi≥3

αℓ,α3≥2

(
∂γ(0,0)Sℓ(0)

γ(0, 0)!
+

[
αi−1

2
]∑

j=1

[
αℓ−1

2
]∑

k=0

(−1)j+k fj−1(k)
∂γ(j,k)Sℓ(0)

γ(j, k)!

+

[
αi
2

]∑

j=1

[
αℓ
2

]∑

k=1

(−1)j+k+2 fj−1(k − 1)
∂β(j,k)Si(0)

β(j, k)!

)
yαDenotemos por (II)′′, (III)′′ e (IV )′′ os termos (II)′, (III)′ e (IV )′ respetivamentetais que α3 ≥ 2 (ou equivalentemente os termos (II), (III) e (IV ) tais que α3 ≥ 4),e por (II)′′′, (III)′′′ e (IV )′′′ os termos (II)′, (III)′ e (IV )′ tais que α3 ≤ 1 (ou ostermos (II), (III) e (IV ) tais que α3 ≤ 3). Notemos que (II)′ = (II)′′ + (II)′′′,

(III)′ = (III)′′ + (III)′′′ e (IV )′ = (IV )′′ + (IV )′′′.Assim, podemos esrever
Si(y) = R(1,i)(y) +R(2,i)(y) +R(3,i)(y),om

R(1,i)(y) = S(1,i)(y) − (I) + (II) + (III) + (IV ),

R(2,i)(y) = S(2,i)(y) + (I) − (II)′′ − (III)′′ − (IV )′′ + (V )′ + (V I)′ + (V II)′ + (V III)′,
R(3,i)(y) = S(3,i)(y) − (II)′′′ − (III)′′′ − (IV )′′′ − (V ) − (V I) − (V II) − (V III).Temos então
R(1,i)(y) =

∑

|α|=m+2
αi=0
α3≤1

∂αSi(0)

α!
yα +

∑

|α|=m+2
αi=0

αℓ,α3≥2

( [
αℓ
2

]∑

k=1

(−1)k+1 ∂β(0,k)Si(0)

β(0, k)!

)
yα

+
∑

|α|=m+2
αℓ=0

αi≥1,α3≥2

∂αSi(0)

α!
yα+2(eℓ−e3)
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+

∑

|α|=m+2
αℓ=1

αi≥1,α3≥2

(
∂αSi(0)

α!
+

[
αi−1

2
]∑

j=0

(−1)j
∂γ(j,0)Sℓ(0)

γ(j, 0)!

)
yα+2(eℓ−e3) +

+
∑

|α|=m+2
αi≥1

αℓ,α3≥2

(
∂αSi(0)

α!
+

[
αi
2

]∑

j=0

[
αℓ
2

]∑

k=1

(−1)j+k fj(k − 1)
∂β(j,k)Si(0)

β(j, k)!

+

[
αi−1

2
]∑

j=0

[
αℓ−1

2
]∑

k=0

(−1)j+k fj(k)
∂γ(j,k)Sℓ(0)

γ(j, k)!

)
yα+2(eℓ−e3)

R(2,i)(y) =
∑

|α|=m+2
αi=0
α3≥2

( [
αℓ
2

]∑

k=0

(−1)k
∂β(0,k)Si(0)

β(0, k)!

)
yα +

∑

|α|=m+2
αℓ=0

αi≥1,α3≥2

∂αSi(0)

α!
yα

+
∑

|α|=m+2
αℓ=1

αi≥1,α3≥2

(
∂αSi(0)

α!
+

[
αi−1

2
]∑

j=0

(−1)j
∂γ(j,0)Sℓ(0)

γ(j, 0)!

)
yα

+
∑

|α|=m+2
αi≥1

αℓ,α3≥2

(
∂αSi(0)

α!
+

[
αi
2

]∑

j=0

[
αℓ
2

]∑

k=1

(−1)j+k fj(k − 1)
∂β(j,k)Si(0)

β(j, k)!

+

[
αi−1

2
]∑

j=0

[
αℓ−1

2
]∑

k=0

(−1)j+k fj(k)
∂γ(j,k)Sℓ(0)

γ(j, k)!

)
yαe

R(3,i)(y) =
∑

|α|=m+2
αℓ=1

αi≥1,α3≤1

∂αSi(0)

α!
yα +

∑

|α|=m+2
αℓ=2

αi≥1,α3≤1

(
∂αSi(0)

α!
−
∂β(0,1)Si(0)

β(0, 1)!

)
yα

+
∑

|α|=m+2
αℓ=3

αi≥1,α3≤1

(
∂αSi(0)

α!
−
∂β(0,1)Si(0)

β(0, 1)!
−

[
αi−1

2
]∑

j=0

(−1)j
∂γ(j,1)Sℓ(0)

γ(j, 1)!

)
yα

+
∑

|α|=m+2
αℓ≥4

αi≥1,α3≤1

(
∂αSi(0)

α!
−
∂β(0,1)Si(0)

β(0, 1)!
−

[
αi
2

]∑

j=0

[
αℓ
2

]∑

k=2

(−1)j+k+1 fj(k − 2)
∂β(j,k)Si(0)

β(j, k)!

−

[
αi−1

2
]∑

j=0

[
αℓ−1

2
]∑

k=1

(−1)j+k+1 fj(k − 1)
∂γ(j,k)Sℓ(0)

γ(j, k)!

)
yα
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−

∑

|α|=m+2
αi=0

αℓ≥1,α3≥4

∂αSℓ(0)

α!
yα+(ei+eℓ−2e3) −

∑

|α|=m+2
αℓ=0
α3≥4

( [
αi
2

]∑

j=0

(−1)j
∂β(j,0)Sℓ(0)

β(j, 0)!

)
yα+(ei+eℓ−2e3)

−
∑

|α|=m+2
αi=1

αℓ≥1,α3≥4

(
∂αSℓ(0)

α!
+

[
αℓ−1

2
]∑

k=0

(−1)k
∂γ(0,k)Si(0)

γ(0, k)!

)
yα+(ei+eℓ−2e3)

−
∑

|α|=m+2
αi≥2

αℓ≥1,α3≥4

(
∂αSℓ(0)

α!
+

[
αi
2

]∑

j=1

[
αℓ
2

]∑

k=0

(−1)j+k fj−1(k)
∂β(j,k)Sℓ(0)

β(j, k)!
+

[
αi−1

2
]∑

j=0

[
αℓ−1

2
]∑

k=0

(−1)j+k fj(k)
∂γ(j,k)Si(0)

γ(j, k)!

)
yα+(ei+eℓ−2e3)Notemos que em R(1,i) e R(2,i) respetivamente as variáveis yℓ e y3 têm potênias maioresou iguais a 2, e em R(3,i) temos que y1 e y2 têm potênias maiores ou iguais a 1.Se α é tal que |α| = m, tomemos α′ = α+ei+eℓ. Observemos que: α+2eℓ = α−ei+eℓ,

β(0, k, α)+2eℓ = γ(0, k−1, α′), α+2e3 = γ(0, 0, α′), γ(j, k, α)+2e3 = β(j+1, k+1, α′)e β(j, k, α) + 2e3 = γ(j, k, α′).Com estas onsiderações, temos então que
R(1,i)(y) = y2

ℓ Q(1,i)(y),

R(2,i)(y) = y2
3 Q(2,i)(y) e

R(3,i)(y) = −y1 y2 Q(3,i)(y),om
Q(1,i)(y) =

∑

|α|=m
αi=0
α3≤1

∂α
′−ei+eℓSi(0)

(α′ − ei + eℓ)!
yα +

∑

|α|=m
αi=0
α3≥2

([
α′

ℓ
−1

2
]∑

k=0

(−1)k
∂γ(0,k)Si(0)

γ(0, k)!

)
yα

+
∑

|α|=m
αℓ=0
αi≥1

∂γ(0,0)Si(0)

γ(0, 0)!
yα +

∑

|α|=m
αℓ=1
αi≥1

(
∂γ(0,0)Si(0)

γ(0, 0)!
+

[
α′

i
2

]∑

j=1

(−1)j+1 ∂
β(j,1)Sℓ(0)

β(j, 1)!

)
yα

+
∑

|α|=m
αℓ≥2
αi≥1

(
∂γ(0,0)Si(0)

γ(0, 0)!
+

[
α′

i−1

2
]∑

j=0

[
α′

ℓ
−1

2
]∑

k=1

(−1)j+k fj(k − 1)
∂γ(j,k)Si(0)

γ(j, k)!
+
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[
α′

i
2

]∑

j=1

[
α′

ℓ
2

]∑

k=1

(−1)j+k fj−1(k − 1)
∂β(j,k)Sℓ(0)

β(j, k)!

)
yα

Q(2,i)(y) =
∑

|α|=m
αi=0

([
α′

ℓ
−1

2
]∑

k=0

(−1)k
∂γ(0,k)Si(0)

γ(0, k)!

)
yα +

∑

|α|=m
αℓ=0
αi≥1

∂γ(0,0)Si(0)

γ(0, 0)!
yα

+
∑

|α|=m
αℓ=1
αi≥1

(
∂γ(0,0)Si(0)

γ(0, 0)!
+

[
α′

i
2

]∑

j=1

(−1)j+1 ∂
β(j,1)Sℓ(0)

β(j, 1)!

)
yα+

+
∑

|α|=m
αℓ≥2
αi≥1

(
∂γ(0,0)Si(0)

γ(0, 0)!
+

[
α′

i−1

2
]∑

j=0

[
α′

ℓ
−1

2
]∑

k=1

(−1)j+k fj(k − 1)
∂γ(j,k)Si(0)

γ(j, k)!
+

[
α′

i
2

]∑

j=1

[
α′

ℓ
2

]∑

k=1

(−1)j+k fj−1(k − 1)
∂β(j,k)Sℓ(0)

β(j, k)!

)
yαe

Q(3,i)(y) = −
∑

|α|=m
αℓ=0
α3≤1

∂α
′
Si(0)

α′!
yα +

∑

|α|=m
αℓ=1
α3≤1

(
−
∂α

′
Si(0)

α′!
+
∂β(0,1)Si(0)

β(0, 1)!

)
yα

+
∑

|α|=m
αℓ=2
α3≤1

(
−
∂α

′
Si(0)

α′!
+
∂β(0,1)Si(0)

β(0, 1)!
+

[
α′

i−1

2
]∑

j=0

(−1)j
∂γ(j,1)Sℓ(0)

γ(j, 1)!

)
yα

+
∑

|α|=m
αℓ≥3
α3≤1

(
−
∂α

′
Si(0)

α′!
+
∂β(0,1)Si(0)

β(0, 1)!
+

[
α′

i
2

]∑

j=0

[
α′

ℓ
2

]∑

k=2

(−1)j+k+1 fj(k − 2)
∂β(j,k)Si(0)

β(j, k)!

+

[
α′

i−1

2
]∑

j=0

[
α′

ℓ
−1

2
]∑

k=1

(−1)j+k+1 fj(k − 1)
∂γ(j,k)Sℓ(0)

γ(j, k)!

)
yα

+
∑

|α|=m
αi=0

αℓ≥1,α3≥2

∂γ(0,0)Sℓ(0)

γ(0, 0)!
yα +

∑

|α|=m
αℓ=0
α3≥2

([
α′

i−1

2
]∑

j=0

(−1)j
∂γ(j,0)Sℓ(0)

γ(j, 0)!

)
yα

+
∑

|α|=m
αi=1

αℓ≥1,α3≥2

(
∂γ(0,0)Sℓ(0)

γ(0, 0)!
+

[
α′

ℓ
2

]∑

k=1

(−1)k+1 ∂
β(1,k)Si(0)

β(1, k)!

)
yα +
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+

∑

|α|=m
αℓ≥1

αi,α3≥2

(
∂γ(0,0)Sℓ(0)

γ(0, 0)!
+

[
α′

i−1

2
]∑

j=1

[
α′

ℓ
−1

2
]∑

k=0

(−1)j+k fj−1(k)
∂γ(j,k)Sℓ(0)

γ(j, k)!

+

[
α′

i
2

]∑

j=1

[
α′

ℓ
2

]∑

k=1

(−1)j+k fj−1(k − 1)
∂β(j,k)Si(0)

β(j, k)!

)
yαom β(j, k) = β(j, k, α′) e γ(j, k) = γ(j, k, α′) em todos os termos de Q(1,i), Q(2,i) e Q(3,i).Observando que γ(0, k, α′) = β(0, k + 1, α′ − ei + eℓ), segue pela hipótese (5) que

Q(1,i) = Q(2,i). E observando que
Q(2,ℓ)(y) =

∑

|α|=m
αℓ=0

([
α′

i−1

2
]∑

j=0

(−1)j
∂γ(j,0)Sℓ(0)

γ(j, 0)!

)
yα +

∑

|α|=m
αi=0
αℓ≥1

∂γ(0,0)Sℓ(0)

γ(0, 0)!
yα

+
∑

|α|=m
αi=1
αℓ≥1

(
∂γ(0,0)Sℓ(0)

γ(0, 0)!
+

[
α′

ℓ
2

]∑

k=1

(−1)k+1 ∂
β(1,k)Si(0)

β(1, k)!

)
yα

+
∑

|α|=m
αi≥2
αℓ≥1

(
∂γ(0,0)Sℓ(0)

γ(0, 0)!
+

[
α′

ℓ
−1

2
]∑

k=0

[
α′

i−1

2
]∑

j=1

(−1)j+k fk(j − 1)
∂γ(j,k)Sℓ(0)

γ(j, k)!

+

[
α′

ℓ
2

]∑

k=1

[
α′

i
2

]∑

j=1

(−1)j+k fk−1(j − 1)
∂β(j,k)Si(0)

β(j, k)!

)
yαsegue pelas hipóteses (3) e (4) que Q(3,i) = Q(2,ℓ) = Q(1,ℓ) (e também que Q(1,i) = Q(2,i) =

Q(3,ℓ) )Temos então Q(1,i) = Q(2,i) = Q(3,ℓ) = Qi e Q(1,ℓ) = Q(2,ℓ) = Q(3,i) = Qℓ. Logo, para
i = 1, 2 temos

Si(y) = R(1,i)(y) +R(2,i)(y) +R(3,i)(y) = (y2
ℓ + y2

3) Qi(y) − y1 y2 Qℓ(y)Como por hipótese o ampo Z|S2 é tangente a S
2, temos para y ∈ S

2

y1 S1 + y2 S2 + y3 S3 = 0E substituindo na equação aima as expressões enontradas para S1 e S2, temos
y1 S1 + y2 S2 + y3 S3 = y1 y

2
3Q1 + y2 y

2
3Q2 + y3 S3



2. A Compati�ação de Poinaré 64Assim, omo o polin�mio aima é nulo para (y1, y2, y3) ∈ S
2 , segue pela sua homogenei-dade (note que trata-se de um polin�mio homogêneo de grau m+ 3) que

S3(y) = −y1 y3 Q1 − y2 y3 Q2em R
3. Assim, reesrevendo o ampo Z om as expressões que enontramos para suasoordenadas temos

Z(y) =




y2
2 + y2

3 −y1 y2

−y1 y2 y2
1 + y2

3

−y1 y3 −y2 y3





 Q1(y)

Q2(y)


 ,om Qi omo no enuniado do teorema.Conluímos assim a demonstração deste resultado.�Sejam Qi, i = 1, 2, omo no Teorema 2.3.1. Para simpli�ar a notação, esrevamos

Qi(y) =
∑

|α|=m

∂αQi(0)

α!
yαObservemos que se para um dos polin�miosQ1 ou Q2 algum termo independente de y3 fordiferente de 0, então o ampo Z será a ompati�ação de Poinaré do ampo X = (P1,P2),om Pi(x) =

∑
|α|=m

∑m
α3=0

∂αQi(0)
α!

xα1

1 xα2

2 . Este fato é justi�ado de forma análoga aoTeorema 2.2.2.
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