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A minha mae Edna,

e a minha namorada Sil.



Resumo

Estudamos sistemas parabdlicos degenerados que surgiram através de um fluxo trifdsico num
meio poroso sob um controle de pressdo de entrada e saida na fronteira. Realizamos um estudo
matematico de tais sistemas para uma classe de funcdes de pressdes de capilaridade linear. Para
este fim, foi desenvolvida uma teoria de aproximagdes parabdlicas ndo-degeneradas. Entdo, foi

provada, a unicidade da solugdo para o problema de valores inicial e de contorno.

II



Abstract

We study degenerate parabolic systems arised in three-phase capillary flows in porous media
under a pressure control at the inflow and outflow boundaries. We perform a mathematical study
of such systems for a class of linear capillarity pressure functions. To this end, a theory of non-
degenerate parabolic approximations is developed. It has been proved the unique solvability of the

initial boundary problems.
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Introducgao

Neste trabalho consideramos o sistema 2 x 2 de equacgdes parabdlicas quasi-lineares:

w+fu)y=BWuy),,0<t<T,xeQ=(—1,1),

By B
onde u = < “ >, f= ( fi > eB= ( P ) e a equagdo acima € uma versao simplificada

U bi) By1 By
ae du  Afiu) 9 9
oui i) _ 9 (p o
o T o _ax(B”(”) ax)'

Tal equagdo surgiu a partir do estudo de um fluxo trifdsico em um meio poroso sob um controle de
pressao de entrada e saida. Utilizamos também a equagdo diferencial parcial que da o balango de

massas e damos algumas hipdéteses fisicas para obter tal modelo.

Além disso, impomos a condi¢cdo de que a matriz de capilaridade B seja triangular superior
e inicialmente também a seguinte condicao sob os termos diagonais de tal matriz, B;; > v > 0.
Assim, temos um problema nao-degenerado. O caso em que B € uma matriz qualquer, € ainda um

problema em aberto.

Dada as seguintes condicdes inicial e de contorno,
Oup+u=ugem |x| =1, ul,—o = up(x),

obtemos o principal resultado deste texto que garante a existéncia de uma tinica solucao para nosso

problema.

Este texto foi quase inteiramente baseado nos artigos de Shelukhin e Kondo [13]], e de Frid e

Shelukhin [3]], exceto pelo Capitulo 1, que tem como base a teoria de Ladyzenskaja et. al [2]].

No Capitulo 1, fixamos as notagdes que serdo utilizadas no restante do texto. Além disso, damos

algumas definicoes e resultados basicos para o desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 2, ¢é feita a deduc@o do modelo que sera estudado.

VI



No Capitulo 3, aproximamos nosso problema nao-degenerado original para demonstrarmos a
existéncia e unicidade de uma solu¢do para o mesmo. Demonstramos também, neste capitulo, que
enfraquecendo as hipdteses sobre as condi¢des iniciais e de contorno, obteremos uma solugao fraca

para nosso problema.

Ja no Capitulo 4, obtemos uma matriz de capilaridade que é degenerada em alguns pontos.
Aproximamos tal problema transformando-o em um problema nao-degenerado e, desta forma, po-

demos aplicar o resultado do Capitulo 3 para obter uma tnica solu¢ao do problema degenerado.

VII



Capitulo

1

Requisitos Basicos

1.1 Notacoes

Nesta secdo introduziremos algumas notagdes que serdo utilizadas ao longo deste texto.
R" € o espago euclidiano n-dimensional; x = (xp,- -+ ,x,) é um ponto qualquer neste espaco.

R™*+! ¢ o espago euclidiano (n + 1)-dimensional; seus pontos sdo denotados por (x,z), onde
xeR" et € (—oo,00).

Q ¢ um dominio em R", isto é, um conjunto aberto, conexo arbitrario de pontos de R”. Q serd

considerado um dominio limitado.
S € a fronteira de Q.
K, € uma bola aberta arbitraria de R", com raio p.
Qp =K, NQ.
Q é o cilindro Qx(0,T), isto é, o conjunto de pontos (x,7) de R"*! comx € Q, 1 € (0,T).

St é a superficie lateral de Q, ou mais precisamente o conjunto de pontos (x,¢) de R"*! com
xe S, tel0,T].

U,V e W denotardo espacos de Banach quaisquer.
Dizemos que o espaco U estd contido compactamente no espaco V quando
LAy < k]l

2. Toda sequéncia limitada em U, admite uma subsequéncia convergente em V,
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com k < oo constante. Denotamos U CC V.

A partir deste ponto, consideraremos Q = (—1,1) C R.

1.2 Definicao dos espagos de funcdes basicos
Consideraremos a no¢do de mensurabilidade e somabilidade no sentido de Lebesgue.

Definicdo 1.1 L?(Q) ¢ 0 espaco de Banach consistindo de todas as fun¢des mensurdveis em Q. tais
que a p-ésima poténcia (p > 1) é somdvel em Q, ou seja,

L7(Q) = {u: Q— R;/Q lu(x)[Pdx < o},

para 1 < p < oo. Denotamos por L= (Q) o espago de Banach consistindo de todas as fungdes u que

sdo essencialmente limitadas em €. A norma neste espaco é definida da seguinte forma,

1
p
||u||p7Q = </ |u(x)|de) e ||u||w’9 = sup ess|u|.
Q Q

Os elementos de LP (Q) sdo classes de equivaléncia de fungdes em Q.

A seguir neste texto, sempre que o expoente do espaco for igual a infinito utilizaremos a defini¢ao

dada acima.

Definicao 1.2 L?"(Q) é o espaco de Banach consistindo de todas as fun¢es mensurdveis em Q =

Qx[0,T] com a norma finita

\ullg,0 = (/OT (/Q |u(x,t)|‘1dx>;dt) ;,

ondeg>1ler>1.

Definicao 1.3 LZ) () é 0 espago de Banach consistindo de todas as fungoes mensurdveis em Q

tais que Y K C Q compacto temos
[ ) Pax <
K
p>1.
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Definicao 1.4 Definimos
Co(Q)={9:Q—R;p € C”(Q) e tem suporte compacto emQ.}.

Chamaremos uma fungdo ¢ € C°(Q) de fungdo teste.

1
loc

Definicao 1.5 Sejamuev e L, e o um multi-indice. Dizemos que v é a a-ésima derivada parcial
fraca de u e denotamos

D% =v,

se

/QuDaq)dx:(—l)a/qu)dx,

para toda fungdo teste ¢ € C°(Q).

Lema 1.1 Uma o-ésima derivada parcial fraca de u, se existe, é tinica a menos de um conjunto de

medida nula.

Uma demonstracdo deste fato pode ser encontrada em Evans L. C. [6].

Definicao 1.6 qu Z’I(Q) para l inteiro ndo-negativo (q > 1) € o espagco de Banach consistindo de
todos os elementos de L1(Q) possuindo derivadas fracas da forma D;DS com quaisquer r e s

satisfazendo a desigualdade 2r 4 s < 21. A norma neste espaco é definida pela seguinte igualdade

onde

<<u>>U="Y |IDiDiull40.
2r+s=j

O somatorio Z é tomado sobre todos os inteiros ndo negativos r e s satisfazendo a condi¢do
2r+s=j
2r+s=j.

Um caso particular do espago definido acima é o espaco W4 (Q), que, para l inteiro ndo-negativo

(g > 1), é o espago de Banach consistindo de todos os elementos de L1(Q) possuindo derivadas

2

fracas até ordem | inclusive, cuja q-ésima poténcia é somdvel em Q. A norma em W' (Q) ¢

definida pela igualdade

/
||u||é{)gz =) <<u>>
j=0

()
q,Q’
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onde
<<u >>§{}2: _11Dul|g.0-
J

O simbolo D)’C. denota qualquer derivada fraca de u(x) em relagdo a x de ordem j, enquanto Z

J
denota o somatorio sobre todas as possiveis derivadas fracas de u de ordem j.

Observacio 1.1 Para dominios com fronteiras que tenham certa regularidade, W4 (Q) coincidird
com o fecho na norma definida acima, do conjunto das funcoes infinitamente diferencidveis (no
sentido usual) em Q. Isto serd verdade, por exemplo, para dominios com fronteiras suaves por

partes. Uma demonstracdo deste fato pode ser encontrada em Evans L. C. [6l], pdgina 252.
Definicao 1.7 WZ] ’O(Q) é o espago de Hilbert com produto escalar

(M,V)W;,O(Q) :/Q(uv—l—uxvx)dxdt

Definicao 1.8 V»(Q) € o espago de Banach consistindo de todos os elementos de WZI’O(Q) segundo

a norma

lulg = sup ess (||u(x,1)]|2.0) +||uxl
0<r<T

1/2
itx] 2.0 = </ u%dxdt) .
Q

Definicao 1.9 VZI’O(Q) é 0 espago de Banach consistindo de todos os elementos de V3(Q) que sdo

2,0

com

continuos em t na norma de L*(Q), com norma

alg = max. [lu(x,0)] 0+ 12

A continuidade em t de uma fungdo u(x,t) na norma de L*(Q) significa que
[|u(x,t + A1) —u(x,1)||2.0 — O,

para At — 0. O espago VZI’O(Q) é obtido completando o conjunto W21 1 (Q) na norma de V,(Q).

Vamos entio definir o espaco W4(Q) para valores de I nio inteiros.

Definiciio 1.10 O espaco W"4(Q) com I ndo inteiro é o espaco de Banach consistindo de todos os
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elementos de W-4(Q) com a norma finita

(1

[ )
|y =< < e >> 11,

onde

U
, |
)l = Y Y 1DIully0.

j=0J
1
n J _pDJ g Ay )7
<<uU>> 0= j;l] (/de/Q!Dxu(x) Dju(y)| |x_y’n+q(l[l])) :

Defini¢do 1.11 Diremos que uma fungdo u(x) definida em Q satisfaz uma condicdo de Holder em

x com expoente o, o, € (0,1), e constante de Holder < u >gx ) no dominio Q se

supp~%osc{u; Q;,} =<u >gx)< oo,

onde o supremo é tomado sobre todas as componentes conexas Q;) de todos os Qp com p < po.

Se a fronteira de Q) tem alguma regularidade, por exemplo, se a mesma é suave por partes, entdo

<u> gx) também pode ser definida de outra maneira como segue
/
u(x) —u(x
wp U o
xx'eQ |x —X |
lx—x'|<po

Com osc{u, Q;J} sendo a oscilac¢do da fungdo u no conjunto Q;,.

Definicao 1.12 A funcdo [x] é definida para todos os niimeros reais e representa o maior nimero

inteiro que é menor ou igual a x, ou seja, significa a parte inteira de Xx.

Definiciio 1.13 Seja [ € (0,%0). Entdo, H (Q) é o espaco de Banach cujos elementos sdo funcées
continuas u(x) em Q, possuindo em Q derivadas continuas até ordem [I] e um valor finito para

1] :
|u|g) :<u>g)+ <u>g)7

j=0
onde

<u >g)): ]u]g)) = mgx\u|,

<u >g): ) |D){u\§;)) ,<u >§Q:< Dy >§§‘“D .

J

A primeira destas quatro igualdades define a norma |u|g) em H'(Q).
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Definicio 1.14 Seja | € (0,00). Entdo, H**/>(Q) ¢é 0 espaco de Banach de fungdes u(x,t) que sdo
continuas em Q, juntamente com todas as derivadas da forma D D5 para 2r+s < I, e com a norma

finita
1] :
|uy<Q” =<u >g) + Zb <u >(Q’),
j=
onde
0 0
<u >(Q)E |u|(Q) = m§x|u|,

j 0
<u>g= Y DDy,
2r4s=j

(_ (1) (1/2)
<u>Q —<u>x7Q—|—<u>17Q ,

<u>l="Y <DDu >fcfém),

2r+s=[l]
[=2r—s
<u >%2): Y  <DDu >t(Q =)
’ 0<l—2r—s<2 ’
Para 0 < a0 < 1 definimos,
) 0) — lat
<u>D— sup Ju(x) b/t(;c )l
’ (x), (' 1)eQ x — /|
lx—x'|<po
t)—u(x,t
<u >t(08: sup julx,1) %xx )
T e Iy
t—t'1<po
Seja X um espaco de Banach real com norma ||.||x.
Definicao 1.15 O espaco
L7(0,T:X)

consiste de todas as fun¢des mensurdveis u : [0,T] — X com

T 1/p
[l lLro.7:x) = (/0 Hu(t)|!§dt) < oo,

paral < p <oo e

|[ul|=(0,7:x) = sup ess|[u(?)[|x < oo
0<t<T

Defini¢do 1.16 Seja u € L'(0,T;X). Dizemos que v € L'(0,T;X) é a derivada fraca de u e escre-
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vemos

quando

para toda fungdo teste escalar ¢ € C2(0,T).

Definicao 1.17 O espago de Sobolev
whP(0,T;X),

consiste de todas as fun¢oes u € LP(0,T;X) tal que u' existe no sentido fraco e pertence ao espago

LP(0,T;X). Ainda mais,

T , 1/p
lulhggoray = (] W@l + I @lrar)

lutllwo.7x) = sup ess(||u(®)]]+ |’ (£)]]).
0<t<T

Definicao 1.18 Dizemos que uma fungdo u(x,t) pertence a classe $>(Q,M,y,r,8,k) se u(x,t) €
V21 9(0), sup essplu| <M e as fungdes w(x,t) = tu(x,t) satisfazem a igualdade
k
WO (et -+ ) (o + 1) i, + VI g ) < I (2. 10) S (.00) .,

2(14k)

1o +7T g
/ ( / 4 dx> dt ,
fo Ap(t)

onde w®) (x,1) = max{w(x,1) —k; 0}, Q(p,1) = Kp x {|x—xo| < p,to <t <ty+7T} éum

cilindro arbitrdrio pertencendo a Q, p e T sdo niimeros positivos arbitrdrios.

+7i /Q (pﬂ)(éfjtc 161 (W) 2dxdr +

1.3 Alguns resultados

Nesta secdo vamos enunciar alguns resultados importantes para o desenvolvimento do restante
do trabalho.

Teorema 1.1 A classe $,(Q,M,7,r,0,k) pode ser mergulhada em H“’“/Z(Q) com algum o posi-

tivo unicamente determinado pelos pardmetros M, vy, r, 8 e k.
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Uma demonstracdo deste fato pode ser encontrada em Ladyzenskaja et al. [2], a partir da

pdgina 112.

Consideremos o seguinte problema de valor inicial e de contorno

(1.1

O operador .Z é definido como segue

d d du & d%u & du
A (x,t, B E) u=—5-- ,-,]Z:"l aij(x’t)—8x,-8xj +i;a,~(x,t)$ +a(x,t)u.

1

Assumimos que este operador € uniformemente parabdlico, ou seja, que existe uma constante
6 > 0tal que Y/, a;;(x,1) &8 > 6|&|? para todo (x,¢) € Q, & € R™,

Vamos entdo enunciar um importante resultado sobre resolubilidade do problema (I.1)) e que
além disso, nos da uma estimativa para a solugdo de tal problema. Definimos

l .
111155 = sup] | £]]1gr
qr

onde o supremo é tomado sobre todos os cilindros g7 = @ x (0,7), com @ sendo a intersec¢io do
dominio  com algum dominio de medida unitaria, por exemplo um cubo. Se € é limitado, entdo

o conjunto de fungdes com norma finita || f| |£156T) coincide com L' (Q7).

Teorema 1.2 Seja g > 1. Suponha que os coeficientes a;;j do operador £ sdo limitados e continuos

em Q, enquanto os coeficientes a; e a tém normas finitas ||a;| |£lgc) e ||a |§lg) respectivamente, com
? )

max(g,n+2) para q#n+2,
=
n+2+¢ para q=n+2.

< n—|—2) n+2
max (¢, —— para  q# =,

n+2+8 n+2
ara =
2 p q 2 )
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e € arbitrariamente pequeno positivo. Entdo, para qualquer f € L1(Q), ¢ € qu -2 1Q)edc
qu ~1/q.1-1/(2q) (St), com q # 3/2, satisfazendo no caso em que q > 3/2 a seguinte condi¢cdo de
compatibilidade

¢|S — q)|t207

entdo o problema tem uma unica solugdo u € qu 1 (Q). Esta solugdo satisfaz a estimativa

q,Q+||¢||<2‘5>+||<1>||<2‘3’)).

q, q,ST

2
u| %) < c (I|f|
A constante ¢ = c¢(T ) permanece limitada para valores finitos de T. Uma demonstracdo mais geral

para este fato pode ser encontrada em Ladyzenskaja etel. [2], pdgina 341. Neste texto utilizaremos

este teorema com q =3 ou q = 4.

Teorema 1.3 Suponha que u(x,t) é uma solugdo generalizada em V2170(Q) da equagdo

dfi
U — Mu = E
onde P
M= S a1 i i, )u) = By — (o
X]

cujos termos livres satisfazem a condi¢do de parabolicidade uniforme e

<c

?

n n n
Ya: Y o1 Y fraf
i=1 i=1 i=1

9,19
onde q e r sdo niimeros positivos arbitrdrios satisfazendo as condigoes

)

1

n
r  2q
com

€[l,od], re | ——, 2
q y X, T 1—1(1,1—27(1 )

=1—K1

1
0<k < §7pamn: 1.

/

Suponha também que o supgess|u| = M. Entdo u € H%%/2(Q), e a norma |u](Qa) é estimada por
cima por uma constante que depende somente de n, M, e dos parametros c, q e r das condicoes

acima. O expoente Q. é determinado somente pelos niimerosn =1, g e r.

Uma demonstracdo mais geral para este fato pode ser encontrada em Ladyzenskaja et al. [2],
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pdgina 204. O sentido de solucdo generalizada é dado no enunciado do Teorema 2.2, porém com

os termos da equagdo acima no lugar dos termos da equacdo do problema tratado em tal Teorema.

Teorema 1.4 Suponha l > 0, os coeficientes do operador £ pertencentes i classe H' /2 (Q). Entdo
para qualquer f € H*/2(Q), ¢ € HH2(Q), ® € HF2141/2(8) satisfazendo as condicdes de com-
patibilidade de ordem [l /2] + 1 o problema possui uma vinica solugdo de classe H2111/2(Q),

satisfazendo
1+2 ! I1+2 1+2
uly™ < eIl + 10167 +1l5,).

Uma demonstragdo deste fato pode ser encontrada em Ladyzenskaja et al. [2)], pdgina 320.
Teorema 1.5 HP-B/2 cc H*%/2 sempre que B > o.
Teorema 1.6 O produto de duas funcdes em H*%/2(Q) com a € (0,1) ainda estd em H**/(Q).

Demonstracao:Sejam, ue v € H a0/ 2(Q), entdo,

lu(x1,1) —u(xp,1)| lu(x,t1) — u(x,n)|

|u](a) = sup |u(x,t)| + sup + sup
¢ 0 X el 1 —x2[* x€h 11 — 1] /2
1€[0,T] 11,2€[0,T]

A funcgdo v satisfaz uma estimativa andloga. Vamos entdo estimar separadamente cada um dos

termos da norma em H*%/2(Q) do produto destas duas funcdes. Temos que,

) — t ) — t
|uv|(QOC) — sup|uv(x,t)|—|— sup |MV(X1, ) uv(ixz? )| + |MV()C, 1) MV(;C, 2)|
0 N [x1 — X2 o 11 —1a|*/
t€[0,T] 11,12€[0,T]

sup v (x, )| = sup [u(x, 1) |-[v(x, )| < sup[u(x,1)].sup [v(x, )] < Jul 5. |v](5) < oo.

0 o 0 Qo
t)— t
sup ]uv(xl, ) MV(SCXQ, )’
xl.xz€ﬂ ‘xl _xz‘
t€[0,T]

up luv(xy,1) +uv(xp,t) — 2uv(xp,t) — u(xy, 1)v(xo, 1) +u(xy, 1)v(xo, 1) —u(xp, t)v(xy, 1) +u(xp, ) v(xy,1)|

X1 ,X2€Q |x1 _lea
t€[0,T]

lu(xy,t) —u(xp,t)| |v(xr,t) —v(x,t)| 4 [u(xy, 1)v(xa, 1) — uv(xp,1)] + |u(xa, ) v(x1,1) — uv(xy,t)]

< su
P g —x2|*

X1 ,szQ
t€[0,T]
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lu(x1,1) —u(xp,t)] [v(x1,) — v(xp,1)] lu(x1,1) —u(xp,1)|

< sup + sup |v(xa,t)| sup
Xl,xzég |x] _x2|a Xl‘rXZEQ ’ XlaXZGQ |X] _x2|a
t€[0,T] t€[0,T] t€[0,T]

vixy,t) —vixy,t
# sup )] sup PRI < oy uplyta) + easup )| <
X1, X9 EQ X1,X9EQ
tle[(%,T} tle[(%,T] ¢ ¢

Com célculos andlogos podemos concluir que

) — 15
sup luv(x,t1) — uv(x,17)|

)
xeQ ’tl _t2’a/2
11,12€[0,T]

€ portanto

|uv]gx) < oo

Lema 1.2 Suponha que u(x) é uma fungdo limitada de Wy, ,,(Q), s > 0, e {(x) uma fungdo suave
é

tal que o produto u(x){(x) € zero na fronteira S do dominio Q. Entdo

/|ux|zs+2C2dx§ 160sc2{u,Q}/(c|ux|2s_2u,2€x 2~l—|ux|2Ssz)dx,
Q Q

c:n2+sz.

Uma demonstracdo para este fato pode ser encontrada em Ladyzenskaja et al. [2]], pdgina 93.

Teorema 1.7 Teorema de Compacidade de Aubin-Lions: Sejam U,V,W espacos de Banach com

U CV CW. Suponha que a imersdo U — V seja compacta e U e W reflexivos. Considere,
, du
M=<Su,ucl’0,T;U),u = 7 € LPY(0,T;W)
onde 0 <T <oel < pg, p1 <oo. O espaco Il munido da norma
|ul|zro(0,7:0) + [[od'[] 2o (0,7;W)
é um espago de Banach.

Nestas hipoteses, a imersdo I1 — LP0(0,T;V) é compacta.

Uma demonstragdo para este fato pode ser encontrada em Lions [[12]].
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Consideramos o sistema

0
(1.2) a—: = €DV + Mve+ f(n1),  (x,0) EQxR.,

junto com o dado inicial
(1.3) v(x,0) = vo(x), x € Q.

Aqui € > 0, Q é um intervalo aberto em R, D = D(v,x), e M = M(v,x), sdo matrizes definidas em
um subconjunto aberto U X V C R" X Q, v = (vq,v2,--+,v,) € f € uma aplicacdo suave de U x R
em R”. Se Q ndo € todo R, assumimos que v satisfaz alguma condicdo de fronteira especifica (por
exemplo, condi¢do de Dirichlet ou Neumann). Supomos que este problema possua uma solugao
(no tempo) local em algum conjunto X de funcdes suaves de Q em R”, isto €, dada uma funcdo
vo € X, existe um & > 0 e uma solugdo suave v(x,7) de (1.2), definida parax € Qer € [0,6),
tal que v(.,7) € X,0<r < §.

Definicao 1.19 Um subconjunto fechado ¥ C R" é chamado de regido positivamente invariante
para a solucdo local definida por , , se qualquer solugcdo v(x,t) possuindo todas as suas
condigdes iniciais e de fronteira em ¥, satisfaz v(x,t) € ¥ para todo x € Q e para todo t € [0,6).

Sempre assumimos que se u € X, existe um conjunto compacto K C Q tal que se x ¢ K, entdo
u(x) € intX. Chamamos esta condi¢ao de condi¢cdo K. Em Smoller [1]] é mostrado que a condi¢@o
K € sempre vélida se considerarmos (1.2]) em um dominio limitado, com as condi¢des de fronteira

pertencendo ao int X.

As regides invariantes ¥ serdo dadas por interseccao de semi-planos, isto é, consideramos

regides X da forma
(1.4) =N’ {velU;G) <0},

onde G; sdo funcdes a valores reais suaves definidas em um subconjunto aberto de U, e para cada

i, o gradiente V,, G;(v) nunca é o vetor nulo, nos pontos em que G;(v) = 0.

Antes de darmos o principal resultado sobre regides positivamente invariantes, precisamos de

mais uma definic¢ao.

Definicao 1.20 A funcdo suave G : R" — R ¢ chamada quasi-convexa em v se V,G(1) = 0, entdo
d*G,(n,m) > 0.

Teorema 1.8 Seja ¥ definido por (I.4)), e suponha que para todot € R e para todo v € d X (entdo
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Gi(vo) = 0 para algum i), valem as seguintes condigées:

1. VG; em vy é um autovetor de D(vy,x), e M(vo,x), para todo x € Q;
2. Se (VG;)D(vg,x) = uVG;i, com u # 0, entd@o G; é quasi-convexo em vy,

3. VG;.f <0emvy, paratodot € R.

Entdo ¥ é invariante para ([I.2)), para todo € > 0.

Uma demonstragdo deste fato pode ser encontrada em Smoller [|I], pdgina 200.

Teorema 1.9 Teorema de Compacidade de Rellich-Kondrachov

Suponha que Q seja um aberto limitado de R" e que d Q € C'. Suponha 1 < p < n. Entdo
whr(Q) cc LY(Q),

para cada 1 < g < p*. Com,

Observacao 1.2 Como p* > p e p* — o quando p — n, teremos em particular pelo teorema acima
que

WP (Q) cc LP(Q),

para todo 1 < p < oo, Demonstracdes para esta observacdo e para o teorema acima podem ser

encontradas em Evans [6], pdgina 272.



Capitulo

2

Deducgao do Modelo

Consideramos o sistema 2 x 2 de equagdes parabdlicas quasi-lineares:

(2.1) u+glt,ul f(u)x = (Bu)uy),,0<t <T,xe Q= (—1,1),8/t;ul =3 (/11K(u1,u2)dx,t) ,

By B
onde u = “ , f = Y eB= B I (2.1)) € uma versao simplificada de
up f By By

et 25— 2 (5500 52 )

ot ox ox ox

Vamos obter tal modelo (2.1):

Consideramos o fluxo unidimensional horizontal de trés fluidos incompressiveis e imisciveis
formados em fases, digamos, 6leo, gas e dgua. O balanceamento das massas € governado pela

equacao de conservacdo de massas:
d d
(2.2) 5 (Puipi) + P (pivi) =0,

onde ® denota a porosidade do meio poroso, u;, p; € v sdo a saturacdo, densidade e velocidade
de seepage respectivamente da i-ésima fase. J4 que u; denota a por¢ao da porosidade unitaria do

volume na i-ésima fase, teremos

2.3) ur+uy+uz=1

14



2. Dedug¢ao do Modelo 15

As equacdes do momento sdao dadas na forma da Lei de Darcy
(2.4) vi = —KA; pix, Ai = Ai(uy,u2), i=1,2,3

onde K é a permeabilidade absoluta, A; é a mobilidade da i-ésima fase e p; é a pressdo da i-ésima

fase.

As fungdes Pj(ug,uy), i = 1,2, que definem as diferencas de pressdo

(2.5) p1—p3=Ppp—p3 =P
sdo chamadas de pressoes de capilaridade.

As constantes positivas @, p; e K e as fungdes A;(uy,uz), i = 1,2,3 e Py(ug,uz), Py(ug,uy)

constituem os dados do modelo.

Vamos assumir por simplicidade que K = ® = 1. Denotemos

A

3
(2.6) A=Y A, v=Y v fi:I’,i:I,Z,S
i=1

-

1

Assim, de (2.2) e (2.3)) teremos:

8141 8v1 .
i (W*ﬁ)—o
8u2 aVQ .
P (7+§> =0
8u3 8\/3 -
ps (W*W) =0

Como p; # 0, Vi, somamos as trés equagdes, obtendo:

d 0 p)
E(ul +u2+u3)+$(vl +v24v3) =0, assima—; =0,
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jd que uy +up +u3 = 1 e portanto v depende somente de . Somando as equagdes em (2.4)), obtemos

0 d 0
v = (M aPl A apz + 2 alj:)

B d (P, + p3) d(Py+ p3) ap3
- (Al dx th dx s dx

_ (/h P /128};2 l%)

Ox 0 ox
aps dP; oP
—A—== e =v+ A — I + A== B
2.7) _% ﬂ % Ay P,

%
8x:I+7L 8x+l Ox

Vamos denotar Apsz = p3(1,t) — p3(—1,1) e integrando a igualdade (2.7) em relagdo a x em [—1,1]
obtemos L9 Uy A oP 2 9P
pP3 , v 1o Aol
| Grax= (A+A x A 8x)dx
o | 1 M 8P1 Ao 8P2
—Apg,—v/_lzdx—l-/_I(TE—FTx)dx
11 _ 1 MOPL A 0P
—v/lzdx—Ap3+/1 (TW—FTW dx

B 1 1 2,1 8P1 7(«2 aPZ
(2.8) v(t) = T Tax (Am +/_1 (7 9x A ox > dx)

Multiplicando a equacao li por ﬁ, podemos escrever || do seguinte modo

ap3 . 1% ll 8P1 12 8P2
Ox A A ox A ax
_% l o 1% /11 8P1 AQ 8P2
ox \ A+ 23 N A+ A3 7LQ +A; Ox )»2 + A3 Ox
_ ap3 . ( ),1 ap3) . ( 1% ) ),1 8P1 7(«2 8P2

ox A+ Az dx A +2A3 +A«2—|-)~3 ox +12+7L3 ox

dp3s v n M dpi 9dps n A 3P2+ M )91?3
ox A+ A3 A+ A3 ox ox A+ A3 dx M+A37 dx
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_8p3 o N M api N A P,
ox - 12—{—13 124-13 ox 12—}-13 ox
Ltr\dps v _hoh hin

A dx A A dx A Ox

@ 12—}—13_1 _K+&8P2+ A +2A3\ 9p3

A A Ix A ox

o v Mok (htk) (dp1_ dps

ox A A Ix A ox ox

api v+),2 8P2_<12+13) P,

S dx A A ox 2 Ox
_ %_Vﬁ_*_lllz 8P2_ll (242+)v3) 0P
ox — 42 T A ox 2 dx

Assim,
MAy 0P B M ()Lz +l3) 0P

ne=vhdt A Ox A ox

Com célculos analogos podemos concluir que

M A 8P1 B Ao (7Ll + 13) 8P2

n=vht A Odx A ox

Assim, usando (2.2)) teremos as seguintes equagdes:

8u1 8v1 o

o Tax 0
dui  I0Mf) (AP (M (Aotds) OB\ _
ot ox A dx ), A ox x_

Observe que
JP; _ JP; duy  OP| dup
dx du; dx Jdup dx
aPQ . 8P2 aul 8P2 auz
dx  du; dx Odup Ox

Assim, por (*) teremos

8u1 8f1 2«1 )Lz 8P2 8u1 8P2 8u2
5 TV 5 +( 2 <8u1 ox | om 8x))x

B (/11 (7(«2—|-)~3) 0P, duy n M (A«Q—{-)@) 0P 8u2> _0

A du; dx A dup Odx
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duy 8f1 MAy dP, A (lz—}-)h) P\ du
7+V(I)W+(< 2 dm A om) ox).

B M (ﬂ,z—f—lg) 8P1 8u2 B MA 3P2 8u2 —0
A duy ox A Jdup dx x_

8f1 ((2,1 (124-13) 8P1 },1 7Lz 8P2) 8u1>

%+ (I)—_ _
or \Wox T A du; A ou ) ox

B (11 A 0P, duy A (ﬂ‘2+)l,3) 0P 8u2)

A Oup dx A dup dx

Com calculos andlogos podemos concluir que

%—l— (t)%— A (M+2A3) 0P, Ay 9P duy
5 TV o= A duy A Ou ) ox ),

B MAy P duy _ Ao (l] —l—/lg,) 0P, duy
A Jdur dx A duy dx ),

Obtendo entdo o sistema
(2.9) ur+v(t) f(u)x = (B(u) )

para o vetor u = (uy,uz)’, onde f(u) := (f1,/2)7 e v(t) é definido em (2.6) e (2.8) e a matriz B é
dada por

( Bl — A (A2 +A3) 0P B MA 0P

= A duy A du

Bi,— A (A +A3) 0P _ MA, OP,

2= A uy A Jdu

(2.10) <

B — Ao (7(,1 —I—;L3) P _ MAy 0P

AT dw A du

By — Ao (7[,1 —|—)~3) P B MAy 0P

(P A dw A dw

A equagdo de balanceamento do volume (2.3) nos leva a seguinte condicdo:
(2.11) u(x,t) € A= {u= (u,u) €R*0<u; < lug+up <1}
para cada (x,t) € Q :=Q x (0,T). Resumindo, a condi¢do (2.11)) nos leva

0 <uw(x,t) <1, 0 <uy(x,t) <1—up(x,1), V(x,1) € Q.
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As mobilidades A; estdo sujeitas as seguintes restri¢des fisicas como em Allen et. al [4]:
(212) A,'ZO, )Li|ui:07 li:li(ui), i€{1,2,3}.

Por e (2.12)), podemos demonstrar que a matriz de capilaridade B ¢ singular e degenerada, ou
seja, a mesma possui determinante nulo e nio € possivel encontrar um nimero k > 0 tal que B;; > k,
na fronteira do tridngulo A. De fato, consideramos primeiramente a parte da fronteira de A onde
u; = 0. Vemos, por (2.10) que os termos Bj; e By serdo nulos. Analogamente, na parte da fronteira
de A onde u; = 0, vemos que os termos B> € By serdo nulos. No caso em que u; = 1 —uy, ou seja,

uz =0, vemos que

5. Mk (0P IR
=2 0w, any
B _)Lllz 8P1_8P2
270 0w 9w
B MAy 8P2_8P1
A720\ou, a9
B _1112 3P2_3P]
270 \Ouy ow )’

e portanto, a segunda linha da matriz serd igual a —1 vezes a primeira linha. Ou seja, tal matriz é

equivalente a uma constante vezes a matriz

By B2
0o 0/

Demonstrando portanto a afirmacao sobre a matriz ser singular e degenerada na fronteira do trian-

gulo A.

Como em Frid & Shelukhin [S], assumimos que a matriz B dada por (2.10) satisfaz as condi¢oes

satisfaz as condi¢oes

8322 —
8u1 N

(2.13) By =0, 0

A condigdo (2.13) significa que a primeira e a terceira fases ndo sdo responsaveis pelo total de

difusdo para a segunda fase.

Usando as condicdes (2.13)) para B, vamos simplificar a férmula (2.8]). Por (2.10) e (2.13) temos
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que

Ao (11 +)«3) opP, B MA 0P _
l 8u1 7L 8u1 N

0

Mt P, 0P
A 8u1_/l&u1

|22} 9B M oA
A aul_}taul

MOP X3P, OB
l aul /1 3141 N 8u1

De (2.10),
Ao ()«1 —|-7L3) P _ MAy 0P
)L 8u2 A, 8u2

By (11 +7L3) o A JP

By =

A_z_ 7L 8u2 A 8u2
By ( lz) P, A 0P
o2 _ (122 _
A

WOR | do_on By

Aous, Aouy Jdur M
ﬁﬁ%_’_éapz 8142_8P2 8u2_@8u2
A du, dx A dur dx Jduy dx Ay Ix

Assim,
MOPL A dP, 0P, OF
2 ox A ox ox ox
com

F(up) = — Ouz 11222((;)) ds.

E entdo a férmula (2.8) pode ser escrita da seguinte forma

p2+F(u2) =
2.14 )= ——— =P~
( ) V( ) fﬁllﬂ.fldx x=-—1

Assumindo que Ap; = p2|§jl_1 € uma func¢do do tempo dada, chegamos ao sistema se o
funcional g € dado pela formula
g= 81(1)
f_ll k(uy,up)dx’
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g1 =—Apa(t) —AF(t), k= A"", onde

AF(t) = F(uz(1,1)) = F(u2(=1,1)).

Até agora sabemos pouco sobre as fung¢des Pj(u) teoricamente e experimentalmente. O mesmo
acontece para as fungdes de mobilidade A;(u), i = 1, 2, 3. Existem algumas fun¢des de mobilidade
empiricas que tem grande utilidade em engenharia. Elas incluem as leis lineares A; = k;u;, as leis

quadriticas A; = kiul-z, e as leis de H. Stone como em Allen et. al [4]].

A discussao de capilaridade nos resultados deste trabalho em algumas férmulas de representa-
cdo para as fungdes de pressdo de capilaridade vao de acordo com a restricdo (2.13)) no tensor de

capilaridade-difusao.
Por (2.10) a hipétese By; = 0 nos leva a E.D.P.

oP, . JP
(2.15) 0“’“575‘%71 =0,

para Pj(u), i = 1, 2 e se as fung¢des A;(u) sdo dadas. A equag@o (2.15) juntamente com a restri¢do
adicional ‘%212 = 0 e a condicao de parabolicidade do sistema (2.1)) € analisada na base da teoria de

simetria de grupo.

E mostrado que a classe correspondente de fungdes de pressao capilar é grande o suficiente e
pode ser descrita em termos de uma fungdo arbitraria de uma varidvel e uma quantidade arbitraria

de constantes.

Em particular, quando as mobilidades A; s@o lineares
(2.16) Ai = kiuj, ki =cte.(>0),i=1,2

o sistema (2.13)) admite uma solugao

ui

(2.17) P =qi(§) +Qi(w), & i=1,2

- 1—u’
com as fungdes g; e Q; definidas no capitulo 4.

Dadas as equagdes (2.16) e (2.17), estudamos o sistema de fluxo de reservatério de fluidos
(2.2)-(2.5) no caso em que k| = k3. Entdo o sistema parabdlico correspondente (2.1)) € especificado



2. Dedug¢ao do Modelo

22

cOmo segue
( . "
i+ gl <ku2+1 i
P N QLR AR
1+k
\ uy + glt; uj (%)x:

onde «, B, k1, ky e k sdo constantes,

ui

&

Cl—w’

= otky (&(1— é)”i(é)L‘U)x

k1kzuz(1—u2)”§(uz)} )
k2u2+k1(1—u2) o x,
MZX) 3

x

(klkzuz(l — uz)ﬂé(uz)
kouo —|—k1(1 — uz)

g1(t)
I+ kup)~dx

e mi (&), m(uy) sdo fungdes suaves de &, uy € (0,1) definidas no enunciado do Teorema 2.3, com
m (&) >0, mh(up) >0,0< & < 1,0 <up < 1. Nasecdo 4.1 discutiremos tal sistema, fazendo a

dedugao do mesmo.

Observamos que o sistema (2.18) ndo é desacoplado pela restricdo (2.11)) e pela presenca do

funcional g[t;u] em ambas equagdes.

Consideramos entdo um reservatorio de fluidos especial que é conhecido na mecénica do petro-
leo como imbicao capilar, Barenblatt et. al [7]. Tal fluxo é caracterizado pela condi¢dao Z?:l v;i =0,

isto &, duas fases se movem em dire¢des opostas ao fluxo da outra fase. Por (2.14),
(2.19)

quando por exemplo,

P2ly=—1 = palx=1€U2|x=—1 = U2 |y=1,

ou seja,
Aps(t) +AF (1) = 0.

Agora, no contexto do sistema nao-local (2.9), é claro que com a condi¢do (2.19) chegamos ao

sistema reduzido

(2.20) ur = (B(u)uy)y.

Vamos argumentar por regularizacdo. Para isto estudamos primeiramente, no Capitulo 3, o
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sistema nao-degenerado (2.1)) com as condi¢oes
(2.21) Bii>v=cte.>0,VucAi=1,2.

Vamos lembrar alguns resultados conhecidos de existéncia global para o sistema 2x2 ndo-degene-
rado (2.1)) com g = 1. Na teoria de Ladyzenskaja et al. [2], a matriz B é um multiplo escalar da
matriz identidade. Os resultados de Amann [8]] sdo obtidos para o caso em que

df2

(2.22) 5 =0,B =0,
8u1

0By

— =0
8u1 ’

sob a hipétese de que a norma de alguma solugdo € finita a priori. Claramente, as condigdes (2.22)
(mais precisamente a primeira das trés condi¢cdes) implicam que, quando g = 1, o sistema (2.1)) é

desacoplado e a segunda equacdo, para u,, ndo contém u;.

Nossa hipotese sob as fungdes f;, B;j, sdo mais fracas do que aquelas impostas por Amann [8]],

mas também restringimos ao caso em que a matriz B € triangular:

(2.23) By =0

Definimos as seguintes condi¢des inicial e de contorno

(2.24) Oup+u=ugem|x| =1, ul;—o = up(x),
e
(2.25) u=ugem |x| =1, ul,—o = uo(x),

onde 6 = cte. >0¢

Un|x=+1 = Fllx|y=t1, Ugli=x1 := uL(2).
Ou seja, a primeira condigéo em (2.24)), nos indica que o vetor normal nos pontos (—1,¢) e (1,1),
apontam para o interior da regido A. Esta condic¢do significa, fisicamente, que estamos realizando
um controle do volume na entrada e na saida dos fluidos no meio poroso. Ja a primeira condi¢dao
em (2.25) significa, fisicamente, que definimos o volume na entrada e na saida no meio poroso.

Temos entdo, um problema de Dirichlet misto.

Claramente, o tridngulo A € a intersecao dos semi-planos

(2.26) A= {Gi(u) <0}, Gy = —uy, Go = —uz, G3 = uy +up — 1.
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No que segue, assumiremos que o vetor V,G; é um autovetor das matrizes B” e (/)7 no pedaco

correspondente da fronteira AN {G; =0} paracadai=1, 2, 3:
(2.27) () <VuGi>=aV,Gi,  B' <V,Gi>=puV.,Gi, i >0,

onde BT & a transposta de B e (f'); = % Vamos demonstrar que tal fato € verdadeiro para a
J
matriz BT . Consideramos a matriz de capilaridade B como no sistema (2.18)). Assim, teremos para

i=1,emu; =0,

e ) ()= ()
() =(0)

Como estamos no caso em que u| = 0, segue pela defini¢do da nossa matriz que y; = 0. Observe

que com calculos andlogos concluiremos que t; = 0. Seja entdo, o caso i = 3. Assim, teremos que,

uy+u =1.

Bip O Ly 1
B, Bn) \1) ¥ \1)
ou seja, teremos
Bitluj+u=1 = U3
(B12+ B22)uy+up=1 = W3-

Substituindo u; + uy = 1 nas entradas By, Bj; € By; da matriz de capilaridade, concluimos que
3 = 0. Portanto demonstramos a condicdo (2.27) para a matriz BT .

Nossas hipoteses sobre a suavidade das fungdes f; € B;; sdo:

df; dB;; 0’B;;

(2.28) fi du;j’ Bij, duy  dugduy

eHP(a),

onde HP (A), B € (0,1) é o espaco das fungdes Holder continuas definidas em A.

Assim como para os dados iniciais e de contorno, exigimos que

(2.29) uo(x) € H*P(Q), us(r) € H' P ([0, 7)),

(2.30) uo(x), us(t) e A,Vxe Q,Vt € (0,7).
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No que segue, também assumiremos que g = 1. Formulamos agora nossos problemas

Teorema 2.1 Assuma que os dados B(u), f(u), uo(x) e ut(r) satisfazem as condigoes (2.21)),

2.23), (2.27)-(2.30). Seja também a seguinte condigcdo de compatibilidade

+8uly(£1) + up(£1) = ux (0)

satisfeita. Entdo o problema (2.1), (2.11), (2.24) com g = 1 tem uma tinica solugdo u(x,t) com

e H*B1+5(0), e B dado em (2.28) - (2.30).

Teorema 2.2 Sejam as fungdes B(u), f(u), como no Teorema anterior. Assuma que os dados ug(x)

e uy(t) satisfazem @) e up € L*(Q), ug € WH1(0,T). Entdo o problema , ,

com g = 1 possui uma solugdo fraca u(x,t) tal que

u€ L*(0,T;W5 (Q)NL™(Q),  u € L*(0,T;W, '(Q)).

A solugdo fraca u deste teorema resolve o problema (2.1), (2.11)), no seguinte sentido:

// uiQr + fi(u) oy — Bij(u)u jx Pedxdt = —/ uin® (0,x)dx,
o Q

para qualquer ¢ € CZ((—oo,T) X Q).

Teorema 2.3 Assuma que m)(&), m(uz) sdo fungées dadas de &, uy € (0,1), com m(§) > 0,

T(u) >0,0<EE<L,0<up <l e

MOGLOO<Q), uiEWl’l(O,T), O<5§u27i(t)§1—5, 5§§i(l)§1—5,

5§u270(x)§1—5, 5§§0(x)§1—5,

para algum 6 € (0,1), onde

Entdo com b
us 2
=(14+k)——— k=—-—1

Ui

fl:kuz-i—l’

Bii=oaki&(1-&)m (&), By =&(Bi11—B2), By =0, By =

. k1k2u2(1 — uz)ﬂé(uz)

onde ky, ky sdo constantes positivas, k = k—f —1,&E=u(1- uz)_l, o problema (2.1)),

2.25]

kouo —I—kl(l — uz)

possui
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uma solugdo fraca u(t,x) tal que

ueL™(Q), u, € L*(Q),

e as estimativas
(2.31) 0<o<u<1-9,

valem.

u, € L*(0,T; W~ 12(Q)),



Capitulo

3

Problemas nao-Degenerados

3.1 Estimativas a Priori

Seja i : R? — R? uma fungio suave tal que V,G;(u)-h(u) <0, i = 1,2,3 em uma vizinhanga
da JA. Tal escolha de & é possivel ja que V,G;(u) # 0 e A é um conjunto convexo. Por agora,

assumiremos que i(u) = u, — u, onde u, € um ponto qualquer do interior do tridngulo A.

Dados niimeros positivos €,6 € (0,1), consideramos o problema de valor de contorno aproxi-

mado
3.1 u+ f(u)x = (BYuy), +€h, (t,x) € Q,
(3.2) Oty +u =1y ¢, |x| = 1,ul—o = ug.e(x).
Onde

E £ .
Uite = (1—-¢) (5 +ui,i> Y Ui 0. = (1—¢) (§+u,~,0> Ji=1,2.

Observe que, tomamos as condicdes aproximadas desta forma para garantir que quando as con-
dicoes iniciais e de fronteira originais estiverem no triangulo, entdo as condicdes aproximadas

também estardo. Vamos demonstrar este fato:
Suponha que ug(x), us () € A, entdo,
0<ujpe=(1—¢) (;Hii) <(1—¢) (§+1) <(l—e)(l+e)=1-€<1
O que demonstra a primeira condi¢do para que as funcdes u; + . € A. Mostremos agora a

27
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segunda condig¢do:

2

£ € € €
0<ujre=(l—¢) (--Htli) <(l—¢) <—+1—I/l2j:> =5s+tl-wsr———€+€uy+
=+, 2 s 2 5 2 ) 2 )
€ g2 €
Sl—z—um;%5+£M¢=ﬂf%1—@<§+W¢):1_Wi£

Com célculos andlogos, podemos constatar que o mesmo vale para a condi¢ao inicial.

Abaixo, nesta se¢do, as constantes ¢ ndo dependem de €; a matriz BY, obedece as restri¢oes
(2.21) e (2.23), e as fungdes u ¢ (x), u; 5 ¢ (), u+ () sdo usados sem seus indices v e €.

Observe que, a ordem na qual os lemas estio colocados, é¢ fundamental para a demonstracao, ja

que sempre utilizaremos os lemas anteriores para concluir as demonstragdes.

Neste primeiro lema demonstraremos que a solu¢do do nosso problema, tera valores no interior

do triangulo A, desde que as condig¢des iniciais e de contorno assumam valores em A.

Lema 3.1 A solucdo u assume valores em intA sempre que ugy e ur assumem valores em A

Demonstracao:Seguimos o método das regides positivamente invariantes como em [1]].

Denotamos 7' = G;(u), provaremos que z' < 0 para cada i. Mostramos que ng(zi((),x) <0,
xXe

i €1,2,3. De fato, para i = 1, temos que 7l = Gi(u) = —u
1 1 E £
2 0.2) = —ur(0,%) = —ub o () = (1-¢) (5 +u01 ) < —(1-)5 <0.

Com célculos andlogos concluimos que o mesmo vale para z> = G,(u) = —u,. Seja entio, i = 3.
2= Gs(u) =u;+up, — 1

B(0,%) = —1+u1 (0,) +u2(0,x) = —1 + (1 — ) (g +u01> F(1—¢) <§+u02>

€ €
=1+ (1—¢) §+§—|—u01—|—u02] = 1+ (1—€)(e+uot +up) < —1+(1—¢)(1+¢)
= —£2<0.

Supomos que exista um primeiro momento #; (i) > 0 tal que

r)?eagfzi(tl(i)?x) = Zi(tl (i)axo) =0

para algum i. Existem duas possibilidades:



3. Problemas ndo-Degenerados 29

|xo| < 1 ou |xg| = 1. O caso xop = 1 é impossivel. De fato, por (3.2)) temos,
(3.3) 8z +7=—u,

segue entdo que z..(¢1,1) < 0.
Por continuidade, existe 7y € (0,#;) tal que max 2 (t9,x) = 0.
xe

O que contradiz nossa escolha de ;. O caso xo = —1 pode ser tratado da mesma forma.

Vamos considerar o caso |xg| < 1. Multiplicando (3.1)) por V,G; chegamos a igualdade

(3.4) 4o = (Wz) +eh-V,G;i  em  (11,x)

Por hipétese,

2 (11,%0) = max2'(z,y)
onde o maximo é tomado sob 0 < 7 <1y,|y| < 1.

Segue entdo que
(3.5) Z4(t1,x0) = 0,24 (t1,%0) < 0,2k(t1,%0) >0

Pela escolha de &, temos
h-V,G; <0 em (Z‘],X())

Entdo, por (3.4) concluimos que 7! (¢1,xp) < 0, o que contradiz (3.5).

O

No lema a seguir, demonstraremos algumas estimativas para as funcoes u, e u;. Tais estimativas
serdo fundamentais para as demonstragdes de outros lemas, e para as demonstracdes dos Teoremas
22e2.3.

Lema 3.2 A estimativa
T 2
(3.6) sl +8 X [ luste, 1) e <
+

vale com a constante ¢ dependendo de v e das normas ||+ || 0.1y € ||h]|11 (). Em particular, por
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(3-1), segue que
(3.7) el |2 0,7 w-12(0)) < €
uniformemente em € e .

Demonstracao:Seja

1—x 14+x
w= U_ ¢+ Ut g, V=u—w.

Afirmacao 3.1

V|x::|:1 = :Fa(vx + Wx) |x::|:1

De fato, temos pela condigcdo que Suy =ur —uemx=1e que Suy =u_ —uemx = —1.

Assim, usando a defini¢do de v temos,

V’x:l =U—Uy = _6ux|x:1 = _S(Vx+wx)’x:l

Vet = u— U = Sttxfy=—1 = 8 (Vx +Wx)|r=—1
O que conclui nossa afirmagao.

Observe também que

. 1 X X
v=u—wassim,v=—-—u+-u+-u——-u—w

22 2 2
1— 1
Logo,v = ( 3 x) (u—u_g)+ ( —2|-X) (1 —ute)

Entao multiplicando a equagao (3.1), por v;, obtemos

U v + faxva = (Boouoy)xva + €hova

Vv +wova + (fava)x — fovax = (Baauayva)x — Boouoyva, + €havo

vorva +wova + (fava)x — favax = (Boo(Vax + wax)va)x — Boo (Vax + wax)vax + €havo
1 dv%

T B3, = —wa vy — (fava)x + favar + (Baz (var +war)va)x — Boawacvay + €havy
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Integrando esta igualdade em Q,utilizando as igualdades da afirma¢do e da observacao acima,o

fato de que By, > Vv e a desigualdade de Cauchy, obtemos:

1d

37 Vzdx+/ B |vau|*dx = vy (Bapup, — fz)!x_ﬁ—/ Vax(f2 — B2 (uax —vax)) —worva +Ehovy)dx

< —8V|upe(t, 1> + 8 (uanf2) (t,1) — 8V |upn(t, —1) > + 8 (uan o) (£, — 1)
+ /Q(sz(fz — By (upx — vox) +uzva + €hovy) )dx

Assim,

1d

2dt/v2dx< —SVue(t, )P+ 8t fo) (£, 1) — 5V|uan(t, — 1) > + 8 (unn fo) (£, — 1)

+/ Varfr — BaaVaitay + vy + €hava )dx = — 8V |z, (£, 1)|? + 8 (2 f2) (2, 1) — 8V |uge(t, —1)|?

#olfa)(e 1)+ [ 5 (( ) (11— + (“2”) (uz—u27+78)) frd
* i ((1 ;x> 2 tn-e) + (57 (2 0) ) By

+ o ((1 ;’“) 12—tz _g) + (1 ;X) <u2_u27+,8>) ix

+ | e ((1 ;x) (0 —1r_ )+ (1 ;’C) (uz_uz#,g)) ix

Observe que o primeiro e terceiro termos do lado direito da desigualdade sdo os termos que pre-

cisdvamos na nossa estimativa. Assim, pela desigualdade acima e as condi¢des dadas no problema
obtemos,

SVuae(t, ) > + 8V|upc(t, —1)|* < / —Vvedx — / veud dx +c
Q Q
Integrando esta desigualdade em relacdo a r de 0aT obtemos a desigualdade desejada para u,.

Vamos agora obter a mesma estimativa para u;. Da equagdo (3.1); temos
uir + fix = (Biriuix + Biauay) + €hy

vigvt +wivi + (fivi)x — fivie = (Biittix + Biauox)vi), — (Biistix + Biouoy)vix + €hivy

d
3 — v wivr + (five)e— fivie = (Bi1 (Ve +wix) + Brouge)v1), — Biivi, — (Biiwiy + Biaua)vix
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Integrando esta igualdade em €,

1d

~— V%der/ BnV%xdxz—/ (Vix(Biiwix + Biauax + f1) +wivi — €hyvy )dx
2dt Jo Q Q

+v1(Bii(vix +wix) + Bratax — )L

Utilizando a estimativa feita para u, e um argumento analogo ao feito para obter tal estimativa,

concluimos que (3.6) vale para u;, demonstrando assim o lema. 0
No préximo lema, obteremos uma maior regularidade para a fun¢do u;.

Lema 3.3 Existem constantes c e o € (0, 1) tais que

3.8 ) = 3 <

(3.8) ‘”2|Q = ||”2||H0¢=a/2(Q) >C.
Ainda mais, se uy. =0, a estimativa (3.8) vale uniformemente em 8.

Demonstracao:Seja {(z,x) uma fungio teste com valores entre 0 e 1 e que é diferente de zero

somente para x € K, a bola aberta de raio p centrada em xg € Q. Denotemos
Q, =Qnk, =[x*,x], K =min{1,x°+p}, X =max{-1,x"—p}.
Dado 6’ > 0, multiplicamos a equaco 2 por
szax{uz—k,O}Egzugk), k>—§,
supondo que max {uy —k,0} = up — k, obtemos
CPui (uz — k) + &2 foe(uz — k) = §(Boyuny) (2 — k) + (P €hp (uz — k)

Somando e subtraindo ¢ (us — k)? no primeiro termo da equagio acima, e utilizando a regra da

derivada do produto nos outros termos, obtemos,
308G 2R+ 20 (2 Ry~ 2 &l k) + (2l R)) e~ (28 Eulua )+ —K).)

= (*Boyuay(uz — k))x — (28 &eBapuny (ua — k) + §2 Bogup, (ua — k) ) + 2 ehy (uy — k)

%%(CZ(MZ - k)z) + CZBZZ(MZ - k))zc = (Cszzuzx(uz — k))x - (szZ(MZ - k))x

—(288Boaur(ur —k) = $ &l (w2 =) [P = f2(28 Eelun — k) + C2 (2 — k)r) — €28 (u2 —K)).
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Integrando em relag@o a x em Q,, segue que

0 0
2dt/ &2 (u2 /<)2cbc+/Q §Bao(uz — k)idx = §*Bayur(ur = K)[[5 — 2 oz = k)|
) 0 0

—/Q (28 &eBosun(uz — k) = S &l (u2 —K)[* = (28 &tz — k) + &2 (1 — k)r) — €28 (w2 — k) )dlx

0

k 0
2 " / 2t 2+ / Bful) Pdx = O Boyurad? [y — L[

- /Q (2CCXB22u2xu2 CC[‘Mz ‘ — fz(ZCCXug‘) + Czugk)) _ 8h2C2u§k))dx

A igualdade acima é obviamente satisfeita se max {uy — k,0} = 0. Observe que By > Vv,

Oly|y=t1 = H(ugr —u)|x=11 pela condig¢io de contorno.
Assim,
1 1 1 1
Uoxx=1 = g(u2+ —u)|x=1 < gu2+lx:1 e Uy|——1= —g(uz— —u)|x=—1 < —guz—lx:—l,
e portanto,
CZB (k)| —xﬂ CZB (k) et + = CZB (k) |
22UdxlUy 7| 0= 5 22Uy "UD |x=1 22Uy U2 |x=—1-

Seja v uma fungdo dada , definimos v¥) = max {v — k,0}.

Afirmacao 3.2

(39) 0] <1 [ ¢ 20 00Max
p

, para p suficientemente pequeno.

De fato, se —lel & Q,, a desigualdade ¢ trivialmente satisfeita, jd que o lado esquerdo da
desigualdade serd nulo e o lado direito é sempre maior ou igual a zero. Suponha que —1 €

Qp, assim, 1 ¢ Qp pois supomos p pequeno. Assim,
|sz(k) li=1=0
1
62y = 120 = E3 O 20y =0 =] [ (6O 4206 W )
—1

XY
=1 w20t ®an = | [ (@ +2060W)ax
—1 p
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O caso em que 1 € L € andlogo. Concluindo nossa afirmagdo.

Pelos calculos realizados acima teremos,

0
2dt/ C2|u2 |2dX< V/ C2| Uy |2dx+ CZBZZMZ u2+|x—1+ CBZZMQ ”2|x—71_c f2u2 |x9

— /Q (2¢ Gl By — G112 = 128 6l + 20y — ey 2ul Ydx < — / ) P

P

0

2 2 2,02 2
" (c |u22 ® (c p et +2€3|ugk>|2+%)>dx
9]

Logo,

B 2112 21282
vy [ (@420 [ (%’“nw@“ﬁ&z—cct|u§">|2— 2t
0

2dt/ 2 ulf |2dx+v/ 2l ax < ¥ / ) 2dx
(3.10)
ter [ (P POGPR 1661+ 63+ Loy )d

P

(k)

onde Ay ,(t) € a interse¢do do suporte de uy ' com K, e 14 € a fungdo caracteristica do conjunto
A. Procedendo de maneira andloga, provamos que também vale com uy trocado por —uj,
parak <1+ 6'. Assim, up € B(QUL,M,y,r,6' k) comT' =00 {t=T},M=1,r=6,k=2,¢
portanto pelo Teorema 1.1 segue que uy € H*%/2(Q) para algum a € (0, 1).

Demonstraremos a seguir, mais uma estimativa para as derivadas em x e ¢, da fun¢ao u,.

Lema 3.4 Existe uma constante c tal que

2 2 2 4 2
(3.11) Jmax, {/Qp usdx+ 90 (;’uzx(t,jzl)) } +/Qu2xx+u2x+u2,dxdt <c.
Ainda mais, se u+ =0, a constante c em ndo depende de .

Demonstracio:Seja §(x) uma funcdo teste como acima. Multiplicamos a equagdo (3.1), por
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(us,)x € obtemos,

U (CZMZx)x + fo(CZMZx)x = (BZZMZX)x<C2M2x)x + 8h2(czu2x)x

_<u21<c2u2x)) + Eagzuzx f2x(€ u2x)x = _(BZZUZX)x(CZMZX)x - th(CZUZx)x

Para um melhor entendimento, vamos renomear cada um dos termos e fazer estimativas para cada

um deles separadamente. Entao,

L = (MZt(C U2y))x
L= Eagz

I = —fo(C U2y )x

Iy = —(Bz2u2x)x(czu2x)x
Is = —8h2(€2u2x)x
Assim teremos,

d d d d
L=— 2-ul)c + ﬁ-”Zx . (2CCxu2x + C2u2x> = Zﬁulxggxubc + ﬁulxgzubcx
Jduy duy dug du

35 \? #2 2
0 d 0 B Juy
( f2 103 CCX fZC ”2xu2xx) <2 (85?) ulx C 2”2)5 + ( >2 Czl/lzxx

afs 2.0 (%) 2.2
n (9142) Cx Uz, n duy C Uus., L Czu%xx + afz Cz % 2 2u2 n CXZM%X
2 2 2 uy D)

M §2u5 + < >2 o + <§52)2 g * CZ;M 2 (afz) o Czuz"

0B &Bzz 0B 2
Iy = ( —={ L5, + C Uaxloy + 2B & Gttt + Bon$u,, | <2 Er u3,

9B,

(322)2 Czu%xx Czu2xx
2 2
CZ 2h2 C2u2xx C

Is= —Shz(zchuzx—f—czuzxx) (28h2€§xuzx+8h2(: M2xx) < 2€2h2 2x+ > 4+ = >

2.2
C Upyy

Czuzx < 242 2
+2(B22) Gy uz, + ST

+ > Czuzx C2u2xx
2 2 2

Para I}, vamos integrar em relacdo a x de —1 até 1 e utilizar a condigdo de fronteira (3.2)), obtendo

1
/llldx = —CPupauy || = —CPuny(— Sy + 11y 5) |1 = &P ununn | — CPuaniin 5|1
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1d 2.2 2
=59 Ly = ¢
Utilizando estas estimativas e integrando a desigualdade obtida em Q,, obtemos a seguinte desi-
gualdade,
2 dt / C2u2xdx+ 6 Z C2u2x + V/ C2u2xxdx <J
X—xi
I=lliglletory L, 18w +3 [, Cdudere. | Cubdrre | Ebeorud) (48 + &

x=xY
Observe que pela equagao (3.1), temos,

uz; = (Booutax)x + € — fox

dBn\*
u%t = [(Bzzuzx)x]z + 82/1% +2¢&h; (Bzzuzx)x + fzzx — 28h2f2x(3221/t2x)x = (8—u2) uéztx + (Bzz) u2xx

JB oB J aH\?
+2B» ( 8u22 ) U3 Uy + E2h3 +2¢ehy ( 8u222) U3, +2€hy Bott + <abfj> Ui+ (TZ) 5,

af\ [ 2/ 9f2\ (9Bn af2

df2\ (9B df2
—2¢&hy —— u%x —2&hy | === | Boouoyuoyy < Ci ugx + czu%xx +c3 u%x + C4M%x
Jur Juy duy

Onde a ultima desigualdade foi obtida utilizando-se a desigualdade de Cauchy e as constantes cy,
2, €3 e c4 dependem de (%Bzz>, By, (gf) (gﬁ) e hy.

Utilizando o Lema 1.2 com s = 1 obtemos

(3.12) /Q &2vitdx < 160sc*{v, Qp}/ 28%v2 4+ 2 v2dx.

P

Utilizando o lema 3.3 e a defini¢do da norma |u2|g? teremos,

p%osc{ur,Qp} < sup{p®osc{u,Qp}} = |u2|g;) <c

Como consideramos p suficientemente pequeno, podemos toma-lo de forma que 32¢.p%

< v/4, onde a é a constante do Lema 3.3. Entdo que
2 2 2
Cx /Q C MZxdx < — / C u2xx C u2x
0

concluindo entdo a demonstracdo do lema.
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O lema a seguir, é andlogo ao Lema 3.3, mas agora para a funcao u;.

Lema 3.5 Existem constantes c e o € (0, 1) tais que |u; |(ro) < c. Ainda mais, se uy =0, a constante

¢ ndo depende de 0.

(k)

Demonstragao:Seja £ (7, x) uma funcéo teste como no Lema 3.3. Definimos u; ’ = max {u; —

e multiplicamos a equacgéo (3 1 por § 2u1 Vamos supor que o max {u; —k,0} = u; — k.

G2 (uy — k)uyy + f128%(ug — k) = (Bryury + Brouae )& (ug — k) +€h §(ug — k)

%(252@1 —k)ure +28 & (ur —k)* =28 & (w1 — k)*) + f1x8* (ur — k) = Brouae(uy — k)&

+(BriunG? (w1 — k))x — (Briwne) (28 Go(ur — k) + &2 (ur — k)y) +€h § (uy — k)

2dl

Cz(ul k)? = $&i(ur —k)* + f1x8% (ur — k) = Buouge(ur — k)& + €hy & (ug — k)

+(Briux&? (uy — k) — §Bri (ur — k)7 — 28 Geune(ug — k)
Integrando esta igualdade em relagdo a x em Q, concluimos,

) 0
2dt/ Cz 2dx+/ C2311|u1x |2dX—J|—|—J2, Jq :CZBnu]xug )|i§

0
n= | (amP -2 mmal? + 2l | B 5 e ) ax
p

Temos entao,

Ji

1
5 (”“ ‘/ &uy) +2¢ GarVax
2p

A

J

1
< (@l + i) < 5 (1

, e +accadt

)

1
) == ((u1++u1_) ‘/ Czug? +2¢ M dx
) Q,

Cl 2 (k)2 | €142 Cl 2 21,.(k)2
_/Qp <EC |y | +§C 1Ak’p(t)+?c Lay () 26165 | |>dx

c k k
[ (SO + a0+ el P dx
)

“Ja

1 d
(161 + SEP + 262l ! | Bran = 5 e | )

P
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0
Vamos estimar / (C 2u§k) [(B]Quzx) = a—fl + shl} ) dx separadamente. Teremos entio,

JdB 0B
/g (Czugk) [(Blzuzx) — a—ﬁ—i—eh]})dx: /Q Cz [ lzulxuzx—i— aulz|u2x\2] dx
0

(k) 2 9 dfi </ We2 Ly, 2 19B, o
+/Qp“1 ¢ [Blzuzxx Ty auzuszrShl dx < qu] ¢ 2|Mlx| 2 ou —— |uo|”| dx

OB 0 0
+/ CZ 12|u2x‘ + Bty — iu]x_£u2x+ghl dxg/ ugk)cz [C3|u2x|2}dx
du; duy Qp

1, 1
+/ ”1 C4M2xx+C5]dx</Q (E‘ug)‘2C2+§C2[03‘u2x|2+C4u2xx+05]2> dx
o
:/Q < | CZ+ CZ (c3‘u2x’4—|—c4u2xx )dx—i—/ 2C3C4|M2x| uzxx—l—c5)d
o

1
/ = (26‘365|u2x|2+6‘4u2xx) dXS/
Q, 2 Q

P

1, & 1
(3PE+ 32 ) ax

p

1, 1 1
+/ =2 (C4M2xx + 2Cs|“2x| + 2C4u2xx +Cs + 2C3C5|”2x| + 2C4M%xx+ 2) dx

1, 1
</ (G + 3% ax

Assim, com as estimativas acima, obtemos:

n< [ WPRISLI+ Phavre [ G ds
Qp Qp ’

(k)

onde Ay ,(t) é a intersegdo do suporte de u; ' com K, e 14 € a fung@o caracteristica do conjunto
A. Assim, temos que u; pertence a classe %,(Q,M,y,r,6',k), como no lema 3.3, e assim u; €
H%%/2(Q), para algum & € (0, 1), concluindo a demonstragdo do lema.

O lema a seguir, € andlogo ao lema 3.4, mas agora para a fungdo u;.

Lema 3.6 Existe uma constante c tal que

2 2 2 4 . 2
+1 <c.
[ax. {/Qp uidx+9 (izl ui, (¢, )) } +/Qu1xx+u1x+u1,dxdt <c
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Ainda mais, se u+ = 0, a constante ¢ ndo depende de 0.

Demonstracao:Seja {(x) uma fungdo teste como no lema 3.4. Multiplicamos a equag@o 3.1 por

(&2u1,)x € obtemos:

1d d dfi
_(ult(CzulxDx + EE zu%x |:af1 Ui+ af u2x:| (2CCxu1x - Czulxx)

=— Uy — Uy | Uiy — Brili — Uy + upy | oy + Brotny | (28 G4 &)
8u1 8u2 aul uz

—&h (2C§xl/l1x - Czulxx>

Para um melhor entendimento, vamos renomear alguns dos termos desta equagdo e estima-los

separadamente:
I = — (w1 (§Pur) )x
_r
Li=— [g—iulﬁr gi; u2x:| (28 Gaure — CPuray)

dBi| dB11
Iy = — Uiy + upy | U1y + Briutxe + B1ouoxy (zchulx + Czulxx)
8141 auz

dB1, B> 2
— |:<a—ululx+ a—uzu2x> u2x:| (28 Gaur+ C unxx)

Is = _Shl(ZCCxulx - gzulxx)-

Para I}, vamos integrar em relacdo a x de —1 até 1 e utilizamos a condi¢do de fronteira 3.2,

obltendoz
/ hdx = =Gl =ty = =i (=Sin i g) I = 8= — G pBE

1d .
= §E5C2”%x|1—1 - Czulxul,a|l—1

dfi ’ NI
ZCCx | 1x| 2CCx u2xu1x +C u]xulxx +C . u2xu1xx < ZC aul |u1x|
&2 u|? 2 afl o Clun (AN, o, CHd. (IR,
) 5 (91 5% 5 (91
T2 G | B sl - wal BLCIE B e ol Wl B L2
Czu%xx

L
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8811 aBl2 2

9B
Iy = 2€Cx ulx‘Jl‘ZCCx 1y u2xu1x+2CCxBllu1xulxx+2CCx ulxu2x+2ch i UlxUyy

+2§Cx312141xu2xx+§2 u%xulxx Cz ” gyt + C2 BllulxerC o, —— U U U] xx

9312 8811 u 8311 2 2u2
u%xulxx+c Blzulxxuzxx < 2@2 —_ u1x+ Cx 2x 7lx —|—2C2 —_— uél‘-x—i_ ﬁ

2
+6 duy 2 uy 2

Czu 8311 Czu 8312 Czu
+283(B11) uty + 21x+2§2 o u1x+ 22x+2Cx ity s, + 21x

2,2 2 2 2
_|_2€2(B12) uzxX+C ulx CZ (aBll) u]x+€ ulxx C ulxx g_ (aBll) 4

2 2 4 8142 Lx
Cz g2 {2 (9B ¢, ¢ (9Bn\’
u2x+czBllu1xx+ 2u1xx+ 4 &—ul u x T 4 2x+ au u%x
(:2 - Cz

2 ulxx_f—?(Blz) u2xx 2 1xx

) ) Cz 2C2h2 CZ
Is :—2£h1CCxu1x+£C Iy < 26203 Cx] x| +7 > 1xx+7

Utilizando estas estimativas e integrando esta desigualdade em €2, obtemos

1d
—— /Czulxdx—f—S Zczulx +v/ C2ud dx < cJ,
2 dt Qp 40 Qp

X=X

J = lallcqo,m) Z | Pur| + 2/ Czulxxdx+/ C2 (1, + Ui, + 13, + 15, )dx

X—xi
+ [ P+ i+ o+ D
P

Observe que pela equacdo 3.1; obtemos,

i = | = |ure]® + S uzettix + Britti + = ttiattne + ———|une|* ) +&hy — —fu1x+—fbl2x
8u1 3u2 8u1 8 8u1 8u2

JB JB JB
ut, = 2Byt (ﬁ) (|M2x|)2 +2 (ﬁ) (|M2x|) Upx—=— 9 2 2B U h

9B 2 9B 39fi | (9B 2 ) 5
+2 (_&ul ) (|u1x|) ehy—2 (_8u1 )(|u1x|) oy + —aul (|I/t]x|) (|u2x|)
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JdB d JdB JB
—2 < 11) (’uzxy)zu]xai:l +2 < 814121> u2xu]xBllu1xx+2 (Wﬁ) u2xu1x£h1
JB JB JB d
+2B11U1xx <W112) Uptyx +2 (ﬁ) l/l]xu2x8h1 -2 <W112> l/t]x<|l/t2x|)2 a—i:;
JB1» 2 dB|> ) afl afl
+2 ( auz ) (|u2x|) 8]’11 -2 ( 8u2 ) (|u2x|) 8u1 I/l]x—28h1 aul Ujy
dfi 2fi dfi dB11\° 5 5
_ng(a@)”“+2(am)””(a@ naxt | Gypy ) (ael)” ()
d d JdB JdB
—2BiiUixx <a—£l> —2B11Uyxy (a—£> up+2 (87112) u]x(|u2x|)3 lez

JB 2 dfi JB1 2 2 dB12
( ) 5202 (G2 ) (P 2 5

931 (ure])? 9312 W o (981 (1] I,
1x 2x aul 1x (9u2 2x
0B 0B
) (lura])* Britere +2 ( aulll)(|uzx\)3 <Wl;) Uy
2 dfi 0B11\’ 4 2 » (9B’ 4
u1)<|uzxr> O e I A TR i iy I )

afi\’ afi\’ 9B df;
24 2 2 2 3
v+ (G0 (a4 (52 Cunn® -2 (522 (hasy* 520

|
&)
VR
QU
Q.J‘E: S
l\) P

Utilizando novamente o lema 1.2 e um raciocinio andlogo ao do lema 3.4 concluimos a de-

monstragao do lema. 0

A primeira estimativa do lema a seguir, serd importante para a demonstracdo da segunda parte
do mesmo, e para a demonstracdo dos dltimos trés lemas. A segunda estimativa, serd importante

para a demonstragdo do dltimos trés lemas.

Lema 3.7 Existe uma constante c tal que

(3.13) / ]u,-x|6dxdt <c, / ]uixu,-xx\zdxdt <ec.
0 0o
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Demonstracao:Comecamos com a seguinte desigualdade,

T
e [0 = [14ge|#14ge |2 < max{uze|*}|usze|> entio, / e Sclxdr < / max{ g4} / g |2dxdr.
xeQd 0 0 xeQ Q

Observe que para quaisquer x, y € € vale,
2 2 Y
Vx (x) - x(y) = 2/ Vi Vadz,
X

POiS 2V, vy = %(Vﬁ). Assim teremos,

v y 12 /4y 1/2 ] 12 , 1/2
vi(x) —vi(y) = 2/ VirVxdz < 2 </ v)%xdz) (/ v)zcdz) <2 </ v)zcxdz> (/ v%dz)
X X X -1 -1

= 2|vx] |L2(Q)||Vx| |L2(Q)
Integrando esta desigualdade em relagdo a y de —1 até 1,

1 1
/_lvi(x)dY—/_lvi(y)dyS4\|VxxHL2(Q)\|VxHL2(Q)

2

1 1
<ﬁﬁg[ammymmwmmn+5mmé@J = 4]lveel gy el + 7 el

1
3 2 2 4 2 2
+2| Vx| |L2(Q) | ’vaLZ(Q) < 4|y ‘L2(Q)HVXHL2(Q) + ZHVx‘ ‘LZ(Q) +2{[ V] ’LZ(Q)HVX‘ |L2(Q)

1 4 2 2 3 4
+§||")c| |L2(Q) = 6||Vxx||L2(Q)||Vx| |L2(Q) + Z||Vx| |L2(Q)'
Entao,

3
4 2 2 4
mg"x < 6||VXXHL2(Q)||VXHL2(Q) + ZHVX”LZ(Q)'

Assim,

T T
6 4 2 2 2 2
il o) < | max i} | filPdxat < [ Olltianl s il By [ s

"3 4 2dxdt = ' 6 2 3 2 2d 2d
+ 0 Z||”ixHL2(Q) Q|uix| xdt = 0 ||uixxHL2(Q)‘f’ZHuixHLZ(Q) Q‘Mix| X t

3
< leillo. 722002 <1H”ix, [12(0) + 6l ‘%Z(Q)> ’

o que conclui a demonstragdo da primeira estimativa do lema.

Para demonstrar a segunda parte do lema, escrevemos primeiramente a equagado 3.1, da seguinte
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forma

(3.14) uy; = Booutoyy + F,

3322 aBZ2 afZ 3f2

. 2
F = —=uu,+ —|Lt2x| — (—u1x+ a_
uz

ehy.
8u1 8u2 8u1 MZX) T e

Pelos lemas 3.4, 3.6 e pela primeira parte deste lema, temos que |[F|[;3(g) < c. Assim podemos

aplicar o Teorema 1.2 com g = 3 e obtemos a seguinte estimativa:

(3.15) / lurePdxdt < c.
0

A segunda estimativa em (3.13]) para u, segue pela seguinte desigualdade

2/3

1/3
(3.16) /]uv\zdxdtg (/ \uyﬁdxdt> (/ |v|3dxdt>
0 o o

tomando u = up, € v = upxy na equagdo acima. A desigualdade acima ¢ facilmente obtida

utilizando-se a desigualdade de Holder com expoentes p =3 e g = 3/2.

Escrevemos agora a equacao 3.1, da seguinte forma

(3.17) uy; = Bl +F,
0B 0B 0B1> 0B1>» 21 21
Fi= (= |un]? + = unattiy + =ttty + = |une|* | +€hy — —fu1x+—fbt2x
8u1 8142 8141 8u2 8141 8u2

Pelo mesmo argumento anterior, temos que ||F|[73(g) < ¢. Assim a estimativa (3.15) também ¢
valida para uy,. Portanto a segunda estimativa em (3.13|) para u; segue da desigualdade (3.16). [
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No lema a seguir, obtemos uma maior regularidade para a fungdo u,,.

Lema 3.8 Existem constantes c e o € (0, 1) tais que |M2x|(ro) <ec.

Demonstracao:Derivamos a equacgao 3.1, em relacao a x.

of» df> ([ 9Bz dBx
Uy + (a—ululx + 8_uzu2x)x = (< Du; Uiy + Dy u2x> Uy +B22u2xx>x + (&hy)y.

Vamos efetuar calculos com o seguinte termo da igualdade acima:

0B dB2 dB2 0B dB2»
( ( Uix+ Uy + B,y = + —=—Udy | Udy+ = UlxUdxx
X X

duy b duy o 3_u1u1x dur duy
9B 9*B 9By 0B 02By,
G ot + (Bratind)s = ( Pt b et + Tt St )
1
9%Ba» dBx dB2) 9B 9By,
+ ( ou? u%x—i_ dur Udxx | Ux T+ —aul UlxUxx + —8u2 UDxUDxx T (322u2xx>x = W|M1x|2u2x
2 1
9’Bxn » , 9B 9°By 4 dB>» 0B>»
2 — — p =
+ 8u18u2u1)C|u2x| + 8u1 UlxxU2x + au% Us, + 8142 U Uy + aul U UDxx
+(B22U2xx)x-

Assim, vemos que v = up, resolve a equacao

v = (Baa(ua)vy)x + F + Hy,

82322 5 82322 2 0B 82322 3 0B
F = Ul U 2——— Ui, U + — Uil + ———U 2——U> U
81/[% | 1x| 2x 3141&1/!2 1x| 2x| aul LxxU2x au% 2% auz 2xU2xx
0B
+ 9 UlxU2xx
Ui
dfa
H —a—ululx PR +é&hy

Utilizando a desigualdade de Young e os lemas anteriores, vemos que

1/r

T r/q
1F]lgro = / (/ qux) dt| <ec,  ||H?
0 Q

|q7V7Q =
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quando g = 2, r = 2. Claramente, as constantes ¢ e r satisfazem as seguintes condicdes

11 1 12
-4+ —=1—-k 0<k — 1.0 .
F g ’ <k<z aclled: re[l—k’l—Zk}’

com k = 1/4. Além disso, segue da condi¢@o de fronteira (3.2)) e do Lema 3.3 que

(&, ) ez go.77) <

Assim, pelo teorema 1.3, segue que
g <e

para algum o < «.

O
O lema a seguir, € andlogo ao lema 3.8, mas agora obtemos uma maior regularidade para a

funcdo uy,.

Lema 3.9 Existem constantes ¢ e o € (0, 1) tais que |u1x|(Qa) <ec.

Demonstracao:Derivamos a equacdo (3.1)) em relacdo a x e obtemos

afl afl 8311 8B11
Ulxt = — <a_u1”1x“r‘a_u2u2x x+(8h1)x+ 8u1 I/t%x—f— auz UixUx + Bty

X

— —— B

+ ( 9 UjxUy + i Uy, + D12Uxx )

Vamos efetuar calculos com o seguinte termo da igualdade acima
dB11 , 9dBi d’By; ’Bi1 , 9B

(a—mulx‘i‘a—uz”lxMZx‘f'Bllulxx x:a—u%”“ mulxM2x+2a—ululxM1xx

N ’By; , +32311 ) +9311 +05’1311 +3311 Jr31911
——uju ———— Ul ——— Uyl ——— Ul —— Ul ———Upyld
8u18u2 1xU2x au% x40 8u2 2xU1xx 8u2 1x42xx 814] 1Ix%1xx 3u2 2x%1xx

+B11U1xxx

Assim, vemos que v = uy, resolve a equacao

(3.18) ve = (Bi1(u1,u2)vy)x + Fi + Fay,
JB11 dB11 dBi| d’By; d’B1;
F1 = 2uyx ( aul Uiy + 8u2 Uy | +uiy a—ululxx'i'”lx au% Ulx 81/{18142 Uox
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8B11

Uiy |:—u2xx + uoy (

32311 32311
8u2 ’

I S
0B1> 0B1>» afi afi

By i=upy | =—uix+ —=—upx | +Brouo — —fM1x+—fM2x +&ehy.
8u1 8142 8u1 8u2

Pelos lemas anteriores, concluimos que ||Fi || 12(g) < ¢. Com a estimativa do Lema 3.8 para u,
| 14(0) onde F ¢ a funcdo da equacgdo 1| Isto implica, pelo Teorema
1.2, para g = 4, que ||uzx||14(g) < c.

em maos, teremos que ||F

Olhamos a equagao (3.18]) como uma equagao parabodlica linear em v, com

1Fl2o<c  IIF7]

220<¢ (£ |gargr) < ¢

Pelo mesmo argumento do lema anterior, concluimos que

w12l gro.or2 @) < €

para algum o < «.

OJ
Neste ultimo lema, demonstraremos que a solu¢do do nosso problema terd a regularidade que

desejdvamos. Fazemos tal demonstracdo a partir das informagdes obtidas nos lemas anteriores.

Lema 3.10 Seja

wpe HP(Q),  ur eH'B2(0,1]), 0<p<1,
e as condi¢oes de compatibilidade
(3.19) + Sug(£1) + up(£1) = ux (0)

satisfeitas. Entdo existe uma constante ¢ tal que a solugcdo do problema (3.1)), satisfazem
)

a estimativa \u|(Qz+B < c¢. A constante ¢ ndo depende de €, mas depende de T, ||uol| s ),

) azBi'
hl|yss12(g) € das normas L de f(u), Vuf, Bij(u), VuBij e m

[Jua+ | ‘H1+B/2([07T])’

Demonstracao:Observe inicialmente que pelas defini¢des de uge e de uy,, as mesmas também sa-

tisfazem as condi¢oes de compatibilidade (3.19). Sabemos dos lemas anteriores que existem cons-

tantes c e & € (0, 1) tais que \ui\gx) <c, |uix]£2a) <c. Se y=min{«, B}, segue da equacdo (3.14

e do Teorema 1.4 que |u2\(Q2+Y) < c¢. Pelo mesmo argumento, utilizando a equacgdo (3.17)) con-
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)

cluimos que |u; |(Q2+Y) < ¢. Retornando aos problemas (3.14)) e (3.17) concluimos que ]u2|(Q2+[3 <c

e |u1|(Qz+B) <c.

3.2 Existéncia e Unicidade

Para provar a resolubilidade do problema (3.1]) — (3.2)), aplicamos um argumento de ponto fixo

na forma do principio de Leray-Schauder como em Ladyzenskaja et al. [3].

Definimos entio o espaco % de funcdes vetoriais u(z,x) € R?, com a norma limitada
lull = fulg” +uid -
Afirmacdo 3.3 O espaco A definido acima é de Banach. De fato, seja {u,,} uma sequéncia de

Cauchy em 2. Assim, pela defini¢do de B, segue que {uy,} e {uyy} sdo sequéncias de Cauchy em
HB-B/2(Q). Como HB-B/2(Q) é um espaco de Banach, segue que V€ > 0, Ing,n; tais que,

|um—u\(Qﬁ) <€/2, para m > ng,

|umx—v|(Qﬁ) <g/2, para m>nj.

Afirmacdo 3.4 v = u,. De fato, seja ¢ uma funcdo teste definida em Q qualquer. Temos que

/ U @ dxdt — / uQ.dxdt e / Uy Qdxdt — / vodxdt.
0 0 0 0
Observe que as convergéncias acima valem, pois,
/ e — u]| |l < / sup | — ||| dxdr < / it — D glaxet < clu— 1P — 0.
0 0 Q 0
Analogamente para u,, . Assim,
Jovedxdt — [oumc@dxdt = — [, upmQrdxdt — — [, u@.dxdt,

mostrando que v = uy, concluindo nossa afirmacdo.
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Entdo ¥ € > 0, seja N = max{no,n }. Assim,
1t — all 2 = it — ]S+ s — 1|y < /24 €/2=€.

Logo, B ¢ um espaco de Banach.

Dado a = (aj,ay) € B e A €0,1], definimos u = (u,v) como uma solu¢do do problema linear

bt 2 | 25 (Bfan) ~ ehnfe)] = (12

d
2| EE )~ Bra(an - eh@)] = (1 D,
E E
6un—|—ll=lla7£, ll|t:()=ll(),g=(1—8) <§+u01,§—|—u02>.

Teremos entdo que o operador a — u = Ay (a) é bem definido para cada a fixado, pois se a
¢ fixado, pela teoria de equagdes parabdlicas, temos que existe uma dnica solu¢do do problema
acima. Os pontos fixos do operador acima sdo solugdes do problema — quando A = 1.
Pelos mesmos argumentos utilizados nos lemas 3.1-3.10, chegamos a uma estimativa a priori para

os pontos fixos uy do operador A :
weA  Jwuly <m 5P <,
onde as constantes M e M, sdo independentes de A. Restringimos o operador A, ao conjunto
U ={uc B :uckh |u, uMIg}) <M uf—o =upe(x), Su, +u= u .},

onde A’ é um triangulo tal que intA’ O A e M’ > M. Claramente, % ¢é limitado em 2.

Afirmacéo 3.5 % é um conjunto convexo. De fato, sejam uy, up € % entdo, tuy; + (1 —t)up € A/,

parat € [0,1], pois A' é um tridngulo e portanto convexo. Temos também que,
g+ (1= Dusa| g < tluia|g” + (1 =Dl |g) <o+ (1 =1y’ = 1"

Analogamente, para uy;, e uyy . O que conclui nossa afirmagdo.

Vemos também que todos os pontos fixos u; de A, estdo estritamente dentro de %/ pela propria

definicdo de tal conjunto. (Pois tomamos A’ tal que intA’ D Ae M’ > M).
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Como em Ladyzenskaja et al. [2], provaremos que as outras condi¢des do teorema de Leray-

Schauder também sdo verificadas. Verificaremos entdo as seguintes condicoes,

1. O conjunto Ay (%) é compacto em Z para cada A € [0, 1];

De fato, temos pelos lemas anteriores que A; (a) = u € HB+21+B/2(Q). Pelo Teorema 1.5,
temos que toda sequéncia limitada em HB+214B/2 admite subsequéncia convergente em
HPB-B/2 ¢ portanto o conjunto A, (%) é compacto em 2 para cada A € [0,1] ja que toda

sequéncia limitada neste conjunto admitird uma subsequéncia convergente.

2. A aplicagido a — A (a) é continua em %/ uniformemente em (a,A) € % x[0, 1];

De fato, sejam a’ e a” € % tais que ||a' —d"|| 5 — 0. Para ' associamos a seguinte equagao,

() + (=M= A |55t S = Gl = Gl ).
2 1 2

E para a” associamos a equagio,

/2 df2 dB2; dB2
- [A'B22(a//)+<l _l)]v;c/x —A |:aa/]/alllx+ 8a’2’al2/x - aa/]/ alllxvgc/ 8a2 /2/x ;c/_ ehy ( ):| .

Subtraindo a segunda equacao da primeira e rearranjando os termos, obtemos

0 2 0 2 a322

— [ABx(d) + (1= A)]vex = A[Baz(d) — Boa(a”) vy — A af/ Lt %a&x -y ayev
1
9By df2 df2 dB2 dB2

—A aaz /2xV;c ghz(al) - ﬁ/{a/l/x - 87‘/2/‘1/2; + T‘/l/alllxv;l + = da // /2/x ;c/—i— 8h2( ) )
onde v =V —V". Vamos olhar para esta esta equacdo como equagﬁo em v. Observe que
o primeiro termo do lado direito desta equacdo vai a zero ja que By € Holder continua
e portanto a diferenga [By,(a’) — By (a”)] vai a zero em médulo quando ||a’ — ||z — 0.

Definimos,

Ax,t,a,a,) = —A

af2 afz (9322 8322
aal aix+ 8a2 ayx — aal AlxVx — a—azaZxVx —&hy (a):| .

Pelas hipéteses do nosso problema, pelos lemas provados anteriormente e pelo Teorema 1.6
temos que a funcdo A € H B.B/ 2(Q). Vamos entio estimar o médulo do segundo termo do

lado direito da igualdade.

|— A afz ay, + 8f2a' — 9322a, Vi — _3Bzza, Vi —€hy(d') — %a" _ %a”
aiy aa/z 2x aal 1xVx aa/z 2xVx 2 aa’l’ 1x aalz/ 2x

_A 8B22 a' V! aB22 al V!
da // A1 Vy aaz Aoy Vy

+emy(d)| | = |A(x,t,d ,d,) — A(x,t,d",a))|

\A@%G#Q—A@Jﬂmﬂﬂm/

—d"P <||A(x,t,d,d) — A(x,t,d",d})|| 5|ld —d"|| 5 —
’a/_a//|[3
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B+2)

Segue entdo pelo Teorema 1.4, que |v|(Q — 0 e portanto demonstramos a condi¢do 2 para

a primeira equacao.

Mostremos agora que esta mesma condi¢do vale para a segunda equagdo. De fato, sejam a’ e

a’ € U tais que ||d’ —d"||  — 0. Para a’ associamos a seguinte equago,

2 afl / afla/ _aBlla/ u/ aBlla/ u/
a/ aa/z 2x aall Ix%x — aaz 2x%x

—[AB11(d) + (1 = A)]u,

—A [=(Bia(d'Wy)x—ehi(d)],
e para a’’ associamos a seguinte equagio,

dfi afi dBy; dBy;
—[AB11(d")+ (1= 1)y, = —A [841” diy da! iy dd ity = W’z’agxug

—A [—(Blz(a”)v;')x — &y (a”)] .
Subtraindo a segunda equacao da primeira e rearranjando os termos obtemos,

ofi . ofi, OB
B @)+ (1 =)= 2180 (@)~ B (@l = A |+ S = T

dfi dfi dBi1 dBi1
1= _(B WY —ehi(d) — no " non non
) /2 Aoy Uy ( 12<a )vx)x l(a ) aalllalx aaxz/ apy + aalll ajly + aalz/ Aoy Uy

—A [(Bia(a")v))x+e€m(d")],

com u = u' —u”. Vamos olhar para esta esta equagdo como equagdo em u. Observe que
o primeiro termo do lado direito desta equacdo vai a zero ja que Bj; € Holder continua
e portanto a diferenca [By1(a’) — By (a”)] vai & zero em médulo quando ||a’ —a”||z — 0.

Definimos,

_ dfi dfi dB1) JBi1
B(x,t,a,ay) = —A {8611 x+ 8a2a2x_ Ja; Alclly — Jas

atty — (Bro(a)vy)x — €hy (a)} i

Pelas hipéteses do nosso problema, pelos lemas provados anteriormente e pelo Teorema 1.6
temos que a fungdo B € HP-B/ 2(Q). Vamos entio estimar o médulo do segundo termo do

lado direito da igualdade.

afi , dfi 9B dBi|
|_ {8/ +aa/2al2x_ aa/ allxugc_ a/ /2x (Bl2( ) )

9fi dBi; 0B
_2' |:_ Qa’zlalzlx_‘_ aCl/]/ all/xu;/ aaz a/zlx ;C/+(Blz( ) ;C/)x‘i‘gl’l] (Cl//) ‘

—&hy (a’) - =

|B(x,t,a’,a;) —B(x,t,a”,a;/” |a/ _a//|ﬁ

:|B(x,t,a/,a;)—B(X,l,a”,a;c/”: ]a'—a"|ﬁ

”H

<||B(x,t,d,d.) — B(x,t,d",d})||z||d —d"|| % — O.

+2)

Segue entdo pelo Teorema 1.4, que |u| 0 — 0 e portanto demonstramos a condi¢ao 2 para

a primeira equacao.
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Observe que utilizamos o teorema 1.4 sem preocupacado com as condicdes iniciais e de fron-
teira ja que fizemos a diferenca de duas solu¢des do nosso problema e portanto tais condi¢des
sao iguais a zero.

3. A aplicagdo A — A, (a) é continua em (a,A) € % x|0, 1]

De fato, sejam A’ e " € [0, 1] tais que [A’ — A1”| — 0. Para A’ associamos a seguinte equagdo,

dfr(a)
ox

Y { ~ (Ba))s —ehz<a>} — (1AW,

e para A” associamos a seguinte equago,

dfa(a)

ox

v + A" [ — (By(a)V!)y— ehz(a)} =(1=A"W..

Subtraindo a segunda equacao da primeira e rearranjando os termos obtemos,

v — [A'Baa(a) + (1 = A")vee = (A" = A")[Baa(a) — 1V + (A" = 1)) [% — ehz(a)}

dBy(a) dBy(a) o
ox ox Y

com v =V —V". Vamos olhar para esta esta equagéio como equacdo em v. Observe que 0s

Y VoA

dois primeiros termos do lado direito desta equagdo vao 2 zero ja que |[A' —A”| — 0 e os
termos dentro dos colchetes sdo Holder continuos pelas hipoteses do nosso problema e pelos

lemas anteriores. Seja,
8322 (a)

Vy.
ox

Temos pelas hipéteses do nosso problema, pelos lemas provados anteriormente e pelo Teo-

A(d,a) = A

rema 1.6 que a fungdo A € HP-B/ 2(Q). Vamos estimar o médulo do terceiro termo do lado
direito da equacdo em v,

0By (a) 0By (a) y
ox dx %

|A(A,a) —A(A a)
|l’—)u”|ﬁ

M'I V;—A,H |M«/—A«”‘ﬁ

=AM ;a) —A(A",a)| =

< JAV,a) AR @)l A= 2"1F —o0.
2)

Segue entdo pelo teorema 1.4, que |v|gJr — 0 e portanto demonstramos a condi¢do 3 para

a primeira equacao.

Mostremos agora que esta mesma condi¢do vale para a segunda equacdo. De fato, sejam A’

e A" €0,1] tais que |[A" — A”| — 0. Para A’ associamos a seguinte equagéo,

8f1 (a) _ 8Bl 1 (a)
ox ox

w+ A = Bri(a)u, — (Bra(a)vy)x — ehy(a) | = (1= A )uy,
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e para A” associamos a equag@o,

8f1 (a) _ 8Bll(a)
ox ox

u + A" { u — By (a)ul), — (Blz(a)vg)x—ehl(a)} =1 -A1"ul..

Subtraindo a segunda equacao da primeira e rearranjando os termos obtemos,
dfi(a
= B @)+ (1= 2 = (=) | B1a(a) = i e o) — 25
dBii(a dBii(a
#7220 Braain] -2 | PP+ Brata]
Com u = u’ —u””. Vamos olhar para esta equagiio como uma equagio em u. Observe que o
primeiro termo do lado direito da igualdade vai a zero ja que [’ — A”| — 0 e o termo dentro
dos colchetes € Holder continuo pelas hipdteses do nosso problema e pelos lemas anteriores.

Seja,
8311 (a)
ox

Temos pelas hipdteses do nosso problema, pelos lemas provados anteriormente e pelo Teo-

Ba) =2 | 28t Brafam|.

rema 1.6 que a fungdo B€ H B.B/ 2(Q). Vamos entio estimar o médulo do segundo termo do

lado direito da igualdade em u.

Y [8Bél(a)u;+(312(a)v;)x] — {ang(a)uﬁH(Blz(a)v;/)x}

_|A(A,a) —A(A" )
o |l’—7t”|ﬁ

=[A(A,a) —A(1",a)]

| A= A"P <JA(A @) —A(A",a)| P 1A — 2" [P —o.

2)

Segue entdo pelo teorema 1.4, que |u|g4r — 0 e portanto demonstramos a condi¢@o 3 para

a segunda equacao.

Observe novamente que utilizamos o teorema 1.4 sem preocupagao com as condi¢des iniciais
e de fronteira ja que fizemos a diferenca de duas solucdes do nosso problema e portanto tais

condig¢des sdo iguais a zero.

4. o operador Ay tem um tnico ponto fixo dentro de %, e a aplicagdo a — a —Ap(a) possui uma

inversa proxima a este ponto fixo.

De fato, basta observarmos que o operador Ap(a) independe de a, isto é, ele é um dnico
elemento de %/ para todo a e este € o Unico ponto fixo de tal operador. Assim, vemos também
que a aplicacdo a — a — Ap(a) € uma perturbac@o do operador identidade e portanto possui

uma inversa préxima ao ponto fixo de Ap(a). O que conclui a demonstra¢ao da condicao 4.

Assim, o problema 1H| admite uma solu¢do no espaco de Holder H 2+B.14B/2 (0).
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Para demonstrar a unicidade do problema (3.1))-(3.2)) escrevemos as equagdes do nosso sistema

da seguinte forma:

afZ afZ aBzz aBzz
Uy +—=—— o Uy +—=— 3 2 a—ululxuzx"i‘ 9 M%x — Buyy —€hy =0
3f 3f1 dB11 , OBy
on,, (221, 251 B — Byjttie— €hy = 0.
M1r+a ” 8u2u2x o uj, + o0 uixox + (Biatox)x A 1

E assim, ambas as equagdes ficam na forma .Zu = 0. Pelos lemas anteriores temos que o0s termos
do operador . em cada uma das equagdes acima pertence a classe H @,0/2 (Q), para 0 < a < 1.
Observe que ja temos que qualquer solucdo u do nosso problema satisfaz u € HYrol+5 (0), logo,
pela prépria defini¢io de tal espaco, temos que, iy, € H*%2(Q) e u, € H*%/2(Q). Utilizamos
também o Teorema 1.5 para concluir tais fatos. Assim, podemos utilizar o teorema 1.4, pois as
condigdes iniciais e de contorno também estao nas hipdteses de tal teorema e, portanto, demonstra-
mos a unicidade da solugdo do problema (3.1)-(3.2). Observe que além da unicidade da solugdo,
ainda temos uma estimativa para tal solu¢do que depende somente das normas das condig¢des inici-

ais e de contorno. Assim, provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Sejam as fungéoes fy, V. f, Bij(u), VuBij, au O—,M e a fungdo h(u) ser Holder continua
com expoente de Holder B € (0,1). Suponha também que as condigcdes do Lema 3.10 sdo sa-
tisfeitas. Entdo o problema — tem uma tinica solugdo u(t,x) € H**P11B/2(Q) 1al que
u(t,x) € A para cada (t,x) € Q.

Como a estimativa do Lema 3.10 ndo depende de €, existe uma sequéncia & | 0, tal que a
sequéncia correspondente u; de solugdes do problema (3.1)-(3.2)) possui, pela primeira condigdo
verificada do Teorema de Leray-Schauder, uma subsequéncia convergente para uma funcdo u €
H*B14B/2(9) na norma |.|2Q+y para qualquer ¥ < . Claramente, u resolve o problema |i
(2.11), (2.24) com g = 1. Assim, o Teorema 2.1 esta provado.

Demonstragdo do Teorema 2.2: Consideremos o problema de Dirichlet (2.1), (2.11), (2.25).
Pelo Teorema 1.9, de compacidade de Rellich-Kondrachov, temos que

Wh2((~1,1)) cC LA((~1,1)),

em particular, vale que,
W2 ((=1,1)) = L*((—1,1)).

Assim, no enunciado do Teorema 1.7, de compacidade de Aubin-Lions, tomamos,

U=WH"2((-1,1)),V=L*((-1,1)) e W =W 12((—1,1)).
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Construimos entao o conjunto
= {u;ueL*(0,T;W"((=1,1))), u € L*(0,T; W~ 2((—1,1)))}.

Seja u; com & | 0 uma sequéncia de solugdes do problema (2.1)), (2.11)), (2.24). Como as estima-
tivas (3.6) e (3.7) sdo uniformes com respeito a 6 | 0, segue que

u, € I1.
Logo, pelo teorema de compacidade de Aubin-Lions, temos,

Uy —u em L*(0), u(t,x) € Apara cada(z,x) € Q,

(3.20) ueL™(Q), u, € L*(Q), u, € L*(0,T; W~ 12(Q))

Afirmacdo 3.6 u resolve a equagcdo no sentido fraco. De fato, seja ¢ € C((—o,T)xQ)

qualquer.

//u(p,dxdt—l—//f, O — Bj; )ujx(pxdtdx—//u,t(p+ﬁx u)Q — (Bijujx)cpdxdt

// uiQ) dxdt+// fi(u — (Bijujx®)x dtdx——/guioq)(o,x)dx

concluindo nossa afirmagdo.

Demonstramos assim o teorema 2.2. O



Capitulo

4

Um Problema Degenerado

4.1 Equagdes basicas de fluidos trifasicos

Dadas as fungdes de mobilidade A;(uj,uz), i = 1,2, 3, e a fungéo Byy(uy), tratamos a hipStese
(2.13) como um sistema linear de equagdes diferenciais para as fun¢des de pressdo de capilaridade

P;(uy, up). Vamos analisar este sistema no importante caso em que

4.1) Ai = kiu;, ki = const (> 0).

Uma andlise de simetria de grupo dada em Ovsiannikov [9] sugere que olhemos para solu¢des

do sistema

’ A duy A dup’ 22 A du A duy’

na seguinte forma

ui ui

4.3) P =qi(§)+Qi(ua), & = =

N l—ur  up+us

Substituindo tais solu¢des no sistema acima, obtemos,

4O =@ () =) (e ) —HEAG),

kiuy + k3us kl—k3)§+k3
k& u u
A g — = B
(©) ((kl—k3)5+k3>’5 l—uy ~ ur+us

Tomando

Bos(u2) b= k3 — ki

/ e
QI(MZ)_ 1_u27 0 k1k3 9

55
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obtemos,
, B ) A (ky —k3) A
05 (u2) = B (u2) <(7Ll + 3)kik3(1 —un) * A (A +l3))
B ul(kl _k3) - lzul(kl—k3)+lk3(1_u2)
=B G0 —w) T R +/13)) ~lie) < Jo(hi +Aa)ks (1 - ) )

MA — ;Lzulk3 —i—/hk3(1 — uz) —|-7sz3(1 — uz) —|—l3k3(1 — uz))
}Lz(l] —I—)Lg,)kg,(l — uz)

M —I—)ng(l —u —uz) +A’1k3(1 —u2) -{—)«3/{3(1 — uz))
(M +A3)k3(1 —u2)

MM+ Aksus —|—)~1k3(1 — uz) +A«3k3(1 — uz))

(
(
(
= By (o) ( Ro (M + 23)k3 (1= u2)
(
(
(

_3B (u ) 2,21,1—1—12134—11](3(1—M2)+l3k3(1—u2)
It A2 (A1 +2A3)k3 (1 — uz)
B (M +2A3) (A2 + k3 (1 —up))
Baa(u2) Ao (M 4 A3)k3(1 —up) >
B A +k3(1—up) B b 1 B 1 1
=Bnle)\ o0 =m) ) B (u2) (Az T a= uz)) = Bnlu) (kzuz Tha(i- u2)>
isto €,
, 1 1
“4.4) 05 (u2) = Ba(u2) (kzuz + k3 (1— uz)) :

Suponha que a pressao de capilaridade P;(«) é uma fung@o dada de u; na parte da fronteira do
triangulo A onde uy = 0:

Pi|uy—0 = 71 (u1).

Suponha também que a pressdo de capilaridade P>(u) é uma fungdo dada de u; na parte da

fronteira do tridngulo A onde u; = 0:
Py =0 = m(u2).
Segue de (.3) que

mti(ur) = q1(u1) + 01(0), m(u2) = q(0) + Qa2 (u2).
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E natural definirmos

q1(8) = m (&), 02(uz) = m(uz).

Entdo as fungdes Q1 (u2) e ¢2(&) sdo definidas por (4.4) como segue:

B & ’ _k2k3u2(1—u2)71'/(u2)
@)= [[AOTEME,  Balin) = 2RI

koBao (u2)
1—uy

Q) (u2) = —

Assim, chegamos as formulas para as pressoes de capilaridade:

w2 kokyksuo ﬂé (uz)

Pi(ur,up) =m (&) — 0 kouy +k3(1—uo)

duy + const.
4.5)

£
P> (uy,up) :/0 A(E)m (E)dE + my(up) + const.

Chamamos este processo que nos levou a formula (4.3) de método fisico de interpolagdo ja que
as formulas definem as pressdes de capilaridade P; e P> no tridngulo A a partir de seus valores
quando u; = 0 e u; = 0, respectivamente.

Substituindo A; = k;u; € (4.5) em (2.10), obtemos,

Bn=M(ATM)W@-I_IMZ—M;LMA(@E;(&)'I—IM 1_(2 Pl;tz( A(é))+%]

gt (2B v (25 ()

_ (Az+l3)(l1+/l3) Ao A , - lzll+lzl3+l3l1+/12—lz/h ,
G s e ETGR Fifoes e 1

iy (Mfg;: f; )’“) T(E) = k(1 —A()) ()

By = —% (A(i) 1(5)—(1 _Mluz)_z + nﬁ(uz)) e (M; %) (2%:2%?%;;)
R () s ) = M s (A m @ +

)'112 k0k2k3u2 )«1)«3 k0k2k3u2
ol
”2(”2)[ p (k2u2+k3(1—u2)+1)+ p (k2u2+k3(1—u2))]
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Mk wm gy Ml
_T(l_u2>2 (1 _A(g))nl(€)+ A (1—142)271.1(5)
_ﬂ |:k 4 ((k3—k1)k2u27l'é(u2) k|k2u2+k1k3(1—uz)ﬂé(uz))}
A 212 k2u2k3(1—u2) kouo —I—k3(1—u2)
_u1k3u3 (ks — k1 )koua ) (u) _@ ui B , % uj p
A < k2u2+k3(1—u2) N A (1—u2)2 (1 A<§)>nl(€)+ A (1—u2)27r (€>
i my(u2) { < k3kouy kyikzuy + kykzus )+k ; < kskouy + kiksus )}
A 2 k2u2+k3(1—u2) k2u2+k3(1—u2) 313 k2u2+k3(1—u2)
_Mb wm gy Tl
_ulﬂé(uz) k3kouo
5 (kiuy + koua +k3uz) (k2u2+k3(1 )
_AMbowm ey M m
- A (1—142)2 (1 A(g))ﬂl(é)+ A (1—142)277:1(5)
Ty (u2) ( kskoun (1 —up) ) _ ki(1-A))mm((§)  wimy(u) ( kakouy (1 —up) )
1—u k2u2+k3(1—u2) 1—u 1—u kzbtz—i—kg(l—blz)
= &(B11 —Bx»)

Assim, concluimos
§
By =ki&(1-A(E))m (&).

k2k3u2(1 — uz)ﬂé(uz)
4.6 By =
(4.6) 22 kouy —|—k3(1 —uz)

| B21=0,  Bip=&(Bi1—Bxn).

Finalmente, vemos que a matriz B dada por (4.6) satisfaz
B12|u,—0 =0, By =0,

(B11 —Bi2 — B)|uy +u,=1 =0

Mais geralmente, € facil ver que as fungdes B;; da matriz geral de capilaridade dada por @)
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satisfazem

B12|u,—0 =0, Bs1|u,—0 =0,
“4.7)
(B11+B21 — B12 — B22)|uy+u,=1 = 0.

Também € imediato ver que as fungdes f; definidas por f; = %, i=1,2, 3, para o modelo geral

de fluidos trifasicos satisfazem,

fl’lllz():oa f2|u2:0:O-
4.8)

(fi +2)|uy+u=1 = 1.

A ultima igualdade acima decorre do fato de que se u; +up =1, entdo uz3 =0jaque u; +ur +u3 = 1.

4.2 Um sistema particular

Aqui, estudamos um sistema particular que surge em reservatorios de petréleo. Assumimos que

as mobilidades sao funcdes lineares,
Ai = kiu;, i€{1,2,3}, ki = ks,

e que as pressdes de capilaridade sdo dadas pelas férmulas em (4.5). Neste caso, o fluxo € gover-

nado pelo sistema parabodlico degenerado

ure + fi(ug,uz)e = (Br1(ur, u2)uiy)x + (Bra(ur, u2)uay ),

4.9)
uz + fr(u2)x = (Boo(u2)uzy)x,
com k
Ui up 2
= =(14+k)—— k=-—=—1

e By, By, Bio sdo dadas por (.6), com k| = k3. As equagdes {@.9); e (#.9), sdo acopladas pela

condigdo u(t,x) € A, que pode ser escrita como

(4.10) 0 <u(t,x) <1, up(t,x) < 1—uy(t,x).
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Consideramos o problema de valor inicial e contorno de Dirichlet

4.11) Uyt = us(t), ul;—o = up(x).

Demonstragdo do Teorema 2.3. Consideramos o problema nao-degenerado aproximado

(4.12) e+ f()y = (BY (u)uay )y,
. Vi +u=uy em x| =1, ulr—o = ug(x),
com
BY, = v +Xy(u2)B1, By =Vv+Xy(u2)Brn, B, =Xv(u2)§(B], — B)),

uy e HXP(Q),  wlen,  uleH'P2(0,1]), ufeA,
+vuy (£1) +ug(£1) = u'f(0),
||k —usllwriory —0,  |lug —uoll2@)—0,  quando v |O.

Onde, Xy (u2) é uma fung¢do suave tal que

1%
XV(MQ)ZI se Oﬁuzﬁl—v, Xv(uz):(), se I—Eﬁuzgl.

A construcdo de tal fun¢ao satisfazendo estas propriedades pode ser encontrada em Evans, L. C.

[6].

Claramente, a matriz BY satisfaz as hipdteses do Teorema 2.1, e portanto temos uma unica
solucdo do problema (4.12)). Também observamos que, sob as condi¢des do Teorema 2.3 nos dados
uy € ulf, temos pelo principio do maximo que qualquer solugdo suave do problema (4.12)) satisfaz

uma estimativa a priori
(4.13) 0 <u(t,x) <1-3.
Com esta estimativa em maos, a matriz BY, para v suficientemente pequeno, fica

(4.14) B,=v+Bu, BY,=v+Bn, B},=E&(B},—B).

Assim, pela definicdo da matriz B, temos que B}, (uy) > k = const. > 0 uniformemente para

v | 0. Assim, a constante ¢ no lema 3.2 ndo depende de v, e

(4.15) sl <6 Nyl rw-12) <6
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uniformemente em V.

Levando em conta a tltima igualdade em (4.14) para a entrada BY,, podemos verificar a partir
das equacdes (4.12) que a fungdo § = u) /(1 — u}) resolve o problema

> _ (B - X
€z+ku¥+1 (BY1&x)x 1wl )
v(l—uy
Woeremee om x=tl Gio=500

Vamos verificar a afirmagdo acima. Substituindo & = u} /(1 —u}) na equacdo acima, obtemos,

uy,(1—ul) +uduf N uy (1 —uy) +uy uy _ (B‘ﬁ (u}’x(l —ué’)—l—uﬁ’xu}’))
X

(1—uy)? (1—uy)?(kuy +1) (1—uy)?
(g (1 —uy) +usuy)us (BY, +Bj,)
(1 - u2)4
uj, iy, Uy uj, 1y

(=) (—ud) " O—u)kay 1) (1= w2y + 1)

o (e Y g (e e )
(1—“2) (1_”2) (1_“2) (1—“2) (1_“2) (1_”2)

(uy,)?uy uy uy (uy,)?uy
+BY1 ((1 _xug)14 - (1 Ecu%/x)z (BYI +B¥2) - W(BYI +B¥2)

\% V.,V \% \% \%
U, Uy U Uiy Uy g

(=) (=) " O—u) kg +1) (1= )2 (ke + 1)
N oo [ oo W ul,
=25 ) + @ () + (2 ) 0 ()

uy uY u¥
+B12 ( 2o ) + By (M> .
(1—uy) (l—uﬁ’)2

A ultima igualdade acima é exatamente a primeira equagio de (4.12)) multiplicada por 1/(1 —
uy) somada 2 segunda equagdo de (4.12) multiplicada por u} /(1 —uY)?. E portanto temos o resul-

tado desejado. Assim, podemos utilizar as hipdteses do Teorema 2.3 e o principio do maximo para

concluir que
(4.16) 6<c(rx)<1-8,
uniformemente em v. Como consequéncia de (.13)) e de (4.16) temos que

8% <ul(t,x) < (1—-8)2,
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e assim, BY1 > k = const. > 0 uniformemente para v | 0. Logo, a constante ¢ no lema 3.2 ndo

depende de v e portanto,

(4.17) Yl r2(0) < € il 207w 12 (0)) < €

uniformemente em V. Assim, basta utilizarmos o Teorema de Compacidade de Aubin-Lions como

na demonstra¢do do Teorema 2.2 e concluimos o resultado. 0



[1]
(2]

(3]

[4]

[5]

[6]
[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

Referéncias Bibliograficas

Smoller, J. (1983) Shock Waves and Reaction-Diffusion Equations. Springer-Verlag.

Ladyzenskaja, O. A., Solonnikov, V. A. & Ural ceva, N. N. (1968) Linear and Quasi-Linear
Equations of Parabolic Type. AMS, Providence

Ladyzenskaja, O. A., Ural’ceva, N. N. Translated by Scripta Technica. Translation editor:

Leon Ehrenpreis 1968 Linear and quasilinear elliptic equations

Allen, M. B., Behie, J. B. & Trangenstein, J. A. (1988) Multiphase Flows in Porous Media:
Mechanics, Mathematics and Numerics. New York. Springer-Verlag Lecture Notes in Engi-

neering 34.

Frid, H. & Shelukhin, V. V. (2005) Initial boudary value problems for a quasilinear parabolic
system in three-phase capillary flow in porous media. SIAM J. Math. Anal. 36 (5), 1407-1425.

Evans, L. C. (1997) Partial Differential Equations. AMS

Barenblatt, G. I, Entov, V. M. & Ryzhik, V. M. (1990) Theory of Fluid Flows Through Natural

Rocks. Dordrecht. Kluwer Academic.

Amann, H. (1989) Dynamic theory of quasi-linear parabolic systems IIl. Global existence.
Math. Z. 202, 219-250.

Ovsiannikov L. V., Group Analysis of Differential Equations, Academic Press, New York,
London, 1982.

Brézis, H., Andlisis funcional. Teoria y aplicaciones, Ed. cast.: Alianza Editorial, S.A., Ma-
drid, 1984.

Adams, R. A., Sobolev Spaces, Academic Press, New York, 1975.

J.L. Lions, Quelques Methods de Resolution des Problemes aux Limits Non Lineaires, Dunod,
Paris, 1969.

Shelukhin, V. V. & Kondo, C. 1. (2005) Non-local parabolic systems: applications in the
three-phase capillary fluid filtration. Euro Journal of Applied Mathematics. 16, 1-25.

63



	Resumo
	Introdução
	Requisitos Básicos
	Notações
	Definição dos espaços de funções básicos
	Alguns resultados

	Dedução do Modelo
	Problemas não-Degenerados
	Estimativas a Priori
	Existência e Unicidade

	Um Problema Degenerado
	Equações básicas de fluidos trifásicos
	Um sistema particular

	Referências Bibliográficas

