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Resumo

Neste trabalho estudamos um problema de reacao e difusao com condicao de
fronteira de Neumann nao linear. O objetivo é apresentar condigoes suficientes
sobre o coeficiente de difusao, para que o problema possua solucao de equilibrio
estavel e nao constante. Nossos principais recursos sao alguns resultados basicos
de andlise real, técnicas do calculo variacional e resultados referentes a sistemas

dinamicos.



Abstract

In this work we study a reaction-diffusion problem with nonlinear Neumann
boundary condition. The objective is to present sufficient conditions on the dif-
fusion coefficient so that the problem has an stable nonconstant equilibrium so-
lution. The main tools are some basic results of real analysis, techniques of

variational calculus and properties of dynamical systems.
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Introducao

Neste trabalho estudamos um problema parabdlico de reacao e difusao com

condicao de fronteira de Neumann nao linear que pode ser escrito como

up = div(a(z)Vu(z)), (t,x) € RT xQ
U(O,g’) = ug(xr), =€ (0.0.1)
a(x)a—z = g(u), (t,z)€R* x 90

onde Q C RY é um dominio limitado e suave. As funcdesa:Q — Reg: R —
R sao suaves, com a sendo positiva e g satisfazendo determinadas hipdteses.

Nosso objetivo é construir condigoes suficientes sobre a funcao a, que atua no
interior e na fronteira de Q, para que (0.0.1) possua pelo menos uma solucao de
equilibrio nao constante e estével em W'?(Q), p > N.

Nos modelos mais comuns de difusao a funcao a é chamada de difusibilidade
e, grosseiramente falando, mede o grau de dificuldade de mobilidade do difusor
dentro do dominio. A condigdo de fronteira pode ser interpretada como uma
funcao de proporcionalidade do fluxo do difusor na fronteira.

A existéncia de tais solugoes, que denominaremos por padroées (terminologia
utilizada em genética populacional) tem sido objeto de estudo de muitos ma-
tematicos ao longo das ultimas décadas, podemos citar por exemplo os trabalhos
1, 2, 3.

Esta dissertagao é, essencialmente, baseado nos trabalhos [1, 2], no sentido de
que a idéia e as principais passagens podem ser encontradas nestes artigos. No
entanto, o problema em si difere de ambos os problemas apresentados em [1, 2],
o que acarreta diversas modificagoes técnicas ao longo do trabalho.

Em [1] o seguinte problema de difusao é estudado

up = div(a(z)Vu) + f(u), (t,x) € RT xQ
du_y (t,z) € RT x 99 (0.02)
ov Y
note que a nao-linearidade aparece somente no interior do dominio, assim como a
difusibilidade. O autor mostra que se a funcao de difusibilidade a for adequada-

mente tomada, entao o problema admite padroes. Para o caso particular no qual

viil



X

o dominio €2 é convexo e a difusibilidade a é uma constante, resultados conhecidos
asseguram que (0.0.2) nao possui padrao, ou seja, toda solugao de equilibrio nao
constante ¢ instavel (veja [4, 5]).

Em [2] o problema de difusao possui condi¢ao de fronteira nao linear

w=Au DCRY
ou (0.0.3)

e sao dadas condigoes com respeito a geometria do dominio D para que (0.0.3)
possua solugao de equilibrio estavel e nao constante.

No primeiro capitulo desta dissertacao fixamos a notagao e enunciamos alguns
resultados basicos de analise que nos servirao de ferramentas, além disso, também
fazemos a apresentacao do problema. O capitulo 2 é destinado a demonstrar um
importante teorema, presente em [2], que tem papel fundamental neste trabalho.
Este teorema garante que, sob certas hipéteses, o minimo local de um funcional
de energia é uma solucao de equilibrio estavel de um determinado problema.

No terceiro capitulo construimos um subconjunto A de W?(2) que é inva-
riante em relacao ao fluxo definido pelo nosso problema (0.0.1). Este conjunto
sendo nao vazio e invariante é de fundamental importancia no capitulo 4 quando
mostramos a existéncia de um minimo local em A.

Finalmente, no capitulo 5 construimos e exibimos condic¢oes suficientes sobre
a funcao a para que o conjunto A seja, de fato, diferente de vazio. Assim teremos
garantida a existéncia de um minimo local, e aplicando o principal teorema do
capitulo 2 concluimos que este minimo local é uma solucao de equilibrio nao

constante e estdvel em W'?(Q) (p > N) para o nosso problema.



Capitulo 1

Preliminares e apresentacao do

problema

Neste capitulo fixaremos a notacao, veremos as defini¢oes béasicas e alguns
resultados preliminares que serao usados ao longo deste trabalho.
Desde j4, consideramos 2 C RY um dominio, se € for um subconjunto aberto

€ Cconexo.

1.1 Espacos de Sobolev

Dentre os espacos de fungoes que estudaremos a seguir destacam-se os Espacos
de Sobolev que aparecem para refinar a idéia de suavidade das funcgoes. Sua
importancia ¢é evidente no estudo das equagoes diferenciais parciais. Mas antes
de definirmos os Espagos de Sobolev veremos o espaco de Holder e estudaremos

o conceito de derivada fraca.

Definicao 1.1.1. (i) Seja u : @ — R uma fungdo limitada e continua, defi-

nimos a norma de u no espaco das fun(;ées continuas em {2 como sendo
lullc@) = sup [u(z)].
e

(ii) A y-ésima seminorma de Holder (0 <y <1),deu:Q — R ¢

Weor@ = sup {w}

z,y€Q, £y |CC - y|’y

e a y-éstma norma de Hélder é dada por

||U||00n(§) = ||U||(J(§) + [U]co,w(ﬁ)'
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Seja o € NV um multi-indice, ou seja, & = (ay,...,ay) cuja ordem é dada

por |a| = ay + ...+ ay. Consideramos a seguinte notagao:

o N
oyl 80‘NxNu
Definicao 1.1.2. O espaco de Holder

D% =

C«kﬂ(ﬁ)
é o conjunto de todas as fun¢des u € C*(Q) para as quais a norma

|U||ckw Z |1 D UHC(Q + Z [D* ucov

ol <k lol=k
é finita.

Vale observar que o espaco de Holder C*7() é um espaco de Banach.

Se X e Y sao espagos normados, dizemos que f : X — Y é um operador
compacto se para todo A C X limitado (um conjunto é limitado num espago
normado se, e somente se, estd contido numa bola Bg(0) para algum R), tivermos
que f(A) CY é um conjunto relativamente compacto (f(A) compacto em Y).

Um espaco normado X estd mergulhado em um espago normado Y, e escre-
vemos X — Y, se X é um subespaco vetorial de Y e o operador [ : X — Y
definido por, Iz = x para todo x € X, é continuo.

Dizemos que X esta compactamente mergulhado em Y se o operador [ é
compacto.

Serd de extrema importancia neste trabalho a utilizacao de alguns teoremas

de mergulho. A demonstragao do teorema seguinte pode ser encontrada em [6].

Teorema 1.1.3. Se k é um inteiro nao negativo e 0 < a < 8 < 1. Entao ocorrem

0s sequintes mergulhos

CMHQ) — C*(Q) (1.1.1)
Ch(Q) — CH(Q) (1.1.2)
CFA(Q) — CP(Q). (1.1.3)

Se Q € limitado, os mergulhos (1.1.2) e (1.1.3) sdo compactos. Se além disso §) é

convezo entio (1.1.1) € compacto e ocorrem também os mergulhos
CM(Q) — CHH(Q) (1.1.4)

CHFL(Q) — CF(Q). (1.1.5)

Sendo (1.1.5) um mergulho compacto.
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Denotamos por C§°(€2) o espago das fungdes infinitamente diferencidveis ¢ :

2 — R, que possuem suporte (supp(¢) = {x € Q| ¢(z) # 0}) compacto. Cha-

maremos as fungoes ¢ € C§°(Q2) de fungoes teste.

Definigao 1.1.4. Denotamos por LP(2), 1 < p < 00, 0 espago de todas as fungoes

mensuraveis u :  — R que satisfazem

/ lul” do < oo,
Q

dizemos que essas sao fungoes p-integrdveis. Para p = oo, L>=(2) é o espago das

funcoes mensuraveis u : 2 — R que satisfazem
supessqg (u) = inf {m € R| |u(z)] <m, q.t.p. em Q} < o0,

onde supessg(u) é chamado de supremo essencial de u em ), e estas fungoes
chamamos de essencialmente limitadas.

Temos também o espaco das funcoes localmente p-integrdveis

LP

loc

(Q)={u:Q—R| welP(V), V¥V VCcQ},

onde V CC  se, e somente se, V é um aberto contido em € tal que V C  é um

conjunto compacto.

Defini¢ao 1.1.5. Dada u € L?(2), definimos sua norma
1
(/ |u]pdx) (1<p<o0)
||u||LP(Q) = Q
supessq(|uf) <00 (p=o00)

Definigao 1.1.6. Sejam u,v € L}, (), e @ um multi-indice. Dizemos que v é a

a-ésima derivada fraca de u e escrevemos
D% = u,

se

/QuD“qb da:z(—l)'o‘/qub dz

para toda funcao teste ¢ € C§°(2).

Definicao 1.1.7. Fixado 1 < p < oo e k um inteiro positivo, o espago de Sobolev

Wh(Q),
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consiste de todas as fungoes integraveis u : 2 — R tais que para cada multi-

indice a, com |a| < k, D*u existe no sentido fraco e ainda D%u € LP({2).

Definigao 1.1.8. Se u € W*P(Q) sua norma ¢ dada por
( 1
P

Z / |D%u|” dx (1<p<o0)

la|<k
||u||wk,p(9) = 3 *

Z supessqg (| D%|) < oo (p= o0)

\ o<k

podemos ainda considerar

|u||wkp Z ||Dau||Lp

la|<k

que é uma norma equivalente a definicao dada acima, e é a norma que sera usada

ao longo deste trabalho.

Observagao 1.1.9. Para p = 2 escrevemos
H*(Q) = WF2(Q).

Os espagos WHEP(Q) sdo todos espagos de Banach com as mormas definidas

acima, e os espacos H*(Q) sdo espagos de Hilbert com o sequinte produto interno

(s v) gy = / D*uD% dux.
la|<k
Dentre os varios teoremas de mergulho que existem na teoria dos espacos de

Sobolev, destacamos o seguinte, que pode ser encontrado em [6] ou [7]:

Teorema 1.1.10 (Rellich-Kondrachov). Suponha que Q € RN € um conjunto

limitado de classe C', entdo

1 1
(i) p < N, entao WHP(Q) — L1(Q),VYq € [1,p*] onde — = ¥
p

=

(ii) p= N, entao W'P(Q) — L%(Q),Vq € [1, 400 [.

(iii) p > N, entio W' P(Q) — C(Q).

Com todos os mergulhos acima sendo compactos.
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1.2 Resultados gerais de analise

Veremos aqui alguns resultados gerais e basicos de analise que servirao de
ferramentas para o desenvolvimento deste trabalho. As demonstracoes podem

ser encontradas, por exemplo, em [8].

Teorema 1.2.1 (Férmulas de Green). Sejam u,v € C*(Q). Entdo

ou

i Ay dz = — dHN
K /Q a0 OV
(i1) /Vv‘Vu d:c:—/uAU d:c—i—/ @u dHN

Q Q a0 OV

ov ou

Av — vA _ ov  OJu N-1,
(111) /Qu v—ovAu dz ., " 3" dH

Onde HY~! denota a medida de Haussdorf (N — 1)-dimensional. Em todos
os casos que estudaremos a medida de Haussdorf coincide com a medida usual, e

a razao de sua escolha é simplesmente para facilitar a notacao, e

ou ou
VU— (a—xl,,%)

representa o gradiente da funcao wu.
Temos que — representa a derivada direcional, em relacao ao vetor unitario

normal exterior v de 02, ou seja

ou ou
— =Vur = —
81/ ) ij J
Ainda
N
0%u
Au Pz

representa o laplaciano de u, e o divergente da fungao u é dado por
N

ou

divu = —

7j=1

Teorema 1.2.2. Sejam 1 < p,q < oo tais que %—l—% =1. Seu € LPQ) e
v e LI(Q), temos que:

(1) (Desigualdade de Hélder)

/dexg(éupdx)i(/wx)
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(1i) (Desigualdade de Minkowski)

(/prdm)z(/Qupdx)i(/ﬂvpdz)?

Serda de grande importancia neste trabalho a aplicacao dos Principios do
Maximo para equacoes eliticas e parabdlicas assim como o Lema de Hopf. Os
resultados seguintes podem ser encontrados em [8, 9, 10]. Consideremos entao o

operador elitico

n n
Lu=— E ajumimj+ E b'u,, + cu,
i=1

ij=1
onde a¥”, b, c € C() e satisfazem a condicao de eliticidade uniforme, ou seja,

existe uma constante n > 0 tal que

n
S ai(@)6E = el
ij=1
para todo ponto = € Q) e todo £ € R™.
Assumimos também que a¥ = a’* (i,j =1,...,n).
Estamos em condicao de enunciar o principio do méaximo forte para equagoes

eliticas:

Teorema 1.2.3. Sejau € C2(Q)NC(Q) ec>0 em Q. Suponha também que

€ conezxo.

(1) Se

Lu<0 em(

e u atingir um mdximo nao negativo sobre ) em um ponto interior, entao
u € uma funcao constante em 2.
(11) Se
Lu>0em$

e u atingir um minimo nao positivo sobre 2 em um ponto interior, entao u

é constante em §).

Caso o maximo seja atingido em um ponto xy pertencente a fronteira, temos
du
o Lema de Hopf que determina o sinal da derivada normal — no ponto xy. Para
. L. .. . v . .
este resultado é necessario que o dominio €2 satisfaca a condi¢ao da bola interior
em xg, isto é, que exista uma bola aberta B C () tal que xy € 0B. No entanto
para dominios com fronteira C? esta condicio é automaticamente satisfeita, como

pode ser visto em [9].
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Lema 1.2.4 (Lema de Hopf). Seja u € C2(Q)NCHQ) ec =0 em Q. Suponha
também que

Lu <0 em €,

e existe um ponto xo € 052 tal que
u(zo) > u(z), ¥V z e

Se € satisfaz a condi¢ao da bola interior em xy entao

ou

5(1’0) > O,

onde v € o vetor unitdrio normal a B em x.

Sec >0 em ), a mesma conclusao ocorre se

u(zg) >0

Para enunciarmos o Principio do Maximo Forte para equacoes parabdlicas

consideramos o seguinte operador

n

Lu=— Z a” (2, )y, + Zbi(x, t)ug, + c(z, t)u,

ij=1 i=1

onde a¥, V', ¢ sao fungoes continuas e ¥ = a’* (1,7 =1,...,n). Ainda (L + u;) é
um operador uniformemente parabdlico, ou seja, existe uma constante n > 0 tal

que
n

S al (e, 068 = 0l

ij=1

para todo £ € R" e (z,t) € Qp para cada T > 0, onde Qp = Q x (0,T] para
algum tempo fixado T" > 0.

Afim de inferir a suavidade necessaria nas varidveis x e t para nossos propo-

sitos, considere o seguinte espaco de fungoes

ou 0*u Ou
2 _ . il
Cl(QT)—{u.QTH]RW,ax, 5 ol EC(QT)}.

Teorema 1.2.5. Seja u € C2(Qr) N C(Qr) e c > 0 em Q. Suponha também

que ) € conexo.

(i) Se

Lu+u, <0em Qp

e u atingir wm mdzximo ndao negativo sobre Qp em um ponto (xg,ty) € Qr,
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entao u € constante sobre (.
(ii) Se
Lu+wu; >0 em Qp

e u atingir um minimo ndo positivo sobre Qr em um ponto (xg,tg) € Qr,

entao w € constante sobre (.

Lema 1.2.6. Sejau € C3(Qr) NC(Qr) e c=0 em Qp. Suponha também que
Lu+u; <0 em €,

e u atinge um ponto de mdzimo (xg,ty) € Sy = 02 x (0,T7.

Se Q satisfaz a condicao da bola interior, entao

0
a—:j(xo, to) > 0.

1.3 Calculo variacional

Nosso principal objetivo nesta secao ¢ introduzir o conceito de derivada de um
funcional. Veremos a mais antiga no¢ao que foi proposta por Lagrange e Euler, e
manteremos neste trabalho o simbolo lagrangeano ¢ para representar a primeira
variagdo de um funcional. Para esta segao sugerimos [11].

Considere o seguinte funcional
E:V —R,

onde V' é um subconjunto de um espaco vetorial X sobre R. Sejam ug € V,( € X

e suponha que o segmento
{u:u=uo+e€C, el < e}

estd contido em V' para algum €y > 0.

Entao nés definimos a func¢ao ¢ : (—eg, €g) — R por
¢(€) == E(uo + €(),

se ¢'(0) existir nés definimos a primeira variacao 0 E(ug, () em ug na dire¢io de

¢ como sendo

d
5B (0,¢) = ¢/(0) = < Fluo +€C)
e=0

Se ¢'(0) existir para |e¢| < €g, assim como ¢”(0), definimos a segunda variagdao
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de E por
82 E(uo, C1,G2) = ¢"(0).

Seguindo o mesmo raciocinio podemos definir a n-ésima varia¢ao de E como

sendo
3™ E(ug, C1 - . Gn) = 6™(0).

Dado um funcional £ : X — R dizemos que vy € X é um minimo local de

E em X, se existir uma vizinhanca V' de vy tal que
E(v) < E(w), ¥V veV.

Analogamente definimos mdzimo local.
Suponha agora que dF e §°E existam para algum vy € X em toda direcao
contida em algum subespaco Z de X. Se u( for um minimo local do funcional F,

podemos concluir que
§E(up,¢) =0, 0°E(ug,() >0, V(e (1.3.1)

Vale notar que se Z = X, (1.3.1) é uma condicao suficiente e necesséria para
que ug seja um minimo local em espacos com dimensao finita. No entanto, em
espacos de dimensao infinita temos a apenas a necessidade.

E natural questionar porque considerar a primeira variagdo como a nog¢ao
fundamental de derivada de um funcional. Uma importante caracteristica desta
idéia é a possibilidade de ocorrer que a primeira variacao dF(ug, () exista para
“variagoes” ( contidas em alguma classe Z menor que X, mas “suficientemente
grande” para conseguirmos conclusoes valiosas sobre wug, enquanto que outros
tipos de derivadas podem, simplesmente, nao existir.

Poderiamos também considerar as derivadas de Frechet ou Gateux adaptadas
para funcionais, mas estas pela suas proprias definicoes dependem da escolha do
dominio de definicao X para existirem, enquanto que o significado e a existén-
cia da primeira variacao é independente da topologia de X. No entanto, para
certos dominios (por exemplo, C'(£2)) é verdade que as trés nocdes de derivadas
discutidas acima, coincidem.

Para o nosso propédsito, estudar pontos criticos de funcionais do tipo energia,
é de grande importancia considerar a primeira variagao como nocao fundamental

de derivada de um funcional.

Lema 1.3.1 (Lema Fundamental do Cdlculo Variacional). Seja f € C() e

suponha que
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/f z)de >0, VnelCr(Q), com n>0 (1.3.2)

ou

/ f@m(z)dz =0, Ve CeQ). (1.3.3)
Entao f(z) > 0 ou f(x) =0, respectivamente, ¥ = € §).

Demonstra¢ao. Suponha que (1.3.2) ocorra. Agora suponha por absurdo que
existe zo € Q tal que f(zg) < 0, entdo como f é continua e € é aberto, existe
e>0e B.(xy) CC Q tal que f(z) < —e para todo x € B,(zo).

Considere a seguinte fungao teste n € C§°(£2)

) exp <m> para z € B,(xp)
n(x) =
0 para x € 2 — B,(z9).

0 < / f(@)n(z) dz
_ / f(x)n(a) dz
By (o)

< —e/ n(x)dx
Br(zo0)

< 0

Dai temos que

o que é um absurdo.
Portanto f(x) > 0 para todo z € 2. O caso (1.3.3) é andlogo. O

Lema 1.3.2 (Forma Geral do Lema Fundamental). Suponha que f € L'(Q) e
satisfaca

f(x)n( ydz >0, VneC (), com n>0 (1.34)

ou

/ f(z de =0, VnelFQ). (1.3.5)
Entao f(x) >0 ou f(x) = 0, respectivamente, q.t.p. de €.
Demonstracao. Veja [11]. O

Neste trabalho consideraremos funcionais do seguinte tipo

E(u)—/QF(x,u(:z:),Vu(x))dx

que é chamado de integral variacional.
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Uma importante consequéncia do Lema Fundamental ¢ que se F € C?*(U)
(U é um aberto contido em R™ x RY x R™) entdao a condi¢ao de anulamento
da primeira variacao (0F(u,p) = 0,V ) implica, que pontos criticos suaves,
serao solucoes da equacao de Fuler-Lagrange com a condi¢ao de fronteira natural.
Todos os detalhes deste fato podem ser vistos em [11].

Vejamos, com um exemplo, como isso acontece.

Exemplo 1.3.3. Considere a integral de Dirichlet D, definida por

1
D(u) = §/Q|Vu|2dx.

Se u é um ponto critico, em particular para toda ¢ € Cg°, temos que

0=0D(u,p) = iD(u +ep)|l .
de R
Mas N
d 1 [d ) 2
B /i(@u 68(,0) awdx
‘= Oz Ox; ) Ox;
Dai
q N
— —D —
! de () =0 /szl (8%) (axj )d
= /Vu Ve dz
Q
= /gpAu dxr + @go dHN !
Q o0 OV
0

Temos assim, pelo Lema 1.3.1, que
Au=0 em .

Note que necessitamos que u seja de classe, pelo menos, C?(2).
Para obtermos a condigao de fronteira, procederemos da mesma maneira, mas

agora tomando qualquer ¢ € C*(Q) e usando o fato de que Au = 0 em ©,
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concluido acima. Dessa forma

d 0
0=0E(u,p) = &D(u%—ego) = —/QgpAu dz + o a—:jgo dHN !
e=0
—_———
0
0
— a_u@ dHN—l

aQ oV

Como C§°(Q) € C*(Q), com uma generalizagao ¢bvia do Lema 1.3.1, obtemos

% =0 sobre 011,
ov

como condicao de fronteira associada ao funcional D.
Assim, se u é um ponto critico suficientemente suave de D, temos que u é

solugao do problema eliptico

Au=0, €

1.3.6
@20, x € 0f) ( )
ov

Ou ainda, temos que u é uma solu¢do de equilibrio (solu¢ao independente da

variavel temporal ¢) do problema parabdlico

Au =, (t,z) € RT xQ

ou (1.3.7)
or +
» 0, (t,z) € Rt x 09

Dizemos que (1.3.7) é a equacao de Euler-Lagrange associada ao funcional de

Dirichlet D.

1.4 Apresentacao do problema

Neste trabalho trataremos o seguinte problema parabdlico com condicao de

fronteira nao linear:

up = div(a(z)Vu(z)), (t,x) € RT xQ
U(O,g) = up(z), €0 (1.4.1)
a(x)a—z = g(u), (t,7) € R* x 9

onde Q2 C RY é um dominio limitado e suave, e a funcio a : 9 — R é positiva
e suave. A funcao ¢ : R — R ¢é suficientemente suave e satisfaz as seguintes

hipéteses:
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e (Hy) Existem a,0 € R (o < 0 < () tal que g(a) = ¢g(0) = g(5) =0, e
ainda 0 < ug(u) < u?, para todo u € (a, 3) e u # 0.

o (Hy) g(x) >0V ze(—o0,a)e glx) <0V e ([ +o0).

e (H,) Se considerarmos

assumimos, sem perda de generalidade, que

G(B) =z G(a).

Nosso interesse é encontrar solugoes de equilibrio estaveis nao constantes para
o problema (1.4.1).

Dizemos que ug é uma solugao de equilibrio (ou solugao estaciondria) para o
problema (1.4.1) se u, é solugao da seguinte equagao eliptica juntamente com a

condicao de fronteira:

0 =div(a(z)Vu(x)), =€

ou (1.4.2)
i g(u), =€ o

ou seja, us é uma solugdo do problema (1.4.1) que nao depende da varidvel tem-

a(x)

poral t.

Defini¢ao 1.4.1. Diremos que uma solugao de equilibrio u, de (1.4.1) é estdvel
em W1P(Q) se para cada e > 0, existir § > 0 tal que para qualquer vy € W1P(Q)

satisfazendo

[vo = sy <6,

entao v, solugao de (1.4.1) com condicao inicial vy, satisfaz
l|lv(t) — uSHWI,p(Q) <e V t>0.
A solucao ug € assintoticamente estdvel se for estavel e

[v(t) = usllyr) — 0 quando ¢ — oo. (1.4.3)
Uma solucao é instdvel se nao for estavel.

Observagao 1.4.2. Note que as sequintes funcoes

u=0u=a,u=p,
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s@o solugoes de equilibrio estdveis de (1.4.1) (devido a hipdtese (Hy)). No entanto
estas sao solugoes constantes e nosso objetivo € justamente encontrar solugoes de

equilibrio estdaveis nao constantes.

Ainda, uma solucao de equilibrio ug é chamada de exponencialmente assintoti-
camente estdvel quando u, ¢ assintoticamente estével e a convergéncia em (1.4.3)

¢ de ordem exponencial. Neste caso existem constantes positivas p, a tais que,
[0(t) = us|lyrmig) < pe  (t >0,z € Q).

Definigao 1.4.3. Uma solucao de equilibrio us é chamada de estdvel (assinto-
ticamente estdvel) pelo lado direito se a condigdo de estabilidade (estabilidade
assintdtica) dada pela Defini¢ao (1.4.1) ocorrer para toda solucao v(t,z) corres-
pondente a condigao inicial vy > us. De maneira andloga define-se estabilidade

(estabilidade assintdtica) pelo lado esquerdo.

Obviamente, se uma solucdo de equilibrio é estavel (assintoticamente estavel)
pelo lado direito e pelo lado esquerdo, entao esta solucao é estével (assintotica-
mente estavel).

E de grande importancia neste trabalho garantir a existéncia, a unicidade e
determinada regularidade de solugoes para problemas do tipo (1.4.1). Existem
vérios trabalhos que estudam estas questdes, citamos por exemplo [12, 2, 13].
Enunciaremos duas proposicoes cujas demonstragoes podem ser encontradas em
[12].

Proposigao 1.4.4. Para cada conjunto limitado B C WP (Q) existe T = T(B) >
0 tal que o problema (1.4.1) possui uma unica solugio em [0, T) com valor inicial

uo, para cada ug € B. Além disso, a solug¢ao u(t) é continua em relagao a ug.

Proposigao 1.4.5. Se g for de classe C* entao, para cada uy € WHP(Q), existe
a > 0 tal que a solugdo u(t,-) = T(t)uy de (1.4.1) € de classe C* em t com valores
em C%*(Q) (0 < a < 1) e, para cada t > 0, esta fungdo € de classe C*(Q).



Capitulo 2

Um resultado sobre o minimo

local

O objetivo deste capitulo é mostrar que, sob certas hipoteses, o minimo lo-
cal de um funcional J é uma solucao de equilibrio estavel de um determinado
problema.

Embora este resultado aparega em [2] de uma forma mais geral, veremos aqui

um caso mais simples porém suficiente para os nossos propositos.

2.1 Definicoes preliminares
Definig¢ao 2.1.1. Um sistema dindamico (semigrupo ndao-linear) sobre um espago
métrico X é uma familia de aplicagoes T'(t) : X — X, com t > 0, tal que
(i) para cada t > 0, T(t) é uma aplicagao continua de X em X;
(ii) para cada x € X, t — T'(t)x é continua;
(iii) 7(0) = I onde I é a identidade em X’;
(iv) T(t) (T'(s)z) = T(t + s)x para cada = € X.

Denotamos por {T'(t) : X — X' | t > 0} ou simplesmente {7(¢)}, um sistema

dindmico sobre X.

Definicao 2.1.2. Seja {7'(t)} um sistema dinamico sobre X. Para cada z € X
definimos a drbita (ou semi drbita-positiva) de = pelo sistema dinamico como

sendo
Y(z) ={T)z | t = 0}.

E ainda, para t > 0
(x) ={T(s)z | s € [t,00)}.

15
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Definicao 2.1.3. Para x € X o conjunto w-limite é dado por
w(z) =w(y(x)) ={ye X :3t, — oo tal que T'(t,)r — y}.

Ou equivalentemente
w(z) = (@)
£>0
Observagao 2.1.4. Se u(t,-;ug) representa a solu¢io de (1.4.1) que satisfaz

w(0, s ug) = ug(+), entdo se considerarmos a familia de aplicagioes
T(t) : WH(Q) — WP(Q) (p> N)
para cada t > 0 como sendo
T(t)up = u(t,; up),

temos que esta familia define um sistema dinamico e para cada t > 0, T(t) € um
operador compacto, isto €, T(t) leva conjuntos limitados de WP (Q) em conjuntos

relativamente compactos. Para todos os detalhes destes fatos veja [12].

Existe um famoso teorema na teoria das equacoes diferenciais ordinarias que
infere sobre a estabilidade de um ponto critico a partir da “linearizacao” do
problema original. Mais precisamente, dada uma equagao diferencial ordinaria
u' = f(u) e se up é um ponto critico (isto é, f(up) = 0), entao se a matriz da
transformacao linear df(uy) tem todos seus autovalores no semi-plano esquerdo
(Rez < 0) segue que ug € assintoticamente estavel. Usaremos neste trabalho um
resultado andlogo para equagoes diferenciais parciais e para isso precisamos estu-
dar a localizagao do espectro de determinados operadores lineares. Para maiores
detalhes consulte [14].

Daremos agora algumas definicoes que serao necessarias adiante. Vale observar
que estas podem ser feitas de maneira bem mais geral, no entanto, serao feitas
de modo a favorecer a notacao, a clareza e a necessidade deste trabalho.

Dado um operador elitico linear P : W?P(Q2) — LP(§2), definimos o espectro

de P como sendo o conjunto
o(P)={A € C| (P — Al) nao é inversivel }

onde I : W2P(Q) — LP(Q) é o operador inclusao.

Dizemos que n € o(P) é um autovalor de P se

N(P —nl) # {0},



CAPITULO 2. UM RESULTADO SOBRE O MINIMO LOCAL 17

e denotamos por o,(P) o conjunto de autovalores de P. Obviamente o,(P) C
o(P) mas a igualdade, em geral, nao é verdadeira.

Se 1 é um autovalor de P e w # 0 satisfaz
Pw =nw

entao dizemos que w é um autovetor associado ao autovalor 7.
Definigao 2.1.5. Dizemos que 1 € o(P) é um autovalor simples se
(i) dimN(P —nl) = dim(Im(P —nl))¢ = 1.

(i) fzg ¢ Im(P — nl) sendo zy o gerador de N(P — nl).

2.2 Teorema principal

Seja P o operador uniformemente elitico linear de segunda ordem dado na

forma divergente

N N

Pu=— Z (aij()ug, ), + Z bi(z)uy, + c(x)u,

ij=1 i=1

com todos seus coeficientes suaves e com a condicao de simetria a;; = aj;.

Agora considere o seguinte problema parabdlico:

%:Pu—i—f(u), (t,x) e RT x Q
a(x)% = Ab(x)g(u), (t,x) € RT x 0N (2.2.1)
u(0,x) = up(x), ug(z) € WhH(Q)

sendo 2 C RY um dominio limitado e suave, a,b € C1(99), A € R as funcoes
f,9: R — Rsdo de classe Cl e p > N > 2.

Agora suponha que (2.2.1) satisfaca as seguintes hipdteses:
(h1) O problema (2.2.1) define um sistema dinamico {7'(¢)}.

(h2) O funcional de energia J : W?(Q) — R associado a (2.2.1) é uma funcao
continua e estritamente decrescente ao longo de suas orbitas, exceto nos

equilibrios. Ou seja, J é um funcional de Liapunov.

O problema linearizado, em torno de uma solugao de equilibrio ey, é dado por

% = Pu+ f'(e)u, (t,z) € RT x

a(m)% = \b(2)d'(eo)u, (t,z) € RT x 90

(2.2.2)
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A hipétese (h3) se refere a posi¢ao do espectro do operador linearizado pro-
veniente de (2.2.2)

P(¢) = Po+ ['(e0)d
9¢

D(P) = {d) & W22(Q) | ()22 — Ab(a)g/(e0)6 = o}

(2.2.3)

(h3) Se o(P) C {ReX <0} mas o(P) N {Re X =0} # () entao
a(P)Nn{ReX =0} = {0}

e 0 é um autovalor simples.

(h4) (i) Se o(P) C {Re A < 0} entao e, é assintoticamente estavel.

(i) Se o(P)N{Re\ > 0} # () entdo existe uma solu¢ao nao-constante u(t)
de (2.2.1) tal que u(t) — ep quando t — —o0.

(iii) Se o(P) C {ReX < 0} mas o(P) N {ReX =0} = {0} (como em (h3))
entao existe uma variedade local M, que é invariante, unidimensional
e tangente em ey ao autovetor associado a A = 0 com a propriedade

de que eg é estavel em WP(Q) se, e somente se, é estdvel em M.

Teorema 2.2.1. Suponha que as hipéteses (h1)-(h4) ocorram e que ey € um

minimo local do funcional J. Entao ey € uma solucao de equilibrio estdvel de
(2.2.1).

Demonstracao. Como ey é um minimo local do funcional J, temos que ey é um
ponto critico de J. Como J é o funcional de energia cuja equagao de Euler-
Lagrange é (2.2.1), temos que ¢y é uma solugao de equilibrio de (2.2.1).

Para mostrar que ey é estavel, devemos considerar trés possiveis casos para a
localizac@o do espectro do operador linearizado P definido por (2.2.3).

O caso 0(P) N {ReA > 0} # () ndo é possivel pela hipdtese (h4)(ii), pois se

existe uma solugao nao constante u(t) de (2.2.1) tal que
u(t) — eg quando t — —o0,

entao como J(u(-,t)) é decrescente, ey ndo seria um minimo local de J.

No caso que o(P) C {Re X < 0}, a hipétese (hd)(i) assegura que eq é assinto-
ticamente estavel, logo é estavel.

Finalmente, o caso o(P) C {Re A < 0} mas

o(P) N {ReA = 0} = {0}
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a hipotese (h4)(iii) diz que se o ponto de equilibrio ey é estavel na variedade
unidimensional M entao ey ¢ também estével em W1P(§2).

Mas vejamos que em dimensao 1, um minimo local de um funcional de Lia-
punov é sempre estavel.

Podemos, sem perda de generalidade, considerar que M é o intervalo —r <
x < r, o ponto de equilibrio eg = 0 e J(0) = 0. Mostraremos que 0 é estével pela
direita e o mesmo argumento se aplica para mostrar a estabilidade a esquerda.

Consideraremos dois casos: o primeiro em que ey ¢ um minimo estrito de J
em [0,7) e o segundo em que ey nao é minimo estrito.

Primeiro consideramos que 0 é um minimo estrito de J em [0,r). Como
J(0) = 0 existe r; < r tal que J(x) > 0 em (0,7]. Dado € > 0, seja J. 0 minimo
de J em [e,]. Como J(0) = 0 e J é uma fungao continua existe € > 6 > 0
tal que para todo = < § nés temos que J(z) < J.. Entao, se x € [0,6] como J

decresce ao longo das érbitas e M ¢ invariante, temos que
J(T()zx) < J, ¥Vit=>0.
Dai, T'(t)x ¢ [e, 1] para todo t > 0 e segue que
T(t)x € [0,¢], V>0,

pois T(0)x = z € [0, €], 0 é uma solugao de equilibrio e t — T'(t)x é continua.

Portanto 0 é estavel pela direita.

Consideremos agora o caso em que e¢p = 0 ndo ¢ um minimo estrito em [0, 7).
Assim existe uma sequéncia z,, — 0, n — oo tal que J(x,) = 0 para todo
n. Estes z, sao pontos de equilibrio. Para qualquer ¢ > 0 existe um ponto de
equilibrio z. tal que

0<x <e.

Logo o intervalo [0, z.] é um conjunto positivamente invariante em relagao ao
fluxo T'(t), isto é, se x € [0,z.] entdo T(t)x € [0,z pois 0 e z, sdo pontos de
equilibrio e t — T'(t)x é continua. Note que nos argumentos acima é essencial
termos garantida a unicidade de solugoes de (2.2.1).

Agora, tomando § = x, temos que para todo = € [0, ]
T(t)x € 10,6] C [0,¢], ¥Vt >0.

Segue que ey = 0 € estavel pela direita.
Como ja dito, nos dois casos acima poderiamos demonstrar analogamente a

estabilidade pela esquerda. Assim concluimos que o ponto de equilibrio ey sempre
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é estavel em M. Agora, pela hipétese (h4)(iii) temos que eg é estavel em W1P(Q).
[



Capitulo 3
O conjunto invariante

Neste capitulo construiremos um conjunto A C W'P(Q) positivamente inva-
riante (por simplicidade diremos apenas invariante) em relagao ao fluxo gerado
pela equacao (1.4.1). Ou seja, A satisfaz a seguinte condi¢do com respeito ao
sistema dindmico {T'(t)} obtido de (1.4.1):

se u€ A, entao T(t)ue A, Vt>0.

Para isso veremos alguns resultados preliminares: um resultado sobre o se-
gundo autovalor do problema de Steklov e algumas propriedades do funcional de

energia associado ao problema (1.4.1).

3.1 Resultados preliminares

Seja 2 € RY um dominio limitado e suave. O problema de autovalores de

Steklov é dado por

Au=0, em ()

3.1.1
%:pu, em Of) ( )
v

os valores do parametro p para os quais (3.1.1) possui uma solugao (fraca) positiva
sao chamados de autovalores principais de (3.1.1) e as solugoes associadas sao
chamadas autofungoes principais. O segundo autovalor deste problema py(€2) (ou
primeiro autovalor positivo, visto que p = 0 é um autovalor trivial com autofuncao

constante) é caracterizado por

Vul? d

3.1.2
Joqu dHN=1=0 [0 u? dHN! ( )

para o resultado acima veja [12].

21
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Lema 3.1.1. Seja Q2 um dominio limitado suave. FEntdo existe uma constante
positiva px() dependendo somente do dominio, tal que se u € WH2(Q) ocorre a

sequinte desigualdade

1 1 2
udHN T < /wﬂ dx+—(/ u dHN‘l) . (3.1.3
| o) Jo VU T i@y \ L, (3.13)

A constante dtima p2(Q2) € o seqgundo autovalor do problema de Steklov (3.1.1).

Ainda, para qualquer subconjunto suave I' de 992, com HN=YT) > 0, a desi-

gualdade

1 1 2
w dHN T < —/ Vul> doe 4+ ——— </u dHN_l) , 3.14
/F p2(92) Jo [Vl HN-H(T) r ( )

também ocorre.

Demonstracao. De acordo com a caracterizacao do segundo autovalor do pro-

blema de Steklov dada por (3.1.2) temos que para qualquer u € W'%(Q) tal

que
/ uw dHY =0
o0
entao
1
w? dHN T < —/ Vul?* dz. 3.1.5
/89 P2(Q) Q‘ ‘ ( )

Para toda fungao u € WH?(2) considere v = u — u, onde

TP N1
U_HN_l(GQ)/aﬂu dH™ .

Entao v € Wh2(Q) e

1
d N—-1
H1(00) / H

1 1
= - d N—l_—/ 1 dHN-1
HN1(00) /8“ I

= u—u

4]
|
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Logo

/ v dHN L =0.
o0

Portanto v satisfaz (3.1.5), ou seja

1
0?2 dHN T < / Vol? du.
/89 P2(Q) Q‘ |

Como v = u — u, temos que

1 1
u? = ua+w? dHNT < /Vu—ﬂ2dx: /Vugd:v.
/{m p2(£2) Q‘ ( )| p2(£2) Q‘ l

Computando, concluimos que

1 2
u? dHN D < —/ Vul? dx+—/ U dHN_l/ w dHN?
/em p2(£2) Q| | HN=H09) Jaa Ely)
1 2
— S — dHN‘l) dHN
/m <HN—1<89> / !

1 / ) 1 ( / N_1>2
= Vul* de + ——— u dH .
o) Jo VU A iy U

O que prova (3.1.3).
Mostremos agora (3.1.4). Seja u € WH2(Q) tal que

/u dHY ' =0, (3.1.6)
r

entao por (3.1.3) temos que

1 1 2
u? dHN_lﬁ—/ Vu2d$+—(/ udHN_l) .
/m 5o Jo VU 1m0y

Usando a desigualdade de Holder (p=q=2)

1 HN=LOO\T)
u? dHN T < / Vul? da:+—/ u? dHN?
/89 p2(£2) Q| | HN=1(0%2) OONT
1
<

1
< /|Vu|2 dx+/ w? dHNL
p2(Q) Jo OO\
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Assim obtemos a seguinte desigualdade

1
u? dHN L < —/ Vul? dz, 3.1.7
/ oo @) Jo IV (3.17)

para qualquer u € W2(Q) que satisfaca (3.1.6).

Finalmente, dado u € W'%(Q) considere v = u — %, com

_ 1 N-1
U_HN_l(F)/Fu dH™ .

Novamente concluimos que v = 0, logo (3.1.7) ocorre para v e com calculos

analogos aos feitos anteriormente chegamos em (3.1.4). O

O funcional de energia £ : W'?(Q) — R definido por

E(u) = 1/ a(z) |Vul® dz — / G(u) dHN (3.1.8)
2 Ja o9
¢ duas vezes continuamente diferencidvel (como a é suave e limitada a demons-
tragao é andloga a feita em [12], pagina 89). Como pode ser visto em [12], para
termos tal regularidade de E sem nenhuma hipdtese de crescimento sobre g, é
essencial que g seja de classe pelo menos C! e que p seja maior que N, como de
fato estamos supondo.

Temos também que E é o funcional cuja equagao de Euler-Lagrange é dada por
(1.4.1), ou seja, os pontos criticos de E' sao solugoes de (1.4.2) e consequentemente
sao solugoes de equilibrio de (1.4.1).

De fato, seja u € WHP(Q2) um ponto critico de E, entao para qualquer ¢ €
WhP(Q) temos que dE(u)e = 0. Em particular para toda ¢ € C5°(Q)

0=0E(u,p) = /aVu-Vgo dx—/ g(u) o dHN !
Q 00

[\ J/
-~

0

—
*
~

—/Va-Vugodx—/aAugodx+ @agodHN_l
Q Q o0 OV

J

0
= —/(Va-Vu—i—aAu)(p dz
Q

= —/div(aVu)gp dz.
0

Em (%) foi usada integragao por partes ou a segunda férmula de Green dada pelo
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Teorema 1.2.1. Assim pelo Lema Fundamental do Calculo Variacional concluimos
que
div(a(z)Vu(z)) =0 em €. (3.1.9)

Agora, tomando qualquer ¢ € C*(€2), como ja sabemos (3.1.9), temos que

0=0E(u)p = / e dHN / glu)p dHN!
o0 0 o0

-/ (a%— (U)>90 aHN T,

novamente pelo Lema Fundamental do Calculo Variacional

0
a(m)a—z = g(u) em 0N.
Portanto, F é de fato, o funcional de energia associado ao problema (1.4.1).

Proposicao 3.1.2. O funcional de energia E, definido por (3.1.8), € decrescente
ao longo de suas orbitas, exceto nos equilibrios. Ou seja, E é um funcional de

Liapunov.

Demonstragao. Seja u(t,z) = T(t)up(z) uma solucdo de (1.4.1), entdo u satisfaz
sobre (2
= div(aVu).

Multiplicando a equagio acima por v € WHP(£2), temos

wov = div(aVu)v

B Z oa 0u 82u
- Oz, 8% 0?%x; v

.]_

= Va-Vuv+aAu v.

Integrando em ambos os lados e utilizando a Férmula de Green
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/utv dez =
Q

S~

Va-Vuwv dx+/avAu dz
Q

Va-Vuwv dx—/V(av)Vu dx—l—/ av@ dHN!
Q oo OV

I I
S— S

Va-Vuwv dx—/Va-Vuv dx
9]

Q) 8V

— /Vv-Vua dx+/ av% dHN
Q P

Agora, cancelando os dois primeiros termos do lado direito da igualdade acima e

como sobre 0f2
ou

@5 = g(u)

temos que
/utv dzr = —/ Vv -Vua dm+/ glu)yv dHN™' Vo e WHP(Q). (3.1.10)
Q Q aQ

Como u; € WHP(Q) podemos derivar E em relacao a ¢, daf

SBut) = 3 / - (i <§7u>> e / LGy ape

Jj=1

N o 9%

- /Qa £ O, 0,01

d:z:—/g(u)ut dHN !
0

= /aVu-Vut dx—/g(u)ut dHN L
Q Q

Assim, de (3.1.10) concluimos que

d 2
EE(u(t’ ) =— /Q (ug)”dx < 0.

Portanto E(u(t,-)) : Rt — R é uma fungao de ¢ ndo-crescente, ou melhor,

E ¢ estritamente decrescente exceto nos equilibrios. O
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3.2 Lema principal

Dado qualquer dominio 2 C RY limitado e suave, podemos supor que existem
dois subdominios de €2, digamos §2; e §2,., suaves e com fechos disjuntos (ﬁlﬂQ_r =
0) tais que

S;=00N00 e S, =00N0,

satisfazem

HYHS) >0 e HYTY(S,) > 0. (3.2.1)

Definimos entao, para cada  C RY limitado e suave
€0 = G(ﬁ) min {HN_I(Sl) min {17 pQ(Ql)a%} 7HN_1(ST) min {17 pQ(QT)a?nT}} > 07

sendo p2(€Y) é o segundo autovalor do problema de Steklov

Au=0, em
0
o pu, em O0€).
v
E ainda
a$h = mina
Q

Analogamente define-se po(€2,) e a'*r.

Lema 3.2.1. Seja Q C RY um dominio limitado e suave. Parap > N e gy como

acima, definimos a conjunto

— )

veW(Q)| a<v(z)<p, z€Q,

A= /v dHY 1 <0, / v dHN T >0,
S, Sy

Ev) < gy — G(BYHN1(09Q)

\

sendo « e 3 como no problema (1.4.1). Se A € um conjunto ndo vazio, entao
A € invariante em relagio ao fluzo definido por (1.4.1), isto €, se v € A entao
TtvelA Vit>0.

Demonstracao. Passo 1 - Como supomos A # () considere wy € A.

Mostremos entdo que o < T(t)wy < 3 sobre Q para todo t > 0, onde T(t)wy =
w(t, -, wp) é o fluxo definido por (1.4.1).

Suponha que exista (f,Z) € RT x Q tal que w(t,z) > 8 > 0. Entdo se T >t
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temos que

wy = max_w(t,z) > [ > 0.
(0,T] xQ

Se wy = w(t, T) é tal que (t,7) € Qp, pelo Teorema 1.2.5 chegamos que
w(t,z) =vy > BV (t,x) € Qy,

o que é um absurdo, pois w(0,x) = wy(z) < B.
Se (t,7) € (0,T] x 99, o Lema 1.2.6 nos da que

dw(i, 7)

By > 0.

Mas dai . -
dw(t,z) _ gw(t,z)  glwwm)

v - a@ - a@

0<

pois a(x) > 0V x, e como vy > 3, temos g(vy) < 0. Assim temos uma
contradicao.

De forma analoga obtemos o < T'(t)wg para todo ¢ > 0. Concluimos entao
que o < T(t)wy < 3 para todo t € RT.

Passo 2 - Pela Proposicao 3.1.2 temos que E é um funcional nao crescente em

relacao a t, e como wy € A temos que
E(w(t,-)) = E(T(t)wy) < E(wy) < €9 — G(ﬁ)HN_l(@Q),

para todo t € R™.

Passo 3 - Mostremos agora que

J@%:/anwodHN4<o Vit>0.
S

Primeiramente vamos mostrar que a fungao J : [0,00) — R é continua.
Seja € > 0. Como a aplicagao ¢ : [0,00) — WP(Q) dada por ¢(t) = T(t)wq

é continua, existe § > 0 tal que

_ €
|t =to] <& = [ T{)wo —T(to)wollyrri) < T

(HY=(51))
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Assim, se tomarmos § = d temos que se |t — to| < § entdo

[J(t) = (k)| =

Sy

IN

|T(t)w0 — T(to)’(Uo’ dHN_l
S

IA

< IT()wo — T(to)woll iy (K (S)

/ T(t)wo dHN_l —/ T(to)wo dHN_l
S

( . [T (t)wo — T'(to)wol” dHNl) ’ (HNH(S))

= T()wo = T(to)woll oy (K~ (S1)) "

1

=

=

=

29

Portanto J é uma fungao continua. Assim se existir ¢ > 0 tal que J(t) > 0, como

J(0) < 0 pelo Teorema do Valor Intermediario existe t; > 0 tal que J(t;) = 0, ou

seja

/ T(tl)wg dHN_l =0.
Sy

Por simplicidade denotaremos T'(t;)wy = w;. A segunda desigualdade do

Lema 3.1.1 aplicado a €2, nos da que

1

1 2
w? dHY Y < Vu|? do 4+ ———— (/ w dHNl)
v = @) Jo, VT ey g

1 2
= YVw dz
p2(Sh) Jo, [V

Pela hipétese (Hy) sobre a fungao g, temos que

0> g(s)
0<g(s)

Dai

-

0
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Logo w? > 2G(wy), obtemos entao

/ a| V> dz > | |Vu)® dz > a¥2p,(Q) [ G(wy) dHN7L (3.2.2)
o o Si

Agora escrevemnos

1
E(w) = 5/ a|Vw1|2 dx—/ G(w;) dHN!
Q\ OO\SI
1
+ —/ a]VwﬂZ dr — [ G(w,) dHV L
2 97 S

Desprezando o primeiro termo do lado direito da igualdade acima, usando
(3.2.2) e também que G(w;) < G(f3) sobre («, 3), obtemos

G(wy) dHNT — / G(w) dHNP = G(BYHNTHOQ\S).

Sy

Blw) = afipal@) |

Sy

Como j4 foi mostrado que
E(wl) < &y — G(ﬁ)HNﬁl(aQ),

juntando estas duas desigualdades concluimos que

Eo > (a%l,og(Ql) — 1) / G(wl) dHN_l + G(ﬁ)HN_l(SZ)
S
Se a$¥py(€2;) — 1 > 0 obtemos
g0 > G(BYHNHS). (3.2.3)

Por outro lado se ap,(£;) — 1 < 0 temos que

co > (ampa(S) — 1) GBYHNH(SL) + G(B)HN(S)

(3.2.4)
= ay! p2(U)G(BYHNH(S)).
Assim, de (3.2.3) e (3.2.4) chegamos que
g0 > G(BYHN 1 (S)) min {1, a5 pa () } - (3.2.5)

Repetindo o mesmo argumento para o conjunto €2, chegamos em

o > G(BYHY1(S,) min {1, ayr pa () } . (3.2.6)
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Dai, de (3.2.5) e (3.2.6), concluimos que
g0 > G(B) min {H"1(S) min {1, a5 p2(Q) }, HY 7 (S) min {1, a5 po(S0) } } -

O que contradiz a definigao de &.

Portanto se A # (), entdao A é um conjunto invariante em relacao ao fluxo
definido por (1.4.1). O

Observacao 3.2.2. Note que de maneira andloga € possivel mostrar que A ¢é

também invariante em rela¢ao ao fluxo definido por (1.4.1).



Capitulo 4
Existéncia de um minimo local

O objetivo principal deste capitulo é mostrar que se o conjunto A (definido
no Lema 3.2.1) é nao vazio, entdo A contém um minimo local ey do funcional £
(equacao (3.1.8)) associado ao problema (1.4.1).

Para isso usaremos a estimativa de Amann para obtermos algumas proprie-

dades do conjunto

ANA,

onde A é o conjunto das solugoes de equilibrio do problema (1.4.1).

4.1 Resultados preliminares

Seja 2 C RN, N > 2, um dominio limitado com fronteira de classe C*%, com
0<a<l.

Considere o operador linear A dado por

N

ou Ou N ou
Au:—Zaij%a—xj—i— ai%+au
i,j=1 ! i=1 ¢

sendo a;; = aj; tal que a;; € C**(Q), a; € C+*(Q) e a € C*(Q). Suponha que A

seja fortemente uniformemente elitico, ou seja, que exista n > 0 tal que

N
> ay(@)&g > n el
i,j=1

para todo x € Q e todo & = (&,...,&,) € RV,

Consideremos também o operador B agindo na fronteira de {2 dado por

ou
Bu=—+1b
U aVJru

com b € CH*(990).

32
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Teorema 4.1.1 (Estimativa de Amann). Suponha que a,b > 0 mas a Z 0 ou
b#£ 0. Entdo se 1 < p < 0o, existe uma constante C' > 0 tal que
HUHWLp(Q) <C HAuHLp(Q) + ”BUHLp(aQ)
para todo u € C*(9).
Para demonstragao veja [15].
Lema 4.1.2. O conjunto AN A € limitado em WP (Q).

Demonstracao. Seja u € AN A, entdo

com b € C*(99Q), b # 0. Argumentos cldssicos nos dao uma regularidade C?
para u em €, veja [9].
Estamos entao, nas hipéteses do Teorema 4.1.1. Dai, como o < u < (3 sobre

Q e as funcoes a, g e b sdo continuas podemos considerar
Ky = max {|af, 8} > HUHLOO(Q)

la(z)] > K» >0, ¥V 2€Q
Ks = |19l 1o a,1)

Ky = HbHLp(aQ) :

Assim, temos que

N

u
lullpro@y < C |0+ M—l—bu
LP(09)

a()

IA
Q

e
a(z)

+ HbuHLP(BQ)]
LP(9)

e
< C|=4+K,K]|.
< e + 1y 1}

Com C, K1, Ky, K5 e K4 constantes finitas independentes de u. Logo AN .A é
limitado em W'?(Q). O

Afim de verificar que o conjunto A N A é ndo vazio (Teorema 4.1.3) veremos

um importante resultado do conjunto w-limite de um ponto (Defini¢ao 2.1.3).



CAPITULO 4. EXISTENCIA DE UM MINIMO LOCAL 34

Teorema 4.1.3. Seja g € X e suponhamos que a drbita y(x) seja relativamente

compacta em X. Entao w(xg) € compacto e nao vazio.

Demonstracao. De acordo com a Definig¢ao 2.1.3

w(zo) = ﬂ (o),

>0

ou seja, w(zg) é uma intersecao decrescente de conjuntos compactos e diferentes

de vazio, portanto w(xg) é compacto e nao vazio. H

4.2 Teorema principal

Teorema 4.2.1. Sob as hipdteses do Lema 3.2.1, se A # (), entdo A contém um

minimo local do funcional de energia E associado ao problema (1.4.1).

Demonstracao. Seja A o conjunto das solugoes de equilibrio do problema (1.4.1).
Mostremos que A N A # 0.

Como A # (0, tome v € A. Entdo como A é invariante em relacao a T'(t)
(Lema 3.2.1) temos que a 6rbita y(v) = {T'(t)v;t > 0} esta contida em A. Assim

temos que para todo ¢t > 0
E(T(t)v) < g0 — G(BYH(0).

Se u(t,-) = T(t,-,v), pela definicdo do funcional F e com algumas contas, nao é

dificil ver que para todo t > 0

J

Ou seja, é possivel mostrar que y(v) é uma érbita limitada na topologia de

2

W) g < K <00 V1<i<N.

al‘i

Wh2(Q) = H'(Q2). Como estamos em um sistema gradiente, y(v) é relativamente
compacta (veja [16, 17]) e isto implica que o conjunto w-limite w(v) é diferente
de vazio (Lema 4.1.3).

Verifiquemos entao que u € A. Se u € w(v) temos que existe uma sequéncia
t, — oo tal que

T(t,)v 2@,

Novamente por estarmos em um sistema gradiente temos que w(v) C A, isto é,
u € w(v) é solu¢do de um problema elitico, assim usando a Estimativa de Amann
e com contas andlogas as feitas no Lema 4.1.2 concluimos que u € W'?(Q).

Como T'(t)v € A para todo t > 0 temos que a < T'(t,,)v < [ para todo n,
logo a < u < 3 q.t.p. sobre Q, mas u € W(Q) — C(Q), ou seja, podemos
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considerar que a < u < 3 sobre . Como o funcional E é decrescente ao longo

de suas orbitas (Proposigao 3.1.2) temos que
E(u) < E(v) < g0 — G(B)HN1(09Q).

Ainda
/ T(t)o dHY! < 0
Sy

para todo n, dai temos que
/ w dHN1 <0
S

e se a igualdade ocorrer chegamos em uma contradicao com a defini¢ao do ¢, do

mesmo modo como foi feito no Lema 3.2.1. Analogamente temos que

/ w dHY "t > 0.

T

Logo w(v) C A. Como w(v) C A, temos que w(v) C AN.A e assim concluimos
que AN A # (), pois w(v) # 0.

Como j& vimos, A é invariante em relagio ao fluxo T(¢) assim como A, e
facilmente vemos que A também é invariante em relagao a 7'(t), assim podemos
dizer que

TH)(ANA) =ANA

Mostremos agora que A N A é compacto. Note que como T (t) é compacto
para cada t > 0 e AN A é limitado (Teorema 4.1.2), é suficiente mostrarmos que
AN A é fechado para concluirmos que o mesmo é compacto. Mostremos entdo
que A é fechado.

Considere uma sequéncia {u,} C A tal que u,, — u. Como u,, é uma solugao
de equilibrio do problema (1.4.1) para todo n temos que wu, é ponto critico do
funcional E, ou seja, E(u,)¢ = 0 para todo n e toda fungdo ¢ € C3°(€2). Sendo
E um funcional duas vezes continuamente diferencidvel e 6 E(u,) — 0 chegamos
que u é também um ponto critico de E, isto é, u € A. Logo A é fechado.

Portanto A N A é compacto.

Como F é um funcional continuo temos que existe e, € AN A tal que
E(eg) < E(v), YveANA.

Ou seja, E assume um minimo ey € A N .A. Mostremos agora que ey é um

ponto de minimo em A.
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Se ey nao é um ponto de minimo de E em A, existe v; € A tal que
E(Ul) < E(€0).

Novamente w(v;) C AN A e para todo t > 0 temos que, E(T(t)v;) < E(vy) <
E(eq). Dai se u € w(v;) temos queu € ANACANAe

E(u) < E(T(t)v) < E(v1) < Eley),

o que é um absurdo, pois ey é um ponto de minimo de £ em A N .A. Logo ey é
ponto de minimo de E em A.
Mostremos agora que eg ¢ um minimo local de F em A, para isso provaremos

que ey é um ponto interior de A. Afirmamos entao que

4
eg € ﬂ Aj
j=1
onde A; (j =1,2,3,4) sao subconjuntos de W*(Q) dados por

A ={ueW(Q)|a<u(z) <, ze}

Ay = {u e WH(Q) u dHN ! < 0}

|
S

Az = {u c WhHr(Q) u dHN ! > O}

|
S
Ay ={ueW"(Q)|E(u) <& — GBH"1(09)}.

Como E é continuo, A4 é aberto e temos que

E(ey) < g — G(BYHNH(0Q).

Se ocorrer a igualdade chegamos em um absurdo pois ai, para todo v € A,

teriamos que
E(’U) Z E(EO) = &9 — G(ﬁ)HNﬁl(aQ)

Logo ey € Ay.
Temos também que Ay e Az sdo abertos pois Iy, I : WH(Q) — R definidos

por

I (u) :/ u dHN ™ e Lh(u) :/ u dHN!
S T

sao funcionais continuos. De fato
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[L(uw)] < u| dHN!
S

(/ 17 dHNl)p < |ul? dHNl)p
Sl Sl

— (HN_l(Sl>) # ||u||LP(Q)

(HUHLP

))
= (Y57 el

Analogamente mostra-se que I é continuo. Com os mesmos argumentos usa-

IN

==

< (HN 1(51)) du

dos no Lema 3.2.1 concluimos que ey € Ay N Agz.
Resta-nos entao mostrar que A; é aberto e que ¢y € A;. Como p > N temos
que WP(Q) — C(9Q), entdo para todo v € WP(Q), temos que

||U||C(§) < K|[v|lwir(), (4.2.1)

com K dependendo somente de p, N e €.

Seja v € A; entdo podemos considerar que vy € C(€) e temos que
€1 = min inf vy(z) — «,  — sup vo(x)
z€Q zeQ

¢ um valor positivo.

Agora, se € = % afirmamos que
B(Uo,e) = {’U € Wl’p(Q) ’ ||U — U0||W1,p(Q) < E} C Al.

De fato, tome v € B(vy, €), entao por (4.2.1)

1
EHU —volle@) < v —vollwiw@) <e,

ou seja

sup |v(z) — vo(z)] < Ke = €
e

assim, para todo x € Q temos que

[v(z) —vo(2)] < €1 = vo(x) — €1 < v(z) < €1+ vo(x). (4.2.2)
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Mas para todo x € Q

vo(z) — €1 > vo(z) — inf vo(z) + a > «
e

€1+ vo(x) < vo(w) + B — supvo(x) < B.
e

Substituindo estas duas desigualdades em (4.2.2), concluimos que
a<v(z)<fB, VzeQ=veAl,

e isto mostra que A; é aberto.

Sabemos que a < ¢y < 3 em €. Agora suponha que exista x € int(Q) tal que

eo(z) = .

Como ey € A podemos utilizar o Teorema 1.2.3 (Principio do Maximo Elitico) e
chegamos que eg = 3 em Q, o que contradiz o fato de ey € Ay N As.

Se eg(xg) = [ para algum xy € 0N 0 Lema 1.2.4 (Lema de Hopf) nos d4 que

Jeo(xo) - g(eo(70)) _ 9(8)

0< ov  alze)  alw)

=0,

o que é um absurdo. Logo ey < 3 em Q. Analogamente mostra-se que a < ey em
Q. Portanto
a<e < fBemQ

e eg ¢ um ponto interior de A. Segue que ey é um minimizante local de E em A.

Agora, como ¢ € int(A), existe € > 0 tal que
Bleo, €) = {v € WM(Q); o — eollyina < e} C A

Ou seja, €9 6 um minimo local de F em W'?(Q). O

Observagao 4.2.2. Temos que eqg nao € uma funcao constante pois eq € A, em

particular, eg € Ay N A3. Isto exige que e troque de sinal ao longo de 2.



Capitulo 5
Condicoes suficientes

Dado um dominio  C R¥ limitado e suave, o interesse deste capitulo é dar
condigbes suficientes sobre a fungao a para que o problema (1.4.1) possua solugao
de equilibrio ey nao constante e estdvel em W1P(Q), p > N.

A idéia serd aplicar o Teorema 2.2.1 para o nosso problema, para isso, devemos
verificar que (1.4.1) satisfaz (h1)-(h4) e que o funcional de energia E associado
ao problema (1.4.1) possui um minimo local.

As hipéteses (h1)-(h4) sao discutidas na segao 5.2, enquanto que na segao 5.1
exibimos as condicoes suficientes sobre a funcao a para que A seja diferente de
vazio. Assim, aplicando o Teorema 4.2.1 concluimos que E possui um minimo

local em W1P(Q) pertencente a A.

5.1 As condicoes sobre a

Teorema 5.1.1. Considere um dominio qualquer Q C RN limitado e suave, e

suponha que a condigcdo de drea G(a) = G(8) ocorra, sendo

e g satisfaz (Hy), (H,) e (Hy). Entdo existe a : Q — R positiva e suave tal que
A #0.

Observacao 5.1.2. A funcio de difusibilidade a : Q — R, que em dltima ins-
tancia determina a existéncia de padroes para o problema em questao, apresenta
o sequinte comportamento geométrico: € suficientemente grande em duas regioes
disjuntas de Q e, por outro lado, suficientemente pequena em uma regiio tubular
que separa as duas primeiras. Chamamos esta regiao tubular de camada de tran-
sicao. Vale lembrar que estas condigoes sao apenas suficientes para a existéncia

de padroes.

39
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Além disso, como a fun¢ao de difusibilidade facilita (na regiGdo em que a for
maior) e dificulta (na regiao em que a for menor) a difusio da concentrac¢ao de
uma substancia, por exemplo, a func¢do a acima deixa claro o seu papel: separar e
manter de maneira estavel duas concentracoes estdveis e constantes, quais sejam,

0s zeros de g.

Demonstragdo. (Teorema 5.1.1) Seja  C RY um dominio limitado e suave, e
considere dois subdominios €2; C €2 e 2, C €2 com fechos disjuntos (ﬁl nQ, = 0)

e suaves tais que
S =00N0% e S, = 00N I,

satisfacam

HYNHS) # 0 e HYTY(S,) # 0.

Por simplicidade, assumiremos em (2, ser possivel a seguinte construcao: tome
um ponto P = (z9,9) € 2 com x5 € R e yp € RN~ tal que (zg,7) ¢ (4 UQ,)

para todo z € RV~ e seja
T = {(zg,z) |z € RV}

uma superficie que atravessa () interceptando a 9€) ortogonalmente.
Seja S = QNT esem; = dist(zg, ) e my = dist(zo, 2,), considere

m = min {my,ma} >0

Definimos agora a funcdao distancia sinal

d(z, ) dist(z, S) se 1 > Tg
x,S) =
—dist(z,S) se z; < xg

onde z = (x1,...,zy) € RN e dist(z, S) denota a funcdo distincia (veja [9]).

Sabemos que existe um numero positivo ¢ satisfazendo

m > g > 0. (5.1.1)

Definimos entao o conjunto
— o
Qs=qx €| ]d(w,S)\<§ ,
e (5.1.1) garante que

UNQs=0e,NQs=0.
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Podemos tomar § > 0, suficientemente pequeno, tal que
HY1(0Qs N oY) < HN7L(S)), (5.1.2)

essa condicao para ¢ sera determinante no final desta demonstracao.

Consideremos agora a seguinte fungao £ : R — R

a, set < ——
a+p8  (f—a) ) )
t: —_— —
£(t) ot se — 5 <t<y
I} set>§
’ -2

e afirmamos que wy(x) = £(d(z,5)) € A, desde que a satisfaca determinadas
condicoes.
Mostremos inicialmente que wy € W1P(Q). Observe que wy € C(Q) logo

wo € LP(2) e facilmente vemos que

0, se d(z,9) < —g
Owy ) (f—a)od J 4]
9 5 m, se —5 < d(x(;S) <3
0, se d(z,S) > 3

¢ a derivada parcial de wy em relagdo a z; (no sentido fraco). Para mostrarmos

que esta pertence a LP(£2) usaremos fortemente que |V d| = 1, para este resultado

P P
dz = / f—a
Qs 0

P
/ Bl g ap da
Qs

veja [9]. Assim temos que

J

p

od e

8302-

awo
8xi

IA

p

—
g < oQ.

= H(Qs) 3

Segue que wy € WP(Q). Agora, por construcao temos que a < wy(z) < 3
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para todo z € Q. Além disso

/wo dHNt = £@d(-,8)) drN-t
Sy

Sy

— £(—dist(-,9)) dHN !
S
= OzHNfl(Sl) < 0,

/Srwo dHN Tt = /&g(d(-,S)) dHN

= £(dist(-, S)) dHN!
Sr
= PBHYTY(S,) > 0.

Sejam S~ e ST por¢oes suaves de 92 definidas da seguinte maneira:
ST UST =90\ (0Qs N IN),

de tal forma que ST NS;# 0 e STNS, # . Em outras palavras, S~ e ST sdo as

componentes conexas de 9N\ (0QsNIN) que intersectam S; e S, respectivamente.

Temos que
1
E(w) = —/a(x)|Vw|2 dx—/ G(w) dHN,
2 Jq a0
como wy ¢ constante sobre Q\Qs
1
E(wy) = —/ a(x)|Vwe|? d:):—/ G(wy) dHN!

2 Jo, 9Q5MIN

- /  Glwo) dHNTH - /S Gluy) dnV™!

= 1/ a(x)|Vw|? dx—/ G(w) dHN !
Qs

2 Q5NN

— G(a)HYH(S7) = G(B)HNTH(ST).

Como G(a) = G(B) e ST UST =90\ (0Qs N ON), temos que

E(wg) =

%/Qa a(:E)‘Vwo\Q dl'_/anmaQ G(wo) dHN_l_G(ﬁ)HN_l(aQ\(aQéﬂaQ)).
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Para mostrarmos a desigualdade que caracteriza A

E(wo) < g0 — G(BYHN1(09), (5.1.3)
é suficiente mostrar que
1
€0+/ G(wy) dHN ™t > —/ a(x)|Vw|* dz
Q5N 2 Jqs (5.1.4)

+ G(BHN1(0Q5 N 09).

Pois dai

1
E(wy) = 5/@ a(x)|Vwe|? da:—/aQ aQG(wO) dHN !
) sM

— G(ﬁ)HN‘l(éQ\(an N o))
< g — GBYHN1(Q5 N Q) — G(BYHNH(IQ\(9Q5 N 9NQ))

= g0 — G(BYHNL(09).
Portanto, basta darmos condicdes sobre a em Q para que (5.1.4) ocorra.
Antes disto, verifiquemos que

1 1
—/ a(z)|Vwel> dz < aS,= | |Vwel* dz
2 Qs 2 Qs

_%/
2Q5

5 N2
- a—MM/ IV d(z, S) da
2 @ o,

2

dx

v(o‘;ﬁ+5;“d(x,5)>

sendo a4, = meax a(x). Dai, como |Vd(z,S)| =1 q.t.p. em Qs, temos que
rEQSs

1 6 _ 2
5/% a(2)|Vw|? dz < %M(ﬂ 520‘) HY (Qs). (5.1.5)

Sabemos que

g0 = G(B) min {HV1(S)) min {1, po()ajt } , HN1(S,) min {1, po(Q)aly } } .
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Daremos as seguintes condigoes sobre a fun¢ao a nos conjuntos €2; e €2,

1 1
al > —— e dal" > . 5.1.6
() pa(2) (5.1.6)

Sem perda de generalidade podemos assumir que HY1(S;) < HN1(S,). As-
sim

0 = G(BHYL(S)).

Devemos mostrar que

GBYHN1(S) > % / a(z)| Va2 dz + G(BYHY-L(9Q5 N 09,
Qs

mas por (5.1.5) é suficiente dar condigoes sobre a em Q)5 e obter

a6 — o 2
G(BYHY(S) > TM%HN(Q(;) + GBYHYH(0Qs N 09).

Lembre que 4 foi tomado de modo que
HYH(0Qs N ON) < HNTH(S)) (veja (5.1.2)).

Assim, basta tomarmos a em Qs de modo que

G(B) (HN1(S)) — HN1(9Q,s N Q) 26°
(B — a)*HN(Qs) '

Logo se a : © — R é qualquer funcio suave e positiva que satisfaz (5.1.6)

0<al <

(5.1.7)

e (5.1.7) nés concluimos que wy € A e portanto A # () e pelo Teorema 4.2.1, A

possui um minimo local do funcional de energia FE. O]

5.2 As hipéteses (hl)-(h4)

A hipétese (hl) foi discutida na Observagao 2.1.4. A hipédtese (h2) é exata-
mente a Proposigao 3.1.2. Resta-nos entao verificar as hipéteses (h3) e (h4), no
entanto estas dependem da posicao do espectro do operador linear proveniente
do problema linearizado de (1.4.1) em torno da solugao de equilibrio eg.

Tal problema linearizado é

u = div(a(z)Vu), =€ Q
( )@_ eo) 90 (5.2.1)
()5 =g'leo)u, @ :

Analisaremos o espectro do operador linear £, que é dado por
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L(¢) = div(a(x)V9)
d¢

D(L) = {cb € W2P(Q)| alz)= — ¢'(e0)p =0, z € m} (5.2.2)

ov

Podemos considerar uma extensiao do operador £ ao espago W'?(Q). Cha-
memos esta extensao de £. E bvio que (L) C o(L) e o Teorema 11.3 de [14]
mostra que o(£) é um conjunto discreto de autovalores reais.

Entao, se A é um autovalor de £ e ¢ é uma autofuncao associada a A, temos

que

Ap =div(a(z)Vy), =€

5.2.3
o (5.2.3)
ov

Se multiplicarmos esta equacao por ¢ e integrarmos em ambos os lados, ob-

a(z) - = g'(eo)p, €00

temos

)\/cp2 der = /goVan0+ag0Ago dx
Q Q

0
= /goVanp dx—/V(acp)Vgo dx—i—/ —wagp dHN !
Q Q a0 OV

= —/a]Vgo|2 dx—i—/ g'(eo)t,o2 dHN!
Q o0

Como ¢p é um ponto de minimo de E em W'?(Q) (Teorema 5.1.1) devemos

ter
§E(eg, ) =0 e 8?E(eg)(1,v) >0, V1 € WH(Q).

Com contas analogas as feitas no Capitulo 3, chegamos que

52E(eq, b, ) = /Q o V2 dz — /6 §eg)® dHN 1 > 0. (5.2.4)

Q

Agora, como ¢ # 0 temos que

- / o[ Vel? do + / ¢ (eo)g? RN
N — Q Py <.

/gpQ dx
Q

Segue que (L) = {A1, Ao, A3...} com
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0> > >N 2>. ..

Dai ja podemos concluir que nao estamos no caso contemplado pela hipdtese
(h4)(ii).

Se A1 < 0 temos que o(L) C {ReA < A} (caso abordado pela hipdtese
(h4)(i)), ou seja, o espectro de L esta no lado esquerdo do plano complexo, assim
é possivel concluir que ey é assintoticamente estavel em W1P(Q), logo estavel.
Este resultado pode ser visto em [3] ou [14].

Resta-nos agora analisar o caso em que \; = 0. Devemos mostrar que, neste
caso, o autovalor \; = 0 é um autovalor simples de £ (veja Definigao 2.1.5). Com
isso concluimos (h3) e consequentemente (h4)(iii) pois como a nao linearidade ¢
é uma fungao de classe C' e 0(L) C {Re A < 0} e o(L)N{Re A =0} = {0} temos
que existe uma variedade local M que é invariante, unidimensional e tangente em
e na diregao da autofuncao associada ao autovalor A\; = 0, com a propriedade
de que e ¢é estavel em WP(Q) se, e somente se, é estdvel em M. Este é um
importante resultado que tem sido utilizado em diversos trabalhos, citamos por
exemplo [2, 12, 18, 1]. Sua demonstra¢ao nao é nada trivial e, para maiores
detalhes, sugerimos [12, 19, 20].

Mostremos entao que A; = 0 é um autovalor simples de L.

Para tal demonstracao seguiremos os passos realizados em [3, 18]. Usaremos o
famoso Teorema de Krein-Rutman que diz o seguinte: se existe um cone fechado
C' com interior nao vazio que satisfaz C' N (—C) = {0} e um operador linear T
compacto, tal que T(C\{0}) C int(C), entao existe ¢; > 0 com ||¢1]| =1 e
A1 > 0 tal que T, = A1py. Além disso temos que

A =max {|A[; A € o(T)}

e A1 é simples.
Consideremos o operador T : C*(Q) — C1(Q) definido por T(¢) = v, onde

v € a Unica solucao de

—div(a(z)Vv) + Kv = ¢, x €
ov (5.2.5)
—a(z)a — (K —¢'(e9))v =0, €09

Onde K ¢é uma constante positiva tal que K — ¢'(eg) > 0 para todo = € 9f.

A existéncia de solucdo para cada ¢ € C'(Q), e sua unicidade, seguem de
resultados classicos que podem ser vistos em [9].

Facilmente vemos que T é linear, mostremos que 1" é compacto. Seja B C

C'(€2) um conjunto limitado, devemos verificar que T'(B) ¢ relativamente com-
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pacto. Seja ¢ € B entao T'() é solucao de (5.2.5) e daf temos que

(*) (xx )
ITW)lc2e@ = Cill¥llce@ = ClYllorm = M.

Em (x) foi usado que T'(¢)) satisfaz a estimativa de Schauder (veja [21], pag.
98). Em (*%) usamos o mergulho (1.1.5) do Teorema 1.1.3 com k£ = 0. Finalmente
em (* * x) foi usado que B é limitado. Assim, temos que T(B) C C?*%(Q) e é

limitado. Agora temos que

ce@ ' @ " 0@,

isto ¢, C%%(Q) est4 compactamente contido em C(€2). Logo T'(B) é relativamente
compacto em C'(2). Portanto T é compacto.
Um cone C' em um espago de Banach é um conjunto fechado por adigao e

multiplicagao por escalares nao-negativos. Seja
C={peC'(Q) |20}
e mostremos que C' é um cone fechado com
intC'#0PeCn(-C)={0}.
Facilmente vemos que C' é um cone, pois dados u,v € C' e p € Rt temos que
ut+mweCQeut+pmpw>0=utpwcC.

Considere uma sequéncia {¢,} C C tal que ¢, — ¢ em C*(Q), entdo

0<|¢n = llcom) < cllon — dllerm 0.
Segue que
sup |64 (@) — 6()] "= 0.
z€ef)
Logo |¢n(z) — ¢(z)| == 0 para cada = € Q, como ¢, > 0 para todo n, temos
que ¢ > 0, e portanto ¢ € C' o que mostra que C' é fechado.
Ora, tomando ¢ = 1 chegamos que int C' # ().
Mostremos agora que 7'(C\ {0}) C int C.
Tome ¢ € C\ {0}, devemos mostrar que T'(¢)(z) = v(z) > 0 para todo = € Q.

Suponha que exista z, € Q tal que

v(xg) <0. (5.2.6)
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Como ¢ € C e ¢ Z 0, existe Z € Q tal que ¢(z) > 0.
Temos entao dois casos:

Caso 1: Se v é constante, entao

¢(z)

¢ = —div(aVv) + Kv = Kv = v(z) = N >0, Vel
Em particular
T
olan) = () = 4D 5

o que contraria (5.2.6). Logo v nao é constante.

Caso 2: Se v nao é constante seja

U, = minv(x).
xe)

Sem perda de generalidade podemos supor que v, = v(zg). Defina
w(z) =v(x) — vy
entdo w(z) > 0 para todo z € Q e w(xg) = 0. Daf

div(aVw) = div(aVv) = Kv — ¢
Kv— Kv, + Kv,, — ¢
= Kw+ Kv,, — ¢

assim
div(aVw) — Kw = Kv,, — ¢ <0,

pois Kv,, <0e —¢ < 0.
Temos que xy é um ponto de minimo nao positivo de w, como w nao é
constante, pelo Principio do Maximo temos que xq € 0€). Pelo Lema de Hopf,

temos que

ow(zo)
v

Da defini¢ao de w obtemos que v(zg) = v, < 0. Dai, juntando isso a (5.2.7)

< 0. (5.2.7)

ow(xp) _ 0v () _ _(K — g'(e9))v(x) >0

ov ov a(xo) -7

0>

o que é um contradicao.
Como os dois casos nao sao possiveis chegamos em outra contradi¢ao. Logo
v(x) > 0 para todo = € €, ou seja, v € int C' e portanto T(C\ {0}) C int C.

Estamos assim, nas condigoes do Teorema de Krein-Rutman para o operador
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1
T. Mostremos agora que e ¢ um autovalor simples de T'. Considere o seguinte

operador linear

S(v) = —div(aVv) + Kv
D(S) = {U eC*(Q)| - a(x)% — (K —¢'(eg))v =0,z € 89}
entao S = T~ Assim se A # 0 é tal que S(v) = \v, temos que

T(S(v)) = AT (v) = T(v) = %v.

Seja wy a autofuncao associada ao autovalor A\; = 0 do operador £. Temos

que K é um autovalor de S com autofunc¢ao associada wi, pois
S(wy) = —div(aVw,) + Kw; = —L(wq) + Kwy = —0w; + Kw, = Kwy,

1 1
segue que e é autovalor de T. Na verdade, — é o maior autovalor de T. Com

efeito, sejam A > 0 e ¢ autovalor e autofuncao de T, respectivamente. Sabemos
que T'(¢) = v e S(v) =1, dai

)\/@/)2 de = /T(@D)z/) dx:/(— div(aVv) + Kv)v dx
Q Q Q
= /dlv(aVU)v dx—I—/KU dz
= / a—v dHN T + /a!VU\Z deJ—i—/K’U2 dx
20 Q
= / (K — ¢ (ep))v? dHN_l%—/a|Vv|2 d:zc—l—/Kv2 dz
G) Q Q
= /a!Vv[Q dx—/ g (eo)v® dHN '+ [ Kv? d:l:—l—/sz dx
0 o9 B Q

= §°El(eg, v, v)—i— KU dm—i—/KU dz

/K’U d:c—K/
= K/\2/¢2 dz.
Q

Y]
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Segue que

logo

Logo % ¢ o maior autovalor de T e portanto é um autovalor simples de T
Isto implica que K ¢é autovalor simples de S.

Assim é possivel concluir que A\; = 0 é um autovalor simples de L. De fato,
suponha que existam u, v fungoes linearmente independentes tais que u, v € N(L),

entao temos que

Lu=0e Lv=0,

mas

0= Lu = div(aVu) = div(aVu) + Ku — Ku = —S(u) + Ku,

e isso implica que S(u) = Ku. Analogamente mostra-se que S(v) = Kv. Como
K é autovalor simples de S temos que u e v sao linearmente dependentes.
Temos também que a autofuncao w;, associada ao autovalor \; = 0, nao

pertence a Im(L). Se pertencesse, existiria u € D(L) tal que Lu = wy, ou seja

div(a(z)Vu) = wy, x € )

a(x)@ = ¢'(eo)u, = € 0N

Multiplicando ambos os lados da primeira equagao por w; e integrando temos

/w% dx:/wl div(a(z)Vu) dz.
0 Q

Agora usando a Férmula de Green e lembrando que £(w;) = 0 temos que
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/ﬂ w? dz = /Q wy div(a(z)Vu) do — / wdiv(a(z)Vw,) do

Q

= /(VaVu—i—aAu)uq dx — /(Van + aAw;)u dx
Q 0

= /VaVu wy, dx — /(VaVu wy + aVw,Vu) dx
Q Q

+ @wla dHN ! /Van1 u dz
o OV Q

+ (VaVw; u+ aVuVu) dz — a dH™™
Q lg) 61/

= / —wla dHN-t — /0w1 dHN -1
a0 aq OV

= / g (eo)uw dHN_l—/ d (eg)wiu dHN 1
o0 o0

Isso implica que w; = 0 q.t.p. em €2, o que é um absurdo. Portanto \; =0 ¢é
autovalor simples de L.
Com isso temos que nosso problema (1.4.1) satisfaz (h1)-(h4).

Finalmente, podemos enunciar o seguinte resultado:

Corolério 5.2.1. Sejam Q C RY um dominio limitado e suave, g : R — R
uma funcgdo suficientemente suave satisfazendo (Hy) — (Hs) e €, Q. e Qs como
construidos acima. Se a : Q@ — R € uma funcdo suave que satisfaz (5.1.6) e
(5.1.7), entdo (1.4.1) possui pelo menos uma solug¢ao de equilibrio nao constante
e estdvel em WHP(Q), p > N.

Temos assim, que a existéncia de padroes para o problema (1.4.1) estd relacio-
nada com o comportamento da fun¢ao a em €2. Vimos que se a for suficientemente
grande nas regioes §; e €),, e pequena na regiao tubular (Js, a existéncia de tais

solugoes ¢é garantida.
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