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Resumo

Neste trabalho estudamos graduagoes de grupo na dlgebra das matrizes triangulares superi-
ores UT,,(F), as quais possuem muitas aplicagoes na teoria de PI-algebras. Nosso principal
objetivo é exibir uma descri¢ao de todas as graduagoes finitas de UT,,(F') por um grupo G,
a menos de isomorfismo.

Primeiramente, nos restringimos ao caso onde o corpo base F' é algebricamente fechado
de caracteristica zero e o grupo G é abeliano finito. Usando o método de representacao de
grupo, apresentamos uma descri¢ao explicita da dualidade entre G-agoes e G-graduacoes
numa algebra associativa, dualidade esta que desempenha um papel importante na prova
do resultado principal apresentada para este caso.

Finalmente, apresentamos uma prova do resultado geral, para um corpo base arbitrario
F e um grupo arbitrario GG, que utiliza uma abordagem alternativa fortemente baseada em

propriedades de semi-simplicidade de anéis.



Abstract

In this work we study group gradings on the upper triangular matrices algebra UT,, (F),
which have several applications in the Pl-algebra theory. Our main purpose is to exhibit a
description of all finite gradings of UT,(F") by a group G up to isomorphism.

To begin with, we restrict to the case where the base field F' is algebraically closed of
characteristic zero and the group G is finite abelian. Using the method of group represen-
tation we present an explicit description of the duality between G-actions and G-gradings
on an associative algebra, and such duality plays an important role in the proof of the main
result presented for this case.

Finally, the proof of the general result, for an arbitrary base field F' and an arbitrary
group G, accomplished by an alternative approach deeply based on semi-simplicity proper-

ties of rings is presented.
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Introducao

As algebras de matrizes tem grande importancia devido ao seu amplo campo de aplicagoes.
As graduagoes de grupo das dlgebras de matrizes por sua vez tem desempenhado um pa-
pel significante no desenvolvimento da teoria de identidades polinomiais e também de su-
perélgebras de Lie (ver, por exemplo [1]). Mais precisamente, a descrigdo de todas as
Zy-graduagoes nas algebras de matrizes foi um passo importante no estudo das variedades
verbalmente primas. No entanto, mesmo no caso das matrizes de tamanho 2, a descricao
de todas as graduacoes nao é uma tarefa facil.

As matrizes triangulares em blocos superiores aparecem em diversas aplicagoes, por
exemplo, no estudo de invariantes numéricos de PI-adlgebras e, em particular, no estudo de
variedades minimais (ver, por exemplo [6]). Um caso particular de algebra triangular em
bloco superior sao as triangulares superiores, sobre as quais dedicamos nosso trabalho.

O texto estd organizado em quatro capitulos onde procuramos fornecer os detalhes
omitidos nos artigos que estudamos. Os capitulos estao estruturados da seguinte forma:

O primeiro capitulo é um capitulo de preliminares, onde apresentamos formalmente os
nossos principais objetos de trabalho, bem como exemplos e alguns resultados exigidos no
decorrer do texto. E um passo necessario para se fixar as notagoes e avangarmos.

No segundo capitulo introduzimos o poderoso método das representacoes de grupo,
mostramos que no caso de grupos abelianos finitos, o conjunto dos caracteres irredutiveis
que sao originados pelas representacoes irredutiveis é um grupo isomorfo ao inicial, nesta
situacao e ainda assumindo algebras sobre um corpo algebricamente fechado com carac-
teristica zero, construimos uma relacao entre G-ac¢oes que no caso sao isomorfismos gerados
pelo grupo dos caracteres irredutiveis de G e G-graduagoes. Essa relagao que chamamos de
dualidade nos leva ao objetivo do capitulo que é encontrar condigoes dependendo do grupo

de caracteres irredutiveis para que um ideal de uma algebra graduada herde a graduagao.



Ainda estudamos semi-simplicidade, vimos teoremas classicos que nos ajudaram na
construcao da dualidade, e também nos levaram a propriedades de certas algebras que
serao exploradas no Capitulo 4.

O terceiro capitulo contém uma exposi¢ao mais detalhada do artigo [12], onde usamos a
dualidade vista no capitulo anterior para trabalhar técnicas que nos levaram a demonstragao
do teorema principal que caracteriza todas as graduagoes abelianas finitas da algebra das
matrizes triangulares superiores sobre um corpo algebricamente fechado com caracteristica
zero em um determinado tipo, as elementares, onde as componentes homogéneas sao geradas
por matrizes unitarias.

No tltimo capitulo seguimos o artigo [13] para generalizar o resultado obtido no Capitulo
3, aplicamos uma prova alternativa baseada em aspectos de semi-simplicidade dentro da
algebra que estudamos e assim pudemos descrever as graduacoes das matrizes triangulares
superiores, sem restricoes no corpo nem no grupo. A dualidade usada na demonstracao
do caso restrito é construida em cima das hipéteses do corpo base algebricamente fechado
com caracteristica zero e o grupo graduando abeliano finito, por isso nao se aplica ao caso
geral. Comparando os casos podemos ver a importancia da teoria de representagoes usada

na dualidade, pois tornou a demonstragao mais simples e elegante.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conceitos Basicos sobre Algebras

Comecaremos com a apresentagao de nosso principal objeto de pesquisa e algumas sube-
struturas, temos o objetivo de fixar os conceitos usados no trabalho. Ao longo do texto
F denotara um corpo muitas vezes algebricamente fechado e de caracteristica zero, mas

sempre destacaremos a necessidade desta hipdtese.

Definigao 1.1 Um espaco vetorial A é dito uma dlgebra (ou F-algebra) se esta definida
uma operacao binéria - : A x A — A (chamada mutiplicacdo) que satisfaz, para quaisquer

a,b,c € A e «a € F, as seguintes propriedades:
(i) (a+b)-c=a-c+a-c
(i) a-(b+c)=a-b+a-c
(iii) a(a-b) = (a)-b=a- (ad)
Usualmente escreveremos ab ao invés de a - b.

Definigao 1.2 Seja A um algebra sobre F'.
(i) A é dita associativa, se (a-b)-c=a- (b-c) para todo a,b,c € A.

(i) A é dita comutativa, se a-b="0b-a para todo a,b € A.



(iii) A é dita wnitdria ou com unidade, se possui uma unidade. Isto é, se possui um

elemento 14 € A tal que 14a = al s = a, para todo a € A.

Em todo o texto trabalharemos sempre com algebras associativas com unidade. Portanto

usaremos o termo algebra para algebra associativa com unidade.

Definigao 1.3 Um subespago B da algebra A é uma subdlgebra se para todo by, by € B
temos que bibs € B. Um subespaco I de A é chamado de ideal a esquerda se para todo
a € Aei € I, temos que ai € I. De modo andlogo, define-se ideal a direita. Um ideal

bilateral é chamado simplesmente ideal.

Exemplo 1.4 Seja M, (F) o conjunto das matrizes de ordem n com entradas em F' com
as operagoes usuais, M, (F') é uma algebra associativa, com unidade e ndo comutativa e
UT,(F), o conjunto das matrizes triangulares superiores de ordem n, é uma subdalgebra de

Definicao 1.5 Seja I um ideal em uma &algebra A. Chamaremos de dlgebra quociente
ao conjunto das classes laterais A/I = {a + [;a € A}, no qual a adicdo é dada por
(a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+ I e amultiplicagao por (a + I)(b+ I) = (ab) + I (a,b € A),

com essas operagoes temos que A/I é lgebra.

Definigao 1.6 Uma transformagcao linear ¢ : A — A’ entre as algebras A e A’ é dita um
homomorfismo (de algebras) se:

p(ab) = ¢(a)p(b)
e, além disso, p(14) = 1a se as dlgebras A e A’ sdo unitarias. Analogamente podemos

definir a nocao de endomorfismo, isomorfismo, automorfismo, etc.

Os teoremas classicos de isomorfismo de espagos vetoriais, grupos e anéis também valem
para algebras. O préximo resultado é muito comum e é denominado Teorema do Isomor-

fismo.
Teorema 1.7 Seja p : A — A’ um homomorfismo. Entao o nicleo de o,
Kerp ={a € A|p(a) =0}

¢ um ideal de A e a dlgebra quociente A/ Kerp € isomorfa a subdlgebra p(A) = {p(a)|a €
A}



1.2 Graduacoes de Grupos em Algebras Associativas

Este trabalho dedica-se ao estudo das graduacgoes da dlgebra das matrizes triangulares
superiores. Nesta secao definiremos o conceito de graduacao de grupo em uma algebra
associativa, que tem um importante papel na teoria de identidades polinomiais no sentido
de classificar as identidades polinomiais de uma dada algebra, Kemer usou graduagoes em
sua teoria de estrutura de uma classe de algebras chamadas T-primas, obtendo importantes
contribuicoes para a Teoria de Algebras com Identidades Polinomiais, ver [10]. Além disso,

a classificacao de todas as graduacoes de uma algebra tem relevancia por si propria.

Definicao 1.8 Sejam GG um grupo arbitrario e A uma élgebra associativa. Uma G-graduag¢ao

em A é uma decomposigao de A (como espago vetorial) em soma direta de subespagos A,:
A= @gEGAga

tal que A;A, C Ay, para todo g, h € G.
Os subespacos A, sao chamados de componentes homogéneas e Ay a componente cor-
respondente ao elemento neutro do grupo G, chamaremos de componente neutral. Um

elemento a € Uyeg A, é dito homogéneo.

Seja G'um grupo. Toda dlgebra A possui uma G-graduacao chamada graduagdo trivial,
onde Ay = Ae A; ={0} se 1 # g € G. Ao longo do texto quando for dito que A é uma
algebra G-graduada na verdade estaremos pensando em A com uma certa G-graduagao

fixada.

Definicao 1.9 Se A = ®yecqA, é um élgebra graduada por um grupo G, chamaremos de
suporte de G' ao subconjunto Supp(G) = {g € G : A, # 0}. Note que o suporte depende

da algebra A, e também da G-graduacao considerada.

Definicao 1.10 Se A = ®4ccA, uma G-graduacao em A, dizemos que essa G-graduacao

¢ finita se Supp(G) é finito.

Definicao 1.11 Um subespago B de uma algebra G-graduada A = @Ay, € dito ho-
mogéneo na G-graduagao ou G-graduado se B = @®yeqB,y, onde By = BN A,.



Desta forma B é homogéneo se para todo b € B tem-se que b = ) e b, onde b, €
B, =A,NB.
Nem todo subespaco de uma algebra G-graduada é G-graduado, como podemos ver no

exemplo abaixo:

Exemplo 1.12 Seja A = UT(F') a dlgebra das matrizes triangulares superiores de ordem 2
graduada pelo grupo aditivo Zy com a seguinte graduacao A = Ag@ Ay, onde Ag = [E11, Eao]
é o subespaco gerado por Eyq, Eas e Ay = [E12] 0 subespago gerado por Ejy, onde E;; denota
a matriz que tem 1 na entrada ¢ X j e as demais nulas. Considere a subdlgebra B de A
gerada por:

1 -1 01

00 0 1

Entao se B fosse homogénea na Z,-graduacao dada, terifamos que B = By @ Bi, onde
B; = BN A;, i = 0,1, mas temos que BN Ay = [E], onde E é a matriz identidade e
BN A; ={0} e portanto By & B; C B.

Os dois lemas abaixo mostram que o anulador de uma subdlgebra homogénea é sempre
homogéneo. Para o caso em que o corpo F' é algebricamente fechado com caracteristica zero
e G abeliano veremos que a demonstracao mais direta, depois de estudarmos a dualidade

entre G-graduacgoes e G-agoes.

Lema 1.13 Sejam G um grupo qualquer, A = ®,eqA, uma dlgebra com uma G-graduagao
finita e a € A um elemento homogéneo. Entio o anulador a esquerda de a, W = {w € A :

wa = 0} é homogéneo na G-graduagao.

Demonstracao: A graduacao é finita, entao podemos enumerar as componentes homogéneas
nao nulas. Sejam A, ,..., A, as componentes nao nulas, onde A, representa a compo-
nente neutral e m > 1. Mostraremos que se w € W, entao w = w; + ... + w,, com
w, € WN A, parat=1,...,m. Com efeito, temos que w € A entao w = w; + ... + wy,
onde w; € Ag,.

0=wa=(wi+...+wyp)a=wia+...+wya

6



Agora se a = 0 entao W = A e nada temos a fazer. Se a # 0, a € Ay, para algum
ke {1,...,m} pela regra A, a, C Ay, e por G ser grupo, cada w;a deve estar em uma
componente homogeénea distinta.

Entao wia + ...+ wyua =04 ...+ 0 = 0, pela unicidade da decomposicao de 0 como

soma de homogéneos segue que w;a = 0, de onde w; € W como queriamos. |

Lema 1.14 Sejam A como no Lema 1.13 e B uma subdlgebra homogénea de A, se W =

{w € A;wb = 0Vb € B} € o anulador a esquerda de B, entao W também é homogéneo.

Demonstracao: Sejam A, , ..., A,,, as componentes homogéneas nao nulas da G-graduacao.
Tomemos w € W, entao w = wy+...+w,, com w; € A,,. Se B = ®yeqB, onde B, = BNA,,
para todo a € B, temos wa=0ea =a;+...+a, ondea; € BNAy,,i=1,...,m. Como

a; € B, temos que wa; = 0 para todo ¢ =1,...,m, logo
0=wa; = (w1 + ...+ wy)a; = wia; + ...+ wya;.

Como cada somando wja; deve estar em componentes homogeéneas distintas, temos que
wja; =0, 7=1,...,m.
Agora w;a = w;a; + ... + wia, =04+ ...40=0 e como a é um elemento qualquer de

B,U)Z‘GW. 1

Definigao 1.15 Sejam G um grupo, A = ®yeqAy e A" = Byec Ay dlgebras G-graduadas.
Uma aplicacao ¢ : A — A’ é chamada homomorfismo G-graduado se ¢ é um homomorfismo
que satisfaz ¢(A,) C A, para todo g € G. De modo andlogo define-se isomorfismo,

endomorfismo e automorfismo G-graduados.

Dado um grupo G definiremos a seguir quando duas G-graduagoes em uma algebra A sao
isomorfas, destacamos essa defini¢ao pois nosso trabalho no texto em grande parte se dedica
em construir um automorfismo entre uma G-graduacao qualquer da algebra das matrizes
triangulares superiores em uma outra G-graduagao da mesma, com algumas caracteristicas

especificas.



Definicao 1.16 Diremos que duas G-graduagoes em uma algebra A sao isomorfas se existe
um automorfismo G-graduado ¢ : A" — A”, onde consideramos A’ como a algebra A com

a primeira G-graduagao e A” com a segunda G-graduacao.
Os proximos dois lemas sao de demonstragao imediata.

Lema 1.17 Se A é uma dlgebra G-graduada e B é uma subdlgebra de A, as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
(i) B é subdlgebra G-graduada de A;
(it) B € uma dlgebra G-graduada tal que B, C Ay, para todo g € G;

(11i) Os somandos homogéneas de cada elemento B pertencem a B.

Lema 1.18 Se [ € um ideal G-graduado da dlgebra G-graduada A, entio A/l é G-graduada

de maneira natural, considerando-se (A/I), ={a+1|a € A,}.

Observagao 1.19 Se ¢ : A — A’ é um homomorfismo G-graduado, entao temos que Kerp
¢ um ideal G-graduado e ¢(A) é uma subdlgebra G-graduada de A’ tal que (¢(A)), =
©(A,). Em outras palavras, conforme o Lema acima, vale a “versao graduada” do Teorema

do Isomorfismo, isto é, a dlgebra quociente A/Kery é isomorfa (como élgebra graduada) a

p(A).

1.3 Graduacoes Elementares

A seguir definiremos um tipo especial de graduacdo em M, (F) chamada de graduacio
elementar. Seja G um grupo qualquer e considere G" = G X ... X G o n produto cartesiano
de G. Um elemento de G™ é do tipo § = (g1,---,Gn)-

Fixado g = (g1,...,9,) € G" definiremos uma graduagao em M, (F') associada a g
tomando cada componente homogénea A, como a combinagao linear das matrizes unitarias

Eij, 1 <1i,5 <n, tal que g{lgj = g, Ou seja:

EjeA; 9=y "y (1)



Sabemos que as matrizes F;; formam uma base para o espaco vetorial M, (F), pela
condi¢ao acima temos que cada Fj;; pertence a uma componente homogénea Ay, onde g =
9 9j-

Também sabemos que M, (F) = ©};_,[Ey] e, conforme a equagdo acima, para cada
g € G fixado temos que A; = {0} ou 4, = @ E,]. Portanto, se necessario, pode-

E,s], e entao M, (F) =

9=9r 193[
mos reagrupar os subespagos [E;;] de forma que A, = @

Zj:l [EZJ] = EBQGGAQ'

Agora mostraremos que a condi¢do (1) realmente define uma graduacao em M, (F).

9=9r"gs [

De fato, sejam E;; € A, e Eiy € Ay, entao EjjEy = 0se j # k, e se j = k temos
EijEj = Ey € Ay, onde x = g; 'g; = g; 'g;9; ' 91 = gh, pois g = g; 'gj e h = g;'g;, donde

concluimos que A;A;, C Agp.

Definigao 1.20 Uma graduagao na algebra M, (F') é dita uma graduacao elementar se

satisfaz a condicao (1) para algum g = (¢1,...,9,) € G™.

Note que todas as matrizes unitarias sao elementos homogéneos para qualquer graduagao

elementar.

Definig¢ao 1.21 Uma G-graduagdo em UT,(F), UT,(F) = @yecA, é dita elementar se
existe § = (g1,...,09,) € G" tal que qualquer componente homogénea A, é combinacao

linear das matrizes unitarias F;;, 1 <1 < j < n tal que g;lgj =g.

A seguir construiremos uma graduagao em M, (F') nao elementar a fim de mostrarmos

que nem todas as graduagoes sao elementares.

Exemplo 1.22 Sejam F' um corpo algebricamente fechado com caracteristica zero e G =
(a), x (b),, o produto direto de dois grupos ciclicos de ordem n, seja ¢ € F uma raiz

primitiva n-ésima da unidade. Consideremos:

010 . 0
el 0 0

0 01 0
0 gn—2 0

Xa: ;}/b:

000 1
0 0 1

1 0 0 . 0




Entao temos as relagoes
XYy = Yy X, X;L - YE,” = £,

E possivel mostrar que o conjunto {X ;ij; 1 < 1,5 < n} é linearmente independente.
Dai os elementos Xng,j, i,j=1,...,n, formam uma base de M, (F).

Agora, para todo g € G tem-se g = a'l/ e entdo definimos A, = [XY}], vamos verificar
que essa decomposigao ¢ de fato uma graduacao em M, (F'), observe que:

XIYIXFYE = (e)FHXTRYI T assim se g = a'b e h = aFbl entdo A A, C Agp.

Chamamos essa graduacao de e-graduagdo e ela nao é elementar. Com efeito, pelo
modo com foram definidas as componentes homogeéneas Ay, todas sao unidimensionais o
que implica que a graduacao nao é elementar, ja que a componente neutral A; de qual-

quer graduacgao elementar contém todas as matrizes E;;, © = 1,...,n, pois para todo

g: (gl,...,gn) € Gn’ g;lgZ =1.

1.4 O Radical de Jacobson

Nesta secao denotaremos R como sendo um anel qualquer com unidade, lembrando que
toda &algebra associativa é um anel, poderiamos fazer a mesma discussao para &algebras.
Definiremos o radical de Jacobson de um anel e apresentaremos um caminho para o calculo
do radical, destacando também que aqui serao feitos calculos do radical de Jacobson de

algumas algebras que usaremos a frente.

Definicao 1.23 Um grupo aditivo abeliano M ¢é chamado de R-moddulo se existe uma

aplicagao de M x R em M (levando (m,r) em mr) tal que:
(i) m(a+b) = ma + mb;
(ii) (my + ma)a = mya + mab;
(iii) (ma)b = m(ab).
para todo m,my,my € M e todo a,b € R.

Estamos definindo um R-médulo a direita, isto é, os elementos de R atuam no mddulo

pela direita mas por simplicidade diremos apenas R-moédulo ao invés de R-mddulo a direta.

10



Observacao 1.24 Um anel R é um modulo sobre si mesmo, isto é, R é um R-mddulo e

qualquer ideal de R também é R-moddulo.

Definicao 1.25 Um subconjunto N de um R-médulo M, é um submddulo de M se N é

um R-modulo com as operacoes induzidas por M.

Definicao 1.26 Dizemos que M é um R-moédulo irredutivel se seus tnicos sub-mddulos

sao {0} e o préprio M.

Definicao 1.27 Se M é um R-mdédulo entao definimos o anulador a direita de M, da

seguinte forma Ann(M) = {z € R| Mz = 0}.

Observacao 1.28 O anulador Ann(M) é um ideal bilateral de R. De fato, se 1,29 €
Ann(M) entdo M(xy + x9) = Mxy + Mxy = 0. Agora se © € Ann(M) e r € R teremos
Mzr =0e Mraz C Mx =0 entao xr,rx € Ann(M).

Defini¢ao 1.29 O radical de Jacobson de R, escrito como J(R), é o conjunto de todos os
elementos de R que anulam todos os R-mddulos irredutiveis. Se R nao possui R-modulos

irredutiveis dizemos que J(R) = R.

Note que J(R) = NAnn(M) onde a intersec¢ao percorre todos os R-médulos irredutiveis

M. E por Ann(M) ser ideal de R, temos que J(R) é um ideal de R.
Proposicao 1.30 J(R) = Np onde p percorre todos os ideais a direita maximais de R.

Demonstragao: Veja [8] Teorema 1.2.2) pp. 14-15. 1

A seguir, usando a proposi¢ao acima mostraremos que o radical de Jacobson de UT,, é
a subalgebra das matrizes estritamente triangulares superiores.

Agora denotaremos A = UT,(F), recordemos que UT,(F') é um anel com unidade.

Lema 1.31 Se p € um ideal maximal a direita de A = UT,(F'), entdo p serd um p; para
algum i, onde p; € a subdlgebra de A consistindo de todas as matrizes em A com zero na

posicao (i,1).

11



Demonstragao: E facil verificar que p; € ideal de A para i =1,...,n, e temos que cada p;
¢ maximal pela dimensao como espaco vetorial.

Agora se I é um ideal que contém Ej; para todo ¢ = 1,...,n entao a matriz identidade
estd em I, e um ideal que contém a matriz identidade é a propria A. Entao se I é um ideal

proprio, ele nao contém pelo menos um dos Ej; e disto temos que I C p;. |

Observacao 1.32 O radical de Jacobson de A = UT,(F) é o ideal das matrizes estrita-
mente triangulares superiores.

De fato, pela Proposicao 1.30 J(A) = Np onde p é ideal maximal a direita de A, mas
pelo Lema 1.31 os ideais maximais de A sao py, . .., pn, onde p; é o ideal de todas as matrizes
com zero na posi¢ao (i,1).

Assim

J(A) =NiLypi

Sempre que falarmos em UT,(F') para s < n estaremos considerando na verdade sua
projegao em UT,(F'), onde as n — s colunas a direita sdo nulas.

Encerraremos este capitulo calculando o radical de Jacobson de um quociente importante
no Capitulo 3. Considere W = [E\,, Eay, ..., Ey_1,], € observemos que W anula J(A) a
esquerda.

Denotamos por m: A — A/W a projecao canonica. A seguir encontraremos o radical
de Jacobson de 7(UT,,—1).

Primeiramente temos que A/W = w(UT,_1) ® C onde C = 7((Ey,)) e n(UT,—1) =
UT, .

Agora conhecemos os ideais maximais de UT,,_;(F'), e lembrando que isomorfismo leva
ideal maximal a direita em ideal maximal a direita, temos que os ideais maximais de
7(UT,-1) sdo:

I = {(a;;) + W (a;;) € UT,—1, coma;; =0} parai=1,...,n.

Basta entao tomarmos a interseccao para obtermos o radical de Jacobson:
J(m(UT—1) = {(aij) + W | (ai;) € UT,—1 com i < j}

Note ainda, que pelo teorema do isomorfismo os ideais maximais a direita de 7(UT,,_1)

sao as projecoes dos ideais maximais a direita de A que contém W. Logo o radical de
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Jacobson nao contém o elemento F,, e portando segue a igualdade J(n(UT,_1) ® C) =
J(TF(UTH,1>>
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Capitulo 2

Teoria de Representacoes de Grupos

2.1 Teoria de Representacao de Grupos

Estudaremos um pouco da teoria de representacoes de grupos, uma importante ferramenta
no decorrer do texto. Muitas vezes nos limitaremos ao caso em que o grupo G ¢ finito,
onde chamaremos de |G| a ordem do grupo G, também terd um interesse especial o caso
G abeliano, visto que o objetivo é usar a dualidade entre agoes e dlgebras graduadas por
grupos abelianos finitos para demonstrar o teorema de classificacao de todas as algebras G-
graduadas. Nesta secao o corpo F' sera sempre algebricamente fechado e com caracteristica

Zero.

Definicao 2.1 Se X ¢ um conjunto e G um grupo dizemos que G age em X se existe
uma funcao o : G x X — X, chamada ac¢ao, tal que para g € G, oy : X — X dada por

ay(x) = a(g,z) para x € X, satisfaz:
(i) Se g,h € G entao a, o oy, = gy,
(ii)) oy = 1x, a fungdo identidade.

Todo subgrupo G de Sx age em X (onde Sy é o grupo das bije¢oes do conjunto X).
Mais geralmente, agoes de um grupo G em um conjunto X correspondem a homomorfismos
de G em Sx. No caso em que o conjunto é uma &dlgebra A, se G é um subgrupo de Aut(A),
o grupo dos automorfismos de A, entao GG age naturalmente em A. Como estaremos lidando

apenas com este caso, uma a¢do de G em A significa que G C Aut(A).
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Defini¢ao 2.2 Sejam G um grupo e V um espaco vetorial sobre F', denotaremos por GL(V)

o grupo dos operadores lineares invertiveis de V.

(i)

(i)

Uma representacao ¢ de G em V é um homomorfismo de grupos

6:G — GL(V)
g +—  ¢9)

O grau da representacao ¢ é igual a dimensao do espaco vetorial V. Uma representacgao
¢ é dita fiel se o ntcleo de ¢ € trivial e ¢ é dita trivial se o nicleo de ¢ coincide com

G.

Duas representacoes ¢ : G — GL(V) e ¢' : G — GL(V') sdo equivalentes ou isomorfas

se existe um isomofismo 0 : V — V' de espacos vetoriais tal que:
(00 d(9))(v) = (¢'(9) 0 O)(v);v €V, g €GC.

Se W é um subespacgo de V tal que (¢(g))(W) = W para todo g € G, entao a
representagao ¢ : G — GL(W) definida por (¢(g))(w) = (¢(9))(w); g € G, w e W C
V; é chamada sub-representa¢ao de ¢. Uma sub-representagao ¢ é propria se W # 0
eW#YV.

Uma representacao ¢ : G — GL(V') é irredutivel se ela ndo possui sub-representagoes
proprias; e ¢ é dita completamente redutivel se ela é soma direta de sub-representacoes

irredutiveis.

Definigao 2.3 Seja ¢ : G — GL(V) uma representacao de dimensao finita do grupo G. A

funcao x4 : G — I definida por

Xo(g) = trv(6(g)), g € G,

¢ chamada caracter de ¢. Se ¢ ¢ uma representagao irredutivel entao x4 ¢ chamado um

caracter irredutivel.

Note que se g1 e go sao dois elementos conjugados do grupo G e ¢ é uma representacao

de dimensao finita de G, entao x4(g1) = tr(¢(g1)) = tr(P1¢(g2) P) = tr(¢(g2)) = xo(92),

isto é, os caracteres sao constantes nas classes conjugadas do grupo G.
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Teorema 2.4 Sejam G um grupo finito e F' um corpo algebricamente fechado. Entao:

(i) Toda representacdo de dimensdo finita de G é determinada a menos de isomorfismo

por seus caracteres.

(i) O nimero de representagoes irredutiveis ndao isomorfas de G € igual ao nimero de

classes de conjugagao de G.

Demonstracao: Ver Drensky [3], Theorem 12.1.15, p. 198. 1

Segundo o Teorema 2.4 o ntimero de representagoes irredutiveis é determinado apenas
por propriedades do grupo e mais, se G é abeliano entao o nimero de representacoes

irredutiveis de G a menos de isomorfismo é igual a |G].

Exemplo 2.5 Sejam G = (g| g™ = 1) um grupo ciclico de ordem n, F' um corpo algebri-
camente fechado e € uma raiz primitiva de ordem n de 1. Entao os caracteres x; : G — F,

7 =0,1,...,n— 1 definidos por:
xi(g") =% k=0,1,....,n—1,

sao todos os caracteres irredutiveis a menos de isomorfismo de G em F'.

Para demonstrarmos a afirmagdo acima, consideremos ¢; : G — GL(F), definida por
¢;(g*) = Tj : F — F onde Tjy(1p) = &%, k = 0,1,...,n — 1, e teremos que ¢; é uma
representacao de dimensao 1 de G para cada j =0,1,...,n — 1.

Assim por ¢; ser de dimensao 1, ¢; é irredutivel para cada j = 0,1,...,n — 1 e pelo
Teorema 2.4, G tem n representacoes irredutiveis nao isomorfas, e ¢; nao ¢ isomorfa a ¢;

se i # j. De fato, seja 0 : F' — F isomorfismo de F-espagos vetoriais, entao
(00 ¢;(g"))(v) = (0 0¥)(v) = 0(e"v) = evh(1),
por outro lado temos
(¢i(g") 0 0)(v) = di(g")ve(1) = e™vb(1),

logo nao sao isomorfas. Portanto encontramos as n representacoes irredutiveis a menos de
isomorfismo.

E segue da definigio x;(g%) = try-(¢;(g%)), que x;(¢¥) = &%, k=0,1,...,n— 1.
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Exemplo 2.6 Se G ¢ produto de [ grupos ciclicos G = (g1)n, X -+ X (gi)n, € F' é um corpo

ni
algebricamente fechado , entao sabemos que G possui ng - --n; caracteres irredutiveis nao
isomorfos e de forma andloga a feita no Exemplo 2.5, teremos que os caracteres xp,...,, :

G— Fparap; =0,1,...,n1 —1;...;p$¢ =0,1,...,n; — 1 definidos por:

o gl = gL in
Xpr-m (91 91) =& Ui
onde ¢ é raiz de ordem n; da unidade, e assim sucessivamente, até n que denota uma raiz

de ordem n; da unidade.

E estes sao todos os caracteres irredutiveis de G a menos de isomorfismo.

Se G é um grupo abeliano finito sabemos que G ¢ produto finito de subgrupos ciclicos
finitos entao pelo exemplo acima conhecemos todos os caracteres irredutiveis de G a menos
de isomorfismo. Ainda, pelos exemplos podemos ver que qualquer representacao irredutivel
de um grupo abeliano finito tem grau 1, pois deve ser equivalente a uma das dadas no

exemplo que por sua vez tém grau 1.

Observagao 2.7 Seja G um grupo abeliano finito. Entao se Go éo conjunto dos caracteres
irredutiveis dado no Exemplo 2.6, G é grupo com o produto X, Xn,(9) = Xn, (9)Xns(9),
para todo g € G, e além disso temos Go > G.

Por simplicidade de notacao, faremos a demonstragao apenas para o caso em que G é
ciclico.

Seja G = (g] g™ = 1) onde ¢° = 1, seguindo a notagiao do exemplo o caracter o é o

correspondente ao elemento neutro em Go. Entao para ¢’ € G temos:
Xox;(9°) = xo(9")x;(9") = €%x;(9") = x5(¢")
Logo xo € o elemento neutro de Go.
Sejam g', ¢/ € G entdo xix;(g*) = xi(9")x;(¢*) = e*e/* = W% = x;4,(¢%) portanto

XiX; € Go é o caracter irredutivel associado a g'¢?.

Existe o inverso x;x—;(¢) = x;(¢*)x—;(g") = eFe™9% = % = ,(g").
Agora considere a bijecao
f G = éo
g X

se g, ¢ € G entdo x;1,(g") = itk — ik ik

f(giﬂ) = Xi+j = XiXj = f(gi)f(gj)-

= Xi(9")x;(g"). Assim, temos que f(g'g’) =
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Observacao 2.8 Se G é um conjunto de caracteres irredutiveis nao equivalentes de G
entdao G é isomorfo a GO. Como GO ¢é grupo, temos que G tem estrutura de grupo via o
isomorfismo que existe entre eles pelo Teorema 2.4.

Agora sejam A uma &algebra sobre um corpo algebricamente fechado com caracteristica
zero, G um grupo abeliano finito e A = ®yecqA, uma G-graduagao em A. Entao o grupo

de caracteres irredutiveis G define uma agao de automorfismos em A da seguinte forma:

=> x(g)a

geG

para a = dec ag € A, onde a, € Ay, e x € G e este conjunto de acoes também serd

denotado por G e também chamado de grupo de caracteres irredutiveis.

A seguir mostraremos que de fato a acao definida é um grupo.

Seja 1 € G entao

(v o xn)(@) = x1(xa(@)) = x1 OO xn(9)ag) =D xalg)xa(ag) =

geG geG
Z Xn(9)x1(g Z xu(g xn(a).
geG geqG

Disto x1 ¢ o elemento neutro. Sejam agora Xp,, Xn, automorfismos em G:

(X1 © Xno) (@) = Xny ZXhz ZX}LQ 9)Xn (ag) ZXhl 9)Xns (9

geG geG geq
ZXhIXhQ (g)ag = ZXhIhQ (g>a9 = Xhihs (a)
geG geG

entao o conjunto é fechado com a composicao como operacao.

Por fim para qualquer y; € G temos que xp,-1 € seu inverso:

X (xn-1(a) = xn(O xu-1(9)ag) =Y xn-1(9)xn(ag) =

geG geG

Y i @xalg)a, =Y xa(9)ag = xi(a).
geG geG

O lema abaixo nos fornece uma condigao necessaria e suficiente, dependendo do grupo

é, para que um dado elemento de uma algebra G-graduada esteja na componente neutral.
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Lema 2.9 Sejam F' um corpo algebricamente fechado com caracteristica zero e A = @gecAy
uma dlgebra G-graduada onde G é abeliano finito com elemento neutrol € G, e € A e Go
grupo dos caracteres irredutiveis de G agindo em A por automorfismos. Entao e € Ay se,

e somente se, p(e) = e para todo ¢ € G.

Demonstragao: (=) See € Ay, sejap € G qualquer, entdo ® ¢ um automorfismo associado
a um elemento h € G. Pela definicdo de ¢, temos p(e) = > o xn(g9)e, = xn(1)e onde
Xn(1) = 1g se G é abeliano finito, pois neste caso todas as representagoes irredutiveis de G
tem grau 1, entao se ¢ é uma representagao irredutivel de G, ¢ : G — G L(V') homomorfismo
de grupo, onde dim(V') =1 entéo ¢(1) = Idy e x(1) = tr(Idy) = 1p.

(«<=) Suponha que ¢(e) = e para todo ¢ € G.

Temos que e € A entao e = dea ey. Para todo h € G temos um automorfismo ¢y,
associado a h em G tal que se

pn(e) = Y xa(g)eq entdo e = >~ xi(g)e,,
geG geqG

mas pela unicidade na decomposicao de e como soma de homogéneos, vem que:

€g = Xh(g>egag €qG. (1)

Sabemos que x,(1) = 1p para todo h € G, quando G é abeliano finito
Suponha por contradicao que existe 1 # gy € G tal que ey, # 0, ent@o pela relagao (1)
temos xn(g0) = 1, para qualquer h € G.

Como os caracteres irredutiveis provém de representacoes irredutiveis temos para cada

h, ¢n tal que xn(go0) = tr(én(go)) onde:
on:G — GL(V)
g — Ty V-V ,
U oy
se V = [v]. Mas entao oy, = tr(¢n(g0)) = 1p. Qualquer representacao irredutivel é isomorfa

a alguma ¢; entao, pelas consideracoes acima, todas as representacoes irredutiveis de G

devem levar gy no operador identidade, o que é um absurdo. |

Podemos ver através do Exemplo 2.6, que existem representagoes irredutiveis que nao

satisfazem a propriedade descrita no ultimo paragrafo da demonstracao acima, o exemplo
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nos fornece representacoes irredutiveis, que levam apenas o elemento neutro no operador

identidade.

2.2 A Algebra de Grupo

A algebra F'G que definiremos agora terd uma funcao especial na teoria de representacoes
pois nos ajudard a compreender a relacao entre G-acoes e G-graduagoes. O leitor poderd
encontrar mais detalhes sobre os resultados apresentados sobre a algebra F'G no livro do

Herstein [8].

Definicao 2.10 Seja G um grupo finito. Definimos a F-dlgebra do grupo G por FG =
D g - a; € F,g; € G}, onde os elementos do grupo G s@o considerados linearmente
independentes sobre F'. A adicdo é de modo natural e para a multiplicacdo usamos a
propriedade distributiva em conjunto com a operacao do grupo G. A F-dlgebra FG tem

como base os elementos de G e é chamada dlgebra de grupo de G.

Observacao 2.11 Temos que toda representacao ¢ : G — GL(V) de um grupo G em V
define uma acao linear o de G em V', da seguinte forma o : G x V' — V tal que a(g,v) =
¢g(v). Podemos entdo considerar V' como um FG-mdédulo a esquerda. Algumas vezes
diremos simplesmente que V' é um G-moédulo ao invés de F'G-mdédulo. As demais nogoes
como sub-representagoes, irredutibilidade, etc., para ¢ correspondem a nocgoes similares
para o G-médulo V. Em particular, a representacao reqular p de G é a representagao de G

em F'G definida por

p(g) : ZahhHZahghngGa Qp, € r.

heG heG
Considerando F'G como um G-mdédulo a esquerda, assumiremos que G age em F'G deste

modo. As sub-representagoes de p correspondem aos ideais a esquerda da dlgebra de grupo

FG e as subrepresentacoes irredutiveis correspondem aos ideais a esquerda minimais de
FG.

2.3 Semi-simplicidade

A seguir definiremos semi-simplicidade em anéis, com o objetivo de caracterizar a estrutura

de um anel Artiniano semi-simples.
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Defini¢ao 2.12 Um anel R é dito semi-simples se seu radical de Jacobson J(R) é nulo.

Temos uma definicao de semi-simplicidade, agora queremos uma descri¢ao da estrutura
dos anéis semi-simples, o que teremos pelo menos para o caso de semi-simples Artiniano.

Em paralelo também procuraremos entender um pouco mais a estrutura da algebra F'G.

Definicao 2.13 Diremos que um anel R é Artiniano a direita se qualquer cadeia decres-

cente de ideais a direita de R
LD2LD...D2I,D...,
é estaciondria, isto é, existe um inteiro ny tal que para todo n > ng temos I,, = I,,11.

Se uma algebra A tem dimensao finita, entao claramente A é Artiniana. Em particular,

as algebras M, (F) e UT,(F) sao Artinianas, assim como F'G quando |G| é finito.

Definigao 2.14 Diremos que um anel R é simples se R? # 0 e R nao possui ideais nao

triviais.

Teorema 2.15 Um anel Artiniano semi-simples € soma direta de um numero finito de

subanéis simples.

Demonstracao: Ver Herstein [8] Theorem 1.4.4, p. 34. 1

O resultado abaixo, garante ainda que existe uma unicidade na decomposicao.

Teorema 2.16 Se R ¢ um anel Artiniano semi-simples e R = A1 & ... ® A, onde A; sdo

simples entao os A;, i = 1,..., k percorrem todos os ideais minimais de R.

Demonstragao: Ver Herstein [8] Lemma 1.4.4, pp. 34-35. I

Recordemos que um elemento e de um anel R é idempotente se €2 = e, e tal elemento e
)

é nilpotente se existe k € N tal que e = 0.

Definicao 2.17 Um ideal I de R é dito nil se todos os seus elementos sao nilpotentes, e

diremos que I é nilpotente se existe n natural tal que I™ = 0.
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Note que I™ = 0 implica em a; ...a, = 0 para qualquer conjunto de n elementos em I,

disto nilpotente implica em nil. A reciproca também é verdade quando R é Artiniano.
Teorema 2.18 Se R é um anel Artiniano entio J(R) é um ideal nilpotente.

Demonstracao: Ver Herstein [8] Theorem 1.3.1, p. 20. I

Teorema 2.19 Seja R um anel Artiniano, entdo seu radical de Jacobson J(R) é o maior

ideal nilpotente, isto €, se I é um ideal nilpotente de R, entao I C J(R).

Demonstragao: Ver Lam [9] Theorem 4.12, p. 56. I

Teorema 2.20 Se G € um grupo finito e F' um corpo de caracteristica zero, entao a dlgebra

de grupo FG € semi-simples.

Demonstragao: Seja a € F'G. A aplicacao

T,: FG — FG

T — Za

¢ um automorfismo de F'G, para todo a € F'G. Assim a aplicacao ¢ : a — T, é um
isomorfismo de dlgebras de F'G em GL(FG).
Vamos avaliar a matriz de T,, para g € G, nos elementos da base de F'G, ou seja, em

G=A{g1,..., 90} com g; = 1. Temos Ty(g1) = 919, - .., Ty(9n) = gng. Agora note que:
(i) Se g # 1 entdo tr(7,) = 0, pois g;g = g se, e somente se, g = 1.
(i) tr(Th) = |G|

Seja J o radical de Jacobson de F'G, mostraremos que J = {0}. Suponha por con-
tradicao, que existe 0 # y = ayg1 + ... + apg, € J. Como y # 0, existe a; # 0 e entao

1

multiplicando pelo g; ' apropriado, segue de J ser ideal que yg;* € J. Disto podemos

assumir, sem perda de generalidade, que ¢ = 1 e entao y = a; + asgs + ... + g, com
(03] 7é 0.
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Pelo Teorema 2.18, J ¢ nilpotente e portanto x ¢ nilpotente, dai T}, ¢ um operador
nilpotente, o que implica que tr(7},) = 0.

Mas y = aq + aag2 + ... + angn, implica que T, = a1y + a1y, + ... + o, Ty, e entao
0 =tr(T,) = artr(Th) + astr(Ty,) + ... + antr(Ty,) = au|Gl,

uma contradi¢ao, pois a; # 0. |

Voltando ao estudo de ideais em anéis Artinianos semi-simples, o resultado que segue

nos ajudard a entender a estrutura da dlgebra F'G.

Teorema 2.21 Sejam R um anel Artiniano semi-simples e p # (0) um ideal a direita de

R. Entao p = eR para algum idempotente e € R.

Demonstragao: Ver Herstein [8] Theorem 1.4.2, p. 29. 1

O famoso Teorema de Wedderburn tem sido a pedra angular para muitos tépicos de
algebra nao comutativa e entre eles estd a teoria de representagoes. Enunciaremos aqui

uma versao deste resultado para anéis Artinianos semi-simples.

Teorema 2.22 (Wedderburn-Artin) Se R € um anel Artiniano semi-simples, entdo
R= M, (D) & ... & M, (Dy),

onde cada D;, 1 =1,...,k € um anel com divisao.

Demonstragao: Ver Herstein [8] Theorem 2.1.7, p. 50. 1

Como corolario do teorema de Wedderburn-Artin, temos:

Corolario 2.23 Seja A uma dlgebra semi-simples de dimensao finita sobre um corpo de

caracteristica zero. Entao o nimero de somandos simples de A € igual a dimensdo do centro

de A sobre F.

Demonstracao: Ver Herstein [8] Corollary 2.1.8, p. 51. I
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Observacao 2.24 Como combinacao dos resultados de semi-simplicidade dados acima
temos que se F' é um corpo algebricamente fechado com caracteristica zero e G' é um
grupo abeliano finito com ordem |G|, entdo FG = f1F @ ... @ figF, onde fi,..., fig sdo
idempotentes minimais de F'G.

De fato, como a algebra F'G é semi-simples, pelos Teoremas 2.15 e 2.16, F'G = B1®...®
By, onde B; é ideal minimal a direita simples de F'G,i=1,... k. E se B é ideal minimal
de F'G, entao B = B; para algum i. Ainda sabemos pelo Teorema 2.21, que B; = FGf;
com f; idempotente em F'G.

Por G ser abeliano a algebra F'G é comutativa, e por hipotese F' é algebricamente fechado
com caracteristica zero entao usando o teorema de Wedderburn-Artin temos que k = |G|.
Dai FG = FGfi®...® FG f|g|, entao temos |G| elementos idempotentes distintos em F'G.

Observe que F'f; é ideal minimal de F'G, donde concluimos a seguinte decomposigao:

FG=Ffi&...®FfG|.

2.4 Dualidade entre (G-agoes e G-graduacoes

Nesta secao descreveremos explicitamente a dualidade que existe entre G-acoes e GG-gra-
duacoes em uma algebra associativa A sobre um corpo algebricamente fechado com carac-
teristica zero e quando G é grupo abeliano finito. Veremos que nesta situacao uma G-acao
gera uma G-graduagao e uma G-graduacao gera uma G-acao. Usando esse fato estabele-
ceremos uma condicao, dependendo do grupo dos caracteres irredutiveis G, para que um

ideal de A = ®ye A, uma algebra G-graduada seja G-graduado.

Proposigao 2.25 Sejam A uma dlgebra associativa sobre um corpo F algebricamente fechado
com caracteristica zero e G um grupo abeliano de ordem k. Entdo uma G-agao em A induz

uma G-graduac¢ao e uma G-graduacao induz uma G-acao.

Demonstracgao: Para mostrarmos a primeira implicagdo considere G C AutA e denote a
G-agao por g(a) = a?, para a € A, g € GG. Por conveniéncia estenderemos a G-agao para
uma F'G-acao da algebra de grupo FG fazendo a®'91 Tk = qqa9 + ... + apa’, onde
ay,...,qp € F.

Seja { f1,..., fr} um conjunto ortogonal de idempotentes minimais da algebra F'G como

fora obtido na Observagao 2.24. Logo FG =Ffi & ...®& Ff,onde 1 = f; + ...+ f.

24



Assimse g € FG, g = (1 f1+ ...+ Befr, € gfi = Bif;. Disto temos

ilg): Ffi — Ff,
Lf; — () (Lfi) = 1gfi = Bifi

onde 1; é a sub-representacao irredutivel da representacao regular de F'G associada a F'f;,
portanto 3; = x;(g), onde y; é o caracter irredutivel associado a ;. De onde obtemos gf; =
Xi(g) fi. Logo, se x1,..., Xk s@o os caracteres irredutiveis de G, temos que x;(f;) = 6;;fj,
onde ¢;; ¢ o delta de Kronecker.

Agora definamos, para i =1, ..., k, os seguintes subconjuntos:

A, ={a€Aia® = xilg)a}.

Veja que a’ esta em A,, pois gf; = xi(g) fi. Nao ¢ dificil se provar que A,, é um subespago
de A gerado por todos os elementos da forma a'i, a € A. Desde que 1 = f; +...+ fi, entdo

para todo a € A podemos escrever a = a/t + ... + a/* e disto segue que

A=@a _zA,,

xe@

denotando G como o grupo dos caracteres irredutiveis de G.
Note que se a € A, b € A, entdo a’ = x;(g9)a,b’ = x;(g9)b, o que implica que
(ab)? = a%b? = xi(g9)x;(g)ab = xix;(g)ab, entao ab € A,,,. E portanto,

AGA,, CA

Xit X5 — “TXiXj "

Segue entao que A = @, A, ¢ uma é—graduagéo. Agora, pela Observagao 2.7, G = Ge
fazendo Ay, = A,, temos que A = ©yce Ay ¢ uma G-graduacao em A.
Para demonstrarmos a reciproca, suponha que A = @©gccA, ¢ uma algebra graduada

por um grupo abeliano G de ordem k. A agao definida na Observagao 2.8,

@) =3 x(9)a,,

geG

onde y € Geae Aédaformaa= Y vec g, ag € Ay Sendo G = G temos que qualquer

geG
G-graduacao gera uma G-acao dada por G. |
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Exemplo 2.26 Se G = {1, p} = Z,, o grupo ciclico de ordem 2, entdao A = Ay @ A;, onde
Ag ={a € A : p(a) = a} = A%, a subdlgebra dos elementos de A fixos pela G-agao, e
Ay ={a€A: ¢(a) =—a}l.

Por outro lado, se A é graduada por G = Z;, o grupo ciclico de ordem k, entao o
resultado acima garante a existéncia de um automorfismo em A de ordem k. A saber, a
aplicacao

k—1
Gy+ay+...+ax,_1—aq+eay+ ...+ "ag_1,

onde ag € Ag,...,ar_1 € Ax_1 e € é uma raiz primitiva k-ésima da unidade, define um

automorfismo em A de ordem k.

Para nosso trabalho é importante observarmos na demonstragao da Proposicao 2.25, que
o modo com que definimos uma G-graduagao a partir de uma G-agao, garante que podemos
voltar, isto ¢, se A e G estao nas condicoes da proposicao e A = Gy iy, a G-acao G gera

exatamente a graduacao inicial. Este fato é consequéncia do isomorfismo entre G e G.

Vamos ilustrar a afirmagao acima para o caso em que G = (g : ¢" = 1) =2 Z,,. Sabemos
que se € é uma raiz de ordem n da unidade entao y;(¢?) = &¥, i =0,...,n — 1, sdo todos
os caracteres irredutiveis de G a menos de isomorfismo, ou seja, G = {Xo0, X1, -+ - Xn—1}-

Assim se A = @ ieqA; o automorfismo

Xl(a) = Z Xl(gj)aj =ag+ea;+ ...+ 5"*1%71
gieqG
é um gerador da G-agao definida via G. A k-ésima componente homogénea da é—graduagéo

segundo a demonstragao da Proposicao 2.25 é
A, ={acA: a’ = xn(g')al.

O isomorfismo entre G e G é dado por g — X e entao G ¢ identificado com G C Aut(A)
através de a? := xi(a) conforme definido na demonstragdo da proposi¢ao. Agora note
que se a € Ay, entdo a? = xi(a) = ca = xi1(g)a e disto temos que a € A,,, ou seja,
A, € Ay,. Como o grupo ¢ ciclico segue que Ay C AX{- = A,,. Finalmente usando que
A=®@hccAy = @XjEGAXj segue que Ay = A, .

Quando o grupo G é produto de ciclicos podemos fazer consideragoes andlogas.
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Um problema que observamos no primeiro capitulo é que nem toda subalgebra de uma
algebra G-graduada herda esta propriedade. O corolario que segue estabelece uma condigao

necessaria e suficiente para que um ideal seja homogéneo.

Corolario 2.27 Um ideal I da dlgebra A = ©4eq A, € estdvel sobre G-agoes se, e somente

se, I é homogéneo na G-graduagao.

Demonstragao: Primeiro assumimos que I é homogéneo na G-graduacao, isto é, I =

Bgecl, com I, = A, N 1. Seja p € G C Aut(A). Entdo para i € I temos

p(i) = o> i) = > plig) = > xpl9)ig € 1.

geG geG geG

Suponhamos agora que ¢(I) = I para toda ¢ € G C Aut(A). Entdo via restricio ao

ideal I obtemos uma G-acao em [ e essa G-agao gera uma G-graduacao em [ onde:
I, =1,={ael:a’=x(g9)a} =1NA,,

comi=1,...,|G|. I

Como aplicagao do corolario acima temos que se A = UT,(F) entdo seu radical de
Jacobson J(A) é homogéneo. Com efeito, da Observacao 1.32, J(A) é o ideal formado
pelas matrizes estritamente triangulares. Agora, como automorfismo leva ideal maximal
em ideal maximal e o radical de Jacobson ¢é a intersec¢ao dos ideais maximais, se ¢ é um
automorfismo de A entdo ¢(J(A)) = ¢(Np;) = Np(p;) = Np; = J(A), onde p; percorre

todos os ideais maximais de A.

Observagao 2.28 Aindase W = [E\,, ..., E,_1,] é claro que W esta contido em Ann(.J).
(anulador a esquerda do radical de Jacobson J = J(A) em A.) J& sabemos que J é

homogéneo pelo Lema 1.14 e acima fornecemos outra demonstracao deste fato agora usando

o Corolario 2.27.

Encerraremos este capitulo mostrando que o ideal W = [Ey ,,, ..., E,_1,] que foi apre-

sentado no final do primeiro capitulo ¢ homogéneo, mas antes precisamos de duas afirmacoes.

Afirmacgao 2.29 Ann(J) é homogéneo.
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Demonstracao: Seja © € Ann(J). Vamos mostrar que ¢(x) € Ann(J), para todo auto-
morfismo ¢ de A. Com efeito, seja a € J = ¢(J), entdo existe b € J tal que a = ¢(b).
Logo

p(r)a = p(r)p(b) = p(xb) = (0) = 0.

Assim, segue que ¢(x) € Ann(J) e disto que Ann(.J) é homogéneo. I

Afirmagao 2.30 [E,,] é homogéneo.

Demonstracao: Temos que W & [E,,,] = Ann(J) é homogéneo. Logo ¢(E,,) = a1 Ey, +
oot an 1By 10+ anE,,. Como E? = E,, temos que ¢(E,,)* = ¢(E,,). Usando que os
E;; sao idempotentes e que E;; Ej, = Ej;, temos que (v, +aga, +. . .—i—ozn,lan—l—ai)Em =

©(E,y,), donde concluimos que ¢(Ey,) € [Ennl. I

Proposicao 2.31 O ideal W = [Ey, ..., Ey_1,] € homogéneo.

Demonstragao: Fixemos i € {1,...,n — 1}. Do que foi mostrado nas duas afirmagoes
acima temos que ¢(E;,) = a1F1, + ...+ ap 1By 14 + By, Como o(E, ) = ap(Eyy)
e o(Enn)p(Ein) = 0 temos que ac,, = 0 e disto temos @« = 0 ou o, = 0. Se a = 0
entao ¢(E, ) = 0 contrariando a injetividade de . Assim «,, = 0, donde concluimos que
(W) =W. 1
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Capitulo 3

As Graduacgoes Abelianas de UT),(F)

A descricao de todas as possiveis graduagoes de uma algebra é um importante problema
na teoria de anéis graduados e suas aplicacoes. Em particular, a descricao das graduacgoes
da dlgebra M, (F) tem um papel essencial na teoria de identidades polinomiais (ver, por
exemplo [2]).

Também ¢ interessante trabalharmos as graduagoes das algebras de matrizes triangulares
superiores UT,, (F'), que é o caso mais simples de dlgebra de matrizes triangulares em bloco
superior, e estas por sua vez sao importantes no estudo de invariantes numéricos de PI-
algebras, em particular no estudo de variedades minimais ver por exemplo [6].

Neste capitulo descreveremos todas as G-graduagoes da dlgebra UT,(F') a menos de
isomorfismo, para o caso em que G ¢ abeliano finito e o corpo F' ¢é algebricamente fechado

com caracteristica zero.

3.1 Algumas Propriedades de uma Graduacao

Nosso objetivo aqui é definir algumas propriedades de uma G-graduagao. Nesta secao os
resultados ainda nao necessitam das condigoes descritas acima, isto é, sao validos para

qualquer grupo G e corpo F.

Observacao 3.1 Sejam G um grupo e A = @yeciy uma G-graduagao em A. Em geral,
nao podemos dizer que o conjunto Supp(G) = {g € G : A, # 0} é um subgrupo de
GG, temos apenas que este é fechado para a multiplicacao de G, o que vem da relacao
A A, C Ay,
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Adicionando algumas hip6teses podemos mostrar que Supp(G) é grupo. Por exemplo,
suponha que UT,(F) = A = ®4ecA, onde cada A, tem dimensdo no méximo 1, e além
disso, temos que os elementos homogéneos nao nulos sao invertiveis e a componente neutral
é da forma A; = {\E : A € F'}, onde F é a matriz identidade, entao temos que Supp(G) é
subgrupo de G. De fato, se 0 # x € A, entdo x é invertivel e x7' =3, _yn, yn € Ap. Por
outro lado, E = zz~! = (D heaUn) = D onec TYn, com zy, € Agy. Mas E € Ay, e portanto
Agn C Ay, para todo h € G, disto segue que h =g ' ea™! € A,

Apesar de bem restritivas as condi¢oes impostas acima, destacamos esse resultado pois

sera usado no texto.

Lema 3.2 Sejam G um grupo qualquer, A = ©4cq Ay uma dlgebra G-graduada, e a,b € A;.

Entao a subdlgebra aAb é homogénea na G-graduacado.

Demonstracao: Tomemos = € aAb, entdao r = ax’b para algum 2’ € A, como A é G-

graduada =’ = >, xy, onde xy € Aj. Entao:

T = a(z )b = Z axyb,

geG geG

observe que a:zc;b € aAbe AjA;A; C A, entao aa:;b € A,. Assim conseguimos escrever
qualquer elemento de aAb como uma soma, onde cada fator azjb € A, N aAb.

Portanto aAb é homogéneo na G-graduacao. |

A seguir daremos uma condigao necessaria e suficiente para que uma graduagao em UT),
seja elementar. Lembrando que UT,, tem dimensao finita entao qualquer graduacao em

UT, é finita independente do grupo ser finito ou nao.

Proposigao 3.3 Seja A = UT,(F) = ®yecA, graduada por um grupo qualquer G com
elemento neutro 1. Entao a graduacao é elementar se, e somente se, todas as matrizes
1 <4<y <n sao homogéneas.

unitdrias E;j,

Demonstragao: Primeiro se a graduacao é elementar pela prépria definicao as matrizes
unitarias sao elementos homogéneos. Se Ey, ..., E,, sao homogéneos. Fixando ¢, E; € A,
para algum g € G, e como E? = Ej; temos que E; € Agp, isto implica que ¢g* = g, logo

= 1. Entao Eiq, ..., E,, pertencem a componente neutral A;.
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Como toda G-graduagao em UT,, é finita, temos que Supp(A) é finito. Denote g; =1 €
Supp(A), e comegando por g; defina g;11 = g;hi, i = 1,...,n—1, onde h; € Supp(A) satisfaz

a condigao Fj; ;11 € Ap,. Temos E;j = E; ;1 ... Fj_1 j e entao pela relacao A,A;, € Ay, para
todo g, h € G obtemos E;; € Ag._lg]-'
Portanto para g = (g1, .., 9s) a graduacao dada é elementar correspondente a g. |

Corolario 3.4 Seja A =UT, = ©yeaAy como na proposigao acima. Entdo a graduacao é
elementar se, e somente se, todas as matrizes unitdrias E;, 1 = 1,...,n estao na compo-

nente neutral A;.

Demonstragao: Se a graduacao é elementar temos que E; para ¢ = 1,...,n sao ho-
mogéneas e lembrando que elas sao idempotentes o resultado segue diretamente.

Agora se as matrizes Ej;, i = 1,...,n estao em A; chamando A;; = E;AE;; que pelo
Lema 3.2 é homogéneo para 1 <1i < j < n. Abrindo as contas vemos que dim(A4;;) =1 de

onde todos os seus elementos sao homogéneos e E;; € A;; e o corolario esta provado. |

3.2 Classificagao das Graduagoes Abelianas de UT,(F)

Trabalharemos agora no sentido de descrever todas as graduacoes abelianas da algebra
UT,(F). A préxima proposigao garante a existéncia de elementos bem especificos na com-
ponente neutral da graduacao Ay, e serd usada como um lema técnico para a demonstracao
do teorema principal do capitulo. As hipdteses G abeliano e I’ algebricamente fechado com
caracteristica zero sao essenciais para essa demonstragao, no entanto veremos no Capitulo
4 uma forma de contornar esse problema e assim teremos o mesmo resultado num contexto

mais geral.

Proposicao 3.5 Sejam F' algebricamente fechado com caracteristica zero e A = UT,, =
DgecAy onde G € um grupo abeliano finito. Entao existem matrizes estritamente trian-
gulares superiores Y1,...,Y, tais que ey = Fyw + Yy,...,e, = E,, + Y, sao ortogonais

idempotentes e estao em Ay, onde Ay € a componente neutral de A na G-graduacao.
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Demonstracao: Seja |G| = m. Chamaremos aqui G = {1,y om} C Aut(A) a G-agao
em A onde ¢;(ay) = xi(9)a, para a, € Ay e x1,..., Xm sd0 0s caracteres irredutiveis de G.

Faremos a demonstracao por inducao sobre n, sempre olhando para UT, com s < n
como sua projecao em UT,,.

O cason =1 é claro. Sejan > 2. O radical de Jacobson de A, J(A) é o ideal das matrizes
triangulares superiores, pela Observacao 1.32, que € estavel por todos os automorfismos de
A. Assim como estamos nas hipdteses do Corolario 2.27, temos que J(A) é homogéneo.

Seja W = [En, ..., En_1,) entdo W anula J(A) e é estdvel por automofismos de A (ver
Proposigao 2.28), entao W é homogéneo na G-graduagao.

Consideremos a projecao canoénica de A sobre A/W, 7 : A — A/W, onde A/W §é
G-graduada com a G-graduacao induzida, dai 7 é um homomorfismo G-graduado.

Observe que
AW =7(UT,-1) ® 7([Enn))

e mais: UT,,_1 N W = (0), donde segue que n(UT,_1) = UT,_;.

Nossa intencao agora é mostrar que 7(UT,,—1) é um ideal homogéneo de A/W, a fim
de usarmos a hipétese de indugao em 7(UT,,_1) e s6 depois passar para UT,,_1, j& que nao
podemos garantir que UT,,_; seja homogénea na G-graduagao de A.

Fazendo alguns calculos chega-se que Ann(C') = w(UT,,-1), onde C = 7([E,,]), dai pelo
Lema 1.14 o anulador de um ideal homogéneo é homogéneo entao 7(UT,_1) é homogéneo
em A/W se C for homogéneo.

Temos a igualdade J(w(UT,—1)®C) = J(7(UT,,—1)) conforme a Observacao 1.32, mas o
radical de A/W = n(UT,,_1)®C que é G-graduada com a graduagao induzida é homogéneo,
isto é, J(m(UT,-1)) é homogéneo na G-graduacao de A/W. O seu anulador bilateral que
é gerado por {m(E,,),m(E1,—1)} também é homogéneo por ser anulador de subdlgebra
homogeénea.

Agora seja ¢ é um automorfismo de A. Como W é homogéneo este automorfismo pode
ser visto de forma natural como um automorfismo em A/W que também sera denotado
por ¢.

Pelo fato do anulador bilateral ser homogéneo temos p(7(E,,)) = an(E,,)+ 8 (E,-1),
para o, 3 € F. Assim p(7(E,,))? = o(n(Enn)?) = ¢(7(Eyy,)). Entao

(am(Epp) + Br(Ern1))? = an(Ey,) + Br(E1 1),
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de onde concluimos que o =1 e g = 0.
Portanto C' é estavel por todo automorfismo de A/W e segue que C' é homogénea. Entao

seu anulador w(UT,,_1) também é homogéneo.

Pela hipétese de inducao existem Y7,...,Y, | pertencentes ao ideal gerado por {E;; :
1<i<j<n—1l}talquee; = En+Y/+W,... 6,1 = Ep_101+Y, |+ W sdo ortogonais
idempotentes na componente neutral da G-graduacao de m(UT,,_1) que é induzida da G-
graduacao de A.

Por UT, 1 = 7n(UT,_1) tomaremos as pré-imagens dos elementos acima €}, = Fj; +
Y{,....el,_1 = En_1,-1+Y,_; que sdo ortogonais idempotentes em UT,,_; e ainda estaveis
pelos automorfismos ¢; médulo W, pois pelo Lema 2.9 os elementos de (A/W); sao estaveis
pelos automorfismos ¢ induzidos em A/W e por isso devemos tomé-los médulo .

Fazendo e/, = E,, continuamos com um conjunto estével pelos ¢; médulo W e e%e}
eje, =0paraj=1,...,n—1.

Desde que o corpo F é algebricamente fechado e por hipdtese G = {1,y om} C
Aut(A) é finito, entao cada ¢; tem ordem finita e portanto ¢; é diagonalizével, para todo
i =1,...,m. Além disso, como supomos G abeliano, da comutatividade dos operadores
©1, .-+, Pm segue que podemos diagonaliza-los simultaneamente. Temos ainda que G (W) C
W, entao podemos ver 1, ..., @,, como operadores de W, dai existe uma base wy, ..., w,_1
de W consistindo de autovetores comuns para todos os ¢;, i = 1,...,m, tais que p(w;) =
Ajw; para todo ¢ € G.

Agora a partir dos e;» que temos, construiremos elementos idempotentes ortogonais em

/

j e observemos que

A;. Para tanto, fixemos e
/

p(e)) = e;» +ajwy + .. Ay Wh 1,

para qualquer ¢ € G onde a1y...,0,_1 € F.

E por p(w;) = \w; um célculo direto nos da que
ko 1N 1 k—1
go(ej)—ej—i— ai(L4+ XN+ ...+ A7 w;.
Desde que ¢ =1 = 1d,

ai(1+ X4+ A" =0, parai=1,...,n— 1. (1)
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Agora se 1 é outro elemento de G, (w;) = pyw; parai=1,....n—1e

P(e)) = €+ brwy + ... 4 bywp1,

entao

bi(l4+pi+...+p ) =0,i=1,...,n—1.

Como G ¢ abeliano, temos que Y = @1, para todo ¢ € G ¢ entao:

n—1

() =€) + Z(bz + pia;)w;,

=1

n—1

pY(e)) =€+ Z(ai + Aibi)w,

=1

usando novamente a igualdade ¥¢ = 1) e também que o conjunto {wy, ...,

mente independente obtemos:

bz(l—/\z) :CLZ<1—/LZ), parazzl,,n—l

Agora construiremos elementos ¢ pela seguinte regra. Se todos Ay, ...,

entes de 1 para o ¢ € @ fixado, faremos:

"o ay Ap—1
Bj —ej+1_>\iw1—|—...—|—1_—)\n_lwn_1.

Wy—_1} € linear-

(2)

An—1 sao difer-

(3)

Por outro lado, se algum )\; = 1 mas para algum Y € G tivermos que y; # 1, entdo na

b

expressao de e , substituimos o coeficient ; por 77—

No dltimo caso se p(w;) = w; para todo pE G entao colocamos o coeficiente de w; igual

a 0. Note ainda, pela expressao (1), que A\; = 1 somente se a; = 0.

Veremos agora que os e;.’ sao invariantes por ¢. No primeiro caso se todo \; # 1, entao:

n—1
b Yai(14 )wz
1

<.

i =

No segundo caso se algum \; = 1 mas u; # 1 para algum w € G, entao o coeficiente de

w; depois da acao de ¢ fica:
b; b;

L= 1—p

CLZ‘+
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pois a; = 0.

E no tltimo caso, se p(w;) = w;, para todo p € é, entao o coeficiente de w; é zero na
expressao de e e como \; = 1 implica que a; = 0, entao o coeficiente de w; na expressao
de p(ef) é zero como na expressao de €. De onde p(e) = €7 para j = 1,...,n, sendo ¢ o
elemento fixado no inicio.

Tomando ¢ um elemento qualquer de G observando a relagdo (2) teremos ainda que

vale a igualdade ¥ (e) = e/ para j =1,...,n.
Agora seja u; = €] — €, segue que € = e +u;, j = 1,...,n. Pela prépria expressao
de e temos que u; € W e combinando o que fora obtido até agora segue que €7, ..., e, sdo

idempotentes, We;’ =0paraj=1,...,n—1e Wv = 0 para todo v € W, donde vem as
relacoes:

(P = (¢ +w)* =+l j=Tn=1;

(€2 = (e, +up)® =€, +upe,.

Enﬁm deﬁnimos
6‘—€I+€IU'—€/<U'+U/)€I ) =1 n —
J J Ja AN n/=n» J rrro ’

/ /
en = €, + Une,,

que sao escolhidos de forma a satisfazer a condigao ¢ (e;) = e; para todo ¢ € Go que, de
acordo com o Lema 2.9, implica que eq,...,e, estao em A;. Por construgao, os elementos
€1, ...,y sao da forma Fy; + Y1, ..., E,, + Y, respectivamente, com Y;,...,Y, € J(A) =
UT,_1.

Agorase i,j € {1,...,n—1} entao eje; = (€ + eju; — e (u; +up)e,)(e; + eju; — ej(u; +
uy)e,,). Temos que e}, ..., e, sdo idempotemtes ortogonais, We}; =0, j = 1,...,n—1e
e W = 0.

Segue que e;e; = d;j¢; para todo i,j € {1,....,n— 1}, €2 =e¢, e
ejen = (€ + ehuy — ei(u; + uy)ey ) (e, + unpe),) =

/ / / / / r_
eiuje, — e5(uj + uy)e, + esuye;, =0,

para todo 7 =1,...,n — 1. Ou seja, encontramos os elementos ey, ..., e, ortogonais idem-

potentes em A; encerrando a demonstracao. |
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Neste momento estamos em condigoes de enunciar e demonstrar o teorema principal
deste capitulo, que garante que qualquer graduacgao abeliana na algebra das matrizes trian-
gulares superiores sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero é isomorfa

a uma graduacao elementar.

Teorema 3.6 Sejam F um corpo algebricamente fechado com caracteristica zero, G um
grupo abeliano finito e UT,(F) = A = ®4ecA, uma G-graduacdo na dlgebra das matrizes
triangulares superiores. Entao A como uma dlgebra G-graduada € isomorfa a UT, (F) com

uma G-graduacao elementar.

Demonstragao: Pela Proposicao 3.5 existem elementos idempotentes ortogonais e; =
En+Yi, ... e, = By +Y, em Ay, pelo Lema 3.2 os subespacos A;; = e;Ae; sao homogeéneos.
E ainda se i < j temos que 0 # e, E;je; € A;; entao A;; # {0}.

Afirmamos que A é soma direta dos A;;, 1 <i < j <n:

159

1<i<j<n

De fato, ¢ imediato que A;; C A e entao se mostrarmos que a intersec¢ao de um A;; com
o espaco formado pela soma dos demais é nula para quaisquer 1 < ¢ < j < n, obteremos
que a soma ¢ direta e estd contida em A. Concluiremos a igualdade usando que a soma
direta dos A;; tem a mesma dimensao de A. Para tanto, se x € A;; e  também esta na
soma dos demais Ay, entao i # k ou j # .

Se assumirmos que i # k, teremos que = = e;z’'e; e também que x = Ek,z,k;ﬁi(ekxklel)-
Como e;, e; sao idempotentes e;xe; = e;e;x'eje; = e;x'e; = v entao:

T = e;xe; = e Z (erxpe)e; =0,
kel ki

pois e;e, = 0se i # k. Logo a interseccao é nula. Caso j # [ chegaremos a uma contradi¢ao
semelhante ja que eje; = 0 se j # .

Ja vimos que cada A;; é nao nulo e como a quantidade de subespagos A;; ¢ igual a

dimensao de A, temos que A;; é unidimensional para 1 <14 < j <n. De onde temos que

A= P 4

1<i<j<n
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Note que o radical de Jacobson J(A) que é a subélgebra das matrizes estritamente
triangulares superiores é igual ao espaco gerado por {4;; : 1 < i < j < n}. E mais,
0% JA)" = ApAg ... Ay 1n

Desde que A;; é unidimensional, visto que é homogéneo teremos que A;; = Ggeq(A4ij N
A;) C Aj, para algum h € G, entao todo elemento de A;; é homogéneo. Consideremos
entao um gerador a;;+; homogéneo nao nulo tal que a;;+1 = €;a;11€i+1 de A; 41, logo
Az’,i+1 = [ai,iJrl]-

Agora considere o conjunto dos a;; abaixo:
11 = €1, .., App = €y Qjj = Qi1 ---Gj15, 1 <1<j<n,

Afirmamos que o conjunto {a;; : 1 <i <j <n} é uma base de elementos homogéneos, ja
que produto de homogéneo é homogéneo em A. Primeiramente observe que a;; # 0, 1 <
i < j <mn,etemos que Ajp... 4,1, # 0. Se aiz2...a,_1, = 0 entao para todo = €

Aa. .. Ap_q, terfamos:
T = 012012 ... 0p_100p—1n = Q12...0n_1nA12...0p_1n = 0,

contradizendo o fatode Ay5... A,_1,, # 0. Logo aia...a,—1, 7# 0 eportanto a; i1 ...a;_1; #
0sempre que 1 <7 < j < n.
Para mostrar que o conjunto ¢ linearmente independente tomemos uma combinagao

linear nula
11011 + ...+ X1pQ1n + Qo209 + ...+ Qanon + ...+ CppQpn = 0.

Pela Proposicao 3.5 temos a;; = Ej; + Y; onde Y] é estritamente triangular superior. Como
as matrizes a;;+1 sao tomadas estritamente triangulares superiores pois estao em A; ;11 =
e;Ae;i1, segue que ay;; = 0,1 =1,...,n.

Resta entao ajoai + ... + ipai, + ao3aos + ...+ opQop + ...+ 01 nQp—1, = 0.

Quando ¢ < j definimos
Qi5 = Qji41 .- - Aj—1 5 S Ai,i—‘rl .. Aj—l,j’

entao a;; = €;T;€it1 - ..€j_1%j_1€j, onde z;, ..., x; € A e fazendo v = x;e;1...¢;17,1 € A
temos a;; = e;xe; € e;Ae; = A;;. Como a soma @1<;«j<nd;j € direta, o zero de A se escreve

de forma tnica como soma de elementos em A;;, 1 <17 < j < n e enfim temos a;;a,; = 0,
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donde a;; = 0. Assim temos uma base para A formada por elementos homogénos e ainda
com multiplicagao dada por a;jay = 0p;ai.

Finalmente considere o automorfismo G-graduado de UT,, definido por

p: A — UT, =Becp(4y)

Q;; Eij

Concluimos observando que a graduacao UT,, = Byeap(A,) é elementar conforme a

Proposigao 3.3, pois as matrizes unitarias F;; sao homogéneas nesta G-graduagao. |

Podemos observar nas demonstracoes acima que a teoria de representacoes foi usada
fortemente. Muitas vezes é dificil se garantir que uma subdlgebra seja homogénea, entao
o Corolario 2.27 de representagoes vem simplificar o trabalho, mas temos o problema da
teoria de representacoes ser construida com a hipdtese do corpo base ser algebricamente
fechado com caracteristica zero.

No entanto veremos que é possivel mostrar que as graduacoes de UT,, sao sempre ele-

mentares a menos de isomorfismo, com um trabalho mais minucioso na inducao.
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Capitulo 4

Graduacoes com Grupos Finitos

Vimos no capitulo anterior, que qualquer G-graduacao na algebra das matrizes triangulares
superiores ¢ isomorfa a uma G-graduacgao elementar, assumindo que G é abeliano finito
e a algebra UT, é sobre um corpo algebricamente fechado com caracteristica zero. Agora
provaremos o mesmo resultado para o caso geral, usaremos técnicas diferentes pois o método
do Capitulo 3 estd baseado na dualidade entre G-graduacoes e G-agoes e esta depende
fortemente do grupo ser abeliano finito e do corpo base ser algebricamente fechado com
caracteristica zero.

Em todo este capitulo F' denotara um corpo qualquer.

4.1 Alguns Resultados de Algebra Linear

Sabemos que qualquer matriz em M, (F') é conjugada de sua forma canonica de Jordan,
isto é, dada X € M, (F) existe J uma matriz em blocos de Jordan, tal que X = Q~1JQ
para alguma matriz inversivel ().

Se X for idempotente entao teremos que a matriz J é diagonal. De fato X X = X o que
implica que Q1JQQ'JQ = Q'JQ de onde J também serd idempotente e uma matriz
em blocos de Jordan é idempotente somente se todos os blocos tem tamanho 1, ou seja, ela
é diagonal.

O préximo lema melhora o resultado no sentido de caracterizar essa matriz diagonal se

tomarmos a matriz idempotente triangular superior.
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Lema 4.1 Qualquer matriz idempotente em A = UT,, € conjugada de uma matriz idempo-

tente diagonal do tipo ;i + ...+ E;,, paral <43 < ... <1, < n.

Demonstragao: Seja V' um espago vetorial n-dimensional sobre F' e considere uma cadeia
de subespacos de V
Vic...CV,=V,

com dim(Vy) =k, k=1,...,ne Vy = [{v1,...,v}]. Entdo uma matriz em A pode ser

vista como uma transformagao linear de V' que satifaz a relacao T'(V}) C Vi. De fato, seja

B ={vn,...,v1} entdo se
T(Un> = 11Up + 12Up—1 + RN + a1pU1
T(Un_l) = 0 + 22Uy 1 -+ Ce -+ on U1
T(U2) = 0 + s + Op_1,n—-102 + Qp—1,n01
T(v)) = 0 + o + 0 +  Qunli

A matriz [T)z € A e satisfaz T'(V,) C V.

Seja e um elemento idempotente de A. Provar o resultado é equivalente a encontrar

uma base {vy,...,v,} de V tal que Vi = [{v1,...,v}] e e(v;) = &;v; para todo i, onde
g; € {0,1}.

A demonstragao sera feita por indugao em n. O caso n = 1 ¢ trivial.

Assuma entao por hipétese de indugao que existe vy, ..., v, base de V com e(v;) = v,
para j = 1,...,n — 1. Agora se e(v,) ¢ V,,—1 temos que {vy,...,e(v,)} é a base desejada.
Caso contrério, se e(v,,) € V,,—1, entao v), = v, —e(v,) é tal que e(v)) = 0e {vy,...,v-1,0,}
é base de V. 1

Como corolario do acima temos o seguinte resultado.

Corolario 4.2 Seja e € A um elemento idempotente. Entao a subdlgebra eAe € isomorfa

a UT,(F) onde k = tr(e).

Demonstracao: Pelo Lema 4.1 e ¢ conjugada de uma matriz do tipo Y = E; ;, +.. .+ Ei;,,
isto é existe M inversivel tal que e = M 'Y M. E ainda, e é idempotente, o que implica

que os termos diagonais de e sdo 0 ou 1. Entao tr(e) = tr(Y).
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Assim observe que YAY = UTy, (aqui UT}, é visto como sua projecao em A).
Como M ¢ invertivel, temos A = M~'AM, e construimos o requerido isomorfismo
de ede em Y AY fazendo para x € A, exe — MY MaM-'YM = M~'Y2Y M, pela

conjugacao por M em A, aplicando novamente a conjugacao no resultado chegamos em

YzxY. |
Lema 4.3 Todo conjunto {ay,...,a,} de n idempotentes ortogonais de A estd conjugado
com {Evy, ..., En}, isto €, cada a; é conjugada de uma matriz Ej;, mudando a ordem se

necessdrio, a; = Q' Ej; ara alguma matriz () inversivel dependendo de 1.
)

Demonstragao: Sejam V um espago vetorial n-dimensional e uma cadeia como no Lema
4.1 e olhemos para A como a algebra de todas as tranformacoes lineares de V' que satisfazem
a relacao T'(Vy) C V. Entado para se provar o teorema ¢ suficiente encontrar uma base
{vi,...,v,} de V tal que Vj, = [{v1,...,vc}], k =1,...,n e a;(vj) = 0;;u; onde J;; é o delta
de Kronecker.

Usaremos indugao em n. O caso n = 1 ¢ trivial.

Seja n > 2, primeiro vamos escolher uma base arbitraria 8 = {uq,...,u,} do espago
vetorial V' com Vj = [{us,...,ux}] para todo k = 1,...,n. Assim denotaremos cada a;
como a matriz de uma transformacao linear associada a base [3.

Seja [ag];; denotando a (i, j)-entrada da matriz ax, k = 1,...,n. Note que como aj = ay,
temos que [ax]; = 0 ou 1 para todo ¢ = 1,...,n. Temos n matrizes ortogonais distintas
com essa propriedade. Logo cada a; tem precisamente uma entrada nao nula na diagonal,
e essa entrada é diferente para cada k.

Reordenando as matrizes a; se necessario, podemos assumir que [a1]1; = [ag]or = ... =
[an]nn = 1 € [a;];; = 0 se i # j. Se colocarmos € = ay + ...+ a,_1 entdo e tem a entrada

(n,n) nula e
e*=(a1+...ta, 1) =al+...+a>  =a1+...+a, 1 =e.

Pelo Corolario 4.2, eAe é isomorfa a UT,,_;. Usando a hipétese de inducao em n — 1, existe
uma base {vy,...,v,_1} de V,,_1 tal que a;(v;) = d;;, para todo 1 < 4,5 < n — 1. Agora
se tomarmos v, = a,(u,) ¢ V,—1, como a, é idempotente, obtemos uma base de V' que

satisfaz a condicao desejada. |
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4.2 Classificagao das Graduacoes de UT,(F)

Nosso objetivo agora é mostrar que as G-graduagoes da dlgebra UT,, sao elementares a
menos de isomorfismo, para isso como fizemos no Capitulo 3, precisaremos garantir a ex-
istencia de n elementos ortogonais idempotentes, mas agora nao sera necessario estarem em
Ay, pois usaremos os resultados da secao anterior para construir o isomorfismo G-graduado
de outra forma. Além disso, o método usado para mostrar a existéncia de elementos desta
forma ¢é totalmente diferente do usado anteriormente.

O leitor podera observar que neste caso teremos um trabalho bem maior do que quando

usamos a teoria de representacoes.

Observagao 4.4 Se A’ é uma subélgebra da algebra das matrizes triangulares superiores
que contém a matriz identidade F, entdao A’ posssui uma subédlgebra maximal semi-simples,
no sentido de que se C' é subdlgebra semi-simples de A’ entdo C' C B, onde B denota essa
subalgebra maximal semi-simples.

Para se mostrar esse fato observe que By = [E] é simples logo é semi-simples e A" =
Bi1® A, onde A; = A'—By. Agora se A1 nao possui subalgebra semi-simples entao B = By,
caso contrario Ay = By @ Ay onde By é soma de subalgebras simples portanto B & B,
é soma direta de simples que é semi-simples. Se A, nao possui subdlgebra semi-simples
B = By & B,, caso contrario continuamos o processo, que em um determinado momento

deve parar pois A’ tem dimensao finita e assim teremos B nas condicoes desejadas.

Quando trabalhamos com anéis Artinianos, sabemos que radical nulo implica em semi-
simplicidade. Mesmo quando nao temos o radical nulo, é possivel estudarmos a estrutura
de um anel R a partir do estudo da estrutura do anel quociente R/J(R). Os anéis R e
R/J(R) possuem algumas propriedades em comum, como podemos ver na proposi¢ao que

segue.
Proposicao 4.5 Os anéis R e R/J(R) tém os mesmos mddulos simples a esquerda.

Demonstracao: Ver Lam [9] Proposition 4.8, pp. 55. 1

Agora mostraremos a existéncia de um conjunto de n ortogonais idempotentes na com-
ponente neutral de qualquer graduacao da algebra UT,,(F'). Resultado este que é essencial

na classificagao de todas as graduagoes de UT,,(F).
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Proposicao 4.6 Seja A = UT,(F) = ®yecAy a dlgebra das matrizes triangulares superi-
ores sobre um corpo arbitrdario F' graduada por um grupo com identidade 1 € G. Entao Ay

contém n elementos ortogonais idempotentes.

Demonstragao: Faremos a demonstracao por inducao em n. O caso n =1 é claro.

Seja n > 2. A matriz identidade E € Ay, entao A; é uma subdlgebra de A com unidade.
Seja B a subdlgebra maximal semi-simples de A; que existe e é nao trivial pela Observacao
44. Entao B = B; @ ... ® B,, onde B; sao subdlgebras simples j = 1,...,r. Logo
E =i, + ...+, onde i; é o elemento unidade de B;.

Tomaremos um somando simples C' qualquer de B e seja ¢ seu elemento unidade que é
idempotente por ser unidade.

Agora temos dois casos possiveis:

(1) i e E—1i sdo ortogonais idempotentes nao nulos.
(2) i=E.

No primeiro caso se ¢ # F, isto é i e E/ — i sao ortogonais idempotentes. Entao faremos
P =1iAie@ = (E—1i)A(FE — 1), desde que i, E —i € A, as subdlgebras P e ) sao
homogéneas. Usando o Corolario 4.2 P = UT,(F) e Q = UT,,_(F) com k # 0, pois caso
contrario E = ¢ pelo Lema 4.1. Usando a hipdtese de inducao em P e () existem elementos
ortogonais idempotentes ey,...,e, € PL= PN A e exyq,...,6, € Q1 =QNA;.

Pelo modo com que foram tomadas as subalgebras P, () a multiplicacao de um elemento
de P por um de @) e o contrario também é sempre o zero, pela ortogonalidade de 7 e E — 1.
Entao o conjunto ey, ..., e, é um conjunto de ortogonais idempotentes em Aj.

No segundo caso, considerando que a unidade do somando simples C' de B ¢é a propria
matriz identidade, entao como E = i; + ... + 4,, se jy ¢ a unidade de C entao i;, = £
e i; = 0 para j # jo e disto segue que B = C. Ou seja, C' é simples e contém a matriz
identidade, logo B = C = [E].

A partir daqui vamos demonstrar que dim(B) # 1 e isto vai nos dizer que o segundo
caso nao pode acontecer. Mostraremos que a afirmagao dim(B) = 1 gera um absurdo, para
isso usaremos uma outra inducao agora na ordem do grupo G.

Se |G| = 1, entao A = A;. Mas uma subdlgebra semi-simples maximal de A deve
ter dimensao n > 1, note que a algebra das matrizes diagonais tem radical zero entao é

semi-simples.
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Suponha que para qualquer H-graduacao em A, com |H| < |G| temos que dimB = 1
nao é possivel, onde B é uma subalgebra semi-simples maximal da componente neutral da
H-graduacao. Mostraremos que isto vale também para a G-graduagao tomada no inicio.

Primeiro note que nestas condig¢oes todo elemento homogéneo ¢ nilpotente ou invertivel.
De fato seja a € A, para algum g € G, nao nilpotente. Pela relacao AjA, C Ay, os
elementos a,a?,...,a™ siao homogéneos e para m suficientemente grande sao linearmente
dependentes. Entao a™ = aja+...+ap,_1a™ !, disto 0 # a™ € Agmea™ € Ag®.. . DAm—
entao Agm = Ay @ ... ® Agm—1. E portanto g deve ter ordem finita r e a” € A;.

Além disso, a” nao é nilpotente e entao nao estd no radical de Jacobson J(A;) C J(A)
que ¢ a subalgebra das matrizes estritamente triangulares superiores.

Usando a Proposicao 4.5, temos que A; e A;/J(A;) tém os mesmos médulos simples.
Se dim(B) = 1, na verdade, B é simples e mais: pela maximalidade B é o tinico médulo
simples de A;. Sabemos que A;/J(A;) é semi-simples, mas pela proposigao, B é o tnico
moédulo simples de Ay /J(Ay) dai A;/J(A1) = B = FE, e segue que para o elemento a”
obtido acima nao pertence a J(A;). Dai teremos a” — AE nilpotente para algum 0 # A € F.

Entao:
0=(a" = AE)Y = a"(a®P™ V" — (pA\)a®P 2" + .+ (=1)P"IpNPLE) + (—1)PNPE.

Disto a” ¢ invertivel e entao a também o é.

Agora se a € A, ¢ nilpotente, a deve ser estritamente triangular superior. Considere o
seu anulador a esquerda L, = {x € A : za = 0}. Pelo Lema 1.13 este é um subespagco
homogéneo. Das consideracoes acima todo elemento homogéneo em L, ¢ nilpotente ou
invertivel, mas como um elemento invertivel nao pode ser divisor de zero todos os elementos
homogéneos de L, sao nilpotentes, ou seja, sao estritamente triangulares superiores. Entao
L, consiste apenas de matrizes estritamente triangulares superiores.

Mas por outro lado, a é estritamente triangular superior e entao FE,, deve anular a
esquerda a, logo E,, € L, o que é uma contradigao.

Assim todo elemento homogéneo em A deve ser invertivel. Portanto o radical de
Jacobson J(A) nao tem elementos homogéneos a nao ser o zero. Mas em particular
J(Ay) € J(A) e J(A)) € Ay de onde J(Ay) = {0}. Dai A; é semi-simples, entao
Ay = B ={AE : A € F}. Com essa hipitese sobre A; foi provado na Observacao 3.1
que o suporte de G, Supp(G) = {g € G; A, # 0}, é um subgrupo de G que é finito pois A
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tem dimensao finita. Agora caso Supp(G) # G, usamos a hip6tese de indugao no suporte
e temos o resultado dim(B) # 1.

Assumiremos entao que Supp(G) = G. Afirmamos que neste caso dim(A,) = 1 para
qualquer g € G. De fato, suponha que x,y € A, sao linearmente independentes. Lembrando
que todo elemento homogéneo ¢ inversivel, temos que ' € A,-1 e entdo yz~' € A;A,-1 C
Ay, disto yz=! = A\F para algum A\ € F. Entao (z — A'y)z~! = 0, o que contradiz a
invertibilidade de x — A~'y € A, que é homogéneo nao nulo.

Note ainda que G nao pode ser abeliano. Com efeito, suponha que G é abeliano e
considere o ideal dos comutadores [A, A], isto é, o ideal gerado pelos elementos da forma
{ab—ba : a,b € A}. E imediato que o comutador de elementos de UT,(F) consiste de
matrizes estritamente triangulares superiores e entao [A, A] C J(A), conforme a Observagao
1.32. Além disso, [E12, Fas] = E1o e entao [A, A] é ndo nulo. Como G é abeliano temos que
[Ay, Ap] € Agn + Apg C Agp, para todo g, h € G. Ou seja, se x = dec €Y = pec Yn
entdo [z,y] = D) jeq Tolh — YnTg = D gneq Zoh, Onde zgn € [A, AJ N Agy e isto nos diz que
[A, A] é homogénea. Resumindo, [A, A] C J(A), é homogéna e nao nula, mas sabemos que
todos os homogéneos de J(A) sao nulos. Portanto [A, A] = 0, uma contradi¢ao que nos diz
que G nao pode ser abeliano.

Se GG nao é abeliano e G’ é seu subgrupo comutador, consideraremos para o grupo quo-
ciente G/G’, que ¢é abeliano, a graduacao induzida A = @,cq/erAr e para essa graduacao
a conclusao do lema é verdadeira. Ou seja, se A; é a componente neutral da G/G'-
graduacao induzida de A e B sua subélgebra semi-simples maximal, entdao ndo acontece
o caso dim(B) = 1, portanto estamos no caso (1) descrito acima onde j& vimos que a
conclusao é verdade.

Assim existem eq, ..., e, idempotentes ortogonais em
D = A1 = Snec An-

Por outro lado, G’ é gerado pelos elementos a~'b~'tab, a, b € G. Se h = a~'b~'ab,
sabemos que os elementos homogéneos sao invertiveis, entao se 0 # x € A,, 0 # y € A,
temos que z = 'y ~lzy é nao nulos em A,.

Desde que mostramos que dim(Ay,) = 1, z gera A, entdao A, = [z]. Em particular,
D como &lgebra é gerada por todos os 7'y 'zy com x,y homogéneos nao nulos. Mas

qualquer elemeno z 'y !zy é da forma E + a onde a € J(A). Como D é gerado por
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elementos deste tipo, qualquer y € D é da forma y = AF + a com a € J(A), em particular

os e;. Assim podemos escrever e; = \;E +a;, j = 1,...,n. Mas veja que \; # 0 para que
e; seja idempotente. Contudo se \; # 0 teremos exe; # 0, para todo k = {1,...,n} o que
contradiz a ortogonalidade do conjunto ey, ..., e,.

Portanto temos a conclusao do lema, pois o caso dim(B) = 1 nao acontece. 1

Por fim estamos em condig¢oes de demonstrar o teorema que caracteriza as G-graduagoes
de UT,(F), agora para o caso geral sem as hipdteses sobre F' ser algebricamente fechado

com caracteristica zero e G abeliano finito.

Teorema 4.7 Seja A = UT,(F) = ®4ecA, a dlgebra das n x n matrizes triangulares
superiores sobre um corpo F graduada por um grupo qualquer G. Entao A como dlgebra

G-graduada € isomorfa a UT,(F) com uma G-graduagdo elementar.

Demonstragao: Pela Proposicao 4.6 existem n ortogonais idempotentes eq, ..., e, em A;.
Pelo Lema 4.3, o conjunto {ey, ..., e,} estd conjugado com o conjunto { £y, . .., E,,}. Disto
os n ortogonais idempotentes sao linearmente independentes. Assim podemos completar
esse conjunto para uma base de A;.

Para cada 1 # g € Supp(G) escolha arbitrariamente uma base 3, para A,. Entao se
é a base de A; dada acima, a unido 3 = Uf,, onde g € Supp(G), é uma base de A.

Considere o automorfismo de A que leva e; em Ej;, i = 1, ..., n e os demais elementos de 3
vao arbitrariamente nos demais elementos da base canonica de UT,,(F'). Chamaremos esse
automorfismo de . Se A = p(4,) entdo A" = @yeqA; é uma G-graduacio em UT,(F)
onde as matrizes Fiy,..., E,, sdo homogéneas e estdo na componente neutral A]. Logo

pelo Coroldrio 3.4 a G-graduagao A’ = GyegA) é elementar. I
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