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Resumo

O objetivo deste trabalho é dissertar sobre possiveis procedimentos em érbitas de pon-
tos periddicos possibilitando relacionar o niimero periédico de Nielsen-Jiang completo de
uma dada auto-aplicacao de uma variedade de dimensao maior que trés com a cardinali-
dade do conjunto de pontos peridédicos de alguma auto-aplicagao homotopica a primeira.
Neste sentido, o teorema que queremos provar é:

TEOREMA DE WECKEN PARA PONTOS PERIODICOS:

Se X é uma PL-variedade de dimensao maior que 3 e n € wm niumero natural fizado,
entdo toda f: X — X € homotdpica a uma g : X — X tal que #FIX(g") = NF,(f).

Grande parte do que foi estudado possui demonstracoes muito técnicas e por isso
esse trabalho exige um pouco de habilidade e intimidade com alguns resultados classicos
da topologia algébrica, da teoria de homotopia e da teoria de pontos fixos, tais como
aproximagoes de fungoes e a constru¢ao de Hopf. Contudo, nao é necessario um vasto
conhecimento tedrico. O queremos dizer é que usamos quase sempre as mesmas idéias de
varias formas diferentes.



Abstract

The objective of this work is to present some procedures for orbits of periodic points
class to relate the full Nielsen-Jiang periodic point of a self map of a manifold of dimension
greater than three with the cardinality of the set of periodic points of some map homotopic
the first application. In this way, the theorem which we want to proof is:

Wecken’s Theorem for periodic points:

For any self map f : X — X of a PL-manifold of dimension greater than tree and a
natural number n there exists a map g : X — X homotopic to [ such that #F1X(g") =
NFE.(f).

Great part of results studied has much technical proofs, and so this work requires skill
with some classical results of algebraic topology, homotopy theory and theory of fixed
points, such as approximations of functions and Hopf-construction . However, there is
not needed broad theoretical knowledge. What we mean is that we almost always use
same ideas in different ways.
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Capitulo 1

Introducao

Sabemos que o numero de Nielsen é um invariante homotopico que limita inferiormente a
cardinalidade do conjunto dos pontos fixos de uma funcao qualquer, isto é, dada uma auto-
aplicacao f : X — X temos que #FIX(f) > N(f), onde FIX(f) ={z € X; f(x) =z}
e #A é a cardinalidades de qualquer que seja o conjunto A.

De fato, foi provado que, sobre certas condigoes, o nimero de Nielsen é o melhor
invariante homotopico com essa propriedade, no sentido de que, sobre certas condigoes,
qualquer aplicacao f é homotopica a uma aplicacao g que realiza a seguinte igualdade
#FIX(g) = N(f).

Essa questao foi levantada por Jakob Nielsen nos anos de 1920 para auto-aplicagoes
de superficies. Nos anos de 1930, quando a nocao de indice de pontos fixos apareceu o
problema foi automaticamente estendido para a classe dos poliedros compactos. Obser-
vamos que foge do escopo deste trabalho a apresentacao da teoria de indice e por isso
sugerimos a leitura dos primeiros capitulos de [JM].

Em 1942 Franz Wecken provou que o numero de Nielsen pode ser realizado para
qualquer auto-aplicacao entre variedades compactas de dimensao diferente de 2 (isto é,
diferente das superficies).

Em 1966 Shi estendeu o resultado de Wecken para toda a classe dos poliedros. Lem-
brando que um ponto x em um espaco topolégico X é um ponto de separacao local se
existe uma vizinhanca aberta e conexa U de z em X tal que U\{z} nao é conexo. Em
1979 Boju Jiang estendeu o resultado de Wecken para a classe dos poliedros finitos com
duas propriedades:

1. Nao existe ponto de separagao local
2. O poliedro nao é uma superficie com caracteristica de Euler negativa.

Nos anos de 1980, observou-se que o teorema que Wecken havia provado nao era
verdadeiro para as superficies com caracteristica de Euler negativa. O primeiro contra-
exemplo foi dado por Fadell e Husseini (1982) para o caso ndo compacto e Jiang (1984 /85)
exibiu contra-exemplos do caso compacto. Seguiram-se outros contra-exemplos até que

10



CAPITULO 1. INTRODUCAO 11

em 1987 Mikel Kelly provou que essa diferenca poderia ser arbitrariamente grande. Em
2000 foi provado por Gongalves e Ferrario que a igualdade nao acontece quando assumimos
que f é um mergulho local.

Apesar disso podemos dizer que o problema de realizagao do niimero de Nielsen estava
quase resolvido para os poliedros, contudo muito pouco foi feito para estender o teorema
para além dos poliedros.

TEOREMA DE WECKEN PARA POLIEDROS:

Seja X um poliedro convexo compacto sem pontos de separacao local diferente de uma
2-variedade. Entao cada auto-aplicagcao de f : X — X € homotopica a uma aplicacao
g: X — X tal que #FI1X(g) = N(f).

Benjamin Halpern comecou a estender o teorema de Wecken para pontos periddicos
em 1983 com a seguinte conjectura:

Para qualquer auto-aplicagao f : X — X, onde X ¢é uma variedade fechada com
dimensao maior ou igual a 5, existe g : X — X wuma auto-aplicacao homotopica a f tal
que #FIX(g") = NF,(f).

Lembramos que dado um ntimero natural n, diremos que um ponto x € X é n-
periédico por uma auto-aplicagao f se f"(x) = z, isto é, ¥ € FIX(f*). Veremos a
definigdo de NF,(f) no capitulo 3. Esta conjectura ficou sem prova até 1995, quando
Cheng Ye You provou o resultado para o toro. Contudo, ele utilizou uma técnica que nao
foi possivel adaptar para o caso geral.

Em 2003, Jerzy Jezierski provou o resultado para as PL-variedades de dimensao maior
ou igual a 4. Jerzy Jezierski também solucionou o problema para as PL-variedades de
dimensao 3. Lembrando que uma PL-estrutura linear é um atlas onde podemos passar de
uma carta para outra através de aplicacoes lineares por partes, assim uma PL-variedade
é uma variedade topologica munida de uma PL-estrutura linear. Com isso temos:

TEOREMA DE WECKEN PARA PONTOS PERIODICOS:

Se X € uma PL-variedade de dimensao maior ou igual a 3, entao cada auto-aplicacao
f: X — X € homotopica a uma auto-aplica¢io g : X — X tal que #F1X(g") = NFE,(f).

A prova desse resultado se baseia no Procedimento de Cancelamento de Pontos Peri-
6dicos, provado em 2001 também por Jerzy Jezierski.

Neste Trabalho iremos mostrar nossos estudos sobre o Procedimento de Cancelamento
de Pontos Periddicos e sobre o resultado provado em 2003 por Jerzy Jezierski anterior-
mente citado.



Capitulo 2

Preliminares

Definicao 2.1 Um complexo simplicial K é uma colecao finita de conjuntos finitos
tais que se s € K et C s entaot € K. Se s é um elemento de K e s possui (p+1) pontos,
entao s € chamado de p-simplexo de K. Os 0-simplexos de K também sao chamados de
vértices de K. Dado um natural n > 0 a cole¢cao de todos os p-simplexos de um complexo
simplicial K com p < n € chamado de n-esqueleto de K e serd denotado por K™. Um
complexo simplicial K ¢ dito n-dimensional se n for o menor natural que satisfaz a
wqualdade K = K™.

Consideremos K um complexo simplicial e 0 = {vp, ..., v,} € K, onde cada {v;} € K
¢ um vértice de K, para ¢t = 0,...,p. Se os elementos v; € ¢ nao forem todos distintos
entao diremos que o é degenerado.

Um p-simplexo orientado de um complexo simplicial K ¢ uma cole¢ao {vo, ..., v,}
nao degenerada munida de uma classe de equivaléncia sobre a ordenacao do conjunto
{vo,...,v,}, onde duas ordenacoes sao equivalentes quando pudermos escrever uma
ordenagao como produto de um ntimero par de transposi¢oes da outra ordenagao, isto é,
quando uma ordenagao for gerada por uma permutacao par da outra ordenacao.

Um p-simplexo orientado serd denotado por (vo, ..., v,), de forma que vy < --- < v,
na ordenacao pertencente a classe de equivaléncia.

Definigao 2.2 Denotaremos por Cp(K) o grupo gerado por:

1. todas as colegoes degeneradas {vy, ..., v} = (vo, ..., Up).
2. todos os p-simplizos orientados (vo, . . ., vp)

que estao sujeitos as relagoes:
o (vg,...,vy) =0 se{vy,...,v,} for degenerado.

o (vo, ..., vp) +(vg, ..., v,) =0 se{vy,...,vp} = {vg,...,v,} como p-simplexos e seus

elementos diferem por uma permutagao impar.

12



CAPITULO 2. PRELIMINARES 13

Assim Cp(K) é o R-mddulo livre gerado pelos p-simplezos de K. Se p < 0 definimos
Cp(K) =0.

Um R-homomorfismo 3, entre Cp(K) e C(p — 1)(K) ¢ dado da seguinte forma: para
cada gerador (vy, . ..,v,) de Cp(K)

p

Op((vo, -, 0p)) = D> (=1 (o, .. vim1, Vig, - -, )

=0

e estende-se esta aplicagao por linearidade.
Denotaremos C(K) = {Cp(K) }pen, a colegao

{C(K)v 8} = {Cp<K)> a;D}pGN
serd chamada de complexo de cadeias.

Definicao 2.3 Seja K um complexo simplicial, criaremos um novo complexo simplicial
Ky cujo o nome serd subdivisao baricéntrica de K.

Os vértices de K, estao bijetivamente correspondidos com os elementos de K, por isso
denotamos os vértices de Ky por v(s) onde s € K. Os simplexos de Ky sdo todos os
conjuntos {v(sg),...,v(sp)} tais que para todo 1,5 =0,...,p, s; C s; ous; C s;.

K1 € um complexo simplicial, consequentemente possui subdivisao baricéntrica, de-
notaremos (K1) por Ks. De uma forma geral, (K,_1); = K, é a r-ésima subdivisao
baricéntrica de K.

Podemos generalizar um pouco mais essa construcao. Consideremos um complexo
simplicial K e um sub-complexo simplicial L de K, construiremos um novo complexo
simplicial K que chamaremos de subdivisao baricéntrica de KX médulo L.

Os vértices de K, serao os vértices de L mais os elementos v(s) onde s € K\L. Os
p-simplexos de K, consistem de todos os conjuntos {vo, ..., v, v(Sg+1),-..,v(sp)}, para
p > 0, onde {vp, ...,v,} é um simplexo de L contido no simplexo s,11 € K\L e s; C s;41
parat=q+1,...,p — 1. Diremos que s € K estd na decomposicao de t € K quando
v(s) for um vértice de t.

Como K é um complexo simplicial, existe sua subdivisao baricéntrica moédulo um
sub-complexo L' dada por (K.)p = K. Se K’ é um complexo simplicial obtido de
um complexo simplicial K por meio de uma sucessao de subdivisoes baricéntricas modulo
sub-complexos, entao diremos que K’ é um refinamento de K.

Seja K um complexo simplicial com vértices vy, . .., v, . Denotemos por | K| o conjunto
de todos os simbolos Z?:l r;v; onde r; € R satisfazendo:

1.r7,>20,1=1,...,n.

2. Z?:l r; = 1.
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3. {v;;r; # 0} € um simplexo de K.

Uma métrica d para |K| é definida por:

n

d(Z Vi, ZT;M) = (Z(rl — r;)Q)%,

=1

O espago |K| com a topologia induzida por d é um espago métrico compacto que
nomearemos realizagdo geomeétrica de K. Se s = {vy,...,v,} estd em K entdo:

[s| = > rivi;ri # 0}
=1

é dita realizagao geométrica de s. Observemos que a realizagao geométrica de um
simplexo ¢ aberto, pois r; # 0 parai =1,...,n. O ponto Y ", %Ui ¢ chamado baricentro

da realizacao geométrica de s.

|K|/—\|KL|

Figura 2.1: Realizacao geométrica de K7, .

Existe uma forma 6bvia de definir um homeomorfismo T}, : |Kp| — |K|: Para cada
vértice v de L, consequentemente de K, defina Tr(v) = v e para um vétice v(s) de K,
tal que s = {vy,...,v,} € K\L definimos

L |

Ti(lv(s)]) = 210

Dai estenda T, por linearidade.

Por conseguinte existe um homeomorfismo 7' : |K’| — |K|, onde K’ é um refina-
mento do complexo simplicial K, dado pela composi¢cao de homeomorfismos da forma T7,.
(Atentemos que a composigao de homeomorfismos é ainda um homeomorfismo).

No caso 7y : | K| — |K| 0o homeomorfismo usual de uma subdivisao baricéntrica K de
um complexo K, diremos que um p-simplexo s de K7 é um p-skeletal se 7(|s|) C |K?|,
onde |KP| é a realizacdo geométrica do p-esqueleto de K. Diremos ainda que s é um
simplexo maximal de K se nao existir um simplexo ¢t em K tal que s C t.

Observemos que 71(|s|) C |KP| é equivalente a dizer que s € K?, porqué da definigao

de 71 temos que:
"1
T1S|) = (Y
(o) =32
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para s = {vp,...,v,} € que se s ¢ um simplexo maximal de um complexo simplicial K
entao pela defini¢ao de realizagao geométrica de s teremos que |s| serd aberto em |K].

Definicao 2.4 Um espago topologico X é um poliedro se existir um complexo simplicial
K tal que sua realizagdo geométrica |K| € homeomorfa a X.

Uma triangularizagao de um poliedro X ¢ um par T = (K,7), onde K é um
complexo simplicial e T : | K| — X é um homeomorfismo. Dessa forma X terd dimensao
n (ou serd n-dimensional) se para toda triangularizac¢io (K, 7) de X tivermos que K é
um complexo simplicial n-dimensional. Um poliedro X munido de uma triangularizacao
especifica T é chamado espago triangularizado.

Com efeito, consideremos T" = (K, 7) uma triangularizacdo de um poliedro X, a
subdivisao baricéntrica K7 do complexo K e 7 : |K;| — |K| o homeomorfismo usual.
Dai, definimos uma nova triangularizacao 77 = (K;,7 o 7) do poliedro X. De mesma
forma podemos definir 7,, = (K, 7, 0--- o 1), onde K,, é uma subdivisdo baricéntrica de
K, e definimos 7, : |K,| — | K| por:

1Ko 3 | K] ™S B K| D K

Lembremos que dado um subconjunto A de um espago métrico (X, d), dizemos que o
diametro de A é dado por:

diam(A) = sup{d(z, y);z,y € A}

Usamos isso em uma triangularizacdo T = (K, 7) de um poliedro X para definir a
malha de T por:
sup{diam(7(|s|)); s € K}

Definicao 2.5 Consideremos K e L dois complexos simpliciais, uma func¢io f : K — L
¢ chamada fungao simplicial se

f{wo, - oph) = {f(vo), -+, flup)}

para qualquer simplezo {vo,...,v,} de K.

Por sinal, dados complexos simpliciais K e L e uma funcao simplicial f : K — L,

existe uma aplicacao:
fl 1K = | L]
Doica v Do mif (v)

Sejam (X, T) = (X, (K,7)) e (X', T") = (X', (K’,7')) dois espagos triangularizados e
uma funcao simplicial f : K — K’, entao uma aplicacao I’ : X — X’ que faz o diagrama
abaixo comutar

X —= X

| K| — K|
1
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¢ dada por F = 7/ o|f| o 77!, Neste caso a aplicagao F' : X — X’ serd chamada de

aplicagao simplicial entre os espacos triangularizados.

Dados dois espagos triangularizados (X, T) e (X', 7"),onde T' = (K, 1) e T' = (K', 7'),
e uma aplicagdo f : X — X', uma aplicagdo simplicial h : (X,T) — (X', T') é uma
aproximacao simplicial de [ se para cada x € X o conjunto {f(z),h(z)} estiver
contido em 7/(]s'|), para algum simplexo s’ de K.

Teorema 2.6 (Teorema da aproximacao simplicial) Consideremos espagos triangu-
larizados (X, T) e (X', T") e f : X — X' uma aplicagcdo. Entao existe uma aproximagao
simplicial h : (X, T,) — (X', T") de f, para algum nimero natural r.

Lema 2.7 Sejam K um complexo simplicial e s',s? p-skeletal de K, tais que s' # s2.

Entao nao existe um simplexo de K| que contém s e s2.

PROVA: Tomemos um simplexo ¢t = {v(sg),...,v(s,)} € K; (este simplexo é no
méximo um ¢-simplexo). Suponha que ¢ estd ordenado de forma que s; C s;41 para
i=0,...,qg— 1. Por conseguinte, se s; € K?, j < ¢, entao 7(|v(s;)|) € |K?| e portanto
7([t) N |K?) = 0 ou 7(|t]) N |K?| = 7(|']) para algum ¢’ C t, onde t' € KI* com m < p.

O primeiro caso acontece se existir s;, ¢ = 1,...,¢q, na decomposicao de t tal que
s; ¢ KP. O segundo caso acontece se para todo s;, @ = 1,...,q, da decomposigao de t
tivermos que s; € KP.

Se existisse um m-simplexo t € K tal que s',s? C ¢, terfamos que

[st U ls?| € m(lt']).

Por hipétese s e s% sao ambos p-simplexos de K, e assim m > p e pela construcao

acima m < p. Portanto m = p e assim s' = s? o que contradiz a hipotese.
|

Para os proximos resultados precisaremos da seguinte notagao: Seja K um complexo
simplicial e v um vértice de K, entao definimos a estrela de v por:

st(v) = {a € |K|; existe s € K tal que |[v],a € |s|}.

Para cada x € | K|, denotaremos por s(z) o tnico simplexo de K tal que = € |s(x)|.
De fato, s(x) é tnico pelo fato da realiza¢do geométrica de um simplexo ser um aberto.
Seja A um subconjunto de |K| e € > 0, definimos:

U(Aje) ={x € |K|;d(z,A) < e}
f :|K| — |K| é uma aplicagao proxima de A se para todo = € A tivermos f(z) € v(z)

onde v(x) = ¢ tl.
(z) Ums(eggﬂl \
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Definicao 2.8 Um subconjunto A de um espag¢o X € chamado de vizinhanga retratil
de X se existe um subconjunto aberto U de X que contém A e uma retracaor : U — A tal
quer|a =ida. Um espago métrico X € um espago compacto ANR. (absolute neiborhood
retract) se para cada subespago A de um espago métrico separdvel Y, A homeomorfo a
X, tivermos que A é uma vizinhaca retrdtil de Y. Um espago métrico X ¢ um ENR
(Euclidian neiborhood retract) se X for um retrato de um subconjunto aberto de um espago
euclidiano.

Lema 2.9 Seja L um sub-complexo simplicial do complezo K. Entao vy, v1,..., v4 $40
vértices de um simplexo de L se, e somente se,

q

() st(w)) N1L| 0.

i=0
Teorema 2.10 Seja U uma cobertura aberta de um poliedro compacto X. Entao X possui

triangularizagao mais fina que U.

Lema 2.11 Uma aplicagao g que leva os vértices de um complexo simplicial K, nos
vértices de um complexo simplicial Ky € uma aprozimagao simplicial de f : |K;| — | K,
se, e somente se, para cada vértice v € Ky tivermos f(st(v)) C st(g(v)).

Teorema 2.12 A aplicacao f : |Ky| — |Ks| admite aproximagao simplicial g : K — Ko
se, e somente se, Ky € mais fino que a cobertura aberta

U= {f"(st(v));v é um vértice de K}.

PROVA: Segue do teorema 2.11 que f admita aproximacgao simplicial se, e somente
se, para cada vértice v € K existir um vértice v’ € K, tal que f(st(v)) C st(v') e assim

st(v) C fH(st(v")).
|

Corolario 2.13 Seja K’ um refinamento de K. Uma aplicagdo [ que leva os vértices de
K’ nos vértices de K é uma aproximagao de id : |K'| — | K|, a identidade, se, e somente
se, v € st(f(v")) para todo v' € K.

PROVA: Devido ao teorema 2.12 temos que f é uma aproximacao da identidade id
se, e somente se, K’ for mais fino que a cobertura aberta

U = {st(v);v é um vértice de K }.
|

Teorema 2.14 Consideremos (K, L1) um par simplicial finito e f : (K1, L) — (Ka, Ls)
uma aplicagao. Entao existe um inteiro N tal que se n > N entao existe aprorimacao
simplicial (sd™(K7),sd™(L1)) — (Ks, L) de f .
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Lema 2.15 Sejam (X,d) um espago espa¢o métrico compacto, um subconjunto fechado
Ade X e f: X — X uma aplicagio sem pontos fixos em A. Entao existe € > 0 tal que
se d(z, A) < e entao d(z, f(z)) > e.

Prova: Salientamos que a aplicacao d o (f X id) é continua, porqué é a composta de
aplicagoes continuas (dada por d o (f x id)(x) = d(f(x),id(x))).

Como A é compacto (fechado dentro de um compacto) temos que d o (f x id)(A) é
limitado e assim existe n > 0 tal que d o (f x id)(A) C (0,n). Porque X é compacto,
f é uniformemente continua e portanto existe ¢’ > 0 tal que para cada x, ' de X que
satisfazem d(z,2") < &’ temos d(f(x), f(2')) < 3

Consideremos ¢ < min{e’, 7}. Por A ser fechado, temos que para todo x € X existe
a, € A tal que d(z,a,) = d(x, A). Suponhamos que x € X tal que d(z, A) < € entéo:

n < d(f(az),a.)
< d(f(az), f(x)) +d(f(z), ) +d(,a,)
< g+d(f(x),x)+s

Segue que ¢ <7 — 1 —e < d(f(v), ).
[

Lema 2.16 Consideremos um ponto v € |K| contido na realizagio geométrica de um
simplexo maximal de K, uma aplicagao f : |K| — |K| e um nimero real n > 0 tal que:

L U({z},n) C |s(z)].

2. FIX(f)noU({x},n) =0.

3. f é uma aplicagao proxima de U({x},n).
Entao existe uma aplicagao f': |K| — |K| tal que:

1. f" é homotdpica a f em U({z},n).

2. FIX(f)nU({z},n) = {z}.

3. [ estd em U({z},n).

Lema 2.17 Sejam um espago métrico compacto (M,d), f: M — M uma auto-aplica¢io
e um nuimero natural v fizado. Entao dado e > 0 existe 6 > 0 tal que se d(f,g) < d entdo

d(fr,g") < e.
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Prova: A prova é por indugao. Para r = 1 é suficiente que 6 = €. Como hipotese de
inducao, assumimos que o resultado é valido para um natural r.

Como M é compacto temos que f é uniformemente continua. Segue que, dado € > 0
existe 6, > 0 tal que se d(z,y) < d1 entdo d(f(z), f(y)) < 5. Pela hipétese de indugao
existe dy > 0 tal que se d(f,g) < d2 entao d(f",g") < 6.

Definimos 0 = min{dy, §}, desse modo se d(f,g) < 0 entao para cada z € M temos
que:

S

A (@), ¢ (2)) < d(f o f'(@). fog @) +dfog'(2).g00"(x)) <e.

n|m
n|m

Portanto d(f™**, ¢"™) = sup,cp {d(f(x), 9" (x))} < €, pois M & compacto.

Lema 2.18 Sejam f : X — X uma funcao e Z C X um subconjunto disjunto de
f(2),..., [(Z) entao Z, [~ Z),..., f"(Z) sao mutuamente disjuntos.

PROVA: Suponhamos que exista z € f~(Z) N f77(Z) onde (0 <i < j <r). Segue
que fi(z), fI(z) € Z entao

Z> f(z) = fj‘i(fi@) € f7(Z)

dessa forma f/~"(Z) N Z # 0 o que contradiz a hipotese.

Lema 2.19 Consideremos f : X — X uma auto-aplicagao com as sequintes propriedades:
1. FIX(f*) é no mdximo enumerdvel para todo k € N.
2. f7*({z}) € no mdximo enumerdvel para todo x € X.

Entao {x € X;3i # j € N com fi(x) = fi(z)} é no mdzimo enumerdvel.

PROVA: Denotaremos Xy = Uy, Ui, fF(FIX(f') que é um conjunto é enu-
merével. Provaremos que para cada z ¢ Xg e 0 < i < j temos que fi(x) # fI(z). De
fato, suponhamos que exista 0 < i < j tal que f(x) = f/(x) entdo

fi(@) = ) = 7 (f'(2)

por conseguinte f(x) € FIX(f~%). Consequentemente, x € f~(FIX(f'~")) C Xy o que
é um absurdo.
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f|U1

&
A oS

Figura 2.2: f transversal em z.

Definicao 2.20 Diremos que f : M — M é transversal no ponto w de M se, e
somente se, para qualquer v € f~*({w}) existir uma vizinhanga U de x em M tal que f|y
¢ um homeomorfismo.

Teorema 2.21 Consideremos n um natural fizado, uma auto-aplicacao f : M — M em
uma variedade compacta e w € int(M) tal que os pontos w, f(w),..., [?F(w) sejam dis-
tintos e estejam no int(M). Entdo existe uma e-homotopia constante em uma vizinhanga
de FIX(f*) tal que f, f%,..., f*=! sio transversais a w para k < n.

PROVA: Primeiramente tornaremos f transversal a w. Os pontos w, f(w),...,

fE1(w) nao estdo nas imagens inversas f~*({w}),..., f ¥ ({w}), pois assim terfamos
fY(w) € f~7({w}) por conseguinte f"(w) = w.
Os conjuntos {w}, f~({w}),..., f*({w}) sdo mutuamente disjuntos, uma vez que

sey € f({w}) N f7({w}) com 0 <i < j<k—1entao
w=f1y) =7 () = 7 (w).

Por conseguinte, quando deformarmos f proximo de uma vizinhanga de f~'({w}),. ..,
f*1({w}) ndo alteraremos os valores de w, f'(w),..., fF1(w). Como f~1({w}) é
disjunto de FIX(f*) podemos deformar f suficientemente pouco e mante-la constante
em uma vizinhanca de FIX(f*) para que f fique transversal a w.

Por inducdo, as interacoes f,...,f'"! sao transversais a w para [ < k, entdo os
conjuntos {w}, f~{w}),..., 7 ({w}) sdo finitos. J4 foi observado que o conjunto
f~'({w}) é disjunto das outras imagens inversas, portanto, por uma homotopia suficien-
temente pequena que altera apenas uma vizinhanca de f~!({w}), podemos fazer f trans-
versal a f~"1({w}). A aplicagdo resultante ndo modifica nada proximo de f~*({w}),...,
" ({w}) e f! torna se transversal a w.

Podemos estender esse resultado para uma vizinhanga suficientemente pequena de w.
Para cada y € f~(w) denotemos U, uma vizinhanga aberta de y que é levada homeo-
morficamente por f¢ em uma vizinhanca de w € M de forma que f* seja transversal a
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w. Essas vizinhancas podem ser tomados tao pequenas que seus fechos sao mutuamente
disjuntos. Dessa forma w nao esta no conjunto fechado

a=Uron U w

yef~"({w})

e por isso existe uma vizinhanga conexa Wy de w tal que Wy N A = 0.

Os conjuntos {w}, f~ ({w}),..., f~ k“({w}) sao mutuamente disjuntos, assim se W)
for suficientemente pequeno entdao Wy, f~+(Wh),..., f* 1 (Wp) sdo mutuamente disjun-
tos.

Como Wgﬂi: 0 temos que f~H(W,) C Uy
conexa de f~* (W) deve estar contida em um subconjunto U, que é levado homeomorfi-
camente em uma vizinhanca de w.

Consequentemente, W, é uma vizinhanca de w tal que os conjuntos Wy, f~1(Wp),. .
f~*=D(W,) sdo mutuamente disjuntos e cada componente conexa de f~*(Wp) é le Vada
homeomorficamente em W, por f%.

({w}) Uy, dessa modo cada componente



Capitulo 3

O Numero Periédico de Nielsen-Jiang
Completo

3.1 Aplicacao nas classes de Reidemeister

Seja X um espaco compacto ENR e seja f : X — X uma auto-aplicacao. Para qualquer
n € N fixado consideremos f™ = fo fo---o f (n vezes). Note que FIX(f) C FIX(f"),
pois para qualquer z € FIX(f) temos que f(x) = x, consequentemente f"(z) = x.
Portanto x € FIX(f").

Podemos generalizar um pouco mais o comentério anterior, e dizer que dado um divisor
k den FIX(f*) C FIX(f"), pois para qualquer x € FIX(f*) temos que f*(x) = z,
como k divide n podemos dizer que existe um natural d tal que dk = n e assim:

frz) = ff2) = (f)2) = fFo- o fia) ==

—

d—vezes

com isso x € FIX(f").

Definigao 3.1 Dado um mimero natural k, diremos os pontos xg,x; € FIX(f*) estio
Nielsen relacionados se existir um caminho w de xy a 1 homotdpico ao caminho f*ow.

A relagao de Nielsen da defini¢ao anterior é uma relacao de equivaléncia. De fato:

1. Reflexiva: dado x € X usamos w o caminho constante, e como X é ENR existe um
caminho de = a f(z).

2. Simétrica: dados zg, x1 € X Nielsen relacionados. Segue que existe um caminho w
de zy a z; homotépico ao caminho f* o w por uma homotopia H : I x I — X tal
que H(0,t) = w(t) e H(1,t) = f*ow(t).

Dai, defina um caminho u(t) = w(1 —t) de x; a 27 e uma homotopia G(z,t) =
H(x,1—1) entre os caminhos u e f¥ou. Portanto zy, xq estao Nielsen relacionados.

22
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3. Transitiva: dados xg, xr1 € X Nielsen relacionados e x1, x5 € X Nielsen relacionados.
Segue que existe um caminho wy de xg a x; homotépico ao caminho f* owy por uma
homotopia Hy : I x I — X tal que Hy(0,t) = w(t) e Ho(1,t) = f¥ o wy(t) e existe
um caminho w; de z; a x5 homotépico ao caminho f* o w; por uma homotopia
Hy: I x1I— X tal que Hi(0,t) = w(t) e Hi(1,t) = f¥ow(t).

Dai, defina um caminho:
u(t)

de xy a x5 e uma homotopia:

Ho(x,2-t) (z,t) € I x [0, 3].
Glat) = {Hl(x,2-t—1) (x,t)eli[%,l].

entre os caminhos u e f* o u. Portanto g, z, estdo Nielsen relacionados.

Dessa forma podemos dividir FIX(f*) em classes de equivaléncia. Continuando a
construcao anterior a ultima definicao, quando k for um divisor de n, como o espago é
ENR, temos que w serd homotdpico ao caminho f" o w. Com isso podemos considerar
uma aplicacao entre as seguintes classes de Nielsen:

¥ N(f*) = N(™)

que leva uma classe A € N(f*) na classe A € N(f"), tal que A C A.

X

Figura 3.1: Orbita do ponto x por f.

Dessa forma 4 pode nao ser uma inclusao. Observamos que essa aplicagao estd bem
definida, pois nossa relagao de Nielsen nao "quebra" classes de Nielsen, no sentido de nao
relacionar parte dos elementos de uma classe A de N(f*) com uma classe N(f") e outra

parte de A com outra classe distinta de N(f").
Seja p : X — X um recobrimento universal fixado de X. A partir deste recobrimento

vamos estender 7 para as classes de Reidemeister da seguinte forma:
. k= k
Primeiramente observamos que, dados levantamentos f; e fo de f*, se:

p(FIX(f1)) = p(FIX(f3)) # 0
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entdo existe « € Ox = {a : )~(~—> X:poa = p} tal que aOff = ffoa. De fato,
por hipotese existem 7, € FIX(fF) e &y € FIX(f¥) tais que p(Z;) = p(Z2). Tomando
a € Ox tal que a(Z1) = Ty temos que:

froa(@) = fyoald)
o
= [fy(22)
=
= i)
= o fl(3).
Como os le\Qantameniios fgk oaeqo fl’“ sao iguais em 77 temos que eles sao iguais. Por
outro lado, se ff = ao f§o(a)™! para a € Ox entao:

p(FIX(ff)) = p(FIX(f3)).

[sso sugere uma agao de Oy sobre li ft(f*) (o conjunto dos levantamentos de f*) dada

por: ) )
axffF=ao ffo(a)™

O conjunto quociente desta acio R(f¥) sera por chamado de classes de Reidemeister.

Tomemos v, x : R(f*¥) — R(f™) como sendo a aplicagao que leva uma classe [f*] de
Reidemeister de R(f*) na classe [(f*)?] = [f*¥] = [f"]. Esta aplicacio esta bem definida,
pois dado a € Ox temos que:

(afka—l)d . fkd oL
fn
Consideremos as injegoes j; : N(f') — R(f*), i = k,n, a inclusao canonica que leva
uma classe de Nielsen A € N(f%) na classe de Reidemeister [f] tal que A = p(FIX(f")).
Notemos que o seguinte diagrama:

N(ffY S N
R(f*) ™ R(f")

é comutativo, pois dada uma classe de Nielsen A € N(f*) e um ponto zy € A temos que:

vo () = () =17 -
JnoA(A) = () = Jn(p(FIX(["))) = [f"].
. h\/_/
ACA ST
Podemos fazer essa extensao de uma outra forma. Fixe um par referéncia (zo, 7o) para
a aplicacao f*, onde g € X e ry ¢ um caminho de zy e f¥(x(). Dai, consideramos a acao
de TI; (X, x) em si proprio dada por:

axfB=axfx(rx(ff(a)) ()7
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As orbitas R(f*;z9,79) desta acdo sdo chamadas de classes de Reidemeister.
Naturalmente o par referéncia de f" fica determinado por (zg, ), onde:

r1:TO*(fkoro)*(f%oro)*---*(ﬁjoro).

f(d—l)k

A aplicagao 7y, 11 (X, 7o) — I (X;29) que leva uma classe [a] na classe

[(a 7o) % (f* o (axro))* (f** o (axrg))x---x (f"Fo(axrg))*
s (1o % f¥(ro) * - 77 (rg)) Y
induz 7y, ), : R(f*;z0,70) = R(f™;x0,71). De fato, se

d =dxaxrex fF(d) xryt

entao

ar = (' *rg)* f¥(a *rg)x - % fF(a x o) * (1)

= (draxrox A fHa)nox 1) % ()

g

= dx (G*To) x (fF(d7Y) % f2(d)) x (fFax o)) * (fR(d7H) = f2H(d)) *
woe (PR xR ))*(f"_k(a*fo))*f"(d_l)* (r))™!
= dx [(G*To) (fk(a*ro)) « (" (axro))] # f1(d7H) x ()7
= dx [(a w 1) % (fFlaxry))* - % (f"Flaxry))* (rl)_lj] * (r) "t *
B

wf7(d70) * (re) 7
= dx[B]* ()" f(d7T) % ()

Consideremos um ponto %o € p~!({xo}), podemos definir:
br : R(f*; w0,m0) = R(f)
que leva uma classe [a] na classe [f*] de forma que:
f k(io) = o ponto final do levantamento do caminho a * ry que comeca em Zy.

dessa forma ¢, é obviamente sobrejetora, e é injetora porque sempre que dois levantamen-
tos coincidem em um ponto eles implica que eles serao iguais. De forma anéloga podemos
definir ¢,,. Como esses levantamentos sao tnicos sabemos que as aplicacoes ¢;, i = k,n,
estao bem definidas. Ressaltemos o seguinte diagrama:

R(fk§ xo,ro) 7& R(f"; xo,h)
br 1 on
R(fY ™ R(M
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ele ¢ comutativo, pois dada uma classe de Reidemeister [a] € R(f*; 2o, 70) temos que:

Vg0 dr(la)) = () = [/"]
Onomillal) = on(lar]) = [g]

onde g € lift(f™) e

§(Zo) = o ponto final do levantamento do caminho a; * 71 iniciado em %

Portanto [§] = [f"].

Definigao 3.2 Seja A € R(f"), diremos que a profundidade de A ¢ o menor divisor
k de n que satisfaz A C Im(vy)

Observemos que o préprio n possui essa propriedade e portanto n é um limitante
superior para a profundidade de qualquer A € R(f").

3.2 Propriedades Gerais de Ry

Comecamos essa se¢ao construindo o seguinte diagrama comutativo:

x 4 x
h Lh
y % v

De forma que, X e Y sejam espagos conexos por caminho e que admitam recobrimentos
universais
Px X - X Py Y —» Y

Consideremos um "levantamento" de h, ou seja, suponhamos a existéncia de uma
aplicacdo h: X — Y com a propriedade py o h = g o px.

Consequentemente definimos uma aplicagao [, : li ft(f) — lift(g) da seguinte forma:
dado um levantamento f € lift(f) e um ponto &y € X, ¢ conhecido que existe um tnico
levantamento § € lift(g) que leva h(Zo) em h(f(io)) como mostra o seguinte diagrama:

L% 3 f)

ive X
hl LA
Wio)e YV 5 YV 3h(f(#)).

Dai, esse diagrama comutativo define uma aplicacao [;, por [;(f) = g. Com a aplicagio
l; bem definida podemos estende-la para uma funcao

Ry : R(f) = R(g)
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da seguinte forma:
para cada o € Ox existe um tnico § € Oy que faz o diagrama a baixo comutar

X & X
bl LA
vy 4 v

(aqui basta usar o mesmo argumento usado para definir ;). Com isso ganhamos a comu-
tatividade do seguinte diagrama:

-1 ~

X 5 x 5 X % X

~
lw
~
L
~
1
~

Portanto l;(a ' o foa) =710 go S, e definimos R, por

Uma primeira observagao que fazemos sobre R}, é que essa aplicacao nao depende da
escolha de um particular "levantamento" h de h.

De fato, consideremos k um outro levantamento de h e seja o € Oy a Unica transfor-
macao com a propriedade a o k = h. Assim dado qualquer # € X temos que:

h@) S (@)
isto &, I; (f) = adz(f)a~t e portanto [I; ()] = [1z(F)]-

Notemos ainda que Ry, nao depende da escolha dos recobrimentos universais. De
fato, consideremos p'y X' Xoe Py .Y’ — Y outros dois recobrimentos universais.
Para provar que Rj;, nao depende da escolha dos recobrimentos universais basta mostrar
a comutatividade do seguinte diagrama:

Ry,
R(f) = R(g)
m L

R,
R(f) = R(g)
onde 7; ¢ o isomorfismo canonico, para ¢ = 1,2. Fixemos homeomorfismos kx : X - Xe

ky : Y — Y’ que satisfazem pxokx =px epyoky = py eum ”levantamentol‘ h:X =Y
de h : X — Y. Assim, dado f € lift(f) existem tnicos g € lift(g), f' € lift(f),
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g € lift(g) e B’ "evantamento" de h que fazem o diagrama seguinte comutar:

5 7 N
X/ X/
\~ B /
X—X
B El lﬁ B
/Y g Y\
Yy’ 7 Y’

Segue do diagrama acima que :

n2 o Ry ([f1) = ma((9]) = [§'] = Ry ([J']) = Ry o m([])

e portanto Rj, nao depende da escolha do recobrimento universal.

3.3 Caso particular de R},

Vamos usar toda a construcao da se¢ao anterior no seguinte caso particular:

x 5 x
fLooLs
x L x

Esse diagrama é comutativo (assumimos que o espago X satisfaz as exigéncias requeri-
das). Dessa forma, ganhamos uma aplicagao

R(f") = R(f")
que como primeiro resultado temos:

Lema 3.3 1. Ry([fio---ofy])=[faofio -0 fuil.
3. Seja p: X — X wm recobrimento universal de X, assim:

f(p(FIX(fIO"'Ofn))) :p(F]X(anflo---Ofn_l)).

o ind(fp(FIX(fi o0 ) = ind(f" p(FIX (fuo fio---o fur))).
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Prova:

1. Segue da construcao de Ry e da comutatividade do diagrama

X flogfn X
Wl s
5 Dehophen g

Rf([flo“'ofn]) = [Jinoflcj"'f)fnfl] .
(Rp)*([fro---ofa]) = [farofiofio -0 fus

(Bp)"([fro---oful) = [fro---ofal.
3. Primeiramente vamos provar que :

fn<FIX(flo"'ofn)) :FIX(fnoflo"'ofn—l)'

o Se fu(z) € fo FIX(fio---0f,)) entdo z € FIX(fio---0 f,).
Portanto

fn(m) = f,z(ﬁ(zofn(?)) ~
= (fnoflo"'ofn—l)(fn(x))

e assim fn(a:) S FIX(fnoflo---ofn_l).
. SeyGFIX(fnoflo---ofn_l) entao

v = Ghokio o)
= (fn?flO"'?fn—l)N(fn?flO"'?fn—l(fg))
= falfio- o fumiofu)(fior o fui(y)

/

=T

Observe que

frowofu@) = (oo f)(fio o fua)
= (fior o fa)(fuo fio o fan(y))

S

= (fio--o fu)(v)

= T

29
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e assim x € FIX(fl 0---0 fn) Por conseguinte

y = falfio--o fuln))

EFIX(fio--ofn)
Segue que y € fn(F]X(fl 0---0 fn)) Portanto
fn(F[X(fl S Ofn)> = FIX(fn © fl 0--+0 ]anl)'
Agora basta aplicar p dos dois lados dessa igualdade.

4. Sejam A = p(FIX(fio---0f,)) e B=p(FIX(fyo fio---0 fo1)).

Pelo item anterior f(A) = B e pelo item dois A = f*(A) = f*}(B). Segue da
propriedade comutativa do indice que:

ind(f*; A) = ind(f" o f; A) ind(f o "' B) = ind(f™; B).

~—
f(A)=B

Com a funcao Ry podemos definir uma agao de Z,, sobre R da seguinte forma:

¢Z Rf:zXZn — an~
([frlm) = (Re)™ (")

Dessa forma, temos que ¢|n;.xz, ¢ uma agao de Z, sobre o conjunto das classes de
Reidemeister.

Podemos descrever essa agao ainda de uma outra forma:
tomemos uma auto-aplicagao f : X — X e fixemos um par referéncia (x, o) de f™, onde
7o ¢ um caminho do ponto r¢(0) = z9 € X no ponto ro(1) = f"(zp). Observamos que um
outro par referéncia de f™ pode ser dado por (f*(z¢), f¥ org), onde k é um divisor de n.
Dai :

Lema 3.4 A aplicagdo I1,(X, 1) D a+— ffoa € I11(X, x) define uma aplicagio
RS : R(f™;20,m0) = R(f"; f*(z0), f* o 19)

que faz o diagrama a baixo comutar:

R(f™; xo,70) it R(f™; f*(x0), fForg)
ol 1o

R(fm) N R(f")
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PROVA: Observe que R} estd bem definida, pois

frdxaxrox fr(d) xrgt) = f5(d) * fH(a) = fo(ro) = f1(FH(d™)) * f*(rg ")

e com isso a relacao de Reidemeister estda bem definida. Para provar a comutatividade do
diagrama observe que:

¢(R}([a])) = ¢([f* 0 a]) = [n"]

h*(f*(%)) = o ponto final do levantamento de (f* o ) * (f* o r) que
comeca em f* (i)

— o ponto final do levantamento de f*(a * 74) que comeca em .

(Na segunda igualdade usamos ( f*oa)*(f*org) = f*(axrg)). Por outrolado, Ry(¢([e])) =
Ry([f"]) onde

f™(Z) = o ponto final do levantamento de (a * ro) que comeca em .

h(f5 (i) = f*(f™(&)), pois um levantamento que passa por um ponto é tnico. Por
conseguinte o diagrama a baixo é comutativo:

X
A
X

e
EX:I k';-Tz <

Portanto Ry([f"]) = [h"] e assim Ry(é([a])) = ¢(R3([])).

Agora podemos fazer a seguinte definicao:

Definigao 3.5 O conjunto quociente de R(f™) sobre a a¢ao de Z, serd denotado por
ORgn e seus elementos serao chamados de 6rbitas das classes de Reidemeister.

Da mesma forma que fizemos anteriormente, podemos estender

Yok R(f*) = R(f")

para Y r : ORpe — ORyn .
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3.4 O ntmero periédico de Nielsen-Jiang completo

Abrimos essa secao estendendo a nogao de profundidade para as érbitas das classes de
Reidemeister.

Defini¢ao 3.6 Seja A € ORg, diremos que a profundidade de A o menor divisor k
de n que satisfaz A C Im(vn ), assim deve existir B € ORp. tal que v, (B) = A, neste
caso diremos que B precede A ou que A é precedido por B. Denotaremos k por d(A)

Uma classe de Reidemeister A € R(f™) é chamada redutivel se existirem um divisor
k de n k < n e uma classe B € R(f*) tais que 7, x(B) = A. Uma extensdo natural desse
conceito para as Orbitas das classes de Reidemeister é dada por: uma orbita das classes
de Reidemeister que contém uma classe de Reidemeister redutivel € chamada redutivel.

Assim uma oOrbita das classes de Reidemeister que nao possui classes de Reidemeister
redutiveis serd chamada de irredutivel.

Dessa forma, observamos que A € OR(f™) é irredutivel se, e somente se, d(A) = n.
De fato, se A € OR(f") é irredutivel entdao por definicdo nao existe B € R(f") com B
em A e B irredutivel. Segue que nao existe k divisor de n (k < n) tal que v, x(A) = B.
Como 7v,,,(A) = A temos que d(A) = n.

Por outro lado, se d(A) = n entdo v,x(A) ¢ B para qualquer B € R(f") e para
qualquer divisor k£ de n (k < n). Assim A ¢ irredutivel.

Uma classe de Reidemeister A € R(f™) ¢ chamada essencial se, e s6 se, ind(f", A)
for diferente de 0. Caso contrario A é nao essencial.

Pela propriedade da comutatividade do indice temos que quaisquer duas classes de
Reidemeister A e B que estao em uma mesma orbita das classes de Reidemeister possuem
o mesmo indice, isto &, ind(f", A) = ind(f", B). Segue que uma extensao natural do
conceito de essencialidade para as orbitas das classes de Reidemeister é dada por: uma
orbita A € OR(f™) € essencial se uma (e portanto todas) classe de Reidemeister em A
for essencial. Agora estamos prontos para o seguinte lema:

Lema 3.7 Se uma drbita A € OR(f™) € essencial e irredutivel, entao ela contém pelo
menos n pontos periodicos.

PROVA: Como A é uma 6rbita das classes de Reidemeister essencial segue que todas
as classes de Reidemeister em A sao nao vazias.

Assim fixando um ponto a em uma classe de Reidemeister B € R(f") com B € A
temos que o comprimento da o6rbita de a tem que ser n, pois n é um limitante superior,
uma vez que a estd em uma classe de Reidemeister.

Por outro lado, se f*(a) # a para qualquer k < n, pois se para algum k < n tivéssemos
f¥(a) = a entdo a € FIX(f*) e assim terfamos alguma classe de Nielsen B contida em
FIX(f*) tal que v,x(B) = A. Consequentemente a profundidade de A ¢ d(A) =k <n
o que contraria o fato de A ser irredutivel.
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Definicao 3.8 Seja f: X — X

1. IEC,(f) = o numero de classes de Reidemeister irredutiveis e essenciais em R(f™).
Portanto IEC,(f) € um nimero natural.

2. NP,(f) =0 nimero de classes de drbitas de Reidemeister essenciais e irredutiveis
em OR(f™). NP,(f) é chamado de nimero periddico primo de Nielsen-Jiang.

Notemos que N P, (f) é definido a partir de invariantes homotopicos e portanto N P, ( f)
¢ um invariante homotoépico.

Consideremos a uniao (J,,, OR(f*). Um subconjunto G de |y, OR(f") é chamado
um sistema precedente se toda orbita essencial A em Uk‘n OR(f*) é precedida por um
elemento de G. O sistema precedente G ¢ chamado um sistema precedente minimo

(MPS) se > 4. d(A) é minimal.

Definicao 3.9 A cardinalidade de um MPS G é chamado de nimero peridédico de
Nielsen-Jiang completo e serd denotado por NF,(f).

Note que se A ¢ uma orbita de classes de Reidemeister essencial de J,),, OR( MedG
¢ um MPS de (Jy, OR(f*) entdo existe B € G tal que 7,4(C) = B para C € A. Assim
se A for irredutivel entao v, ,(B) = B para todo B € A e portanto A esta em G.

Portanto toda orbita de classes de Reidemeister essencial e irredutivel esta em G.

Teorema 3.10 NF,(f) é um invariante homotdpico e é um limitante inferior do nimero
de pontos n-periodicos de f.

PROVA: NF,(f) é um invariante homotopico porque é definido a partir de invariantes
homotopicos, isto é, as classes de Reidemeister sao invariantes homotopicos, segue que as
orbitas das classes de Reidemeister sao invariantes homotopicos, logo a profundidade de
uma classe de o6rbitas de Reidemeister nao se alteram durante homotoépias, e portanto
NF,(f) é um invariante homotopico.

Para provar que NF,(f) < #FIX(f") observe que se FIX(f") for infinito entao a
desigualdade ¢ verdadeira.

Se FIX(f™) for finito podemos dizer que

FIX(f")={xt,... 2t . ;2b,. .. 2

sy Vg1 51
onde {z,..., . } determina uma 6rbita de Nielsen da classe A; € OR(f*), para cada i.
Segue que d(A;) < s;.

Para cada i, seja B; € OR(f%4?)) que precede A;, entdo:
I

>_d(Bi) = _d(A Z = #FIX(f")

|
Observe no teorema anterior que G = {Bjy, ..., B;} é um sistema precedente, pois se
uma classe essencial C' € OR(f*) entdo existe ¢ = 1,...,1 tal que {%,...,2l} C C e

portanto 7, s, (C) = B; e assim B; precede C.



Capitulo 4

Procedimento de Cancelamento

Vamos comegar este capitulo verificando que: se X é uma PL-variedade de dimensao
maior ou igual a 4 possivelmente com bordo e se f: X — X é uma auto-aplicacao entao
NFE,(f) =0 é equivalente N(f*) = 0 para todo divisor k de n.

De fato, suponhamos que N(f*) = 0 para todo divisor k de n entdo, pelo fato de X
ser uma PL-variedade, temos f* ¢ homotoépica a uma aplicacdo que nao possui pontos
fixos, essa nova aplicacdo também serd denotada por f*, para todo divisor k& de n. Em
particular, para k = n, f" ndo possui pontos fixos e NF,(f) < #FIX(f™). Portanto
NFE,(f)=0.

Por outro lado, se NF,(f) = 0 entdo nenhuma orbita das classes de Reidemeister
A € Uy, OR( f¥) ¢ essencial, consequentemente todas as classes de Reidemeister B € A
sao nao essenciais, o que significa que ind(f", B) = 0 para todo divisor k de n. Portanto
N(f*) para todo divisor k de n.

O que focamos anterior é importante porque o que queremos provar no final deste
capitulo é:

Teorema 4.1 Seja X uma PL-variedade de dimensao maior ou igual a 4 possivelmente
com bordo e seja f : X — X uma auto-aplicacao. Neste caso f € homotdpica a uma
aplicagao g sem pontos n-periddicos (onde n é um nimero natural fixado) se, e somente
se, para todo divisor k de n o nimero de Nielsen N(f*) = 0.

De fato, se f for homotdpica a uma aplicacao g sem pontos n-peridédicos temos que
0 = N(g*) = N(f*) para todo divisor k de n.

Reafirmamos que o nimero natural n foi previamente fixado, assim n possui uma
quantidade finita de divisores. A prova da "volta" do nosso teorema é dada por indugao
sobre os divisores de n. Dessa forma, provaremos que para qualquer divisor k de n, f é
homotodpica a uma aplicagao g sem pontos [-periddicos, onde [ também é um divisor de n
el <k.

Portanto ganhamos o caso k = 1, pois este esta provado no proprio teorema de Wecken.
Dai como hipétese de inducdo temos que para um dado divisor k de n, #FIX(f') =0
para todo divisor [ de n com [ < k, isto é, f é homotdpica a uma aplicagao g sem pontos

34
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I-periddicos, onde [ ¢ um divisor de n menor que k. Segue que #FI1X(g') = NF(f), para
qualquer divisor [ de n menor que k.

Para terminar o resultado devemos provar que é possivel remover os pontos fixos de
f*, isto é, devemos remover os pontos k-periddicos de f sem criarmos outros pontos de
periodo menor ou igual a k.

Observemos o seguinte resultado:

Lema 4.2 Seja (M,d) um espago métrico e f : M — M uma auto-aplica¢io. Suponha-
mos que ezista C C M compacto e disjunto de FIX(f™), n > 0.

Entao existe ¢ > 0 tal que a igualdade FIX(g") = FIX(f") € verdadeira, onde
g: M — M € qualquer auto-aplica¢do que satisfaz glanc = flane e d(g(z), f(z)) < ¢
para todo x € C.

PROVA: Notemos que para cada « € C temos que d(z, f"(x)) > 0, pois C'e FIX(f™)
sao fechados disjuntos de M. Portanto

inf{d(z, f"(z));z € C} =& > 0.

. . . . s g L
Dai, consideremos o seguinte procedimento: Seja €2 = 5> e uma auto-aplicacao g (qual-

quer) que satisfaga glanc = flanc e d(g(x), f(x)) < &2 para todo z € C.
Notemos que, para qualquer x € C:

d(g*(z), f*(2)) < d(g*(z), g0 [(2))) +d(g 0 f(x), f*(x))

g

<diam{g(B(f(z),£2))} <&

onde
diam{g(B(f(x),€2))} = sup{d(g(x), 9(y)); z,y € B(f(x),2)}
e B(f(x),e2) € a bola de centro em f(z) e raio e5. Devemos considerar os seguintes casos:
e Se
diam{g(B(f(x),2))} +e2 =1 < &
entao passamos para a proxima desigualdade

d(g*(z), f*(x)) < d(g*(z), g0 f*(x))) +dlg 0 f*(x), f*(x))

"' ~

<diam{g(B(f2(z),a1))} <€2

® Se
diam{g(B(f(z),22))} +e2=a1 = &1

entao consideraremos €; = £, 1 = 3,4,..., até que a desigualdade

d(g*(x), f*(x)) < d(g*(x), g0 f(2))) +d(g o f(x), f*(x))

(.

-~

<diam{g(B(f(z)¢:))} <ei
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satisfaca

diam{g(B(f(x),€:))} + & = a1 < e1.

Dai passamos para a proxima desigualdade

d(g*(2), f*(2)) < d(g*(2), g0 () +d(g 0 f*(2), f*(2)).

S

g g

<diam{g(B(f?(z),a1))} <ei
Podemos dizer que isso ira ocorrer porque nossas func¢oes sao todas continuas.
Na desigualdade seguinte verificaremos :

e Se
diam{g(B(f*(r),a1))} +e2 = as < €1

entao passamos para a proxima desigualdade

d(g*(z), f*(2)) < d(g"(z), g0 [*(2))) +d(g o f*(x), ['(2)).

~~ v~

<diam{g(B(f3(z),a2))} <e2

e Se
diam{g(B(f*(x),a1))} + 2 = ag > &

entao consideraremos €; = X, 1 = 3,4, ..., até que as desigualdades anteriores sejam
verdadeiras e que a desigualdade

d(g*(z), f*(2)) < d(g*(z), g o [*(2))) +d(g o [*(2), [*(x))

v~

<diam{g(B(f*(z).c:))} <ei

satisfaca
diam{g(B(f*(x),))} + & = az < £1.

Dai passamos para a proxima desigualdade

d(g"(@), £(2)) < dig" (@), g 0 P @) +dlg © (@) 1 ().

<diam{g(B(f3(z),a2))} <€i

Esse procedimento é finito, pois n esta fixado. Segue que conseguiremos um ¢ tal que :

d(f"(x),9"(x)) <e

e portanto, para cada x € C teremos:

d(z, 9" () = d(z, ["(x)) — d(f"(z), 9" (x)) > 0
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Este resultado é o "ponta-pé" inicial para resolvermos nosso problema, uma vez que
ele garante que podemos considerar nossas deformagoes arbitrariamente pequenas sem
alterar o conjunto de pontos n-periddicos, para qualquer n > 0 fixado. Outro resultado
importante para nosso capitulo é:

Teorema 4.3 Seja n um nimero natural fizado e uma PL-subvariedade M em RN com-
pacta com a métrica inerente a métrica euclidiana de RY. Entdo qualquer auto-aplicagdo
f:M — M ¢é homotdpica a uma auto-aplicacdo g : M — M com:

1. #FI1X(g") finito.
2. g um PL-homeomorfismo prozimo de qualquer x € FIX(g").

3. Para qualquer € > 0 dado podemos escolher g que satisfazendo d(f,g) < e.

O dltimo teorema é de fato muito importante para nosso trabalho, pois em sua de-
monstragao foi possivel estudar muitos resultados importantes da teoria de pontos fixos,
deixando assim nosso trabalho muito mais amplo. Por isso a demonstracao desse resultado
se encontra nos anexos.

4.1 Correcao de homeomorfismos:

Nessa secao podemos assumir que:

e Pela hipotese de inducao, FIX(f') é vazio para qualquer divisor [ de n menor que
k.

e Pelo teorema 4.3, FIX (f™) é finito e com isso FIX (f') é finito para qualquer divisor
[ de n.

e Pela Construcio de Hopf, cada ponto x € FIX (f*) esta no interior de um simplexo
maximal onde f é um PL-homeomorfismo.

Geometricamente, aqui nos prepararemos para separar as possiveis imagens de um
PL-arco por uma auto-aplicacao. Esse arco liga duas érbitas. Queremos fazer isso de
modo que nossa auto-aplicacao seja minimamente alterada.

Lema 4.4 Sejam xg,yo € FIX(f*). Suponhamos que:
1. xo, %0, f(x0) € f(yo) sao pontos distintos.

2. xp e yo estao no interior de m-simplexos maximais distintos o, e o, nos quais f €
um PL-homeomorfismo.

3. w:[-1,1] = M € um PL-arco de w(—1) = x¢ a w(l) = yo tal que:
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o w(t) € o, se, e somente se, t € [—1,—1+ ¢|. Analogamente, w(t) € o, se, e
somente se, t € [1 —¢,1].

e w intercepta o, no ponto w(—1+¢€) que estd no interior de uma face (m —1)-
dimensional de o,. Analogamente, w intercepta o, no ponto w(l —¢) que estd
no interior de uma face (m — 1)-dimensional de o,.

Entao para qualquer vizinhanga V' que contém w([—1+¢,1 —¢]) eziste uma homotopia f;
constante fora de V' tal que:

1. fo=1.
2. fiow é um PL-arco disjunto de w e de FIX(f*).

3. Dado qualquer 6 > 0 temos que d(f, f;) < & para todo t € [0,1], isto é, nossa
homotopia € arbitrariamente pequena.

PROVA: Como a dimensao de wU FIX(f*) ¢ 1 e a dimensdao de M & pelo menos 3,
conseguimos uma vizinhanga V' disjunta de w e de FIX (f*) que contém w([—1+¢,1—¢]),
pois M é métrico, e a restrigao de f para w([—1+¢,1 — ¢]) é homotopica a um PL-arco
disjunto de w U FIX(f*).

Essa homotopia é tao pequena quanto se queira e admite uma extensao também arbi-
trariamente pequena e constante fora de V. Temos ainda que se escolhermos V' suficiente-

mente pequeno entdo segue do lema 4.2 que V & disjunto de FIX (f*), que a cardinalidade
de FIX(fF) nao varia e que FIX(f!) = () para todo divisor [ de n e [ < k.

Agora faremos algumas observacoes referentes aos resultados que foram provados an-
teriormente e que podem ter passados desapercebidos. Usaremos essas observagoes nos
proximos resultados.

Reparemos que se w : [—1,1] — M é um PL-arco de xy a yo e se f for um PL-
homeomorfismo proximo de xq e de yy entao existem vizinhangas o/, e a’y, que podem ser
menores que o, € 0,, € um nimero ¢’ > 0 que ainda satisfazem as hipéteses 1, 2 e 3 do
lema anterior.

Diremos que V' é uma vizinhanga Euclidiana em M se V for um subconjunto de
M homeomorfo a R™. Neste caso, consideremos fixado um tal homeomorfismo. Diremos
ainda que V* =R™ ! x (0,00), V- =R™ ! x (—00,0) e VO =R™! x {0}.

Seja f : M — M uma auto aplicagao, xg, yo, 1 = f(z0) € y1 = f(yo) pontos distintos
ew:[—1,1] € M um PL-arco que satisfaz o lema 4.4. Existem alguns fatos que podem
ser considerados:

1. w[—1,1] e fow][—1, 1] sao fechados e disjuntos. Como nosso espago & métrico existem
abertos disjuntos que separam w[—1,1] e f o w[—1, 1].
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2. w[—1,1] e fow[—1,1] sdo conexos, dessa forma consideraremos que nossos abertos
sao conexos e portanto homeomorfos a bolas abertas de R™ e assim homeomorfos
ao proprio R™.

3. Diremos que w(t) = (0,t) € R™ ! x R e que fow(t) = (0,) € R™! x R para
isso basta compor o homeomorfismo anterior com um que linearize os caminhos w
e fow.

4. Consideraremos que os simplexos s, e s, s@o tais que w(—1 + €) e que w(l — ¢)
estejam em faces (m — 1)-dimensionais de s, e s, respectivamente. Esses simplexos
(m — 1)-dimensionais serdo denotados por s._; e por s;_. respectivamente.

Tomemos as seguintes projecoes:

Pi RIXR — R™ pr R™IxR — R
(z,t) =T (z,t) =t

Seja sp um (m — 1)-simplexo contido em p'(s._1) Np'(s1-¢), podemos dizer que 0 € int(sg)
e que sg é suficientemente pequeno (basta refinar a triangulariza¢do do nosso espaco ).
Segue que p”(f(x,e —1)) <0 < p"(f(1 —¢)) para cada x € sq. Definimos a aplicagao:

floosoxle—11—e — R
L f(r,1—¢) te0,1—¢]
(x,t) = {;Llf(m’g—l) t€[€—1,0]-

Desse modo f'|s,x[e=1,0) € f|sox(0,1—¢] 880 homeomorfismos. Dado um ntmero n > 0
podemos considerar s suficientemente pequeno para que d(f’, f) <npem sox [e—1,1—¢].
Segue que temos uma 7-homotopia entre f e f’.

Consideremos nossa n-homotopia com a propriedade de se estender sobre M de forma
constante fora de uma vizinhanga de sy X [¢ — 1,1 — ¢] previamente estabelecida, pois
nossas vizinhanca sao convexas e portanto contrateis e assim homotopicas.

Assim assumimos que esta homotopia nao gera novos pontos de periodo [, onde [ é
um divisor de n e [ < k, pois se tais pontos fossem criados, os descartariamos usando o
lema 4.2.

Observemos que para todo x € sy temos que:

flz,1—¢) = f(z,1—¢).

1—¢

f/<£li',1—€>: 1

Lﬂag—nzi_iﬂ%s—nzfu@_1y
Segue que a homotopia entre f e f’ é constante em s, e em s,. Seja ¢’ > 0 um nimero
suficientemente pequeno tal que s X [1 —e,1+¢€'] C s, e que 59 x [-1 —&',e — 1] C s,.
Assim f'|sox[~1-/,0) € f'|sox(0,1+e/] 880 homeomorfismos. Portanto existe uma homotopia,
arbitrariamente pequena, constante proximo de F'1X( f’“).
Por fim, consideremos as vizinhangas euclidianas Vo = int(sg) x (=1 — &', 1 +¢€’) e
Vi = f(Vh) com as seguintes propriedades:
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e w(t)=(0,t) eR™ ' xR =1,

e fow(t)=(0,t) eR™" I xR="1,.
. FVi) C V.

.« FVO) VI

e (V) =0eR™=1,.

® flyo\yo & um homeomorfismo.

Lema 4.5 Consideremos f : M — M uma auto-aplicagao que satisfaz o teorema 4.3,
duas drbitas comprimento k disjuntas {xo,z1,...,Tk-1}, {Yo, Y1, --,Yk_1} € W um arco

de xo a yo. Entao existe uma homotopia, arbitrariamente pequena, f; constante em uma
vizinhanca de FIX(f*) satisfazendo:

1. FIX(fF) = FIX(f*).

2. existem vizinhancas euclidianas mutuamente disjuntas Vo, Vi, ..., Vi_1 tais que fio
w(t) = (0,t) en R™ I xR =V, parai=0,1,...k — 1.

[V Vi, parai=0,1,..., k—1
LV Vi, parai=0,1,... k—1
[V =0€ Vi parai=0,1,....k—2

4. A restrigao de fi para V\V® é um homeomorfismo parai=0,1,... k—1.

PROVA: Advertimos que as hipoteses do lema 4.4 estao satisfeitas e por isso apli-
caremos esse resultado para obter w e f ow arcos disjuntos. Dai, empregamos novamente
esse resultado, que nos restitui arcos disjuntos f o w e f? o w, e ainda garante que w e
f? o w sdo disjuntos.

Com essa rotina podemos considerar w, fow, f2ow,..., f¥ 'ow arcos disjuntos. Pelo
lema 4.4, podemos considerar uma vizinhanca euclidina V,_; do arco f*~! ow e assumir
que :

fFlow(t) =(0,t) € Vooy =R™ ! xR

e que Vj,_; é disjunta de alguma vizinhanca de cada um dos arcos w, f ow, f2ow,...,
fF2ow.

Segue da construgao posterior ao lema 4.4 que existe uma vizinhanca euclidina Vj_o
do arco f*=2 o w que satisfaz:

L fF2ow(t) = (0,t) € Vo_g = R™ 1 x R,

2. Vi_o é disjunta de Vj_;.



CAPITULO 4. PROCEDIMENTO DE CANCELAMENTO 41
3. Vi_1 e Vi_s sao disjuntos de alguma vizinhanca de cada um dos arcos w, f ow, f? o
w, ..., fF3ow.
4. f é um homeomorfismo em Vj_5\V2 ,.

Com essa rotina podemos encontrar as vizinhancas Vj, ..., Vi_1 que estamos procu-
rando.

Para demonstrar o lema 4.7 precisaremos do teorema 3.4 de [JM], que seré considerado
sem demonstragao:

Teorema 4.6 Consideremos M uma variedade topologica de dimensiao maior ou igual a
3, um numero natural n fivado, uma auto-aplicagao f : M — M satisfazendo as condigoes:

1. Para todo ponto x € M existe uma vizinhanga U de z tal que f : U — f(U) € um
homeomorfismo.

2. FIX(f™") € finito.

3. Se f¥(x) = x para algum divisor k de n e algum ponto x em M entdo existem uma
vizinhanga euclidiana V' de x e um subconjunto aberto V' de V tais que:

e xcV.
° fk(V/)CV.

o A restricao fX|y € uma aplicagdo linear.

Entao existe uma homotopia arbitrariamente pequena fy - M — M |, com t € [0,1], tal
que:

1. fo=1F.
2. fi satisfazem as condigoes 1, 2, 3 e a condi¢ao: Para qualquer xy € Py(f1) existe

um segmento | C V' que acaba em xq tal que xo € o unico ponto em comum entre

quaisquer dois segmentos de [, flk ol, flzk ol,..., 12"_’“ ol

3. A homotopia estd contida em alguma vizinhanga de FIX(f").
4. FIX(f7) = FIX(f").
|

Lema 4.7 Sejam f1 : M — M wuma auto-aplicagio que satisfaz o lema 4.5 e Sy um
numero natural fivado. Entao
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1. Eziste uma homotopia {fi;1 < t < 2} constante em uma vizinhang¢a de FIX(fF)
tal que fy satisfaz o lema 4.5.

2. Emiste um nimero € > 0 tal que 0s conjuntos fyow[—1+e,1—¢], parai=0,1,...,S,
sao mutuamente disjuntos.

PROVA: Peclo teorema 4.6 existe € > 0 tal que os arcos

{flow(=1,e —1), flfow(l,1—¢)}

sao mutuamente disjuntos para ¢ =1,...,.95.
Para garantir que os arcos ff owle — 1,1 — €], fi o w(—1,1) sdo disjuntos, para i =
0,...,k—1, podemos deformar f; por uma homotopia constante fora de uma vizinhanca

de fF"'ow(e — 1,1 — ¢). Essa homotopia pode ser considerada porque a dimensao de M
¢ no minimo 3.

Analogamente, sustentamos que os arcos flk“ow[g—l, 1—¢], fiow(—1,1) sdo disjuntos,
parai=0,...,k, pois é possivel deformar f; proximo de

fFow(e—1,1—¢).

Durante essas homotopias f; pode ser alterada em Vp,...,V;_1. Porém saos arcos
fiowle — 1,1 —¢], i = 0,...,5, que foram construidos sucessivamente disjuntos de
Ui.:ol fiow[—1,1] e assim essas homotopias podem ser isoladas desta unido.

Se considerarmos uma vizinhanga euclidiana suficientemente pequena V; em V; entao
f1 permanece inalterada em V/, ¢ =0,...,k — 1. Segue que o lema 4.5 ¢ satisfeito e além
disso todas as homotopias podem ser tao pequenas quanto se queira e portanto F'IX (f*)
nao se altera.

4.2 Lemas

Nessa se¢ao linearizaremos os caminhos que criamos na se¢ao anterior e os tornaremos
transversais a um ponto. Também serao provados alguns resultados técnicos que usaremos
na demonstracao do teorema 4.1 .

Lema 4.8 Consideremos uma auto-aplica¢ao f : M — M tal que FIX(f™) € finito, duas

orbitas disjuntas {xo,z1,..., 251} € {yo,Y1,---,Yk_1}, um arco w de xo a yo tal que os
arcos w, fow,...,f*tow sejam mutuamente disjuntos. Fizado um mimero ¢ > 0,
existem vizinhangas Z; C Vi, i =0,1,...,k — 1, e uma (g)-homotopia f; tais que:

1. fo=1F.

2. fi € constante fora de Z;.
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3. Prézimo de z; = (0,0) € Z; = R™ ' xR, i = 0,1,....k — 1, fi € dado por
Zig(x,t)'—>($,t)€‘/i+1,’i:O,l,...,k—Q.

PROVA: Seja
h: Vi —  Vin
(z,1) = (z,1).
Entao h(z;) = zi41 = f(z;). Consideremos uma vizinhanga Z; de z; tal que d(f, h) < e
em Z;, a homotopia linear f; : Z; — V; = R™ entre f e h e uma fungao de Urysohn

w: M — [0,1] que vale 1 em uma vizinhanga de z; contida em Z; e vale 0 em M\ Z,.
Dessa forma basta definir f;(z) = f,),(z). De fato,

L fol2) = Flp(2) = F5(2) = £(2).

2. Para z ¢ Z,
fi(z) = f;;(z)t(z> = fo(2) = f(2).

3. Para z proximo de z;
fi(z) = fen () = fi(z) = h(z).
|

Lema 4.9 Sejam um espago métrico compacto (M,d), f: M — M uma auto-aplicagado,
um numero natural r firado, um ponto a € M e V um subconjunto aberto de M que
satisfaz f~"({a}) C V. Entao existe ¢ > 0 tal que se d(f,g) < e entio g~ ({a}) C V.

PROVA: Se f7"({a}) C V entao para todo ponto z € M\V temos que f"(z) # a
e assim a ¢ f"(M\V). Como V ¢é aberto e M é compacto temos que M\V ¢ fechado e
portanto compacto assim d(a, f"(M\V)) =n > 0 pois a ¢ fT(M\V).

Segue do lema 2.17 que para € > 0 existe 6 > 0 tal que se d(f,g) < J entdo

d(f",g") <e.

Solicitamos que € < 7, pois dessa forma para z € M\V

d(a,g"(2)) = gl(%fj(?«’)) —d(/"(2),9"(2)) > 0.

/ (.

-~

=n 5

Portanto ¢~"({a}) C V.
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Neste ponto analisaremos um pouco mais a fundo o que se pode construir com as
hipoteses do lema 4.8. Nos é consentido considerar uma vizinhanca Z) C Z, suficiente-
mente pequena tal que f é um homeomorfismo em cada Z; = f*(Z]), parai =0,...,k—2.
Note que

T {za ) OW = T {21 }) N Zooy = {2p—2}

onde W = ZyU...UZ,_ 1 U f*towl0, 1]UFIX(f*), pois 21 = f(zx_2) € 21 € Zi_1.
Assim existe uma homotopia arbitrariamente pequena e constante em uma vizinhanca de
W que torna f transversal a z;_;. Com isso f~'({zx_1}) é um conjunto finito e qualquer
ponto z € f~'({z_1}) admite uma vizinhanga que é levada homeomorficamente sobre
uma vizinhanca de z;_1.

E possivel criar uma homotopia arbitrariamente pequena e constante em W para que
f seja transversal a zp_1, f'({z1_1}),---, f'({zx_1}) para algum i < k — 2. Assim
F{za D N W = {zp14}

Ainda podemos criar uma homotopia suficientemente pequena para que f seja trans-
versal a f~*({zx_1}). De fato, suponha por absurdo que exista um ponto z na interse¢ao

T 7 {ze—1}) N 77 ({zk-1}) entao:
21 = [ {za}) = 7 {2 ))

mas isso contradiz o fato de zx_1 # f"({zx_1}) parar =1,... k.
Portanto existe uma homotopia, arbitrariamente pequena, constante proxima de W
que torna f,..., f*~! transversais a z,_; = f*"! o w(0). Segue que a uniao

F ) U U 7 ({2 )

¢ finita e cada ponto z € f~({z,_1}) admite vizinhanga U, levada homeomorficamente
por f*em um vizinhanca de z;,_;. Assim

vzﬁ[ AEACA)

i=0 zef~*({zx-1})

¢ uma vizinhanga de z;_;. Por outro lado z;_; nao estd no compacto

k—1
A=Jrm | v
i=0 2€f = ({zk-1})

Portanto existe uma vizinhanga Uy C V' de z;_; conexa e disjunta de A.

Consideremos 2’ € f~(Uy), entao f'(z') € Uy e f(2') ¢ A. 2’ ¢ A consequentemente
2/ € U, para algum 2" € f~*({zx_1}). Segue que a componente de z’ esta contida em
U (Uy C fY(U,n)). Por conseguinte esta componente ¢ levada homeomorficamente por
f* para U,.
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Como U, ¢ finito, temos que o niimero méximo de componentes conexas de f~*(Up)
é finito para i = 1,... k. Logo z;_; admite uma vizinhanca U, tal que a uniao

U U fHU) U---U fRH(1)

se fatora em unioes finitas de componente conexas, cada uma levada homeomorficamente
em U.

J& construimos f, f2,..., f*1 transversais a z;_; portanto a f~"({zx_1}) ¢ finita, para
r=1,...,k—1. Fixemos r € {0,...,k — 1}, segue do lema 4.9 que existe €, > 0 tal que
se d(f,g) < e, entao g7 ({zk-1}) C f7" (Vo).

Seja € = min{ey, ..., 51}, temos que se d(f, g) < € entdo :

g ({ma ) U Vg {za}) € fTHT) U U fTH ()

que é um numero finito de abertos mutuamente disjuntos.
Ganharemos mais alguns resultados se munirmos nossos comentarios com o que foi
feito na se¢ao anterior.

Coroléario 4.10 Sejam f : M — M uma auto-aplicacio com FIX(f*) finito, duas or-

bitas disjuntas {xo,...,xx-1} € {yo,...,yp—1} de comprimento k e w : [—1,1] — M um
caminho de xo a yo. Suponhamos que proximo do conjunto {z;,y;;4,j = 0,....k —1} f
¢ um PL-homomorfismo e que w, fow, ..., f*Yow sdo PL-arcos. Entio existe uma
homotopia arbitrariamente pequena f; tal que:

Z. fo — f

2. Existem vizinhangas Vy,. .., Vi_1 mutuamente disjuntas tais que:

o flow(t)=(0,t) e V;=R™ ' xR, parai=0,...,k—1.
o fl(‘/z+> - V;il? fl(‘/z_) - ‘/i;l? fl(‘/zo) =0¢ ‘/Z'-‘rl :Rm7 pami:O,...,k—Q.

® filvavo € um homeomorfismo parai=0,..., k—2.

3. Os conguntos f'owle — 1,1 —¢], para i = 0,...,Sy, sdo mutuamente disjuntos.
(Estamos usando Sy e € do lema 4.7.)

4o {21 ) U U 1% ({z11}) estd contido em uma quantidade finita de abertos
mutuamente disjuntos.

5. FIX(f*) ndo se altera.

PROVA: Como as hipoteses do lema 4.7 estao satisfeitas temos que os itens 1 e 2 sao
validos. Os itens 3, 4 e 5 estao assegurados pelos comentarios anteriores.
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O resultado a seguir é o primeiro em que usaremos a dimensao da PL-variedade maior
que 3.

Lema 4.11 Consideremos uma PL-variedade m-dimensional M, onde m > 4, uma auto-
aplicagio f: M — M tal que f é um homeomorfismo proximo de cada ponto x € FIX(f)
e FIX(f) finito, um PL-arco wy[0,1] C M e um aberto Vy tal que:

2. Os conjuntos Vo, f(Vo),..., fo (Vo) e FIX(f*) sdo mutuamente disjuntos, onde

So =30, i.
3. f O fiVo) = fitt (W), i =0,...,k — 2, sao homeomorfismos.
Entao existe uma homotopia fy - M — M (0 <t <k —1) tal que:
1. fo=F.

2. f; € constante em f(Vq),..., f** (Vo) e prozimo a FIX(f*).
3. FIX(f*) = FIX(f*).
4o foo1, (fec1)? o5 (fee1)® ! sdo transversais ao arco wy_y = f¥=1 o wy.

PROVA: Seja r um ntimero natural e defina:

Ur = {707 f(%)? sy f'r(%)}

Dessa forma podemos reescrever a segunda hipotese da seguinte forma: Os conjuntos da
familia Us, U {FIX(f*)} sdo mutuamente disjuntos.

Construiremos por indugdo em ¢ = 0, ..., k—1, uma sequéncia de homotopias { f; }o<i<1
com as seguintes propriedades:

L fo=1.

2. f; é constante nos conjuntos da familia U, e em uma vizinhanca de F'IX (f*) para
0<t<ieS;=@E+1)+0E+2)+ -+ (i+k).

3. FIX(fF)=FIX(f*) para 0 <t <i.
4. fi, (f)?, ..., (fi)! sdo transversais ao arco wy_; = f*! o wy.

Dessa forma { f;}o<i<r—1 sera a homotopia que estamos procurando.
Para ¢+ = 0 temos que fy, = f e assim as propriedades sao trivialmente satisfeitas.
Suponha que as propriedades sao satisfeitas para 0 < ¢ < k — 2. Por hipotese:

1. Os conjuntos da familia Us, U {FIX((f;)*)} sao mutuamente disjuntos.
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f’t|f] Wy - ff(Vo) fj+ Vo), 7=0,...,k — 2, sdo homeomorfismos.

Montaremos a proxima parte da homotopia { f; fo<¢<i+1. Pelo corolario 4.10 temos que os
conjuntos

Wg— luf‘ 1(wk 1) 7fz‘7k+1(wk—1>7FIX(fik)

sao mutuamente disjuntos. Consequentemente existe uma vizinhanca U tal que wy,_; C
U C fF4(V;). Dai, segue do lema 2.18 que os conjuntos

U, (f)7HO), .., (f)HO), FIX((f:) )

sao mutuamente disjuntos.
Observamos que:

(fi) " Nwk—1) = (F) (i) " (wi-)).
——

cU
——— —

(i) =1(U)
Entao existe uma homotopia {f;};<;<;+1 arbitrariamente pequena tal que:

1. Existe um aberto W tal que:
(fi) " ltowpy Cint(W) Cc W C (f;)""1(U).

2. fiy1 € transversal a (f;) " (wi_1).

3. f{(W) C (f)""(U) tal que t € [i,i+ 1].
Agora construiremos a parte adjacente da homotopia {f:}111<t<ito-

1. Segue da propriedade 1 da parte anterior dessa homotopia que os conjuntos da
familia Us, U {FIX((f;)*)} sdo mutuamente disjuntos e U C f*'(V;). Portanto

£ Y (wy—1) ¢ disjunto de todos os elementos de Us,,, com excegio de fI"2(Vp).

Como f; : Vi_i_o — Vix_1 € homeomorfismo temos que :

F7 7 wim) O FF72 (Vo) = wieice.

Assim f; é transversal a wyp_; nos conjuntos da familia Ug  , e por conseguinte
i+1
podemos assumir que W é disjunto destes conjuntos.

Por fim, se existisse € W N FIX(fF) entdao f/*!(x) € £ (W) C U, contudo U ¢é
disjunto de FIX(fF) o que ¢ um absurdo. Logo W ¢é disjunto de Us,,, U FIX(fF).

2. Vamos provar que FIX(fF ) = FIX(fF). Porque W N FIX(fF) = 0 temos que
FIX(ff) € FIX(ff).

Seja A uma orbita de FIX(fF,). Se x € ANW entao:
y=f"(2) e UNFIX(ff) =y eUn fHU) C [ (Vo) N [ (Vo).

Mas isso é um absurdo pois 2k — 1 < 5.
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3. U, f71U),..., f7*(U) sao disjuntos e na construgao da homotopia {f;} tal que
i <t <i+1no6s mudamos f; apenas dentro de f7"HU) mantendo f,(f; 1 (U))
em f;(U).

Consequentemente f;ﬁl(U) — f79(U) para j < i. Portanto fi 1, A fha

permanecem transversais a zi_1 € U dai f; o ¢ transversal a f; *(wg_1).

4.3 Aproximacao entre fFow e w

Advertimos que no final desse capitulo montaremos uma homotopia parcial que remove
pontos periodicos, contudo uma extensao dessa homotopia poderia criar novos pontos
periddicos. No entanto, os primeiros resultados que trabalharemos aqui vao asseverar que
esses pontos indesejados podem ser desconsiderados.

Lema 4.12 Consideremos (X,d) um espagco métrico compacto ANR, um subconjunto
fechado A de X, uma auto-aplicagio f : X — X e uma homotopia parcial f/ : A — X
que satisfaz:

1. fi(a) = f(a) para todo a € A.
2. fPUfI(A)NA=0 para I=1,... k-1.
3. f*Y(fl(x)) # x para todo x € DA.

Entao para uma vizinhanca arbitraria U D A ewiste f; : X — X uma homotopia satisfa-
zendo:

1. fi(a)
2. folz) = f(x) para todo x € X.

3. filz) = f(x) sempre que v ¢ U.

4. Para todo ty € [0,1] as orbitas de FIX(ff)\A e de FIX(f*)\A coincidem .
5

fi(a) para todo a € A.

. Se FIX(fE)NA=0 para todo t, € [0,1], entdo

FIX(ft’B) = FIX(fk)\{o’rbitas de f* que interceptam A}

PROVA: Provaremos que a homotopia h : X x {0}UA x I — X admite uma extensao
h X xI— X. Como X éum espaco ANR, podemos considera-lo como uma retracao
de um subconjunto aberto U de um espago normado F (r: U — X).

Agora h: X x {0} UA x I — X C E admite extensdo h : X x I — E. Logo existe

uma vizinhanga V de A em X tal que V x I C (h)~Y(U).
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Seja x : X — [0, 1] uma fungao de Urysohn que satisfaz x(A4) = 1 e x(X\V) = 0.
Segue que h/(z,t) = r o h(z, x(z)t) é a extensdo que desejamos. Tomemos fi : X — X
uma extensao arbitraria de f/ : A — A, homotopia parcial, com f; = f. Pela hipotese 2
existe uma vizinhanga U’ de A tal que:

1. AcU cU.
2 SO NT =Pparal=1....k -1

Seja p : X — [0,1] uma fungdo de Urysohn que satisfaz u(A) = 1 e u(X\U') = 0.
Definimos f'(z) = f},,(¥) para todo ponto z € X e para todo ¢ € [0,1]. Notemos que
paraz e U el=1,... . k—1

() (@) = ()1 () = F17H @) = F7H (@)
—
U
Definamos:
C ={z € X;(f/)*(z) = 2 para algum ¢ € [0, 1]}.

Este conjunto é fechado em X. Porque X é compacto temos que C' é compacto, por
hipotese C' é disjunto de A e assim temos que C'\ A é compacto.
Seja A : X — [0, 1] uma fungao de Urysohn que satisfaz:

AMA) =1 AM(X\U)U(C\A)) =0
e definamos fi(z) = fy,,(z). Assim:

1. Para cada a € A, fi(a) = fﬁ\/(a)t(a) = fi(

Q

) = f;(a)t(a> = fi(a).
2. Para todo z € X, fo(z) = fi(z) = fi(x) = f(x).
3 Sew ¢ U entio fi(a) = £, (0) = J{(a) = fule) = ).

~—~—

=0

4. Tomemos uma orbita O C FIX(fF) disjunta de A. Entao O C C\A, por con-
seguinte para todo ponto x em O temos que A(z) = 0 e assim fi(z) = f(x) para
todo ¢ € [0, 1].

Portanto para todo t € [0,1] as érbitas de FIX(fF) sdao iguais as orbitas de
FIX(fY).
|

Adotaremos as seguintes notacoes:

Q=[0,1]"CR"eQy={(x1,...,2) € Q;2,, =0}

Usaremos essas notacoes e o proximo resultado para trabalhar um pouco mais a homo-
topia que estamos lapidando. Essa homotopia serd usada na demonstracao do resultado
principal deste capitulo. Contudo admitiremos o préoximo resultado sem demonstré-lo.
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Teorema 4.13 (Hopf) Sejam aplicagoes fo, f1 : Q@ — R™ que satisfazem:
1. fo(2) # z e fi(z) # 2z para todo z € 0Q).

Entao existe um homotopia h : QQ x I — R™ satisfazendo:
1. h(z,0) = fo(z) e h(z,1) = f1 para todo z € Q.
2. h(z,t) # z para todo t € I e para todo z € 0Q).
|

Antes de provarmos os resultados 4.14 e 4.15, vamos esclarecer alguns detalhes técnicos,
construindo homotopias e evidenciando certas propriedades que podem passar desaperce-
bidos. Acrescentemos as seguintes hipoteses ao teorema anterior:

L. fo(Qo) e f1(Qo) sao pontos.
2. 7:(0,1] = R™\Qo ¢ um caminho de ¥(0) = fo(Qo) para ¥(1) = f1(Qo).
3. m> 3.

Ressaltamos que deg(id — f) = ind(f) = ind(g) = deg(id — g), do teorema 4.13 que
existe H : ) x I — R™ tal que

1. H(z,0) =z — f(2) e H(2,1) = z — g(2) para todo z € Q)
2. H(z,t) # 0 para todo z € Q. Dessa forma, adotaremos para todo z € @
H(z,0)=z—f(2) =2—7(0) e H(z,1) =2 — g(2) = z — v.(1).
Como @y C 9Q) temos que H(Qy x I) C R™\{0}. Defina

Hi: QyxdIxI) — R™\{0}
H(z,t) se s=0
(2, (L, 5)) = { z—7.(t) ses=1out=0out=1.

Consequentemente I'm(H;) C R™\Qy. Porque Q) é contratil temos que Qg x (I x I)
possui 0 mesmo tipo de homotopia de (1 x I) que por sua vez possui 0 mesmo tipo de
homotopia de S*. Para m > 3 nos ¢ permitido estender H; para Qo x (I x I), entao para

K =(0Q x I x{0})U(QoxIxI)U(dQyx {0,1} x I)

temos:
H, - K — ]Rm\{()}
H(z,t) se s=0 out € {0,1}
(z,(t,5)) — { Hi(z,t,s) paraz € Qo.

Observemos que para z € )y temos que :
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1. Hy(z,t,0) = H(z,1).
2. Hy(z,i,8) =z —~.(i) = H(z,i) onde 7 € {0,1}.

Agora aplicando as propriedades de extensao de homotopias no par

0Q x I,Q x I'U(0Q x {0,1})

temos uma extensao Hz : 0Q x I x I — R™\{0}. Por conseguinte, para

= (@ x I x{0})U[(0Q x ) U(Q x{0,1})] x I

segue
H4 : KZ — R™
H(z,t) se s=0out € {0,1}
(z,(t,s)) — { Hs(z,t,s) para z € 0Q.

Obtemos Hs : Q x I x I — R™ aplicando novamente as propriedades de extensao de

homotopias . Definimos:
ht . Q — R™
r +— x— Hs(x,t, 1),

cujas propriedades sao:

1. ho(z) =x — H5(2,0,1) =2 — H(z,0) =z — (z — f(x)) = f(x).

2. hy(z) =2 — Hs(x,1,1) =2 — H(z,1) =2 — (x — g(x)) = g(x).

3. hy(wo) = wo— Hs(wo,t,1) = 20— H(0, 1) = 20— (Z0 — Va0 (t)) = Vae (t) Para o € Qo.

4. h(z) = v — Hs(x,t,1) = g — Hs(x,t,1) # x. Assim Hj(z,t,1) # 0 para todo
x € 0Q.

Entao a homotopia h do teorema 4.13 pode ser tomada satisfazendo h(z,t) = ~(t)
para todo t € I e para todo z € Q.
Seguiremos as seguintes notagoes:

1. P=[-2,2]" C R™

2. By={(x1,...,zp) € P;x,, = 0}.

3. Py ={(x1,...,xp) € P;x,, > 0}.

4. P_={(x1,...,2m) € P;x, <0}.

5. Poy =A{(z1,...,2) € P;a < x,, < b}

Salientamos que se f,g: P — R™ forem aplicacbes com as propriedades:
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1. f(2) # z e g(z) # z para todo z € Py U JP.
2. f(Ry) e g(FPy) sdo pontos.
3. ind(f; Py) =ind(g; Py) e ind(f; P-) = ind(g; P-).

ese :[0,1] = R™\ P, for um caminho de f(Fy) para g(F). Entao, pelo que foi enfatizado
anteriormente, existe uma homotopia hy : P, x I — R™ que satisfaz:

1. hi(2,0) = f(z) e hy(z,1) = g(2) para todo z € P,.

2. hy(z,t) # z para todo z € OP,.

3. hi(Fo,t) = ().

Analogamente, existe uma homotopia h_ : P_ x I — R que satisfaz:
1. h_(2,0) = f(2) e h_(z,1) = g(z) para todo z € P_.

2. h_(z,t) # z para todo z € OP_.

3. h_(Po,t) = ~(t).

Dai, existe uma homotopia hy Uh_ = h: P x I — R™ que satisfaz:
1. h(z,0) = f(z) e h(z,1) = g(z) para todo z € P.

2. h(z,t) # z para todo z € Py U JP.

3. h(z,t) = ~(t) para todo z € F.

1

Fixado um ¢ € (0, 5

priedades:

) consideremos uma fungao n : P — R com as seguintes pro-

1. n(t) =t se, e somente se, t =1 ou t = —1.
2. n(=2)>-2,7n(0) <0en(2) > 2.
3. |n(t) — t| < e para todo t € P.

Atentemos que P = [—2,2]™"1 x [~2,2], assim usando a fungao anterior podemos definir
a aplicacgao:
h: [-2,2" 1 x[-2,2]=P — R™

(&.1) (e ().
Observemos que:
L. h(Py) ={0,7(0)}.
2. FIX(h)={(0,-1),(0,1)}.
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3. ind(h; (0,—1)) =1 e ind(h; (0,1)) = —1.
4. h(P_cq) C int(P).
Lema 4.14 FEziste uma homotopia hs : P — R™ (0 < s < 3) satisfazendo:
1. hy=h.
Py) € um ponto para cada s € |0, 3.
hs(z) # z para todo z € OP.
hs(x,t) = h(z,t) para todo (z,t) € OP e |t| < e.
h

hs(z) # z para todo z € P.

.\?Q.Q”‘.“?@N

hi(
(
s(
(x,t) € int(P) para todo |t| < e.
(
s

0) € int(P)\ Fo.

PROVA: A homotopia h, serd a concatenagao de 3 homotopias. Construiremos a
primeira delas.
Consideremos a homotopia ns[—2,2] — R tal que:

L no=n.

2. ns(t) = n(t) para |t| > e.

3. ns(t) =t se, e somente se, t = —1,+1.

4. n5(0) < 0 para todo s € [0,1) e n;(0) = 0.
Tome hg(x,t) = (Ux ns(t)). Dessa forma:
1.

oty = (e e

g

= (gan(t)

= h(xz,1).

2. Para cada x € [—2,2] e s fixado temos que hy(Py) = {(0,7(0))}, pois:

hs(2,0) = (S, 15(0))
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3. hs nao possui pontos periddicos no 9P, porque :

FIX(hs) ={(0,-1),(0,1)} para 0 < s <1
{ FIX(hl) = {(07_1>7 (070)7 (07 1)}

4. Para cada (z,t) € OP tal que |t| > ¢ temos que:

t t
hs(x,t) = (%x,ns(t)) = (%lx,n(t)) = hg(z,1).
t
5. Para |t| < € temos hs(z,t) = ( Ux . ns(t) ) €int(P).
3 U
€ int(j-2,2m-1) € H([=22))

Trabalharemos a segunda homotopia. Defina hy : P — R™ com a propriedades
ha(Av) = Ahy(v) para v € OP e A € [0,1]. Dai defina h; : P — R™, a homotopia
linear entre hy e ho, isto é,

hs(xa t) = (8 - 1)h2(x7t) + (2 - S>h’1('r7 t)
Consequentemente:

1. Para cada = € [—2,2] e para s fixado temos que hs(Fy) = {(0,75(0))}, pois:

ho(2,0) = (s — 1)ho(z,0) + (2 — 8)h (2, 0)

= (s—1)h(x, — 5) hi(x,0)
-0 -0
= 0.

2. hg nao possui pontos periddicos no 0P, pois para x € P temos que :

he(z) = (s—1)ha(2) + (2= s)hi(2)
= (s = Dhi(2) + (2 = s)hi(z)
= hi(z) # 2

3. Para cada (z,t) € OP tal que [t| > ¢ temos que:

hs(xz,t) = (s—1)ha(x,t) 4+ (2 — s)hy(z, 1)
= (s—=Dhy(x,t) + (2 = s)hi(z, )
= hi(x,t)
= h(z,t).
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4. Para |t| < e temos hs(z,t) = hi(x,t) € int(P).

Antes de trabalhar nossa tltima homotopia observamos os seguintes fatos:

1. hy(z) # z para todo z € OP.

2. ho € linear.

3. (0,0) é o tnico ponto fixado por hy. De fato, denote p/(z,t) = x e p”(x,t) =t assim
para cada (z,t) € OP

ho(z,t) = hy(z,t) = %lx

Consequentemente hy(x,t) = 0 se, e somente se, © = 0. Como hy é linear em
segmentos, esta equivaléncia se mantém para (x,t) € P.

O indice de (0,0) tem que ser 0 pois existe uma homotopia local que desaparece
com esse ponto fixo.

Denotemos v = (0,2) € OP e seja p > 0 é uma constante suficientemente pequena,
dai tomemos A : [—2,2] — R tal que A(t) = pmax{e — |¢|,0} e definimos

he(z,t) = ho(z,t) + (s — 2)A(t)vT
para s € [2,3]. Assim:
1.
hs(x,0) = ho(z,0) + (s — 2)A(0)v™
0+ (s —2)usv™.

2. hs nao possui pontos perivdicos no dP, pois para (z,t) € P temos:
hs(z) = ho(z,t)+ (s — 2)>\(15)szr
= hy(x,t) +(0,(s — 2)A(t)v™)
|t]

= (Fzm() + 0. (s = 2)A¢)e")

B (o) + (s = 2200

se t=0 = n(0) + (s —2)A(0)vT #£0
{set#() :>|t| #0

= hs(a,t) # (z,1).
3. Para cada (x,t) € OP tal que |t| > € temos que :
he(z,t) = hao(z,t) + (s —2) A(t) v"
—~—

=0

EN

hg(x‘, t)
h(zx,t).
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4. Para [t| < € temos :

hs(x,t) = ha(x,t) + (0, (s — 2)ue2) € int(P).

€int(P) muito pequeno

5. Observamos que:

P(hs(x,t)) = p'(ha(z, 1) + (0, (s — 2)2A(1))) = p' (ha(z,1)).

Dessa forma p'(hs(z,t)) = = se, e somente se, x = 0. Ainda
p"(hs(0,1)) = p"(ha(0, 1)) + 2A(2)

onde p"(hy(0,t)) > t parat € [—2,2] e portanto p”(h3(0,t)) > t paratodot € [—-2,2].
Segue que hz nao possui pontos fixos.

6. Suponhamos que h3(0,0) = zy € P, entao:
hs(z0) = ha(F) = hs(0,0) = 20
Dessa forma zy seria ponto fixo de hs o que é um absurdo pelo item anterior.

O proximo resultado é apenas uma adaptagao do que ja foi feito nao ampliando em
nada em nossas construgoes. Contudo, seu enunciado evidéncia uma homotopia que seré
de fundamental importancia na demonstracao do teorema 4.1.

Lema 4.15 Consideremos uma auto-aplicacao f : M — M que satisfaz as hipoteses do
coroldrio 4.10: FIX(f*) finito, duas drbitas disjuntas {xo,..., 211} € {yo,...,yr_1} de
comprimento k e w : [=1,1] — M um caminho de xo a yo. Suponhamos que préximo
do conjunto {z;,y;;i,j5 = 0,...,k — 1} f € um PL-homomorfismo e que w, fow, ...,
f*1Yow sdo PL-arcos.

Entao existe um mimero € > 0 tal que para todo aberto U que satisfaz f*'ow(—1+
e, 1 —¢) C U C Vj_y existe uma homotopia fs: M — M, (0 < s < 1), Constante fora de
U tal que:

1 fo=1.
FIX((f)F) = FIX(f*).

f1 satisfaz o coroldrio 4.10 para vizinhangas pequenas Vi, ..., V_,.

Eziste uma vizinhanga euclidiana W que satisfaz V§ C W e a restri¢ao (f1)**uwo
€ um homeomorfismo.
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5. fs(W?) é um ponto para todo s € [0,1].

6. f(Vi) cW.

PROVA: Como nosso problema satisfaz as hipdteses do corolario 4.10 fixaremos as
vizinhancas Vj,..., Vi_1. Segue de:

fHw(=1)) = zo, fH(w(1)) = yo € Vi
que para um nimero suficientemente pequeno n > 0 temos que :
fFow([=1,=1+mn)), fFow([l —n,1]) C Vg

e a restricio f* o w([—1+n,1 — n]) é homotépica (com pontos extremos fixados) a um
caminho em Vp\w([—1, 1]).
Primeiramente construiremos uma homotopia tal que :

1. f(zx_1) € Vp onde z,_; = f¥=1 o w(0).
2. A restrigdo f**ow([—1+n,0]) é homotopica a w([—1 + n,0]).
3. A restrigao f*~1ow([0,1 —n]) é homotoépica a w([0,1 — 7n]).

Pela hipotese do corolario 4.10, f~*(zx_1),...,f " (z,_1) estdo contidos em um
nimero finito de abertos mutuamente disjuntos. Porque f* o w é homotdpico a w e
f*ow é homotépico a um caminho em Vj, existe um caminho v de f* o w(0) a um ponto
de V; tal que os caminhos f*ow([—1,0])*~ e v f*ow([0, 1]) sdo homotopicos a caminhos
em Vj.

Assumiremos que v nio intercepte os abertos que contém f~1(zx_1),..., fF (2 1) e
FIX(f*), pois w ¢ homotopico f¥ow. Dessa forma, o caminho 7 pode ser visto como uma
homotopia parcial {z,_1} x [0,1] = M que nao passa por pontos periodicos, e pelo lema
4.12 essa homotopia pode ser estendida a uma homotopia em M (A = {z;_1}, X = M).

Usaremos f(z,_1) = fFow(0) € Vy. Agora deformaremos f préximo de f~*1ow(0,1)
de forma que f(f*~ ow[0,1]) C Vo. Como consequéncia de f* o w(0) € V;, existe n/ > 0
tal que f*ow([0,n]) C Vo e f¥ow([n,1 —n]) é relativamente homotépica (com pontos
extremos fixados) a um caminho em Vp\w.

Do corolario 4.10 temos que:

1. V,=R™ ! xR paratodoi=0,...,k—1.
2. f(V;") c Vii, (analogamente, f(V;7) C Vii,).
3. f(VO) =0 € Vi, =R™

4. fly,vo € homeomorfismo.
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O arco f*tow([n', 1-n']) C Vi_1 e f¥~1 ¢ um homeomorfismo em V;", entdao denotando
por w = f*Low([n,1 —1]) temos que w C fF (V).

Se tomarmos Uy = V;" e lembrando que w = f*~tow([r/, 1 —1]) satisfaz as hipoteses
de lema 4.11 podemos considerar wU f~'ow U ---U f %! o w como uma 1-variedade.

Fixemos um caminho wy : [/, 1 — n] — Vp\w cujos extremos sdo dados por wi(n') =
w(n') e wi(l —n) = w(l —n). Assim pela relagdo de Nielsen temos que os caminhos
wi([n',1=n]) e fFow([n',1 —n]) sao homotépicos (com pontos extremos fixados).

Como Vy é uma vizinhanca euclidiana e a dimensao de M é pelo menos 4 podemos
considerar que a homotopia entre os caminhos wi([’,1 — n]) e f* o w([',1 — n]) ndo
intercepta nossa 1-variedade.

Dai aplicamos o lema 4.12 para estender nossa homotopia para M. Advertimos que
FIX(f*) nao foi alterado, pois a homotopia parcial nio altera os pontos periédicos de f.

Agora tomaremos V{, ..., V/_; da seguinte forma:

Como fi(f*!(w)) C Vp existe uma vizinhanga euclidiana V//_; tal que f*1ow C
Vi, C Voe fi(Vl_,) C Vy. Por conseguinte V{_, é tal que f*"ow C V/_, C Vi_; e
AVis) Vi

Para que nao haja duvidas enfatizamos que W = V.

4.4 Demonstracao do teorema 4.1

Consideremos f : M — M uma auto-aplica¢do, {zo,..., 21} € {yo,...,yr_1} duas
orbitas Nielsen relacionadas, tal que :

1. FIX(f*) ¢ finito.
2. f & um PL-homeomorfismo préximo dos pontos fixos de f*.
3. ind(f* x9) = —1 e ind(f*,yo) = 1.

Pelo lema 4.7, podemos assumir que w : [—1,1] = M é um PL-arco de zy a yy e que
existem vizinhancas euclidianas mutuamente disjuntas V; tais que:

L f(Vi) C Vipa.

2. flfow(t)=(0,t) e R™ ! xR =V,.

3. VinFIX(f*) = {x;,y;} parai=0,...,k—1.

4. f(V;T) C Vi, F(Vi7) C Vi e f(V?) = 21 € Vi,

5. flvavo € um homeomorfismo para i =0,..., &k — 1.

6. Existe uma vizinhanga euclidiana W tal que f(Vj_1), Vo C W.
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7. flw\w, ¢ um homeomorfismo.

Provaremos que a restricao de f* para um subconjunto P de W é homotépica a uma
aplicacao livre de pontos fixos. Esta homotopia induzird uma homotopia parcial de f em
fE=1(P). Uma extensdo da homotopia induzida sera a aplicacio que desaparece com as
orbitas {xg,...,Zx_1} € {yo, ..., yr_1} como desejado.

No entanto, existe a possibilidade desta homotopia possuir pontos peridédicos no bordo
e por isso nao podemos aplicar o lema 4.12 para assegurar a nao existéncia de novos pontos
periodicos. Checaremos diretamente que o bordo é livre dos pontos indesejados.

Primeiro demonstraremos que depois de aplicar uma homotopia que nao altera os
pontos fixos de f* a restricao f*|p é dada pela formula

4

ha,t) = (5 m(0).

Como:
1. ind(f*, PT) = ind(f* zo) = —1 = ind(h, PT).
2. ind(f*, P7) = ind(f* x¢) = 1 = ind(h, P7),
o lema 4.14 produz uma homotopia especial h; : P — W que satisfaz:
1. ho = f¥|p.
2. hy =h.
3. hi(x) # x para xz € (OPT UOP™).
4. hy(P°) ¢ um ponto para cada t € [0, 1].

Determinemos uma homotopia parcial f/ : f*~1(P) — M tal que f/(x) = hy(y) onde
r = f*1(y) e y € P. Porquanto f*71|p ¢ injetora em P\P° e hy(P°) é um ponto para
cada t € [0, 1] a aplicagao esta bem definida.

Suponhamos que exista f*~1(f/(z)) = x para algum x = f*~1(y),y € OP. Assim se :

l.yePlentaor = fFYy) =z, e
FEH A @) = 7 (huly) = P Ha(P2) # 7N (20) = 2 = @

o que é um absurdo.
2. y ¢ PYentdo fi(x) = hu(y),

v = [Hf() = T (y) e x = N Y)

assim f*1(h(y)) = f*(y). Do fato de f* ser um homeomorfismo em W\W,
temos que y = hy(y) € P é um ponto fixo de h; no bordo de P, o que contradiz o
lema 4.14.
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Agora que ja sabemos que nossa homotopia nao possui pontos periddicos no bordo, usare-
mos o lema 4.12 para estender f/ em M garantindo que FIX((f])*) = FIX(f*), e como
consequéncia:

I

(z,t) = (g2.m(0)

para (z,t € P C W C R™). Por conseguinte, estamos preparados para remover as 6rbitas
{I'(), B axk—l} € {?JO; B ayk—l}-
Defina a homotopia parcial f/ : f*=}(P) — R™ = W C M como foi feito no lema 4.14,
isto é, pela férmula
LU y) = hs(y),y € P C V(0 < 5 < 3).
—

=T

O ponto z;_1 € A(f*71(P)) & periodico. Assim f*(f!(z,_1)) = 2,1 para algum
s € [0, 3] e portanto ndo podemos aplicar o lema 4.12 para estender esta homotopia em
M.

Por outro lado, note que nao existe outro ponto em 9(f*~1(P)) que seja periddico
durante a homotopia f, : f*"Y(P_.q) = hs(P_.,) C int(P) e hy é constante para
(x,t) € OP, |t| > e.

Seja fi : M — M uma extensdo de hs constante fora de Vj_q, onde (0 < s < 3).
Vamos provar que nao aparece novos pontos periodicos em f.

Fixemos um aberto Wj_; C Vi_; que satisfaz f*1(P_.4) C Wy_; e fi(Wi_1) C
int(P). Denote por

A= {x € M;(f)*(x) = x para algum s € [0, 3]}.
Reparemos que:

1. A é compacto.

2. ANAfF1(P) = {z_1} € Vi_1. De fato, suponha que f*!(z) € A onde x € OP.
Entao (f)*(f*1(x)) = f*(z), contudo:
PO @) = A ()
= [ (hs())
= [ hs(@) = ().

Suponha por absurdo que x ¢ P°, como f*!|p po & injetora temos que hy(z) =
x € OP o que é um absurdo, pois hg nao possui pontos fixos no bordo de P. Dessa
formax € PYe f*1(2) = 21 € Viy.

3. ANWy_y C f*1(P). De fato, seja x € W;,_; N A assim:
z = (f)F(@) = fFH(fi@).
Por outro lado, fi(x) € fi(Wy_1) C P. Portanto
v = (fu2) € fUP).
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4.
(Wi—r N AN\int(f*1(P))
Wit NANOf1(P)
{Zkfl}.
Segue que A\ f*71(P) também é compacto, pois:
A\FFHP) = A\(int(fFH(P)) UOfH(P))
= (A\mt(fk HP))NAUIFL(P))
= (14\”“5( (P )))\ {zc-1} -

fechado isolado

Wit 0 (A\int(f*7'(P)))

N

Seja A : M — [0,1] uma funcdo de Urysohn tal que A\(f*1(P)) = 1 e A((M\Vj_1) U

(A\f*=1(P))) = 0. Definimos f,(z) = f}(,),(v)-
Advertimos que f3(z) = fo(z) fora de Vi_;. Mostraremos que :

FIX(f)NVy1 =0
De fato, suponha por absurdo que f§(z) = x € Vj_;. Assim:

1. Se z = z,_; € R™ = V,,_; entao:

f5 (1) = PN fa(z0m1))
= FE 1 (hs(20))
j/ Zk—1 € Vi_1.
hs(20) P\ PO

2. Sex = ff1(y), y e P C Vy,y ¢ P entao:

) = =
= fi(x)
= (W)
= AN W)
= " (hs(y)).

Como f*~! ¢ injetora em V\V?, y = h3(y) ¢ um ponto fixo de h3 o que é um absurdo.

3. Se x € Vi1 \fF71(P) entdo:

|
/\ \_/

f3(x))
()

z)

= 1( )
(z)

= ( m3)

/\&3
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segue que x € A como A(A\ f*1(P)) = 0 assim x = f*(z) o que ¢ um absurdo pois
FIX(f*)N Vi ={(0,-1),(0,1)} C f*1(P)

e portanto FIX(f¥)n V1 =.



Capitulo 5

Outros Procedimentos com Pontos
Peri6dicos

Defini¢ao 5.1 Diremos que uma auto-aplicagao f: R™ — R™ satisfaz S,(f) se for dada
pela formula f(z,v) = X(p,(2),v) onde (z,v) € CxR™ 2 =R™, reZ,A<lep.:C—C
¢ dada pela formula:

( 2"

=T para r > 2
MZ_% para r < —2

pr(2) =4 exp®z  parar =1
o(2) para r = —1

[ ¥(2) parar =0

onde

1. Parar =1, ag = = >0 denota um dngulo irracional.

2. Para r = —1, definimos:
¢p: St = St
r+yi = y(@) —i-sgn(y)y/1— (v(z))?
onde v : [-1,1] = [—1,1] é um homeomorfismo que satisfaz :

o y(-1)=-171)=1.
o y(z) <z para |x| < 1.

Entio estendemos ¢ : C — C pela formula ¢(tz) = tp(z) ondet >0 e z € S*.

3. Para r =0, definimos:

p: St — St
ety = (@) +i-sgny)y/1 = (v(2))?
onde v : [=1,1] — [—=1,1] € o mesmo homeomorfismo acima. Entdo estendemos

¥ : C — C pela formula ¥(tz) = t1)(2) onde t >0 e z € S*.

63
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Para que néo passe desapercebido, o fato de uma aplicacao f satisfazer S, (f) influencia
no indice de suas classes de Reidemeister .Ressaltamos que a restricdo pr|c\(oy ¢ uma
funcao de recobrimento para r > 0. Além disso, para r = —1,+1 esta restricao é um
homeomorfismo, neste caso o conjunto dos pontos fixos da restricao p, : S* — S! é sempre
finito. Para qualquer subconjunto A de R™\{0} usaremos a notagao:

lin(A) = {t.a;a € A,t > 0}
e para todo vy € R™ usaremos a notagao v, = f?(v).

Lema 5.2 Seja f : R™ — R™ uma auto-aplicagao que satisfaz S,(f). Entao o conjunto
dos pontos vg # 0 que satisfaz as sequintes condigoes:

1. Os sequimentos lin(vy), ..., lin(vg),... sao multuamente disjuntos.

2. Fizado k= 0,1,..., as imagens inversas f~*(lin(vy)), f~2(lin(vg)), ... sdo mutua-
mente disjuntas.

3. f7P({wx}) € finito para todo k,p € N.

€ denso em R™. Além disso, se vy satisfaz as condicoes acima entao existe uma vizinhanga
U de vy tal que a restri¢io f|iunw) € um homeomorfismo.

PROVA: Para provar 1 é suficiente que, para um r fixado, o subconjunto dos pontos
z € St cuja orbita z,p,(2),...,p"(2),... consiste de elementos distintos seja denso em
St pois assim qualquer v = (2, x) € C x R™ 2 com 2’ = kz para 0 < k € R satisfaz 1.

Para r = 1, a orbita de cada ponto z € S consiste de elementos distintos, pois aq ¢
irracional dai p; é uma rotagao de um angulo irracional. O mesmo acontece com r =0 e
r=—1.

Quando |r| > 2 temos que p, é um recobrimento finito e FIX (p¥) é finito para cada
numero natural k, assim 1 segue do lema 2.19.

Percebamos que 1 implica 2. De fato, se z € f~?(lin(v,,)) N f~%(lin(v,,)) para algum
0 < g < pentao

fPla) = A1) € 7o linvy,) = lin(vy,,_,)-

Contudo f?(x) € lin(v,,) o que contradiz 1.

Por fim, provaremos 3. Para r = 0 a imagem inversa de cada ponto contém no maximo
dois elementos portanto a imagem inversa de py*(z) contém no méaximo 2* elementos.
Para r # 0 temos que a restri¢do f|gm\ o} ¢ um recobrimento com r dobras.

Destacamos que as aplicagoes p, sado recobrimentos finitos fora de {0} e r # 0 e pg €
um recobrimento local fora de {0}.
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Corolario 5.3 Consideremost; € (—1,1) pontos distintos e fizrados para j € N. Suponha
que f satisfaga S,(f) e que vg € (C x {0}) N S™ 1 C C x R™2 satisfaga o lema 5.2.
Sejam v; = (u;,0,t;) € S™1 C Cx R™* x R pontos tais que u; = (1/1 —t3)vo, para
j € N. Denotando vji» = f(v;) temos que:

1. Os segquimentos lm(v}) sao mutuamente disjuntos.

2. [~ (lin(vF)) N f_i,(lin(vf,,)) =0sej£j ousek=Fk ei#i.
3. fP({v}}) € finito para todo i,j,p=0,1,....

PROVA: Mostraremos que nao existem dois elementos da familia {v;} que sejam
colineares no sentido de existir um v > 0 tal que vji- = iji-l,. Para tanto suponhamos o
contrario. Sejam

Lovj = f(v;) = f(uy,0,5) = N(p}.(uy, 0, 15))
2. vl = f(vy) = [T (uy,0,t) = A (pl (uyr,0,t))

dois pontos da familia {v;} colineares no sentido mencionado acima. Entao apés uma
pgojegéo no subespaco C, isto é, na “segunda coordenada”, temos que os pontos p.(u;) e
pi (uj) estdo no mesmo segmento. Como u; e uj sdo ambos colineares com v, segue do
lema 5.2 que i =7’
. ~ !
Por outro lado, se os pontos (z,0,t) e (2/,0,t") forem colineares entao = = ;. Esta
) » Yy » 2| 4
proporgao para o ponto v; €

. 5, . i/
por assumir que v; € colinear com v}, temos que:

ij . tj’
2 2.
,/1—tj 1/1—15j/
t

Como a fungao e ¢ estritamente crescente em —1 < t < 1 segue que t; = tj, e

consequentemente j' = j e 1 esta provado. .
to_ &

Para provar 2, se denotarmos f(w,t) = (w,t) € R™! xR entéo 7 = .

ol Assim para

cada elemento de | J;Z, f~*(lin(v})) a proporgao sera

it

w;| 2
|J’ 1—tj
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logo f~(lin(vF)) N f (lin(vh 7)) = () implicaria

V1= 1=t
dessa forma t; = tj ej = j'. Resta mostrar para j = j', k = k' e <i. Sex €
f (lm( ") ﬁf (lm( )) entao f'(x) € lin(v}). Por outro lado, f'(x) = F7(f (2)) €

i (lm( vF)) = lin(v; k“ ") segue de 1 que i = i'.

Por fim, 3 é satlsfelto percebendo que a restrigdo f|(c\fo})xrm-2 ¢ um recobrimento
com 1 dobras para r # 0 e que para r = 0 a imagem inversa de cada elemento consiste de
pelo menos dois elementos.

Corolario 5.4 Fizados numeros naturais I, J, K € N. Entao qualquer v; do coroldrio
5.3 admite uma vizinhanga fechada V; C R™ tal que se denotarmos V’ 4(V;) teremos:

1. Os conjuntos lm(VZJ) sao mutuamente disjuntos parai =0,1,.... 1 ej=0,1,...,J.

2. fRUin(V)) N f M (lin(Vi) =0 se j #j ousek =k ei#d, i,i =0,1,...,1,
j?j/:OJ:l?"')J €k7k/20717'-'7K.

3. f"“(Vji) ¢ formado por uma quantidade finita de componentes conexas, todas lev-
adas homeomorficamente em V; para cada k = 0,1,..., K, 7 = 0,1,...,J et =
0,1,...,1.

PROVA: Existe uma quantidade finita de pontos v;. parai=20,...,lej=0,...,J,
i # j e I,J. Por conseguinte 1 segue de vizinhangas suficientemente pequenas V; dos
pontos v;. 1 implica 2 como no lema 5.2 e 3 ¢é satisfeito percebendo que a restrigao
f\(c\{o})me_z é um recobrimento com r dobras para r # 0 e que a restri¢ao f\RX(om)XRm_z
é¢ um homeomorfismo.

5.1 Procedimentos de Criacao e de Adicao

Geometricamente o que faremos nessa se¢ao é criar novas oOrbitas de pontos peridédicos
de uma auto-aplicacao de duas formas diferentes. No Procedimento de Criacao criamos
varios pontos periodicos, o que gera um certo controle sobre a cardinalidade do conjunto de
pontos peridédicos da auto-aplicacao, e no Procedimento de Adi¢ao criamos representantes
para classes de Reidemeister, o que facilita o calculo do nimero periédico de Nilsen-Jiang
completo.
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Lema 5.5 Consideremos uma PL-variedade compacta M, f : M — M wuma auto-
aplicacdo e um subconjunto aberto U C M que satisfazem:

1. f™(z) # x para todo x € OU.

2. Sew € FIX(f") entao a drbita {z, f(x),..., "' ()} estd inteiramente em U ou
em M\U.

Entao existe uma e-homotopia constante fora de U tal que:
1 fo=1.

2. f1 satisfaz as duas hipdtese acima.

3. FIX(f)\U = FIX(fH)\U.

4. FIX(f)\U € finito.

5. f1 € um homeomorfismo linear prozimo de cada x € FIX(f)\U.

PROVA: Fixemos uma vizinhanca V satisfazendo :
1. FIX(f")\U C V.
2. VUf(V)u---u (V) c M\oU.

Consequentemente, inf{d(z, f*(z));z € M\(U UV),kln} > 0. Dessa forma, se a
deformagao f;

L fo=1.
2. fi(x) = f(x) para todo x ¢ U.

for suficientemente pequena entdo FIX(f/)\U nao varia, pois nao existe novos pontos
peri6dicos em M\ (UUV) e as 6rbitas de pontos de V nao sdo levadas em M\U. Aplicando
localmente a prova do teorema 4.3 no conjunto compacto FIX(f*) N U conseguimos a
homotopia desejada.

|
Teorema 5.6 Procedimento de Criacao: Consideremos f : M — M uma auto-
aplicagao, uma k-orbita isolada {xo, ..., x;_1} de f, tal que f € um PL-homeomorfismo
proximo de cada x;, comi=0,...,k— 1.

Fizemos uma vizinhanca euclidiana U de xq tal que:
1L fO)NfIU)=0para0<i<j<k—1.

2. f € um homeomorfismo prézimo de cada f*(U) para 0 <i < j<k—1.
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Seja Vo C U uma vizinhanga euclidiana de xy satisfazendo f¥(Vo) c U. Denotemos
Vi = fY(Vo) e suponhamos que 0 € Vo C U = R™ (assumimos que xq # 0).
Entao existe uma homotopia {fi} constante fora de Vi._1 e que satisfaz:

1 fo=.

fE0) =0 e assim 0 € Vj se torna um novo ponto k-periddico.
Para um dado r # 0, S,(f*) da defini¢do 5.1 ¢ satisfeito.
fiVi1) C U.

FIX(fF) = FIX(f*)U{ a orbita de 0} U {as drbitas de |r| novos pontos periddicos
em Vi_1 cada uma com indice igual a —sgn(r)}.

PROVA: Fixemos bolas centradas em 0 € Vy: B(0,p) C B(0,p) C Vo com p < p'.
Assim a restricao f*~': Vy — Vi1 é um homeomorfismo e portanto podemos definir a
aplicagao

fi: fFYB0,p) — U=CxRm"?
Flen) o A5 D) = Ao (2), 2)

e estende-la para fi : f*71(B(0,p')) — U de forma que fi(y) = f(y) para y € 9B(0, p'),
depois com a mesma férmula estendemos a aplica¢ao sobre todo M (isso é possivel porque
U é contréatil e assim quaisquer duas aplica¢oes em U sdo homotopicas).

Note que que se as bolas B(0,p) e B(0,p') forem suficientemente pequenas entao
7o # 0 nao pertence as bolas e assim continua sendo um ponto fixo de fF. Dessa forma

FIX(ff) = FIX(f*)U{ as orbitas de f; que passam por Vi_;}.

A restricao f1o f*71: B(0, p)\B(0, p) — U nao possui pontos fixos no bordo, por isso
existe ¢, : B(0, p')\B(0, p) — U uma homotopia arbitrariamente pequena, para 1 < ¢ < 2,
e com as seguintes propriedades:

L ¢y = frofF1

2. ¢, €& constante no bordo.

3. FIX(¢9) é finito.
4. ¢9 ¢ um isomorfismo linear proximo de cada ponto de FIX(¢s).
Definimos a homotopia que desejamos da seguinte forma:

ftl M —- M

{ ¢¢(z) para z = f*1(2),z € B(0, p)\B(0, p).
T
fi(z) nos outros casos.



CAPITULO 5. OUTROS PROCEDIMENTOS COM PONTOS PERIODICOS 69

Portanto ind(f¥,0) = r e devem aparecer no minimo |r| novos pontos fixos de fF em
Vi—1 cada um com indice —sgn(r).

De fato, se aparecessem mais do que |r| novos pontos fixos de fF em Vj,_; entdo estes
pontos a mais estao em pares, um com indice —sgn(r) e o outro com indice sgn(r), e na
mesma classe de Nielsen em FIX(fF). Por conseguinte, podemos aplicar o procedimento
de cancelamento para remover todos estes pares de orbitas com indices opostos. Dai a
aplicacao f3 satisfaz o lema.

Observamos que se A for a uniao de oOrbitas k-peridédicas de uma mesma classe de
Nielsen tal que ind(f*; A) = rk para r # 0 entdo para a € A fixe uma vizinhanga
euclidiana de a que contém xz,. Aplicando o procedimento de criagdo conseguimos a
orbita {xo, f(xo), ..., fFH(xo)} de indice rk e |r| 6rbitas de indice —sgn(r)k.

Dai, com o procedimento de cancelamento removemos todos os pares de érbitas com
indices opostos. Portanto construimos uma homotopia f; satisfazendo:

1. fo=1f.
2. f, 6 constante em uma vizinhanca de FIX(f*)\A.

3. FIX(fE) = (FIX(fIN\A) U {wo, f(@o), ... £ (o)},

4. f* satistaz S,(f*) da definicio 5.1 na 6rbita {wo, f(xo), ..., f*~ (wo)}.

Teorema 5.7 Procedimento de Adicao: Seja FIX(f*) um conjunto finito e zy, 2, =

f(20), ..., z3-1 = [ Y z) pontos distintos. Entao existe uma homotopia f; constante
fora de uma vizinhanga de zp_q satisfazendo:
1. fO - f

2. FIX(fF)=FIX(f*YU{2,...,2r 1}
3. 29 € Py(f1) representa uma classe de Reidemeister em R(fF) = R(f*).

4. A orbita {20, f1(20), ..., fF " (20)} satisfaz So(fF).

Prova: Por hipotese os pontos zg, 21,. .., 23, sao diferentes, por isso deformaremos f
localmente para torna-la um homeomorfismo local proximo de cada z; com¢ = 0,...,3k—1
de forma que FIX(f*) permaneca inalterado, isso é possivel porque w = z,_; satisfaz as
hipoteses do teorema 2.21.

Como consequéncia do mesmo teorema, assumimos que existe uma vizinhanca eu-
clidiana W de z,_; tal que os conjuntos W, f~Y(W),..., f~*1(W) sejam mutuamente
disjuntos e cada uma de suas componentes conexas é levada homeomorficamente por f
sobre W.

Seja U uma vizinhanga euclidiana do ponto zy = 0 tal que:
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1. U é homeomorfa a R™.

2. As restricoes de f, f2,..., f3*~! sobre U sao homeomorfismos.
3. fU)NFI(U) =0 para 0 <i<j<3k—1

4. fF=YU) cW.

Consideremos bolas B(0,r) C B(0,7") C B(0,r") C U e yo um ponto de 9B(0,r")
(usaremos a notagao C' = fE=1(B(0,r)), C" = f*YB(0,7) e C" = f*=Y(B(0,r"))).
Dessa forma definimos uma aplicacao f; homotopica a f tal que:

1. fi(z) = f(z) para x & C”.

2. Vamos definir f; em C: Cada ponto de C' é da forma f*~!(x) tal que x € B(0,r),
assim f1(f*1(x)) = Mpo(2),t). Aqui usamos a defini¢do 5.1 e \ satisfazendo:

> Ar >
Portanto f,(C) C B(0,7") e So(fF) é satisfeito.

3. Em C'\C, fi serd dada por: Ja verificamos que Sy(fF) é satisfeito, por isso a
aplicagdo f1 : 0B(0,7) — M\B(0,7") é contratil. A contracao define uma extensao
de f1 sobre C’ que satisfaz:

e f1(C'"\C) € M\B(0,").

o fi(z) = f*(z) para x € 9C".

e O caminho que leva t € [, 1] em fi(tyo) representa uma classe de homotopia .

e f1(C\C) é disjunto da unido C" U f;*(C") U --- U f{*(C"), pois essa unido
esta contida na unido WU f;i*(W)U---U f7 ¥ (W) que por sua vez se fatora

em um namero finito de abertos mutuamente disjuntos e porque a dimensao
de M é pelo menos 3.

4. Por fim, definimos f; em C”\C’ pela formula fi(f*~!(z)) = f’“(@x)

7

Alteramos f apenas em C” que é disjunto de FIX(f*). Dai, FIX(f*) C FIX(fF) e
consequentemente basta verificar que z;_; é o tinico ponto de C” que satisfaz fF(z) = z.

Qualquer z € C” ¢ da forma z = f*~!(x) para algum x € U, deste modo se o ponto
z= fFY) € FIX(fF)NC, para z = (2,t), teremos:

A7) = [N @) = A @) = 71 (M po(2), 1))

fE=1 & um homeomorfismo em U, logo z = A(pp(2),t) o que implica que z = 0 = 24 e
21 = f*(2), uma vez que 0 é o tmico ponto fixo de aplicagao f* que satisfaz So(f*).
Agora se existir z € (C'\C) N FIX(fF), logo z = fF(z), entdo :
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L. fi(z) € f7FHH(O7)
2. fi(2) € 1(C"\O)

0 que ¢ um absurdo pois esses conjuntos sao disjuntos.
Por fim, se z € (C"\C")NFIX(fF). Tomando z = f*~!(x) para algum = € U teremos
que:

FEH ) = fE N @) = AT (@)

Como f*~! ¢ um homeomorfismo em U temos que:

= A1) = A0 e o,

! — !

O que é um absurdo, pois por construgao U e f*(U) sdo disjuntos.

5.2 Procedimento Coalescente

Este procedimento é muito importante por indicar a forma de usar os procedimentos
anteriores sem que um entre em conflito com o outro. Provavelmente por isso que sua
demonstracao exija um pouco mais de atengao que os outros.

Teorema 5.8 Procedimento Coalescente: Consideremos FIX(f*) um conjunto fi-
nito, | um divisor de k, {yo,y1,- .., Yi_1}, {70, T1, ..., Tx_1} Orbitas disjuntas de FIX (f!)
e F]X(fk) respectivamente, tais que:

1. Os pontos xq e yo sio Nielsen relacionados como pontos fizos de f*.
2. Os pontos xg ey satisfazem S,(f*) e S.(f!) respectivamente.

Entao existe uma homotopia f; constante em uma vizinhanga de

FIX(fk)\{l’o, TR Y0, Y1 )
que satisfaz:
1 fo=1.
2. FIX(fF)=FIX(f*)\{xo,21,..., 761}
Essa prova sera feita em 5 etapas durante toda essa segao. Contudo, nao usaremos
a palavra "PROVA" porque demonstraremos alguns resultados durante essa secao que,
pela clareza do texto, nao poderiam ser trocados de posicao com esse procedimento. Nas

duas primeiras etapas nao modificaremos f em uma vizinhanga de FI1X(f*).
Etapa 1: Assumiremos que :
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1. FIX(f*) ¢ finito.

2. 1y € FIX(f*), yo € FIX(f') sdo Nielsen relacionados como pontos fixos de f*,
onde [ é um divisor de k.

3. A condicao S, esta satisfeita proximo dos pontos xg, 1.

Vamos fixar uma vizinhanga euclidiana U do ponto yy = 0 em M homeomorfa a R™
que satisfaga S,.(f!). Em particular |f!(x)| = Az| para  em uma bola aberta centrada
em 0 e com A > 1.

De forma analoga, tomemos uma vizinhanca euclidiana do ponto zyp = 0 em M home-
omorfa a R™ onde S,(f*) ocorre.

Seja wy : [—1,1] = M um arco tal que:

1. wo(—l) = Yo, ’LU()(l) =X -

2. Os caminhos wy, f* o wy sdo Nielsen relacionados. Segue do corolério 5.3 que:

e Os arcos wo(—1,—1+¢], fowy(=1,—1+¢],..., f* L owy(—1,—1+ €] sdo
mutuamente disjuntos.

e Os arcos wo[l —&,1), fowg[l —e,1),..., fA Towy[l — ¢, 1) sdo mutuamente
disjuntos.

Portanto f ¢ um homeomorfismo em wy[—1, —1 +¢] e em wy[1,1 —¢]. Por outro lado,
como a dimensao de M é pelo menos 3 temos que a restrigao

frw[-1+¢e,1l—¢]—>M

é homotopica a um arco, por uma homotopia arbitrariamente pequena que pode ser
estendida sobre M por uma homotopia constante fora de uma vizinhanca do caminho
wo[—1+¢,14¢].
wo[—1+¢,1 + €] é isolado de FIX(f*), assim o lema 5.5 garante que nio aparecem
novos pontos periddicos durante essa homotopia e podemos assumir que f owg é um arco.
Repetindo essa construcao podemos assumir que f2 o wy, ..., f*~1 owy sdo arcos.
Observemos que para ¢ < j

t=s=—-1 e j—1¢&um multiplo de [
wi(t) = wy(s) = o
t=s=1 e j —1 ¢éum multiplo de k.
Etapa 2: Para qualqueri =0, ..., k—1 estabelecemos uma vizinhanca U; homeomorfa

a R™ tal que w;(t) = (0,t) € RxR™ ! com —1 <t < 1. Tomemos o arco wy[—1,1] C U,
numeros positivos £y, dg € 0s conjuntos :

1. C_ = {(t,l’) e R x Rmil;t =—-1 + <o, |l‘| < (50}
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W conv{AUv}

/‘\

WV

Figura 5.1: conv{A Uv}.

2. C, ={(t,x) eRxR™ Lt =1—¢g,|z| <}

3. D_ = conv{yo U C_} = o menor conjunto convexo que contém gy, e C_. Analoga-
mente Dy = conv{zo U C}} e Dy = conv{C_UC_}.

4. ‘/0 = mt(D, U D() U D+)

Tomemos ntmeros positivos €1, 0; e analogamente temos uma vizinhanca V; do arco
wy(—1,1). Observamos que se os ntmeros dy, d; forem suficientemente pequenos entao:

0 para 1>1

Yo = { {yo} paral=L.

Porque f o wyp(—1,1) = wy(—1,1) para €,0; podemos encontrar &, d, (para isso
basta tomar gy = min{cp, e} e & = min{dy,d,}) de forma que f(Vy) C V;. Com
esse procedimento podemos definir vizinhancas V;, com ¢ = 0,...,k — 1, de forma que
wi(—l, 1) CcV,C Ui, f(VZ) C Vi—i—l e

= — [H{y} paa0<i<j<k-1,j-1
V;ﬂV; _{(Z) para os outros casos.

Seja h : Vi — Vi uma aplicacdo dada por h(z) = f(z) para z € D_ U D,. Dessa forma h
manda cada segmento [(—1 + &g, x), (0, z)| linearmente sobre [f(—1+ &g, x),(0,0)] C Vi e
cada segmento [(0,z), (1 — €g, z)] linearmente sobre [(0,0), f(1 — &, z)] C V1.

A construcao anterior possui as seguintes propriedades:

1. As restrigoes f|p,, h|p, s@o homotopicas relativamente a C_ U C..

2. Essa homotopia pode ser estendida para todo M por uma homotopia arbitrariamente
pequena e constante fora de uma vizinhanca de Dj.

3. Dy ¢ isolado de FIX(f*), assim usamos o lema 5.5 para assumir que F1X (f*) nao
se altera durante essa homotopia.

4. As restrigoes f |VO—, f |V0+ sao homeomorfismos, onde

Vot = {(t,x) € Vo;t > 0} e Vy = {(t,x) € Vp;t < 0}.
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5. f(VY) =2, =1(0,0) e Uy =R x R™! onde V = {(t,z) € Vp;t = 0}.

Com uma construcao anéloga a que foi feita acima podemos assumir que as vizinhancas
Vi,i=1,...,k—1, possuem as seguintes propriedades:

1. As restri¢oes f|-, f|,+ sdo homeomorfismos que chegam em vizinhancas respecti-
vamente de w;;1(—1,0) e de w;11(0,1), parai=0,...,k — 2.

2. f(V7) =Vi, fVH) =V e f(VP) = zi41 € Viga.

1

Podemos escrever a vizinhanca Vy C Uy = R x R™~! da seguinte maneira:
Vo={(t,z); =1 <t <1, ]z| <p(t)}
onde p: [—1,1] — R é uma fungao continua que satisfaz
L p(1) = p(-1) = 0.
2. p(x) >0se —1 <z <1.
3. p é linear nos intervalos [—1, —14¢] e [l —¢, 1] e constante no intervalo [—-1+¢, 1 —¢].

Lembremos que todas essas deformagoes sao arbitrariamente pequenas e ocorrem em
subconjuntos disjuntos de FIX(f*) e portanto podemos assumir que FIX(f*) nio foi
alterado.

Etapa 3: Mostraremos que depois de uma homotopia que deforma apenas uma vizi-
nhanca de wy_,(—1,1) e que nao altera F'IX(f*) teremos que:

Rt z) = (t, Ap(t),0) € Uy = R x R x R™™2

numa vizinhanga da forma {(¢,z); |z| < p(t)} C [-1,1] x R™™! € R™ = Uy onde p(t) ¢
definida acima e A > 1.

Comecaremos provando que essa igualdade pode ser satisfeita em alguma vizinhanga
do ponto zy = (0,0) € Vy C U,.

Sejam wy, ..., wy,_1 arcos que satisfazem a primeira etapa (ndo necessariamente a
segunda), depois de uma homotopia arbitrariamente pequena que deforma apenas uma
vizinhanga dos pontos zg, ..., zx_2. A aplicacao f se torna um homeomorfismo local que
leva os pontos (t,z) € U; em (t,r) € U;y, para (t,z) proximo de (0,0) = z; e FIX(f*)
ndo se altera uma vez que 2, ..., z,_1 Nao sao pontos fixos de f*.

Por outro lado, zp_1, f(2k-1), .., f¥(21_1) sdo mutuamente distintos e nao estao em
FIX(f*). Se for necessario podemos alterar f proximo de f*(z._;) para que f*1(z,_;)
seja diferente dos pontos zx_1, f(2x—1), .., f¥(zr_1) e para que f**!(z,_;) nao pertenca
a FIX(f*).

Por causa desse procedimento assumiremos que zx_1, f(2x_1),- .., f2* 1(2x_1) sdo mu-
tuamente diferentes.
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Lema 5.9 Assumiremos que o0s arcos wo, f © Wy, ..., f?*71 o wy satisfazem a primeira
etapa, entao existe uma homotopia f; tal que:
1. fo= /.
2. f, € constante sobre o0s arcos wy, f o Wy, ..., owy e em uma vizinhanca de
FIX(f).

3. existe uma vizinhanga W' de z,_1 tal que W' U f=YW') U --- U f=F+LY(W') estd
contido em um nimero finito de abertos mutuamente disjuntos de M.

4. f1 satisfaz a sequnda etapa.

5. FIX(f*) = FIX(fF).

PROVA: Aplicando o teorema 2.21, para w = z;_1, angariamos uma vizinhanga W_,
de z;_; tal que os conjuntos:

Wiet, [ Wia), oo, TR (With)

sao mutuamente disjuntos e cada uma de suas componentes conexas é mandada homeo-
morficamente por f sobre W_.

Nao é necessario fazer corregoes em f proximo dos pontos zg,..., zx_o, pois f ja é
um homeomorfismos local préoximo desses pontos. Dessa forma, assumiremos que f leva
(x,t) € U; em (z,t) € U;y1. Assim deformamos f como na etapa 2 por uma deformacao
arbitrariamente pequena e que nao altera FI1X (f*).

Por conseguinte, podemos assumir que para uma vizinhanga W, _; suficientemente

; ; / -1 / —k+1 (1177 5 :
pequena de z;_; suas imagens inversas W,_,, f~ (W/_,),..., f (W/_,) estao contidas
em:

W =Wy Uf ' (We) U+ U fH (W)

que é um numero finito de abertos mutuamente disjuntos de M.
[

Porque o complemento M\W é homotdpico a M\{conjunto finito} que é conexo e
conexo por caminhos, pois a dimensao de M é pelo menos 3, existe um caminho « nesse
complemento que representa uma classe de homotopia tal que:

o(0) = f(zi-1) = f*(=0)
a(1) = (0,Ap(0),0) € Uy =R x R x R™ 2 para um A > 1.

Este caminho pode ser estendido por hy : W) _, — M \W uma homotopia com as

seguintes propriedades:

1. ho(z) = f(x) para x € W|_,.
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2. hi(ff1(t,z)) = (£, \p(t),0) € [-1,1] x R x R™2 para (t,z) € V; satisfazendo
[t ) e Wi,
3. hs(zk—1) = a(s).
Consideremos W' ; um aberto que satisfaz :
e €W, CW] , CW,_,

e i : M — [0,1] uma func¢do de Urysohn tal que pu(W," ;) = 1 e que u(M\W)_;) = 0.
Dessa forma podemos definir a homotopia

| hu@i(r) paraze W]
filw) = { ) parazg Wi,

Logo, FIX(ff) = FIX(f*), pois durante a homotopia os pontos de W]_, evitam W
que contém W[ _,, f~HW/]_,),..., f*(W]_,). Além disso, para (t,z) € f~* (W] )N
Vo temos :

flk(tvx) = fl(fk_1<t"r)) = hl(fk_l(twr)) = (ta Ap(t), 0) € Vo.

Mostraremos que essa igualdade pode ser satisfeita proximo dos pontos y;_1 € xp_1.
Como as aplicagoes t — wy(t), t — f¥owg(t) e t — (t,\p(t),0) sao lineares, para
—1 <t < —1+ ¢, existe uma isotopia ¢, : M — M que altera uma vizinhanca de yq tal
que:

1. ¢, € linear em segmentos [yo, y] para |y — yo| < 6.
2. ¢s0wo(t) = wo(t).
3. ¢1 0 ff owo(t) = (¢, Ap(1),0).

para 0 < s <1,—1 <t < -1+, onde 6 > 0 é suficientemente pequeno. Desse forma,
podemos dizer que fi(z) = ¢ o f o ¢;"(x). Consequentemente

fi(wo(t)) = @10 fo gyt owo(t) = 1o fowy(t) = (t,Ap(t), 0).

Além disso, a isotopia ¢, é constante em FIX(f*) e por conseguinte FIX(fF) =
FIX(f*). O mesmo pode ser feito proximo de zp, entdo assumiremos que a igualdade
fE(t, x) = (t, \p(t),0) ocorre em :

Vamos estender essa igualdade para conv{yy, WJ'} C Uy = R™ uma vizinhanga onde
W & uma vizinhanca de do ponto wy(—1 + 2).
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Gragas ao corolério 5.3 assumiremos que:

(£, Ao(t),0), f (£, Ap(t),0), ..., f*(t, Ao(1), 0)

sao mutuamente disjuntos para t € (—1,—1 + ) com 0 > 0 suficientemente pequeno.
Dessa forma, os arcos:

wo, ..., fFowy(t) = (t,A\p(t),0), f(t, \p(t),0),..., fF(t, A\p(t),0)

sao mutuamente disjuntos para —1 <t < —1 4 9. Pela etapa 2 assumiremos que f é um
homeomorfismo em Wy = conv{ W}, yo}, onde W} ¢ uma vizinhanca do ponto wo(—1+04),
W; = f{(Wy). int(W;) sao mutuamente disjuntos, para i = 0, ..., 2k e W] suficientemente
pequeno.

~ Sejam fg 1 Wiy — Wi, uma homotopia parcial (homotopia linear) entre fo=rfe
[t 2)) = (¢, \p(t),0) para (t,x) € Wy C Uy, W} € M uma vizinhanga do ponto

wo(—1, =1 + 2) satisfazendo W} C Wy C W,. Vamos denotar Wo = {WJ Uyo}. Entao
Wo\{wo} e M\ {int(Wy)U{yo}} sio subconjuntos disjuntos e fechados do espaco M\{yo}.
Assim existe uma fungao de Urysohn 7 : M\{yo} — [0, 1] satisfazendo:

L n(int(Wo)\{wo}) =1
2. n(M\{(Wo) U{yo}}) = 0.

Vamos definir

fly) = Faonl) pavay € FUW) = Wiy
) f() para os outros casos .

Essa homotopia é continua em o, pois fs(yo) = yo para 0 < s < 1. Logo:
1. fo=171.
2. filx) = f(x) para & & Wiy
3. Para (t,z) € Wy,
frtx) = fi(fi7 () = fE7HE ) = (3 A0(?), 0).

4. FIX(f*) = FIX(fF). De fato, como fk_l(W) ¢ a Unica parte alterada pela homo-
topia e o interior de desse conjunto é disjunto de FIX(f*), temos que a inclusdo

FIX(f*) C FIX(fY).
Por outro lado, fi(Wj_1) C Wy, isso implica que :

SiWi1) € AWE) CWign, oo, [f(Who1) © Wy

Como os conjuntos abertos W;, com ¢ = 0,...,2k — 1, sao mutuamente disjuntos
nao existe ponto de Wj,_; fixado por fF, dessa forma as érbitas de fI' ndo passam
por Wj_1, consequentemente essas orbitas sao também orbitas de f* e portanto
FIX(fF) c FIX(fF).
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Por fim, vamos estender a igualdade em torno de wy_1(—1,+1). Pelo teorema 2.21
podemos assumir que existe uma homotopia constante em uma vizinhanca de FIX(f")
que nao altera FIX(f™) e que valida a igualdade em uma vizinhanca de V{ tal que
wo(—=1,+1) C Vy C Vo C Uy = R™.

Assim a igualdade f(t,z) = (¢, Ap(t),0) € Uy ocorre em wy_1[—1,1] e em uma vizi-
nhanca das extremidades desse arco, em particular essa igualdade ocorre em vizinhancas
dos segmentos wi_1(—1, =1+ d] e wg_1[1 — 4, 1).

Logo, podemos deformar f de modo que a igualdade ocorra em uma vizinhanga de
wg_1[—1 + 0,1 — §]. Essa deformacao pode ser arbitrariamente pequena e nao altera
FIX(f*). Portanto assumiremos que a igualdade desejada ocorre em uma vizinhanca de
wk_l(—l, 1).

Etapa 4: Assumiremos que existem vizinhangas mutuamente disjuntas {V;} tais que:

2. f(Vi) C Vi
3. w(t) = (t,0) € R™ = U,

4. Parai=0,...,k — 2, as restri¢oes f|,-, f|y+ sdo homeomorfismos e f(V%) = z;11.

ot

Vo ={(t,z) € [-1,1] x R™ 1 |x] < p(t)} onde p : [~1,1] — [0,1] é uma fungao que
satisfaz p(—1) = p(1) =0, p(t) > 0 para —1 <t < 1.

Lema 5.10 Eziste uma homotopia arbitrariamente pequena e constante em uma vizi-
nhanga de FIX(f*) e em todos os caminhos w;[—1,1], para cada i =0,...,k — 1. Apds
a realiza¢ao dessa homotopia as condi¢oes acima sao satisfeitas. Além disso existe um
numero v, > 0 tal que:

1. Se (t,z) e V; CU; =R x R™ ! ¢ |t| < entdo
ft,z) = (t',2') € Viyy CU;y = Rx R™!
implica que t' = t.
2. Se |t| > v entao |t'| > 7.

PROVA: Modificaremos um pouco a construcao da etapa 2 para demonstrar esse
resultado. Consideremos a vizinhanga Vo = int((Do U Dy U D_)) da etapa 2. Fixemos
um numero 0 < vy, < 6. Seja h: Vy — V) uma aplicagao que leva:

L. [(_1 + 60,1’), (_'717 l’)] sobre [f(_l + 60"%)7 (_7177]—2(]0(_1 +é, I)))]
2. [(—71,0)(0,z)] sobre [7(f(—1+ eo,2)), (0,0)].

3. [(O’ 1‘), <_717 ZE)] sobre [(O’ 0)7 (_’717 7T2(f<1 — €0, ZE)))]
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4. [(=71,2), (1 — €0, )] sobre [(—v1, m2(f(1 — €9, 2))), f(1 — €0, 2)].

onde 5 : R x R™~! — R™~! denota a projecao sobre o segundo fator. Dessa forma, se
for suficientemente pequeno entao esse resultado é consequéncia do que foi feito na etapa
2.

Tomemos Cy = {(t,z) € Vp;t = 0} C Uy = R x R™! um subconjunto com-
pacto. Como f¥1(Cy) = 2,1 € Vi1 existe uma vizinhanca U de Cj contida em U
tal que f*1(U) C Vi_1 (Cy é convexo, portanto assumiremos que U também é con-
vexo). (0,p(0),0) € Cy C U, e gragas a isso, existem ntmeros A > 1 e § > 0 tais que
(t,Ap(t),0) € U para |t| < 0.

Teorema 5.11 FExiste uma homotopia f,(0 <t < 1), que altera f apenas em
FEY (Vo) U {uma vizinhanca de 2,1}
tal que FIX(fF) = FIX(f*) Uwo[—-1,1]U - Uwp_1[—1,1]

PROVA: Usaremos a construcao feita na etapa 3 para o A que acabamos de encontrar.
Assim temos uma homotopia que:

1. Deforma somente em Vj_;.
2. Nao altera FIX(f*).

3. Apos essa homotopia a igualdade f*(¢,z) = (¢, A\p(t),0) é vélida, para (t,z) € V{,
onde Vi = {(t,z) € Up;|z| < pi(t)} e p1 : [-1,1] — [0,00) ¢ uma aplicagdo que
satisfaz:

e pi(—1)=pi(1) =0e pi(t) >0 parat e (—1,1).
e p; ¢ linear proximo de -1 e 1.
Podemos assumir que p;(t) = kp(t) com 0 < k < 1.

Pelo lema 5.10 f(t,z) = (t,2') € V/,, pois para cada (t,z) € V; com [t| < 0,
(¢',2') = fA1(t, z) implica que t = #'. Consequentemente

flt,2') = f(FF7H(E @) = (E An(1), 0)

para (t,2') € fF"Y(V]) e |t| < 6. Como z,_1 ndo estd em FIX(f*) podemos estender
a igualdade f(¢,2") = (¢, Ap(t),0) em uma vizinhanca de W’ de z;_;. Consideremos
0 < do < 97 suficientemente pequenos para que:

{(t.x) € fFHVo)i [t < 62} € W
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Sejam W = f~1({(t,z) € Up; |t| < d2}) Nint(W'), n : [-1,1] — [0,1] uma fungao da
seguinte forma:

1 para t € [—1, —dz] U [09, 1]
n(t) =4 —zt parat e [=d,,0]
%t para t € [0, do]

e h: fF=1(Vy) — Uy = R™ uma outra aplica¢ao dada pela férmula

W51t 2)) = (. )\|a:\n(t)pp1((tg) ,0) €R x R x R™2

(esta aplicacdo estd bem definida, pois a restrigao de f*~! em Vj s6 ndo é injetora em
{(0, )} mas nesse caso o lado direito da equacao sera (0,0,0) € R x R x R™2 = [J).
Observemos que se [t| > 2, A > 1 e p(t) > p;(t) entdo

h(F*H(t, @) = (& Alzln(t)

se e somente se x = 0.
Seja (t,x) € df*1(Vy) segue que [t| = d5. De fato, se |t| < d entdo teriamos

(t,2) € int(W') O f7L({(t,2) € Vi |t] < 8}) € int(W)

o que contradiz o fato de (t,z) € OW.
Por outro lado, se [t| > 0 entdo f(t,z) = (t, Ap(t),0) mas isso contradiz

(t,x) e W ={(t,z) e W f(t,x) = (t',2") € Uy implica que |t'| < d,}.

Pela observagio acima estenderemos h para OW\ f*~1(Vy) tomando h(t,z) = f(t,x).
Desse modo, temos uma aplica¢ao h : f*=1(Vy) U W — Uy que satisfaz h(t,z) = (t,2%),
isto é, h fixa a primeira coordenada sem alterar muito as outras. Por sua vez, h pode ser
estendida para uma aplicagdo h : fF=1(V§) UW — U, de forma a continuar preservando
as coordenadas.

Defina uma fungao & : M — [0, 1] que satisfaz:

&(z) # 0 se, e somente se, z € M\wg_1[—1,1].

Dai, temos que:
fl(tax> = h(t,l’) + ({(t,x),()) = (t + {(t,l‘),l‘).

Como fi(2) = f(z) para z € O(f*1(V§) UW) podemos estender f; para M tomando
fi(z) = f(2). Consequentemente f é homotopica a fi, pois elas diferem apenas no

conjunto f*=1(VJ) UW que ¢é levado por f; em Uy = R™.
Notemos que se [t| < J2 temos que:

fl(fk_l(th» - f(fk_l(t7x) + (§<t’x>70)) = (t + §(t,x),x*) = (t,l’)
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se e somente se x = 0.
Por fim, mostraremos que:

FIX(ff) = FIX(f*YUwo[~1,1]U---Uw_1[~1,1].
Observe que
1. f(2) = fi(z) para z € FIX(f*).

2. fr(wo(t) = fr( £ (wo(t))) = wo(t) ,

e assim FIX(fF) D FIX(f*) Uwo[—1,1]U---Uw_1[-1,1].

Consideremos uma orbita de fF. Se essa orbita evita f*~1(VJ) U W entdo ela é uma
orbita de f*. Resta mostrar que (¢,z) € f*1(Vy) UW é fixado por fF se, e somente se,
r=0.

Contudo, se z = 0 entdao fF'(t,0) = (¢,0). Agora, se fF(t,z) = (t,z) € f*1(V),
podemos dizer que (t,z) = f* (¥ 2') para (¢,2') € V], de forma que t = 0 & ' = 0,
assim se t =t = 0 entao (t,z) = zx—1 = (0,0) € Vi_1.

No caso t.t’' # 0, temos que (t,z) = f* 1, 2) e

(t7x) = ff(tvx) = fk_l(fl(tax))

fE71 ¢ injetora em {(t,z) € Vi;t # 0} segue que fi(¢t,x) = (¢, 2'). Por (t,x) = fF (¢, 2')
temos que 2/ = 0. De fato, se 2’ # 0 entdo pela formula de f; em f5~1(V{) terfamos
AL, ")) = (t*, 2%) entdo |#'|6y implicaria |2*| > |2'|. Por outro lado, |#'|dy implicaria
que t' #£ t*.

Se (t,x) € W\wy_1]|—1, 1], denotaremos fi(t,x) = (¢, 2"). Por conseguinte:

filt,z) = (t +&(t, x), ).

Portanto t # t'. Além disso |t'| > §y e assim f*= (¥, 2') = (t",2") € Vi_1 o que implica
que t” = t'. Dessa forma:

(t’ :L‘) = ff(tw’r) = fk_l(tlax,) = (t”,ZL’”)

o que contradiz t # t' = t".

Etapa 5: Denotaremos T' = wy[—1,1] U fowg[—1,1]U--- U f* L owy[—1,1].
Lema 5.12 FExiste uma homotopia hy : M — M que satisfaz:

1. hg =idy,.

2. h(T)CT.
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3. hy € um homeomorfismo parat < 1 e f; : M\T — M\{yo,...,yi—1} € um homeo-
morfismo.

4. O subconjunto de M alterado por essa homotopia intersecta wma vizinhanc¢a de
T\{y07 s >yl71}-

PROVA: Podemos assumir que f satisfaz o teorema 5.11, dessa forma T se fatora em
T:T()U"'Uﬂ_l onde

T; = flow[—1,1] U fF o w[—1,1] U fF2 o wo[—1,1] U --- U fFED o pg[—1, 1].

Segue que cada T; esta conectado a uma componente de FIX(f*). Além disso f(T;) =
T;+1ondei=0,1,...,mod(k) (isto & T; = T; ).

Neste ponto vamos fazer algumas consideracoes sobre a homotopia que estamos tra-
balhando, seja f;(z) = hy o f o h;'(x) uma homotopia, ela s6 possui problemas em ¢ = 1
ex € {yo,...,y_1}, contudo

hio fohi'(yi) = hio f(Th) = hi(Tita) = Yira-
Vamos mostrar que
FIX(f) = (FIX(f5\T) U {yo, .- - yi1}-
A homotopia é constante em (FIX (f)\T) U {vo,...,y_1}, gragas a isso
(FIX(fo\T) U {yo, - i} C FIX(ff).
Para cada z € FIX(ff) temos que:
1. Oux € {yo,...,y—1}, e nesse caso nada temos a fazer.
2. Ouz ¢ {yo,..., 41} Logo, hi'(x) é um tinico ponto, assim:
v = ff(z) = hio ffoh(x).

Aplicando h;' dos dois lados temos que hy'(x) = f* o hi'(z). Portanto hy'(x) €
FIX(f*), por conseguinte

v € h(FIX(f%) = (FIX(FE\T) U {go, -, i1}



Capitulo 6

Teorema de Wecken para pontos
periodicos

Lema 6.1 Dada uma auto-aplicacao f : M — M e um nimero natural n, temos f ¢é
homotopica a uma aplicacao tal que dados um divisor k de n e uma orbita de pontos
{20,..., 211} € FIX(f*) quaisquer, temos que essa drbita de pontos:

e ou representa uma classe de orbitas de Reidemeister que € precedida por uma orbita
de MPS.

e ou representa uma classe de orbitas de Reidemeister de profundidade k e essa classe
de orbita de Reidemeister contém apenas k pontos k-periddicos que esta em MPS.

Além disso, S,(f*) € satisfeito em qualquer ponto z; (parar € 7).

PROVA: Usaremos inducao sobre os divisores k de n. Para k = 1, pelo teorema
de aproximagao (teorema A.3) podemos assumir que FIX(f) é finito e que f é um PL-
homeomorfismo em uma vizinhanca de cada ponto que fixa. Entao pelo procedimento de
cancelamento (teorema 4.1) podemos remover todas as classes nao essenciais.

Segue do procedimento de criagao (teorema 5.6) que podemos reduzir cada classe
essencial a um ponto onde S,(f) ¢é satisfeito (r # 0). Se uma classe de Nielsen nao
essencial de R(f) estiver em MSP entao usamos o procedimento de adi¢ao (teorema 5.7)
para produzir um ponto nessa classe de forma que Sy(f) é satisfeito nesse ponto.

Por inducao, suponha que para um determinado divisor k£ de n tenhamos que para
todo divisor [ de n menor que k o resultado é valido. Faremos uma homotopia em f para
que o lema seja verdadeiro para k. Em razao do lema 5.5 podemos assumir que:

Py(f) = {z € FIX(f* f'(x) # x,1 <k, |k}

é finito e que f é um homeomorfismo local proximo de cada ponto de Py (f) que nao altera
FIX(F\P(f).

Seja A € OR(f*) uma orbita de classes de Reidemeister. Se A nao for precedida por
uma Orbita de MPS entao cada érbita de pontos de A possui comprimento k. Dai, pelo

83
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lema 5.5 substituimos a 6rbita A por um ntmero finito de érbitas cada uma com indice
—1 ou +1. Dessa forma, podemos usar o procedimento de cancelamento e apenas um
numero finito dessas oOrbitas, todas de mesmo indice, restaram. Se A for nao essencial
entao A desaparece.

Se A for uma orbita essencial e irredutivel entao A estara em MPS. Por uma conse-
quéncia do teorema 5.6 segue que podemos substituir A por uma tnica 6rbita que satisfaz
Sr(f). Se A for uma orbita nao essencial em MPS entdo o procedimento de adi¢do nos
auxilia a criar uma 6rbita de comprimento k que representa A e que satisfaz So(f*).

Agora vamos remover todas a érbitas que nao estao em MPS. Pelo lema 5.5 podemos

assumir que cada uma dessas Orbitas sao finitas. Seja uma representagao {zo,..., 2k 1}
de uma oOrbita precedida por uma 6érbita de MPS.
Pelo procedimento coalescente podemos retirar {2, ..., zx_1}. Por fim, devemos fazer

esse procedimento simultaneamente em todas as érbitas de pontos que estao fora de MPS.
Primeiramente observamos que f é relativamente e-homoto6pica em uma vizinhanca
de FIX(f*) a uma aplicagao com as seguintes propriedades:

1. Existe um arco w}, : [—1,1] — M satisfazendo wi(—1) = yj, wj(1) = ) e os
caminhos f* o w, wy) sao homotépicos com pontos extremos fixados.

2. w! = f o w) também sdo arcos.

3. wi(—1,1),...,w},(~1,1), onde j € J, sio mutuamente disjuntos.

4. f7lowi (—1,1) sao mutuamente disjuntos para j € J.

5. Existe € > 0 tal que todos os arcos w)[—1, —1 + €], w][1 — ¢, 1] sdo segmentos.

Pela Etapa 1, somos capazes de encontrar wg para cada j € J separadamente. Dai, pelo

!

corolario 5.3 mesmo que w}, w) comegasse em um mesmo ponto poderiamos considera-los
disjuntos fora dos extremos. Entao para um j fixado escolhemos vizinhangas

Wi s wi(=1,1],...,Wi_, > w]_,(=1,1]

onde podemos aplicar o procedimento coalescente.
Denotaremos W7 = W7 U --- U W] _,. Se essas vizinhancas forem suficientemente
pequenas nas extremidades entao:

1. {W7} sdo mutuamente disjuntos.

2. f‘l(W,f_l) sao mutuamente disjuntos para j € J,0 <[ < k — 1.
Para j € J fixado conseguimos uma homotopia {f;.} tal que:

L fijo=1fefin=1I;

2. FIX(ff) = FIX(f*)\{],....2]_,}.
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3. Essa homotopia altera um subconjunto de Wg, ceey W,f_l.

Por conseguinte, consideremos a homotopia

fulz) = fit(x) parax e Wg, o ngq
¢ f(x) nos outros casos.

Provaremos que

FIX(f}) = FIX(PN U {ah. ..},

jeJ

De fato, FIX(fk)\ U'jej{xé, ..., x)_,} € FIX(fF) pois nossa homotopia é constante
fora de J;c; W3,...,Wj_,. Por outro lado, se uma orbita de FIX(fF) evitar a uniao

Ujej Wg,...,W]_ | entdo essa 6rbita ¢ também uma 6rbita de f*, ¢ diferente de todos os

r), e estd em FIX(fF)\ UjEJ{:r;é, A

85

Se um elemento dessa orbita estd em W/ para algum 0 < i < k—1 entéo fi(z) € VVijJrl

e portanto

fil@) = fia(fi(@)

file) = fi(2)

v = ff(r) =2 € W NFIX(f},) C FIX(f*\J{=d, ... 2}



Apéndice A
Construcao de Hopf

A idéia geométrica deste apéndice é retirar os pontos fixos de uma auto-aplicagao do
bordo do espaco, deixando apenas os pontos fixos do interior do espaco. A construgao
que faremos terd a propriedade de alterar o minimo possivel nossa auto-aplicagao.

Consideremos K’ um refinamento de um complexo simplicial K, uma aplicacdo sim-
plicial |f| : |K’| — |K| induzida pela fungao simplicial f : K" — K e t um p-simplexo nao
maximal de K’ tal que [t| C |f|(]¢]).

Primeiramente constataremos que f(¢) também é um p-simplexo, pois f ¢ uma fungao
simplicial e assim f(t) é um g-simplexo de K tal que ¢ < p. Contudo, [t| C |f|(|t|) e assim
q > p. Consequentemente g = p.

Observamos que a imagem de um simplexo maximal s de K’ que contém t pela aplica-
¢ao simplicial f é um simplexo maximal de K. De fato, seja s um complexo maximal s de
K’ que contém t (s é um m-simplexo com m > p), segue pela defini¢ao de sua realizac¢ao
geométrica que |s| é aberto em |K’|.

Uma vez que K’ é um refinamento de K, existe um m-simplexo k de K tal que |s| C |k|.
Dessa forma |t| C |s| C |k| e |t] C |f|(|t|) e portanto os vértices de t estao todos contidos
na intersecao kN f(t).

Lembramos que f(¢) é um p-simplexo de K, por conseguinte kN f(¢) é no maximo um
p-simplexo de K. Porém, ¢ é um p-simplexo e assim kN f(¢) é no minimo um p-simplexo de
K. Assim kN f(t) é um p-simplexo de K e f(t) C k (f(t) # k, pois f(t) é um p-simplexo
e k &€ um m-simplexo com m > p).

Consideremos L o subcomplexo de K’ que consiste de todos os simplexos de K’ que
nao contem t. Dai, construimos o complexo simplicial K} que é um refinamento de K’
e portanto um refinamento de K. Definiremos uma aplicagao f' : K; — K da seguinte
forma:

Para cada vértice v de L defina f'(v) = f(v). Set & t; entao f'(v(t;)) serd qualquer
elemento de f(t), por fim, f'(v(t)) serd qualquer elemento de k\ f(t). Dai, estendemos f
para todo K| pela formula

fHvo, ..., vp}) ={f(vo), ..., f(v,)}
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para qualquer simplexo {vy, ... ,v,} de K.
f’ é uma funcao simplicial, consequentemente, obtivemos uma aplicagdo simplicial

If'| - |K;| — | K| dada por: )

1

f(lv(s)]) = : mvz‘

tal que s = {vg, ..., v, }.
A construcao de f’ a partir de f e de t é o que chamamos de Construcao de Hopf.
Exibiremos algumas propriedades desta construgao:

" K K

Figura A.1: Construgao de Hopf.

1. |t| ndo possui pontos fixos por f’: De fato, |t| = U;_, |t:|, onde t; € K} e v(t) € t;
parai=1,...,r. (Lembramos que um complexo simplicial é uma colegao finita de
conjuntos finitos e por isso existe um tal nimero natural 7).

Por construcao f'(v(t)) ¢ f(t) e portanto f'(¢;) ¢ f(t) onde f'(t;) é um Il-simplexo
com [ < p.

Por outro lado, [t;| C [t| C |f|(|t]) e assim | f'|(|t:]) N[ f](|t]) = 0 e portanto |f'|(|¢;|)N
|t;| = (0. Segue que para todo z € [t| temos que |f’|(z) # .

2. Da definigdo de f’ temos que f|, = f'|r. Por conseguinte, se ¢t & t' entdo t’ é um
g-simplexo de K tal que ¢ > p. Portanto, se z € |(K})P|, isto ¢, se x pertence a
realiza¢do geométrica dos p-simplexos de K7, e se |f|(x) # x segue que v(t) é um
vértice de x e por isso |f'|(z) # .

3. Sex € |K ! | entao acontece uma entre as seguintes:
e 1 E |L|
e z € |t ondet & ¢t;.
o z € [t], [f(z) € [f[([t]) e [f'[(z) €

No primeiro caso, |f'|(x) = |f|(x) pela defini¢ao de f’.

o |
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No segundo caso, |f|(x) esta contido na realizagdo geométrica de algum simplexos
que contém f(t), pois f é uma aplicagao simplicial. Porque f'(v(t;)) € f(t) temos
que |f'|(z) est4 em algum simplexo de K que nao intercepta f(t).

No terceiro caso, |f|(z) e |f'|(xz) estdo em realizagbes geométricas de simplexos
diferentes de K, porém, ainda podemos dizer que a uniao desses simplexos esta
contida em um terceiro simplexo de K.

Neste sentido |f’| aproxima |f|, isto é, para todo = € |K’| temos que se |f|(x) € s1
e |f'|(x) € sp onde s, 59 € K entdo ou s; = s, ou $1 M sy = ) ou existe um terceiro
simplexo s3 em K tal que s; U sy C s3.

Teorema A.1 Considere X um poliedro n-dimensional convexo, n > 1, e uma aplicacao
f: X = X. Entao dado € > 0 existe uma aplicagao f': X — X tal que:

1. #FIX(f") € finito.

2. Eziste uma triangularizagao T = (K',7") de X tal que cada ponto fixo de f' estd
em 7'(|x|) para algum simplexo maximal x de K'.

3.d(f, f) <e.

PROVA: Seja T' = (K, 7) uma triangularizacao de X cuja malha é menor ou igual a
+- Pelo teorema 2.6 existe uma aproximagao simplicial f": (X,T;) — (X,T) de f para
algum ntmero natural r.

Por X ser convexo e pelo fato de 7. ser um homeomorfismo temos que nenhum vértice
de K, é maximal. (X é diferente de pontos isolados porque é um poliedro n-dimensional
com n > 0).

Segue que se um vértice vy de K, for ponto fixo de |f'], isto &, |f'|(|vo]) = |vol|, entéo
aplicamos a construcao de Hopf para obter um refinamento K’ de K, e uma funcao
simplicial f” : K’ — K que nao possui nenhum vértice como ponto fixo. Portanto
assumiremos que f” nao possui pontos fixos entre seus vértices.

Depois repetimos a construcao de Hopf para todos os 1-simplexos nao maximais t de
K, tais que |f'[(|t|) C |t|, para angariar um refinamento K’ de K, e uma fungao simplicial
f" + K’ — K que nao possui nenhum ponto fixo em um 1-simplexo nao maximal. Por
conseguinte tomaremos f” sem pontos fixos em um 1-simplexo ndo maximal.

Posteriormente, reiteramos a construcao de Hopf para os 2-simplexos nao maximais
t de K, tais que |f|(|t|) C [t|, para obter um refinamento K’ de K, e uma fungao
simplicial f” : K’ — K que nao possui nenhum ponto fixo em um 2-simplexo nao maximal.
Consequentemente nos apoderamos de uma f” sem pontos fixos em um 2-simplexo nao
maximal. E assim sucessivamente.

Observamos que f” 86 desloca os pontos dos simplexos que sao gerados por simplexos
que possuem pontos fixos, isto é, se tivermos um simplexo cujas faces nao possuem pontos
fixos por f’ entao pela forma como refinamos K, teremos que f” nao altera f’ neste
simplexos.
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Quando aplicamos a construcao de Hopf em um simplexo que possui pontos fixados
por f' em uma de suas faces teremos que f” aplicada nestes simplexos, além de nao criar
novos pontos fixos, destroi os pontos fixados por f’. Neste sentido podemos dizer que a
construcao de Hopf falha em adicionar pontos fixos na realizagao geométrica de qualquer
simplexo nao maximal do refinamento.

Assim aplicando um ntmero finito de vezes a construcao de Hopf teremos um refi-
namento K’ de K e uma fun¢ao simplicial f' : K’ — K tal que |f’| so fixa pontos da
realizacao geométrica de simplexos maximais. Com isso o item 2 esta provado.

Agora vamos provar o item 1: Seja t € K’ um simplexo maximal de K’ e suponha que
z, 2’ € |t| sdo pontos fixados por |f'|. Como |f’| & linear em [t], pois | f'| ¢ a linearizacao
da forma como f’ foi definida nos vértices de t, temos que para cada numero real r tal
que (r)z + (1 — )z’ € t segue que :

1)z + @ =r)a) = [f((r)z)+ |f](1 = r)a)
= (MIF1@) + (@ =7r)If ()
= (Nz+{1-r)"

Consequentemente existe ao menos um y = 7'z + (1 — ')z’ € [t|\|t|, onde 7 & nimero
real, isto é, y € um ponto fixo de | f’| que pertence a realizagao geométrica de um simplexo
nao maximal, o que contradiz a construcao que fizemos acima.

Portanto cada realizacao geométrica de um simplexo maximal de K’ possui no méximo
1 ponto fixo. Porque K’ é um conjunto finito temos que |f’| possui um niamero finito de
pontos fixos.

Agora vamos provar o item 3: Somente podemos usar a construcao de Hopf quando
temos um simplexo nao maximal tal que [t| C | f’|(|t]), assim essa constru¢do move apenas
os pontos da realizacdo geométrica de simplexos t’ que contenham ¢.

Por isso, usando o lema 2.7 na forma como usamos a construcao de Hopf temos que
cada ponto foi deslocado no maximo uma vez para cada dimensao da realizagao geométrica
do simplexo que ele esta contido. Como n é a dimensao do poliedro temos que cada ponto
move NoO MAaXimo n vezes.

A terceira propriedade da construcao de Hopf garante que cada x € X se desloca no
méaximo 2(malha(T)) por vez, dessa forma, para cada z € X

~— ~—

d(f (), 1f'|(2)) < n2(malha(T)) < %5 <f<e

Consequentemente d(f,|f']) < 5.

Dados espacos métricos X e Y dizemos que uma aplicacao f : X — Y é uma dilatagao
se para quaisquer z,y € X tais que z # y tivermos:

d(f(x), f(y)) > d(z,y)
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Lema A.2 Seja f : s — t uma funcao do k-simplexo s no k-simplexo t. Assim se o
diametro de s for menor que a distdncia entre o baricentro e o bordo de t entao f € uma
dilatacao.

Teorema A.3 Teorema de Aproximacgao: Seja [ :|K| — |K| uma auto-aplica¢io do
complexo simplicial K. Entao existe um refinamento K' de K e uma fun¢ao simplicial
g: |K'| = |K]| tais que:

1. todo ponto fixo de g estd no interior de algum simplero mazimal de |K'| que é
dilatado por g.

2. toda iterada g" de g possui apenas um niumero finito de pontos fixos.

PROVA: Cada simplexo de dimensao positiva de K possui uma distancia positiva
entre seu baricentro e seu bordo. Porque K é um conjunto finito tomaremos € > 0 a menor
dessas distancias. Pelo teorema A.l existem um refinamento K’ de K cujo diametro é
menor que € e uma aplicagao simplicial ¢ : |K’| — | K| homotopica a f tal que cada ponto
fixo de g esta no interior de algum simplexo maximal de K.

Devido ao lema A.2 e a escolha do € temos que a aplicagao g se dilata nos simplexos
maximais que nao se degeneram.

Agora provaremos o item 2: Seja z € |K’| um ponto fixo de ¢" e seja s; o simplexo de
K' tal que ¢’(z) € |s;| para j =0,...,n.

Observemos que g(g/(x)) = ¢’*!(x) para j = 0,...,n — 1, consequentemente ¢(s;) C
sj+1. No caso particular g(¢"*(z)) = ¢"(z) = z temos que s, = s, dessa forma g nao
degenera s; para j = 0,...,n — 1, pois se g degenerasse algum s; entao do fato de g ser

uma aplicagao simplicial teriamos que s, seria um simplixo de dimensao menor que sg €
Sg = S, nao seria possivel.
Seja
_ -1 -1 -1
t=(gliso))™ @ (glisa)) ™ 0+ 2 (glisa)) ™ (I50])

entao t é um simplexo em sy que contém x. Pela escolha do € segue do lema A.2 que g|‘5j|
¢ uma dilatagdo e assim ¢" : [t| — |so| € uma dilatagdo. Dessa forma = ¢ o tnico ponto
fixo de g" em |t|, porqué se 2’ fosse um ponto fixo de ¢g" em |¢| terfamos:

dg"(2"),g"(2)) =d(z',x) < = dg"(z),9"(2))
g" é dilatagao
Esta analise garante que dois pontos fixados por ¢g" nao podem dividir uma sequéncia
50, -, Sn_1 de comprimento n de simplexos de K’. Como K’ é um conjunto finito existe
apenas um numero finito de tais sequéncias. Portanto ¢" possui um ntmero finito de
pontos fixos.



Apéndice B
Deformacao de auto-aplicacoes

A idéia geométrica deste apéndice é linearizar uma dada auto-aplicagao proximo aos seus
pontos n-periédicos, para um ntmero natural n previamente fixado. Para tanto, devemos
provar primeiramente um lema técnico.

Lema B.1 Consideremos B C R™ uma PL-bola fechada de dimensao m > 3, um divisor
k de um nimero ndturaln (fixrados), By e By sub-poliedros tais que By C int(By) C By C
int(B) e f: By — int(B) uma PL-aplicag¢ao satisfazendo:

1. BoU f(By) U f2(By) U---U f"(By) C int(By).
2. Nao existe solu¢io da equacio f*(z) = x em OB,.

3. Nao existe solugdo da equacio f'(z) = x em By, onde | é um divisor de n menor
que k.

Entao existe uma PL-homotopia f, : By — int(B) tal que:
1. f; € constante em Bi\int(By)
. [t satisfaz as hipoteses 1, 2 e 3.
. f1 € um homeomorfismo linear prézimo de qualquer v € FIX(fF).

2
3
4. Esta homotopia € arbitrariamente pequena.
5. FIX(f') € finito.

PROVA: Por hipotese f : By — int(B) é uma PL-aplicacao do poliedro B; na PL-
bola fechada B, segue que fixada uma triangularizagao T" = (K, 7) temos que f é linear
na realizacao geométrica de cada simplexo de K.

Observamos que se K’ é um refinamento de K entao f é também uma PL-aplicagdo na
realizagao geométrica de K’ e por isso assumiremos que K é tao fino que se x € FIX(f")

entao st*(z) C int(By) e se x # 2’ € FIX(f™) entao st2(z) N st?(a’) = 0, onde

st?(z) = {y € By; existe vértice v de K tal que z,y € st(v)}.
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Comecaremos provando que f pode ser substituida por uma aplicacao fy que satisfaz:
L flBiint(Bo) = Jo|Bi\int(Bo)-

2. Os pontos de { fo(v); v é um vértice de K em int(By)} estao espalhados em int(B).
3. fo esta suficientemente proxima de f.

4. Nao existe solugao da equagao fi(x) = x em By, onde [ ¢ um divisor de n menor
que k.

5. FIX(fY) c Userrx ) st°(x).
6. Sex € FIX(f*) e’ € FIX(fF) N st*(z) entao fo(x') € st?(f(x)).

De fato, obteremos fy deslocando f nos vértices contidos em int(B) e reposicionaremos
estes pontos como descrito em 1, 2 e 3. Agora devemos provar que os itens 4, 5 e 6
acontecem.

O item 4 acontece por causa do lema 4.2 e da hipotese 3. Denotemos por:

U = {st*(x);z € FIX(f*)}

entdo f*(z) # x para todo x € By\U. Como fy é suficiente préoxima de f temos que
FIX(fy) C U.

No item 6, para cada z € FIX(f*) fixamos uma vizinhanca V, > x, satisfazendo
V. C st?(x) e f(V,) C st?(x) (essa vizinhanca existe porque nosso espaco ¢ métrico). Por
hipotese f, ¢ suficientemente préxima de f assim fo(V,) C st?(z) e podemos considerar
FIX(f¥)nst’(z) C V,. Portato se v € FIX(f*) e 2’ € FIX(f¥) N st?(z) entao fo(a') €
st?(f()).

Pelo item 4 FIX(fY) se fatora em 6rbitas de comprimento k da seguinte forma:
F[X(f(’f) = {'xtl)a"'axllcfl;'-';mgv"wxzfl}

para algum ntmero natural r. De fato, se existisse alguma 6rbita de comprimento [, [ um
divisor de n menor que k, entdo terfamos solugao da equagio = = fi(x), o que contradiz
o item 4. Observamos que fy esta suficientemente préoxima de f e por isso satisfaz as
hipoteses 1, 2 e 3 deste lema. Tomaremos [ = fj.

Agora construiremos uma homotopia f; com ¢ € [0, 1] de forma que f; seja um home-
omorfismo linear em uma vizinhanca de cada ponto de:

r

FIX(f8) 0 ( st(a})).

=1

Para qualquer sequéncia (sg, ..., Sx_1) de simplexos de K definimos :

S[so,sn_1] = 12 € [S0l; fi(z) € |si|,i=1,...,k—1}.
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Porqué o complexo K ¢ finito, o poliedro Bj se fatora em um ndmero finito de tais
conjuntos (por exemplo se K possuir d simplexos entdo existiram no méximo d* desses
conjuntos). Note que cada um desse conjuntos é convexo, pois cada realiza¢ao geométrica,
de um simplexo de K é convexo, e que f* é linear em cada um desses conjuntos pois f é
uma PL-aplicacao em Bj.

Se Siso,....sx 4] = S possuir um ponto k periédico, entdo denotaremos por Vi o subespaco
linear de R™ gerado por {z — f*(z);x € s'}. Consequentemente a dimensdo de V, ¢
limitada superiormente pela dimensao de s’, pois cada ponto fixo de f* é levado em 0 pela,
equacao = — f*(z).

Consideremos a unido |J,, Vi, onde s” esta no conjunto dos 5[s0,...,s5_1] QU€ possuem pelo
menos um ponto fixo de f* e com dimensdo inferior a m. Por conseguinte, | J,, Vi é uma
unido finita de subconjuntos préprios de R™ dessa forma existe um ponto zy € R™\ |, Vi,
zp # 0 pois 0 € |J,, Vi, arbitrariamente proximos de 0 e determinamos u : B — [0, 1] uma
PL-aplicacao dada por:

u(v) = 1 sex, ,€stlv),i=1,...,r
0 nos outros casos.

Entéo u(z) = 1 para = € st(x}_,) e u(x) = 0 para x € st(z}) com j # k—1. Definimos
fi(z) = fo(z) + u(z)zo. Dessa forma f; satisfaz:

1. f1 é constante em Bj\int(By).
2. f1 satisfaz as hipoteses 1, 2 e 3 deste lema.
3. Os pontos de {fi(v);v é um vértice de K no int(By)} estao espalhados em int(B).

4. Nio existe solucao da equagao f!(x) = x em By, onde [ é um divisor de n menor
que k.

5. FIX(fF) C Uyeprx w5t (2).

6. Sex € FIX(f*) e’ € FIX(fF)Nst*(z) entao fi(z') € st?(f(x)).
7. f1 ¢ um homeomorfismo linear préximo de qualquer z € FIX(fF).
8. FIX(f]') é finito.

Os itens 1 e 2 sao verdadeiros gracas a construcao de fy e da posterior construcao de
fi1. No item 3, observamos que os pontos de

{f1(v); v é um vértice de K no int(By)}
estao muito préoximos dos pontos de

{fo(v); v é um vértice de K no int(By)}
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que por sua vez estao espalhados.

O item 4 é consequéncia do lema 4.2 e de nao existir solucio da equacio fi(x) =
em By, onde [ ¢ um divisor de n e [ < k. Logo nao existe solugao da equacio fl(r) =
em Bo.

Para provar o item 5 seja U = {st?(z);x € FIX(f*)}, entdo f*(x) # x para todo
x € Bo\U. Como zj ¢ suficiente proxima de 0 temos que f; é suficientemente proximo de
fo que por sua vez ¢ suficientemente proximo de f e assim FIX(f;) C U.

No caso do item 6, para cada z € FIX(fY) fixemos uma vizinhanga V, > x, sa-
tisfazendo V, C st?(x) e f(V,) C st?(z) (essa vizinhanca existe porque nosso espago é
métrico). Como f; é suficientemente proximo de fy temos que fi(V,) C st?(x). Portanto
consideraremos FIX (ff)Nst*(z) C V,, ese x € FIX(fY) e 2’ € FIX(fF)Nst?(x) entdo
(@) € s(foa)).

Para o item 7, basta provar que f; é um PL-homeomorfismo em uma vizinhanca de
cada ponto ' € FIX(fFf) N st?(z), onde i = 1,...,r, e, que por sua vez, é suficiente
mostrar que qualquer convexo s’ = sy, .5, ,] que contém ' é m-dimensional, uma vez que,
neste caso, a imagem de um espaco m-dimensional por f serd um espago m-dimensional.

Por absurdo, consideremos x’ um ponto de s’ C By, onde s’ ¢ um subconjunto con-
vexo de dimensdo menor que m onde f¥ ¢ linear, {z},...,x, ,} a oérbita de 2’/ = zf e
xl € FIX(f*) satisfazendo x| € st*(z}). Segue da propriedade 6 que 7} = fi(zf) €
st*(f(xh)) = st*(2}). Repetindo j vezes esse argumento teremos que z; € st?(z}) para
0<j<k—1 Assimu(z}) =0 paraj#k—1eu(z)_,)=1 Consequentemente:

zo = fr(xg) = fi(fo " (20)) = fo (20) + u(fo ™ (x0))
——

N CD)

= 2y — fy(20) = u(fy ™' (25))z0 # 0
segue que zg € Vi o que contradiz a escolha que fizemos de zy. Portanto a dimensao de s
¢ no minimo maior que m, mas como estamos em R™ temos que a dimensao de s’ é igual
a m.
Por fim provaremos o item 8. Notemos que qualquer convexo s’ em que fF é linear
contém no maximo 1 ponto fixo de fF. De fato, se existisse s’ com dois pontos periédicos
x e a’, como fF & linear para todo ntimero real 7 tal que rz + (1 — 7)2’ € s’ terfamos:

filrz+ (1 =r)a') = fi(rz) + fH((1 - 1))
= rff(@) + 1 -1)fi@)
= ro+(1—r)x.

8 8

Portanto s’ possuiria pontos fixos de fF em seu bordo, mas o bordo de s’ ¢ um subconjunto
de dimensao menor do que m, o que é um absurdo.

Na construgao acima nao nos atentamos para a criagao pontos de periodo [, para algum
divisor [ de n maior que k. Mostraremos que uma homotopia arbitrariamente pequena
em uma pequena vizinhanca de FIX (f*) remove estes pontos preservando FIX (f*).
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Tomemos uma orbita {xg,...,z,_1} e uma vizinhanga Uy de z, tal que f*|y, seja a

restrigado de um homeomorfismo linear g (identifique zy = 0 e Uy uma vizinhanga de 0).
Assim podemos considerar os seguintes casos:

1. Se 1 ndo for autovalor de g% : R™ — R™ (lembrando que k é um divisor de n) entdo
fi(a) =gt () # 2
para x # x na vizinhanga Uy N f~1(Uy) N ---N f7(Up) de .

2. Se 1 for autovalor de gk : R™ — R™ entdo seja f'(z) = A(x)f(x) onde X : By —
(0,00) & dada por:

Az) = 1 para x fora de uma vizinhanca de x.
| N para o outro caso.

onde ) é suficientemente proximo de 1 mas X' # 1, dai segue do caso anterior.

Teorema B.2 Seja n um mimero natural fizado e M C RN wma PL-subvariedade com-
pacta com a métrica inerente da métrica euclidiana de RY. Entdo qualquer auto-aplicagdo
f:M — M ¢é homotdpica a uma auto-aplicacdo g : M — M com:

1. #FIX(g") finito.
2. g um PL-homeomorfismo prézimo de qualquer x € FIX(g").

3. Dado £ > 0 podemos escolher g satisfazendo d(f,g) < €.

Figura B.1: Linearizagao de f.

PROVA: A prova deste resultado é feita por inducao sobre os divisores de n. Para

k = 1 segue da Construgao de Hopf e de A.3. Ainda destes fatos os pontos fixados de g
estao no interior de simplexos maximais e g se dilata nesses simplexos.
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Fixemos k£ um divisor de n e assumimos que FIX(g") ¢ finito e g ¢ um PL- home-
omorfismo préximo de qualquer ponto fixado por ¢!, para um divisor [ de n com [ < k.
Transformaremos g em um PL-homeomorfismo proximo de qualquer ponto x € Py(g) =
FIX(g*)\Uy FI1X(g"), onde |k significa que [ divide k.

Podemos dizer que Py(f) se fatora em uma quantidade finita de érbitas cada uma com
dimensao k, assim:

1 ..
Po(f) =A{xg, -2 q; 5y, T )
Tomemos vizinhancas U;, i = 1, ...,k — 1, mutuamente disjuntas que satisfazem:
UiNFIX(f") = {xj,....2{}

(lembrando que isso é possivel porque nossa variedade possui dimensao maior que 2).

1. Como FIX(f™) é finito, existe uma PL-vizinhanca B satisfazendo:

BNFIX(f") =int(B) N FIX(f") = Pu(f).

2. Como Py (f) ¢ f-invariante, existe um sub-poliedro B satisfazendo:
Pi(f) Cint(By) C By Cint(B) N f~'(int(B))

(pois nosso espago é métrico). Entdo existe uma PL-variedade By satisfazendo
Pk(f) - Z?’Lt(Bo) e
Byu f(BQ) J---u fn(Bo) C mt(Bl)

Com isso podemos aplicar o lema B.1 para obter uma homotopia parcial em By e
estende-la de forma constante para B;. Porqué a homotopia é suficientemente pequena
consideraremos J,, ;. Fi(f) constante e que Py(f) continua no interior de Bo.

Portanto f;, que encontramos no lema B.1, é o PL-homeomorfismo que procuréavamos.
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