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Resumo

Neste trabalho, estudamos o resultado de boa-colocação para a equação da onda cúbica

�u+u3 = 0 em R3, devido a H. Bahouri e J.-Y. Chemin, no qual os dados de Cauchy estão

no espaço de Sobolev homogêneo Ḣ3/4(R3) × Ḣ−1/4(R3). A prova utiliza um método de

interpolação não-linear, decomposição de Bony e desigualdade logarítmica de Strichartz,

todas formuladas na Teoria de Littlewood-Paley.

Palavras-Chave: Equação da Onda Cúbica. Teoria de Littlewood-Paley. Decomposição

de Bony. Estimativas de Strichartz.



Abstract

In this work, we study the result of well-posedness for the cubic wave equation

�u + u3 = 0 in R3, due to H. Bahouri e J.-Y. Chemin, where the Cauchy data is in

the Homogeneous Sobolev space Ḣ3/4(R3)× Ḣ−1/4(R3). The proof relies on nonlinear in-

terpolation method, the Bony's decomposition and the logarithmic Strichartz estimates,

as formulated in the Littlewood-Paley Theory.

Keywords: Cubic Wave Equation. Littlewood-Paley Theory. Bony's decomposition.

Strichartz estimates.
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1

Introdução

Consideremos o problema de Cauchy semilinear
�u+ u3 = 0 em R× R3

u(0, x) = u0(x)

∂tu(0, x) = u1(x)

(1)

onde � = ∂2
t −∆ é o operador da onda.

Alguma hipótese de pequenez e/ou decaimento devem ser impostas nos dados de Cauchy

para que existam soluções globais. Por exemplo, consideremos a EDO u′′(t) + u3(t) = 0

u(0) = 0 e u′(0) = 1√
2

ou seja, procuramos para (1) soluções independentes de x com valores iniciais constantes.

Multiplicando a EDO por u′(t) teremos

d

dt

(
u′2(t)

2
+
u4(t)

4

)
= 0 (2)

e, por integração,

F (u)
def
=

∫ u

0

dx√
1− x4

=
t√
2
.

Observemos que F é uma função crescente, e a principio de�nida para u < 1. Como

T =
∫ 1

0
dx√
1−x4 é �nito, a função u(t) = F−1( t√

2
) é solução válida para t < T . Também,

o limite de u(t) vale 1 quando t → T . Por conseguinte, a derivada de u em t = T seria

igual a zero pela conservação pontual de energia em (2). Assim, devemos ter u(t) = 1 se

t > T .

Mas se u fosse de classe C2 e solução da EDO de segunda ordem, a concavidade seria

voltada para baixo, impossibilitando de ser constante para t > T . Consequentemente, u

não pode ser C2 para t > T . Este é um fenômeno de explosão na segunda derivada.
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No que diz respeito a estas questões, existe uma vasta bibliogra�a direcionada a existência

de singularidades para equação hiperbólicas não-lineares, revitalizadas nos trabalhos de

Fritz John (ver [16]).

Alguns resultados existentes na literatura mostram que o problema de Cauchy (1) é glo-

balmente bem-posto quando (u0, u1) ∈ Ḣs(R3) × Ḣs−1(R3), para determinados valores

de s. Por exemplo, H. Lindblad e C. D. Sogge, em [19], provaram que a equação (1)

admite existência e unicidade de solução para s = 1/2 com dados iniciais su�cientemente

pequenos. Já C. E. Kenig, G. Ponce e L. Vega, em [17], obtiveram o resultado quando

s > 3/4, com a hipótese adicional de que u0 ∈ L4, mas sem a condição de pequenez.

O próximo (e natural) passo é investigar se o mesmo ocorre quando s = 3/4 (pois neste

caso, u0 ∈ L4, pelos teoremas de mergulho). O resultado apresentado por H. Bahouri e

J.-Y. Chemin em [2], o qual estudamos neste trabalho, responde a pergunta como caso

particular do seguinte

Teorema 1 Suponhamos que (u0, u1) ∈ Ḃ3/4
2,4 × Ḃ

−1/4
2,4 tal que Ṡ0u0 pertence a L2. Então

existe uma única solução global de (1) no espaço L4
loc(R;L4).

A prova utiliza um método de interpolação não-linear, por meio da decomposição de

Littlewood-Paley. Além disso, requer o uso das estimativas de Strichartz, especialmente

a desigualdade logarítmica, que relaciona normas de soluções da equação da onda livre

cujo suporte da Transformada de Fourier está suportada em conjuntos diádicos.

O presente texto tem como objetivo expor algumas das ferramentas necessárias para a

compreensão da demonstração deste resultado. No Capítulo 1, apresentamos os principais

tópicos relacionados a Teoria das Distribuições e, através da Transformada de Fourier,

de�nimos os espaços de Sobolev.

No Capítulo 2, abordamos a decomposição de Littlewood-Paley e introduzimos os Espaços

de Besov e a Decomposição de Bony, como aplicações. Finalmente, no terceiro capítulo,

deduzimos algumas propriedades a respeito da equação da onda cúbica e nos dedicamos

à prova do Teorema 1.
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Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo destina-se a estabelecer a linguagem e os fatos básicos necessários a com-

preensão dos capítulos subsequentes. Enunciamos os principais resultados a respeito da

Transformada de Fourier, de�nimos os espaços de Sobolev e exploramos algumas de suas

propriedades. As referências básicas são [12], [14] e as notas de curso [5].

1.1 Terminologias e Notações

Consideremos o espaço euclidiano Rd munido do produto interno canônico

x.y =
d∑
i=1

xiyi,

onde x = (x1, · · · , xd) e y = (y1, · · · , yd) são elementos de Rd.

Assim, se | · | é a norma usual em Rd proveniente deste produto interno e r0, r1 > 0,

indicamos por

B(x0, r0) =
{
x ∈ Rd; |x− x0| < r0

}
a bola centrada em x0 e raio r0 e

C(x0, r0, r1) =
{
x ∈ Rd; r0 < |x− x0| < r1

}
a coroa centrada em x0, com raio menor r0 e raio maior r1.

Se Ω é um subconjunto aberto de Rd e k um inteiro não-negativo, a classe Ck(Ω) consiste

de todas as funções u : Ω→ R que tem derivadas contínuas de ordem menor ou igual que

k. Denotamos por C∞(Ω) o espaço das funções in�nitamente diferenciáveis.



Capítulo 1. Preliminares 4

Usualmente escrevemos as derivadas de uma função f ∈ C∞(Ω) de uma maneira concisa

por meio da notação dos multi-índices. Um multi-índice é uma d-upla de inteiros não-

negativos. Assim, dado (α1, · · · , αd) ∈ Nd um multi-índice, sua ordem é dada por |α| =

α1 + · · ·+ αd e dizemos que α ≤ β se αi ≤ β1,∀i = 1, · · · , d.

Também, para x = (x1, · · · , xd) ∈ Rd,

xα = xα1
1 x

α2
2 · · ·x

αd
d

Assim,

∂αf =
∂|α|f

∂α1
x1 · · · ∂αdxd

= ∂α1
x1
· · · ∂αdxd f,

ou seja, ∂αixi representa a derivada parcial sucessiva (αi-vezes) com respeito a variável xi.

1.2 Espaços Lp

Fixemos um espaço de medida (X,M, µ), ou seja, X é um conjunto não-vazio,M é uma

σ − álgebra de subconjuntos de X e µ : M → [0,∞] uma medida. Se f é uma função

mensurável sobre X e 1 ≤ p <∞, de�nimos

‖f‖Lp =

(∫
X

|f |pdµ
)1/p

Também, para p =∞,

‖f‖L∞ = inf {a ≥ 0 : µ({x : |f(x)| > a}) = 0}

com a convenção de que inf ∅ =∞. Em alguns casos, ‖f‖L∞ é chamado supremo essencial

de f e escrevemos

‖f‖L∞ = supessx∈X |f(x)|.

De�nimos

Lp(X,M, µ) = {f : X → C; f é mensurável e ‖f‖Lp <∞} .

Dizemos que duas funções de�nem o mesmo elemento de Lp quando elas sao iguais em

quase toda a parte. Mediante esta identi�cação, temos que o espaço Lp(X,M, µ), munido

da norma ‖ · ‖Lp , é um espaço de Banach (para a prova, ver [21], por exemplo).

Recordemos que dois números reais p e p′ satisfazendo
1

p
+

1

p′
= 1, com p, p′ > 1 são ditos

expoentes conjugados.
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Proposição 1.2.1 (Desigualdade de Hölder) Sejam 1 ≤ p, p′ ≤ ∞ expoentes conju-

gados. Se f e g são funções mensuráveis sobre X,

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lp′ (1.1)

Demonstração: Ver [9], pág. 174.

Se p = p′ = 2, (1.1) é conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwartz.

No caso particular em que µ é a medida da contagem sobre um conjunto A, é costume

denotar o espaço Lp correspondente por `p(A), ou simplesmente `p, se A é enumerável.

Neste caso, um elemento de `p pode ser visto como uma sequência x = (xj), j ∈ A tal que∑
j∈A

|xj|p <∞,

se p <∞, ou

sup
j∈A
|xj| <∞,

caso p =∞.

Proposição 1.2.2 Se A é um conjunto e 0 < p < q ≤ ∞, então `p(A) ↪→ `q(A), ou seja,

a aplicação inclusão é contínua, e vale ‖f‖`q ≤ ‖f‖`p.

Proposição 1.2.3 (Desigualdade de Chebyshev) Se f ∈ Lp (1 ≤ p < ∞), então

para todo λ > 0,

µ({x : |f(x)| > λ}) ≤
(
‖f‖Lp
λ

)p
A prova destes dois resultados pode ser encontrada em [9], nas páginas 178 e 185, res-

pectivamente. Enunciamos a seguir uma caracterização para a norma em Lp através de

integrais sobre [0,∞):

Teorema 1.2.1 Se p ∈ [1,∞), então para toda função mensurável f sobre (X,M, µ),

‖f‖pLp = p

∫ ∞
0

λp−1µ({x : |f(x)| > λ})dλ
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Demonstração: Ver [9], pág. 191.

Será útil, em algumas estimativas, a proposição abaixo e seu respectivo corolário, que

generaliza a idéia da integração com coordenadas polares para Rd. Novamente, a prova

pode ser vista em [9], na página 75.

Proposição 1.2.4 Seja f é uma função mensurável sobre Rd, não-negativa ou integrável

tal que f(x) = g(|x|), para alguma função g em (0,∞). Então∫
Rd
f(x)dx = σ(Sd−1)

∫ ∞
0

g(r)rd−1dr,

onde σ(Sd−1) expressa a medida da área de Sd−1.

Corolário 1.2.1 Seja s ∈ R. Se s > d/2, então∫
Rd

dξ

(1 + |ξ|2)s
<∞

Na próxima seção, para obtermos exemplos de distribuições, recordemos a seguinte

De�nição 1.2.1 Se f é uma função complexa, Lebesgue mensurável de�nida no aberto

Ω ⊂ Rd tal que, para cada compacto K ⊂ Ω∫
K

|f |dx <∞,

dizemos que f é localmente integrável. Neste caso, escrevemos f ∈ L1
loc(Ω).

Podemos ainda estender esta de�nição de�nindo Lploc(Ω) para p ≥ 1, que será o espaço

das funções mensuráveis cuja p-ésima potência é localmente integrável:

De�nição 1.2.2 Seja f é uma função complexa, Lebesgue mensurável de�nida no aberto

Ω ⊂ Rd. Dizemos que f ∈ Lploc(Ω) se, para cada compacto K ⊂ Ω, f ∈ Lp(K).

A sua topologia está descrita via as semi-normas

f 7−→
∫
K

|f |pdx

onde K é um subconjunto compacto qualquer de Ω.

No estudo de Equações Diferenciais Parciais, a variável "tempo" desempenha um papel

diferenciado na busca por soluções. Seguindo [7], consideremos espaços normados de

funções que envolvem tempo com imagens em Espaços de Banach:
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De�nição 1.2.3 Seja (X, ‖ · ‖) um espaço de Banach e J um subconjunto Lebesgue-

mensurável de R.

(i) O espaço Lp(J,X) consiste de todas as funções mensuráveis u : J → X com

‖u‖Lp(J,X)
def
=

(∫
J

‖u(t)‖p dt
)1/p

<∞

para 1 ≤ p <∞, e

‖u‖L∞(J,X)
def
= supesst∈J‖u(t)‖ <∞.

(ii) O espaço C(J,X) compreende todas as funções contínuas u : J → X com

‖u‖C(J,X)
def
= sup

t∈J
‖u(t)‖ <∞

De modo análogo, Lploc(J,X) consiste de todas as funções mensuráveis u : J → X tal que,

para qualquer compacto K ⊂ J , u ∈ Lp(K,X).

Quando J for o intervalo [0, T ], para T > 0, utilizamos a notação Lp([0, T ], X) = LpT (X).

1.3 Distribuições

Seja Ω ⊂ Rd aberto e φ : Ω→ C uma função contínua. De�nimos o suporte de φ, o qual

denotaremos por S(φ), como sendo o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω; φ(x) 6= 0} .

De�nição 1.3.1 Seja Ω um aberto de Rn. O conjunto

C∞c (Ω) = {φ : Ω→ C; u ∈ C∞ e S(φ) é compacto}

é o espaço das funções testes.

Para a existência de funções testes não-nulas, será útil a seguinte proposição, cuja de-

monstração pode ser vista na página 7 de [12].

Proposição 1.3.1 Seja K um subconjunto compacto de um aberto Ω ⊂ Rd. Existe ψ ∈

C∞c (Ω) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1 e ψ = 1 numa vizinhança de K.

O seguinte resultado relaciona o comportamento, com respeito a norma em L2, de funções

teste em C∞c (Ω) e de suas derivadas, quando Ω é limitado:
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Lema 1.3.1 (Lema de Poincaré) Seja Ω um subconjunto aberto em Rd, limitado em

alguma direção, digamos Ω ⊂ (−R,R)× Rd−1. Então, para qualquer ϕ ∈ C∞c (Ω),

‖ϕ‖2
L2 ≤ 4R2‖∂x1ϕ‖2

L2 .

Demonstração: Ver [5], pág. 22.

Temos que C∞c (Ω) é um espaço vetorial denso em Lp(Ω), com 1 ≤ p < ∞, por [21].

Conforme [3], é possível equipá-lo com uma estrutura de espaço vetorial topológico,

não-metrizável, de modo que C∞c (Ω) torne-se um espaço completo. Com esta estrutura

topológica, teremos que uma sequência (φj)j∈N de funções teste converge a zero em C∞c (Ω)

se existe um compacto K ⊂ Ω tal que S(φj) ⊂ Ω, ∀j ∈ N e, para todo inteiro positivo

m, as derivadas de ordem m converge uniformemente a zero quando j →∞.

De�nição 1.3.2 Seja Ω ⊆ Rd aberto. Um funcional linear e contínuo u : C∞c (Ω)→ C é

dito uma distribuição em Ω. O espaço das distribuições em Ω se denota com D′(Ω).

Indicamos o valor da distribuição u na função teste φ por 〈u, φ〉.

Exemplo 1.3.1 Seja f ∈ L1
loc(Ω) e de�namos o funcional linear

〈Tf , φ〉 =

∫
Ω

f(x)φ(x)dx, φ ∈ C∞c (Ω) (1.2)

Se (φj)j∈N é uma seqüência convergindo a zero em C∞c (Ω), seja K ⊂ Ω compacto tal que

S(φj) ⊂ K. Então

|〈Tf , φj〉| ≤
∫
K

|f(x)||φj(x)|dx

≤ sup
x∈K
|φj(x)|

∫
K

|f(x)|dx j→∞−→ 0

Portanto, a expressão (1.2) de�ne uma distribuição em Ω . Também, se f, g ∈ L1
loc(Ω) e

〈Tf , φ〉 = 〈Tg, φ〉, para toda φ ∈ C∞c (Ω), então f = g q.t.p (ver prova na pág. 11 de [12]).

Deste modo, a aplicação injetiva f 7→ Tf nos permite considerar vários espaços de funções

como subespaços de D′(Ω). É comum escrever simplesmente 〈f, φ〉 ao invés de 〈Tf , φ〉.
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Dizemos que uma distribuição u ∈ D′(Ω) é igual a zero num aberto U ⊂ Ω se 〈u, φ〉 = 0,

para toda φ ∈ C∞c (U). De�nimos então o suporte de u, e denotemos por S(u), como a

interseção de todos os fechados de Ω fora dos quais u é nula. Denotamos com E ′(Ω) o

subespaço de D′(Ω) das distribuições com suporte compacto.

Teorema 1.3.1 Seja u ∈ D′(Ω). Então S(u) é compacto se, e somente se, existe um

funcional linear e continuo v em C∞(Ω) cuja restrição a C∞c (Ω) é igual a u.

A prova deste Teorema se encontra na página 41 de [12]. Aqui, a noção de sequencialmente

contínua é a seguinte: uma sequência de funções C∞(Ω) converge para zero se, para todo

compacto K e todo inteiro m, as derivadas de ordem m convergem uniformemente a zero

em K quando j →∞.

De�nição 1.3.3 Dizemos que uma sequência uj ∈ D′(Ω), j ∈ N, converge a u ∈ D′(Ω)

se 〈uj, φ〉 converge a 〈u, φ〉, para toda φ ∈ C∞c (Ω).

Suponhamos que un, n = 1, 2, ... é uma sequência de distribuições em D′(Ω) tal que un(φ)

é convergente para cada φ ∈ C∞c (Ω). Se de�nirmos u(φ) = lim
n→∞

un(φ), temos que u é um

funcional linear. Mais ainda, u resulta contínuo em C∞c (Ω).

Teorema 1.3.2 Seja (un)n∈N uma sequência de distribuições em Ω, e suponhamos que,

para toda φ ∈ C∞c (Ω), 〈un, φ〉 é uma sequência numérica de Cauchy. Então (un)n∈N é

convergente em D′(Ω).

Demonstração: Ver [12], página 56.

1.3.1 Operações com Distribuições

Seja u ∈ C∞c (Ω). Como u é localmente integrável, a expressão (1.2) nos permite considerá-

la como uma distribuição em Ω. Por integração por partes, temos∫
∂u

∂xj
(x)φ(x)dx = −

∫
u(x)

∂φ

∂xj
(x)dx,

para toda função teste φ. Desta maneira, por dualidade, podemos de�nir a distribuição

〈∂xju, φ〉 = −〈u, ∂xjφ〉,
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para toda u ∈ D′(Ω). Por indução em |α|,

〈∂αu, φ〉 = (−1)|α|〈u, ∂αφ〉

Pelo mesmo argumento, de�nimos a multiplicação por uma função f ∈ C∞(Ω) como

sendo a distribuição

〈fu, φ〉 = 〈u, fφ〉

Agora, sejam f, g duas funções contínuas em Rd tal que uma delas tenha suporte compacto.

Então a convolução de f e g se de�ne como

f ∗ g(x) =

∫
f(x− y)g(y)dy =

∫
f(y)g(x− y)dy

A �m de estender a de�nição acima para o contexto das distribuições, consideremos a

De�nição 1.3.4 Seja u ∈ D′(Ω) e φ ∈ C∞c (Ω) (ou u ∈ E ′(Ω) e φ ∈ C∞(Ω)). De�nimos

a convolução de u e φ, denotada por u ∗ φ, a função de�nida por

u ∗ φ(x) = 〈u, φ̆x〉,

onde φ̆x(y) = φ(x− y).

Valem as seguintes propriedades:

(i) u ∗ φ ∈ C∞(Ω) e suas derivadas são dadas por

∂α(u ∗ φ) = ∂αu ∗ φ = u ∗ ∂αφ

(ii) S(u ∗ φ) ⊂ S(u) + S(φ)

Teorema 1.3.3 C∞c (Ω) é denso em D′(Ω).

Demonstração: Ver [12], pág. 64.
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1.4 Distribuições Temperadas e Transformada de Fourier

Se f ∈ L1(Rd), de�nimos a Transformada de Fourier de f por

Ff(ξ) = f̂(ξ) =

∫
e−ix.ξf(x) dx, ξ ∈ Rd

onde i é a unidade imaginária e x.ξ é o produto interno canônico.

Segue diretamente da de�nição que a aplicação f 7→ f̂ de�ne uma transformação linear

de L1(Rd) em L∞(Rd) satisfazendo

‖f̂‖L∞ ≤ ‖f‖L1 . (1.3)

Mais ainda, está é uma aplicação que leva L1 no espaço das funções contínuas que se

anulam no in�nito.

Lema 1.4.1 (Riemann-Lebesgue) Seja f ∈ L1(Rd). Então f̂ é uma função contínua

satisfazendo f̂(ξ)→ 0 quando |ξ| → ∞.

Demonstração: Ver [12], pág. 75.

Se φ é uma função teste, prova-se que sua transformada de Fourier é analítica complexa

em Cd. Assim, φ̂ não terá suporte compacto, a menos que φ seja nula, uma vez que o

conjunto dos zeros de uma função analítica complexa não-nula em Cd tem interior vazio.

Consideremos então um espaço que contém as funções de suporte compacto e que seja

invariante pela Transformada de Fourier.

De�nição 1.4.1 (Espaço de Schwartz) Denotamos por S o subespaço de C∞(Rd) das

funções φ tais que

‖φ‖N,α = sup
x∈Rd

(1 + |x|)N |∂αφ| <∞ (1.4)

para todo inteiro não-negativo N e para todo α ∈ Nd.

Tanto as funções de S quanto as suas derivadas decrescem no in�nito mais rapidamente

do que qualquer potência negativa de |x|. Muniremos o espaço de Schwartz S com a

topologia dada pela família enumerável de semi-normas em (1.4).
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Exemplo 1.4.1 O espaço das funções-testes está contido densamente em S, mas para

x ∈ Rd, φ(x) = e−|x|
2
pertence a S, porém não possui suporte compacto. Assim, C∞c  S.

Tendo em vista a Proposição 1.2.4, segue que se φ ∈ S,

‖∂αφ‖Lp =

(∫
|∂αφ(x)|p (1 + |x|)n+1

(1 + |x|)n+1
dx

)1/p

≤ C sup
x∈Rd

(1 + |x|)
n+1
p |∂α(x)φ| ≤ C‖φ‖N,α, (1.5)

onde N é um inteiro positivo maior que n+1
p
. Em particular, S ↪→ Lp.

Teorema 1.4.1 A Transformada de Fourier F : S → S é um operador linear e contínuo,

continuamente inversível, cuja transformada inversa é dada por

F−1φ(x) = φ̌(x) =
1

(2π)n

∫
eix.ξφ(ξ)dξ, φ ∈ S

A prova deste resultado encontra-se na página 77 de [12]. Se φ, ψ ∈ S, utilizando o

teorema anterior e as propriedades da convolução, provam-se as seguintes igualdades:

(i) ∂̂αφ(ξ) = (iξ)αφ̂(ξ)

(ii) F(xαφ(x))(ξ) = i|α|∂αφ̂(ξ)

(iii)
∫
φ̂ψ dx =

∫
φψ̂ dx

(iv) φ̂ ∗ ψ = φ̂ψ̂

(v) φ̂ψ = (2π)−dφ̂ ∗ ψ̂

(vi) ̂̂u = (2π)−dŭ, com ŭ(ξ) = u(−ξ).

Também, pela continuidade da Transformada de Fourier, garantida pelo Teorema 1.4.1,

outras famílias de semi-normas que podem ser usadas para de�nir a topologia em S são

dadas por

‖f‖k,S = sup
|α|≤k
x∈Rd

(1 + |ξ|)k |∂αf(x)|, k ∈ N

‖f ‖̂k = sup
|α|≤k
ξ∈Rd

(1 + |ξ|)k |∂αf̂(ξ)|, k ∈ N
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De�nição 1.4.2 Um funcional linear e continuo em S é dito uma distribuição temperada.

O espaço das distribuições temperadas se denota com S ′.

Exemplo 1.4.2 Uma vez que toda distribuição com suporte compacto se estende con-

tinuamente a C∞(Rd), vale a inclusão E ′ ⊂ S ′. Por restrição a C∞c (Rd), e como este é

denso em S, temos que S ′ ⊂ D′. Se f ∈ Lp, podemos identi�cá-la como uma distribuição

temperada de�nindo, para cada φ ∈ S,

〈Tf , φ〉 =

∫
f(x)φ(x)dx.

A linearidade é imediata e a integral acima é �nita, pela desigualdade de Hölder. Para

veri�car a continuidade, se φ ∈ S, segue de (1.5) que

|〈Tf , φ〉| ≤ ‖f‖Lp‖φ‖Lp′

≤ C‖f‖Lp‖φ‖N,1

Da estimativa acima, concluímos também que Lp ↪→ S ′.

Teorema 1.4.2 (Desigualdade de Young) Se f ∈ Lp e g ∈ Lq, então a convolução

f ∗ g ∈ Lr, com 1

r
+ 1 =

1

p
+

1

q
, e vale

‖f ∗ g‖Lr ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq

Demonstração: Ver [10], pág. 20.

De�nição 1.4.3 Se u ∈ S ′, a Transformada de Fourier û de u se de�ne por

〈û, φ〉 = 〈u, φ̂〉

Pelo Teorema 1.4.1, û está bem de�nida e determina uma nova distribuição temperada.

Mais ainda, F resulta contínua e inversível em S ′.

Proposição 1.4.1 Seja f ∈ S ′(Rd).

(i) Se f ∈ L1(Rd), a transformada f̂ de f como distribuição temperada e como função

integrável coincidem.
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(ii) Se f ∈ E ′(Rd), f̂ é uma função de classe C∞ dada por

f̂(ξ) = 〈fx, e−ixξ〉 (1.6)

(iii) Se f ∈ L2(Rd) então f̂ ∈ L2(Rd), e vale

‖f‖2
L2 = (2π)−d‖f̂‖2

L2 (Identidade de Fourier-Plancherel)

Demonstração: Ver [12], pág. 81.

Observação 1.4.1 Consideremos uma distribuição u ∈ S ′ tal que û ∈ L1(Rd). Pela

Proposição 1.4.1, a Transformada de Fourier de û é a função dada por

̂̂u(ξ) =

∫
e−ix.ξû(x)dx

Como ̂̂u = (2π)dŭ, uma mudança de variáveis nos dá que

u(ξ) =
1

(2π)d

∫
eix.ξû(x)dx

Assim, se û ∈ L1, podemos "recuperar" u pela fórmula de inversão dada pelo Teorema

1.4.1. Por argumento semelhante a demonstração do Lema de Riemann-Lebesgue, obte-

mos que u ∈ C0
0(Rd), ou seja, u é contínua e vai a zero quando |ξ| → ∞.

Também, pela mesma expressão,

|u(ξ)| ≤ (2π)−d‖û‖L1 ,

para quase todo ξ ∈ Rd, donde

‖u‖L∞ ≤ (2π)−d‖û‖L1 . (1.7)

1.4.1 O Teorema de Paley-Wiener

Se u ∈ E ′(Rd), pela Proposição 1.4.1, û é uma função C∞ dada pela expressão (1.6). De

uma maneira natural, podemos estender a função û(ξ) de Rd a Cd. Neste caso, conforme

[12], esta extensão estará bem de�nida e será uma função holomorfa (inteira ou analítica)

em Cd, a qual se denomina Transformada de Fourier-Laplace de u.
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De�nição 1.4.4 Seja u ∈ E ′(Rd). A função inteira

û(ζ) = 〈ux, e−ixζ〉, ζ ∈ Cd

é dita a transformada de Fourier-Laplace de u. Sua restrição a Rd é a transformada de

Fourier de u.

A Transformada de Fourier-Laplace preserva propriedades análogas a de Fourier em re-

lação a derivação e convolução, por exemplo. O resultado abaixo, cuja prova pode ser

encontrada em [12], dá condições para que uma função holomorfa em Cd seja a transfor-

mada de Fourier-Laplace de uma distribuição com suporte compacto.

Teorema 1.4.3 (Teorema de Paley-Wiener) Uma função U(ζ) inteira em Cd é a

transformada de Fourier-Laplace de uma distribuição u ∈ E ′(Rn), com S(u) ⊂ {x; |x| ≤ R}

se, e somente se, existem constantes positivas C e N tais que

|U(ζ)| ≤ C(1 + |ζ|)N exp(R|Imζ|) (1.8)

1.5 Espaços de Sobolev

Neste texto, vamos nos restringir aos espaços de Sobolev modelados em L2. Estes espaços

desempenham um papel crucial no estudo de equações diferenciais parciais, lineares ou

não. O ponto de partida será a Transformada de Fourier.

De�nição 1.5.1 Seja s um número real. Uma distribuição temperada u pertence ao

espaço de Sobolev de índice s, denotado por Hs(Rd) se, e somente se,

û ∈ L2
loc(Rd) e û(ξ) ∈ L2(Rd, (1 + |ξ|2)sdξ)

Escrevemos

‖u‖2
Hs =

∫
Rd

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ

Proposição 1.5.1 Para todo e qualquer s ∈ R, o espaço Hs equipado com a norma ‖·‖Hs

é um espaço de Hilbert.
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Demonstração: É imediato que a norma ‖ · ‖Hs provém do produto interno

〈u, v〉Hs =

∫
Rd

(1 + |ξ|2)sû(ξ)v̂(ξ)dξ

Provemos então que este espaço é completo. Seja (un)n∈N uma sequência de Cauchy em

Hs. Pela de�nição da norma, (ûn)n∈N é uma sequência de Cauchy em L2(Rd, (1+|ξ|2)sdξ).

Como este é completo, existe ũ ∈ L2(Rd, (1 + |ξ|2)sdξ) tal que

lim
n→∞

‖ûn − ũ‖L2(Rd,(1+|ξ|2)sdξ) = 0. (1.9)

Em particular, a sequência (ûn) converge a ũ em S ′. Tomemos u = F−1ũ. Como a

Transformada de Fourier é um isomor�smo de S ′, segue que u ∈ S ′. Por �m, un → u em

Hs devido a (1.9).

Notemos que os espaços de Sobolev formam uma família decrescente de espaços, com

respeito ao índice s. De fato, s ≥ s′ implica (1 + |ξ|2)s
′ ≤ (1 + |ξ|2)s. Portanto, se uma

distribuição temperada f é tal que f̂ ∈ L2
loc(Rd), segue que

‖f‖2
Hs′ =

∫
Rd

(1 + |ξ|2)s
′|û(ξ)|2dξ

≤
∫
Rd

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ = ‖f‖2
Hs .

Assim, Hs(Rd) ⊆ Hs′(Rd) e tal inclusão é continua.

Os teoremas que seguem têm como objetivo caracterizar os espaços de Sobolev para

determinados valores de s sem o uso explícito da Transformada de Fourier.

Teorema 1.5.1 Seja s um número inteiro não-negativo. O espaço Hs(Rd) é o espaço

das funções u pertencentes a L2 tal que, para todo α em Nd, com |α| ≤ s temos ∂αu ∈ L2.

Demonstração: Seja s ∈ N. Pelo binômio de Newton, temos (1 + |ξ|2)s =
s∑
i=0

(
s

i

)
|ξ|2i.

Agora, �xado 0 ≤ i ≤ s e u ∈ L2,

|ξ|2i|û(ξ)|2 = (ξ2
1 + ...+ ξ2

d)
i|û(ξ)|2

=
∑
|α|=i

cα|ξαû(ξ)|2

=
∑
|α|=i

cα|∂̂αu|2,
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pois ∂̂αu(ξ) = (iξ)αû(ξ), pelo Teorema 1.4.1. Assim,

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2 =
s∑
i=0

∑
|α|=i

cα

(
s

i

)
|∂̂αu|2

=
∑
|α|≤s

c̃α|∂̂αu|2

Integrando em ambos os membros e utilizando a Identidade de Fourier-Plancherel, segue

que ∫
(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ =

∫ ∑
|α|≤s

c̃α|∂̂αu|2dξ

=
∑
|α|≤s

(2π)dc̃α‖∂αu‖2
L2

Tomando C1 = min
{

(2π)dc̃α; |α| ≤ s
}
e C2 = max

{
(2π)dc̃α; |α| ≤ s

}
, obtemos

C1

∑
|α|≤s

‖∂αu‖2
L2 ≤

∫
(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ ≤ C2

∑
|α|≤s

‖∂αu‖2
L2 (1.10)

Corolário 1.5.1 S é continuamente incluído em Hs , ∀s ∈ R

Demonstração: Tendo em vista a caracterização dada pelo Teorema anterior, junta-

mente com a desigualdade (1.5), se s ∈ N,

‖u‖2
Hs ≤ C

∑
|α|≤s

‖∂αu‖2
L2 ≤ C

∑
|α|≤s

‖φ‖2
N,α,

para toda função u ∈ S. Assim, S ↪→ Hs, se s é natural.

Por �m, se s ∈ R qualquer, denotando por dse o menor inteiro positivo maior ou igual

que s, segue que S ↪→ Hdse ↪→ Hs, pela propriedade de encaixe.

Proposição 1.5.2 Seja s um número real no intervalo (0, 1). Então o espaço Hs é o

espaço das funções u de L2 tal que∫
Rd×Rd

|u(x+ y)− u(x)|2

|y|d+2s
dxdy <∞
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Além disso, existe uma constante C > 0 tal que, para toda u ∈ Hs,

C−1‖u‖2
Hs ≤ ‖u‖2

L2 +

∫
Rd×Rd

|u(x+ y)− u(x)|2

|y|d+2s
dxdy ≤ C‖u‖2

Hs

Demonstração: Notemos que, pela Transformada de Fourier,

F : u(x+ y)− u(x) −→ û(ξ)(eiyξ − 1).

e assim, pela Identidade de Fourier-Plancherel,∫
Rd
|u(x+ y)− u(x)|2dx = (2π)−d

∫
Rd
|eiyξ − 1|2|û(ξ)|2dξ.

Aplicando o Teorema de Fubini, temos∫
Rd×Rd

|u(x+ y)− u(x)|2

|y|d+2s
dxdy = (2π)−d

∫ (∫
|eiyξ − 1|2

|y|d+2s

)
|û(ξ)|2dξdy

=

∫
F (ξ)|û(ξ)|2dξ,

onde

F (ξ) = (2π)−d
∫
|eiyξ − 1|2

|y|2s
dy

|y|d
.

Para cada ξ 6= 0, consideramos z1 = y.ξ e tomamos a mudança de variável ortogonal com

jacobiano |ξ|d. Deste modo, pelo Teorema de mudança de variáveis para integrais,

F (ξ) = (2π)−d|ξ|2s
∫
|eiz1 − 1|2

|z|d+2s
dz.

A integral do lado direito independe de ξ e, pela condição sobre s, é �nita. Assim,

F (ξ) = A|ξ|2s, com A > 0.

Portanto,

‖u‖2
L2 +

∫
Rd×Rd

|u(x+ y)− u(x)|2

|y|d+2s
dxdy =

∫
|û(ξ)|2dξ +

∫
A|û(ξ)|2|ξ|2sdξ

(1)

≤ C

∫
(1 + |ξ|2s)|û(ξ)|2dξ

(2)

≤ C

∫
(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ

= C‖u‖2
Hs
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Na desigualdade (1), C = max {1, A} e, em (2), o fato de que a função

ρ(ξ) =
1 + |ξ|2s

(1 + |ξ|2)s

é contínua e limitada implica que existem constantesM1,M2 ≥ 0 tal queM1 ≤ ρ(ξ) ≤M2,

para todo ξ ∈ Rd.

A outra desigualdade se prova de modo análogo.

O exemplo abaixo ilustra o quão amplo é o espaço vetorial topológico
⋃
s∈R

Hs.

Exemplo 1.5.1 Seja u ∈ E ′(Rd). Como û ∈ C∞(Rd), temos que û ∈ L2
loc(Rd).

Também, pela estimativa (1.8) dada pelo Teorema de Paley-Wiener, existem C,N > 0

tal que

|û(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)N , ∀ξ ∈ Rd, (1.11)

e assim para s ∈ R a ser escolhido, temos∫
Rd

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ ≤ C

∫
Rd

(1 + |ξ|2)s(1 + |ξ|2)2Ndξ

= C

∫
Rd

(1 + |ξ|2)s+2Ndξ

Pela Proposição 1.2.4, se s satisfaz s < −2N − d
2
, a integral acima é �nita. Consequente-

mente, u pertence ao espaço de Sobolev Hs.

Teorema 1.5.2 Seja s um número real qualquer.

(i) O espaço C∞c (Rd) é denso em Hs(Rd)

(ii) A multiplicação por uma função de S é uma aplicação contínua de Hs em Hs.

Demonstração:

(i) Para a prova deste item, vamos utilizar a caracterização de densidade devido ao

Corolário 12.3 da página 88 de [20]:

Propriedade: Seja N um espaço normado. Um subespaço X ⊂ N é denso em N se, e

somente se, o único elemento de N ∗ (isto é, o conjunto das aplicações lineares e contínuas

f : N → C) que se anula em X é o funcional nulo.
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Assim, como Hs é um espaço de Hilbert, seja u ∈ Hs tal que, ∀ϕ ∈ C∞c (Rd),∫
Rd
ϕ̂(ξ)(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ = 0

Uma vez C∞c (Rd) é denso em S e S ↪→ Hs então, ∀f ∈ S:∫
Rd
f̂(ξ)(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ = 0

Isto mostra que 〈(1 + | · |2)sû, f〉 = 0, ∀f ∈ S, o que implica que (1 + | · |2)sû = 0, no

sentido das distribuições temperadas. Como a função ρ(ξ) = (1 + |ξ|2)s não se anula e F

é um isomor�smo, segue que u = 0.

(ii) Sabemos que ϕ̂u = (2π)−dϕ̂ ∗ û, ∀u ∈ S. Então:

‖ϕu‖2
Hs =

∫
Rd

(1 + |ξ|2)s|ϕ̂u|2dξ

≤ (2π)−d
∫ (

(1 + |ξ|2)
s
2

∫
|ϕ̂(ξ − η)||û(η)|dη

)2

dξ

Portanto, nosso objetivo é estudar a norma em L2 da função de�nida por

U(ξ) = (1 + |ξ|2)
s
2

∫
|ϕ̂(ξ − η)||û(η)|dη

Para isto, de�nimos

I1(ξ) = {η; 2|ξ − η| ≤ |η|}

I2(ξ) = {η; 2|ξ − η| ≥ |η|}

Podemos então escrever U(ξ) = U1(ξ) + U2(ξ), onde

Uj(ξ) = (1 + |ξ|2)
s
2

∫
Ij(ξ)

|ϕ̂(ξ − η)||û(η)|dη, j = 1, 2

Iniciaremos estimando o termo correspondente a U1(ξ).

Para tanto, observemos que se η ∈ I1(ξ) então

1

2
|η|

(1)

≤ |ξ|
(2)

≤ 3

2
|η|.

De fato, pela desigualdade triangular,

|η| = |η − ξ + ξ| ≤ |η − ξ|+ |ξ| ≤ |η|
2

+ |ξ| ⇒ 1

2
|η| ≤ |ξ|
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e, analogamente,

|ξ| = |ξ − η + η| ≤ |ξ − η|+ |η| ≤ |η|
2

+ |η| ⇒ |ξ| ≤ 3

2
|η|

Também, para todo s ∈ R, existe C > 0 tal que, para a dupla (ξ, η), com η ∈ I1(ξ),

(1 + |ξ|2)s ≤ C(1 + |η|2)s (1.12)

Com efeito, para s ≥ 0, pela desigualdade (2):

1 + |ξ|2 ≤ 1 +
9

4
|η|2 ≤ 9

4
(1 + |η|2)⇒ (1 + |ξ|2)s ≤

(
9

4

)s
(1 + |η|2)s

Agora, utilizando (1) para s < 0:

1 + |ξ|2 ≥ 1 +
1

4
|η|2 ≥ 1

4
(1 + |η|2)⇒ (1 + |ξ|2)s ≤

(
1

4

)s
(1 + |η|2)s

Utilizando então a desigualdade (1.12) em U1(ξ), segue que

U1(ξ) = (1 + |ξ|2)
s
2

∫
I1(ξ)

|ϕ̂(ξ − η)||û(η)|dη

≤ C

∫
(1 + |η|2)

s
2 |ϕ̂(ξ − η)||û(η)|dη

Calculando a norma da função U1 em L2, temos

‖U1‖2
L2 =

∫
|U1(ξ)|2dξ

≤ C2

∫ (∫
(1 + |η|2)

s
2 |ϕ̂(ξ − η)||û(η)|dη

)2

dξ

= C2‖ϕ̂ ∗ (1 + | · |2)
s
2 û‖2

L2

(∗)
≤ C2‖ϕ̂‖2

L1‖(1 + | · |2)
s
2 û ‖2

L2

= C2‖ϕ̂‖2
L1‖û‖2

Hs

sendo que, em (∗), utilizamos a desigualdade de Young. Extraindo a raiz, obtemos

‖U1‖L2 ≤ C‖ϕ̂‖L1‖u‖Hs .

De maneira semelhante ao que �zemos para provar (1.12), se (η, ξ) uma dupla tal que

η ∈ I2(ξ) e s ≥ 0, existem constantes C1, C2 > 0 tal que

(1 + |ξ|2)s ≤ C1(1 + |ξ − η|2)s e (1 + |η|2)s ≤ C2(1 + |ξ − η|2)s
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Assim, podemos escrever

U2(ξ) = (1 + |ξ|2)
s
2

∫
I2(ξ)

|ϕ̂(ξ − η)||û(η)|dη

≤ (1 + |ξ|2)
|s|
2

∫
I2(ξ)

|ϕ̂(ξ − η)||û(η)|(1 + |η|2)
|s|
2 (1 + |η|2)

s
2dη

≤ C

∫
|ϕ̂(ξ − η)|(1 + |ξ − η|2)|s|(1 + |η|2)

s
2 |û(η)|dη

≤ C

∫
(1 + |ξ − η|2)−

(d+1)
2 (1 + |η|2)

s
2 |û(η)|dη

Na última desigualdade, usamos o fato de que, como ϕ̂ ∈ S, existe C > 0 tal que

|ϕ̂(z)| ≤ C(1 + |z|2)−
(d+1)

2
−|s|, ∀z ∈ Rd

Finalmente,

‖U2‖2
L2 ≤ C2

∫ (∫
(1 + |ξ − η|2)−

(d+1)
2 (1 + |η|2)

s
2 |û(η)|dη

)2

dξ

= C2‖(1 + | · |2)−
(d+1)

2 ∗ (1 + | · |2)
s
2 û‖2

L2

≤ C2‖(1 + | · |2)−
(d+1)

2 ‖2
L1‖(1 + | · |2)

s
2 û‖2

L2

= C2‖(1 + | · |2)−
(d+1)

2 ‖2
L1‖u‖2

Hs ,

ou ainda,

‖U2‖L2 ≤ C‖(1 + | · |2)−
(d+1)

2 ‖L1‖u‖Hs .

O resultado a seguir descreve o dual topológico dos espaços de Sobolev, que nos permitirá

identi�car, a menos de um isomor�smo, o espaço H−s como o dual de Hs.

Teorema 1.5.3 (O Dual de Hs) A forma bilinear B de�nida por
B : S × S −→ C

(u, ϕ) 7→ B(u, ϕ) =

∫
Rd
u(x)ϕ(x)dx

pode ser estendida para uma forma bilinear contínua de Hs×H−s para C. Além disso, a

aplicação δB de�nida por δB : H−s −→ (Hs)∗

u 7→ δB(u) : ϕ 7→ B(u, ϕ)

é linear e um isomor�smo isométrico (a menos de uma constante).
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Demonstração: Para u, ϕ ∈ S, temos

B(u, ϕ) =

∫
u(x)ϕ(x)dx

=

∫
u(x)F(F−1ϕ)(x)dx

= (2π)−d
∫
û(ξ)(F−1ϕ)(ξ)dξ

= (2π)−d
∫
û(ξ)ϕ̂(−ξ)dξ

Multiplicando e dividindo por (1 + |ξ|2)s/2 e tomando o módulo, segue que

B(u, ϕ) ≤ (2π)−d
∫
|û(ξ)||ϕ̂(−ξ)|dξ

= (2π)−d
∫

(1 + |ξ|2)s/2|û(ξ)|(1 + |ξ|2)−s/2|ϕ̂(−ξ)|dξ

≤ (2π)−d
(∫

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ
)1/2(∫

(1 + |ξ|2)−s|ϕ̂(−ξ)|2dξ
)1/2

= (2π)−d‖u‖Hs‖ϕ‖H−s

Portanto, a aplicação B é uniformemente contínua em Hs×H−s. Mas S×S é denso neste

espaço, pelo teorema anterior. Logo, esta forma bilinear se estende a uma única função

contínua de Hs ×H−s em C, também denotada por B.

Além disso, para cada u ∈ H−s �xa, δB(u) é um funcional linear e contínuo em Hs.

Resta mostrarmos que a aplicação δB é um isomor�smo.

A linearidade é imediata. Quanto a injetividade, B(u, ϕ) = 0 é equivalente a dizer que∫
u(x)ϕ(x)dx = 0,

para toda função ϕ ∈ S, ou seja, u = 0 enquanto distribuição temperada.

Para provar a sobrejetividade, se Ψ : Hs(Rd) → C é um elemento do dual topológico de

Hs(Rd), como este é um espaço de Hilbert (Proposição 1.5.1), o Lema da Representação

de Riesz nos diz que existe uma única h ∈ Hs(Rd) tal que

Ψ(f) = 〈ϕ, h〉Hs =

∫
Rd

(1 + |ξ|2)sϕ̂(ξ)ĥ(ξ)dξ,

para toda ϕ ∈ Hs.

Seja u ∈ S ′ tal que û(ξ) = (2π)d(1 + |ξ|2)sĥ(−ξ).
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Observemos que u ∈ H−s(Rd), pois∫
(1 + |ξ|2)−s|û(ξ)|2dξ = (2π)d

∫
(1 + |ξ|2)−s(1 + |ξ|2)2s|ĥ(−ξ)|2dξ

= (2π)d
∫

(1 + |ξ|2)s|ĥ(ξ)|2dξ = (2π)d‖h‖Hs <∞

Assim, para ϕ ∈ Hs,

δB(u)(ϕ) = B(u, ϕ) = (2π)−d
∫
û(ξ)ϕ̂(−ξ) dξ

=

∫
(1 + |ξ|2)sĥ(−ξ)ϕ̂(−ξ) dξ

=

∫
(1 + |ξ|2)sĥ(ξ)ϕ̂(ξ) dξ = Ψ(ϕ)

Portanto, δB(u) = Ψ, como queríamos.

1.5.1 Mergulhos de Sobolev

O objetivo desta seção é o estudo das propriedades de mergulho dos espaços de Sobolev

Hs(Rd) nos espaços Lp e assim obter resultados a respeito de regularidade para dis-

tribuições temperadas que pertençam a tais espaços.

Teorema 1.5.4 Se s é maior que d/2 então o espaço Hs pode ser imerso continuamente

no espaço das funções contínuas que tendem a zero no in�nito.

Demonstração: Pela Observação 1.4.1, é su�ciente mostrarmos que û ∈ L1. Para tanto,

começamos escrevendo

|û(ξ)| = (1 + |ξ|2)−
s
2 (1 + |ξ|2)

s
2 |û(ξ)|.

Integrando em ambos os membros e utilizando a desigualdade de Cauchy�Schwartz,∫
|û(ξ)|dξ =

∫
(1 + |ξ|2)−

s
2 (1 + |ξ|2)

s
2 |û(ξ)|dξ

≤
(∫

(1 + |ξ|2)−sdξ

) 1
2
(∫

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ
) 1

2

=

(∫
(1 + |ξ|2)−sdξ

) 1
2

‖u‖Hs (1.13)
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O fato de s ser maior que d/2 garante que a função

ξ 7→ (1 + |ξ|2)−
s
2

pertence a L2. Portanto, û ∈ L1.

Por �m, a continuidade da inclusão segue combinando a desigualdade (1.13) com a ex-

pressão (1.7), donde deduzimos que

‖u‖L∞ ≤ C(2π)−d‖u‖Hs

Teorema 1.5.5 Se s é um número real positivo menor que d/2, então o espaço Hs é

continuamente mergulhado em Lp, para p = 2d
d−2s

e temos

||f ||Lp ≤ C||f ||Ḣs , com ||f ||Ḣs

def
=

∫
Rd
|ξ|2s|f̂(ξ)|2dξ

Demonstração: Multiplicando f por um número real positivo, é su�ciente provar a

desigualdade no caso em que ||f ||Ḣs = 1.

Vamos calcular a norma de f em Lp utilizando a caracterização dada pelo Teorema 1.2.1,

isto é,

‖f‖pLp = p

∫ ∞
0

λp−1m({x : |f(x)| > λ})dλ, (1.14)

com m a medida de Lebesgue sobre Rd. Para A > 0 a ser escolhido, escrevemos

f̂ = f̂ 1Rd = f̂ 1(B(0,A)∪Bc(0,A)) = f̂ 1B(0,A) + f̂ 1Bc(0,A)

onde 1X é a função característica do conjunto X.

Aplicando a Transformada inversa de Fourier,

f = F−1f = F−1(f̂ 1B(0,A))︸ ︷︷ ︸
f1,A

+F−1(f̂ 1Bc(0,A))︸ ︷︷ ︸
f2,A
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Como F(f1,A) está suportada no conjunto compacto B(0, A) e por hipótese, f ∈ L2
loc(Rd),

segue que F(f1,A) pertence a L1. Então, pela estimativa (1.7) e a Proposição 1.2.4,

‖f1,A‖L∞ ≤ (2π)−d‖f̂1,A‖L1

= (2π)−d
∫
B(0,A)

|ξ|−s|ξ|s|f̂(ξ)|dξ

≤ (2π)−d
(∫

B(0,A)

|ξ|−2sdξ

) 1
2

||f ||Ḣs

= C

(∫ A

0

r−2srd−1dr

) 1
2

=
C

(d− 2s)
1
2

A
d
2
−s

Tomando A = Aλ
def
=

(
λ(d− 2s)

1
2

4C

) p
d

, segue que

‖f1,A‖L∞ ≤
C

(d− 2s)
1
2

(λ(d− 2s)
1
2

4C

) p
d

 d
2
−s

=
λ

4
≤ λ

2

e assim, pela de�nição de supremo essencial,

m

({
x ∈ Rd; |f1,A(x)| > λ

2

})
= 0.

Por outro lado, pela desigualdade triangular,

{x; |f(x)| > λ} ⊂
{
x; |f1,A(x)| > λ

2

}
∪
{
x; |f2,A(x)| > λ

2

}
,

e deste modo,

m ({x; |f(x)| > λ}) ≤ m

({
x; |f2,A(x)| > λ

2

})
.

Substituindo em (1.14),

‖f‖pLp ≤ p

∫ ∞
0

λp−1m

({
x; |f2,A(x)| > λ

2

})
dλ (1.15)

Ora, pela desigualdade de Chebyschev,

m

({
x; |f2,A(x)| > λ

2

})
≤ 4

λ2
‖f2,A‖2

L2 .
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Também, pela Identidade de Fourier-Plancherel,

‖f2,A‖2
L2 = (2π)−d‖f̂2,A‖2

L2

= (2π)−d
∫
{|ξ|≥Aλ}

|f̂(ξ)|2dξ,

resultando em

m

({
x; |f2,A(x)| > λ

2

})
≤ 4

λ2
(2π)−d

∫
{|ξ|≥Aλ}

|f̂(ξ)|2dξ.

Aplicando esta última expressão em (1.15):

‖f‖pLp ≤ 4p(2π)−d
∫ ∞

0

∫
{|ξ|≥Aλ}

λp−3|f̂(ξ)|2dξ

= 4p(2π)−d
∫
R+×Rd

λp−3 1{(λ,ξ);|ξ|≥Aλ}(λ, ξ)|f̂(ξ)|2dξ. (1.16)

No entanto, pela escolha de Aλ,

|ξ| ≥ Aλ ⇔ λ ≤ 4C

(d− 2s)
1
2

|ξ|
d
p

def
= Cξ.

Substituindo em (1.16) e utilizando o Teorema de Fubini, concluímos que

‖f‖pLp ≤ 4p(2π)−d
∫
Rd

(∫ Cξ

0

λp−3dλ

)
|f̂(ξ)|2dξ

= 4p(2π)−d
∫
Rd

Cp−2
ξ

p− 2
|f̂(ξ)|2dξ

=
4p(2π)−d

p− 2

(
4C

(d− 2s)
1
2

)p−2 ∫
Rd
|ξ|

d(p−2)
p |f̂(ξ)|2dξ

=
4p(2π)−d

p− 2

(
4C

(d− 2s)
1
2

)p−2

,

pois 2s =
d(p− 2)

p
e ||f ||Ḣs = 1.

1.5.2 Espaços de Sobolev Homogêneo

De�nição 1.5.2 Seja s um número real. O espaço de Sobolev homogêneo Ḣs é o conjunto

das distribuições temperadas tais que û ∈ L1
loc(Rd) e

‖u‖2
Ḣs =

∫
Rd
|ξ|2s|û(ξ)|2 dξ <∞ (1.17)
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A norma ‖ · ‖Ḣs tem a propriedade de escala

‖u(λ·)‖Ḣs = λ−
d
2

+s‖u‖Ḣs , (1.18)

como pode ser veri�cada através de uma mudança de variáveis na expressão (1.17).

Enquanto que os espaços de Sobolev não-homogêneos Hs formam uma família decrescente

de espaços (com respeito ao índice s), os espaços homogêneos não são comparáveis entre

si. Porém, é imediato que se s é positivo, Hs está contido em Ḣs e se s é negativo, Hs

está contido em Ḣs.

Proposição 1.5.3 Se s < d/2, então Ḣs é um espaço de Banach.

Demonstração: Seja (un)n∈N uma sequência de Cauchy em Ḣs. Então a sequência

(ûn)n∈N é de Cauchy em L2(Rd\ {0} , |ξ|2sdξ), que sabemos ser completo. Seja f este

limite, isto é,

lim
n→∞

‖ûn − f‖L2(Rd\{0},|ξ|2sdξ) = 0.

Mostremos que f ∈ L1
loc(Rd).

Temos que f ∈ L1
loc(Rd\ {0} , |ξ|2sdξ); assim, se K ⊂ Rd\ {0} é compacto,∫

K

|f(ξ)|dξ =

∫
K

|ξ|−2s|ξ|2s|f(ξ)| dξ

≤ C

∫
K

|ξ|2s|f(ξ)| dξ <∞,

pois a função ρ(ξ) = |ξ|2s é contínua em K.

Resta estimarmos a integral de f em compactos que contêm a origem. Para isto, é

su�ciente observarmos que a integral de f sobre a bola unitária B(0, 1) é �nita. Neste

caso, ∫
B(0,1)

|f(ξ)| dξ =

∫
B(0,1)

|ξ|−s|ξ|s|f(ξ)| dξ

≤
(∫

B(0,1)

|ξ|2s|f(ξ)|2 dξ
)1/2(∫

B(0,1)

|ξ|−2s dξ

)1/2

<∞,

visto que ρ é integrável sobre o conjunto B(0, 1), pois s < d/2.

Portanto, f ∈ L1
loc(Rd).

Finalmente, tomando u = F−1f , segue o resultado.
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Capítulo 2

Teoria de Littlewood-Paley

A partir da década de 80, métodos de Análise de Fourier têm sido de grande interesse

no estudo de equações diferenciais parciais. Em particular, técnicas baseadas na decom-

posição de Littlewood-Paley e Cálculo Paradiferencial, introduzidas por J.-M. Bony em

1982, mostram-se e�cazes para o estudo de propagação de singularidades em equações

hiperbólicas não-lineares. O objetivo deste capítulo é abordar as propriedades básicas da

Teoria de Littlewood-Paley e introduzir novos espaços caracterizados por meio da decom-

posição em anéis diádicos de espaços de frequência. As principais referências são [4], [5] e

[6].

2.1 Desigualdades de Bernstein

Pela decomposição de Littlewood-Paley, escreveremos qualquer distribuição temperada

como uma série de funções de classe C∞, cujo suporte da Transformada de Fourier está

em bolas ou coroas. O aspecto interessante desta técnica reside no comportamento de

distribuições, com respeito a diferenciação, quando sua Transformada de Fourier está

compactamente suportada. Mais precisamente, temos o seguinte:

Lema 2.1.1 (Lema de Bernstein) Sejam C uma coroa e B uma bola em Rd, centradas

na origem. Existe uma constante C > 0 tal que, para todo inteiro não-negativo k, toda

dupla de números reais p, q, com q ≥ p ≥ 1, e toda função u de Lq, temos:

S(û) ⊂ λB ⇒ sup
|α|=k
‖∂αu‖Lq ≤ Ck+1λk+d( 1

p
− 1
q

)‖u‖Lp (2.1)
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S(û) ⊂ λC ⇒ C−k−1λk‖u‖Lp ≤ sup
|α|=k
‖∂αu‖Lp ≤ Ck+1λk‖u‖Lp (2.2)

Demonstração: Procedendo por mudança de escala, podemos assumir que λ = 1.

De fato, se u ∈ Lq é tal que S(û) ⊂ λB, de�ndo v = u(λ−1·), temos que S(û) ⊂ B.

Assim, se (2.1) vale para λ = 1,

sup
|α|=k
‖∂αv‖Lp ≤ Ck+1‖v‖Lp .

Mas, pelo Teorema de mudança de variáveis, ‖v‖Lp = λ
d
p‖u‖Lp , ∂αv(x) = λ−|α|∂αu(λ−1x)

e assim ‖∂αv‖Lq = λ(−|α|+ d
q

)‖∂αu‖Lq . Deste modo,

sup
|α|=k
‖∂αu‖Lq = sup

|α|=k
λ(|α|− d

q
)‖∂αv‖Lq

≤ Ck+1λ(k− d
q

)‖v‖Lp

= Ck+1λk+d( 1
p
− 1
q

)‖u‖Lp

obtendo (2.1) para λ qualquer. Em (2.2), procedemos de maneira análoga.

Para a prova do lema, �xemos uma função suave φ compactamente suportada e tal que

φ ≡ 1 em uma vizinhança da bola B. Como S(û) ⊂ B,

û(ξ) = φ(ξ)û(ξ).

Seja g = F−1φ. Então

F(u ∗ g) = ûĝ = ûφ = û,

e daí u ∗ g = u. Portanto, para todo multi-índice α,

∂αu = ∂αg ∗ u

Segue da desigualdade de Young que

‖∂αu‖Lq ≤ ‖∂αg‖Lr‖u‖Lp ,

com r ∈ [1,∞] satisfazendo
1

p
+ 1 =

1

r
+

1

q
.



Capítulo 2. Teoria de Littlewood-Paley 31

Agora,

‖∂αg‖Lr =

(∫
|∂αg(x)|rdx

)1/r

=

(∫
|∂αg(x)|r (1 + |x|2)rd

(1 + |x|2)rd
dx

)1/r

≤ C‖(1 + | · |2)d∂αg‖L∞
(1)

≤ C‖(Id−∆)d((·)αφ)‖L1

(2)

≤ Ck+1

sendo que, em (1), utilizamos (1.3) e (2) segue do fato de que ‖(Id − ∆)d((·)αφ)‖L1

é estimada pela soma �nita de integrais com termo típico (·)α−β∂βφ, onde |β| ≤ 2d,

limitada por ∫
S(φ)

(x)α−β∂βφ(x)dx ≤ Cβ

∫
B(0,R)

|x||α−β||∂βφ(x)|

≤ Rk sup
|β|≤2d

Cβ‖∂βφ‖L1 ≤ Ck+1.

A segunda desigualdade de (2.2) segue aplicando-se (2.1). Para a prova da primeira

desigualdade, consideramos φ̃ ∈ C∞c (Rd\ {0}) valendo 1 perto da coroa C e de�nimos

gα = F−1((iξ)α|ξ|−2kφ̃(ξ)). Temos a seguinte identidade algébrica

|ξ|2k =
∑

1≤j1,··· ,jk≤d

ξ2
j1
· · · ξ2

jk

=
∑
|α|=k

(iξ)α(−iξ)α

Logo, pelas propriedades da Transformada de Fourier a respeito de derivação e convolução,

temos

F
( ∑
|α|=k

gα ∗ ∂αu
)

=
∑
|α|=k

(−iξ)αĝαû

=
∑
|α|=k

(−iξ)α(iξ)α|ξ|−2kφ̃(ξ)û(ξ)

= φ̃(ξ)û(ξ) = û(ξ)

e assim,

u =
∑
|α|=k

gα ∗ ∂αu (2.3)
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Repetindo o argumento utilizando em (2), obtemos ‖gα‖L1 ≤ Ck+1. Então, aplicando a

desigualdade de Young, segue que

‖u‖Lp ≤
∑
|α|=k

‖gα ∗ ∂αu‖Lp

≤
∑
|α|=k

‖gα‖L1‖∂αu‖Lp

≤ Ck+1 sup
|α|=k
‖∂αu‖Lp

2.2 Decomposição de Littlewood-Paley

Inicialmente, vamos construir uma Partição Diádica da Unidade, que será utilizada no

decorrer do texto e nos conduzirá à decomposição de Littlewood-Paley.

Teorema 2.2.1 Existem funções radiais ϕ e χ de classe C∞(Rd), com valores no inter-

valo [0, 1], suportadas na coroa C = C(0, 3
4
, 8

3
) e na bola B = B(0, 4

3
), respectivamente, tal

que

χ(ξ) +
∑
j≥0

ϕ(2−jξ) = 1, ∀ξ ∈ Rd (2.4)

∑
j∈Z

ϕ(2−jξ) = 1, ∀ξ ∈ Rd\ {0} (2.5)

Demonstração: Consideremos um número real α no intervalo (1, 4
3
), e denotamos por C ′

a coroa C ′ = C(0, α−1, 2α). Como C ′ ⊂ C, pela Proposição 1.3.1 existe uma função radial

θ ∈ C∞c (C) igual a 1 numa vizinhança de C ′.

Observemos que ⋃
j∈Z

2jC ′ = Rd\ {0} (2.6)

De fato, se x ∈ Rd e |x| = r > 0, existe j ∈ Z tal que 2j < rα ≤ 2j+1, ou seja, 2jα−1 < |x|

e |x| = r ≤ α−12j+1 = 2j(2α−1) < 2j(2α), pois α−1 < 1 < α. Assim, x ∈ 2jC ′.

Uma propriedade fundamental a respeito desta cobertura é que se j, j′ ∈ Z satisfazem

|j − j′| ≥ 2 então

2jC ∩ 2j
′C = ∅. (2.7)
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Com efeito, se 2jC ∩ 2j
′C 6= ∅ , com j ≥ j′, existe x tal que

2j
3

4
< |x| < 2j

8

3
e 2j

′ 3

4
< |x| < 2j

′ 8

3
,

o que nos dá 2j
3

4
< 2j

′ 8

3
, isto é, 2j−j

′
<

32

9
< 4. Assim, j − j′ < 2.

Seja

R(ξ) =
∑
j∈Z

θ(2−jξ).

Por (2.7), esta soma é localmente �nita em ξ ∈ Rd\ {0}. Então a função R é de classe C∞

neste espaço. Segue da escolha de θ e da propriedade de cobertura (2.6) que R assume

valores maiores ou iguais a 1 em Rd\ {0}.

Assim, podemos de�nir a função de classe C∞

ϕ =
θ

R

Como R não se anula, S(ϕ) ⊂ S(θ). Logo, ϕ ∈ C∞c (C) e, pela construção de R, se

ξ ∈ Rd\ {0}, ∑
j∈Z

ϕ(2−jξ) = 1

Por outro lado, a função 1−
∑
j≥0

ϕ(2−jξ) é de classe C∞, por (2.7). Como o suporte de ϕ

está contido em C, para j ≤ −1 temos que S(ϕ(2−j·)) ⊂ 2jC ⊂ B. Deste modo, se ξ ∈ Rd

é tal que |ξ| ≥ 4

3
,

1 =
∑
j∈Z

ϕ(2−jξ) =
∑
j≥0

ϕ(2−jξ)

Assim, de�nindo

χ(ξ) = 1−
∑
j≥0

ϕ(2−jξ)

resultará em χ ∈ C∞c (B, [0, 1]) satisfazendo (2.4).

Observação 2.2.1 Algumas propriedades a respeito das funções χ e ϕ obtidas anterior-

mente serão úteis no desenvolvimento do texto e destacaremos abaixo.

Primeiramente, como S(ϕ(2−j·)) ⊂ 2jC, então se |j − j′| ≥ 2,

S(ϕ(2−j·)) ∩ S(ϕ(2−j
′·)) = ∅. (2.8)
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Também, se j ≥ 1, como 2j
3

4
≥ 4

3
, teremos B ∩ 2jC = ∅ e assim

S(χ) ∩ S(ϕ(2−j·)) = ∅.

Segue, juntamente com a propriedade (2.7), que para cada ξ �xado, a expressão χ(ξ) +∑
j≥0

ϕ(2−jξ) reduz-se a no máximo três termos, cuja soma é igual a 1. Pelo método

dos multiplicadores de Lagrange, mostra-se que para números positivos a, b, c tais que

a+ b+ c = 1, a soma dos seus quadrados vale ao menos
1

3
. Assim,

1

3
≤ χ2(ξ) +

∑
j≥0

ϕ2(2−jξ).

Por outro lado, como as funções χ e ϕ tem a sua imagem no intervalo [0, 1], temos

χ2(ξ) +
∑
j≥0

ϕ2(2−jξ) ≤ χ(ξ) +
∑
j≥0

ϕ(2−jξ) = 1

Portanto, para todo ξ ∈ Rd,

1

3
≤ χ2(ξ) +

∑
j≥0

ϕ2(2−jξ) ≤ 1 (2.9)

De maneira semelhante, prova-se que

1

2
≤
∑
j∈Z

ϕ2(2−jξ) ≤ 1,∀ξ ∈ Rd\ {0} . (2.10)

Desta seção em diante, �xemos duas funções ϕ e χ satisfazendo as conclusões do Teorema

2.2.1. Para u ∈ S ′(Rd) e j ∈ Z, de�nimos os operadores

∆ju
def
=

 F−1(χû), se j = −1

F−1(ϕ(2−j·)û), se j ≥ 0.

e ∆ju = 0, se j ≤ −2.

Também, para cada j ∈ Z,

Sju
def
=
∑
j′≤j−1

∆j′u.

O principal objetivo desta seção é provar que, para toda distribuição temperada u ∈ S ′,

a sequência (Sju)j∈Z converge a u no espaço S ′. Deste modo, podemos representar u pela

série

u =
∑
j∈Z

∆ju
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denominada a decomposição de Littlewood-Paley de u.

Discutiremos inicialmente algumas propriedades referente aos operadores de�nidos ante-

riormente e que serão importantes para a obtenção de tal decomposição.

Observação 2.2.2 Para toda u ∈ S ′ e f ∈ S, 〈∆ju, f〉 = 〈u,∆jf〉

Por de�nição,

〈∆ju, f〉 = 〈F(∆ju), f̌〉

= 〈ϕ(2−j·)û, f̌〉

= 〈u, F(ϕ(2−j·)f̌)〉

Como f ∈ S,

f̌(x) = (2π)−df̂(−x),∀x ∈ Rd.

Deste modo,

F(ϕ(2−j·)f̌)(ξ) =

∫
e−ixξϕ(2−jx)f̌(x)dx

= (2π)−d
∫
e−ixξϕ(2−jx)f̂(−x)dx

(1)
= (2π)−d

∫
eixξϕ(−2−jx)f̂(x)dx

(2)
= (2π)−d

∫
eixξϕ(2−jx)f̂(x)dx

= F−1(ϕ(2−j·)f̂) = ∆jf,

sendo que, em (1), �zemos uma mudança linear de variáveis e, em (2), utilizamos o fato

de que ϕ é radial.

Quando j = −1, o procedimento é análogo.

Mostremos agora que, para toda distribuição temperada u,

Sju = F−1(χ(2−j·)û), ∀j ≥ 0 (2.11)
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Pela comutatividade dos operadores ∆j, garantida pela Observação 2.2.2, é su�ciente

veri�car a igualdade para funções f ∈ S. Neste caso,

(Sjf )̂(ξ) =
∑
j′≤j−1

(∆j′f )̂ (ξ)

=
(
χ(ξ) +

∑
0≤j′≤j−1

ϕ(2−j
′
ξ)
)
f̂(ξ)

=
(

1−
∑
j′≥0

ϕ(2−j
′
ξ) +

∑
0≤j′≤j−1

ϕ(2−jξ)
)
f̂(ξ)

=
(

1−
∑
j′≥j

ϕ(2−j
′
ξ)
)
f̂(ξ)

=
(

1−
∑
j′≥0

ϕ(2−j
′
2jξ)

)
f̂(ξ) = χ(2−jξ)f̂

Por esta nova caracterização, para cada u ∈ S ′, como o suporte da transformada de

Fourier dos operadores ∆ju e Sju é compacto, o Teorema 1.4.1 garante que ∆ju e Sju são

funções de classe C∞. Pelas propriedades da convolução, para todo multi-índice α ∈ Nd

e u ∈ S ′,

∆j∂
αu = ∂α∆ju.

Também, os operadores ∆j e Sj mapeiam Lp em Lp continuamente. Mais ainda, existe

uma constante C > 0, independente de j e de u para o qual

‖∆ju‖Lp ≤ C‖∆ju‖Lp e ‖Sju‖Lp ≤ C‖∆ju‖Lp

De fato, para u ∈ Lp, j ≥ 0, as convoluções 2jdϕ̌(2d·)∗u e 2jdχ̌(2d·)∗u estão bem de�nidas

e satisfazem

F(2jdϕ̌(2d·) ∗ u) = ϕ(2−j·)û

F(2jdχ̌(2d·) ∗ u) = χ(2−j·)û

Daí, se u ∈ Lp, como ∆ju = 2jdϕ̌(2d·) ∗ u, segue da desigualdade de Young que ∆ju ∈ Lp

e vale a seguinte estimativa:

‖∆ju‖Lp ≤ ‖2jdϕ̌(2d·)‖L1‖u‖Lp

= C1‖u‖Lp ,

onde C1 = ‖ϕ̌‖L1 . De modo análogo, se j = −1, observando que ∆−1u = 2−dχ̌(2d·) ∗ u e

aplicando novamente a desigualdade de Young,

‖∆ju‖Lp ≤ C2‖u‖Lp , com C2 = ‖χ̌‖L1 .



Capítulo 2. Teoria de Littlewood-Paley 37

Tomando C = max{C1, C2}, segue a primeira desigualdade.

Para os operadores Sj, procedemos de maneira análoga, pois Sju = 2jdχ̌(2d·) ∗ u,∀j ≥ 0.

Teorema 2.2.2 Seja u ∈ S ′(Rd). Então, no sentido de convergência do espaço S ′(Rd),

u = lim
j→∞

Sju

Demonstração: Por consequência da Observação 2.2.2 e da expressão (2.11) vale que,

para toda f ∈ S,

〈u− Sju, f〉 = 〈u, f − Sjf〉.

Deste modo, é su�ciente mostrarmos que no espaço S, temos f−Sjf → 0 quando j →∞.

Para este caso, é conveniente utilizarmos a família de semi-normas

‖f ‖̂k = sup
|α|≤k
ξ∈Rd

(1 + |ξ|)k |∂αf̂(ξ)|.

Então

‖f − Sjf ‖̂k = sup
|α|≤k
ξ∈Rd

(1 + |ξ|)k |∂α(f̂(ξ)− (Sjf )̂ (ξ))|

= sup
|α|≤k
ξ∈Rd

(1 + |ξ|)k |∂α(f̂(ξ)− χ(2−jξ)f̂(ξ)| (2.12)

Desenvolvendo a expressão ∂α(f̂(ξ)− χ(2−jξ)f̂(ξ)) pela fórmula de Leibniz,

∂α((1− χ(2−jξ))f̂(ξ)) = (1− χ(2−jξ))∂αf̂(ξ) +
∑

0<β≤α

Cα,β2−j∂βχ(2−jξ) ∂α−β f̂(ξ)

Como χ vale 1 numa vizinhança de zero, a fórmula de Taylor nos permite escrever

∣∣1− χ(2−jξ)
∣∣ = |χ(2−jξ)− χ(0)|

=

∣∣∣∣∫ 1

0

χ′(0 + t2−jξ).(2−jξ) dt

∣∣∣∣
(∗)
≤ 2−j

∫ 1

0

d∑
l=1

|∂lχ(t2−jξ)| |ξl| dt

≤ C2−j
d∑
l=1

|ξl| ≤ C2−j(1 + |ξ|) (2.13)

sendo que, em (∗), utilizamos o fato de que χ e suas derivadas são limitadas.
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Do mesmo modo,∑
0<β≤α

∣∣∣Cα,β2−j∂βχ(2−jξ) ∂α−β f̂(ξ)
∣∣∣ ≤ C2−j

∑
0<β≤α

∣∣∣∂α−β f̂(ξ)
∣∣∣ (2.14)

Com as duas limitações obtidas em (2.13) e (2.14), segue de (2.12) que

‖f − Sjf ‖̂k ≤ sup
|α|≤k
ξ∈Rd

(1 + |ξ|)k
[
C2−j(1 + |ξ|)

(
|∂αf̂ |+

∑
0≤β<α

|∂α−β f̂ |

)]

≤ C2−j sup
|α|≤k+1

ξ∈Rd

(1 + |ξ|)k |∂αf̂ |

= C2−j‖f ‖̂k+1

2.3 Espaços de Besov

Com as notações da Seção 2.2, consideremos

De�nição 2.3.1 Seja s um número real e (p, r) ∈ [1,∞]. O espaço de Besov não-

homogêneo Bs
p,r é o espaço de todas as distribuições temperadas tal que

‖u‖Bsp,r
def
=
∥∥∥(2js‖∆ju‖Lp)j∈Z

∥∥∥
`r(Z)

<∞ (2.15)

O primeiro passo é veri�car a invariância com respeito a escolha da partição diádica

da unidade utilizada na de�nição anterior. Para isto, será importante garantirmos a

convergência em S ′ para séries em que a Transformada de Fourier de cada parcela está

suportada em coroas.

Lema 2.3.1 Seja (uj)j∈N uma sequência de funções limitadas tal que a transformada de

Fourier de uj está suportada em 2j C̃, onde C̃ é um anel dado. Suponhamos que

‖uj‖L∞ ≤ C2jN

para constantes C,N > 0. Então a série
∑
j∈N

uj é convergente em S ′.
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Demonstração: Consideremos φ̃ ∈ C∞c (Rd\ {0}) identicamente 1 numa vizinhança da

coroa C̃ e, para k um inteiro a ser escolhido, de�nimos

gα = F−1
(

(iξ)α|ξ|−2kφ̃(ξ)
)
, |α| = k

Observemos que

F(gα(2j·))(ξ) = 2−jdĝα(2−jξ)

= 2−jd
(

(iξ)α|ξ|−2kφ̃(ξ)
)
.

Procedendo como na demonstração de (2.3), no lema de Bernstein obtemos que, para

cada j ∈ N,

uj = 2−jk
∑
|α|=k

2jdgα(2j·) ∗ ∂αuj

Assim, se φ ∈ S,

〈uj, φ〉 = 2−jk
∑
|α|=k

〈2jdgα(2j·) ∗ ∂αuj, φ〉

= 2−jk
∑
|α|=k

〈uj, 2jdgα(2j·) ∗ ∂αφ〉 (2.16)

Logo

|〈uj, φ〉| ≤
∑
|α|=k

2−jk
∣∣∣∣∫ uj(x)2jdǧα(2j·) ∗ ∂αφ(x) dx

∣∣∣∣
≤ 2−jk‖uj‖L∞

∑
|α|=k

‖2jdǧα(2j·) ∗ ∂αφ‖L1

≤ C2−jk2jN
∑
|α|=k

‖2jdǧα(2j·)‖L1‖∂αφ‖L1

= C2−j(k−N)
∑
|α|=k

‖∂αφ‖L1

Escolhendo k > N , a sequência
∑
j∈N

〈uj, φ〉 é convergente em R, para cada φ ∈ S. Segue

do Teorema 1.3.2 que
∑
j∈N

uj é convergente em S ′.
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Teorema 2.3.1 Seja C ′ uma coroa em Rd, s um número real e p, r ≥ 1. Seja (uj)j∈N

uma sequência de funções suaves tais que

S(ûj) ⊂ 2jC ′ e
∥∥(2js‖uj‖Lp)j∈N

∥∥
`r
<∞.

Então

u =
∑
j∈N

uj ∈ Bs
p,r e ‖u‖Bsp,r ≤ Cs

∥∥(2js‖uj‖Lp)j∈N
∥∥
`r

Demonstração: Por hipótese, existe C > 0 tal que 2jrs‖uj‖rLp ≤ C, ou ainda,

‖uj‖Lp ≤ C1/r2−js (2.17)

Utilizando o Lema de Bernstein e a desigualdade 2.17, temos que

‖uj‖L∞ ≤ C‖u‖Lp

≤ C(2j)d/p2−jsC1/r ≤ C2j(d/p−s)

Pela Proposição 2.3.1, a série que de�ne u é convergente em S ′. É interessante então

analizarmos o comportamento dos operadores ∆j′u.

Como C e C ′ são duas coroas, existe um inteiro N0 > 0 tal que

|j − j′| ≥ N0 ⇒ 2jC ∩ 2j
′C ′ = ∅

Daí, se |j − j′| ≥ N0,

F(∆j′uj) = 0⇒ ∆j′uj = 0.

Assim, podemos escrever

‖∆j′u‖Lp =

∥∥∥∥∥∑
j≥0

∆j′uj

∥∥∥∥∥
Lp

≤ C
∑
j≥0

|j−j′|≤N0

‖uj‖Lp

Consequentemente,

2j
′s‖∆j′u‖Lp ≤ C

∑
j≥0

|j−j′|≤N0

2j
′s‖uj‖Lp

≤ C
∑
j≥0

|j−j′|≤N0

2js‖uj‖Lp
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Deste modo obtemos que

2j
′s‖∆j′u‖Lp ≤ ((ck)k∈Z ∗ (dl)l∈Z)(j′),

com ck = C 1[−N0,N0](k) e dl = 1N2ls‖ul‖Lp . Como a sequência ck pertence a `1, utilizando

a propriedade clássica da convolução entre `1(Z) e `r(Z), segue que∥∥∥(2j
′s‖∆j′u‖Lp)j

∥∥∥
`r
≤ ‖(ck)‖`1

∥∥(2js‖uj‖Lp)j
∥∥
`r
,

isto é,

‖u‖Bsp,r ≤ Cs
∥∥(2js‖uj‖Lp)j∈N

∥∥
`r
.

O Teorema anterior implica diretamente o seguinte:

Corolário 2.3.1 O espaço Bs
p,r independe da escolha das funções χ e ϕ utilizadas na

de�nição 2.3.1.

Vamos agora relacionar os espaços de Sobolev, de�nidos no capítulo anterior, com a

expansão de Littlewood-Paley, que nos indicará um importante exemplo de espaço de

Besov.

Teorema 2.3.2 Os espaços Hs e Bs
2,2 são iguais e suas normas satisfazem

C−|s|−1‖u‖Bs2,2 ≤ ‖u‖Hs ≤ C |s|+1‖u‖Bs2,2

Demonstração: Observemos que existe uma constante C > 0 tal que

2js
1

C |s|+1
‖∆ju‖L2 ≤ ‖∆ju‖Hs ≤ 2jsC |s|+1‖∆ju‖L2 (2.18)

De fato, para j ≥ 0, como S(F(∆ju)) ⊂ 2jC, temos que

‖∆ju‖2
Hs =

∫
2jC

(1 + |ξ|2)s|∆̂ju|2dξ (2.19)

Vamos supor que s ≥ 0, pois a demonstração para o caso s < 0 é análoga.

Para ξ ∈ 2jC,

(1 + |ξ|2)s ≤
(

1 +
(

2j
8

3

)2
)s
≤ 22js

(
1 +

(8

3

)2
)s

= Cs22js
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(1 + |ξ|2)s ≥
(

1 +
(

2j
3

4

)2
)s
≥ 2−2js

(
1 +

(3

4

)2
)s

= Cs2−2js,

Substituindo em (2.19) e utilizando a Identidade de Fourier-Plancherel, obtemos

‖∆ju‖2
Hs ≤ Cs22js

∫
|∆̂ju|2dξ = Cs22js‖∆ju‖2

L2

e

‖∆ju‖2
Hs ≥ Cs22js

∫
|∆̂ju|2dξ = Cs2−2js‖∆ju‖2

L2

Para j = −1 repetimos o argumento, sendo que o supremo e o ín�mo de ρ(ξ) = (1 + |ξ|2)s

são tomados sobre a bola B.

Agora, em posse de (2.19), combinado com a expressão (2.9),

‖u‖2
Hs =

∫
(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ

≤ 3

∫
(1 + |ξ|2)s

(
χ2(ξ) +

∑
j≥0

ϕ2(2−jξ)

)
|û(ξ)|2dξ

= 3

(
‖∆−1u‖2

Hs +
∑
j≥0

‖∆ju‖2
Hs

)

≤ 3C |s|

(∑
j≥−1

22js‖∆ju‖2
L2

)
= 3C |s|‖u‖2

Bs2,2

A outra desigualdade é análoga.

Proposição 2.3.1 O espaço B0
p,1 está continuamente mergulhado em Lp e o espaço Lp

mergulha continuamente em B0
p,∞.

Demonstração: Seja u ∈ B0
p,1. Então a série

∑
j

‖∆ju‖Lp converge. Isto implica que

‖Sj+qu− Sju‖Lp ≤
j+q−1∑
j′=j

‖∆j′u‖Lp
j→∞−→ 0

Portanto, a sequência (Sju)j≥0 é de Cauchy em Lp. Como Lp é completo, existe v ∈ Lp

tal que Sju converge a v em Lp. Mas Lp ↪→ S ′, logo Sju→ v em S ′.

Por outro lado, pela decomposição de Littlewood-Paley, (Sju)j≥−1 é uma sequência con-

vergindo a u em S ′. Da unicidade do limite segue que u = v ∈ Lp.
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Agora, se u ∈ Lp, uma vez que, para todo j ≥ −1, ‖∆ju‖Lp ≤ C‖u‖Lp , temos

sup
j≥−1
‖∆ju‖Lp ≤ C‖u‖Lp ,

isto é,

‖u‖B0
p,∞ ≤ C‖u‖Lp .

Teorema 2.3.3 Seja 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞ e 1 ≤ r1 ≤ r2 ≤ ∞. Para todo número real s, o

espaço Bs
p1,r1

é continuamente incluído em B
s−d

(
1
p1
− 1
p2

)
p2,r2 .

Demonstração: Como S (F(∆−1u)) ⊂ B, pelo Lema de Bernstein,

‖∆−1u‖Lp2 ≤ C‖∆−1u‖Lp1 . (2.20)

Do mesmo modo, para j ≥ 0, como S(F(∆ju)) ⊂ 2jC,

‖∆ju‖Lp2 ≤ C2
jd
(

1
p1
− 1
p2

)
‖∆−1u‖Lp1 . (2.21)

Utilizando as desigualdades (2.20) e (2.21) e o fato de que `r1 ↪→ `r2 , obtemos

‖u‖
B
s−d( 1

p1
− 1
p2 )

p2,r2

=

(∑
j≥−1

2
jr2
(
s−d

(
1
p1
− 1
p2

))
‖∆ju‖r2Lp2

)1/r2

≤ C

(∑
j≥−1

2
jr2
(
s−d

(
1
p1
− 1
p2

))
2
r2
(
jd
(

1
p1
− 1
p2

))
‖∆ju‖r2Lp1

)1/r2

= C

(∑
j≥−1

2jr2s‖∆ju‖r2Lp1

)1/r2

≤ C

(∑
j≥−1

2jr1s‖∆ju‖r1Lp1

)1/r1

= ‖u‖Bsp1,r1

Uma propriedade topológica importante acerca dos Espaços de Besov é que a expressão

(2.15) é uma norma que torna o espaço Bs
p,r completo, como especi�ca o seguinte resultado:
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Teorema 2.3.4 Se 1 ≤ p, r ≤ ∞, o espaço Bs
p,r equipado com a norma ‖ · ‖ é um espaço

de Banach satisfazendo a propriedade de Fatou: se (un)n∈N é uma sequência limitada de

Bs
p,r que converge para u ∈ S ′, então u ∈ Bs

p,r e

‖u‖Bsp,r ≤ lim inf
n→∞

‖un‖Bsp,r

Demonstração: Ver [6], pág. 16.

Proposição 2.3.2 O espaço Bs
p,r é continuamente incluído em S ′.

Demonstração: Por de�nição, Bs
p,r é um subespaço de S ′. Para provarmos a con-

tinuidade, mostremos a existência de uma constante C e um inteiro positivo M tal que,

para toda função φ em S,

|〈u, φ〉| ≤ C‖u‖Bsp,r‖φ‖M,S .

Para isto, escolhemos um inteiro positivo N satisfazendo N ≥ d/p−s. Pela relação (2.16),

uma vez que S(F(∆ju)) ⊂ 2jC, podemos escrever

〈∆ju, φ〉 = 2−j(N+1)
∑

|α|=N+1

〈∆ju, 2
jdgα(2j·) ∗ ∂αφ〉

Deste modo,

|〈∆ju, φ〉| ≤ 2−j2−N
∑

|α|=N+1

‖∆ju‖L∞‖2jdgα(2j·) ∗ ∂αφ‖L1

≤ 2−j2−jN
∑

|α|=N+1

‖∆ju‖L∞‖2jdgα(2j·)‖L1‖∂αφ‖L1

≤ C2−j sup
j≥−1

2−jN‖∆ju‖L∞ sup
|α|=N+1

‖∂αφ‖L1

= C2−j‖u‖B−N∞,∞ sup
|α|=N+1

‖∂αφ‖L1 (2.22)

Pela escolha de N , segue do Teorema anterior que Bs
p,r está continuamente mergulhado

em B−N∞,∞. Assim, existe C > 0 tal que

‖u‖B−N∞,∞ ≤ C‖u‖Bsp,r
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Também,

sup
|α|=N+1

‖∂αφ‖L1 = sup
|α|=N+1

∫
|∂αφ(x)|dx

= sup
|α|=N+1

∫
|(1 + |x|)N+1∂αφ(x)|

(1 + |x|)N+1
dx

≤ C sup
|α|=N+1

∫
(1 + |x|)N+1|∂αφ(x)|dx

= C‖φ‖N+1,S

Substituindo em (2.22), concluímos que

|〈∆ju, φ〉| ≤ C2−j‖u‖Bsp,r‖φ‖N+1,S

Finalmente, utilizando a decomposição de Littlewood-Paley,

|〈u, φ〉| ≤
∑
j≥−1

|〈∆ju, φ〉|

≤ C
∑
j≥−1

2−j‖u‖Bsp,r‖φ‖N+1,S

≤ C‖u‖Bsp,r‖φ‖N+1,S

2.4 Decomposição de Bony

Sejam u e v duas distribuições temperadas. Pela decomposição de Littlewood-Paley,

temos

u =
∑
j′

∆j′u e v =
∑
j

∆ju

Formalmente, o produto, quando ele existe, pode ser representado pela expressão

uv =
∑
j,j′

∆j′u∆jv (2.23)

Nesta seção, veremos como a Decomposição de Littlewood-Paley dá condições para que

o produto de duas distribuições temperadas uv esteja de�nido, bem como resultados de

continuidade para a aplicação (u, v) 7→ uv.
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A idéia fundamental do Cálculo Paradiferencial é distinguir três parcelas no produto uv. A

primeira parte Tuv corresponde aos termos ∆ju∆j′v quando j é pequeno em comparação

com j′. Um segundo termo Tvu é a contraparte simétrica de Tuv e �nalmente uma terceira

parte onde as frequências de u e v têm o mesmo tamanho.

De�nição 2.4.1 De�nimos o paraproduto de u e v, e denotaremos por Tuv o operador

bilinear

Tuv
def
=
∑
j∈Z

Sj−1u∆ju =
∑
j′≤j−2

∆j′u∆jv

Também, de�nimos o Resto de u e v, e indicaremos por R(u, v) o operador

R(u, v)
def
=

∑
|j−j′|≤1

∆j′u∆jv

Segue de (2.23) que

uv = Tuv + Tvu+R(u, v)

A expressão acima é conhecida como a Decomposição de Bony.

Como ilustração desta técnica, vamos analisar como o produto age nos espaços de Besov.

Mais precisamente, mostraremos que o produto é uma forma bilinear contínua no espaço

L∞ ∩Bs
p,r, quando s > 0.

Proposição 2.4.1 Para todo número real s, existe uma constante C tal que, para toda

(p, r) ∈ [1,∞]2, temos

‖Tuv‖Bsp,r ≤ C‖u‖L∞‖v‖Bsp,r , ∀(u, v) ∈ L∞ ×Bs
p,r

Em outras palavras, se u ∈ L∞, o operador Tu leva continuamente Bs
p,r em Bs

p,r.

Demonstração: Temos que

S(F(Sj−1u∆jv)) = S(F(Sj−1u) ∗ F(∆jv))

⊂ S(F(Sj−1u)) + S(F(∆jv))

⊂ 2j−1B + 2jC = 2j C̃,

onde C̃ = C(0, 1
12
, 10

3
). Também, pela desigualdade de Hölder e a continuidade dos opera-

dores Sj em Lp,

‖Sj−1u∆jv‖Lp ≤ ‖Sj−1u‖L∞‖∆jv‖Lp

≤ C‖u‖L∞‖∆jv‖Lp
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Assim, ∑
j

(2js‖Sj−1u∆jv‖Lp)r ≤ Cr‖u‖rL∞
∑
j

2jrs‖∆jv‖rLp

= Cr‖u‖rL∞‖v‖rBsp,r

Extraindo a r-ésima raíz, obtemos:(∑
j

(
2js‖Sj−1u∆jv‖Lp

)r)1/r

≤ C‖u‖L∞‖v‖Bsp,r <∞ (2.24)

Pelo Lema 2.3.1, obtemos que Tuv ∈ Bs
p,r e assim, pela estimativa (2.24),

‖Tuv‖Bsp,r ≤ Cs‖(2js‖Sj−1u∆jv‖Lp)‖`r

≤ C‖u‖L∞‖v‖Bsp,r

Para o estudo do comportamento do operador resto, vamos precisar considerar termos do

tipo ∆ju∆jv. A Transformada de Fourier destes não está suportadas em coroas, mas em

bolas do tipo 2jB. Precisamos então de uma versão do Teorema 2.3.1 que contorne esta

situação:

Lema 2.4.1 Seja B uma bola, s > 0 e (p, r) ∈ [1,∞]2. Seja (uj)j∈N uma seqüência tal

que

S(ûj) ⊂ 2jB e
∥∥∥(2js‖uj‖Lp)j

∥∥∥
`r
<∞.

Então

u =
∑
j∈N

uj ∈ Bs
p,r e ‖u‖Bsp,r ≤ Cs

∥∥∥(2js‖uj‖Lp)j∈N
∥∥∥
`r

Demonstração: Por hipótese, existe C > 0 tal que

2js‖uj‖Lp ≤ C ⇒ ‖uj‖Lp ≤ C2−js

Então ∥∥∥ l+k∑
j=1

uj −
l∑

j=1

uj

∥∥∥
Lp
≤

l+k∑
j=l+1

‖uj‖Lp ≤ C

l+k∑
j=l+1

2−js
l→∞−→ 0.
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Da completude de Lp, segue que u =
∑
j∈N

uj ∈ Lp. Também, existe N0 tal que

j′ ≥ j +N0 ⇒ 2j
′C ∩ 2jB = ∅

Daí, se j′ ≥ j +N0, F(∆j′uj) = ϕ(2−j
′ ·)ûj = 0, ou ainda, ∆j′uj = 0. Assim,

‖∆j′u‖Lp =

∥∥∥∥∥∑
j

∆j′uj

∥∥∥∥∥
Lp

≤
∑

j≥j′−N0

‖∆j′uj‖Lp

≤ C
∑

j≥j′−N0

‖uj‖Lp

Deste modo,

2j
′s‖∆j′u‖Lp ≤ C

∑
j≥j′−N0

2(j−j′)s2js‖uj‖Lp

≤ ((ck) ∗ (dk))(j
′)

onde

 ck = C 1[−N0,∞)(k) 2−ks ∈ `1

dl = 2ls‖ul‖Lp ∈ `r

Aplicando a desigualdade de Young acima, obtemos que

‖u‖Bsp,r ≤ ‖ck‖`1
∥∥∥(2j

′s‖uj′‖Lp)j
∥∥∥
`r

= Cs

∥∥∥(2j
′s‖uj′‖Lp)j

∥∥∥
`r

Proposição 2.4.2 Sejam s1, s2 números reais tal que s1 + s2 > 0 . Então existe uma

constante C tal que, para (p1, p2, r1, r2) ∈ [1,∞]4,

1

p

def
=

1

p1

+
1

p2

≤ 1 e
1

r1

+
1

r2

def
=

1

r
≤ 1

tem-se, para quaisquer (u, v) ∈ Bs1
p1,r1
×Bs2

p2,r2
,

‖R(u, v)‖
B
s1+s2
p,r

≤ C‖u‖Bs1p1,r1‖v‖Bs2p2,r2
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Demonstração: Por de�nição de operador resto,

R(u, v) =
∑
j

Rj, com Rj =
1∑

l=−1

∆j−lu∆jv

Pela linearidade da Transformada de Fourier e o fato de que o suporte da convolução está

contido na soma dos suportes, temos S(F(Rj)) ⊂ 2jB(0, 8).

Por outro lado, pela desigualdade de Hölder,

2j(s1+s2)‖Rj‖Lp ≤
1∑

l=−1

2js1‖∆j−lu‖Lp12js2‖∆jv‖Lp2

Deste modo, ∥∥(2j(s1+s2)‖Rj‖Lp)j
∥∥
`r
≤

1∑
l=−1

∥∥2js1‖∆j−lu‖Lp12js2‖∆jv‖Lp2 )j
∥∥
`r

(2.25)

Para cada l = −1, 0, 1, como (2js1‖∆j−lu‖Lp1 )j∈Z ∈ `r1 e (2js2‖∆jv‖Lp2 )j∈Z ∈ `r2 , a

desigualdade de Hölder e a estimativa (2.25) nos dá que∥∥(2j(s1+s2)‖Rj‖Lp)j
∥∥
`r
≤ C‖u‖Bs1p1,r1‖v‖Bs2p2,r2 .

Como s1 + s2 > 0, a demonstração segue do Lema 2.4.1.

Corolário 2.4.1 Para todo s positivo, o espaço L∞ ∩ Bs
p,r é uma álgebra. Além disso,

existe uma constante C > 0 tal que

‖uv‖Bsp,r ≤ C(‖u‖L∞‖v‖Bsp,r + ‖u‖Bsp,r‖v‖L∞)

Demonstração: De acordo com as Proposições 2.4.2 e 2.4.1, temos

‖R(u, v)‖Bsp,r ≤ C‖u‖Bsp,r‖v‖B0
∞,∞

‖Tuv‖Bsp,r ≤ C‖u‖L∞‖v‖Bsp,r

‖Tvu‖Bsp,r ≤ C‖v‖L∞‖u‖Bsp,r

Como L∞ ↪→ B0
∞,∞, aplicando a decomposição de Bony segue o resultado.

Ainda referente aos espaços de Besov, outras propriedades a respeito do produto são

descritas na seguinte proposição:
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Proposição 2.4.3 Sejam 1 ≤ p, r ≤ ∞ e s ∈ R.

(i) Se σ > 0 e 1 ≤ r1, r2 ≤ ∞ são tais que
1

r
=

1

r1

+
1

r2

, então existe C > 0 tal que

‖Tuv‖Bs−σp,r
≤ C |s−σ|+1

σ
‖u‖B−σ∞,r1‖v‖Bsp,r2 ,

(ii) Seja (s1, s2) ∈ R2, 1 ≤ p1, p2 ≤ ∞ e 1 ≤ r1, r2 ≤ ∞ tal que

s1 + s2 > 0,
1

p
≤ 1

p1

+
1

p2

≤ 1 e
1

r
≤ 1

r1

+
1

r2

≤ 1,

Então o operador resto é uma aplicação bilinear e contínua de Bs1
p1,r1
× Bs2

p2,r2
em

B
σ1,2
p,r , com σ1,2 = s1 + s2 + d

(
1
p
− 1

p1
− 1

p2

)
e existe uma constante C > 0 tal que

‖R(u, v)‖
B
σ1,2
p,r
≤ Cs1+s2+1

s1 + s2

‖u‖Bs1p1,r1‖v‖Bs2p,r2

Demonstração: Ver [6], pág. 22 e 23.

2.5 Teoria Homogênea

Para o estudo de problemas que tenham alguma propriedade de invariância por escala,

é desejável considerarmos espaços de funções que admitam invariância por dilatação.

Espaços de Sobolev Homogêneo, como de�nidos na Seção 1.5.2, possuem tal propriedade,

no sentido de que se f ∈ Ḣs então fλ = f(λ·) ∈ Ḣs. Nosso objetivo nesta seção é obter

uma decomposição diádica que caracterize estes espaços. A referência adotada é [6].

Sejam (χ, ϕ) como antes. Para u ∈ S ′(Rd), de�nimos

Ṡju
def
= 2jd χ̌(2j·) ∗ u, ∀j ∈ Z

∆̇ju
def
= Ṡj+1u− Ṡju, ∀j ∈ Z

De�nição 2.5.1 Denotamos por S ′h o espaço das distribuições temperadas tal que

lim
j→−∞

Ṡju = 0 em S ′

Exemplo 2.5.1 Se uma distribuição temperada u é tal que sua transformada de Fourier

û é localmente integrável perto de 0, então u pertence a S ′h.
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O lema abaixo caracteriza o conjunto S ′h mediante a decomposição de Littlewood-Paley:

Lema 2.5.1 S ′h é o espaço das distribuições temperadas que satisfazem

u =
∑
j∈Z

∆̇ju (2.26)

Neste caso, a série acima é denominada a decomposição de Littlewood-Paley homogênea

de u.

Demonstração: Observemos que, para qualquer j ≥ 0,

∆̇ju = Ṡj+1u− Ṡju = Sj+1u− Sju = ∆ju

e, para j = −1,

∆̇−1u = Ṡ0u− Ṡ−1u = ∆−1u− Ṡ−1u.

Então, pela decomposição de Littlewood-Paley,∑
j∈Z

∆̇ju =
∑
j≥0

∆̇ju+ (∆−1u− Ṡ−1u) +
∑
j≤−1

∆̇ju

=
∑
j≥−1

∆ju− Ṡ−1u+ lim
N→−∞

N∑
j=−1

(Ṡj+1u− Ṡju)

= u+ lim
N→−∞

ṠNu

Assim, vale (2.26) se, e só se, lim
N→−∞

ṠNu = 0 em S ′, ou seja, quando u ∈ S ′h.

Em contraste com o caso não-homogêneo, não temos Ṡju =
∑
j′≤j−1

∆̇j′u. No entanto, esta

expressão se veri�ca para distribuições em S ′h.

Observação 2.5.1 O espaço S ′h não é um subespaço fechado de S ′ com a topologia da

convergência fraca. De fato, consideremos uma sequência (fn)n∈N, com

fn(x) = f
(x
n

)
, f ∈ S tal que f(0) = 1.

Então, f converge para a função constante 1 que não pertence a S ′h.

De maneira análoga a abordagem da Seção 2.3, uma vez construída a decomposição de

Littlewood-Paley homogênea, podemos de�nir os Espaços de Besov homogêneo:
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De�nição 2.5.2 Se s ∈ R e 1 ≤ p, r ≤ ∞, o espaço de Besov homogêneo Ḃs
p,r é o

conjunto das distribuições u ∈ S ′h tais que ‖u‖Ḃsp,r é �nito, com

‖u‖Ḃsp,r =
∥∥∥(2js‖∆̇ju‖Lp)j∈Z

∥∥∥
`r(Z)

Com a mesma técnica de demonstração utilizada no caso não-homogêneo, associado com

a desigualdade (2.10), prova-se que os espaços Ḣs e Ḃs
2,2 coincidem.

A proposição a seguir descreve a propriedade de invariância por escala para Ḃs
p,r:

Proposição 2.5.1 Se u ∈ Ḃs
p,r, então ‖uλ‖Ḃsp,r é �nito e temos

‖uλ‖Ḃsp,r ≈ λs−
d
p‖u‖Ḃsp,r .

Demonstração: Seja α um número real positivo. Temos

F−1(ϕ(α−1·)ûλ)(x) = αd
∫
ϕ̌(α(x− y))u(λy)dy.

Pela mudança de variáveis z = λy, segue que

F−1(ϕ(α−1·)ûλ)(x) = αdλ−d
∫
ϕ̌(αx− αλ−1z)u(z)dz

= F−1(ϕ(λα−1·)û)(λx) (2.27)

Para j ∈ Z, seja

vj = F−1(ϕ(2[log2 λ]−log2 λ−j·)ûλ),

onde [m] indica a parte inteira de m.

Escolhendo α = 2j−[log2 λ]λ na igualdade (2.27), obtemos

vj(x) = F−1(ϕ(2[log2 λ]−j·)û)(λx),

e assim,

‖vj‖Lp = λ−
d
p‖∆̇j−[log2 λ]u‖Lp .

Ora, as quantidades λ−s e 2−[log2 λ]s são comparáveis. Assim,

2js‖vj‖Lp ≈ λs−
d
p2(j−[log2 λ])s‖∆̇j−[log2 λ]u‖Lp

Calculando a norma `r em ambos os membros, segue que(∑
j∈Z

2jrs‖vj‖rLp

)1/r

≈ λs−
d
p‖u‖Ḃsp,r (2.28)
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Como S(v̂j) ⊂ 2jC(0, 3
4
, 16

3
), temos

∆̇j′uλ =
∑
|j−j′|≤2

∆̇j′vj.

Aplicando a norma de Ḃs
p,r e a estimativa (2.28), segue o resultado.

Para distribuições u, v pertencentes a S ′h, de�nimos

Ṫuv =
∑
j∈Z

Ṡj−1u∆̇jv e Ṙ(u, v) =
∑
|j−j′|≤1

∆̇j′u∆̇jv

Formalmente, temos a seguinte decomposição de Bony homogênea

uv = Ṫuv + Ṫvu+ Ṙ(u, v)

As propriedades de continuidade do paraproduto e resto sobre espaços de Besov não-

homogêneos, abordados na seção anterior, permanecem válidas para o caso homogêneo,

desde que veri�cadas as condições adicionais:

(i) s < d/p ou s = d/p e r = 1, no caso do Corolário 2.4.1;

(ii) s− σ < d/p ou s− σ = d/p e r = 1, item (i) da Proposição 2.4.3;

(iii) σ1,2 < d/p ou σ1,2 = d/p e r = 1, item (ii) da Proposição 2.4.3.

A prova destes resultados pode ser vista em ([6], pág. 35-36).
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Capítulo 3

A Equação da Onda Cúbica no R3

Neste capítulo, analisamos o problema de existência e unicidade de soluções para a equação

da onda cúbica em dimensão 3. Baseando-se em [2], publicado em 2006 por H. Bahouri e

J.-Y. Chemin, estudamos a boa-colocação para dados iniciais em Ḣ3/4× Ḣ−1/4. A prova,

motivada pela decomposição de Littlewood-Paley, resgata um método de interpolação

não-linear utilizado anteriormente em equações de Navier-Stokes.

3.1 Introdução

A equação da onda cúbica foi introduzida na Teoria dos Campos e têm sido utilizada em

várias aplicações, como em Física Gravitacional. Esta se escreve como


�u+ u3 = 0 em R× R3

u|t=0 = u0

∂tu|t=0 = u1

(3.1)

onde u é uma função desconhecida com valores reais de (t, x) ∈ R× R3.

Do ponto de vista físico, a dinâmica das soluções desta equação pode ser vista como uma

competição entre o laplaciano que tende a dispersar as ondas e a não-linearidade, que

tende a concentrar as ondas.

Um resultado importante a respeito da Conservação de Energia para a equação da onda

cúbica é dado pela seguinte proposição:
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Proposição 3.1.1 Suponhamos que u seja uma solução de (3.1) tal que u0 ∈ L4 e

∂u(0) = (∂xu(0), ∂tu(0)) pertence a L2. Então, vale seguinte igualdade:

1

2
‖∂u(t)‖2

L2 +
1

4
‖u(t)‖4

L4 =
1

2
‖∂u(0)‖2

L2 +
1

4
‖u(0)‖4

L4 (3.2)

Demonstração: Por argumento de aproximação, podemos assumir que u pertence ao

espaço de Schwartz S(R3) e é de classe C∞ com respeito ao tempo.

Seja

E(t) =
1

2

∫
R3

|∂u(t, x)|2dx+
1

4

∫
R3

|u(t, x)|4dx

Derivando em relação a t, temos

∂tE(t) =

∫
R3

3∑
i=1

∂t(∂xiu)∂xiu+

∫
R3

∂2
t u∂tudx+

∫
R3

u3∂tudx (3.3)

Integrando por partes, como u e suas derivadas tendem a zero no in�nito,∫
R3

3∑
i=1

∂t(∂xiu)∂xiudx = −
∫
R3

(
3∑
i=1

∂xiu

)
∂tudx

Susbtituindo em (3.3), segue que ∂tE(t) = 0, pois u satisfaz a equação de (3.1). Assim, a

variação é igual a zero e a energia é constante, donde obtemos (3.2).

Quanto a propriedades de escala, pela Regra da Cadeia para derivação, é imediato que se

u é uma solução de (3.1), então uλ(t, x) = λu(λt, λx), com λ > 0 também é solução de

(3.1), com dados iniciais

uλ0(x) = λu0(λx)

uλ1(x) = λ2u1(λx).

Seja s0, s1 ∈ R. Pela propriedade (1.18), temos

‖(u0, u1)λ‖Ḣs0×Ḣs1 = ‖uλ0‖Ḣs0 + ‖uλ1‖Ḣs1

= λs0+1−3/2‖u0‖Ḣs0 + λs1+2−3/2‖u1‖Ḣs1

Para que

‖(u0, u1)λ‖Ḣs0×Ḣs1 = ‖(u0, u1)‖Ḣs0×Ḣs1 ,

devemos ter

s0 + 1− 3/2 = 0 e s1 + 2− 3/2 = 0,
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isto é, s0 = 1/2 e s1 = −1/2. Portanto, Ḣ1/2 × Ḣ−1/2 é o espaço de Sobolev homogêneo

invariante por esta mudança de escala.

Este fato sugere que, em algum sentido, s = 1/2 é um expoente crítico para o problema

de Cauchy (3.1). Neste caso, (3.1) será localmente e globalmente bem-posto para dados

pequenos. Em [19], H. Lindblad e C. D. Sogge provaram o seguinte

Teorema 3.1.1 Existe uma constante c tal que, se γ = ∂u(0) ∈ Ḣ−1/2 e ||γ||Ḣ−1/2 ≤ c,

então uma única solução global de (3.1) existe em L4(R× R3) satisfazendo

‖u‖L4(R×R3) ≤ C‖γ‖Ḣ−1/2 .

Além disso, se γ pertencer a Ḣ−1/3, então a solução u satisfaz

‖u‖L3(R,L6) ≤ C‖γ‖Ḣ−1/3 ,

para alguma constante C > 0.

Surge o problema de investigar quando (3.1) é globalmente bem-posto para dados iniciais

grandes. O seguinte Teorema foi provado por C. E. Kenig, G. Ponce e L. Vega, em [17]:

Teorema 3.1.2 Seja (u0, u1) em (Ḣs ∩ L4) × Ḣs−1 para s maior que 3/4. Então existe

uma única solução global de (3.1) tal que

∂u ∈ C(R; Ḣs−1) e u ∈ L4
loc(R;L6).

Um método diferente para a prova do Teorema 3.1.2 foi proposto por I. Gallagher e G.

Planchon em [11]. Seguindo esta técnica, juntamente com as estimativas logarítmicas

de Strichartz introduzidas por W. Klainerman e D. Tataru em [18], H. Bahouri e J.-Y.

Chemin provaram em [2] a boa-colocação quando (u0, u1) pertencem a Ḣ3/4 × Ḣ−1/4.

O resultado proposto em [2] é mais geral. Com as notações do Capítulo 2, temos

Teorema 3.1.3 Suponhamos que (u0, u1) ∈ Ḃ
3/4
2,4 × Ḃ

−1/4
2,4 tal que Ṡ0u0 pertence a L2.

Então existe uma única solução global u no espaço L4
loc(R;L4).

Observemos que a aplicação

S ′h(Rd) −→ (S ′h(Rd))d

u 7→ ∂xu = (∂x1u, · · · , ∂xdu)
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é injetiva.

Caso contrário, se existirem duas distribuições v1, v2 ∈ S ′h tal que ∂xv1 = ∂xv2, teríamos

v1 − v2 = c 6= 0, e assim a função constante c pertenceria a S ′h, contradizendo a de�nição

2.5.1.

Deste modo, ao invés de estudarmos o Problema de Cauchy (3.1), podemos considerá-lo

como  �u+ u3 = 0

∂u(0) = (∂xu0, u1)
(3.4)

3.2 A parte básica da prova

Para a prova do Teorema 3.1.3, utilizaremos um método de interpolação não-linear intro-

duzido nos trabalhos de I. Gallagher e F. Planchon. Inicialmente, decompomos os dados

iniciais escrevendo, para cada inteiro J ,

γ`J
def
= (∂xṠJu0, ṠJu1)

γhJ
def
= (∂x(Id− ṠJ)u0, (Id− ṠJ)u1)

A parte de alta-frequência γhJ será pequena em Ḣ−1/2, e então o Teorema 3.1.1 nos dará

uma solução global. A parte de baixa frequência, referente a γ`J , satisfaz uma equação

da onda cúbica modi�cada para o qual uma estimativa de energia, em nível Ḣ1 será

feita. Então, será possivel escolhermos J tal que uma única solução existe em um tempo

arbitrário.

Propriedade 3.2.1 Para cada σ < −1/4,

‖γhJ‖Ḣσ ≤ CdJ2J(σ+1/4)‖γ‖
Ḃ

1/4
2,4

(3.5)

Prova da Propriedade 3.2.1: Observemos primeiramente como age o operador (Id− ṠJ)

para distribuições em S ′h.

Pela decomposição de Littlewood-Paley homogênea temos, para toda u ∈ S ′h,

(Id− ṠJ)u =
∑
l

∆̇lu−
∑
l≤J−1

∆̇lu =
∑
l>J−1

∆̇lu
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Segue da propriedade (2.8) que

∆̇k(Id− ṠJ)u =



0, se k < J − 1

∆̇k∆̇k+1u, se k = J − 1

∆̇k∆̇ku+ ∆̇k∆̇k+1u, se k = J

∆̇k∆̇k−1u+ ∆̇k∆̇ku+ ∆̇k∆̇k+1u, se k > J .

Neste caso, ∆̇k(Id− ṠJ)u = 0, se k < J − 1 e, para k ≥ J − 1,

‖∆̇k(Id− ṠJ)u‖L2 ≤ C‖∆̇ku‖L2 ,

pela continuidade dos operadores ∆̇k em L2.

Em particular, para γhJ , teremos

‖∆̇kγ
h
J‖L2 = ‖∆̇k(Id− ṠJ)∂xu0‖L2 + ‖∆̇k(Id− ṠJ)u1‖L2

≤ C (‖∂xu0‖L2 + ‖u1‖L2)

= C‖γ‖L2

Assim, pela identi�cação Ḣσ = Ḃσ
2,2,

‖γhJ‖2
Ḣσ =

∑
k

22kσ‖∆̇kγ
h
J‖2

L2

≤ C
∑
k≥J−1

22kσ‖∆̇kγ‖2
L2

Multiplicando 2−J(2σ+1/2) em ambos os membros,

2−J(2σ+1/2)‖γhJ‖2
Ḣσ ≤ C

∑
k≥J−1

2(2σ+1/2)(k−J)‖∆̇kγ‖2
L22−k/2 .

Seja

ck =
2−k/2‖∆̇kγ‖2

L2

‖γ‖2

Ḃ
1/4
2,4

.

Então (ck)k∈Z é um elemento da esfera unitária de `2(Z) que nos fornece

2−J(2σ+1/2)‖γhJ‖2
Ḣσ ≤ C‖γ‖2

Ḃ
1/4
2,4

∑
k≥J−1

ck2
(2σ+1/2)(k−J)

≤ C‖γ‖2

Ḃ
1/4
2,4

sup
l≥−1

cJ+l

∑
k≥J−1

2(2σ+1/2)(k−J) (3.6)

≤ C sup
l≥−1

cJ+l‖γ‖2

Ḃ
1/4
2,4

,
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pois σ < −1/4 garante a convergência da série em (3.6).

Extraindo a raiz de ambos os membros, segue que

‖γhJ‖Ḣσ ≤ CdJ2J(σ+1/4)‖γ‖
Ḃ

1/4
2,4
,

onde d2
J = sup

l≥−1
cJ+l é tal que dJ → 0 quando J →∞.

Propriedade 3.2.2 Para todo J inteiro, γ`J ∈ L2.

Prova da Propriedade 3.2.2: Procedendo de modo análogo a demonstração da Propriedade

3.2.1, temos que ∆̇k(Ṡju) = 0, se k > J + 1 e

‖∆̇k(ṠJu)‖L2 ≤ C‖∆̇ku‖L2 ,

se k ≤ J + 1.

Em particular, para γ`J obtemos

‖∆̇kγ
`
J‖L2 ≤ C‖∆̇kγ‖L2 .

Como L2 = Ḃ0
2,2,

2−J/2‖γ`J‖2
L2 = 2−J/2

∑
k

‖∆̇kγ
`
J‖2

L2

≤ C
∑
k≤J+1

2(k−J)/2‖∆̇kγ‖2
L22−k/2

= C‖γ‖2

Ḃ
1/4
2,4

∑
k≤J+1

ck2
(k−J)/2

≤ C‖γ‖2

Ḃ
1/4
2,4

sup
l≤1

cJ+l = Cd′2J ‖γ‖2

Ḃ
−1/4
2,4

,

isto é,

‖γ`J‖L2 ≤ C2J/4d′J‖γ‖Ḃ−1/4
2,4

.

Pela Propriedade 3.2.1, visto que γhJ ∈ Ḣ−1/2, existe uma única solução global vJ de

(3.4), com dado inicial γhJ . É natural procurarmos uma solução global de (3.4) da forma

u = uJ + vJ , onde uJ é a solução da onda cúbica modi�cada �uJ + u3
J + 3u2

JvJ + 3uJv
2
J = 0

∂uJ |t=0 = γ̃
(3.7)
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com γ̃ = γ`J . Como γ`J ∈ L2 (Propriedade 3.2.2), uma única solução local existe, como

descreve a seguinte Proposição provada em [11]:

Proposição 3.2.1 Seja vJ uma solução de (3.4) associado ao dado inicial γhJ e supon-

hamos que γ̃ ∈ L2. Então, existe um tempo positivo T tal que uma única solução local

uJ do problema de Cauchy (3.7) satisfazendo ∂uJ ∈ C([0, T ];L2). Além disso, T pode ser

escolhido de modo que T ≥ C‖γ̃‖−2
L2 .

Para cada J , denotamos por T ∗J o tempo máximo de existência de (3.7). Assim, o principal

objetivo será mostrarmos que

lim sup
J→∞

T ∗J =∞ (3.8)

Para a prova de (3.8), é su�ciente obtermos uma estimativa a priori da energia da solução

uJ , que nos fornecerá um controle dos termos pertubativos pela energia de uJ .

De�nimos

EJ
def
=

1

2
‖∂uJ(0)‖2

L2 +
1

4
‖uJ(0)‖4

L4

Observemos que EJ é �nito quando J → ∞. Mais precisamente, mostremos que para

J ≥ 2, temos

E1/2
J ≤ CdJ2J/4N0, (3.9)

com

N0 = ‖γ‖
Ḃ
−1/4
2,4

+
(
‖u0‖Ḃ3/4

2,4
+ ‖Ṡ0u0‖L2

)2

.

De fato, pela desigualdade triangular e o Lema de Bernstein,

‖ṠJu0‖L4 ≤ ‖Ṡ0u0‖L4 + ‖ṠJu0 − Ṡ0u0‖L4

≤ C‖Ṡ0u0‖L2 + ‖ṠJu0 − Ṡ0u0‖L4 . (3.10)

Pelo Teorema 1.5.5, Ḣ3/4 mergulha continuamente em L4. Assim,

‖ṠJu0 − Ṡ0u0‖L4 ≤ C‖ṠJu0 − Ṡ0u0‖Ḣ3/4

≤ C
∑
k

23k/4‖∆̇k(ṠJu0 − Ṡ0u0)‖L2 . (3.11)

Notemos que, para J > 0 e k ∈ Z,

∆̇k(ṠJu0 − Ṡ0u0) = ∆̇0u0 + ∆̇1u0 + · · ·+ ∆̇J−1u0
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Então, se k ≤ −2 ou k ≥ J + 1, temos ∆̇k(ṠJu0 − Ṡ0u0) = 0.

Segue então de (3.11) que

‖ṠJu0 − Ṡ0u0‖L4 ≤ C
∑

−2<k<J+1

23k/4‖∆̇ku0‖L2

≤ C

( ∑
−2<k<J+1

1

)3/4(∑
k∈Z

23k‖∆̇ku0‖4
L2

)1/4

= C(J + 1)3/4‖u0‖Ḃ3/4
2,4

Substituindo em (3.10),

‖ṠJu0‖L4 ≤ C
(
‖Ṡ0u0‖L2 + J3/4‖u0‖Ḃ3/4

2,4

)
. (3.12)

Mas ∂uJ(0) = γ`J e uJ(0) = ṠJu0, pois uJ é dada pela Proposição 3.2.1. Assim,

E1/2
J ≤ 1√

2
‖γ`J‖L2 +

1

2
‖SJu0‖2

L4

(∗)
≤ C2J/4d′J‖γ‖Ḃ1/4

2,4
+
(
‖Ṡ0u0‖L2 + J3/4‖u0‖Ḃ3/4

2,4

)2

≤ C2J/4d′J‖γ‖Ḃ1/4
2,4

+ C ′2J/6
(
‖Ṡ0u0‖L2 + ‖u0‖Ḃ3/4

2,4

)2

= C2J/4(d′J + 2−J/12)N0,

onde, em (∗), usamos que J ≥ 2 e a função contínua ρ(x) = 2−x/12x3/4 é limitada. Segue

a desigualdade (3.9).

Seja

TJ = sup

{
T < T ∗J ;

1

2
‖∂uJ‖2

L∞T (L2) ≤ 2EJ
}

(3.13)

De acordo com [1], página 84, temos a seguinte igualdade de energia para a equação da

onda ∫ T

0

∫
R3

(�u)(∂tu)dxdt = E(T )− E(0), (3.14)

com

E(T ) =
1

2

∫
R3

|∂u(x, T )|2dx.

Assim, se T < T ∗J ,

1

2
‖∂uJ(T )‖2

L2 =
1

2
‖∂uJ(0)‖2

L2 +

∫ T

0

∫
R3

(�uJ)(∂tuJ)dxdt (3.15)
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Multiplicando a equação (3.7) por ∂tuJ e integrando sobre x e t, obtemos∫ T

0

∫
R3

(�uJ)(∂tuJ)dxdt = −
∫ T

0

∫
R3

u3
J∂tuJdxdt− 3Λ(uJ , vJ)

onde

Λ(uJ , vJ) =

∫ T

0

∫
R3

(
v2
JuJ∂tuJdxdt+ vJu

2
J∂tuJ

)
dxdt

Por outro lado, pelo Teorema Fundamental do Cálculo,∫ T

0

∫
R3

u3
J∂tuJdxdt =

1

4

∫
R3

∫ T

0

∂t(u
4
J)dtdx

=
1

4

∫
R3

(
u4
J(T, x)− u4

J(0, x)
)
dx

=
1

4
‖uJ(T )‖4

L4 −
1

4
‖uJ(0)‖4

L4

Segue de (3.15) que, para cada T < T ∗J ,

1

2
‖∂uJ(T )‖2

L2 +
1

4
‖uJ(T )‖4

L4 =
1

2
‖∂uJ(0)‖2

L2 +
1

4
‖uJ(0)‖4

L4 − 3Λ(uJ , vJ)

≤ EJ + 3|Λ(uJ , vJ)|

Tomando o supremo essencial com respeito a variavel t,

1

2
‖∂uJ‖L∞T (L2) ≤ EJ + 3|Λ(uJ , vJ)| (3.16)

A seguinte Proposição descreve o controle sobre o termo Λ(uJ , vJ):

Proposição 3.2.2 Existe uma função f localmente limitada tal que, para todo T < TJ ,

3

∣∣∣∣∫ T

0

∫
R3

v2
JuJ∂tuJdxdt+

∫ T

0

∫
R3

vJu
2
J∂tuJdxdt

∣∣∣∣ ≤ f(T )aJEJ ,

onde (aJ) denota uma sequência tal que

lim inf
J→∞

aJ = 0.

Vamos admitir, por um momento, que a Proposição anterior seja válida e concluir a

demonstração do Teorema 3.1.3.

Utilizando (3.16) e a Proposição 3.2.2, temos que para todo T < TJ ,

1

2
‖∂uJ‖2

L∞T (L2) ≤ (1 + f(T )aJ)EJ (3.17)
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Suponhamos, por contradição, que (3.8) não seja válido, ou seja, que exista T ′ > 0

(associado a um inteiro J ′) de modo que

lim sup
J→+∞

T ∗J = T ′ <∞.

Assim, existe um inteiro J ≥ J ′ tal que

f(T ′)aJ ≤
1

4
e ‖γ‖Ḣ−1/2 ≤ c.

Aplicando a desigualdade (3.17) para T ′, obtemos

1

2
‖∂uJ‖2

L∞
T ′ (L

2) ≤
(

1 +
1

4

)
EJ < 2EJ .

Logo, TJ ≥ T ′, concluindo a prova.

3.3 Estimativas de Strichartz

Antes de apresentarmos a demonstração da Proposição 3.2.2, vamos enunciar algumas

desigualdades a respeito da equação da onda que serão utilizadas mais adiante.

Suponhamos que u seja uma solução fraca do problema de Cauchy �u(t, x) = F (t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× Rd

u(0, ·) = f, ∂tu(0, ·) = g
(3.18)

para dados f , g, F e tempo 0 < T <∞.

De�nição 3.3.1 Dizemos que o par de expoentes (q, r) é σ-admissivel se q, r ≥ 2,

(q, r, σ) 6= (2,∞, 1) e
1

q
+
σ

r
≤ σ

2

Quando d ≥ 2 e (q, r) é d−1
2
-admissível, o par (q, r) é dito wave-admissível.

Em [15], M. Keel e T. Tao provaram a seguinte

Proposição 3.3.1 Suponha que d ≥ 2 e (q, r), (q̃, r̃) sejam pares wave-admissível, com

r, r̃ <∞. Então vale a seguinte estimativa

‖u‖LqT (Lr)+‖u‖C([0,T ];Ḣγ)+‖∂tu‖C([0,T ];Ḣγ−1) ≤ C
(
‖f‖Ḣγ + ‖g‖Ḣγ−1 + ‖F‖

Lq̃
′
T (Lr̃′ )

)
(3.19)
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sob a condição da análise dimensional

1

q
+
d

r
=
d

2
− γ =

1

q̃′
+
d

r̃′
− 2

Quando F = 0, nos referimos a (3.18) por equação da onda livre. Neste caso, para

soluções cujo suporte da Transformada de Fourier está contido em coroas, vale o seguinte

resultado, devido a W. Klainerman e D. Tataru, em [18]:

Lema 3.3.1 (Desigualdade logarítmica de Strichartz) Seja u uma solução da equação

da onda livre tal que

S(û) ⊂ 2kC ∩B,

onde C é uma coroa e B uma bola de raio h2k.

Então, para todo T positivo,

‖u‖L2
T (L∞) ≤ C(h log(e+ 2kT ))1/2‖∂u(0)‖L2

3.4 Prova da Proposição 3.2.2

Iniciaremos estimando o termo quadrático com respeito a vJ .

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,∫
R3

v2
JuJ∂tuJdx ≤ ‖v2

JuJ‖L2 ‖∂tuJ‖L2 (3.20)

Utilizando a desigualdade de Hölder com os expoentes conjugados p = 3/2 e p′ = 3 para

o termo ‖v2
JuJ‖2

L2 , temos

‖v2
JuJ‖2

L2 =

∫
|vJ(x)|4|uJ(x)|2dx

≤
(∫
|vJ(x)|4.3/2dx

)2/3(∫
|uJ(x)|2.3dx

)1/3

=

(∫
|vJ(x)|6dx

)2/3(∫
|uJ(x)|6dx

)1/3

,

e assim,

‖v2
JuJ‖L2 ≤ ‖vJ‖2

L6‖uJ‖L6 .
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Logo, para todo T < TJ ,∣∣∣∣∫ T

0

∫
R3

v2
JuJ∂tuJdxdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

‖vJ(t)‖2
L6‖uJ(t)‖L6‖∂tuJ(t)‖L2dt

≤ C

∫ T

0

‖vJ(t)‖2
L6‖uJ(t)‖H1‖∂tuJ(t)‖L2dt (3.21)

pois H1 está continuamente incluído em L6, pelo Mergulho de Sobolev. Agora, pela

caracterização da norma em H1 dada no Teorema 1.5.1,

‖uJ(t)‖2
H1 ≤ C

(
‖uJ(t)‖2

L2 + ‖∂xuJ(t)‖2
L2

)
≤ C

(
T 2‖∂tuJ(t)‖2

L2 + ‖∂xuJ(t)‖2
L2

)
(3.22)

≤ C
(
T 2‖∂uJ‖2

L∞T (L2) + ‖∂uJ‖2
L∞T (L2)

)
≤ 4C(T 2 + 1)EJ , (3.23)

onde, em (3.22), utilizamos o Lema de Poincaré para o conjunto [0, T ] × R3 e em (3.23)

vale a desigualdade (3.13), pois T < TJ .

Deste modo,

‖uJ(t)‖H1‖∂tuJ(t)‖L2 ≤ 1

2

(
‖uJ(t)‖2

H1 + ‖∂tuJ(t)‖2
L2

)
≤ C

(
(T 2 + 1)EJ + ‖∂uJ(t)‖2

L2

)
≤ C(T 2 + 2)EJ ,

e assim, substituindo em (3.21),∣∣∣∣∫ T

0

∫
R3

v2
JuJ∂tuJdxdt

∣∣∣∣ ≤ C(T 2 + 2)EJ
∫ T

0

‖vJ(t)‖2
L6dt. (3.24)

Por outro lado, pela desigualdade de Hölder, temos que

‖vJ‖2
L2
T (L6) =

∫ T

0

‖vJ‖2
L6dt

≤
(∫ T

0

‖vJ‖2.3/2

L6 dt

)2/3(∫ T

0

1 dt

)1/3

= T 1/3‖vJ‖2
L3
T (L6).

Como vJ é a solução proveniente do Teorema 3.1.1, fazendo σ = −1/3 na desigualdade

(3.5), dada pela Propriedade 3.2.1, obtemos

‖vJ‖L3
T (L6) ≤ C‖γhJ‖Ḣ−1/3

≤ C2−J/12‖γ‖
Ḃ
−1/4
2,4

,
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e então

‖vJ‖2
L2
T (L6) ≤ CT 1/32−J/6‖γ‖2

Ḃ
−1/4
2,4

.

Segue de (3.24) que∣∣∣∣∫ T

0

∫
R3

v2
JuJ∂tuJdxdt

∣∣∣∣ ≤ CEJ‖vJ‖2
L2
T (L6)

≤ CT 1/3(T 2 + 2)2−J/6‖γ‖2

Ḃ
−1/4
2,4

EJ . (3.25)

Para controlarmos o termo linear com respeito a vJ , lembremos que vJ satisfaz �vJ + v3
J = 0

∂vJ(0) = γhJ

Podemos então escrever

vJ = vJ,F +B(vJ , vJ , vJ),

onde vJ satisfaz a equação da onda livre �vJ,F = 0 com ∂vJ,F (0) = γhJ e B(vJ , vJ , vJ) é

solução da equação da onda não-homogênea �B(vJ , vJ , vJ) = −v3
J com dados de Cauchy

nulos.

Começaremos estimando ∫ T

0

∫
R3

B(vJ , vJ , vJ)u2
J∂tuJdxdt.

Por simplicidade de notação, escrevemos B(vJ) = B(vJ , vJ , vJ).

Novamente, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,∫ T

0

∫
R3

B(vJ)u2
J∂tuJdxdt ≤

∫ T

0

‖B(vJ)u2
J‖L2‖∂tuJ‖L2dt (3.26)

Pela desigualdade de Hölder, com p = 3/2 e p′ = 3,

‖B(vJ)u2
J‖2

L2 =

∫
B2(vJ)u4

Jdx

≤
(∫
|B2(vJ)|3dx

)1/3(∫
|u4
J |3/2dx

)2/3

= ‖B(vJ)‖2
L6‖uJ‖4

L6

Extraindo a raiz e substituindo em (3.26),∫ T

0

∫
R3

B(vJ)u2
J∂tuJdxdt ≤

∫ T

0

‖B(vJ)‖L6‖uJ‖2
L6‖∂tuJ‖L2dt

≤ C(T 2 + 1)2E3/2

∫ T

0

‖B(vJ)‖L6dt
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onde na última desigualdade utilizamos (3.23).

Porém, ∫ T

0

‖B(vJ)‖L6dt ≤
(∫ T

0

‖B(vJ)‖3
L6

)1/3(∫ T

0

dt

)2/3

= T 2/3‖B(vJ)‖L3
T (L6),

e daí, para qualquer T < TJ ,∣∣∣∣∫ T

0

∫
R3

B(vJ)u2
J∂tuJdxdt

∣∣∣∣≤ CT 2/3(T 2 + 1)2E3/2
J ‖B(vJ)‖L3

T (L6). (3.27)

Para estimar o termo ‖B(vJ)‖L3
T (L6), notemos que o par de expoentes (3, 6) é wave-

admissível. Para valer a desigualdade (3.19), devemos ter

1

q
+
d

r
=

1

q̃′
+
d

r̃′
− 2,

isto é,
1

q̃′
+

3

r̃′
=

17

6
,

satisfeita pelo par (q̃′, r̃′) = (6/5, 3/2).

Assim, pela Proposição 3.3.1,

‖B(vJ , vJ , vJ)‖L3
T (L6) ≤ C‖v3

J‖L6/5
T (L3/2)

(3.28)

pois ∂B(vJ)(0) = 0. Também, pela desigualdade de Hölder,

‖v3
J‖

3/2

L3/2 =

∫
v

9/2
J dx

≤
(∫
|v3
J |4/3 dx

)3/4 (∫
|v3/2
J |

4 dx

)1/4

= ‖vJ‖3
L4 ‖vJ‖3/2

L6

Extraindo a raiz 3/2 em ambos os membros, obtemos

‖v3
J‖L3/2 ≤ ‖vJ‖2

L4 ‖vJ‖L6 .

Deste modo,

‖v3
J
‖6/5

L
6/5
T (L3/2)

=

∫ T

0

‖v3
J‖

6/5

L3/2 dt

≤
∫ T

0

(
‖vJ‖2

L4 ‖vJ‖L6

)6/5
dt

=

∫ T

0

‖vJ‖12/5

L4 ‖vJ‖6/5

L6 dt (3.29)
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Aplicando agora a desigualdade de Hölder em t, com os expoentes p = 5/3 e p′ = 5/2,

segue de (3.29) que

‖v3
J
‖6/5

L
6/5
T (L3/2)

=

(∫ T

0

‖vJ‖12/5.5/3

L4 dt

)3/5 (∫ T

0

‖vJ‖6/5.5/2

L6 dt

)2/5

=

(∫ T

0

‖vJ‖4
L4dt

)3/5 (∫ T

0

‖vJ‖3
L6dt

)2/5

ou seja,

‖v3
J‖L6/5

T (L3/2)
≤

(∫ T

0

‖vJ‖4
L4dt

)1/2 (∫ T

0

‖vJ‖3
L6dt

)1/3

≤
(∫

R
‖vJ‖4

L4dt

)1/2 (∫ T

0

‖vJ‖3
L6dt

)1/3

= ‖vJ‖2
L4(R×R3)‖vJ‖L3

T (L6). (3.30)

Como vJ é uma solução dada pelo Teorema 3.1.1, fazendo σ = −1/2 e σ = −1/3 na

estimativa (3.5), segue que

‖vJ‖L4(R×R3) ≤ C‖γhJ‖Ḣ−1/2 ≤ C2−J/4‖γ‖
Ḃ
−1/4
2,4

‖vJ‖L3(R,L6) ≤ C‖γhJ‖Ḣ−1/3 ≤ C2−J/12‖γ‖
Ḃ
−1/4
2,4

e, aplicando em (3.30),

‖v3
J‖L6/5

T (L3/2)
≤ 2−J/22−J/12‖γ‖2

Ḃ
−1/4
2,4

.

Finalmente, substituindo em (3.28) com a de�nição de N0,∣∣∣∣∫ T

0

∫
R3

B(vJ , vJ , vJ)u2
J∂tuJdxdt

∣∣∣∣ ≤ CT 2/3
(

2−7J/12E1/2
J

)
‖γ‖3

B
−1/4
2,4

EJ

≤ CT 2/3dJ2−J/3 N 3
0 EJ . (3.31)

Por (3.25), a seguinte estimativa chave juntamente com (3.31) conclui a prova da Proposição

3.2.2.

Lema 3.4.1 Com as notações da Proposição 3.2.2,∣∣∣∣∫ T

0

∫
R3

vJ,Fu
2
J∂tuJdxdt

∣∣∣∣ ≤ f(T )N 2
0 aJEJ
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Demonstração do Lema 3.4.1: O primeiro ingrediente é a decomposição de Bony, que

nos permite escrever

vJ,Fu
2
J = T ′vJ,Fu

2
J + Ṫu2JvJ,F ,

com

T ′vJ,Fu
2
J = ṪvJ,Fu

2
J + Ṙ(vJ,F , u

2
J) =

∑
k∈Z

Ṡk+2(vJ,F )∆̇k(u
2
J)

e

Ṫu2JvJ,F =
∑
k∈Z

Ṡk−1(u2
J)∆̇k(vJ,F )

Etapa 1: Estimativa para o termo ‖T ′vJ,Fu
2
J‖L1

T (L2).

Pela desigualdade de Hölder, temos

‖Ṡk+2(vJ,F )∆̇k(u
2
J)‖L1

T (L2) =

∫ T

0

(∫
R3

|Ṡk+2(vJ,F )∆̇k(u
2
J)|2dx

)1/2

dt

≤ ‖∆̇k(u
2
J)‖L∞T (L2)

∫ T

0

‖Ṡk+2(vJ,F )‖L∞dt

≤ ‖∆̇k(u
2
J)‖L∞T (L2)

(∫ T

0

‖Ṡk+2(vJ,F )‖2
L∞dt

)1/2(∫ T

0

dt

)1/2

= T 1/2‖∆̇k(u
2
J)‖L∞T (L2)‖Ṡk+2(vJ,F )‖L2

T (L∞) (3.32)

Pela lei do produto H1 ·H1 ↪→ H1/2 (ver Proposição 2.4.3 e Teorema 2.3.3), temos

2k‖∆̇k(u
2
J)‖2

L2 ≤
∑
k∈Z

2k‖∆̇k(u
2
J)‖2

L2

= ‖u2
J‖2

Ḣ1/2

≤ ‖u2
J‖2

H1/2 ≤ C‖uJ‖4
H1 .

Extraindo a raiz e utilizando o Lema de Poincaré, segue da expressão (3.23) que

‖∆̇k(u
2
J)‖L2 ≤ C2−k/2‖uJ‖2

H1

≤ C2−k/2‖∂uJ‖2
L2 ,

ou ainda,

‖∆̇k(u
2
J)‖L∞T (L2) ≤ C2−k/2‖∂uJ‖2

L∞T (L2). (3.33)

Substituindo em (3.32), obtemos

‖Ṡk+2(vJ,F )∆̇k(u
2
J)‖L1

T (L2) ≤ CT 1/22−k/2‖∂uJ‖2
L∞T (L2)‖Ṡk+2(vJ,F )‖L2

T (L∞) (3.34)
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Observemos que vJ,F satisfaz  �vJ,F = 0

∂vJ,F (0) = γhJ

Mas, pela decomposição de Littlewood-Paley homogênea,

vJ,F =
∑
k∈Z

∆̇k(vJ,F )

Então, cada ∆̇k(vJ,F ) satisfaz �∆̇k(vJ,F ) = 0, pois o operador da onda comuta com os

operadores ∆̇k e vale a unicidade da expansão acima.

Analogamente, pela condição inicial,

∂

(∑
k∈Z

∆̇k(vJ,F )

)
(0) = ∂vJ,F (0) = γhJ =

∑
k∈Z

∆̇kγ
h
J ,

e assim

∂(∆̇k(vJ,F ))(0) = ∆̇kγ
h
J .

Desta maneira, para todo inteiro k, ∆̇k(vJ,F ) é uma solução da equação da onda livre

com dados iniciais ∂∆̇k(vJ,F )(0) = ∆̇kγ
h
J . Como a Transformada de Fourier de ∆̇k(vJ,F )

está suportada em 2kC, a Desigualdade Logarítmica de Strichartz aplicada com h = 1 nos

permite escrever

‖Ṡk+2(vJ,F )‖L2
T (L∞) ≤

∑
k′≤k+1

‖∆̇k′(vJ,F )‖L2
T (L∞)

≤ C
∑

k′≤k+1

(log(e+ 2k
′
T ))1/2‖∆̇k′γ

h
J‖L2

≤ C(log(e+ 2kT ))1/2
∑

k′≤k+1

‖∆̇k′γ
h
J‖L2 .

Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz para séries,∑
k′≤k+1

‖∆̇kγ
h
J‖L2 = 2k/3

∑
k′≤k+1

2(k′−k)/32−k
′/3‖∆̇kγ

h
J‖L2

≤ 2k/3

( ∑
k′≤k+1

22(k′−k)/3

)1/2( ∑
k′≤k+1

2−2k′/3‖∆̇kγ
h
J‖2

L2

)1/2

≤ C2k/3‖γhJ‖Ḣ−1/3

Portanto, veri�camos que

‖Ṡk+2(vJ,F )‖L2
T (L∞) ≤ C(log(e+ 2kT ))1/22k/3‖γhJ‖Ḣ−1/3 .
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Segue de (3.34) que, para todo T < TJ ,

‖T ′vJ,Fu
2
J‖L1

T (L2) ≤
∑
k≥J−2

‖Ṡk+2(vJ,F )∆̇k(u
2
J)‖L1

T (L2)

≤
∑
k≥J−2

CT 1/2(log(e+ 2kT ))1/22k/3‖γhJ‖Ḣ−1/32−k/2‖∂uJ‖2
L∞T (L2)

≤ CT 1/2‖γhJ‖Ḣ−1/3EJ
∑
k≥J−2

(log(e+ 2kT ))1/22−k/6

Assim,

‖T ′vJ,Fu
2
J‖L1

T (L2) ≤ CT 1/2‖γhJ‖Ḣ−1/3E1/2
J 2−J/6

( ∑
k≥J−2

log
(
e+ 2kT

)1/2
2−(k−J)/6

)
︸ ︷︷ ︸

(∗)

E1/2
J .

Como estamos interessados em provar (3.8), podemos supor, sem perda de generalidade,

que T ≤ 2J . Também, como J está �xado e k ≤ J − 2, existe C > 0 tal que 2J ≤ C2k.

Vamos então analisar a série (∗). Admitindo que T ≤ 2J ≤ C2k,

e+ 2kT ≤ e+ C22k ≤ C(e+ 22k)

≤ C(e+ e2k)

≤ C(2e2k).

Uma vez que a função logarítmica é crescente,

log(e+ 2kT ) ≤ log(C(2e2k)) = Ck. (3.35)

Logo, ∑
k≥J−2

log
(
e+ 2kT

)1/2
2−(k−J)/6 ≤ C

∑
k≥J−2

k1/22−(k−J)/6

= CJ1/2
∑
k≥J−2

(
k

J

)1/2

2−(k−J)/6

Observemos que, para J ≥ 2 �xado e para todo k ≥ J ,

k

J
≤ k − J + 1. (3.36)

Por conseguinte,∑
k≥J−2

(
k

J

)1/2

2−(k−J)/6 =

((J − 2

J

)1/2

2−1/3 +
(J − 1

J

)1/2

2−1/6 +
∑
k≥J

(
k

J

)1/2

2−(k−J)/6

)

≤

(
2−1/3 + 2−1/6 +

∑
k≥J

(k − J + 1)1/2 2−(k−J)/6

)
.
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Como a série anterior converge e independe de J , segue que∑
k≥J−2

k1/22−(k−J)/6 ≤ CJ1/2,

e assim,

‖T ′vJ,Fu
2
J‖L1

T (L2) ≤ CT 1/2J1/2E1/2
J ‖γ

h
J‖Ḣ−1/3E1/2

J . (3.37)

Pela estimativa em (3.5) e a de�nição de N0,

‖γhJ‖Ḣ−1/3 ≤ CdJ2−J/12‖γ‖
B
−1/4
2,4
≤ CdJ2−J/12N0. (3.38)

Substituindo em (3.38) e utilizando a expressão (3.9), deduzimos que

‖T ′vJ,Fu
2
J‖L1

T (L2) ≤ CT 1/2d2
JJ

1/2N 2
0 E

1/2
J

Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,∣∣∣∣∫ T

0

∫
R3

T ′vJ,F ∂tuJdxdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ T

0

‖T ′vJ,F u
2
J‖L2‖∂tuJ‖L2 dt

≤ ‖∂tuJ‖L∞T (L2)‖T ′vJ,Fu
2
J‖L1

T (L2)

≤ CT 1/2(J1/2d2
J)N 2

0 EJ

Como lim inf
J→∞

J1/2d2
J = 0, concluímos a estimativa para a primeira integral.

Etapa 2: Notemos que ∆̇kvJ,F = 0 quando k < J − 2.

Com efeito, pela identidade (3.14), a energia de soluções da equação da onda livre é

constante no tempo. Em particular, para ∆̇kvJ,F ,

‖∂(∆̇kvJ,F )(t)‖L2 = ‖∆̇kγ
h
J‖L2 .

Então, pela desigualdade de Bernstein,

‖∆̇kvJ,F (t)‖L2 ≤ C2−k‖∂(∆̇kvJ,F )(t)‖L2

= C2−k‖∆̇kγ
h
J‖L2 (3.39)

Na demonstração da Propriedade (3.2.1), pág. 57, veri�camos que se k < J − 2, temos

‖∆̇kγ
h
J‖L2 = 0. Segue da desigualdade acima que ‖∆̇kvJ,F (t)‖L2 = 0, quando k < J − 2.
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Assim, pela de�nição do Paraproduto,∫ T

0

∫
R3

Ṫu2JvJ,F∂tuJdxdt =
∑
k∈Z

∫ T

0

∫
R3

Ṡk−1(u2
J)∆̇k(vJ,F )∂tuJdxdt

=
∑
k≥J−2

∫ T

0

∫
R3

∑
k′≤k−2

∆̇k′(u
2
J)∆̇k(vJ,F )∂tuJdxdt

=
∑
k′≤k−2
k≥J−2

∫ T

0

∫
R3

∆̇k′(u
2
J)∆̇k(vJ,F )∂tuJdxdt (3.40)

Observemos que se u, v ∈ S ′h, utilizando a decomposição de Littlewood-Paley homogênea

e a propriedade (2.8), escrevemos

(∆̇ku)v = ∆̇ku
∑
l∈Z

∆̇lv

= ∆̇ku
(

∆̇k−1v + ∆̇kv + ∆̇k+1v
)
.

Então, pela Transformada de Fourier,

F
(

∆̇k−1v + ∆̇kv + ∆̇k+1v
)

= ϕ(2k−1·)v̂ + ϕ(2k·)v̂ + ϕ(2k+1·)v̂

= ϕ̃(2k·)v̂ (3.41)

onde ϕ̃(x) = ϕ(2−1x) + ϕ(x) + ϕ(21x), com x ∈ R3.

Da forma como de�nimos, a função ϕ̃ ∈ C∞c (R3\ {0}) e, por (2.5), vale 1 numa vizinhança

do suporte de ϕ.

Segue de (3.41) que, para quaisquer distribuições temperadas u, v ∈ S ′h,

(∆̇ku)v = ∆̇ku∆̃kv, (3.42)

onde ∆̃k é o operador de convolução pela transformada de Fourier inversa de ϕ̃(2−k·).

Aplicando a desigualdade de Young, temos que os operadores ∆̃k também mapeiam Lp

em Lp, isto é, existe C > 0 tal que

‖∆̃ku‖Lp ≤ C‖u‖Lp (3.43)
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Voltando a identidade (3.40), segue de (3.42) que∫ T

0

∫
R3

Ṫu2JvJ,F∂tuJdxdt =
∑
k′≤k−2
k≥J−2

∫ T

0

∫
R3

∆̇k′(u
2
J)∆̇k(vJ,F )∂tuJdxdt

=
∑
k′≤k−2
k≥J−2

∫ T

0

∫
R3

∆̇k′(u
2
J)∆̇k(vJ,F )∆̃k(∂tuJ)dxdt

=
∑
k′≤k−2
k≥J−2

∫ T

0

∫
R3

∆̇k′(u
2
J)∆̃k′(∆̇k(vJ,F )∆̃k(∂tuJ))dxdt

Logo, podemos escrever ∫ T

0

∫
R3

Ṫu2JvJ,F∂tuJdxdt = B
(1)
J +B

(2)
J ,

com

B
(1)
J =

∑
k′<0
k≥J−2

∫ T

0

∫
R3

∆̇k′(u
2
J)∆̃k′(∆̇k(vJ,F )∆̃k(∂tuJ))dxdt

e

B
(2)
J =

∑
0≤k′<k−2
k≥J−2

∫ T

0

∫
R3

∆̇k′(u
2
J)∆̃k′(∆̇k(vJ,F )∆̃k(∂tuJ))dxdt.

Inicialmente, vamos estimar B(1)
J .

Utilizando a desigualdade de Hölder e a propriedade (3.43), temos:

|B(1)
J | ≤

∑
k′<0
k≥J−2

∫ T

0

∫
R3

|∆̇k′(u
2
J)||∆̃k′(∆k(vJ,F )∆̃k(∂tuJ))|dxdt

≤
∑
k′<0
k≥J−2

‖∆̇k′(u
2
J)‖L∞T (L∞)

∫ T

0

‖∆k(vJ,F )‖L2‖∆̃k(∂tuJ)‖L2 dt

≤
∑
k′<0
k≥J−2

‖∆̇k′(u
2
J)‖L∞T (L∞)‖∆̇k(vJ,F )‖L∞T (L2)‖∆̃k(∂tuJ)‖L∞T (L2)

∫ T

0

dt

= T
∑
k′<0
k≥J−2

‖∆̇k′(u
2
J)‖L∞T (L∞)‖∆̇k(vJ,F )‖L∞T (L2)‖∆̃k(∂tuJ)‖L∞T (L2) (3.44)

Analizemos cada fator da expressão anterior separadamente.

Para o termo ∆̇k′(u
2
J), aplicando o Lema de Bernstein e a estimativa (3.33), temos que

‖∆̇k′(u
2
J)‖L∞ ≤ C23k′/2‖∆̇k′(u

2
J)‖L2

≤ 23k′/22−k
′/2‖∂uJ‖L∞T (L2)

≤ C2k
′EJ
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e daí,

‖∆̇k′(u
2
J)‖L∞T (L∞) ≤ C2k

′EJ .

Novamente, como os operadores ∆̃k mapeiam L2 em L2, existe C > 0 tal que

‖∆̃k∂tuJ‖L2 ≤ C‖∂tuJ‖L2 ≤ C‖∂uJ‖L2 .

Assim, pela estimativa (3.13),

‖∆̃k∂tuJ‖L∞T (L2) ≤ CE1/2
J .

Para o termo restante, pela desigualdade (3.39), podemos escrever

23k‖∆̇k(vJ,F )‖4
L2 ≤ 23k2−4k‖∆̇kγ

h
J‖4

L2

≤ C2−k‖∆̇kγ‖4
L2

≤ C
∑
k∈Z

2−k‖∆̇kγ‖4
L2 = C‖γ‖4

Ḃ
−1/4
2,4

.

Extraindo a raiz quarta e tomando o supremo essencial na variável temporal,

‖∆̇k(vJ,F )‖L∞T (L2) ≤ C2−3k/4‖γ‖
Ḃ
−1/4
2,4

Substituindo em (3.44),

|B(1)
J | ≤ CE3/2

J T

 ∑
k′<0
k≥J−2

2k
′
2−3k/4

 ‖γ‖B1/4
2,4
.

Utilizando (3.9), a de�nição de N0 e observando que∑
k′<0
k≥J−2

2k
′
2−3k/4 = 2−3J/4

∑
k′<0
k≥J−2

2k
′
2−3(k−J)/4 ≤ C2−3J/4,

pois a série é convergente, obtemos

|B(1)
J | ≤ CTdJ2−J/2N 2

0 EJ .

Etapa 3: Introduzimos uma família �nita de bolas de centro (ξk,k
′

ν )ν∈Λk,k′
e raio 2k

′
, e

uma função θ ∈ C∞c (B(0, 1)), constituindo uma partição da unidade da coroa 2kC, de

modo que ∑
ν∈Λk,k′

θ(2−k
′
(ξ − ξk,k′ν )) = 1, ∀ξ ∈ 2kC (3.45)



Capítulo 3. A Equação da Onda Cúbica no R3 76

e
1

C0

≤
∑

ν∈Λk,k′

θ2(2−k(ξ − ξk,k′ν )) ≤ C0, ∀ξ ∈ 2kC. (3.46)

Para u ∈ S ′h, de�nimos o operador ∆ν
k,k′u pela expressão

F(∆ν
k,k′u)

def
= ϕ(2−kξ)θ(2−k

′
(ξ − ξk,k′ν ))û.

Notemos que, para k′ �xado,

∆̇ku =
∑

ν∈Λk,k′

∆ν
k,k′u.

De fato, aplicando a Transformada de Fourier em ambos os membros e utilizando (3.45),

temos

F

 ∑
ν∈Λk,k′

∆ν
k,k′u

 =
∑

ν∈Λk,k′

F
(
∆ν
k,k′u

)
=

∑
ν∈Λk,k′

ϕ(2−kξ)θ(2−k
′
(ξ − ξk,k′ν ))û

= ϕ(2−kξ)û
∑

ν∈Λk,k′

θ(2−k
′
(ξ − ξk,k′ν ))

= ϕ(2−kξ)û = F(∆̇ku).

Assim, escrevemos

∆̃k′(∆̇k(vJ,F )∆̃k(∂tuJ)) = ∆̃k′

∑
ν∈Λk,k′

∆ν
k,k′(vJ,F )∆̃k(∂tuJ).

Consideremos o operador

∆̃ν
k,k′u

def
= F−1

(
ϕ̃(2−kξ)1

B(ξk,k
′

ν ,C2−k′ )
û
)
.

Como o suporte da Transformada de Fourier do produto está contido na soma dos suportes

de cada Transformada de Fourier, obtemos

B
(2)
J =

∑
0≤k′≤k−2
k≥J−2

∫ T

0

∫
R3

∆̇k′(u
2
J)∆̃k′(∆̇k(vJ,F )∆̃k(∂tuJ))dxdt

=
∑

0≤k′≤k−2
k≥J−2

∫ T

0

∫
R3

∑
ν∈Λk,k′

∆̇k′(u
2
J)∆̃k′(∆

ν
k,k′(vJ,F )∆̃k(∂tuJ))dxdt

=
∑

0≤k′≤k−2
k≥J−2

∫ T

0

∫
R3

∑
ν∈Λk,k′

∆̇k′(u
2
J)∆̃k′(∆

ν
k,k′(vJ,F )∆̃ν

k,k′(∂tuJ))dxdt
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A ultima igualdade segue tal como foi feito em (3.42) ao utilizarmos a propriedade (2.8).

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos que

|B(2)
J | ≤

∑
0≤k′≤k−2
k≥J−2

∫ T

0

∑
ν∈Λk,k′

‖∆̇k′(u
2
J(t))‖L2‖∆ν

k,k′(vJ,F (t))‖L∞‖∆̃ν
k,k′(∂tuJ(t))‖L2dt.

Seja

ck′,J(t) =
2k
′/2∆̇k′(uJ(t))

‖∂uJ‖2
L2

.

Repetindo o argumento da prova de (3.5), mostra-se que a sequência (ck′,J(t))k′∈Z pertence

a `2. Limitando ‖∂uJ‖2
L2 por 4EJ (desigualdade (3.13)), deduzimos que

B
(2)
J ≤ TJEJ ,

com

TJ =
∑

0≤k′≤k−2
k≥J−2

∫ T

0

∑
ν∈Λk,k′

2−k
′/2ck′,J(t)‖∆ν

k,k′(vJ,F (t))‖L∞‖∆̃ν
k,k′(∂tuJ(t))‖L2dt. (3.47)

Agora, para k, k′ �xado, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz em ν, obtemos∑
ν∈Λk,k′

ck′,J(t)‖∆ν
k,k′(vJ,F (t))‖L∞‖∆̃ν

k,k′(∂tuJ(t))‖L2

≤

 ∑
ν∈Λk,k′

‖∆ν
k,k′(vJ,F (t))‖2

L∞

1/2

×

 ∑
ν∈Λk,k′

c2
k′,J(t)‖∆̃ν

k,k′(∂tuJ(t))‖2
L2

1/2

.

Substituindo em (3.47), e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz com respeito a

variável t, segue que∫ T

0

∑
ν∈Λk,k′

2−k
′/2ck′,J(t)‖∆ν

k,k′(vJ,F (t))‖L∞‖∆̃ν
k,k′(∂tuJ(t))‖L2 dt

≤

∫ T

0

∑
ν∈Λk,k′

‖∆ν
k,k′(vJ,F (t))‖2

L∞ dt

1/2

×

∫ T

0

∑
ν∈Λk,k′

c2
k′,J(t)‖∆̃ν

k,k′(∂tuJ(t))‖2
L2 dt

1/2

.

Recordemos que ∆̇kvJ,F satisfaz �(∆̇kvJ,F ) = 0

∂(∆̇kvJ,F )(0) = ∆kγ
h
J
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Mas ∆̇k(vJ,F ) =
∑

ν∈Λk,k′

∆ν
k,k′(vJ,F ). Novamente, pela linearidade do operador da onda,

obtemos, para cada ν ∈ Λk,k′ , que ∆ν
k,k′vJ,F satisfaz a equação da onda livre, com dados

iniciais ∂(∆ν
k,k′vJ,F )(0) = ∆ν

k,k′γ
h
J .

Analizemos agora o suporte da transformada de Fourier de ∆ν
k,k′vJ,F .

Por de�nição,

F(∆ν
k,k′vJ,F ) = ϕ(2−kξ)θ(2−k

′
(ξ − ξk,k′ν ))F(vJ,F )

Já sabemos que S(ϕ(2−k·)) ⊂ 2kC. Também, como a bola B(0, 1) contém o suporte de θ,

temos S(θ(2−k
′ ·)) ⊂ 2−k

′
B(0, 1). Daí,

S(θ(2−k
′
(ξ − ξk,k′ν )) ⊂ 2k

′
B̃

= 2k
′−k︸ ︷︷ ︸
h

2kB̃︸︷︷︸
B′

onde B̃ é uma bola centrada em ξk,k
′

ν , de raio igual a 1.

Como o suporte do produto de funções está contido na interseção dos suportes, segue que

S(F(∆ν
k,k′vJ,F )) ⊂ 2kC ∩ hB′,

com C uma coroa e B′ uma bola de raio 2k.

Recaímos nas hipóteses da desigualdade logarítmica de Strichartz, que nos permite con-

cluir

‖∆ν
k,k′vJ,F‖L2

T (L∞) ≤ C
(

2k
′−k log(e+ 2kT )

)1/2

‖∆ν
k,k′γ

h
J‖L2 .

Desta maneira,∫ T

0

∑
ν∈Λk,k′

‖∆ν
k,k′(vJ,F (t))‖2

L∞ dt =
∑

ν∈Λk,k′

∫ T

0

‖∆ν
k,k′(vJ,F (t))‖2

L∞ dt

=
∑

ν∈Λk,k′

‖∆ν
k,k′(vJ,F )‖2

L2
T (L∞)

≤ C log(e+ 2kT ) 2k
′−k

∑
ν∈Λk,k′

‖∆ν
k,k′γ

h
J‖2

L2

≤ Ck2k
′−k

∑
ν∈Λk,k′

‖∆ν
k,k′γ

h
J‖2

L2 (3.48)

onde, em (3.48), utilizamos a estimativa de controle linear para a parte logarítmica, dada

por (3.35).
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Tendo em vista a Identidade de Plancherel e a propriedade (3.46), podemos obter a

propriedade de quasi-ortogonalidade∑
ν∈Λk,k′

‖∆ν
k,k′γ

h
J‖2

L2 =
∑

ν∈Λk,k′

‖F(∆ν
k,k′γ

h
J )‖2

L2

=
∑

ν∈Λk,k′

∫
R3

|ϕ(2−kξ)θ(2−k
′
(ξ − ξk,k′ν ))γ̂hJ |

2 dx

=

∫
2kC
|ϕ(2−kξ)γ̂hJ |

2
∑

ν∈Λk,k′

θ2(2−k
′
(ξ − ξk,k′ν )) dx

≤ C0

∫
R3

|ϕ(2−kξ)γ̂hJ |
2 dx = C0 ‖∆kγ

h
J‖2

L2

Portanto, ∫ T

0

∑
ν∈Λk,k′

‖∆ν
k,k′(vJ,F (t))‖2

L∞ dt ≤ Ck2k
′−k‖∆kγ

h
J‖2

L2 .

Aplicando a última desigualdade em (3.47), segue que

TJ ≤ C
∑

0≤k′≤k−2
k≥J−2

k1/22−k/2‖∆kγ
h
J‖L2

∫ T

0

c2
k′,J(t)

∑
ν∈Λk,k′

‖∆̃ν
k,k′(∂tuJ(t))‖2

L2dt

1/2

(3.49)

Pelas propriedades da família de bolas de�nida anteriormente,∑
ν∈Λk,k′

‖∆̃ν
k,k′(∂tuJ(t))‖2

L2 =
∑

ν∈Λk,k′

‖F(∆̃ν
k,k′(∂tuJ(t)))‖2

L2

=

∫
R3

∑
ν∈Λk,k′

|ϕ̃(2−kξ)|21
B(−ξk,k

′
ν ,C2−k′ )

|F(∂tuJ)(ξ)|2dξ

≤ C

∫
R3

|ϕ̃(2−kξ)|2|F(∂tuJ)(ξ)|2dξ

= C‖∆̃k(∂tuJ)‖2
L2 ≤ CEJ .

Assim, somando em k′, obtemos

∑
0≤k′≤k

∫ T

0

c2
k′,J(t)

∑
ν∈Λk,k′

‖∆̃ν
k,k′(∂tuJ(t))‖2

L2dt

1/2

≤ CE1/2
J

∑
0≤k′≤k

(∫ T

0

c2
k′,J(t)dt

)1/2

.
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Ainda, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz em k′,

∑
0≤k′≤k

(∫ T

0

c2
k′,J(t)dt

)1/2

≤

( ∑
0≤k′≤k

∫ T

0

c2
k′,J(t)dt

)1/2( ∑
0≤k′≤k

1

)1/2

=

(∫ T

0

∑
0≤k′≤k

c2
k′,J(t)dt

)1/2

k1/2

≤ C

(∫ T

0

dt

)1/2

k1/2

= CT 1/2k1/2

Segue de (3.49) que

TJ ≤ CT 1/2E3/2
J

∑
k≥J−2

k2−k/2‖∆̇kγ
h
J‖L2

Mas ∑
k≥J−2

k2−k/2‖∆̇kγ
h
J‖L2 =

∑
k≥J−2

k2−k/62−k/3‖∆̇kγ
h
J‖L2

= ‖γhJ‖Ḣ−1/3

∑
k≥J−2

ckk2−k/6

onde

ck =
2−k/3‖∆̇kγ

h
J‖L2

‖γhJ‖Ḣ−1/3

é uma sequência pertencente a esfera unitária de `2(Z).

Em virtude de (3.5) e (3.9), obtemos

TJ ≤ CT 1/2N 2
0 d

2
J2J/6

∑
k≥J−2

ckk2−k/6

≤ CT 1/2N 2
0 d

2
JJ

∑
k≥J−2

ck

(
k

J

)
2−(k−J)/6

≤
∑
k≥J−2

ck (k − J + 1) 2−(k−J)/6 (3.50)

≤ CT 1/2N 2
0 d

2
J c̃JJ

onde, em (3.50), usamos (3.36) para garantir a convergência da série e c̃J = sup
l≥−2

cJ+l.

Como lim inf
J→∞

d2
J c̃JJ = 0, concluímos a prova.
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