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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é demonstrar que a funcao g definida em F
tomando valores em B, onde F é o conjunto de todas as fungoes continuas de S™ sobre
R™ e B é o conjunto de todos os subconjuntos fechados (nao vazio) de S™ invariantes pela
antipodal, que leva f no conjunto {x € S™; f(x) = f(—z)}, é continua quando a topologia
de F é a topologia induzida pela métrica usual e a topologia sobre B é a topologia semi
finita superior. Ao considerar sobre F a topologia induzida pela métrica usual, teremos
que a topologia mais fina sobre B tal que a funcao S é continua é a topologia semi finita

superior.



Abstract

The main objective of this work is to prove that the map [ defined on F and
taking values in B, where F is the set of all continuous functions from S™ to R™ and
B is the set of all nonempty closed subsets of S™, invariant under the antipodal map,
which assign to each f € F the set {z € S"; f(x) = f(—x)}, is continuous when the
topology of F is the topology induced by the usual metric, and the topology of B is the
upper semi-finite topology. Considering in F the topology induced by the usual metric,
we will have that the finest topology in B such that the map S is continuous is the upper

semi-finite topology.
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Introducao

Sejam S™ e R™ com a topologia induzida pela métrica euclidiana. Consideremos
f 8" — R"™ uma fungao continua qualquer. Um ponto x € S™ é chamado de uma
coincidéncia antipodal para fse f(x) = f(—x), ou seja, o ponto -x, diametralmente oposto
a x em S, tem a mesma imagem de x por f. Uma pergunta que surge é: Toda fungao
continua de S™ sobre R™ possui coincidéncia antipodal? A resposta para esta pergunta é
dada pelo classico teorema de Borsuk-Ulam que nos diz que: toda aplicagao continua de
S™ sobre R possui coincidéncia antipodal para k < n, o qual fizemos um esboco de uma
demonstracao da versao do teorema para k = n.

Consideremos F como sendo o espaco topolégico das fungoes continuas de S™
sobre R™ com a topologia induzida pela métrica da convergéncia uniforme, B o conjunto
formado pelos fechados nao vazio de S™ munido da topologia semi finita superior, que esta
definida no exemplo , e B a fungao de F sobre B definida por §(f) sendo o conjunto
de todas as coincidéncias antipodais de f.

Nosso objetivo neste trabalho é demonstrar que a funcao 8 acima citada estéa
bem definida, e para isto usaremos o teorema de Borsuk-Ulam, é continua e a topologia
semifinita superior é a mais fina que torna esta funcao continua.

J& que estaremos trabalhando com uma funcao (8 sobre o conjunto dos subconjun-
tos fechados, diferentes do vazio, de S™ que leva uma fung¢ao continua no conjunto formado
por todas suas coincidéncias antipodais, uma pergunta que surge ¢ a seguinte: dado qual-
quer F' C S™ fechado diferente do vazio, existe alguma funcao continua f : S™ — R”
tal que F' é o conjunto formado por todas as coincidéncias antipodais de f, ou seja, 3 é

sobrejetora? A resposta para esta pergunta é sim, existe.



Introducao 2

Este trabalho esta organizado em 3 capitulos. No capitulo 1 encontra-se todos os
pré-requisitos que acreditamos serem necessérios para o desenvolvimento dos dois capitu-
los seguintes.

No capitulo 2 enunciamos e demonstramos a versao do teorema de Borsuk-Ulam
citada inicialmente nesta introduc¢ao, tomando como principal referéncia para esta de-
monstracao [3].

No capitulo 3 abrimos as contas do artigo [I] de Gauld, mostrando que quando o
espaco JF tem a topologia induzida pela métrica usual a topologia mais fina sobre B tal

que [ é continua é a topologia semi finita superior.



Capitulo 1

Preliminares

Neste primeiro capitulo iremos colocar os resultados necessarios para o desen-

volvimento dos proximos capitulos.

1.1 Topologia

Esta primeira sec¢ao possui resultados conhecidos por todos, acredito que exceto

pelo primeiro exemplo. Iniciaremos com a seguinte:

Defini¢ao 1.1 Um espago topologico é um par (X, 7) consistindo de um conjunto X e
de uma colecao de subconjuntos de X, chamados conjuntos abertos relativamente a 7 ou

conjuntos 7-abertos, satisfazendo:
i. X e () pertencem a ;

ii. se {A,}aen C T entdo, U A, €T
acA

n
iii. se {A;}, C T entdo, mAi €.
i=1
A colegao 7 de conjuntos abertos satisfazendo as trés propriedades acima é cha-
mada uma topologia sobre X.
Quando estiver claro qual é a topologia sobre X denotaremos o espaco topologico

(X, 1) por X.
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Defini¢ao 1.2 Seja X um conjunto, dizemos que C = {B;}ics é uma base sobre X se C

¢ uma coleg¢ao de subconjuntos de X satisfazendo as seguintes condigoes:

i. para cada r € X existe B, € C tal que = € By;

ii. se B;, B; € C, para cada « € B, N B; existe B, € C tal que x € B, C B; N B;.
Chamamos os elementos de C de abertos bdsicos.

Teorema 1.1 Sejam X um conjunto e C = {B;};c; uma base sobre X. Entao, a cole¢io
de todas as reunioes de elementos bdsicos ¢ uma topologia sobre X, chamada topologia

gerada pela base C e serd denotada por T¢.

Dizemos que um espago topologico (X, 7) é induzido por uma métrica quando
seus abertos bésicos tem a seguinte forma B(zg;r) = {z € X;d(x,z0) < r}, onde xq é

um elemento arbitrario de X, d é a métrica em X e r é um ntimero real positivo.

Definigao 1.3 Dado (X, 7) um espaco topologico e A C X, dizemos que A é fechado em

(X, 7) se o seu complementar X \ A é T-aberto.

Seja (X, 7) um espago topolégico arbitrario e A C X, podemos induzir uma
topologia sobre A, denotemos esta por 74, onde esta é formada pela interseccao de todos
os T-abertos com A. Neste trabalho quando falarmos de abertos ou fechados em S"
estaremos pensando em relacao ao espago topologico induzido sobre S™ pela topologia
induzida pela métrica euclidiana sobre R"*!.

Outros dois espacos topologicos que iremos trabalhar, sdo definidos nos dois

seguintes exemplos:

Exemplo 1.1 Consideremos B sendo o conjunto formado por todos os subconjuntos de
S™ que sao fechados, nao vazios e invariantes com respeito a antipoda. Uma topologia
sobre este conjunto B é a topologia semi finita superior, definida por Michael em [4], que

tem como base a seguinte cole¢ao:
C = {V# .V & um subconjunto aberto de S™},

onde V#={CeB:CCV}
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Exemplo 1.2 Sejam (X, 7x) e (Y,7y) espagos topologicos, podemos considerar o con-
junto X x Y e a colecao C ={U x V;U € 7x e V € 7y }. Esta cole¢ao ¢ uma base sobre

X XY, e a topologia gerada por esta base é chamada de topologia produto.

Defini¢ao 1.4 Dados (X, 1) e (Y, 7’) espagos topolégicos e f : (X, 7) — (Y, 7), dizemos
que f & continua em relacao as topologias T e 7" ou f é T — 7' continua se: para todo

conjunto 7/-aberto V' C Y, o conjunto f~*(V) é T-aberto.

Um método pratico para verificar se uma determinada funcao é continua é dado

pelo seguinte teorema:

Teorema 1.2 Seja f: (X,7) = (Y, 7') e C' uma base para 7. Entao, f é T—1" continua

se, e somente se, para todo elemento basico V € C' temos que f~H(V) € 7.

Definigao 1.5 Suponhamos que 7 e 7/ sd@o duas topologias sobre um conjunto X. Se
/: /4 : . AT !z . .
7 C 7', dizemos que 7’ é mais fina do que 7; se 7 C 7', dizemos que 7' é estritamente mais

fina do que 7.

Teorema 1.3 (Lema da colagem) Seja X = AU B, onde A e B sao fechados em X.
Sejam f: A—Y eg: B —Y fungdes continuas. Se f(x) = g(x) para todo x € AN B,

entao a funcao h : X =Y, definida abaizo, é continua

hr) — f(z), se x€ A
g(x), se r€B

Defini¢ao 1.6 Seja (X, 7) um espago topologico, e a,b € X. Um caminho em X unindo

os pontos a e b é uma funcao f : [0,1] — X continua tal que f(0) =a e f(1) = 0.

Definigao 1.7 Um espago topologico (X, T) é conexo por caminho se dados a,b € X

quaisquer, existe um caminho em X unindo a e b.

Definicao 1.8 Sejam X e Y espagos topologicos; seja p : X — Y uma aplicagao con-
tinua sobrejetora. A aplicacao p é dita ser uma aplicacio quociente contanto que cada

subconjunto U é aberto em Y se, e somente se, p~(U) ¢é aberto em X.
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Defini¢ao 1.9 (Topologia Quociente) Se X é um espago topolédgico e A é um conjunto
esep: X — A éuma aplicagao sobrejetora, entao existe exatamente uma topologia 7

sobre A na qual p é a aplicagao quociente; esta é chamada de topologia quociente induzida

por p.

Definicao 1.10 Dada uma cole¢ao C formada por subconjuntos abertos de um espaco
topologico X e um subconjunto Y de X, dizemos que C é uma cobertura aberta de B se

B esta contido na unido de todos os elementos de C.

Definicao 1.11 Um espago métrico X é dito ser compacto se para toda cobertura aberta

de X existe uma subcobertura finita de X

Proposicao 1.1 Todo subconjunto fechado de um espago métrico compacto é compacto.

1.2 Algebra

Definicao 1.12 Dado um grupo G, o subgrupo comutador G' é o conjunto de todos

produtos (finitos) da forma g;g2g; 'g5 "

G H
Proposicao 1.2 Se G = H, entao Yl = i

Definicao 1.13 Espagos vetoriais com dimensao finita V' e W sobre um corpo F' sao

ditos espacos duais se existe uma funcao V' x W — F| a imagem de (v, w) sendo escrita

por (v, w), com as seguintes propriedades:

(i) (v1 +v2,w) = (v, w) + (v2,w), (v, w1 + wa) = (v, w1) + (v, W),
(A, w) = Mo, w) = (v, \w), Yv,v1,09 €V, Yw,wy,wy € W eV EF.

(ii) (v,w) = 0 para todo w € W implica que v = 0; (v, w) = 0 para todo v € V implica

que w = 0.

Proposicao 1.3 Dados pares de espacos duais Vi, W1 e Vo, W, e uma aplicacao linear

0 : Vi — Va, existe uma unica aplicacao linear ' : Wy — W1 tal que



1.2. Algebra 7

(0(v1), w2) = (v1, 0 (wa)),

para todo vy € Vi e wy € Wo. E 6 é chamada aplicagao dual a 6.

Proposicao 1.4 Suponhamos que além das hipoteses do teorema anterior, a aplica¢do 0

seja um isomorfismo, entao a aplicacao dual @' : Wo — W1 de 0 é um isomorfismo.
Demonstracao: Sendo 6 um isomorfismo, temos que existe a inversa, digamos 0!, de
0. Pela proposi¢ao , temos que existe 07 : W, — Wy dual a 071 : Vo, — V4, logo

(0~ (v2),w1) = (v2,0” (wn)),

para todo vy € Vo, wy € Wi,

Seja qualquer w; € Wi fixo e qualquer v; € V;, temos que:

(v1,(0"067)(w1) —wr) = (v1, (6" 00")(w1)) — (v1,wr)
= (v, 0'(6” (w1))) — (v1,w1)
= (0(v1), 07 (wr)) — (w1, w1)
= (07(0(v1)), (wn)) = (vr,wr)
= (07" 0 0)(v1), (w1)) — (o1, w)
= (v, wr) — (vy, wy)

= 0,

logo, pelo item (iz) da definigao [1.13] otemos que (¢’ 0 6”)(w;) = w; para todo wy € Wi.
Portanto, (6’ 0 ”) = Idy, e, consequentemente, ¢’ é sobrejetora.
Sejam wy, why € Wy tais que 0'(wy) = ¢'(w)), entdo, para cada v; € Vi, temos

que:

0 = (v, (0 (w2) — O'(wh))
= (v, 0 (w2)) — (01,0 (w)))
= (0(v1), wa) — (O(v1), w)

= (0(v1), wa — wy),
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pelo fato de 6 ser sobrejetora podemos concluir que (vg, we — wh) = 0 para todo vy € Vs

e, dai obtemos que wy = w). Portanto ¢ ¢é injetora, logo 6’ ¢ um isomorfismo. O

Definicao 1.14 Uma sequéncia de conjuntos com pontos bdsicos e funcoes com pontos
bdsicos

(X, ) = (X, o) —*> (X", af)
€ chamada de sequéncia exata se
Im(f) = Ker(g), onde Ker(g) = g *(z}).
Definicao 1.15 Uma sequéncia de grupos e homomorfismos

e Gn+1 fnJrl Gn fn anl

¢ chamada uma sequéncia exata se, para cada n, Kerf, = Imf,.1.

Denotemos R como sendo um anel comutativo com unidade, e 1z como sendo a

unidade de R.

Definicao 1.16 Um R-mddulo é um grupo abeliano aditivo X, junto com uma fungao

1 Rx X = X tal que:

(i) pla+pB,z) = pla, 2)+p(B,7) e pla, z+y) = pla, ) +p(a, y), Vo, B € ReVa,y € X
(ii) plo, w(B,2)] = wla.f,x),Yo,B € Re Vo € X

(iii) p(lp,2) =z, Vo € X.

Dado qualquer (o, z), denotemos a imagem desse par pela fungao p como sendo
pla,z) =a-x.
Notemos que se R é um corpo entao, um R-modulo é um espaco vetorial, ou seja,

um espago vetorial sobre um corpo R é um exemplo de um R-moédulo.

Definicao 1.17 Um subconjunto S C X ¢ dito um submddulo de X, se:

(i) S é um subgrupo de X; e
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(ii) Yz € S,V € R temos que o - x € S.

Um resultado que facilita a verificacao de que dado um subconjunto S de um

R-médulo X este é submodulo, é o seguinte:

Teorema 1.4 Um subconjunto nao vazio S de um R-modulo X €é um submaodulo se:
(i) Vz,ye S;x—ye€ S;e
(ii) Vx e S,Ya e R, a-z € S.

Dado um R-moédulo X e S um submoédulo de X, denotemos @) = )—5{ como sendo
o conjunto de todos os elementos da forma v+ S onde u € X. Se considerarmos a fungao
i R x @ definida por p/(a, u+S) = p(a,u)+ S = a-u+ S, teremos que ela satisfaz as
condigoes da defini¢ao [I.16] E, portando, Q ¢ um R-modulo.

Seja agora A um subconjunto do R-moédulo X, consideremos B como sendo a
intersecc¢ao de todos os submoédulos de X que contem A. Teremos que B sera um submoédulo

de X, e se B = X diremos que A é um conjunto de geradores de X, ou que X é gerado

por A.

Definicao 1.18 Diremos que um R-moédulo X é um R-mddulo livre quando existe um

subconjunto B = {z; € X,i € I} de X, onde I ¢ um conjunto de indices, satisfazendo:
(i) X é gerado por B;
(ii) se xy,29,..,xn € Beaj-x1+as w9+ -+ -, =0, entdo oy = 0,0 =1, ..., n.

Sendo X um R-moédulo livre gerado por B, o item (i) implicara que dado qualquer
x € X, existe um numero finito de elementos x1, s, ..., x,, € B tais que x pode ser escrito
Como T = - X1 + Qg - Tg + -+ + Qy + Ty, COM A1, Qg ..., 0y € R, € 0 item (ii) implicara
que a maneira acima de escrever X é Unica.

Dado X um conjunto qualquer, uma maneira de obtermos um R-moédulo livre

gerado por X é construindo o conjunto

FX)={a1-z1+ay-2a+ 4o, 2,4 € Ryx; € X}
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e definirmos a soma entre dois elemento de F'(X) e o produto escalar por:

n

(Z@z’ $T;) + (Z Aiomi) =) (i +N) -

i=1

n

=1

i=1
Definicao 1.19 Um homomorfismo de um R-modulo X em um R-mddulo Y é uma fungao
f: X — Y, aqual é um homomorfismo do grupo X no grupo Y e preserva a multiplicacao

escalar.

Notemos que se R for um corpo, temos que f definida acima é uma aplicacao

linear.

Proposicao 1.5 Sejam X,Y,Z R-maodulos, e f : X — Y, g:Y — Z homomorfismos,

entdo go f : X — Z € um homomorfismo.

Teorema 1.5 Sejam F(X) o R-mddulo livre gerado por X, Y um R-mddulo arbitrdrio e
f: X — Y uma fungao. Entao, existe um unico homomorfismo h : F(X) — Y tal que

h(z) = f(z), para todo x € X.

1.3 Homologia Singular
Definicao 1.20 Sejam z,y € R™. O segmento de reta unindo x a y é definido por
[z, y] ={(1 =)z + ty;0 <t < 1}.

Definicao 1.21 Um conjunto X C R"™ é dito ser convezo se para todo z,y € X, tem-se

[z,y] C X.

Definigao 1.22 Seja X C R", X # (), chamaremos de Envoltéria Conveza de X e deno-
taremos por EC(X), o conjunto obtido pela intersec¢ao de todos os subonjuntos convexos

de R™ que contem X.
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Como () # X C EC(X), temos que FC(X) é nao vazio. Além disso, FC(X) é
convexo, pois se z,y € EC(X) temos que x, y pertence a cada um dos convexos que contem
X e, portanto, cada um desses convexos contem o segmento de reta com extremidades

em x,y e consequentemente este segmento de reta esta contido em EC(X).

Definicao 1.23 Dados zy, z1, ..., 7, € R" dizemos que eles sao geometricamente indepen-

dentes se x1 — T, ..., Tp — Ty sao linearmente independentes.

Definicao 1.24 Para todo p > 0, o p-simplezo é EC(X), onde X = {xzg,x1,....,2,} €

geometricamente independentes.

Proposicao 1.6 Sejam {zg,...,x,} CR". Entdo sao equivalentes:
(i) 1 — o, ...,xpy — xy Sdo linearmente independentes;

(ii) se ¥s;x; = Styx; e Xs; = Xt;, entdo s; =t; parai=1,...,p.
Demonstracao: Ver [7] pag. 2.

Uma consequéncia da proposigao acima é que dado qualquer = € EC({z, ..., zp})
podemos representé-lo de maneira tinica como Yt;x;, onde Xt; = 1 e t; > 0 para cada 1.
Deste fato, segue que se fixada uma ordem para os pontos {o, ..., z, } podemos representar
x por (to, ..., t,), e dizemos que (o, ...,t,) ¢ a coordenada baricéntrica de .

Vamos descrever agora uma forma pratica para obter o Envoltério Convexo de

X, onde X é um subconjunto qualquer de R"™.

Defini¢ao 1.25 Dado um subconjunto qualquer X C R"™. Definimos P(X) = U [z, y],

z,yeX
a uniao de todos os segmentos de reta unindo pontos de X.

Denotemos agora

m vezes
A\

P™(X) =P (P(..(P(X))),

e utilizando esta notagao enunciaremos o seguinte teorema:



1.3. Homologia Singular 12

Teorema 1.6 Seja X C R"™. Suponha que para algum m > 0, P™(X) seja um conjunto
convezo; entiao, P™(X) = EC(X).

Para cada i = 1, .., n, denotamos e; como sendo o elemento de R™ que tem 1 na

i-ésima coordenada e zero nas demais.
Definigao 1.26 Para todo n > p > 0, o p-simplezo padrao A, é o EC({e1, ..., ep+1}).

Definicao 1.27 Dado um espaco topologico X, um p-simplezo singular o é uma aplicacao

continua o : A, = X.

Definicao 1.28 Sejao : A, = X um p-simplexo singular. Para cadai = 0, ..., p; defini-se

a i-ésima face de o como sendo o (p-1)-simplexo singular 0,0 : A,_; — X, dado por:
82‘0'('%, ceey tp—l) = O'(to, ceny ti—la 0, ti, ti+1, ceey tp—l)-

Observemos que 0;0 é a composta de o com uma aplicacao inclusao, e portanto,
0,0 é continua.

Dado X um espaco topolégico qualquer, denotaremos
Cp(X)={¢: A, = X;¢ ¢é continua }.
Definicao 1.29 Dado R um anel comutativo com unidade, definimos
Sp(X, R) = R-mddulo livre gerado por C,(X).
E chamamos os elementos de S,(X, R) de p-cadeia singular em X com coeficientes em R.

Observagao 1.1 Um elemento de S,(X, R) ¢ uma soma formal Z a,0, com a, € R,
oE€C,H(X)

onde apenas um numero finito de a,’s nao nulos, e o € C,(X).

A partir de agora denotaremos S,(X, R) por S,(X), exceto quando precisarmos
especificar o anel R.

Consideremos 0; : C,(X) — Cp1(X), para i = 0, ..., p, o operador definido por
8Z<O') = (91'0'.

Como C,(X) é uma base de S,(X), podemos estender linearmente 0; para S,(X)

e, assim, obtemos o homomorfismo 0; : S,(X) — S,—_1(X).
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Definicao 1.30 O operador bordo 0 : S,(X) — S,—1(X) é a aplicacao definida por

1R80 — 1R81 + 1R82 — (—1R)p8p.

Sabendo que dado qualquer elemento o € R e f sendo um R-homomorfismo tem-
se que af é um homomorfismo, e que se f,g : S,(X) — S,(X) s@o R-homomorfismos
obtém-se que f + ¢g é um homomorfismo, podemos concluir que o operador bordo é um
homomorfismo.

A demonstracao do proximo teorema que enunciaremos pode ser encontrado em
[6] na pagina 65 como demonstragao do teorema 4.6, onde 9, : S, (X) — S,—1(X) em [0]

nao denota a n-ésima face, mas sim o operador bordo.
Teorema 1.7 Consideremos a sequéncia abaizo:
s S (X) = Sy (X) == Sy a(X) —— -
entdo 0o 0 = 0.
Definicao 1.31 Dados 0 : S,(X) — Sp—1(X) € 9 : Sp41(X) = Sp(X). Denotemos,

Zp(X) = {c € 5,(X);0(c) = 0}

B,(X) ={u € S, :u=0(c) para algum ¢ € S, 1}
Chamamos os elementos de Z,(X) e B,(X) de p-ciclos e p-bordos respectivamente.

Observando que dados quaisquer ¢,d € Z,(X), qualquer a € R e sendo 0 um

R-homomorfismo, teremos que

dc—d)=0(c)—d(d) =0+0=0

Jd(ac) = ad(c) = 0.
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Logo, pelo teoremall.4] temos que Z,(X) ¢ um submodulo do R-médulo S, (X). Utilizando
o teorema[1.7) e a definigao [1.31] obtemos que B,(X) C Z,(X).
Se utilizarmos a defini¢do de B,(X), o fato de 0 : S,41(X) — Sp(X) ser um

R-homomorfismo e o teorema [1.4] obtem-se que B,(X) ¢ um submodulo de Z,(X). E
Zp(X)

portanto, existe o R-médulo quociente ————=.
By(X)

Definigao 1.32 Para cada p > 0, o p-ésimo R-mddulo de homologia (singular) do espago
X é

As classes laterais ¢, + B,(X), onde ¢, ¢ um p-ciclo, ¢ chamada a classe de homologia

de ¢p.

A partir daqui estaremos trabalhando nao mais com um anel comutativo arbi-

trario R, mas sim com R = Z.

Definicao 1.33 Um complexo de cadeias é uma sequéncia de grupos abelianos e homo-

morfismos

8n 811—1
“Aa'C%“44> n—1 C%—2 )

no qual a composicao 9,_1 o 9, = 0 para todo n € Z.

Denotamos o complexo de cadeias acima por {C,,d}. Um exemplo de complexo
de cadeias é {S.(X),0}, onde S.(X) = {S.(X)} e Sp(X) é o R-mddulo livre gerado
por C,,(X) e os homomorfismos sao os operadores bordo para n natural, e para n inteiro

negativo S,(X) ¢ o R-mo6dulo nulo e os homomorfismos sdo os homomorfismos nulos.

Defini¢ao 1.34 Dados {C,, 0} e {C%, '} dois complexos de cadeias quaisquer. Dizemos
que f : C — C' é uma aplicacao de cadeias se esta ¢ uma colecao de homomorfismos

{fi}iez, tal que cada quadrado do diagrama abaixo comute:

O On—1
444>Czy44%’c%—1 - C%—Q

lfn lfnl lan
o

C/ n C’ On_1 C/
n n—1 n—2
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Defini¢ao 1.35 Se (C.,0) é um complexo de cadeias, entdao Ker(d,) é chamado o grupo
de n-ciclos e denotado por Z,(Cy,d); Im(0,+1) € o grupo dos n-bordos e denotado por

B,(Cy, 0). Entao o n-ésimo grupo de homologia deste complexo é

_ Zu(CL,0)

Se z, € Z,(C.,0), entao z, + B, (C,,d) é chamado da classe de homologia de z, e deno-

tamos por cls z,.
Para simplificar as notagoes denotaremos
Z.(Cy,0) = Z,(C.), B,(Cs,0) =B,(C.) e H,(C.,0)=H,C,).
Seja f : C' — C' uma aplicagao de cadeias. Se ¢ € Z;(C'), entao temos que

0i(fi(c) = (0; 0 fi) (¢) = (fim1 2 0i) (¢) = fi1 (8i(c)) = fi-2(0) = 0.

E se b € B;, teremos que existe a € C;41 tal que 0;41(a) = b, dai segue que:

fi(b) = (fi 0 0i+1) (a) = Oiyy (fir1 (@) € Bi(C).
Portanto, para qualquer ¢ € N, temos que

fi(Zi(C)) € Zi(C)

1i (Bi(C)) € Bi(C").

Logo, dada uma aplicacao de cadeias f : C' — (', ao definirmos, para cada i € N,
a aplicagao fi. : H;(C') — H;(C") por fi. (c+ H;(C)) = fi(c)+ H;(C"), verifica-se que esta
bem definida e ¢ um homomorfismo.

Consideremos agora X, Y sendo dois espacos topologicos arbitrariose f : X — Y
uma fungao continua qualquer. E, para cada n € N, definimos fx : C,(X) — S,(Y) por

fu(¢) = fog¢. Como S,(X) é um R-modulo livre gerado por C,(X), podemos estender
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linearmente a fungao acima, obtendo, para cada n, o homomorfismo fx : S,(X) — S, (Y)
dado por

el D ad| = D as(foo).

$eCn(X) PeCr(X)

A aplicacao fy ¢ uma aplicagao de cadeias de S.(X) em S.(Y). E dai segue que
[ (Zn(X)) C Zn (Y) € fy (Bu(X)) C By (Y).

Logo podemos obter para cada ¢ o homomorfismo (fx): : H;(X) = H;(Y).

Para simplificar as notacoes escreveremos (fu)ix = fix

Teorema 1.8 Se X € um espago conexo por caminho nao vazio, entao Hyo(X) = Z. Além

disso, se xg, T3 € X, entdo cls xy = cls x1 € um gerador de Hy(X).

A demonstragao deste teorema pode ser vista em [6] na pagina 70, e uma conse-

quéncia desse teorema é a seguinte:

Proposicao 1.7 Sejam X e Y espagos conexos por caminhos e f : X — Y uma aplica¢ao
continua, entio o homomorfismo induzido em homologia f. : Hyo(X) — Ho(Y) é um

isomorfismo.

Definicao 1.36 Uma sequéncia de complexos de cadeias e aplicagoes de cadeia

0 C D E 0,

é uma sequéncia ezxata curta de complexos de cadeias se

é exata para cada n.

Teorema 1.9 Dada uma sequéncia exata curta de complexos de cadeias

0 C D E 0,

existe um homomorfismo O, : H,(F) — H,_1(C) para cada n, tal que
fx Ox

o —H,(C) == Hy(D) "> H,(E) —> Hy_1(C) —= "+,

€ uma sequéncia exata de grupos abelianos e homomorfismos.
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Demonstracao: Ver [3] pagina 125.
O homomorfismo 0d, é chamado homomorfismo conectante.

Definigao 1.37 Se f,g : (S.,0') — (Ss, 0) sdo aplicagoes de cadeias, entdo f e g sao
(cadeias) homotdpicas, denotado por f ~ g, se existe uma sequéncia de homomorfismos

{P, : S/, — S,.1} tal que, para todo n € Z,
an+1opn+Pnfloa;L:fn_gn-
A sequéncia P = {P,} é chamada uma homotopia de cadeias.

Definigao 1.38 Uma aplicagao de cadeia f : (S.,0") — (S, 0) é dita uma equivaléncia
de cadeia se existe uma aplicacao de cadeia g : (S,,0) — (S5,,0') tal que go f ~ 1g/ e
fog >~ 1, Dois complexos de cadeias sao chamados cadeia equivalentes se existe uma

equivaléncia de cadeia entre elas.
A demonstragao da proxima proposigao pode ser encontrada em [7] na pagina 14.
Proposigao 1.8 Se f,g: 5" — S sdo cadeias de homotdpicas, entio f, = g..
Como consequéncia desta proposicao, temos o seguinte teorema:
Teorema 1.10 Se f: S, — S, € uma equivaléncia de cadeia, entdo para todo n,
e+ Ho(S%) = Hi(S.)
€ um isomorfismo.

Definicao 1.39 Um complexo de cadeia é do tipo finito se cada um dos termos C), é
finitamente gerado. Um espaco X é do tipo finito se cada um dos grupos de homologia

H,(X) é finitamente gerado.

Lema 1.1 Se X € um espaco do tipo finito, entao existe um complexo de cadeia livre C.,

do tipo finito tal que C. é uma cadeia equivalente a S.(X).

Demonstracao: Ver [6] pagina 387.
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1.4 Homologia relativa

Nesta se¢ao iremos definir homologia relativa para que na proxima se¢ao possamos
obter a homologia de certos espacos, chamados CW-complexos finitos, de uma maneira

diferente.

Defini¢ao 1.40 Um par (X, A) consiste de um espago topologico X e de um subespago
A C X. Dado pares (X, A) e (Y, B), uma aplicacao de pares f : (X, A) — (Y, B) é uma
aplicacdo f: X — Y tal que f(A) C B.

Se X é um espago topologico e A C X, ao considerar a € C,(A) podemos
identifica-lo com um elemento awoi € C,(X), onde i : A — X ¢é a inclusdo. Logo,
podemos ver S,(A) como um submoédulo de S, (X). Dai segue que para cada n inteiro

nao negativo que

¢ um R-modulo.

Além disso, podemos obter o homomorfismo bordo 0 : S, (X, A) — S,—1(X, A)
como sendo o homomorfismo induzido pelo homomorfismo bordo 0’ : S, (X) — S, —1(X),
isto é, o homomorfismo definido por d[a] = [0'(a)].

Ao denotarmos S, (X, A) = {S.(X, A)}nez, teremos que (S.(X, A),0) serd um
complexo de cadeia singular.

Sendo (S«(X, A), 9) um complexo de cadeia singular, é possivel calcular os grupos

de homologia deste complexo.

Definigao 1.41 Se (X, A) é um par de espagos topologicos, (S.(X, A),d) é chamado de
complezo singular de cadeia relativa e o n-ésimo grupo de homologia H,, (X, A) é chamado

de n-ésimo grupo de homologia relativa de (X, A).

1.5 CW-complexo finito

Consideremos X e Y como sendo espagos topologicos satisfazendo X NY = @ e

A um subespaco fechado de X. Podemos considerar o espago topoldgico X UY, onde um
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aberto deste novo espaco é formado pela uniao de um aberto de X com um aberto de Y.
Notemos que o fato de X e Y serem disjuntos implica que X e Y sao abertos e fechados
do espaco X UY.

Sejam f : A — Y uma aplicacao continua e ~ a menor relagao de equivaléncia

XUY

em X UY tal que z ~ f(z). Podemos considerar entdo o espaco ==, e chamamos este

espaco, de espaco obtido pela colagem de X a Y via f : A — Y. Denotemos @ por

XU, Y.

No caso particular em que X = D" e A = S"~! chamamos o espaco de n-célula.

Definicao 1.42 Um CW-complezo finito, X, é um espaco de Hausdorff compacto e uma

sequéncia X° C X! C ... € X" = X de subconjuntos fechados tal que
(i) X° ¢ um conjunto finito; e
(ii) X* é homeomorfo a um espaco obtido colando um niimero finito de k-células a X*~1.

O conjunto X* é chamado k-esqueleto de X. E dizemos que X é n-dimensional se X" = X
e X1 £ X,

Dado um CW-complexo finito X, podemos considerar o par de espagos (X%, X*~1),
o proximo teorema dé a sua homologia e sua demonstragdo pode ser encontrada em [7]

pagina 66.

Teorema 1.11 Seja X um CW-complezo finito e X* o k-esqueleto de X, entdo
Hy(X* X511 =0 para j # k,

e Hy(X*, X*=1) ¢ um grupo abeliano com um elemento bdsico para cada k-célula de X.

O proximo teorema nos permitiré calcular a homologia de um CW-complexo finito

X de um modo diferente, mas antes de enuncia-lo iremos considerar a seguinte sequéncia:
m—1 (Im) m im m m—1
00— S, (X" ) —= 5, (X)) —= 5, (X™ X" 1) —0,

onde j,, : X™ ' — X™ ¢ a inclusao e i,, : S,(X™) — S,(X™, X™ 1) ¢ o homomorfismo

definido por a — a + S,(X™™!). Esta sequéncia ¢ uma sequéncia exata curta para todo
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n. Logo, tomando m =k, k—1 e k— 2, teremos pelo teorema [1.9| as seguintes sequéncias

exatas:

(k) (ik)«

s Hy (XY Hy(X) Hy(XF, XA — 2 [ (XE1) =

(Jk—1)x

e Hk_1<Xk—2) R Hk_l(Xk_l) k)f{k—l(Xk_la Xk—2> L Hk_2<Xk_2) — ...

e (X Bl k) 2 (e xRy L (XY

Notemos que 0" o (ig_1). = 0.

Agora podemos considerar o seguinte diagrama:

Hk,g(Xk_2)
- J/(ikﬁ*
Hk<Xk,Xk_1) AHk,l(Xk_l,Xk_z) LHk,Q(Xk_l,Xk_%
l (ik—l)*
a/
Hk_l(Xk_l)

tal que cada triangulo comuta. Dai segue que
000 = (i}_2)x00"0(i}_1)x 00 =0.

E portanto (C,(X),d) ¢ um complexo de cadeia, onde C,(X) = {H, (X", X" ')}, conse-

quentemente podemos falar de grupo de homologia de C.(X).
Teorema 1.12 Se X é um CW-complexo finito, entao Hy (Ci(X)) = Hi(X).
Demonstracao: Ver [7] pagina 67.

Agora vamos falar sobre um caso particular de CW-complexo finito, os espagos
projetivos reais n-dimensionais.
Seja ~ a menor relagao de equivaléncia em S™ para a qual x ~ —z. Consideremos
n

0 espago —, este é um espago compacto de Hausdorff. Chamamos este espago de espaco

projetivo real n-dimensional e denotamos por RP™.
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Em geral temos que RP° C RP! C --- C RP" ! C RP"™ para todo n > 1, sendo
RP° um conjunto unitario, e RP"™ = D" J_ RP", onde 7 : S — RP™ é a aplicagao
quociente.

Dai segue, pela defini¢ao[1.42] que RP™ é um CW-complexo finito. E pela seguinte
proposigao, que pode ser encontrada em [7] na pagina 72, temos os seus grupos de ho-
mologia.

Proposicao 1.9 Os grupos de homologia de um espaco projetivo sao dados por

;

) se 1=10

iy se i impar , 0<i1<n
H;(RP") =

7 se 1 impar , 1=

0, os outros casos

\

1.6 Homologia com coeficientes arbitrarios

Para definirmos homologia com coeficientes arbitrarios é necessario antes definir-
mos o produto tensorial. Os resultados desta segao referentes ao produto tensorial sao

baseados em [3].

Definicao 1.43 Sejam A, B grupos abelianos, o produto tensorial de A, B é o grupo
abeliano A ® B gerado por todos os simbolos a ® b, para cada elemento a € A e cada

b € B, sujeitos as relagoes

a1 ® (b1 +b2) —a1 ® by — a3 @ by

(a1+a2)®b1—a1®b1—a2®bl,

para cada aj,as € A e by,by € B.

Observagao 1.2 Seja G um grupo abeliano, entao G ® Z = G, e Z, @ Zq = Ly q), onde
(p, q) € o maior divisor comum de p e g. A demonstragao destes dois isomorfismos consiste
em demonstrar que h: G R Z — G e W' : Zy ® Lq — Ly q) definidos, respectivamente, por

h(g ®n) =n.g e h'(a®b) = a.b mod(p, q) sdo isomorfismos.
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Observagao 1.3 Dados dois homomorfismos f : My — M/, g : My — M., podemos

construir um homomorfismo f ® g : M; ® My — M| ® MJ, definido por

(f ®g)(m1 ®@mg) = (f(m1)) ® (g(m2)) .

Observagao 1.4 Dados homomorfismos fi, fo : My — M{ e g1,g92 : My — M), tem-se
que

(f1® f2)o(g1®g2) = (fiog) ® (f200).

Seja (Cy,d) um complexo de cadeia e G um grupo abeliano, e consideremos a

seguinte sequéncia

e n+1®G&>Cn®Gi@>Cn71®G4>’

como cada (), é um grupo abeliano e G é um grupo abeliano, temos pela definicao de
produto tensorial que C),, ® G é um grupo abeliano para cada n, e utilizando a observacao
anterior junto com o fato de dod = 0, obtemos que (0®1)o(0®1) é o homomorfismo nulo.
Logo ao denotarmos tal sequéncia por (C,®G, d®1), podemos concluir que (C, @G, 0®1)
¢ um complexo de cadeia.

E utilizando a definigao de aplicacao de cadeia e a observacao[1.4] podemos obter:

Proposicao 1.10 Se f : C'— D é uma aplicagao de cadeia, entio f®1: CRQG — DRG

também é.

Agora ja temos o suficiente para definirmos os grupos de homologia com coefi-

ciente em um grupo abeliano arbitrario.

Definigao 1.44 Seja (X,Y) um par de espagos. Os grupos de homologia de (X,Y’) com

coeficientes em G sao definidos por
H,(X,)Y;G)=H,(5(X,Y)®G).

Escrevemos H,(X;G) se Y ¢é vazio e H,(X,Y;G) por Z H,(X,Y;G) (soma direta dos
n>0

grupos de homologia H,(X,Y;G) ) .
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Lema 1.2 Seja G um grupo abeliano, e o : G — G um homomorfismo definido por

alg) =p-g. Existe uma sequéncia exata

0— Ker(a) G -c—2cwz, 0,
onde f(g) =g® 1.
Demonstracao: Ver [3] pagina 147.

Quando escrevemos p- g no lema acima, queremos dizer g operado consigo mesmo
P vezes.

Dado um espago topolégico X, como ja foi visto temos que S, (X) é um Z-modulo
gerado por C,,(X). Logo ao considerarmos G = S,,(X), podemos obter que Ker(a) =0,

e assim obtemos pelo lema acima, para cada n inteiro, a sequéncia:

0 — S (X) =2 S,(X) —= 5,(X) ® Z, —=0.

E pelo teorema [1.9, obtemos a seguinte sequéncia exata longa:

o Hoy(X) —2 = H (X)) — 2 Ho(X3Z,) -2 Hy (X)) ——

Esta sequéncia possibilita calcularmos algumas homologia com coeficientes em 7Z,,.

Observagao 1.5 Seja X = RP", para r > 1, temos que S, : Hi(RP") — H{(RP";Zs) ¢

um isomorfismo. De fato, temos que:

«

oo Hy(RP") %~ H\(RP") —2% H\(RP"; Zy) 2~ Hy(RP") —%*~ Hy(RP"),

Pela proposigao temos que Hy(RP") = Zy quando r > 1. Logo se a é a classe nao nula
de Hi(RP") teremos que ay(a) = a.a = 0, portanto a,, = 0 e dai segue que Ker(f,) =0,
o que equivale a dizer que [, é um homomorfismo injetor. Como RP™ é conexo por
caminho, pelo teorema [1.§ temos que o, : Ho(RP") — Hy(RP") ¢ um isomorfismo.
Logo, o homomorfismo 0, : Hi(RP") — Hy(RP") é nulo. Portanto, Imp, = Kerd, = 0,

ou seja, (3, € sobrejetora. Portanto [, é um isomorfismo.
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1.7 Cohomologia

Sejam A, G grupos abelianos, consideremos o conjunto e as operagoes abaixo:

AMG={f:A— G;féum homomorfismo}

+: ANGXxAMNG — AMG
(f,9) — [ty A = G

v — f(z) +9(2)

o : GXAMG — AMG
(a, f) — a.f A — G
r — a.f(x)
O cojunto A M G munido com as duas operagoes acima tem estrutura de um
grupo abeliano. Em alguns livros é denotado A i G por Hom(A, G).
Dados quaisquer grupos abelianos A e B, e um homomorfismo h : A — B,
podemos definir a operacdo hh 1: B G — At G por (hh 1) (f) = foh. Observemos

que se C' é um grupo abeliano e g : C' — A um homomorfismo, entao

(gho(hh1)(f) = (gh1)(foh)
= fohog

= ((hog)h1)(f).

Uma outra notacao para f r 1, que pode ser encontrada em alguns livros, é f#.
Se (C,0) é um complexo e G é um anel comutativo, entdo pelo que vimos acima,
temos para todo n que C,, M G é um G-modulo, e ao denotarmos para cada n (C' h G),

por C_, h G e §" = 0_,41 M 1, teremos que a sequéncia abaixo

6n+1

e (CN )1 = (C NGy =S (C A Gy — -

¢ um complexo de cadeias. Logo, faz sentido calcular sua homologia.
Agora iremos definir os grupos de cohomologia de um espago topologico com

coeficientes em um grupo abeliano qualquer.
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Definicao 1.45 Seja G um grupo abeliano e seja X um espago topoldgico. Se n > 0,
entdo o grupo de n-cocadeia ( singular ) em X com coeficientes em G ¢ S,(X) h G.
O grupo de n-cociclos é Kerd" e é denotado por Z"(X;G); o grupo de n-cobordos é a
imagem de 5"~1 ¢ & denotado por B"(X;G), onde o = dpnr1 M 1. O n-ésimo grupo de
cohomologia de X com coeficientes em G é

H"(X:G) = —f}:gg;

Um elemento £+ B"(X; G) de H"(X; G) é chamada de classe de cohomologia e é denotada

por cls €.
Pode se notar, observando o complexo de cadeias e a definicao acima, que
H"(X;G) = H_,(S.(X) h G).

Dado f : X — Y uma aplicacao continua, ja vimos que podemos obter uma
aplicagdo de cadeia fu : S.(Y) — S.(X), e através de fu construir o homomorfismo
fe M 1:S(X) MG — S(Y) M G, este serda uma aplicagdo de cadeia. E assim, a
induzida de f em cohomologia ¢ a aplicacdo f* = (fx M 1)..

Enunciaremos abaixo duas proposicoes que nos permitirao estabelecer uma certa
relagao entre H_,,(C'h G) e H,(C ® G) quando G for um corpo e C' for um complexo de

cadeia no qual cada C), é finitamente gerado.

Proposicao 1.11 Dado um complexo de cadeia C' e um anel G, existe um homomorfismo
H ,(ChG)® H,(C®G)— G,

chamado produto de Kronecker, onde a imagem de a® 3 é escrita por («, 3). Além disso,
se f:C — D é uma aplicagio de cadeia, e « € H,(D th G) e f € H,(C ® G), entdo
(f N Du(), B) = (a, (f @ 1).(B)).

Demonstracao: Ver [3]| pag. 164.

Dados o € H_,(CthG)e € H,(C®G), se he) ¢;® g; sdo representantes de
a e [ respectivamente, o produto de Kronecker citado no enunciado da proposicao acima

¢ definido por (a, ) = > h(c;)gi-
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Proposicao 1.12 Seja C um complexo de cadeia no qual cada C,, € um grupo abeliano
finitamente gerado, e seja F' um corpo. Entao o produto de Kronecker torna os espagos
vetoriais H_,,(C h F) e H,(C ® F) duais sobre F. Além disso, se g : C — D € uma

aplicacao de cadeia, (g h 1), e (g ® 1), sao aplicagoes lineares duais.
Demonstracao: Ver [3] pagina 165.

Vamos mostrar que Hy(RP" @ Zy) ¢ H_1(RP™ th Zs) sao duais. Para isto basta
mostrar que o produto de Kronecker satisfaz as propriedades da definicao[l.13, Mas antes

enunciaremos a seguinte:
Afirmagao 1.1 Se f: (S.,0") — (S,,0) é uma equivaléncia de cadeia, entao

f@1: (S ®7y,0 @1) = (Sx @ Zo,d ® 1)

FAL: (S, M Zs,8) = (S, M Zo, &)

sdo equivaléncias de cadeia, onde (f® 1), =f, ®1le (fhl),=f,M1.
Demonstracao: Se f : (5.,0") — (5, 0) ¢ uma equivaléncia de cadeia, entdo existe uma

aplicacao de cadeia g : (S,,0) = (S.,0") tal que go f ~ 1g e fo g~ 1g,. Logo existem
sequéncias de homomorfismos: {P, : S, = Sp41} e {1}, : S. — S}, } tais que, para todo
n € 7, temos que

an+lopn+Pn—loa7/1:fnogn_lsn

a;L+1 0Ty +Th-100,=gno fn— L.

Consideremos a sequéncia de homomorfismos {P, ® 1 : S/ ® Zy — S,11 ® Zs},
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temos que
Onpr@o(P@l)+ (Fa®1)o(0,@1) = ((OnaoPn)®@1) + ((Fi108,) ®1)
= (Opp1oP,+ P 100,)®1
= (faogn—1s,)®1
= ((fnogn)®1) = (15, ®1)
= (/n®1)o(gn®1)—(1g, ®1)
= (/n®1)o(g.®1) = 1s,52,
= (fel),ogel), ~ (s.ez)n,
Ao considerarmos a sequéncia de homomorfismos {71, ®1 : S,,®Zy — S}, ®Z>}, podemos
obter de forma similar que (¢ ® 1), o (f ® 1), =~ (1g,02,)n- Portanto

f@1:(S.®7y,0 ®1) = (Sy @ Zs,0 1)

é uma equivaléncia de cadeia.
Seja {Gy : (Su M Zy), — (S, thZy),,,} asequéncia de homomorfismos, onde

Gp,=P_ 1M1 Como 0" =0_pyM1led™ =0, 1, segue para todo n que:

5/n+1 o Gn T anl od" =

(fenogon) M 1) — (1s_, M 1)

= (g-nh D)o (fonhl)— (15, 1)
= (g-n M D)o (fonthl) —1s 4z,

= (g 1), o(fM1), ~ (Is.nz,)n.

E obtemos (f M 1), o(g M 1) = (ls/iz,)n de forma analoga ao considerarmos a sequéncia

de homomorfismos {H,, : (S, th Zy), — (S« M Zs),,,}. Portanto f rh 1 é uma equivaléncia

n+1
de cadeia. [l
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Como consequéncia da proposicao temos que H,.(RP™) é finitamente gerado
para cada r, logo RP™ é do tipo finito, e pelo lema[I.I obtemos que existe um complexo de
cadeia livre C, com C, finitamente gerado para cada r tal que C, e S,(RP™) sao cadeias
equivalentes. Dai segue que existe uma equivaléncia de cadeia h : C, — S.(RP"), e sendo

h uma equivaléncia de cadeia, obtemos pela afirmagao |1.1| junto com o teorema [1.10| que

(hy M 1), : Hoo(S.(RP™) th Zy) — H_,(C, th Zs)

sao isomorfismos.

Pela proposigao [I.11] temos que o produto Kronecker torna os espagos vetoriais
duais H_,.(C, M Zs) e H.(C, ® Zs) sobre Zs.

Como h é uma equivaléncia de cadeia, temos em particular que h é uma apli-
cacao de cadeia, logo pela proposicao temos que se a € H_, (S«(RP™) thZs) e
p € H, (C,®Zsy) entao ((h, h 1), (), ) = (e, (h, ®1),(B)).

Vamos mostrar agora que o produto Kronecker faz com que H_, (S,(RP") h Zy)
e H, (S.(RP"™) ® Z) sejam duais sobre Zy. Para isto é necessario mostrar que o produto
Kronecker satisfaz as duas propriedades da defini¢ao[I.13] Através da defini¢ao do produto
Kronecker pode-se verificar sem dificuldade a primeira propriedade, logo iremos apenas
mostrar que o produto Kronecker satisfaz a segunda propriedade.

Se a € H_,. (Si,(RP™) M Z3) e para todo 0 € H,.(S,(RP") ® Z3) temos que
(a,0) =0,

entao segue que:
((he M 1), (@), B) = (e, (hr © 1) (B)) =0,

para todo 8 € H,.(Cy ® Zs).
Como o produto Kronecker faz com que H_,. (C, M Zy) e H, (C, ® Zs) sejam duais
sobre Zs, obtemos que (h, 1), (a) = 0, e pelo fato de (h, h 1), ser um isomorfismo

podemos concluir que o = 0.
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Seja 0 € H, (S.(RP™) ® Zs) e suponha que para todo o € H_, (S.(RP") th Zs),
temos que (a,0) =0, como (h, ® 1), ¢ um isomorfismo, existe ' € H, (C, ® Z,) tal que

h, ® 1), (0") = 0. Dai segue que:
( ; gue g

((he 1), (a),0) = (o, (hy ®1),(6))
= <a79>

= 0.

Logo (u,0") = 0 para todo u € H_,.(C, th Zs), ja que a igualdade acima vale para todo
a€ H . (S.{(RP™) thZs) e (h, M 1), éem particular sobrejetora.

Novamente por termos que o produto Kronecker faz com que H_, (C, hZy) e
H, (Cy ® Zsy) sejam duais sobre Zs, obtemos que 6 = 0. Consequentemente segue que
0 =(h®1), () =0, pois (h, ®1), é um homomorfismo. E assim concluimos que o
produto Kronecker faz com que H_, (S.(RP™) thZs) e H, (S.(RP") ® Zy) sejam duais

sobre Zs.

Observagao 1.6 Em particular o produto Kronecker faz com que H_; (S.(RP™) h Zy)

e Hy (S.(RP™) ® Z3) sejam duais sobre Zy para todo n natural.

Definicao 1.46 Um anel R é um anel graduado se existem subgrupos aditivos R™, n > 0,

tais que:
(a) R=2%,>R" (soma direta de grupos aditivos );

(b) se z € R" e y € R™ entao, xy € R"™.

Definicao 1.47 Dado um anel graduado R = ¥,>0R", um elemento x € R tem grau n
se x € R"™; tais elementos sao chamados homogéneos. Um ideal I é chamado homogéneo

se é gerado por elementos homogéneos.

R
Lema 1.3 Se I € um ideal homogéneo em um anel graduado R = ¥,>oR", entao T é

m+ T
um anel graduado; onde ? = ER I+ .
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Demonstracao: Ver [6] pag 391.

Definicao 1.48 Se 0 < i < d, as aplicacoes \;, it; : AP — A9, definidas por

)\i(t07 ,tz) = (to, ...,ti70, ,0)

,ul'(t(), 7t7,) = (O, ...,O,to, ...,ti),

sao chamadas de face frontal e face posterior respectivamente.

Dado qualquer espaco topologico X e qualquer grupo abeliano GG, iremos denotar

as seguintes somas diretas diretas por:

SH(X,G) =) S (X) h G Z'(X,G) =) _ Z"(X,G);

n>0 n>0

B(X,G)=> B"X,G) e H'X,G)=) H"(X,G),

Além disso, se p € S,(X) h G e ¢ € S,(X), denotaremos ¢(c) = (¢, p) € G.

Definigao 1.49 Sejam X um espaco, e R um anel comutativo. Se ¢ € S,(X) h R e
0 € S, (X) M R, definimos seu produto cup ¢ U € S, ,,(X) h R por

(0,0UB0) = (00X, 0) (00N, 0)

para cada (n 4+ m)-simplexo o € X, onde o lado direito é o produto de dois elementos do

anel R.
Logo o produto cup define uma fungao S*(X, R) x S*(X, R) — S*(X, R) definida por
(Zo)u(x0) -Tavs,
4,3
onde ¢; € S;(X)Mh Reb; € S;(X)hR.

Lema 1.4 Se X € um espago e R é um anel comutativo, entao S*(X,R) € um anel

graduado sobre o produto cup.
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Demonstracao: Ver [0] pagina 393.

Lema 1.5 Se p € S,(X) MR ef €S, (X) MR, entdo
d(pUB)=0p U0+ (—1)PpUdb.
Demonstracao: Ver [6] pag. 394.

Temos que B*(X, R) C Z*(X, R) C S*(X, R), utilizando o lema acima podemos
obter que Z*(X, R) é um subanel de S*(X, R) e, portanto em particular um anel. Decorre
da forma que definimos Z*(X, R) que este serd um anel graduado. Novamente utilizando
o lema acima podemos obter que B*(X, R) é um ideal de Z*(X, R) e observando como
B*(X, R) é definido notamos que este é homogéneo, para ver com mais detalhes que
Z*(X, R) ¢ uma anel graduado homogéneo e B*(X, R) é um ideal homogéneo de Z*(X, R)
veja a demonstragao do teorema 12.23 em [0] na pagina 395 . Logo pelo lema temos
que

Z*(X,R)

H'(X.6)= 5 m)

é um anel graduado, onde a multiplicagao é citada na seguinte:

Defini¢ao 1.50 A multiplicacdo H*(X; R)® H*(X; R) — H*(X; R) é também chamado

produto cup, e é definido por

clspUclsl = cls(p U b).

Definicao 1.51 Se X é um espaco e R é um anel comutativo, entao o anel de cohomologia

com coeficientes em R &

H'(X,G) =) _ H'(X,G).

n>0

Lema 1.6 Se f: X — X' € uma aplicagdo continua, entao

(f M) (pUO) = (f5 M 1) (0) U (f5 M 1) (6).

Além disso, se e € o elemento neutro de S* (X; R) e €' é o elemento neutro de S* (X'; R),

entdo (fg M 1)(e) =e.
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Demonstracao: Ver [6] pagina 394, (ressaltemos que o homomorfismo denotado aqui

por fyg M 1 é denotado em [6] por f#).

Um resultado que podemos obter através do lema acima é a seguinte:

Observagao 1.7 Dado f : X — Y uma aplicagao continua, temos que f produz um

homomorfismo de anel f*: H*(Y; R) — H*(Y; R), definido por
[ (cls a) = cls (fx M 1)(a).

Teorema 1.13 O anel de cohomologia H*(RP",Zsy) € isomorfo ao anel de polindémios
(Zo)[x] mddulo o ideal (z™Y). Em particular, se Q, € H (RP",Zy) ¢ o elemento nao
nulo, entio o elemento nao nulo de H*(RP™, Zy), para 1 < k < n, é QF, o produto cup

de ,, com ele mesmo k vezes.
Demonstracao: Ver [6] pag. 410.

Um resultado que decorre deste teorema ¢ o seguinte: (fuz M 1).(Q2y,) = 0, onde
Q. ¢ o elemento nao nulo de H'(RP™, Zy). Vamos supor que (fu M 1).(Qy,) = Q,, pelo
teorema acima temos que Q7! ¢ o elemento nao nulo de H™ ™ (RP",Z,) e Q™! = (.

Dai segue que
0 Q= ((f5 D Du(2)™ = (fo DD (2071) =0,

o que ¢ uma contradigao (a pentltima igualdade acima decorre de (fx M 1), ser um

homomorfismo de anel graduado). Portanto (fx M 1).(£2,,) = 0. O

1.8 Homotopia relativa

Definicao 1.52 Duas aplicagoes continuas f,g : X — Y sao homotdpicas se existe uma

aplicacao continua F': X x I — Y tal que para todo z € X tem-se que

F<x70) = f($)
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F(z,1) = g(z).
Chamamos F por: homotopia entre f e g. Quando isto ocorre, escrevemos f ~ g (ou

F: f ~ g quando queremos especificar a homotopia) e dizemos que f € homotdpica a g.

Defini¢ao 1.53 Dado dois pares de espagos topologicos (X, A) e (Y, B), duas aplicagoes
continuas de pares f, g : (X, A) — (Y, B) sdo homotdpicas se existe uma aplica¢do continua

de pares F': (X x I[,Ax I)— (Y, B), tal que
F(z,0)=f(z) e F(z,1)=g9g(z), Vr€eX com FAxI)CB
Chamamos F por homotopia de pares entre f e g, e escrevemos f ~ g.

Dados os pares (X, A) e (Y, B), pode-se verificar que a homotopia de pares ¢ uma
relagdo de equivaléncia no conjunto das aplicagoes continuas com dominio em (X, A) e

contradominio em (Y, B).

Observagao 1.8 Scjam pares (X, A) e (Y,B) com B = {yo} e f,g: (X,A) — (Y, B)
aplicagoes de pares tal que f ~ g, digamos que F' : (X x I, A x I) — (Y,B) seja a
homotopia de pares entre f e g, temos que F(A x I) C B, ja que F' é uma aplicac¢do de
pares. Além disso, f(A) C B e g(A) C B ja que f e g também sao aplicagdes de pares.

Logo, yo = F(x,t) = f(x) = g(x) para todo x € Aetodot € I.

Quando B = {yo} como acima, dizemos que y, é o ponto basico do espago Y. E
denotaremos a partir de agora (Y, B) por (Y, yo)
Sejam (X, A) e (Y, y,) dois pares de espagos topolégicos. Como homotopia é uma

relacao de equivaléncia, podemos obter o seguinte conjunto:
(X, A), Y,yo)] ={lf]; f: (X, A) = (Y,y,) ¢ uma aplicagdo continua},

onde [f] é uma classe de homotopia.
Dado qualquer par de espagos topologicos (X, z,), chamaremos este par por es-
paco basico de X. E as aplicagoes entre dois espagos com pontos basicos chamaremos de

aplicacao com ponto basico.
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Seja [h] uma classe de equivaléncia de [(X, A),(Y,vo)], e f : (Y,v0) — (Y, u1)
uma aplica¢ao continua qualquer com ponto basico . Teremos que [f o h] é uma classe de
equivaléncia de [(X, A), (Y,y1)], e se H é uma homotopia de pares entre h e h' teremos
que f o H é uma homotopia de pares entre foh e foh'. Logo, podemos definir uma

aplicagao por esta lei, tal aplicagao é a que se encontra no seguinte teorema:

Teorema 1.14 Uma aplicagao continua f: (Y,yo) — (Y,y1) induz um homomorfismo

f* : [(Xv A)?(K y())] — [(Xv A)’ (K ylﬂ;

com as sequintes propriedades.

/

(i) Se f : Yy — Y1 € uma outra aplicagio continua, e f ~ f, entdo f, = f..
(il) Sel:Y =Y € a aplicacao identidade, entao 1, € a fun¢ao identidade.
(iii) Se g: Yy = Yy € uma outra aplicagao continua, entao (f o g) = fi © gs.

Observagao 1.9 Uma consequéncia do item (iii) do teorema acima, é que se fog = hoe

entao, f, o g, = h, oe,.

Defini¢ao 1.54 O grupo fundamental de X, com ponto bésico zg, escrito por mi (X, xo)

¢ definido por m (X, zo) = [({,01), (X, z0)], onde I = [0, 1].
Teorema 1.15 71(X,z¢) € um grupo.
Demonstracao: Ver [3] pag. 65.

A partir de agora, estaremos denotando (1,0, ...,0) € R"*! por s, como sendo o
ponto basico de S".
Um resultado interessante, que pode ser encontrado em [6] e [3], é que a menos

de isomorfismo temos que m (X, zo) = [(S', s1), (X, z0)]-
Defini¢ao 1.55 Para todo par de espago topologico (X, zg) e todo n > 0,
Wn(Xa xO) = [(Sn> Sn)7 (X? ZL’O)]

Quando n > 2 chamamos 7, (X, xg) de n-ésimo grupo de homotopia do par (X, xg).



1.8. Homotopia relativa 35

Quando estiver claro qual é o ponto basico denotaremos 7, (X, zg) por m,(X).
Iremos colocar como exemplos alguns grupos fundamentais, sendo que seus cal-

culos podem ser encontrados em [2], a seguir.

Exemplo 1.3 7,(S', z) & Z, para qualquer x € S.

Exemplo 1.4 (5", x) = 0, para qualquer x € S* e com n > 1.
Exemplo 1.5 m(RP',[z]) & Z, para qualquer [x] € RP.

Exemplo 1.6 7 (RP",[z]) = Zs, para qualquer [x] € RP™ com n > 1.

Vamos mostrar agora, que se n > 0, temos que 7 (5™, s,,) € um conjunto unitario.
Seja ¢ : (S° 1) — (9™, s,,) definida por ¢(—1) = ¢(1) = s, e h : (5°,1) — (S™,s,) uma
aplicagao com ponto béasico. Podemos escolher v € S™ qualquer diferente de s, e de —s,,

e definamos H : SY x [0,1] — S™ por

( (1—2t)c(s) + 2tv o
0= ates) r 2 ¢ &1 €11 x (03]
H(s,t) = Sny, se (s,t)e {1} x[0,1]
(2t = Dh(s) + (2 = 2t)v i
L 112t = Dh(s) + (2 — 200 ¢ (s,t) € {—1} x [3,1]

esta funcao é continua. Ja que podemos olhar para ela como a juncao de trés funcoes
continuas com dominios fechados, e na tnica intersec¢ao que existe entre os dominios, no
ponto (—1, %), temos que as fungoes definidas neste ponto aplicadas nele sao iguais, a v,
o que nos permite utilizar o Lema da Colagem.

Observemos que H(s,0) = c(s), H(s,1) = h(s) e H(1,t) = s,. E assim, conclui-

mos que 7 (S™, s,) € um conjunto unitario para n > 0.

Definigao 1.56 Seja (X, z() um espago basico. Um par com ponto bdsico xo ¢ um par
ordenado (X, A) (frequentemente escrito (X, A, zo)) na qual A é um subespago de X que

contem xg.

Definigao 1.57 Seja (X, A, zg) e (Y, B,yo) pares com ponto béasico. Uma aplica¢ao de

pares com ponto bdsico f : (X, A) — (Y, B) é uma aplicagdo com ponto bésico f : X — Y
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com f(A) C B. Se f,g: (X,A) — (Y, B), entdo uma homotopia de pares com ponto

basico F': f ~ g é uma aplicacao continua F': X x I — Y com
F(z,0) = f(x) e F(x,1) = g(x) para todo = € X,
F(zy,t) = yo para todo t € I,
F(AxI)CB.
Definigao 1.58 Se (Y, B) e (X, A) sdo pares com ponto béasico, entao
[(Y, B, yo), (X, A, z0)]

é o conjunto de todas as classes de homotopias (pares com ponto bésico) de aplica¢oes
de pares com ponto basico 8 : (Y, B,y) — (X, A,x). Frequentemente suprimimos os

pontos bésicos e escrevemos [(Y, B), (X, A)].

Definicao 1.59 Seja s, € S™ o ponto basico comum de S™ e D"*!. Para todon > 1, o

grupo de homotopia relativa de um par com ponto basico é
7Tn<X7 A7 513'0) = [(Dn’ Sn—17 Snfl)a (X7 A7 l’o)]
(usualmente abreviamos m, (X, A, zo) por m,(X, A)).

O proximo teorema é um importante resultado que nos ajuda a calcular a ho-
motopia relativa de pares, e a sua demonstragdo pode ser vista em [6] na pagina 354.
Mas antes de enuncia-lo ressaltaremos que quando falarmos de sequéncia exata estare-
mos pensando em sequéncia exata em conjuntos com ponto béasico, onde os “grupos” de
homotopia serao os conjuntos e para cada conjunto o seu ponto bésico serd a classe da

aplicagao constante.

Teorema 1.16 (Sequéncia de Homotopia de um Par) Seja (X, A) um par de es-

pacos com ponto bdsico, entao existe uma sequéncia exata

o T (A) = T (X)) = T (X, A) =5 1 (A) = (X)) = -

o m(A) o (X)) o m(X,A) —S mo(A) = mo(X).
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Além disso, d : mp41(X, A) = m(A) € a aplicagao [f] — [Blsn], enquanto as outras

aplicagoes sao as induzidas pelas inclusoes.

Teorema 1.17 Seja f : (X, A) — (Y, B) uma aplicagao de pares com ponto bdsico. Entdo

existe um diagrama comutativo com linhas exatas:

e (X, A) s 7 (A) —E e 1 (X)) — 2 1 (X, A) —s 7o (A) — (X))

f*l f* f* f* f*i f*l
(

(Y, B) - (B) M (Y)Y (Y, B) e m(B) s (V)

onde d e dy sao definidas como a func¢ao d do teorema anterior e as outras sao as induzidas

pelas inclusoes.
Demonstracao: Pelo teorema anterior, temos que cada linha é uma sequéncia exata,

agora vamos mostrar que o diagrama comuta. Primeiro vamos mostrar que dado qualquer

r > 1 o seguinte diagrama comuta.

(X, A~ 7,1 (A)

| |

dy

(Y, B) ——=m,_1(B)

De fato, seja [h] € 7,.(X, A) uma classe de homotopia arbitraria, temos que:

(f« o d)[h] = fuld[h]) = filblsr] = [f © hlgr—1] = ()

(dyo fi) [h] = di[f o h] = [f o hlgr—1] = (xx)
Como (%) = (*x), seque que f,od = djo f.. Agora consideremos os dois diagramas abaixo:

J

f f f J{f
B—>Yy Y-——~(V,B)

11 J1
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Observemos que dado qualquer a € A e qualquer x € X, temos que :

(foi)(a) = f(i(a)) = fa) = ir (f(a)) = (1o f)(a) = foi=irof

(fej)(x)=f0)=flz)=5h(f(z))=(Grof) ()= foj=jiof

Portanto, foi =10 f, foj = jiof e, pela observa¢ao[L.9] obtemos que f,o0i, = (i1).0 f.
ef*Oj*Z(ﬁ)*Of*- [

Agora vamos falar de um resultado que relaciona grupo de homotopia com grupo

de homologia, o Teorema de Hurewicz, iniciaremos com o seguinte:

Lema 1.7 Sejan: Ay — I o homeomorfismo (1 —t)eg+te; — t. Existe uma funcao bem
definida ¢ : m (X, x0) — Hi1(X) dada por ¢[f] = [fn], onde f : I — X € um caminho

fechado em X com ponto bdsico x.

Demonstracao: Ver [6] pagina 80.

Definigao 1.60 A fungao ¢ : m(X,29) — H;(X) definida no lema acima é chamada
aplicacao de Hurewicz.

Teorema 1.18 A aplicagcio de Hurewicz € um homomorfismo.

Demonstracao: Ver [6] pagina 80.

Teorema 1.19 (Teorema de Hurewicz) Se X ¢é conexo por caminho, entao a apli-

cagdo de Hurewicz € um homomorfismo sobrejetor com nicleo m (X, xo)’, 0 grupo comu-

(X, o) ~ 1 (X).

tador de m (X, xo). Por isso (X, 20)’

Demonstracao: Veer [6] pagina 82.
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Observagao 1.10 Paratodon > 1 a aplicagao de Hurewicz ¢ : m (RP", [x|) — H{(RP™)

é um isomorfismo. De fato, como m (RP", [x]) = Zy temos que ker(p) = m (RP", [z]) ou
1 (RPn> [.%’])

ker(¢) = {0}. Se ker(p) = w1 (RP™,[z]) teriamos que m

= (. Por outro lado,

temos pelo teorema [1.19| que ¢ ¢ um homomorfismo sobrejetor e % = H{(RP"),
st n

ja que RP™ é conexo por caminho. Como Zs é um grupo abeliano, obtemos que Z, = {0}

ZQ .o~ 1 (RP”) ZQ
e, consequentemente, — = Z,. Pela proposicao |1.2| temos que ——= = —-. Logo,
1 (an)

1 (RP”)/

homomorfismo bijetor, o que acarreta que ¢ é um isomorfismo.

= 7o 2 {0} e, portanto, ker(p) = {0}, ou seja, ¢ ¢é injetora. Portanto ¢ é um

1.9 Fibracao

Definicao 1.61 Sejam E e B espagos topoldgicos. Uma aplicagao p : £ — B tem a
propriedade do levantamento de homotopia com respeito a um espaco topologico X se,
para cada duas aplicagoes f: X —>FEeG:X x1I— B para os quais po f: G oi (onde
i: X — X x I éa aplicacdo x — (z,0)), existe uma aplicagdo continua G:XxI—>E
fazendo comutar ambos os tridngulos abaixo.

N

X FE
7
X

bS]

XxI-—5>B

Definicao 1.62 Uma aplicacao continua p : £ — B é uma fibra¢ao se tem a propriedade
do levantamento de homotopia com respeito a todo espaco topologico X. Se by € B entao,

p~ L ({bo}) = F é chamado de fibra.

Definigao 1.63 Uma aplicagdo continua f : A — B é uma fibragdo fraca se tem a

propriedade do levantamento de homotopia com respeito a todo cubo I™, n > 0.

Definicao 1.64 Um fibrado localmente trivial com fibra F' é uma aplicacdo p : F — B

para qual existe uma cobertura C' de B e homeomorfismos

Yy V x F—)pila/)
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para todo V' € C tal que

poy(v,x) =v

para todo (v,z) € V x F. Os conjuntos abertos V € C sao chamados wvizinhangas

coordenadas.

Exemplo 1.7 A aplicagao quociente p,, : S™ — RP"™ é um fibrado localmente trivial com

fibra F' = p'([z]), para cada [z] € RP" fixado. Definamos C = {U;}"", onde
Ui={[(71,72, ..., Tny1)] € RP"; 25 # 0}.

Para facilitar quando representarmos uma classe por [v] € U;, v serd o representante que
tem a sua i-ésima coordenada positiva e dado qualquer v € S™ representaremos a i-ésima
coordenada de v por v;. Temos, para cada i = 1,...,n + 1, que RP" — U; = II; 1({0}),
onde II; : S™ — R é a projegao sobre a i-ésima coordenada. Como II; é continua e {0}
é fechado, temos que RP"™ — U; é fechado e, portanto, U; é aberto. Além disso, dado
qualquer @« € RP", temos que a = [s] para algum s € S™. Logo, alguma coordenada de
s ¢é diferente de zero, (observemos que se a j-ésima coordenada de s é diferente de zero
implica que o mesmo ocorre para —s), digamos que seja a j-ésima, entdo o € U;. Logo, C

& uma cobertura aberta de RP™. Para cada i definimos ¢y, : U; x F — p,*(U;) por

eu; ([(v1, 02, o np1)] y) = A
—(v1,09, .y Upt1), SE Y= —2
Suponhamos que ¢y, (a,y) = z e ¢y, (B,y') = o’ com x # 2’. Se x = —1z’ teremos
que y # y' e se x # —a', tendo que x # 2, obtemos que a = [z| # [2/] = . Logo
(o, y) # (B,y') e, portanto, ¢y, esta bem definida.
Consideremos agora, , as aplicagoes ¢y, : p, ' (U;) — U; x F definidas, para cada
1=1,...,n+1, por
by (0) = ([v],2), se v;>0
([v],—2), se v; <0
Sejam v, w € p,(U;) arbitrarios, tais que ¢y, (v) # ¢y, (w), teremos y, v € F

tais que ¢, (v) = ([v],y), o, (w) = ([w],y') e ([v],y) # ([w],y), daf segue que [v] 7# [w]
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ouy #y'. Se [v] # [w], obtemos que v # w; e se y # Y, obtemos v;.w; < 0 0 que implica
que w; # v; e, portanto, v # w. E assim, concluimos que ¢y, estd bem definida para cada
1.

Observemos que dado quaisquer (7,y) € U; x F e ¢ € p, }(U;), temos que

(¢U¢ © QOU¢> (77 y) = ov, (U)) = ([w]v y) = (77 y)>

onde w ¢é o representante de v que contém a i-ésima coordenada positiva caso y = s, €

negativa caso y = —S,, €

(SOUi © ¢U1) (C) = Pu; (¢U1(C)) = Pu; ([6]7 y) =C.

Portanto ¢y, €é uma bije¢ao, com inversa ¢y,. Vamos mostrar agora que ¢y, €
um homeomorfismo.
Podemos de forma analoga a forma que foi demonstrado que U; é aberto para

cada i =1,...,n + 1, mostrar que os seguintes subconjuntos sao abertos em S

Si:{’U € Sn;Ui > O}

S,i:{v € Sn,UfL < O}

Seja U C U; x F um aberto bésico, entao teremos que U =V X {s,} ou U =V x {—s,}
oulU=VxF=(Vx{s,})U(V x{—=s,}), onde V éum aberto de U;. Se U =V x {s,},
entdo que ¢y, (U) = {w € p*; (V);w; > 0} = p* (V)N S; é aberto em p™, (U;), de
forma similar obtemos que g, (U) é aberto nos outros dois casos, e portanto ¢y, é uma
aplicacao aberta, o que implica que a inversa de ¢y, é continua.

Seja W um aberto de p, ! (U;), podemos reescrever W = (W N Si) U (W N S,i),

onde W N S; e WNS_; sdo abertos de p, ' (U;). Logo, segue que:

ot (W) du, (W NS;)U(WNS_y))
= oy, WNS)Udy, (WNS_,)

= (P (W NS) x {82}) U (0 (W S20) x {5_}),
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¢ um aberto basico do espaco produto U; X F'. Portanto, ¢y, é continua, e assim concluimos

que é um homeomorfismo. Dado qualquer (v,y) € U; X F, temos que
(Pn © @u) (7,9) = pn (W) = [w] = 7.
Portanto, p, : S™ — RP™ ¢ uma fibragao localmente trivial com fibra F' = p”, ({s,}).

Teorema 1.20 Um fibrado localmente trivial f : X — Y com fibra F' é uma fibracao

fraca.

Demonstracao: Ver [6] pagina 364.

Logo, pelo exemplo [I.7] e teorema temos que p,, : S™ — RP™ é uma fibracao

fraca.

Teorema 1.21 Seja p : E — B uma fibragio fraca com fibra F = p~'(by) para algum
by € B. Entio p, : 7,(E,F) — m,(B,by) € uma bijecdo para todon > 1, onde p oj = p

ej:(E, xg) — (E,F) € ainclusao.
Demonstracao: Ver [0] pagina 362.
Observacao 1.11 Sendo p, : S™ — RP"™ a aplicacao quociente, temos que existe uma

bijecao (pl,)« : m(S™, F) — m (RP",[s]), onde s € S™, F = {—s,s} e p, = pn 0 j, onde

J:(S" s) = (s" F) ¢é a inclusdo.
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Capitulo 2

Teorema de Borsuk-Ulam

Neste capitulo o nosso principal objetivo sera demonstrar o seguinte:

Teorema 2.1 (Teorema de Borsuk-Ulam) Dado qualquer aplicacao f : S™ — R”

continua, existe um ponto x € S™ tal que f(x) = f(—x).

Mas este teorema é uma consequéncia do teorema:
Teorema 2.2 Nao existe uma aplicacao antipodal f : S™ — S™, se n >m > 0.

Pois, suponhamos que exista uma aplicagao continua f : S™ — R” tal que para todo

ponto z de S™ tem-se que f(z) # f(—z). Logo, a aplicagao g : S™ — S™~!, definida por

@) - f(-a)
90 = 1@ — FCa)

estd bem definida. Além disso, g é continua, pois pode ser escrita como uma composi¢ao

de fungoes continuas, e

e f@) (S -fen \
90 = T = f@)] <||f<x>—f<—x>||) 9(@)

para todo z € S™. Portanto g : S® — S"~! ¢ continua e antipodal, o que contradiz o

teorema anterior. E, assim, concluimos a demonstracao do Teorema de Borsuk-Ulam.

Como o Teorema de Borsuk-Ulam é uma consequéncia do teorema OSSO

objetivo passa a ser demonstrar o teorema [2.2]
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Iniciaremos negando o teorema e vamos, no decorrer deste capitulo, procurar
obter um absurdo.

Seja f : 8™ — S™ uma aplicagdo continua e antipodal, isto é f(—z) = —f(z),
com n,m > 0. Dai segue que f : (S™, F,) — (8™, F,,) ¢ uma aplicacdo de pares com
ponto bésico, onde F, = {—s,,sn} € F, = {—f(sn), f(sn)}. Pelo teorema [1.17] obtemos,

para r > 1, o seguinte diagrama:

1 (Fp) — 5 0, (S™) —L5 (8™, )~ 1 (F) —> 7,1 (S™)

N d d

ﬂ-r(Fm> (141); ﬂ-r(sm) Ll);ﬂ.r<5'm, Fm) d41> 7-‘-7'71(}7711) (241)*) erl(Sm%

onde cada linha é uma sequéncia exata e cada quadrado é comutativo.
Consideremos p,, : S™ — RP™ e p,, : S™ — RP™ como sendo as aplicacoes
quocientes, pela observagao [I.11] juntamente com o diagrama acima podemos construir o

seguinte diagrama:

Wl(RPn)

41 *O.* do ;L* -1
sy, | el

11 (Fy) — 1 (S™) — L= 711 (S™, F) — 710 (F) —2= mo(S™)

| | : | |

il * 41 * d 'il *
7T1(Fm) L> 7T1(Sm) L; 7T1(Sm, Fm) ; 7T0<Fm) Q> WQ(Sm)

(p;@m (p’”%o(p;n)*l

Wl(RPm),

Destaquemos que as aplicagoes (p),,)« e (p),). obtidas através da observagao sao bi-
jecoes.

Consideremos agora, a aplica¢do g : RP™ — RP™ definida por g (a) = [f(s)],
onde s é um representante qualquer de a. Dado a = [s], temos que existe apenas dois
representantes para «a que sao —s e s, logo para g estar bem definida basta que f(s) e f(—s)
representem a mesma classe, mas como f ¢ uma aplicacao antipodal e [f(s)] = [—f(s)],
segue que g esta bem definida.

Como f op,, é continua e p, é uma aplicacao aberta temos que a aplicacao g ¢é

continua, pois dado qualquer aberto A C RP™ temos que g (A) = p, ((f opmf1 (A))
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Pela forma que definimos a func¢ao g, podemos considerar a aplicacao com ponto
bésico g : (RP",[s,]) = (RP™,[f(sn)]). Logo, também podemos considerar as seguintes
fungoes: gopl : (S™ F,) — (S™,s,) epl, o f:(S", F,) — (S™,s,). Para verificar que
gop, = pl, of ésuficiente mostrar que gopl, : S* — RP" e pl, o f:S* — RP" sado
iguais. Mas pela forma que construimos g : RP™ — RP™ podemos notar que as aplicagoes
gop, =pmof:S"— RP" Uma outra observagao que devemos fazer é que p!, e p,
sao, respectivamente, apenas notacoes para expressar as duas aplicagoes p,, : S™ — RP"
e P S™ — RP™ tais que p,(F,) C {[sn]} € pm(Fmn) C {[f(ss)]}. E dai concluimos que
gopl, :S" — RP"epl, of:S"— RP"sao iguais e, portanto gopl, : (S™, F,,) — (5™, sp)
ep,of:(S"F,) — (S" s,) sao iguais. Logo, obtemos que g. o (p},)s = (p,) © f« €
utilizando o fato de (p/,). ser uma bijegao, segue que g, = (p,,) o f. o (p),): '

Através do diagrama acima, obtemos o diagrama abaixo:

—1

() —e iy (57) 2 g (RPASE 2 (F) — s g (S7)

b e
Wl(Fm)m)Wl(S )mm(RP dZo(Tm?FTO(Fm)WWO(S ),

onde cada linha é uma sequéncia exata e cada quadrado ¢ comutativo. De fato, temos

que

Im(iy) = Ker(j«) = Ker((p,). o j«) = Ker ((pn)«), a segunda igualdade é conse-

quéncia de (p)). ser uma bije¢ao;

Im ((pn)s) = Im ((p)s 0 j) = (0))+ (Im(js)) = (p)« (Ker(d)) = Ker (do (pa):);

Im(do(p,);') =Im(d) = Ker(i,).

Portanto, a primeira linha é exata. De forma anéloga, podemos verificar que a segunda
linha também é exata. Para verificarmos que cada quadrado do diagrama acima comuta é

suficiente mostrar que os dois quadrados centrais comutam, pois os outros sao 0s mesmos
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do diagrama anterior. Temos que:

gio(pn)e = (Pl)eo fuo ()" o (p))s) 0 ju

(dio(p):")oge = dio((ph):" o)) 0 fuo(p,)."
= diofio(pw).’

= fiodo(p)):"

e portanto cada quadrado do diagrama comuta.
Como F,, = {—s,, 8, }, temos que as tinicas aplicacoes de pares de dominio (S°,1)

e contradominio (F},, s,) sao hy, hy : (S, 1) — (F,, s,), definidas por:

Sp, sex =1 Sp, sex =1
hi(z) = , ha(z) =

Sp, sex =—1 —8,, sex=—1

Temos que h; e hy nao sao homotopicas pois, caso contrario teriamos que existiria uma
aplicagao continua H : SY x [0,1] — F, tal que H(s,0) = hy(t), H(s,1) = hy(s) e
H(1,s) = s,. Dali, seguiria que H' : [0,1] — F,,, definida por H'(t) = H(—1,t), seria
continua e sobrejetora, o que é absurdo pois func¢oes continuas levam conexo em conexo,
[0, 1] & conexo, e F,, é desconexo. E assim, obtemos que mo(Fy,, s,) = {[h1], [h2]}

De forma similar, pode-se obter my (Fy,, f(s,)) = {[R}], [h5]}, onde b} = foh; e
hYy = f o hs.

Logo, fi:mo(Fp, sn) = mo (Fn,y f(8,)) € uma bijegao, pois

J ([hl]) = [f © hl] = [hi]

Fi([h2]) = [f © ho] = [h].
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Suponhamos que m = 0 e utilizando o diagrama anterior, obtemos o seguinte
diagrama
mo(Fn) ——=mo(S")
;. |
mo(Fy) 25 7 (59).
Além disso, Fy = S°, logo i, : Fy — S° sera a aplicacao identidade. Utilizando o teorema
[L.14)item (ii), obtemos que (i1). : mo(F°) — mo(F°) é a aplicacdo identidade e, portanto,
bijetora. Isto juntamente com o fato de f, : mo(F,) — mo(Fo) ser uma bijecdo e do
diagrama comutar permite concluir que f, o4, é uma bijecao. Mas assim sendo, teriamos
que f. : m(S™) — m(S°) é sobrejetora, o que é absurdo pois m(S™) é um conjunto
unitario e my(SY) possui dois elementos. Logo, nao existe aplicagao antipodal f : S™ — S°
se n > 0.
Suponhamos agora que n > m = 1, logo terfamos que m(S™) = 0, 7 (RP') 2 Z
e m(RP"™) = Zy. Tendo m(S™) = 0 e desde que cada linha do diagrama ¢ uma sequéncia
exata, obteriamos que d o (p!);! : m(RP™) — mo(F},,) ¢ injetora e como f, ¢ bijetora,
seguiria que f, o (do (p,);!) ¢ injetora. Por outro lado, tendo 7 (RP") = Z, dado a €
71 (RP™) diferente da classe nula, temos que a.a = 0. Como m(RP"') = Z temos que existe
um isomorfismo h : m (RP') — Z, sendo g, : 7 (RP™) — m(RP') um homomorfismo,

teriamos que
0= h(0) =N (g.(0)) = h(g.(a.a)) = h(g.(a).g.(a)) =
= h(g.(a)) + h(g.(a)) = 2.h (g.(a)) = h(g.(a)) =0 = g.(a) =0=g. = 0.

Mas sendo assim, terfamos que o diagrama nao poderia comutar, pois caso contrario
terfamos que 0 = d; o (p/,)); ' 0 g« = faodo (p),); ! seria injetora com 7 (RP™) # 0. Logo,
nao existe aplicacao antipodal f : S™ — St se n > 1.

Por fim, suponhamos que n > m = 2, isto implica que m(S™) = 0, m(S™) = 0,
0(S™) = 0 e mp(S™) = 0. Como m1(S™) = m(S™) = 0 e pelo fato das linhas do diagrama
serem exatas, obtemos que do (p),);!, dio(p,);! sao injetoras. Novamente, utilizando o
fato das linhas do diagrama serem exatas, agora, juntamente com my(S™) = 7o (S™) = 0,

1

obtemos que d o (p,);!, di o (pl,);! sdo sobrejetoras. Portanto, do (pl,);! e dy o (pl,);!
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sao isomorfismos. Como f, é uma aplicacao bijetora e o diagrama comuta, poderemos
expressar o homomorfismo g, por uma composicao de func¢oes bijetoras. Logo, g, é um
isomorfismo.

Pela observagao [I.10] obtemos que as seguintes aplicagoes:

p:m (RP") — H (RP") e ¢ :m (RP™) — H(RP™)
p(le]) = cls (com) o(id]) = cls (dom)
sao isomorfismos. Logo a aplicagao ¢ 0g,00~ ' : Hi(RP") — H;(RP™) é um isomorfismo.
Pelo fato de ¢ : m (RP"™) — H;(RP") ser um isomorfismo, podemos escolher um
representante para a classe nao nula de H;(RP"), digamos a, tal que a = f o, para

alguma aplicagao f : (I,0I) — (RP",[s,]). Logo, temos que:

prog.op™ (clsa) = (p10g.) (¢~ (cls a))
= (p10g.) ([aon™])
= (p1og.)([f)
= @19/
= o1 (lgx()])
= ¢i(lgof])
= cls (gofon)

— s (goa)
= g:(cls a)

Onde g, na ultima igualdade é o homomorfismo induzido por g : RP" — RP™ em

L e g, sao homomorfismos temos que ambas aplicadas no

homologia. Como ¢; o g, 0 ¢~
elemento nulo de Hy(RP™) sao iguais ao elemento nulo de H;(RP™). E assim podemos

concluir que g, = @1 0 g, 0 =1, ja que H{(RP") = Zs.
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Sejam 5 : S1(RP"™) — S1(RP") @ Zy e ' : S1(RP™) — S1(RP™) ® Zy definidas

respectivamente por f(a) =a® 1 e f'(b) = b® 1. Consideremos o seguinte diagrama:

Sy (RP") —2 ~ 8/ (RP™)

X lo
g#®1

Vamos mostrar que ele comuta. Seja a € C7(RP"), temos que

(8'ogy)(a) = Blgoa)
= (goa)®1
= (goa)®(1o1)
= (g ©1)(a®1)

= ((gx®1) 0 f)(a),

e como C1(RP™) é o gerador de S1(RP™) concluimos que o diagrama acima comuta. Dai
segue que, (g4 ®1),.00, = /' og,. Pela observagao temos que f, e 3. sdo isomorfismos
e como g, também ¢ um isomorfismo, segue que (g4 ®1), = f.og,0S3; " é um isomorfismo.

Pela observacao [1.6] juntamente com a proposicao [1.11] e
gy 2 S (RP") = S.(RP™)

ser uma aplicacdo de cadeia, obtemos que (gx ® 1), e (gx M 1), sdo aplicacoes lineares
duais.

Como (gg ® 1), : Hy (S«(RP™) ® Zs) — Hy (S.(RP™) ® Zy) é um isomorfismo
e (gg M 1) : Hy(RP™"MZy) — H_y (RP"MZy) ¢ dual a (g ® 1)., obtemos pela
proposicao (1.4 que (g M 1), : H_y (RP™ M Zy) = H_y (RP" 1 Z3) é um isomorfismo.

Denotando a como sendo o gerador de H'(RP™,Z,), teremos que (g4 M 1).(a)
¢ o gerador de H'(RP",Z,). Temos g : RP™ — RP™ é continua, logo pela observagio
temos que (gx M 1), : H*(RP™,Zy) — H*(RP",Z;) ¢ um homomorfismo de anel

graduado. E dai, segue que

(g4 M 1).(a”) = (g4 M 1)u(a)]",
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onde no primeiro membro a” esta denotando o produto cup de a consigo mesmo n vezes e
[(g4 M 1).(a)]™ esta denotando o produto cup de (g4 M 1).(a) consigo mesmo n vezes. Mas
isto € um absurdo, pois por um lado temos que (g4 M 1).(a") = (g% M 1).(0) é o elemento
nulo de H"(RP"; Zs,), pois pelo teorema temos que a” = 0 ja que a € H' (RP™;Z,)
e n > m. E por outro lado, temos novamente pelo teorema que [(gx M 1), (a)]™ nao
é o elemento nao nulo de H"(RP™;Zs). Concluindo, assim, a demonstragao do teorema

2.2
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Capitulo 3

Uma nota sobre o teorema de

Borsuk-Ulam

Sejam R™ e S™ espacos com topologia induzida pela métrica euclidiana. Denote-
mos por « : S™ — S™ a aplicacao antipodal, ou seja, a aplicacao « é a aplicacao definida

por a(x) = —x para todo x € S™. E consideremos os dois conjuntos abaixo:

B={G cC S": G ¢ fechado diferente do vazio e a(G) = G}

F={f:5"—=R",f écontinua}.

A topologia sobre F com a qual estaremos trabalhando é a topologia induzida
pela métrica usual sobre F, isto €, a topologia induzida pela métrica definida para cada
f,g € Fpord(f,g) = sup{d(f(z),g(x)); x € S™}, onde d no segundo membro é a métrica
euclidiana.

Definamos 5 : F — B por B(f) = {z € S™; f(x) = f(—x)}, nosso objetivo neste

capitulo é demostrar que 3 esta bem definida e que vale o seguinte teorema:

Teorema 3.1 A funcao § : F — B € continua. Além disso, quando F tem a topologia
induzida pela métrica usual, a topologia semi finita superior € a maior topologia sobre B

na qual B € continua.
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Seja qualquer f € F, vamos mostrar que S(f) = {z € S f(z) = f(—x)}
pertence a B, o que implica que [ estd bem definida. Pelo Teorema de Borsuk-Ulam,

temos que B(f) é nao vazio, e observando que

B(f) = {zes™ f(z)=f(-=)}
= {zes" (f=foa)(x) =0}
= (f—foa) '({0})

é fechado em S™, pois f — f o« é continua e {0} é fechado em R"™, podemos concluir que
p(f) €B.

Vamos mostrar agora que 3 é continua quando a topologia sobre F é a topologia
induzida pela métrica usual e a topologia sobre B é a topologia semi finita superior. Seja
V# um aberto bésico de B e consideremos o subconjunto S~ (V#). Se V# N B(F) = 0
entdao B~1(V#) = ) ¢ aberto em F. Suponhamos que V# N B(F) # 0, seja qualquer
f e B (V#). Como V# & um elemento basico de B com a topologia semi finita superior

temos que

V#={Ce€B:CCV ondeV éaberto em S"}.

Logo, B(f) C V.

Temos que S™ é compacto, e sendo V' aberto em S™ temos, que S™ \ V' é fechado

em S™ e, consequentemente, S™ \ V' é compacto. Consideremos o conjunto

L=A{d(f(z), f(=x)) : x € S"\ V},

temos que 0 é um limitante inferior de L. Logo existe infL, denotemos infL = ¢ e
mostremos que € > 0.

Suponhamos que ¢ = 0, entdo existiria uma sequéncia (x,,) C S™\ V tal que
mli_rgod (f(zm), f(—xm)) = 0. Mas sendo S™\ V' compacto, existe uma subsequéncia (x,,, )
da sequéncia (x,,) que converge para algum z € S™\ V. Dai segue, juntamente com a

continuidade de d e f, que
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1@, f=) = d(F(m 2p,), S~ i 2,))
= d (;3520 f(xmk),ljlrgo f(—xmk))
= lim d(f(zm,), f(=2m,))

= 0.

O que implica que f(z) = f(—z) e, consequentemente, x € B(f) C V, o que é absurdo
pois x € ™\ V. Portanto € > 0.
Tomemos qualquer g pertencente a bola de raio 5 de centro em f, temos que

B(g) C V. De fato, seja a € 5(g), temos que

d(f(a), f(=a)) < d(f(a),g(a)) + d(g(a),g(=a)) + d(g(=a), f(=a)) < 5+0+35 =e¢.

Dai segue que a ¢ S™\ V o que implica que a € V e, dai, S(g) C V o que acarreta que
B(g) € V#, logo g € B~1(V#). Portanto temos que a bola centrada em f e raio g estéa
contida em B~1(V#) e, consequentemente, temos que 3~1(V#) ¢ um aberto. Logo 3 ¢
continua.

Vamos mostrar agora que a topologia semi finita superior é a maior topologia
sobre B na qual § é continua.

Usaremos as seguintes notagoes para os conjuntos abaixo:
H = {(tl, ...7tn+1) S Sn;tn+1 Z 0},

H' ={(t,....;tn41) € S";tny <0},

D={zeR% || < 1}.

Seja s = (0,...,0,1) € S™ e consideremos a aplicagdo o, : S™ — D definida por

( t1 tn
S aees , se (ti,...,thi1) € H
<1+tn+1 1+tn+1) (t +1)

O's(tl, ...,tn+1) =K

t tn )
- , se (t1,..,tpi1) € H'
\ (1_tn+1 1_tn+1
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Os conjuntos H e H' sao fechados e ao considerarmos os|y € 05|y temos que sao

duas fungoes bem definidas, pois se (t1,...,t,41) € H, temos que

||2:t%+---+ti: Lot _ 1=t
(1+tn+1>2 <1+tn+1>2 (1+tn+1) -

los(ti, s tsr)

ese (t1,...,tny1) € H', temos que
24 4 1—¢ 1+t,
ot tas)|? = T i e oy
(1 - tn—i—l) (1 - tn+l) (1 - tn+1)

Além disso, por 0|y e os|ps serem formadas por n fungdes coordenadas continuas cada,

segue que 0|y e og| g s@o continuas. Se (tq,...,t,41) € HNH', temos que t,,,1 = 0 e, dai
segue, que 0|y (ty,....tns1) = 0s|g(t1,...,tnr1). Portanto, og estd bem definida e, pelo

lema da colagem, é continua.

Observagao 3.1 A aplicacdo o/, : D — H, definida por

’ Lyl 7 1+ lyll2 1+ [yl )

é a inversa de o4y, além de ser continua.

Para cada =z € S", seja 0, : S™ — R" definida por 0, = o5 0 R;|sn, onde
R, : R""! — R"*! ¢ uma rotacio que leva x em s. Como uma rotacao de R**! em R"!
¢ uma aplicacao linear e R"*! é um espaco vetorial normado de dimensao finita, pode-se
demonstrar que R,|g» é continua para qualquer x € S™, este fato junto com o fato de oy

ser continua nos permite concluir que o, é continua.

Observacgao 3.2 0,(y) = —o0,(—y) para todo x,y € S™.

Afirmagao 3.1 0,(y) = 0.(—y) & y = tu.

Demonstracao: Vamos mostrar primeiro quando x = s. Seja y € S", denotemos y por

(t1, ..., tnt1), tal que 0.(y) = 0.(—y), entdo se y € H teremos que —y € H’, logo, para

¢t =1,...,n, obtemos que

( tl tn ) o ( _tl _tn )<:>
1+tn+l’.”71+tn+l 1+tn+l’”.’ 1+tn+l
t; —t;
&5 — = — &
I+t T+t

st = 0,
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e como y € H C S™ teremos que t,.; = 1. Portanto, y = s.

De forma analoga, se y € H' obtemos que y = —s. Além disso, se y = *+s
obtemos que o4(y) = (0, ...,0) = g5(—y).

Seja, agora, € S™ arbitrario, utilizando o fato de que R,|sn(—a) = —R,|sn(a),

para todo a € S™, e que 04(y) = 0s(—y) & y = *s, temos que

0:(y) = 0:(=y) & 05 (Re|s5n(y)) = 05 (Re|s5n(—y)) & 05 (Relsn(y)) = 05 (—Ralsn(y))
& Rylsn(y) = s &y = +x.

0
Afirmagao 3.2 Seja C' € B qualquer. Se y € S™, entao d(y,C) = d(—y, C).
Demonstracao: Temos que
A, C) = infld(y,2) =€ C)
= infld(—y,—z2): —z € C}
= inf{d(—y,c):ce C}
= d(=y,0)
U

Seja 7 uma topologia sobre B tal que [ seja continua. Dado U € 7 e C' € U,

definamos para cada x € C' a aplicacao f, : S™ — R", por

f=(y) = d(y, C)o.(y).

Como a funcao f, é o produto de duas funcoes continuas, segue que f, é continua. Por-
tanto, f, € F e logo faz sentido calcular S(f,).

Sey ¢ Ce f.(y) = f.(—y) teriamos que d(y, C)o,(y) = d(—y, C)o(—y) impli-
caria que o,(y) = 0,(—y), a ultima igualdade segue pela afirmacgao juntamente com
d(y, C) ser diferente de zero. Logo, pela afirmagao , terfamos que y = +x € C, o que
contradiz y ¢ C. Portanto, se f,(y) = f.(—y) temos que y € C. Esey € C, como C é
invariante pela antipoda, temos que —y € C' e, consequentemente, f.(y) = 0 = f.(—y).

Portanto 8(f,) = C.
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Observacao 3.3 A aplicacao [ é sobrejetora, para verificar isto basta tomar U acima

como sendo B.

Afirmacao 3.3 Se z € C, entao Je,>0 tal que para qualquer g € F pertencente a bola

de centro f, e raio 2¢,, tem-se g € 571(U).
Demonstracao: A afirmagao acima decorre do fato que sendo 5(f,) = C € U, temos que

f. € B7YU). E como U € 7 e 3 é continua quando a topologia sobre B é T, segue que
B71(U) é aberto em F e portanto temos a existéncia do e, tal que g € B(fy;2¢,) C
) O

Nosso objetivo a partir de agora sera construir um aberto V' C S™ tal que C C V
e V# C U. Para cada z € C, seja

Uw:{yGS”:d(y,C)<%x.

Como (—oo, %) é aberto em R e dp : S™ — R, definida por do(x) = d(z,C)
para todo x € S™, é continua, temos que U, é aberto em S™. Logo 36, € (0, %) tal que a
bola aberta em S™ com centro em x e raio 0., B(z,d,), esteja contida em U,.

Consideremos agora a cobertura {B(z,9,)}.cc de C. Pelo fato de C ser um sub-

conjunto fechado do compacto S™, segue que C' é compacto, logo admite uma subcobertura

finita {B(z;,d,,) :i=1,...,m} de C. Seja

v=l t)nl U Blas)

1<i<m 1<i<m
Como U,, e B(x;,0,,) sdo abertos para i = 1,...,m, temos que a intersec¢ao entre
os Uy, e a unido entre os B(z;,d,,) sdo abertos em S”. E, portanto, V é a interseccao de
dois abertos e, consequentemente, V' é aberto em S”.
Vamos mostrar agora que C' C V. De fato, temos {B(z;,d,,) : i = 1,...,m} é

uma cobertura de C', logo

cc |J B(=i.ds)

1<i<m
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E como Ve € C temos que d(c,C) = 0, segue, para i = 1,...,m, que

CclU,=CcC () U,

1<i<m
Portanto,

ccl () Uun[ U Bl =V

1<i<m 1<i<m

Consideremos agora V7, e seja qualquer A € V7.

Observacao 3.4 Temos que existe um 1 < j < m tal que AN B(z;,0,,) # 0, devido a

J

forma que V' é construido.

Além disso, observando novamente a forma que V foi construido podemos notar

que V C Uy, o que implica que A C U,
Afirmagao 3.4 Existe r € (0,1) tal que
0, (0B (£14,20,,)) = 04 (0B (£5,20,,)) = {(y1, .., yn) ER™ 1 yf + -+ + y2 =17},

Demonstracao: Observemos que

Oz; (3B (Ijﬂ25~’ﬂj)) = (US © R%“S") (GB (Ij’Q(sza‘))
— o (Rase (08 (1,20,)))

= 0, (83 (s, 2(5%.)) .

E de forma anéloga, obtemos que o, (GB (—a:j, 2(5:,3],)) = 0, ((93 (—3, 2(5mj)). Pela obser-
vagao juntamente comy € 0B (5, 25mj) se, e somente se, —y € 0B (—5, 25mj), obtemos
que o, (8B (s, 25%.)) =0, ((")B (—s, 25Ij)).

Inicialmente mostraremos que existe r € (0,1) tal que
Os (aB<_S7 2693])) = {(yb ’yn) c R™ - y% 4+ 4 yz — 7,,2}.

Temos que y € 0B(—s;24,,) se, e somente se, d(—s,y) = 20,,. Logo, segue que

d(=s,y) = Vyi+-+ 2+ (-1-p)? S i+ -ty + (-1 —yup)’ = 407, &
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Yi oty Y T 2 + 1 =407 & 1+ 2y + 1 =407 © Yoy = 207

Portanto,
0B(—5;204,) = {(Y1, -, Un> Yn+1) €St Y1 = 252], — 1}

Dai se y € 0B(—s;26,,) C H’', temos que:

o (y) _ Y1 Yn
° 22027772202

2 2
S/ NS (7S B/t et /1
2 - 262, 2 - 202, (2202 )2

Vit Y — Y

(2 —202 )2
_ 1- y72t+1
(2—202)2
1—45; +407 —1
B 4(1 - 62))2
62
Coa-e)y

-1
J

1 62
Como 5m].<§, tomando r = ’/17_61%],’ temos que 7 € (0,1) e para todo y € 9B(—s;20,,)

temos que |los(y)|| =7 .

Se y € 0B(s;20,;) C H, pela observa(;éo segue que ||os(y)|| = || — as(—=v)|l-

Do fato de y € 0B(s;26,,) implicar que —y € 0B(—s;26,,), obtemos que |os(y)|| = 7.

Portanto,

04, (0B(%1;,20,,)) = 05(0B(£5;20,;)) C{(y1,-,yn) € R": YA .%21 = r?.

Seja (hy, ..., h,) um elemento arbitrario de {(yi,...,y,) € R" : yf + -+ + 3> =
2h1 2hn T2 —1
14727777 147271412

consideremos y = ( ), temos que:

r’} e
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1
lyll? = m [4(h%+...+h721)+(1_7,2)2]
1
= G Wttt
1 2
= e 047

=1

Y

2

. r .
ou seja, y € S™. Como r < 1 temos que < 0 e, consequentemente, y € H'. Dai

1472
segue que
2hy 2hn_
72 o)
Os(y) - (1 1+7‘2_1 PR} 1 1+'r'2_1>
T 1402 T 1402
o 2h1 2hn
o\l —(r2=1) 142 —(r2—1)
= (h1,..., hy)
(§]

2h \° 2h, \° [r2-—1 2
d(y,—s) = \/(1+r2) +---+<1+T2> +(1+T2—1)

1
- \/—(1 - r2)2(4h§ + ...+ 4hZ 4 4rt)

B 4r2(1 +12)
(1+472)2
B 4r2
V142
52
Mas como 7 = Y temos que:
mo r oy mos qu
52
J
=N -
d(y, —s) = TR 2. \/02 =20,
>y
J
Portanto (hy,--- , h,) € 05(0B(—s;2d,,)), e como consequéncia obtemos que

0., (0B(£x;,20,,)) = 05(0B(—5;264,)) D {(y1, s yn) ER™ tyf + -+ +yo =17}
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E assim concluimos que

02, (0B(£1,20,,)) = {(y1, - yn) €ER" 17 + -+ + 42 = r?}. 0

Afirmagao 3.5 Para todo y € B[+£s;20,,], tem-se que ||os(y)|| < r, para o mesmo r da

afirmacao anterior.
Demonstracao: Para y € 0B[£s;20,,| = 0B(+£s;2d,,) temos, pela afirmagao anterior,

que |los(y)|| = r. Suponhamos que y € S™ tal que ||os(y)|| > r, denotemos y por
(t1, ..., tnt1), se y € H obtemos que

B4t Gttty 1= -t

2
Os = = = = .
|| (y)H (1 + tn+1)2 (1 + tn+1)2 (]_ + tn+1)2 1+ tn+1
Tendo [log(y)[| > 7 e [los(y)® == b odemos obter que ¢, 1 < - Observemos
Os Os = T, n . v
Y Yy 1+tn+1p q +1 21
agora que
1—1?
(d(y,s))> =2+ -+ 2+ (tp1 — 1) =2—2, 1 >2—2- -
147
52
Substituindo r = 1 ‘TJ(SQ , obtemos que
Tj
52
1-—=
2 1- 5920;‘ 2 2
(d(y,s))” >2—2- — | = 2-2(1- 25xj) = 45%.
1 &
1

:
O que implica que d(y, s) > 20,, e, portanto, y ¢ B(s;d,,;). E como y € H também temos
que y ¢ B(—s;0,,), logo y ¢ B(&s;d,,). De forma similar se y € H' tal que |oy(y)|| > r
também teremos que y ¢ B(%s;4,,). E isto conclui a demonstracao desta afirmagao. [

Agora queremos encontrar uma fun¢éo g : S — R™ continua tal que S(g) = A
e g pertenca a bola aberta de centro f,, e raio 2e,,, pois existindo tal fungao teremos
pela afirmagao que A € U e, consequentemente, V# C U. Mas antes iremos construir
algumas fungoes para tornar viavel a construgao da fungao g.

A observagao (3.4 nos garante que existe v € ANB(z;,20,;). Seja Ry, |s» arotagao
utilizada na definicao de o, e denotemos ' como sendo o ponto Ry, |s» ().

Sejam Ay, Ay : B[s;20,,] \ {2’} — R, definidas respectivamente por
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M(y) =l os() I* + | 0u(2) I =2(0s(2"), 04(y))

Xa(y) =2 ((os(2"), 05(y)) — llos(a)]1?),

onde ||.|| € a norma e (-,-) é o produto interno.

Logo, tanto A\; quanto \; estao bem definidas e sdao continuas, pois sao com-
posicoes de fungoes continuas.

Vamos mostrar agora que A;>0. Suponhamos que A; < 0 e denotemos x’ por

(ZT1,..,Tn) € y por (Y1, ...,Yn) . Dai seguiria que

i e f% y% - y% o T1yl4++Tpn yn
et T omr P o Tt @ 2 @ty S0

(@A) Uty )"+ +0) (4T 1)* 2@t +Tnyn) (yns) (4 Tni1)
(1+Zn+1)2(L4+yn+1)?

Como (1 + Tpy1)%(1 + ypy1)?> 0, pois 2/, y sdo diferentes de —s, segue que

@+ AT0) (Y)W +Y0) (L4 Tnr1)? 2@y 4 Tatn) (1Y) (14 T41) <0

= (1=75 1)) (1 yns1)* + (1= ) A4 T041)? = 2@ 1 g1+ 4T tn) (1 T1) (1 Ynga) <0 =

2Ty 4 o A Tn) L+ T 1) U4 Ynsr) > (1 =T ) (L H Y’ + (1= w0 ) (1 +Tpg)* =
2@y + -+ Tpyn) = (1= Tpg1) (14 Ynr1) + (1 = Yo ) (1 + Tpr) =

2(E1y1 + ...+ fnyn) Z 2 — 25n+1yn+1 = flyl + ...+ Enyn + fn+1yn+1 Z 1.

Mas ao considerar v e u, como sendo respectivamente os seguintes vetores (T, ..., Tp41) €
(Y1, -+, Yns1), € O 0 dngulo entre eles, entdao obtemos que cos(f) = m > 1. Mas como
lcos(0)| < 1, segue que cos(f) = 1, o que implica que § = 0. E como |[v|| = 1 = ||ul|, segue
que v = u. O que acarreta que =’ = y, o que contradiz y € Bl[s;2d,,] \ {2'}. Portanto,

)\1>O.
Seja t : B[s;20,,] \ {z'} — R, definida por

—a(y) +VA3(y) + 4y (y) (2 — llos(=)[[*)

tly) = ()
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Como M (y) > 0 e r? — |los(y)||* = 0 para todo y € Bl[s;2d,,] \ {2}, onde a ultima
desigualdade decorre da afirmagao [3.5] concluimos que t esta bem definida. E pelo fato
de podermos escrever t como uma composicao de fungoes continuas temos que ¢ também

sera continua.
Observagao 3.5 Paracaday € Bls;20,,]\ {2’} temos que ¢(y) ¢ uma solucao da equacao
MWL+ XW)t + flos(2)||* = r2.
Seja v’ : Bls; 20,,] \ {2’} = {(y1, ..., yn) € R" 1 yf 4+ --- +y2 = r*} , definida por

V'(y) = (1 —t(y))os(2) +t(y)os(y).

Vamos mostrar que v’ estd bem definida, para isto basta mostrar que [[v/(y)]|* = r%.
Temos que:
2 2
l'WI™ = I = t(y))os(a) + ty)os(y)]
_ _ 2
T Ty (75 Yn
= -t T, = T = +t )
H( ) (1+Tn+1 1+$n+1> (v) (1+yn+1 1+yn+1>
_ ( Atz , )y A—ty)Tn , W)y ) ?
14+ Zn L+ ynpr 7 14T 14 Ynt1
T34+ T2 201 —ty)t(y) Ty + - + Tpn
_ 1 —t(y))2 1 — 2n ( (y)) (_y)( 1Y1 Y ) +
(1+ Tps) (1+Zna) (1 + Ynt1)
2 2
ittty
Fi(y) e

= (0=t @ +2 () ~ 1)) [y s (0o )

(14 Znt1) (1 + Yns1)

Elyl"i_"'fnyn 2
+t —2llos(x)||* + 2 < 1+ os(x'
) |2 + 2B o)

= MWty + XaW)t(y) + os(@)]

= ”]"27

= 1[I+l -

onde a tltima igualdade acima segue da observagao [3.5] Logo v’ esta bem definida e como

v é a soma de produtos de fungdes continuas é portanto uma fungao continua.
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Como v’ é continua, podemos construir a aplicacao continua
v (B[S; 2590]] U B[_S; 25:):]]) \ {:I:l'/} - {(yl, 73/71) €R": y% oot y721 = 7,.2} s

definida por
V'(y), se y€ B[s;25$].] \ {2'},

—v'(~y), se y € B[—s;20,,] \ {—2}

v(y) =

Observagao 3.6 Para todo y € (Bl[s;20,,] U B[—s;26,,]) \ {2} temos que v(y) ¢ dife-
rente de v(—y). Pois caso contrario, utilizando a definigdo de v, teriamos que v(y) seria

o vetor nulo e este nao pertence ao conjunto {(yi,...,y,) € R : y? + -+ + ¢y = r?}.

Definamos 1y : B[s;20,,] \ {2’} — R™ e 1)y : B[—s5;20,,] \ {—2'} — R", respectivamente

por
d(os(y),04(z"))
U1(y) = 4 (0). 0x(2) v(y)
boly) = Lo

d(v(y),o5(—2"))
Nao é dificil de notar que estas duas fungoes estao bem definidas e sao continuas.

Dado qualquer y € dB(s;24,,), temos que:

@) = los@)IP) = 40+ [l os(a) |I* =2(0u(2'), 04(y)) (r* = llow(2)]*)

= 4t — df|oy(@)|* + 8(0u(2), 0u(v)) (= + [Joa(2)]?) -

Ny) = [2((0u@),0u®)) — lou@)]2)]’

= 4((0,(2),05(y))" = 8llos(2)*(ou(2"), o (y)) + 4o ()]

Consequentemente,
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2

X ) + ) = llow,(@)7) = 4(r* = {os(2), 05(y)))

= (2\i(y) + Aa(y))*.

E portanto, utilizando as defini¢coes das funcgoes t e v, temos para todo y perten-
cente a OB(s;20,;) que t(y) = 1 = v(y) = o5(y).

Utilizando as definigdes de v e oy, também teremos que v(y) = os(y) caso y
pertenca a 0B(—s;20,,).

Dai segue que, se y € JB(s;26,,), temos que o4(y) = ¢1(y) ese y € IB(—s;20,,),
temos que o5(y) = ¥2(y).

Além disso, algo que podemos notar em relacao as fungoes i, e 1 é que: dado
qualquer sequéncia (y,) C B(s;20,;) que converge para ', tem-se que t1(y,) converge
a zero; e para qualquer sequéncia (y,) C B(—s;20,,) que converge para —z’, tem-se que
a(y,) converge a zero.

Logo, pelo lema da colagem, obtemos que a funcao v : S™ — R”, definida por

(

os(y), se yeS”— (B(s; 205;) U B(—s; 26%.))
0, se y=4a

Ui(y), se y € B(s;20,)\ {2’}
| Va(y), se y € B(=s;20,) \ {—2'}

¢ uma funcao continua. Através de 1) podemos obter a funcéo continua ¢ = 1) o Ry, |sn.

Afirmacgao 3.6 Nao existe y € S™ diferente de +x tal que ¥(y) = ¥ (—y)
Demonstracao: Como 7' = R, |sn(z) e —2" = —Ry,[sn(x), demonstrar esta afirmagao

& equivalente a demonstrar que nao existe y € S™ diferente de +a' tal que (y) = ¥(—y)

Se y € S\ (B(s;26,,) U B(—s;24,,)), temos que:
—y € S™\ (B(s; 20,,) U B(—s;25$].)) .

Dai, juntamente com a afirmacao segue que ¥(y) = o,(y) # os(—y) = V(—y).
Portanto, nao existe y € S™ \ (B(s;%zj) UB(—8;25IJ.)) tal que ¥(y) = ¥(—y). Se
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y € B(s;26,,) entao, temos que —y € B(—s;2d,,). Logo,

Low.o@)  do(y.—o(-2)

10l o) "W = Ta) ) Y

_ dlos(=y) 0s(=2")

= Ay Y
d(os(=y),os(=2")

7 d(v(—y),os(—2")) v(—y),

onde o sinal de diferente é consequéncia da observacao juntamente com o fato de

d(os(y),0s(z') _ d(os(=y)os(=2')) o o .
d(v(zj/),as(x’)) = d(v(—yy)ps(—x’)) # 0. Portanto, 1 (y) # 1 (—y) para todo y € B(s;20,,).

Analogamente obtem-se que ndo existe y € B(—s;2d,,) tal que ¢(y) = ¥(—y), e assim

concluimos a demonstragao da afirmacao. O
Afirmagao 3.7 Para todo y € S™ temos que [|¢(y)| < 1.
Demonstracao: Como Im(i)) C I'm(i)) para demonstrarmos a afirmacio ¢ suficiente

verificar que || (y)|| < 1 para todo y € S™. Por ||os(y)| < 1, serd necessario apenas

mostrar que: quando y € B(s;2d,,) temos que

d(os(y),05(2"))
e <! .
e quando y € B(—s;20d,,) temos que
’d(ds(y),0'5<—l’/))‘ < 1. (32)

d(v(y),o5(—2))
Seja y € B(s;20,;) entao, v(y) = (1 —t(y))os(z') +t(y)os(y). Suponhamos, por absurdo,
que t(y) < 1 para y € B(s;20x;). Logo ap6s multiplicarmos ambos os membros por

2X1(y), terfamos

“a(y) + AW) + () (2 ~ lou@)][2) < 22 (),

somando A2(y) em ambos os membros e depois elevando ao quadrado obteriamos

A3 (y) +4M(y) (7 = llos(@)IP) < 4X(y) 4+ 4M () A (y) + A5 (y).



66

Subtraindo A\%(y) em ambos os membros e colocando 4\ (y) em evidéncia no segundo

membro obteriamos

A (y) (r* = llos(@)]1%) < 4 (y) (M) + X (),

e como \; > () seguiria que

1 = ()P < Muly) + daly)
Pela definigao de A\; e Ay obtemos que A1 (y) + Ao (y) = ||os(y)||* — ||os(2)]|?, e substituindo
na desigualdade acima obteriamos

r? = llos@)* < llos@* = llos@)* = losw)lI* > r*,

o que contradiz a afirmagao jé que y € B(s,26,,) C B[s,26,,]. Portanto t(y) > 1, isto
juntamente com o fato de v(y) = (1 — t(y))os(z') + t(y)os(y) implica que o4(x’), o4(y) e

v(y) s@o colineares nesta ordem. Logo,

d(v(y), 04(2)) = d(v(y), 04(y)) + d(0:(y), 05(2)) = d (05(2"), 05(y)) -

Portanto quando y € B(s;20,;) vale a desigualdade (3.1). Observando que

d(0s(=y), 0s(2")) _ d(0s(y),05(=2"))

d(v(=y),05(2"))  d(v(y),os(—2"))

e que se y € B(—s;20,,) implica que —y € B(s;2d,,), obtemos que vale a desigualdade

(3.2). O

Definamos ¢ : S™ — R por

o(y) = max {d(y,C),%}-

Ex;
Seja (a,b) um aberto bésico de R. Se b < 7], temos que ¢~ '(a,b) = @ é aberto

Ep.
em S™. Sea > %, temos que

e (a,b) = {yeS":0(y) € (a,b)}
= {yeS":dy,C) € (a,b)}

= d¢' ((a,b))
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¢ aberto em S™, pois d¢ : S™ — R é continua e (a, +00), (—o0, b) s@o abertos em R. E se

€z,
% € (a,b), temos que

e a,b) = {yeS":o(y) € (a,b)}
- fresowe[F0)
= {yeS":d(y,C)<b}

= dal(_oovb)
¢ aberto em S™, pois d¢ é continua e (—o0, b) é aberto em R. Portanto ¢ é continua.

Observagao 3.7 Temos, para todo y € S™, que ¢(y) > 0 e, com o auxilio da afirmagao

-2 temos que ¢(y) = o(—y).

Definamos agora ¢ : S™ — R" por

d(y, A)
d(y, A) +d (y, S\ Us,)

9(y) = oY) (y).

Temos que esta bem definida, pois A C U, e S™ \ U,, sdo fechados em S™, o que implica
que d(y,A) =0 e d(z,S"\U,;,) =0 apenassey € Aez € S"\U,,, e AN (S"\U,,) =0
acarretam que d(y, A) e d (y, S™\ ij) nao sao simultaneamente nulas e, consequente-
mente, temos que d(y, A) +d (y, 5™\ U,,) # 0. Como g pode ser vista como composigao
de funcgoes continuas, g é continua. Portanto g € F.

Vamos calcular agora 5(g). Se y € A, temos que —y € A e, consequentemente,
g(y) = 0= g(—y). Portanto A C 5(g).

Mas antes de mostrar que (g) C A, enunciaremos a seguinte afirmagao:

Afirmacgao 3.8 Se M C S™ é um conjunto invariante pela antipoda entao, S™ — M é

invariante pela antipoda e d(y, M) = d(—y, M).

De forma similar a demonstragao da afirmagao [3.2] pode-se demonstrar a segunda
parte desta afirmacao enquanto a primeira decorre do fato de M, sendo invariante pela
antipoda, implicar que se um elemento nao pertence a M entao o seu oposto também nao

pertencera.
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Pela afirmacao temos para todo y € S™ que:

d<y7 A) . d(_y7 A)

d(yvA) +d(y7 S \ UIEJ> d(_yvA) +d(_y75n \ UIBJ>

Suponhamos, por absurdo, que existe y € S™ \ A tal que g(y) = g(—y). Desde

que y € S™\ A, temos que:

d<y7A) _ d(_yaA) 7& 0
d(y, A) +d(y, S"\ Uy;)  d(~y,A) +d(~y, 5"\ Uy;) "

Logo,
9(y) = 9(=y) & w(W)V(y) = e(=y)¥(-y),

isto juntamente com a observagao [3.7], implica que

9(y) = 9(—y) & Y(y) = V(~vy).

O que é um absurdo, pois temos que —z, z € A e pela afirmagao [3.6) nao existe y diferente

de +z tal que ¢(y) = ¥ (—y). Portanto 5(g) C A e, assim, concluimos que f(g) = A.
Afirmagao 3.9 A funcao g pertence a bola centrada em f,, de raio 2e,,.

Demonstracao: Para demonstrar esta afirmacao é suficiente demonstrar que

d (g, fo;) = sup{d (9(y), fo,(v)) sy € S"} < 2e,,.

Se y € U,, entao, temos que:

d(y, A)

€
<1l e dy0C) < —.
a0y A) +dly, 5\ 0, ) ©:0)

2

€z .
Logo, pela afirmagao , obtemos que ||g(y)|| < 7J Além disso,

£, )]l = (g, C) o, ()| < 2.

Portanto,

d(g(y), f2; () = lg() = fa; DI < Mg+ [ fo; )| < ;-
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Se y € S™\ U,, entao, temos que:

d(y, A)

Ez;

=1 e d(y,C)ZT.

Logo, v(y) = d(y,C) e g(y) = d(y,C)¥(y). Mas B(£x;,20,;) C U,, e como rotagoes
preservam distancia, temos que R, |gn (B (Exj, 2535].)) = B(&s,20,,) e, consequentemente,

Ry, |sn(y) € S™ — B(£s,20,;). Dai segue que 9 (y) = 04,(y), o que acarreta que

9(y) = d(y, C)o,(y) = fz;(y)-

E portanto,
d(g(y), f2,(y)) = 0.

Como para todo x € S™ temos que d(g(y), fz,;(y)) < €s,, podemos concluir que
d(g, fz;) < €a; < 264, d

Até entao escolhemos U € 71 arbitrario, onde 7 é uma topologia sobre B tal que
a funcao B é continua. Pegamos um C € U qualquer e construimos V# pertencente a
topologia semi finita superior tal que C' € V# e escolhemos um A € V# qualquer. Logo,
para concluir a demonstracao de que a topologia semi finita superior é a mais fina sobre
B tal que 8 é continua basta mostrar que A € U.

Como z; € C, temos pela afirmagao acima e a afirmacao que g € 71U). E
portanto, A = 3(g) € U e, consequentemente, V# C U.

E terminamos este trabalho com a seguinte representacao para conjuntos F' fecha-
dos nao vazio e invariantes pela antipoda: dado qualquer conjunto fechado nao vazio e

invariante pela antipoda, existe pelo menos uma funcao continua f : S™ — R” tal que

F={zes" fx) = f(-2)}

Tal representacao é consequéncia da observagao [3.3
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