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Resumo

Nesta dissertagao, baseada no artigo “ The Codazzi Equation for Surfaces” de Juan A.
Aledo, José M. Espinar e José A. Galvez [8], descrevemos algumas aplicagdes de uma teoria
abstrata para a equacao de Codazzi em superficies. Nessa teoria sao estudados de modo
abstrato, pares de formas quadréticas definidos em uma superficie satisfazendo certas
propriedades, em particular os chamados pares de Codazzi, para os quais a equagao de
Codazzi € satisfeita. Dentre as aplicacoes, apresentamos uma demonstracao de uma versao
abstrata do cléssico teorema de Hopf sobre superficies homeomorfas & esfera imersas em
R3 com curvatura média constante. Outras aplicagoes sao demonstracoes do teorema de
Liebmann sobre superficies completas em R? com curvatura Gaussiana constante positiva,
e do teorema de Grove sobre rigidez dos ovaloides. Estudamos também a existéncia de
diferenciais quadraticas holomorfas associadas a pares de Codazzi, as quais sao usadas,
em particular, na classificacao das superficies de Weingarten especiais elipticas de tipo
nao-minimo, completas e mergulhadas em R?, cuja curvatura Gaussiana nao muda de

sinal.

Palavra-chave: Equacao de Codazzi, par de Codazzi, curvaturas médias e Gaussiana,

superficies de Weingarten, diferencial de Hopf.



Abstract

In this work, based on the article “ The Codazzi Equation for Surfaces” by Juan A.
Aledo, José M. Espinar and José A. Galvez 8|, we describe some applications of an
abstract theory for the Codazzi equation on surfaces. This theory deals with abstract
pairs of quadratic forms on a surface, in particular the so-called Codazzi pairs, for which
the Codazzi equation is satisfied. Among the applications, we give a proof of an abstract
version of a classical theorem due to Hopf on immersed spheres in Euclidean space R?
with constant mean curvature. Other applications are proofs of Liebmann’s theorem on
complete surfaces with constant Gaussian curvature in R* and of Grove’s theorem on the
rigidity of ovaloids. We also study the existence of holomorphic quadratic differentials
associated with Codazzi pairs. This is used, in particular, in the classification of complete
embedded elliptic special Weingarten surfaces of non-minimal type in R? whose Gaussian

curvature does not change sign.

Key-words: Codazzi equation, Codazzi pair, Gaussian and mean curvatures, Wein-

garten surface, Hopf differential.
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Introducao

Em uma superficie ¥ imersa em R? estao definidas duas formas quadraticas, cha-
madas de primeira e sequnda formas fundamentais de Y, que satisfazem condi¢oes de
compatibilidade conhecidas como as equacoes de Gauss e Codazzi.

Alguns resultados classicos da teoria de superficies em R?, como o Teorema de Hopf
caracterizando a esfera umbilica dentre as superficies homeomorfas a esfera imersas em
R? com curvatura média constante, dependem, em esséncia, apenas da equacao de Co-
dazzi. Tendo em vista possiveis generalizacoes e outros resultados dessa natureza, autores
como T. K. Milnor [17], [19] e [20], introduziram uma teoria abstrata de pares de formas
quadraticas (I, I1) em uma superficie, em que I é uma métrica Riemanniana e a equagao
de Codazzi é satisfeita. Nessas condigoes, o par (I, 1) é chamado um par de Codazzi.

Neste trabalho, baseado no artigo de J. Aledo, J, M. Espinar e A. Galvez [8], apre-
sentamos novas aplicagoes dessa teoria. Como veremos, além de conduzir a interessantes
generalizacoes de resultados classicos da teoria de superficies imersas em R3, como o
Teorema de Hopf acima citado, a teoria de pares de Codazzi permite unificar demonstra-
¢oes de teoremas aparentemente nao relacionados e fornece técnicas tteis para mostrar
resultados de unicidade para certas classes de superficies.

A seguir descrevemos os contetidos de cada um dos capitulos desta dissertagao:

No capitulo 1 introduzimos os conceitos basicos utilizados no restante do trabalho,
assim como as ferramentas necesséarias para as demonstragoes dos principais resultados
dos capitulos seguintes. Destacamos o conceito de par fundamental de formas quadraticas

em uma superficie 3 e sua representacao com respeito a sistemas de coordenadas especiais.



Definimos as curvaturas média e Gaussiana de um par fundamental e introduzimos a nocao
de um par de Weingarten. Além disso, mostramos a importante relagao entre a diferencial
de Hopf e os pontos umbilicos de um par fundamental.

No capitulo 2 definimos par de Codazzi e demonstramos um dos teoremas principais
do trabalho, o qual é uma versao abstrata de uma generalizacao do Teorema de Hopf
para uma classe de pares de Codazzi que sao também de Weingarten. Como interessantes
aplicagoes desse resultado, apresentamos versoes abstratas de um Teorema devido a Bon-
net e da parte de unicidade em um problema de Christoffel. Apresentamos ainda duas
versoes abstratas: o Teorema de Grove sobre a rigidez dos ovaldides em R? e o Teorema
de Liebmann sobre as superficies completas.

No capitulo 3 estudamos a fun¢ao de Codazzi, que mede o quanto um par fundamental
deixa de ser de Codazzi. Mostramos uma versao do teorema 2.4 em que a hipotese de
que o par seja de Weingarten é substituida por uma estimativa da fungao de Codazzi em
uma vizinhanca de cada um de seus pontos umbilicos.

No capitulo 4, mostramos que para cada par de Codazzi em uma superficie 3 é possivel
associar um outro par de Codazzi cuja diferencial de Hopf é holomorfa. Introduzimos
também uma importante classe de pares de Codazzi, os pares de Weingarten especiais.

No capitulo 5 mostramos como a teoria abstrata desenvolvida nos capitulos anteriores
pode ser usada para classificar as superficies de Weingarten especiais elipticas em R? cuja

curvatura Gaussiana nao muda de sinal.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos os conceitos béasicos utilizados no restante do trabalho.
Definimos um par fundamental de formas quadraticas em uma superficie, inspirados pela
primeira e segunda formas quadraticas de uma superficie em R3. Discutimos as represen-
tagoes de um par fundamental com respeito a sistemas de coordenadas (ou parametros)
na superficie, em particular parametros isotérmicos e duplamente ortogonais, assim como
as representagoes da complexificacao de tais pares em relacao aos parametros complexos
associados. Definimos as curvaturas média e Gaussiana de um par fundamental e obtemos
suas expressoes em termos de parametros locais. Introduzimos a classe de pares funda-
mentais de Weingarten, em que a curvatura média é uma fungao da curvatura Gaussiana.
Discutimos a nocao de ponto umbilico de um par fundamental e sua relagdo com a di-
ferencial de Hopf do par. Definimos o conceito de indice de um ponto umbilico de um
par fundamental e obtemos uma férmula para calcula-lo em termos de sua diferencial de
Hopf.

Em todo o trabalho, admitimos como pré-requisito o contetido dos capitulos 1 e 2 de

[12]. Usamos o termo diferencidvel para significar de classe C*.



1.1 Pares Fundamentais

Neste trabalho, usaremos o termo superficie para nos referir a uma variedade dife-
renciavel orientével de dimensao 2. Dada uma superficie 3, denotaremos por X(X) o
conjunto dos campos de vetores diferenciaveis em ¥ e por C*°(X) o conjunto das fungoes

reais diferencidveis em . Uma forma bilinear em ¥ é uma aplicagao
T: X(X)x X(X) = C()
tal que
(i) T(fX,)Y)=fT(X,Y)=T(X, fY) para quaisquer X,Y € X(X), f € C*(2);

i) T(X+2)Y) =TX,)Y)+T(ZY)e T(X,)Y +Z) = T(X,)Y)+ T(X,Z) para
quaisquer XY, Z € X(X%).

A propriedade (i) implica que o valor de T'(X,Y") em p € 3 depende apenas dos valores

de X e Y em p. Assim, para cada p € X, a forma bilinear 7" define uma aplicacao bilinear
T,: T,X x T, — R,

em que 7,) denota o plano tangente a X em p.

Diz-se que a forma bilinear T é simétrica se T(X,Y) = T(Y, X) para quaisquer X,Y €
X (X2). Equivalentemente, T ¢ simétrica se T, ¢ uma aplicacao bilinear simétrica para todo
p € X. Se, além disso, para cada p € ¥ a aplicagao bilinear 7T}, é positiva definida, isto ¢,
T,(X,, X,) > 0 para qualquer X, € T, entdo T é uma métrica Riemanniana em X.

Se T' ¢ uma forma bilinear simétrica em ¥, sua forma quadrdtica associada é a aplicacao

A

T X(5) = Cx(5)

dada por T(X) = T(X,X) para qualquer X € X(¥). Em geral usaremos o mesmo

simbolo para representar uma forma bilinear simétrica e sua forma quadratica associada.



Vejamos como se exprime uma forma bilinear simétrica em uma superficie ¥ em termos
de um sistema de coordenadas (z,U) em um aberto U C ¥, com = = (x,x2). Denotamos

or 22— -9 o5 campos coordenados e por dzy, drs as 1-formas duais, ou seja
) ) )

Ox1’ Oxa
0 1 set=7
du; 0 seij.

Entao, para cada p € U, as aplicagdes bilineares {dz;(p) ® dz;(p) | i,j = 1,2} formam
uma base do espaco das aplicacoes bilineares {«a: T,¥ x T,,> — R}. Portanto, toda forma

bilinear 7" em X se exprime em U por
2
T =Y Tydr; ® duj,
ij=1
em que T;; = T(%,%), 1 < 4,5 < 2, sao funcgoes reais diferenciaveis em U. Em
i J

particular, se T' é simétrica, sua forma quadratica associada (denotada com o mesmo

simbolo T') se exprime em U por
T = Edx} + 2Fdx dxg + Gdas | (1.1)
em que E = TH, F = T12 = T21 eG = TQQ.

Definigao 1.1. Um par fundamental em uma superficie ¥ é um par (I, ) de formas

quadraticas reais em ¥ tal que I é uma métrica Riemanniana.

Ao par fundamental (I, 1) esta associado S: X(X) — X(X), chamado de operador
de forma de (I,11), dado por

II(X,Y) =1(5X,Y), (1.2)

para quaisquer X,Y € X(X). Como S(fX) = fS(X) para quaisquer X € X(X), f €
C>*(X), para cada p € ¥ obtemos um endomorfismo auto-adjunto S: T,¥ — 7,3 dado
por I1(X,,Y,) = 1(5,X,,Y,) para quaisquer X,,Y, € T,%.

p)-p



1.1.1 Complexificacao de uma forma quadratica

Dada uma superficie 3, definimos o plano tangente complexificado a ¥ em p, denotado
por T ;CZ, por
Trs ={X,+1iY,; X,,Y,€T,5}.

Se T' é uma forma bilinear simétrica em >, para cada p € ¥ podemos estender C-
bilinearmente a aplicacao 7}, a uma aplicacao C-bilinear T’ ;,C: T;,CE X T;,CE — C.
Se (z,U) é um sistema de coordenadas em um aberto U C ¥ contendo p, com x =

(21, 22), denotamos z = 1 + ixs,

o _1(0 oy o _1(0 o "
dz 2\ 0r 0T 0z 2\ 0x; 0xy ) '
Como {8%1, 8%2} ¢ uma base para T,% sobre R, entao {%, %} é uma base para T;CZ

sobre C. Além disso, denotando dz = dxy + idxy e dZ = dx; — idxs, para cada p € U o
conjunto {dz(p) ® dz(p),dz(p) ® dz(p),dz(p) ® dz(p),dz(p) ® dz(p)} forma uma base do
espaco das aplicagdes bilineares {a®:TF% x T — C}.

Portanto, a forma quadratica associada a T se exprime em U como
TC = pdz?+2X|dz|” + qdz* |

em que \dz\2 significa dzdz,
o 0 1 0 o 0 0 1
=7 =—, =) =-1TF — — =—(E—G—2iF
p <(9Z7 32) 4 (5’x1 Z(‘?J;g’ 011 Z(‘?xQ) 4( G =2k,

q:TC(2 ﬁ)lec(a 0 90 +z’a>:}l(E—G+2iF):p

202) — 10 \om " "ory 0n, " 'omy

o 0 1 0 o 0 0 1
AN=T¢—, =) =-TC ' — =—(F .
( z) (8:51 +Z8332’8:161 Z@azg) 4( +G)



1.1.2 As curvaturas média e Gaussiana de um par fundamental

Definimos a curvatura média H (I, IT), a curvatura Gaussiana K (I, I]) e as curvaturas
principais k; e ko do par fundamental (I, I7), respectivamente, como a metade do trago,

o determinante e os autovalores do operador de forma associado S. Assim,

H(I,IT) = k”;k? o K(IIT) = kyky (1.4)

Para exprimir as curvaturas média e Gaussiana de (I, 1) com respeito a um sistema

de coordenadas (z,U) em X, com x = (x1, 23), sejam

I = Edx} + 2Fx dzy + Gd;

II = edx? + 2fdx dxy + gda;
as expressoes de [ e I em termos de (z,U) e

a b
c d

a matriz do operador de forma S com respeito & base formada pelos campos coordenados

0 0  Fntao

Oy Oz
e f a b E F
f g c d F G
E F
Como I é uma métrica Riemanniana, a matriz ¢é inversivel, logo
F G
~1
a b e f E F
c d f g F G
Portanto,
Eg+ Ge — 2Ff eqg — f2
H(I,II) = K(I,Il)= ——. 1.5



Vejamos agora como as curvaturas média e Gaussiana do par fundamental (I, 1]) se

exprimem em termos dos coeficientes das complexificacoes

I = pdz?+2)\|dz)* + pdz> (1.6)

II = Qdz*+2p|dz|” + Qdz? (1.7)

de I e I, respectivamente, em que

» = }l(E—G—zfiF), (1.8)

- E(EH;), (1.9)
1 .

Q = Z(e—g—%f), (1.10)

p = i(eﬂ/)- (1.11)

Por um célculo direto usando (1.5) e as expressoes acima obtemos

_ Q= 2Xp+pQ P s
2(p” = x2) Ip|* — A2

(1.12)

1.2 A conexao de Levi-Civita complexificada

Seja I uma métrica Riemanniana na superficie ¥ e V sua conexao de Levi-Civita.
Dado um sistema de coordenadas (z,U) em um aberto U C X, com x = (x1,23), 08
simbolos de Christoffel de V com respeito a (z,U) sao dados por

0

0
Vo — =
83851' a:lj'j A K axk

Lembramos como exprimir Ffj em termos dos coeficientes de I com respeito a (z,U).

Temos:



o 0 10 o 0
I = =21
(vagl 81’17 6x1> 281’1 (8301’ 81’1) ’

logo
E
ME+THF = 2 : (1.13)
Analogamente,
o 0 0 o 0 0 0
1|V = I —I(—.,V
( 3218%1’@‘%‘2) 8x1 <8[E178$2) (81’17 dil@l’g) ’
logo
b,

M,F+03,G = F, — (1.14)

2
Multiplicando (1.13) por F, (1.14) por E e depois subtraindo as equagoes, obtemos:
1

M = ———  (FE, —2FF, + FE,.) . 1.15
11 2<EG—F2>( 2  t 1) ( )
Multiplicando (1.13) por G, (1.14) por F e depois subtraindo as equagoes, obtemos:
1
I, = —————-(GE,, —2FF, + FE,,) . 1.1
11 Q(EG _ F2> (G 1 1 + -TQ) ( 6)
De modo analogo obtemos:
1
r, = —(GE,, — F 1.1
12 2<EG _ F2) (G 2 le) ’ ( 7)
1
r, = ———(EG,, — FE 1.1
12 Q(EG . F2)( GCL‘1 Iz) ) ( 8)
1
rl, = ————— —2F F 1.1
22 Q(EG . Fg) (GGM Gwz + ze) ) ( 9)
1
rs, = ————(EG,, —2FF,, + F : 1.2
22 2(EG . FQ)( GSL‘2 2 + Gm) ( O)

Denotamos pelo mesmo simbolo V a extensao C-bilinear de V. Se z = x1+1ix5 € %, %

sao dados por (1.3), os simbolos de Christoffel complexos associados a z sao definidos por

0 _ e D e O
Vigs = Tugstlugs
0 _ ep D e O
Vigs = Tegotlegs
0 _ ep @ op @
Vigs = mprtlimgs

9



Calculamos os valores de “T'1;, T2, como segue:

o 0 10 0 0
[(Va_a_> = 202! (a_a_>

Cr%lp‘iﬁr%l)‘ = %7 (1.21)
o 0 0 g 0 0 0

](Va_a_> = a—f(a—a—)‘f(a—va—)

CPLA4CT2 5 = AZ—%. (1.22)

Multiplicando (1.21) por A, (1.22) por p e depois subtraindo as equagoes, obtemos:

1
2. = ——— (pps — 20\, + \p.) . 1.23
i 2P = Az)(pp P p=) (1.23)

Multiplicando (1.21) por p, (1.22) por A e depois subtraindo as equagoes, obtemos:

1
T = ——5——(p. — 2\\. + \ps) . 1.24
Analogamente, obtemos
Ty, = +(ﬁp2 — Ap2) (1.25)
2([p" =A%)
1
T = —5——(pp- — \ps) | 1.26
1
rl, = —————— (PP, — 2P)s + \Ps) 1.27
CF%Z = +(pﬁz —2\\: + Ap2) . (1.28)
2([pI" =A%)

1.3 Pares fundamentais em parametros especiais

Nesta se¢ao obtemos as representagoes de pares fundamentais em uma superficie ¥ com
respeito a parametros especiais: os parametros isotérmicos e os parametros duplamente

ortogonais.

10



1.3.1 Parametros Isotérmicos

Um sistema de coordenadas x = (x1,z5) é chamado isotérmico, ou conforme, para

uma métrica Riemanniana I = Edz? + 2Fdx dzs + Gdx3, quando verifica
E=G>0¢e¢ F=0.

Equivalentemente, a complexificacao de I expressa em termos de z = xy + ixy por
(1.6) satisfaz

p=20.

E um resultado profundo (veja, por exemplo, [14]) que, para qualquer métrica Rie-
manniana em uma superficie Y, existem sempre localmente parametros isotérmicos em
Y. Desse fato decorre que uma métrica Riemanniana em uma superficie orientavel X
induz em Y uma estrutura de superficie de Riemann. Recordamos que uma superficie
de Riemann é uma variedade diferencidvel de dimensao 2 munida de um atlas tal que as
mudancas de coordenadas sao aplicagoes holomorfas.

Lembramos que uma aplica¢do w = u(xy, x2) 4+ iv(x1, x2) é holomorfa se sao satisfeitas
as equagoes de Cauchy-Riemann, ou seja, u,, = v, € u;, = —v,,. Equivalentemente, w
é holomorfa se, e somente se, w; = 0.

Em termos de pares fundamentais, dizemos que uma forma quadratica Qdz? é holo-
morfa com respeito a um parametro conforme local z se (> = 0. Em alguns dos resultados
dos capitulos seguintes usaremos o seguinte importante resultado da teoria de superficies

de Riemman.

Teorema 1.2. Se X € uma superficie de Riemann homeomorfa a esfera, entao toda forma

quadrdtica holomorfa em ¥ € identicamente nula.
Demonstragao. Ver [6]. O

Descrevemos a seguir a representa¢ao de um par fundamental (I, /1) em termos de um
parametro conforme local, assim como certas equagoes que serao tteis nas demonstragoes

de alguns resultados dos proximos capitulos.

11



Proposicao 1.3. Sejam (I,11) um par fundamental em ¥ e z um pardmetro conforme

local para a métrica Riemanniana I. Entao

I =2\ |dz|? ,
) (1.29)
IT = Q dz? + 2\H |dz|* + Qdz?
Além disso, as seguintes equagoes se verificam:
QI

K = H?*- SV (1.30)

) o Q0
- = H— 1+ =z 1.31
0= 9z "oz (1.31)

A

‘T = 3 (1.32)
T2, =0, (1.33)
T, = 0. (1.34)

Demonstracao. Como z = x1+1ixo é um parametro conforme local com respeito a métrica
Riemanniana I, dada por (1.6), temos que p = 0. Assim, de (1.23) a (1.25) obtemos (1.32),
(1.33) e (1.34). Além disso, substituindo p = 0 em (1.12) temos:

H=p/XN & p=J\H,

donde segue (1.29).

Por outro lado, sejam a, b: ¥ — C dadas por

B) 0 0
58 =% thaee
Como
Q:[(sﬁ 3):& e AH:J(SQ,Q):CM,

0z 0z 0z 0z

obtemos (1.31).

Finalmente, (1.30) segue do fato de que a curvatura Gaussiana K (I, ) é o determi-

nante do operador de forma S e a matriz de S com respeito a base {%, %} é
H Q/\
Q/n H
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Quando /I é uma métrica Riemanniana, ou seja, quando a curvatura Gaussiana do
par (I,I1) satisfaz K > 0, o par (/I,I) é um par fundamental. Em termos de (I1,7), a

Proposicao 1.3 se escreve como:

Proposicao 1.4. Sejam (I1,1) um par fundamental em Y e z um pardmetro conforme

local para I1. Entao

IT = 2p|dz| ,
~ (1.35)
I = Pdz? + 2)\|dz|* + Pdz?
Além disso,
0 K 0 0
- = (A =_-p= 1.
S@z p ()\82 82) (1.36)
Demonstracao. Seja Z = a% + b% € T;CE. Entao,
0 o0 0 o0 0
= aP+b\, (1.37)
0 o 0 o0 0
= a\+bP . (1.38)

Multiplicando (1.37) por P e (1.38) por A, e depois subtraindo-as, obtemos:

1 0 '\ 5
e () (3) 7).

Multiplicando (1.37) por A e (1.38) por P e depois subtraindo as equagoes, obtemos:
1 0 0
b = ——(I(Z,—|X—-1(Z — )P .
/\2—|P|2( (32) (3z) >

0 0 0
Sa—&&"‘b%,

Portanto, se
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entao

- A2 — | P[? 0z
KA D
- =5
(S
1 o 0 o 0 0
v sl () (55 5) )l
B pP 0
e —|Ploz
_ KP9
= — %

Portanto, obtemos (1.36).

1.3.2 O gradiente

Seja f uma funcao real diferenciavel em uma superficie ¥ munida de uma métrica

Riemanniana I. O gradiente de f, denotado por V f, é definido por
I(Vf,X) = X(f), VX €X().

Para uso posterior, vamos exprimir Vf em termos de um sistema de coordenadas

isotérmicos x = (x1,23) em X com respeito a I, ou seja,
[ = 2)\(dx] + dx3),

com 2\ = ](ai 81) = . Assim, dado w € T3, podemos escrever

i i

693 ? Oxo

_ (w2 1w 22
2\ 8131 81’1 ’8372 8.732 .

1 0 0 0 0
v = () a1 (Vom) )

1

2)

Portanto



Em particular

HVLVE = 5B+ 1) (1.39)

1.3.3 Pontos umbilicos e a diferencial de Hopf

O seguinte conceito ir4 desempenhar um papel importante nos capitulos seguintes.

Defini¢ao 1.5. Dizemos que p € ¥ é um ponto umbilico do par fundamental (I, 11) se
existe a € R tal que I = ol em p. Equivalentemente, o operador de forma S satisfaz

S = ald em p.

Assim, p € ¥ é um ponto umbilico do par fundamental (I, 17]) se as curvaturas prin-

cipais de (I, 1) coincidem em p, ou equivalentemente, H*> — K = 0 em p.
Definigao 1.6. A diferencial de Hopf do par fundamental (I, I1) é a parte (2,0) de I1.

Em termos da representagao (1.29) de (/, I1) com respeito a um parametro isotérmico
z, a diferencial de Hopf do par fundamental (I, I7) ¢ a forma quadrética Qdz>.
A diferencial de Hopf nos permite determinar os pontos umbilicos do par fundamental

(I,11):

Proposicao 1.7. Sejam (I,11) um par fundamental em ¥ e z um pardmetro conforme

local em 3. Entao, p € 3 é um ponto umbilico do par (I,11) se, e somente se, Q(p) = 0.

Demonstragao. Decorre de (1.29) que existe a € R tal que I = al em p se, e somente

se, Q(p) = 0. O

1.3.4 Parametros Duplamente Ortogonais

Um sistema de coordenadas (x,y) em uma superficie ¥ é chamado duplamente orto-

gonal para um par fundamental (I, I]) se as representacoes | = Edx® + 2Fdxdy + Gdy?
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e Il = edz® +2fdxdy + gdy? de I e II, respectivamente, com respeito a (z,y), satisfazem

F=f=0.
Assim, os campos coordenados a% e 8% sao autovetores do operador auto-adjunto S, ou
seja,
0 0 0 0
S—=k— S— = ko—.
Ox Yor T oy >0y
Portanto, podemos escrever
I = Ed2*+Gdy*, (1.40)
Il = kEdz®+ kGdy* . (1.41)

Proposicao 1.8. Sejam (I,11) um par fundamental em % e (x,y) um parametro dupla-

mente ortogonal em ¥ com respeito a (I,II). Entao as sequintes equagdes se verificam:

ro- 2% , (1.42)
i, = —QE—é : (1.43)
r, = QE—g : (1.44)
rz, = 2% , (1.45)
ry, =-— f—é (1.46)
s, = 2% : (1.47)
Demonstracao. Segue das equagdes (1.15) a (1.20). O

1.4 Pares de Weingarten em X

Seja (I,11) um par fundamental em uma superficie ¥.. Para cada p € 3, a curvatura
média H e a curvatura Gaussiana K do par fundamental (I, IT) verificam H? — K > 0.
Portanto, a aplicacao diferenciavel

v: ¥ — R?
p — (H(p), K(p))

16



toma valores em D = {(z,y) € R*/2? > y}. Chamamos de diagrama de curvatura do par

fundamental (I, 17) a imagem de X pela aplicagao W.

Exemplo 1.1. Se o par fundamental (I, 1) é totalmente umbilico, entdo o diagrama de

curvatura do par (I, II) é o tnico ponto {(0,0)}.

Definigao 1.9. Dizemos que um par fundamental (I, 1) em X é um par de Weingarten
se o diagrama de curvatura do par fundamental (I,1]) é uma curva (localmente) dada
pela equagao

W(H(p),K(p)) =0, peX (1.48)

em que W é uma fungao diferenciavel definida em um aberto de R? contento W(X).

Em termos das curvaturas principais do par fundamental (I, I7), a relagao (1.48) pode
ser escrita como

F(kl,kg) — 0 5

em que F(ki, ks) = W (5 (ki + ka), ki1ks). Equivalentemente,

W(H,K) = F<H+\/(H2—K),H—\/(H2—K)) . (1.49)

A seguir alguns exemplos de pares de Weingarten.

Exemplo 1.2. Seja (I,II) um par fundamental com H(p) = ¢, V p € 3. Entao (I, 1)

é de Weingarten, pois (1.48) é satisfeita por W dada por
W(z,y)=z—c.
Exemplo 1.3. Sejam ¥ uma superficie de rotacao de R? parametrizada por

o(t,0) = (f(t)cosh, f(t)sinb, h(t)) ,

em que t — (f(t),h(t)) parametriza a curva geratriz e 6 é o angulo de rotagao em torno
do eixo z (eixo de rota¢ao). Um calculo simples mostra que as curvaturas principais de

Y., e portanto suas curvaturas média e Gaussiana, dependem somente do parametro ¢, ou
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seja, sao constantes ao longo dos circulos de rotacao. Logo, o diagrama de curvatura de X
coincide com a imagem de um meridiano pela aplicacao W. Portanto, o par fundamental

(I,11), em que I e I sao as formas fundamentais de ¥, é um par de Weingarten.

1.5 Indice de um ponto umbilico

Seja p € ¥ um ponto umbilico isolado de um par fundamental (I, I7). Entao p é uma
singularidade isolada dos campos de direcoes em X determinados pelas dire¢oes principais
de (I,11), ou seja, pelos autovetores do operador de forma S. Para obter uma expressao
para o indice de p, lembremos como se exprimem as dire¢oes principais de (I,1I) em
termos de um sistema de coordenadas r = (x1,z2) em X.

Temos que alaim + agaim ¢ uma diregao principal de (I, I]) se, e somente se, (aj,as) €

R? é um ponto de maximo ou de minimo para a funcao

0 0 0
o(ay,as) = ]I<a18x1 + a20m2’a1 o + a28_x2> = ea? + 2fajas + gas
com a restrigao
0 0 0 0
1 =4¢(ay,az) = I(ay o + as am,al A + a28_x2) = Ea? + 2Fajay + Gas.

Pelo método dos multiplicadores de Lagrange, os gradientes
Vo(a,as) = 2(ear + fas, far + gas) e Vip(ar,as) = 2(Eay + Fay, Fa; + Gas)
devem ser linearmente dependentes em (aq, az), ou seja,
(fE —eF)a? + (gE — eG)aray + (gF — fG)as = 0.
Equivalentemente, definindo a forma quadratica
T = (fE — eF)dx: + (gF — eG)dx1dwy + (gF — fG)dx3,

devemos ter

0
T(al— + CLQ—) = 0.



Se o sistema de coordenadas z = (1, x2) for isotérmico, entao
T = fEdx? + E(g — e)dxidxy — fEdxs,

logo ala%l + agaim ¢ uma diregao principal de (I, 1) se, e somente se,

o 0 0
Tlay—— + ag——) =
(a1 oz, + a (%2) 0,
em que
T = —fda? + (e — g)dayday + fda? . (1.50)

Observemos agora que, se () ¢ a diferencial de Hopf do par (I, ]), entao

Im{2Qdz*} = Im { <% — ) (da? + 2idx dzy — dx%)} )
= —fda} + (e — g)duiduwy + fda3 =T .

2]

ASSIIH, ala—m

+ agaim ¢ uma diregao principal de (I, 1) se, e somente se,
Im(Q(a1 + ia2)2) = 0,

ou seja,

arg(Q) + 2 arg(ay + iaz) = mr,

com m € Z, ou ainda

. 1 mm
arg(a; + iag) = ~5 arg(Q) + -

Da expressao acima obtemos a seguinte féormula para o indice de um ponto umbilico

isolado de um par (I, I7) em termos de sua diferencial de Hopf.

Proposigao 1.10. Seja p um ponto umbilico isolado do par fundamental (I,11). Entdo

o indice de p €
1 6(arg Q)
2T 2 ’

em que Q) € a diferencial de Hopf de (I,11) e d(arg Q) representa a varia¢ao do argumento

de Q) ao longo de uma pequena curva fechada em torno de p orientada no sentido positivo.
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Corolario 1.11. Se p é um zero isolado de ordem k da diferencial de Hopf Q) do par

fundamental (I,11), entdo o indice de p é —% <0.

Demonstragao. Decorre do resultado anterior observando que, neste caso, d(argQ) =

2k, O

1.6 Apéndice: o indice de uma singularidade isolada

Um campo de direcoes em uma regiao U de > é determinado pelas retas tangentes
a uma familia a um parametro de curvas em Y. Se um campo de diregoes é definido
em cada ponto de U, exceto em um ponto ¢, e é impossivel estendé-lo continuamente a
q, dizemos que ¢ é uma singularidade do campo. Se nao existir outra singularidade do
campo em uma vizinhanca de ¢, dizemos que ¢ ¢ uma singularidade isolada.

O indice de uma singularidade isolada ¢ é definido como segue: seja V uma vizinhanga
de p na qual nao existem outras singularidades do campo de direcoes, e seja Z um campo
de vetores ao longo de uma curva simples e fechada C' C V em torno de p, tal que Z
determina o campo de diregoes em C. Sejam U um campo paralelo ao longo de C e
Z(U, F) o angulo entre U e F. Seja Z¢(U, F) a variacao total de Z(U, F') ao longo de C

na dire¢ao positiva. O indice j de ¢ ¢é definido por
2n) = ZLo(U, F) .
Afirmacgao 1.1. j nao depende de U ou C.

De fato, se V' é outro campo paralelo ao longo de C, entao Z(U, V') é constante ao
longo de C, logo
LU F)=Zo(V,F) .

Além disso, notemos que j = %, em que n é um inteiro, logo j nao depende de C.

A seguir vejamos alguns exemplos:
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Figura 1.1: Indice de uma singularidade isolada,

O seguinte resultado fundamental torna o conceito acima bastante ttil.

Teorema 1.12. (Poincaré) A soma dos indices de um campo de diregdes com singulari-

dades isoladas em uma superficie compacta € igual a sua caracteristica de Fuler-Poincaré.

Lembramos que toda superficie compacta, conexa e orientavel é homeomorfa a uma
esfera com um namero g de algas, ver [11]. O namero g é chamado de género da superficie,

e esta relacionado com sua caracteristica de Euler-Poincaré x(3) por

2 —x(X)
9= 79

A demonstragdo do Teorema de Poincaré pode ser encontrada em [11]. As seguintes

consequéncias imediatas serao utilizadas no capitulo seguinte.

Corolario 1.13. Um campo de direcoes com singularidades isoladas em uma superficie

homeomorfa a uma esfera tem sempre uma singularidade com indice positivo.

Corolario 1.14. A soma dos indices de um campo de direcoes com singularidades isoladas

em uma superficie homeomorfa ao toro € igual a zero.

Lembramos também que a caracteristica de Euler-Poincaré de uma superficie compacta
Y] esta relacionada a sua curvatura Gaussiana pelo seguinte resultado fundamental devido

a Gauss e Bonnet.

Teorema 1.15. (Gauss-Bonnet) Seja ¥ uma superficie compacta. Entao,

/E K(p) = 2x(5) .

em que K € a func¢ao curvatura de Gauss de 3.
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Capitulo 2

Pares de Codazzi

2.1 Introducao

Neste capitulo, vamos estudar uma classe especial de pares fundamentais em uma
superficie ¥, chamados pares de Codazzi. Os exemplos bésicos sao a primeira e segunda
formas fundamentais de uma superficie em R3. Apresentaremos uma teoria abstrata
de pares de Codazzi, que permite generalizar alguns resultados classicos da teoria de

superficies imersas em R3. Um exemplo é o famoso

Teorema de Hopf: A tnica superficie imersa em R? com curvatura média constante

que é homeomorfa a uma esfera é a esfera totalmente umbilica.

Outra consequéncia de tal abordagem abstrata sera mostrar que os dois seguintes
conhecidos resultados da teoria de superficies em R3, aparentemente independentes, estao
fortemente relacionados. De fato, veremos que o segundo é uma consequéncia da versao

abstrata do primeiro:

Teorema de Bonnet: Sejam f1, f2: 5 — R® imersoes isométricas e Hy, a curvatura
média de f;, ©+ = 1,2. Se ¥ é homeomorfa a uma esfera e Hy = Hy,, entao f; e fy sao

congruentes (isto ¢, diferem por um movimento rigido de R3).

Unicidade no problema de Christoffel: Sejam f;, f; : ¥ — R? imersoes de uma
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superficie homeomorfa a uma esfera. Sejam H; a curvatura média de f; e K; a curvatura
Gaussiana de X com respeito a métrica induzida por f;, 7 = 1,2. Se K e K5 nao se anulam
Hi _ Hp

em nenhum ponto, as terceiras formas fundamentais de f; e fs coincidem e =+

TR entao

f1 e f2 sdao congruentes.
Por fim, apresentamos versoes abstratas dos seguintes resultados:

Teorema de Grove: Dois ovaldides de R com mesma segunda forma fundamental

e mesma curvatura Gaussiana sao congruentes.

Teorema de Liebmann: A tnica superficie completa de R? com curvatura Gaussiana,

constante positiva é a esfera totalmente umbilica.

2.2 Pares de Codazzi

Motivados pela equacao de Codazzi de uma superficie 3 imersa em R?, satisfeita por
sua primeira e segunda formas fundamentais, definimos a seguir o conceito de par de

Codazzi em uma superficie abstrata.

Definigao 2.1. Dizemos que um par fundamental (I,/]) em uma superficie ¥, com

operador de forma associado S, é um par de Codazzi se
VxSY = VySX - S[X,)Y]=0, X, Y e X(Y), (2.1)
em que V ¢ a conexao de Levi-Civita associada a métrica Riemanniana [.

Com a estrutura conforme induzida pela métrica Riemanniana I, > é uma superficie
de Riemann. Sejam (1.6) e (1.7) as expressoes correspondentes das complexificagoes de I

e Il com respeito a um parametro conforme local z em .

Lema 2.2. O par (I,11) € de Codazzi se, e somente se,

_ @

H,
A
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Demonstragao. A equagao (2.1) é equivalente a

0 0
0i5(2) = wus(2)

em que {%, %} ¢ o referencial canénico de TCY associado ao parametro conforme local

z. Lembramos que [2, 2] = 0. De (1.31) segue que

0z’ 0z

o Qd e

_Q o (Q) 0 ) )
= TV +(A)z8 +HY 5o+ Hoo

De (1.32) a (1.34) obtemos

9 QMO QA-QN D 9
VedSar = was T e g
Q.0 0
N /\82+H£‘

De forma anéloga, encontramos

o 9 Q.0
Vodg: = Mg+ as
logo
Q. 0 2 9] 20
N R T PR NT:

2.3 Pares de Weingarten em uma esfera topolbgica

Nesta secao apresentamos uma condigao suficiente para que um par de Weingarten
que é também de Codazzi em uma superficie > homeomorfa a uma esfera seja totalmente
umbilico. Tal resultado generaliza o teorema classico de Hopf para imersoes com curvatura
média constante em R? de uma esfera topologica. Enunciamos inicialmente um lema de

analise complexa que serd usado na demonstracgao.

24



Lema 2.3. Seja f: U C C — C uma funcao complexa definida em um conjunto aberto

U do plano complexo. Suponha que

'g_f‘ < h(=) £

em que h € funcgdo real continua e nao-negativa. Suponha também que z = zy € U seja

um zero de f. Entao existe uma vizinhanga V C U de zy tal que f =0 em V ou
f(2)=(z—2)fu(2), z€V, k>1,
em que fi(z) € uma fungao continua e fi(2) # 0.
A demonstra¢ao do Lema 2.3 pode ser encontrada em |[5].

Teorema 2.4. Seja (I,11) um par de Codazzi em X.. Suponha que (I,I1I) seja um par

de Weingarten com respeito a uma fun¢ao W(x,y) tal que
W, (t,t%) + 2tW, (£, 1%) #0 , ¥ t . (2.2)
Entao uma das sequintes possibilidades ocorre:
1. Os pontos umbilicos de (I,11) sdo todos isolados e de indice negativo;
2. O par (I,1I) é totalmente umbilico.

Em particular, se ¥ é homeomorfa a uma esfera, entao o par (I,II) € totalmente

umbilico.

Demonstra¢ao. Como antes, seja z um parametro conforme local em Y com respeito a
métrica Riemanniana I, em relacao ao qual as complexificagoes de [ e I se exprimem
por (1.29).

Por hipoétese, o par (I, 11) satisfaz W (H, K) = 0, logo

Wy (H, K)H, + Wi (H, K)K, = 0. (2.3)
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Derivando a equagao (1.30) obtemos:

z ) 72 1
K. — 2HH. - {%—@12 (ﬁ)} . (2.4)
Usando (2.4) e o Lema 2.2, obtemos de (2.3) que
(W (H, K) + 2HWie(H, K)] Qs = AW (H, K)[|Q| ( ) w} C(25)

Em um ponto umbilico p € ¥ do par (I, I1), temos que Q(p) = 0, logo
(Wy(H,K)+2HWi(H,K)]Q: = 0 (2.6)

em p. Por outro lado, os pontos umbilicos de (I, ) sdao precisamente aqueles em que

H? = K, logo a condigao (2.2) significa que
fi= Wy(H, K) + 2HWi(H,K) £ 0

em cada ponto umbilico p € 3 de (I, 1), logo também em uma vizinhanga aberta de p.
Portanto, decorre de (2.6) que Q;(p) = 0 para todo ponto umbilico p € ¥ de (I, I1).
De (2.5) temos

fQ:| = |/\WKHK|'|Q| ( ) w
< PWi(H,K)| ( ) ’QzHQ\‘;Z\QHQZII
- e
< AWk (H, )| |Q|‘(F) W ol .

Como f nao se anula em uma vizinhanga aberta de cada ponto umbilico de (I, 1), em

171 5 |Q2H’ Qz
tal vizinhanga a funcao h = "\WK% {|Q| ‘(/\2) |+ o

] é continua e

Q:] < h|Q].

Portanto, decorre do Lema 2.3 que, para cada ponto umbilico p € 3, existe uma vizinhanca

aberta V' de p tal que
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.Q=0em V

2. Q(z) = (z — p)*Qx(2) para todo z € V, com Q(p) # 0.

Suponhamos que a primeira possibilidade ocorra para algum ponto umbilico do par (I, 7).
Entao o interior U do conjunto dos pontos umbilicos de (I, 1) é ndo vazio. Suponhamos
que U # ¥ e seja ¢ um ponto na fronteira de U. Entao ¢ é um ponto umbilico de (I, 1)
(pois o conjunto dos pontos umbilicos de (I, 1) é fechado), ¢ &€ U e ¢ ndo é um ponto
umbilico isolado de (I, IT). Isto contradiz o fato de que uma das duas possibilidades acima
vale para ¢g. Portanto U = ¥, o que mostra a primeira afirmacao do teorema.

Se ¥ é homeomorfa a uma esfera, entao o par (I,1I) é totalmente umbilico pelo

Corolario 1.13. O

Corolario 2.5. Nas condi¢oes do Teorema 2.4, se ¥ € homeomorfa a um toro entao o

par (I,11) € totalmente umbilico ou livre de pontos umbilicos.

Demonstracao. Se (I,11) nao é totalmente umbilico, entdo os pontos umbilicos de (1, 17)
sao todos isolados de indice negativo pelo Teorema 2.4. Logo um tal ponto nao pode

existir pelo Corolario 1.14. O

Observagao 2.1. A hipotese (2.2) no Teorema 2.4 nao pode ser omitida. De fato, seja

> um elipséide de rotacao, parametrizado por
o(u,v) = (acosvcosu,acosvsinu,bsinv) , com a,b#0, a#b.

O elipsoéide é uma superficie nao totalmente umbilica homeomorfa a esfera, e pelo exemplo
1.3 é uma superficie de Weingarten.

Por um calculo direto, encontramos:

b ab
ky = — T € ko = T3
' aG2 ? G2

em que G = a?sin® v + b% cos? v. Assim,

a* b\?
ey = — [ ——
2 b2( CLG;) )



Assim,
a4 3
F(kl,kz) = kg — b—2<k1) = O,

ou equivalentemente, usando (1.49):

H+VIP—K d (H—m>3_0

Dessa forma, nos pontos umbilicos a funcao W nao possui derivadas parciais Wy e Wi.

2.4 Os Teoremas de Bonnet e Christoffel

Mostraremos nesta se¢ao duas interessantes consequéncias do Teorema 2.4: versoes
abstratas do Teorema de Bonnet e da unicidade no problema de Christoffel (ver [1]). Na
teoria de superficies de R? esses resultados sdo demonstrados usando a teoria de integracao

em superficies.

Corolario 2.6. (Teorema Abstrato de Bonmnet) Sejam ¥ uma esfera topoldgica e
(I,11), (I,115) dois pares de Codazzi com a mesma métrica Riemanniana. Se ambos

possuem a mesma curvatura média H, entao 11, = I15.

Demonstrag¢ao. Seja z um parametro conforme local em ¥, Por (1.29), podemos escrever:

I =2\ |dz|*,
IT; = Q1 dz% 4 2)\H |dz|* + Q1 dz>
IT, = Qy d2? 4 2)\H |dz|* + QqdZ>
Afirmagao 2.1. (I, 11, — I15) é um par de Codazzi.
De fato, S = S; — Sy é o operador de forma associado ao par (I,1I; — I13), em que

S1, S2 s@o os operadores de forma associados aos pares (I, 1), (I,115), respectivamente.

Seja V a conexao de Levi-Civita associada a métrica Riemanniana I. Como (I, 11;) e
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(1,115) sao pares de Codazzi,
VxSY —Vex —S[X,Y] = Vx(5 —S52)Y —Vy (S —S2) — (51— S9)[X,Y],
= VxS1Y —VySi X —S1[X, Y]+ VxS — Vy S5 X
—5[X, Y],
= 0.
Portanto, (I, II; — I15) é um par de Codazzi.
Considere agora a fun¢ao W (z,y) = x. Sejam H e K as curvaturas média e Gaussiana

do par (I,11; — I1,). Pela hipotese, temos que H(I,1I; — I15) = 0, logo W(H, K) = 0.

Além disso,

W, (t, 12) + 2tW, (t,+°) = 1+2t-0=1.

Assim, o par (I, 11, — I1,) satisfaz as hipoteses do Teorema 2.4. Como ¥ é uma esfera
topologica, concluimos que o par (I,1I; — Il5) é totalmente umbilico, ou seja, Q@ =

Q1 — Q)2 = 0. Portanto, I1; = I1,. O
Para o préximo resultado, definimos a terceira forma fundamental 111 associada a um
par fundamental (I, 17) em uma superficie > por
I1I(X,)Y) = I(SX,SY), (2.7)
em que S é o operador de forma associado ao par (I,11) e X,Y € X(X).
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, o operador S é raiz de seu polinémio caracteristico:
S* —2HS+ KId=0,
em que Id é a aplicacao identidade. Logo, usando o fato que S é um operador auto-
adjunto, temos:
INN(X)Y) = I(S?X,Y),
= [(-KX +2HS(X),Y),

— —KI(X,Y)+2HII(X,Y) .
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Corolario 2.7. Sejam X uma esfera topoldgica e (I;,11;), i = 1,2, dois pares de Codazzi
com curvatura média H; e curvatura Gaussiana K;. Se ambos possuem a mesma terceira
forma fundamental I11, com K;(p) #0 , Vp e X e % = g—;, entao (I, I1) = (I, I115).

Demonstragao. Como K;(p) # 0V p € X, o operador S;, e portanto, S?, é inversivel para
1 =1,2. Logo IlI define uma métrica Riemanniana em 3.

Mostremos que (I11,11;), i = 1,2, sdo pares de Codazzi. Para tanto, defina V por:
SiVxY =VySY ,i=12, (2.8)
em que V' é a conexao de Levi-Civita associada & métrica Riemanniana I; e S; é o operador
de forma associado ao par (I;, I1;).

Afirmacgao 2.2. V é a conexao de Levi-Civita associada a métrica Riemanniana [11.

Inicialmente verificamos que V é uma conexdo afim. Com efeito, sejam X,Y, Z € X(X)

e f,g: X — R fungoes diferenciaveis. Entao

. = def i
() SiVixigvZ = VixiwSiZ

= ng(SiZ + 9V§/5¢Z
= Sl(f?XZ + gvyZ) ,
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(i) SVx(Y +2) & ViSi(Y +2)
= ViSY +ViSZ
= S;VxY + SVxZ
= Si(VxY +VxZ),

(i)  SiVx(fY) = ViSi(fY)
= VX(fSY)
= fVé(S@'Y + X(f)S;Y
= Si(fVxY +X(f)Y).
Mostremos agora que V é simétrica. Como (I;, I1;) sdo pares de Codazzi,
VESY —ViS X — S[X,Y]=0.
Logo
Si(VxY —VyX) = S[X,Y].
Finalmente,
Z(ITI(X,Y)) = Z(I(5X,5Y))
= L(V3SX,SY)+ L(SiX,V,S;Y)
= III(VzX,Y)+111(X,VzY),
logo V é compativel com a métrica Riemanniana I11.
Afirmagao 2.3. S;! ¢ o operador de forma associado ao par fundamental (I11,11;).

De fato, seja S; o operador de forma associado ao par fundamental (I1I,1I;). Para

quaisquer X,Y € X (X), segue de (1.2) e (2.7) que
L(X,8Y)=IL(X,Y)=III(5X,Y) = I,(5,5X,S;Y).

31



Logo S8 =1 d, o que conclui a demonstragao da afirmacao.

O fato de que (I11,11;), i = 1,2, é um par de Codazzi decorre de
Si(VxS;7'Y —VyS7IX — S7UX)Y)) = ViSiS;'Y —Vy.S,S71 X — 5,87 X, Y] =0,

em que usamos (2.8).
Vamos agora encontrar as curvaturas média e Gaussiana do par (I11,11;), i =1,2.
Seja { X1, X2} um referencial ortonormal com respeito a métrica Riemanniana Iy,
formado por autovetores de Si, ou seja,
1, sek=y
0, sek+#j
e 51X;=03;X;, 1=1,2, em que §; # 0, uma vez que K; # 0.

L( Xy, Xj) = 0 =

Dessa forma,
-[I](Xkan) = ]l(SleaSIX]> = 5kﬁj5kj7 k:] = 172 )

logo {YJ = %Xj, 7=1, 2} ¢ um referencial ortonormal com respeito & métrica Rieman-
J

niana /7. Entao,

2H(II1,1L) = IL(Yy, Y1)+ 11(Y2,Y2)

1 1
- —2][1(X1,X1) —|— —2][1(X2,X2)
A 5
1 n 1
B P
_ B+ B2
BB
Portanto,
H,
H(IIIIL) = —.
( 9 1) Kl
De modo analogo, obtemos
Hy
H(IIIIL) = —.
( ’ 2) K2
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Segue da hipotese que H(I11,11y) = H(III,I1,). Assim, pelo corolario 2.6, aplicado aos
pares (11, 11) e (I11,11,), segue que I1; = I1s.
Como [1I = —K;I; + 2H;11;, para mostrar que I; = I, basta provar que K; = K.

Mas isto decorre de

1 1
KT Ih) = IV V)Y, ) = 5 = 5=
e, analogamente, K (/11 ,11;) = 1/K,, juntamente com o fato de que 11} = I]5. ]

2.5 Os Teoremas de Grove e Liebmann

Apresentamos nesta segao duas outras aplicagoes da teoria abstrata de pares de Co-
dazzi. A primeira delas é uma versao abstrata do resultado provado por Grove sobre
a rigidez dos ovaldides. Lembramos que um owvaldide em R® ¢ uma superficie conexa e
compacta de R? com curvatura Gaussiana positiva. A segunda ¢ uma versao abstrata,
obtida em [17], do resultado provado por H. Liebmann sobre superficies completas de R3

com curvatura Gaussiana constante positiva.

Lema 2.8. Seja (I,1I) um par de Codazzi em ¥ com curvatura Gaussiana ndo nula em
todos os pontos de . Seja z um pardmetro conforme local para II com respeito ao qual

I e Il se exprimem como

IT = 2p|dz| ,
I = Pdz? 42X\ |dz|* + Pdz?

Entao,

1
P. = —(K:P+ K.\ . 2.
z QK'( z Z)\) ( 9)

Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar a seguinte afirmacao:

Afirmagao 2.4. K, = —4KT},.
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De fato,

P
K=K(1I1) = —" 2.10
1 = 5 2.10)
Logo,
2 2y 92/v2 2
(A2 —[P[7)?
Como (I, 1I) é um par de Codazzi e [%, %] =0, entao
VQSQ_ = V@Sg
oz aZ oz z

Em particular,

Pela compatibilidade, temos:

0 0 0 0 0 0 o 0 0 0
&I <S£,£> _I(S£7v§z£) = %I <S£7£> _I(S&>v8@z£) :

Logo,

0z’ 920z 0z 220z
9, 0 0 o -, 0 _
e
0 2\ g 4 0 2 0\
! (Saz’viaz) =! (Saz’rﬂaz +F“az) =up
Assim,
Pz = /)(Fh_f%z) , (2.12)

em que, de (1.24) e (1.25),
Iy, = ——— (2\. = P:))A—-P.P) | (2.13)

r, = ——(PA—PP) . (2.14)



Por outro lado,
(A2 —|P[*). = 2\\.— P.P - PP,
e de (2.13) e (2.14) temos

2002 — PP, = ((2\. — P)A— P.P)
= 2.\ =20\ — |PP)TL, — P,P - P.P.

Assim,

XA =20\ — | PP (I, + L)+ P.P+ PP,
e portanto
(A = |[P["). = 2( = [P]")(T}; + ) - (2.15)

Substituindo (2.12) e (2.15) em (2.11), obtemos:

2 (T} — Thy) (V= |P*) = 29°(X° — |PJ*)(T}; + I'Dy)

K, = 5
(A —|P[)?
_ 4PQI—%2
(A2 —|P[*)
= —4KT}, . (2.16)
Com isso,
K. = —4KT},. (2.17)

Por outro lado,

g 0
= 2[(V££,§>

= 2(I},P+ T, .

Portanto, segue de (2.16) e (2.17) que
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1
PEZ—_ KEP KZA .
sgc B=P + K22

Mostraremos agora uma versao abstrata do Teorema de Grove.

Teorema 2.9. Sejam X uma esfera topoldgica e (I;,I1), i = 1,2, pares de Codazzi em ¥

com a mesma curvatura Gaussiana K > 0. Entao I; = I.

Demonstracao. Como K(I;,1I) > 0, temos que II ¢ uma métrica Riemanniana em X.
Seja z = x + iy um parametro local isotérmico para I com respeito ao qual os pares

(I1,1;) se exprimem como

1T =2p |dz=|*,

- (2.18)
I, = P, dz® + 2\ |dz|” + P,dz?
Do Lema 2.8 temos que

1
Pe = —o(K:P+ K.\ .
opc =P+ KA

Além disso, as curvaturas média e Gaussiana de (I;, I1) sdo dadas, respectivamente,

por
—2\ip Aip
H;(1;, IT) = = = 2.19
e t) 20PP; =) N —|PJ (2.19)
(§]
,02
K=K(,I) = —— . 2.20
S o 1 220
Vamos mostrar que
KE + Kz
| Pz — Paz| < %U’_ﬁ—ljﬂ (2.21)
€
M =X S|Py = Py . (2.22)
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Entao, aplicando o Lema 2.3 a f := P, — P, concluimos que P, — P, = 0, e portanto
[1 = IQ.

De fato, como (I;, IT) é um par de Codazzi, entao segue do Lema 2.8 que

\K.Py+ Koho — Ko Py — K|

Pi.— Py| =
| 1z 2z| 2K
K| |\P— P, K, || A — A
De (2.19), temos
YRS I %|H1 — H,|
= 2l —H).

K

Afirmagéo 2.5. \/(H; — Hy)? < )\/Hl2 “K - JH - K) .

De fato, notemos que

\Hy — Hy| < ‘\/Hf—K—\/Hg—K‘

(\/le—K— \/Hg—K)2—(H1—H2)2 >0

i3

3

2H,Hy — 2/ (H} — K)(H} ~ K) > 0

& HH,—K > \/(H} — K)(H} ~ K)

2
o (HiHy— K)?> (\/(Hf — K)(H2 - K))
& —2HH, > —(H} + Hj)
& HP—2HHy+ H3 >0
& (H — Hy)*>0.

Portanto, concluimos a afirmacao 2.5 e, consequentemente,

A= Na| < %'\/H%—K—\/HQQ—K' .

Da equacao (1.36) da Proposigao 1.4 temos que a matriz de S; em relagao a base B =
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o 9 4 )
{%,ﬁ ¢ dada por:

K K
~Ep K,
P P

Lembramos que K = det(S;) s, em que S; é o operador de forma associado ao par (I;, IT).

Assim,
K? K? K?
K=—=X-—|P]'=H-—|P[" .
P P 1%
Logo,
1P| = %/H2 K.
Portanto,
A= do| < % VH? - K - ,/Hg—K‘
< |[|P] = ||l
< [P - PR
e (2.23) pode ser reescrita como
Kz + |K,
P P < By

2K

O proximo resultado é uma versao abstrata para o Teorema de Liebmann.

Teorema 2.10. Se (I,1I) é um par de Codazzi em ¥ com curvatura Gaussiana constante

positiva entao (I1,1) € totalmente umbilico.

Demonstracao. Seja z um parametro conforme local para II com respeito ao qual
1T =2p|dz|? :
I = Pdz* + 2)\|dz|* + Pdz?

Como o par (I,11) é de Codazzi, pelo Lema 2.8 temos que

1
PEZ—_ KEP KZA :0
sgc (B=P + K2
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Portanto, a diferencial de Hopf do par fundamental (/7,1) é holomorfa. Como a
curvatura Gaussiana de Y é positiva, decorre do Teorema 1.15 que ¥ é homeomorfa a
uma esfera. Pelo Teorema 1.2, concluimos que o par fundamental (/1,7) é totalmente

umbilico. ]
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Capitulo 3

A funcao de Codazzi

Neste capitulo definimos a fun¢do de Codazzi de um par fundamental (I, 17), a qual
mede, a grosso modo, o quanto o par deixa de ser de Codazzi. Apresentamos uma versao
do Teorema 2.4 em que a hipotese de que o par seja de Weingarten é substituida por uma

estimativa da funcao de Codazzi em uma vizinhanca de cada um de seus pontos umbilicos.

Defini¢ao 3.1. Dado um par fundamental (I, 17) em uma superficie ¥, com operador
de forma S, o tensor de Codazzi do par (I,1I) ¢ a aplicagao Tg: X (X) x X(3) — X (X)
definida por:
Ts(X,Y)=VxSY —VySX - S[X,)Y], XY eX().
Notemos que, se o par (I,1]) é de Codazzi, entdo Ts é identicamente nulo. Vejamos

abaixo algumas propriedades do tensor de Codazzi.

Lema 3.2. Sejam (I,11) um par fundamental em ¥ com operador de forma S e Ts seu

tensor de Codazzi. Entao,
1. Ts € anti-simétrico, ou seja, Ts(X,Y) = =Ts(Y, X) para quaisquer X,Y € X ().
2. Ts € bilinear, isto €,

TS(lel +f2X2,Y) = flTS(XhY) + fQTS(X27Y) ) (31)
Ts(X, fiYi+ f2Ya) = [Ts(X, Y1)+ foTs(X,Ys) (3.2)
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para quaisquer X, X1, X5, Y, Y1, Yy € X(X) e quaisquer fungdes reais diferencidveis

f1 e fa
3. Dados X,Y € X(X) e uma fungao real diferencidvel f em X, temos

Tys(X,Y) = [Ts(X.Y) + X(f)SY — Y (f)SX .

Demonstracgao. 1. Sejam X e Y € XY). Por definigao:
Ts(X,)Y) = VxSY —VySX — S[X,Y]
= —(VySX —-VxSY + S[X,Y))
= —(VySX —VxSY - S[Y, X])
= —Ts5(Y,X) .

2. Sejam X1, Xo, Y € X(X) e f1 e fo fungoes reais diferenciaveis. Entao

Ts(iX1+ f2X2,Y) = Vixi1pxSY — VyS(fiX1 + f2Xo) —
SlfiXa+ foXo, Y] . (3.3)

Usando as propriedades da conexao Riemanniana V, temos

Vf1X1-|—sz251/ - flVXle + f2vXQSY s (34)

VyS(fiXi+ f2X2) = Vy(fiSXi+ f25Xs)
= f1VYSX1 ‘|— Y(f1>SX1 —|— ngySXQ —|— Y(fQ)SXQ,(35)

SIAX) + fXa,Y] = S[AiX,, Y]+ S[fXa, Y]
= [S[XL, Y]+ £S5 X, Y] =Y (f1)SX) — Y (f2)SX2(3.6)
Assim, substituindo (3.4), (3.5) e (3.6) em (3.3), obtemos
Ts(fiXa+ [2X2,Y) = fiTs(X1,Y) + foTs(Xs,Y) .
Analogamente se verifica (3.2).
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3. Temos

Tis(X,Y) = VxfSY —VyfSX — fS[X,Y]

FVXSY + X(f)SY — fVySX — Y(f)SX — fS[X,Y]

— f(VxSY — VySX — S[X,Y]) + X(f)SY — Y(f)SX

= fTs(X,Y)+ X(f)SY —Y(f)SX .

O

Definigao 3.3. Seja (I,11) um par fundamental em ¥ com operador de forma S. Cha-
mamos de fun¢ao de Codazzi do par (I,11) a fungdo T5: % — R dada por:

I <T5<u? U)a TS(ua U)) = TS(p) ([(ua U)[(U, U) - I(uv U)Q) )
em que u,v € T,3 sao linearmente independentes e p € X.

Afirmacao 3.1. A definicao da funcdo de Codazzi independe da escolha dos vetores

linearmente independentes em T},%.
De fato, sejam
z = au+ b,
w = agu+ byv .
vetores linearmente independentes, de modo que a1by — byas # 0. Entao

Ts(z,w) = Ts(aiu+ byv, agu + byv)
= a1beTs(u,v) — byasTs(u,v)
= (a1by — bras)Ts(u,v) . (3.7)
Por outro lado,
I(2,2) = ail(u,u)+ 2a1b1(u,v) + b31(v,v) ,
Iw,w) = a3l (u,u) + 2asby I (u,v) + b3 (v,v) ,
I(z,w) = ayagl(u,u) + (a1bs + asby)I(u,v) + bibol(v,v) .
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Logo,
I(z,2)[(w,w) — I(z,w)* = (a1by — byas)*(I(u,u)I(v,v) — I(u,v)?) . (3.8)

Portanto, de (3.7) e (3.8), temos:

I(Ts(z,w), Ts(z,w))  I(Ts(u,v),Ts(u,v))

7s(p) = (I(z, 2)I (w,w) — I(z,w)?) N (I(u,w)I(v,v) — I(u,v)?)

Lema 3.4. Sejam (I,11) um par fundamental em X com operador de forma S, curvatura

média H e curvatura Gaussiana K. Seja z um pardametro conforme local para I, tal que

I =2\ |dz? :
IT = Q dz2 4 2)\H |dz|* + Qdz2

Entao,

)\~
Q= = 3757 QI (3.9)

(H* - K)
em que S € o operador de traco nulo S — HId,, sendo Id, a aplicagao identidade do plano

tangente em p € 3.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.3, a conexao de Levi-Civita da métrica Riemanniana

I, com relagao ao parametro conforme local z, é dada por

0 .0 o _
Vog=%9 » Vap=0,
e o operador forma S por
0 0 0 0 ) 0 0
sl _pgo @0 0 Q0 O

0z 0z MOz

Como [ (%, 3) =1 (%, Q) = 0, da defini¢ao de fungao de Codazzi temos:
o 0 o 0 o 0\
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Mas,

enquanto que

~ 0 0
V%;S'% = V%(S—Hfd)£
0 0
B Q 0 0 0
= V%X&—i_v%[{& VaazH]d 3
_ Qg 0  (Q\ 0
B Aveﬁiaﬁ(x)zaz
N 0z A2 0z
_ 90
O\ 0z
Analogamente,
) 2
Vet T Nes
Logo,
(00 _ Q.0 Q.0
Ts (82’85) X0z A0z (3:11)
Portanto, reescrevemos (3.10) como:
1 ~ 0 0 -~ 0 0
Y 2 — - - I - [
T5A ! <QZ8z Qgz Qg Zaz)
1 ~ _
= F(—QzQE/\—QZQzA)
_2|Qsf
A ?
portanto, ,
2 2|Qs
TG\ =
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Por outro lado, novamente da Proposicao 1.3, temos que K = H? — Sz 10go
QP 2012
Smor - oA
que ¢ equivalente a (3.9). O

No resultado a seguir, denotamos por ¥y C ¥ o conjunto dos pontos umbilicos do par

fundamental (1, 17).

Teorema 3.5. Seja (I,11) um par fundamental em uma superficie 3 com operador de
forma S, curvatura média H e curvatura Gaussiana K. Suponhamos que cada ponto

p € 0¥y possua uma vizinhanga V), tal que

% é limitado em V,N (X —Xy) ,

em que S = S — HId. Entio o par (I,11I) € totalmente umbilico ou os pontos umbilicos

de (I,11I) sao isolados e de indice negativo.

Em particular, se 3 € uma esfera topoldgica, entao o par (I,11) é totalmente umbilico.

Demonstragao. Por hipotese, se p € 0¥y existem uma vizinhanca V), e uma constante
positiva myg tais que

7S

Seja z um parametro conforme local em Y. Pelo Lema 3.4 e por (3.12) temos:

mg)\

1Q:)* < - QI em V, N (2 —%y) . (3.13)

Como essa desigualdade é também valida no interior de ¥, concluimos que (3.13) vale
em V). Decorre do Lema 2.3 que @) ¢é identicamente nula ou os pontos umbilicos de (1, I1)
sao isolados e de indice negativo.

Com os mesmos argumentos utilizados na demonstracao do Teorema 2.4 concluimos

que, se ¥ é uma esfera topologica, entao o par (I, 11) é totalmente umbilico. H
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Corolario 3.6. Seja (I,11) um par de Codazzi em uma superficie ¥ com operador de
forma S, curvatura média H e curvatura Gaussiana K. Suponhamos que cada ponto
p € 0¥y possua uma vizinhanga V), tal que

[(VH,VH)

O € limitado em V, N (£ — Zy).

Entao o par (I1,11) é totalmente umbilico ou os pontos umbilicos de (I,11) sao isolados e
de indice negativo.

Em particular, se 3 € uma esfera topoldgica, entao o par (I,11) € totalmente umbilico.

Demonstragao. Como o par (I,11) é de Codazzi, usando o Lema 2.2 podemos reescrever

(3.11) como
o 0 0 0
(&v a_) =g, gy

g 0 g 0
J— 2 — ~ _ ~ _
o = 1(7 (55:) 7 (3 32))

0 0 0 0
— I(HzE_Hzngza_Hz£>
- _)\HZHZ_)\HZHZ

o

Assim,

— —2)\H.H, (3.14)

= —2\|H.|]*.

Lembrando que H, = 3(H,, — iH,,), obtemos

1
s = gy (Hi +HL) (3.15)
= I(VH,VH), (3.16)
e o resultado decorre do Teorema 3.5. O

46



Capitulo 4

Diferenciais quadraticas holomorfas

Neste capitulo veremos que, a cada par de Codazzi (I, II) satisfazendo certas condi-
¢oes, podemos associar um novo par de Codazzi (A, B) cuja diferencial de Hopf é holo-
morfa, o que permite obter informagoes sobre o par original.

Seja (z,y) um pardmetro duplamente ortogonal em uma superficie ¥ com respeito a
um par fundamental (I,171) e (1.40), (1.41) as representagoes de [ e I com relagdo a

5 By > o tensor de Codazzi Ts de (I, 1I) se exprime

(z,y). Em termos do referencial <

por

T5<£,2) = VaSQ—VaSE

ox’ Oy dy o Or
N B
— kWY 3183 RV %% 4 (ka)a aa (kl)y(%
— (a-k)Va a% b (ke (k) (4.1)
Como Va%— =ThL2 + F12a , decorre da Proposigao 1.8 que
Yty = 2b0e Gy
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Substuindo em (4.1) obtemos

o o\ E, 0 G, o 9 9
Ts (%’ a_y) = (k=) (2E oz oG ay> +(h)agg = (k)3

(kG 0 E, o E, 0 G,
= (55 ) gy = (g + ) g ity i

(h2G)e 0 koG @ (hE), 0  hE, 9 B 0 , G

G 0xr 2G oy E O 2F 0r 2Edx ' 2G

o itk O\ O 1 Fyt ks ) O

1 0 1 0
= ——=((k&),— HE,) 8_3/ + G ((k2G), — HGY) 8_3/ .

(4.2)

A seguir, dado um par fundamental (I, IT), denotamos II' = 1] — HI, em que H ¢é a

curvatura média de (I, 7).

Lema 4.1. Seja (I,11) um par de Codazzi em uma superficie ¥ com curvaturas média

e Gaussiana H e K, respectivamente. Seja ¢ uma fungao diferencidvel em ¥ tal que a

funcgao \/S% possa ser estendida diferencialmente a Y. Entao,

sinh ¢
A = coshol + ——1II',
TV R
B = VH?— Ksinhl + coshpll’ | (4.3)
¢ um par fundamental com curvatura média H(A,B) = 0 e curvatura Gaussiana

K(A,B) = —(H? — K). Além disso, o tensor de Codazzi Tg de (A, B) € dado por:
T:(X,Y)=w¥)X —w(X)Y |, w= %(dH —VH? — Kdyp) , (4.4)
para quaisquer X,Y € X(X).

Demonstracao. Seja (x,y) um parametro duplamente ortogonal em ¥ com respeito ao
par (I,II) e
I = Bdz? 4+ Gdy? |, 11 =k Edx? + k,Gdy? |

as expressoes correspondentes de [ e I, respectivamente, com ky > ks.
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g 0 B o 0 sinh ¢ (0 0
A(%,%) = coshgp[(a 3>+—H2— II(8 &C)

B sinh ¢ o 0 0 0

sinh ¢

H? - K
(k1 — H)
VH? — K
= (coshp +sinhp)E

e +e ¥ eP—e ¥
= FE
(%)

= ek,

= coshpFE + (kiE — HE)

= coshpFE + sinhp E

em que, na terceira igualdade, usamos as expressoes das curvaturas principais do par

(I,1I) em termos de H e K, isto é, ky = H+ VH?>—- K, ky = H—- VH? - K.

particular, \/"% = 1. Com célculos anélogos obtemos

o 0 o 0
_— — PR — —p
A(@x’@y) 0 e A(@y’@y) ¢ra

A = e?Edx® + e ?Gdy?* .

Logo,

Por outro lado,

o 9 o 0 (0 0
B(%’%) = VH? - Ksmh<p[(a D >+COSh¢]I<8x %)
= VH?— KsinhgpFE + coshp(ky — H)E

= (ky — H)(sinh ¢ + cosh ) E

= (b — H)e*E
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B 2,2 = VH?— Ksinh ol 2,2 + cosh I I’ 2,2
dy dy dy dy

= VH?— Ksinh pG + cosh p(ks — H)G

= —(ky — H)sinh oG + cosh p(ky — H)G

= (ko — H)(cosh ¢ — sinh )G

= (ke — H)e ?G
e B (8%, a%) = 0, uma vez que (z,y) é duplamente ortogonal para (I, 11). Logo,

B = (ki — H)e?Edx* + (ks — H)e ?Gdy?
ki + k ki 4k
ki — L —; 2) e?Edx? + (kg — ;— 2> e PGdy?

= (kl _ k2) e?Edx® — (—kl ; k2) e PGdy?

(\V]

ky — ko

[\)

) (e?Edx® — e ?Gdy?) .
Em resumo,
A=e’Eda® + e *Gdy* , B = (852)(e?Eda® — e ?Gdy?) .

Em particular, A é uma métrica Riemanniana em X, portanto (A, B) é um par funda-
mental. Além disso,

~(EE)G) (55 + (B G) (455)

2FEG =0

H(A,B) =

K(A,B) = — (kl _ k2>2

P)

(M- H+(H = ky))

n 4

_  (WH?-K+VH?-K)’
4

= —(H*-K).
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Resta mostrar que o tensor de Codazzi Ty é dado por (4.4). Como (z,y) é também um

parametro duplamente ortogonal para (A, B), temos
-0 1 ~0 0\ 0
o T ﬁf“(s%a—x) oz
0

1 o 0
= —EB(a—a—)a—

1 (kl—z@)e%g

e E 2 ox
_ k-k O
B 2 Or
Analogamente, encontramos:
g0 - hokO
oy 2 0Oy
Agora, de (4.2), temos:
o0 0 1 0 1 0
Y o I _ ¢ “ (e — — “
75 (g a) =~ — kB + 5l — k)G
1 0
= sl = BB o (b — )P E) )
1
26_‘9G[(k1 — kz)xein + (kl - kQ)(eich)x]
1 E,| 0
= -3 {(/ﬁ — ka)y + (k1 — k2)py + (k1 — k2)fy] 97
1 Ga

Por outro lado, de (4.2) e do fato de que Ts = 0, uma vez que (I, IT) é um par de Codazzi,

temos que
1 0 1 0
—((k1F), — HE,)) — 4+ = ((k2G), — HG,) — =0,
ou equivalentemente,
Z(kl)y — _(kl_QkEQ)Ey e 2<k2)x — % .
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Substituindo as expressoes acima em (4.5) obtemos

0 0
7 (3 3p) -

1
2

(k1 — ka)u — (k1 — k2)pe + 2(K2).]

(k1 — ka)y + (k1 — k2)py — 2(k1),]

N~ DN~

(kg — (ko) (b1 — Kol

0

k2)x - (kl - kz)%g]a—y

0 0
(H, = VT =Kg,)5 ~ (H ~ VP = Ke,)

(2N _ (29
dy ) Ox ox ) Oy

—~

]

Corolario 4.2. Seja (I,1I) um par de Codazzi em ¥ com curvaturas média e Gaussiana

sinh

H e K, respectivamente. Seja ¢ uma fungao diferencidvel em ¥ tal que a fungao NI

pode ser estendida diferencialmente a X. Defina o par fundamental

A

B

= coshpl +

sinh ¢

vVH? - K

7,

= VH?— Ksinhl + cosholl’ .

Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. (A, B) é um par de Codazzi.

2. A diferencial de Hopf de (A, B) € holomorfa com respeito a estrutura conforme em

Y determinada por A.

3. dH —vH? — Kdp = 0.

Demonstracao. Seja z um parametro conforme local para a métrica Riemanniana A. Pela

Proposicao 1.3, A e B se exprimem em termos de z por

A=2XN|dz|* , B=Q'dz>+2NH(A,B)|dz|” + Qdz .
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Pelo Lema 4.1, temos que H(A, B) = 0, logo
A=2N|dz]*> , B=Qd®+Qdz*.

De (3.11) e (4.4) temos

oN9 (O E_p(ﬁ 2)_@2_@_’22
“\oz)o: “\oz) oz 592702~ N oz Noz

9] Q.] 0 Q% 0 o
[‘“(&)‘ﬂwh‘“(&)}&—o'

Q= No (2)

ou seja,

Assim,

Portanto, tendo em vista (3.11), sdo equivalentes:
1. (A, B) é um par de Codazzi.
2. Ty ¢& identicamente nulo.

3. Q. é identicamente nula.

4. dH — VHZ = Kdp = 0.

4.1 Pares de Weingarten Especiais

Nesta sec¢ao, aplicaremos o Corolario 4.2 a uma classe de pares de Codazzi, os pares de
Weingarten especias, que sao fundamentais para as aplica¢oes desenvolvidas no Capitulo 5.

Comegamos com o seguinte resultado mais geral.

Corolario 4.3. Seja (I,1I) um par de Codazzi em Y com curvaturas média e Gaussiana

H e K, respectivamente. Suponha que (I,11) seja um par de Weingarten, com H = H (t)
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e K = K(t) para t em um certo intervalo I C R, e que exista uma primitiva ¢(t) da

fungao
H'(t)
H{(t)? — K(t)
tal que a fungao
sinh ()
H(t)? — K(t)

se estenda diferenciavelmente aos pontos em que o denominador se anula. Entdo

sinh ¢ 7
VH? - K
B = VH?— Ksinhpl + cosholl" .

A = coshpl +

¢ um par de Codazzi definido globalmente em 3.

Demonstragao. Pela hipotese, temos que dH — v H? — Kdp = 0 e % se estende

2

diferenciavelmente a ¥. Logo o resultado decorre do Corolario 4.2. O]

Definigao 4.4. Dizemos que o par de Codazzi (I,1I) é um par de Weingarten especial se
existe uma fungao diferencidvel f definida em um intervalo J C [0,00) tal que a curvatura

média H e a curvatura Gaussiana K de (I,11) satisfazem
H=f(H*-K).

Corolario 4.5. Seja (I,1I) um par de Codazzi em ¥ com curvaturas média e Gaussiana
H e K, respectivamente. Suponha que (I,11) seja um par de Weingarten especial. Entao,
existe uma funcgao diferencidvel p em ¥ tal que

sinh ¢ T
VH2 - K
B = VH?— Ksinhpl + coshpll’ .

A = coshopl +

¢ um par de Codazzi definido globalmente em 3 com H(A, B) = 0.

Demonstragao. Temos que H = f(H? — K) para alguma uma funcao diferencidvel f

definida em um intervalo J C [0, 00). Assim, podemos escrever H = f(t*) e H*(t)—K(t) =
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H'(1)

Tnoera com ¢(0) =0. Além

t2. Logo, p(t) = fot 2f'(s?*)ds ¢ uma primitiva da fungao

disso,
sinh o (t) . sinh ()

t»—r}(} H(t)z — K(t) - %E% T = (O) = 2f (0) )

logo a fungao
sinh ()

H(t)* — K(t)

pode ser estendida diferenciavelmente aos pontos em que o denominador se anula. O

resultado segue agora do Corolario 4.3. [

Como consequéncia, obtemos a seguinte versiao abstrata de um resultado provado em
)
[15], segundo o qual a tnica superficie de Weingarten especial homeomorfa a uma esfera

imersa em uma forma espacial é a esfera totalmente umbilica.

Corolario 4.6. Seja (I,11) um par de Codazzi em uma superficie X homeomorfa a uma
esfera. Suponha que (I,I11) seja um par de Weingarten especial. Entao (I,11) é total-

mente umbilico.

Demonstracao. Pelo Corolario 4.5, o par fundamental (A, B) dado por (4.6) é um par
de Codazzi definido globalmente em 33, logo sua diferencial de Hopf @' é holomorfa com
respeito a estrutura conforme determinada por A. Como ¥ é homeomorfa a esfera, segue
do Teorema 1.2 que @' é identicamente nula. Logo (A, B) é totalmente umbilico. Por
outro lado, pelo Lema 4.1 as curvaturas média e Gaussiana de (A, B) sao, respectivamente,
H(A,B) = 0e K(A,B) = —(H?> — K). Entao K(A,B) = H?*(A,B) = 0, e portanto
H? — K =0, ou seja, o par (I,I1) ¢ totalmente umbilico. O

O ultimo resultado deste capitulo mostra que todo par de Weingarten especial em uma
superficie ¥ pode ser obtido a partir de uma métrica Riemanniana em ¥ e uma 2-forma
em X que é holomorfa com respeito & estrutura conforme determinada por A e satisfaz

certas condigoes.
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Corolario 4.7. Sejam ¥ uma superficie e f uma funcao diferencidvel definida em um
intervalo J C [0,00). Seja o(t) a primitiva de 2f'(t?) tal que ©(0) = 0. Entdo todo par
de Weingarten especial (I, 1T) em ¥ satisfazendo H = f(H? — K) € dado por

7 = _sinhtgo(t)Q, + cosh p(t)A — sinhtgo(t)Ql |
IT— f(t)I = cosho(t)Q — tsinh(t)A + cosh(t)Q’ (4.6)

em que A € uma métrica Riemanniana em X e Q' é uma 2-forma holomorfa com respeito
a estrutura conforme determinada por A tal que a imagem da fun¢ao t : X — [0, 00)

definida por 2|Q’| = t|A| estd contida em J. Em particular, t* = H* — K.

Demonstragao. Seja (I,11) um par de Weingarten especial em . Pelo Corolario 4.5,
existe um par de Codazzi (A, B) tal que a diferencial de Hopf Q" de (A, B) é holomorfa
com respeito & estrutura conforme determinada por A, e a forma quadratica B se escreve
como B = Q'dz?* + Q'dz? em termos de um parametro conforme local z, uma vez que

H(A, B) = 0. Além disso, temos que K (A, B) = —(H? — K), logo

/"2 )2
= H?— K = —K(A, B) = mi—,i :4%.
Portanto,
21Q =t]A] .
Além disso, de (4.3) temos
A = coshp(t)] + MI[— f(tQ)MI : (4.7)
Q +Q = tsinhp(t)] + coshp(t)IT — f(t*) cosh ()1 . (4.8)

Multiplicando as equagoes (4.7) por t cosh ¢(t) e (4.8) por sinh ¢(t), obtemos
tcosh(t)A = tcosh? p(t)I + cosh p(t)sinh p(t) 1T — f(t*) cosh (t) sinh ()1 |
sinh p(t)(Q' + Q') = tsinh®p(t)I + sinh o(t) cosh p(t)IT — f(t*) sinh () cosh (¢)I .

Subtraindo as equagoes anteriores obtemos

,sinh (%) -, sinh (1) |

I=-Q " + Acoshp(t) — Q ;

26



Por outro lado, multiplicando (4.7) por ¢sinh () e (4.8) por cosh ¢(t) obtemos

tsinh(t)A = tsinhp(t)cosh p(t)I + sinh® p(t) 11 — f(t*) sinh? p(t)1 |

cosh(t)(Q' + Q") = tcosh(t)sinhp(t) + cosh? o(t)II — f(t?) cosh? ()1 .
Subtraindo as equacoes obtidas, temos
tsinh ¢(t) A—cosh () (Q'+Q’) = (sinh? () —cosh? p(t)) I T+ f (t*)(cosh® ¢(t)—sinh? (t))I .

Logo,
IT — f(t*)I = cosh p(t)Q" — tsinh p(t) A + cosh p()Q'.
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Capitulo 5
Aplicacoes a superficies de R?

Neste capitulo, descrevemos algumas aplicagoes da teoria abstrata de pares de Codazzi
a superficies de R?. Em particular, apresentamos uma demonstracao do seguinte resultado
sobre superficies de Weingarten especiais elipticas, para as quais a funcao diferenciavel f

tal que H = f(H? — K) esté definida em [0,a), 0 < a < 0o, e satisfaz
4tf'(t)* <1,Yt€0,a) . (5.1)

Teorema 5.1. Seja ¥ uma superficie de Weingarten especial eliptica de R3 satisfazendo

H = f(H? - K).

1. Se ¥ é uma superficie completa e K > 0 em todos os pontos de ¥, entao ¥ € uma

esfera totalmente umbilica, ou um plano ou um cilindro circular reto.

2. Se f(0) # 0 e X é uma superficie completa, mergulhada com K < 0 em todos os

pontos de X3, entao ¥ € um cilindro circular reto.

Em particular, decorre do Teorema 5.1 que uma superficie de Weingarten especial
eliptica, mergulhada e completa de R® com curvatura Gaussiana negativa satisfaz f(0) =
0. Exemplos importantes com essa propriedade sao as superficies minimas completas de

R? sem pontos planares.
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Um dos ingredientes importantes para a demonstracao do Teorema 5.1 é o principio
do maximo de Hopf, enunciado na préxima secao, aplicado as superficies de R3.

Sejam ¥; e Y, superficies em R? tangentes em p € 3; N Xy e com o mesmo vetor
curvatura média em p. Dizemos que ¥, e X5 satisfazem o principio do maximo de Hopf
se, vistas localmente como gréficos de funcoes diferenciaveis u; e us em relacao ao plano
tangente comum em p, respectivamente, tivermos que u; < us implica u; = us em uma

vizinhanca de p.

Teorema 5.2. Quaisquer duas superficies de Weingarten especiais elipticas em R? satis-

fazem o principio do mdximo de Hopf.

Veremos que, a partir do Teorema 5.2, é possivel estimar a altura maxima com respeito

a um plano de uma superficie de Weingarten especial eliptica com bordo em tal plano.

5.1 O Principio do Maximo para as Superficies de We-
ingarten Especiais Elipticas

Nesta secao enunciamos o Principio do méximo no interior e na fronteira de Hopf
(para mais detalhes, ver [2]) e o aplicamos a teoria de superficies de Weingarten especiais

elipticas de R3.

5.1.1 O Principio do Maximo de Hopf

Sejam a;;, b;, ¢, d fungoes reais de classe C* em um dominio 2 de R", com A =

(@ij)1<i j<n uma matriz simétrica. Considere o operador diferencial

L = y — +c. 2
ijzzla”axiaxfr;blaxfrc (5.2)

Definicao 5.3. Dizemos que L é uniformemente eliptico se existir uma constante 6§ > 0

tal que:

Z aij(z)viw; > Olz)*, Vo= (zy,...,2,) ER", V2 €Q . (5.3)

ij=1
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Os seguintes resultados sao fundamentais no restante deste trabalho.

Teorema 5.4. (Principio do Mdximo no Interior de Hopf) Seja L um operador
uniformemente eliptico em um dominio Q C R"™. Suponhamos que a funcio u € C*(Q)

satisfaga Lu > 0. Entao u é constante se uma das sequintes condigoes ocorre:
e ¢ =0 e u atinge seu mdximo em §2.
e ¢ <0, u atinge seu mdzimo em §) e esse mdzrimo € negativo.

Teorema 5.5. (Principio do Mdximo na Fronteira de Hopf) Seja L um operador
uniformemente eliptico em um dominio Q C R™ com fronteira 0X) duas vezes diferencidvel.

Seja xo € 052, tal que

1. u € de classe C' em xy.

2. u(xg) > u(z),V z € Q.

3. g—;;(fﬁo) =0, em que n € o vetor normal unitario exterior de 0S2.
Entao u € constante se uma das sequintes condi¢oes ocorre:

e c=0.

e ¢ <0 ewu(z) >0.

5.1.2 Demonstragao do Teorema 5.2

Sejam Y1 e Yo superficies de Weingarten especiais elipticas, as quais podemos supor
que sejam graficos de funcoes u; e us, respectivamente, definidas em um aberto 2 de R2.
Sejam H(N;), H(N2) as curvaturas médias de u; e uy, com respeito aos campos de vetores

normais unitarios N; e N», respectivamente, os quais supomos dados por

o)) = Pie(@y) X ez, y)
Ni((z,y)) oz 8) X oz 1)

Y

€m que sz(x7y) = (x7y7ui(x7y>>7 1 S ? S 2.
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Suponhamos que (z,y) € € seja um ponto interior tal que os planos tangentes e os

vetores normais unitarios de ¥; e ¥y coincidem em p = (x,y,z) para z = ui(x,y) =

us(z,y). Vamos também considerar o caso em que (x,y) € £ é um ponto no bordo tal

que 1,2 = T,y e T,0¥; = T,0%,, com os vetores conormais interiores coincidindo em

p.

Em ambos casos, mostraremos que se u; < up (X7 < ¥) proximo de (x,y), entao

uy = uy (X1 = Xs) proximo de p.

Sem perda de generalidade, podemos supor que os planos horizontais zy (z = 0) sejam

os planos tangentes de Y, e Y5 em p e que os vetores normais N; e N, sejam iguais a

N = (0,0,1) em p. Para simplicar os célculos, usamos as seguintes notagoes:

Portanto

b1 =

" =

duy
ox

T = S5

S1 —

8%uy

oxdy

y P2 =

, T2 =

Ous

or

(17 07p1> X (07 17 Ql>

|(1707p1> X (07 17%)’

(_pi7 —dqi, 1)

(L+p7 +a)/?

i=1,2.

(5.4)

Além disso, as curvaturas média H; e Gaussiana K; de M;, i = 1,2, sao dadas por:

(1 + p?)7s — 2piqisi + (1 + ¢2)ry

H;

2(1+pf +¢7)*?

1

(1+p}+¢}

)2 (TiTi
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Como ¥; sao superficies de Weingarten especias elipticas com respeito & mesma funcao

eliptica f, entao H; = f(H? — K;), ou seja,
F(psi,qi,74, 56, 73) := H; —f(Hf -K)=0,i=1,2,

em que I é uma funcao de classe C! nas variaveis p;, ¢, ri, S; € T;.

Fixando (x,y) em €, definimos para t € [0, 1]:

a(t) = F(tpr+ (1 —t)pa, tqr + (1 —t)qo, try + (1 — t)ro, tsy + (1 — ) s,

try + (1 —t)m) .

Parat=0et =1 temos:

a(0) = F(p2, g2, 72,52, 72) =0 e a(l) = F(p1,q1,71,51,71) =0

(5.5)

Como « é continua e diferenciavel em (0,1), pois F' ¢ C', e a(0) = «a(1), decorre do

Teorema do Valor Médio que existe ¢ € (0,1) tal que o/(¢) = 0, ou seja,

OF ,  Op OF, 6 0q OF, Or OF, 0s OF,6 0
() = GO+ 505+ 5 €5 T 5 5 + 5O

- %(fxpl —pa) + %—§<g><q1 — )+ GO =)+ GO~ )
H O —m) =0,

em que £ = (p,q,7,8,7) com p=cpi+ (1= c)pa, ¢ = e + (1 = ¢)ga, 7 = eri + (1 = ¢)ry,

s=cs1+(1—c)sseT=cn+(1—c)m.

Seja w = u; — us. Entao

ow __ ow __
or —P1—P2 , G —d1—q2,
92 2w _
3527“1—7“2 ) aylgu—ﬁ—Tz’

Pw .
9roy S1 S9 .
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OF Ow OF, Ow OF, 0*w OF, 0*w OF, 0*w
= a—p(f)% + a—q(f)a—y + E(f)@ + %(@axay + 5(5)8—112 =

Defina

OF , Ow OF _ow OF, 0*w OF, 0*w 0OF, 0*w
Lw := Fp(f)% + a—q(f)a—y + 5(5)@ + g(f)axay + E(&)a_yg :

Seja A a matriz formada pelas componentes de maior grau do operador L, isto é,

oF  10F
or 2 0s
A=Alp,q,r,s,7) =
1LoF OF
2 Os or

Como p; = ¢; = 0, pois N; = N = (0,0, 1), entdo p = g = 0.

Afirmacgao 5.1.
1
trA=1 e detA= Z(l —4tf'(t)?) .

De fato, temos em (0,0, 7,s,7):

OF OF

Por (5.5),
OF 0 0 ot
a5 = i Ef(t)a ; (5.7)
oF 0 0 ot
o DL 5:5)

em que t = H? — K.
Notemos que 2H; = 7+ 1 e K; = r7 — s? em (0,0,7,s,7). Logo,

0H;

1 0K;
= — = T
or 2 7 Or ’

0H; 1 0K;

or 2 7 or

=7.
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Além disso, H? — K; = (7 — r)? + s*. Portanto

ot 1
o~ 2T
ot 1
or — 2

Dessa forma, reescrevemos (5.7) e (5.8) como

oF 110

aor 2 2 or
OF 1 10f(t)
or 2 2 o1 (r=1)
Como 857{1' = %If e % = —%, segue que
trA=1.

Por outro lado,

OF OF 1 (OF\”
Mas,
oF B of(t)
ds 28 0s
B 0H,
N Os
= 0.
Portanto,

o = (3 150-) 3140 -1)
i
E
4
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em que
1 Hr —2 1 2 1
p o L) = 2pgs + (L+¢)r (rr— %) .
2(]_ +p2+q2)3/2 (1+p2+q2)2

com p =cp1 + (1 —c)pz, ¢ = cqu + (1 —¢)ga, r = cry + (1 = ¢)ra, s = es1 + (1 — ¢)sy,

T =cni+(1—c)mp e p;, ¢, 14, Si, 7; variando em uma vizinhanga V' de (z,y) e ¢ no intervalo
[0, 1].

De (5.1) temos que det A > 0 e portanto A é uma matriz positiva definida. Por
continuidade A também é positiva definida em V', logo L é um operador uniformemente
eliptico em V.

Na vizinhanga V' de (x,y) temos que Lw = 0 e w < 0. Como w(x,y) = 0 segue que
(x,y) ¢ um ponto de maximo de w em V.

Se (z,y) é um ponto interior, decorre do Teorema 5.4 que w ¢é constante. Como
w(z,y) = 0, concluimos que w = 0 em V', e portanto u; = uy em V.

Suponha agora que (z, y) € um ponto no bordo. Como %—”;;’(a:, y) = %—f‘;l(:c, y)—%—f(m, y) =

0, pois os vetores normais exteriores a 0%; coincidem em p, obtemos do Teorema 5.5 que

w € constante. Como w(x,y) = 0, concluimos que w = 0 em V', e portanto u; = us em V.

5.2 Estimativa de altura maxima

Nesta secao vamos mostrar que é possivel estimar a altura méxima em relacao a um
plano de uma superficie mergulhada ¥ de R? cujo bordo esteja nesse plano, desde que ¥

pertenca a uma familia de superficies satisfazendo as condi¢oes da definicao abaixo.

Definicao 5.6. Dizemos que uma familia A de superficies orientadas de R? satisfaz o

principio do maximo de Hopf se as seguintes propriedades sao satisfeitas:

1. A ¢ invariante por isometrias de R®. Em outras palavras, se & € A e ¢ é uma

isometria de R3, entao ¢(X) € A.
2. Se ¥ € A e X é uma superficie de R? tal que & C X, entdo & € A.

3. Existe uma superficie compacta, mergulhada e sem bordo em A.
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4. Quaisquer duas superficies em A satisfazem o principio do maximo (interior e fron-

teira).

Proposigao 5.7. Se uma familia de superficies A satisfaz o principio do mdzimo de Hopf,
entao existe, a menos de isometria de R3, uma nica superficie compacta, merqulhada e

sem bordo em A. Tal superficie é necessariamente a esfera totalmente umbilica.

Demonstracao. Como A é uma familia de superficies satisfazendo o principio do maximo
de Hopf, existe uma superficie > compacta, mergulhada e sem bordo em A. Vamos
mostrar que Y é uma esfera totalmente umbilica. Isto é equivalente a mostrar que X
possui planos de simetria em todas as direcoes.

Dado v € R3, considere a familia a um parametro de planos P(t) C R3 com vetor
normal v. Seja [;(¥) a reflexdo de ¥ com respeito a P(t). Como ¥ é compacta e mer-
gulhada, existe to € R tal que [;,(3) ¢ tangente a X e, vistas localmente como graficos
de fungoes diferenciaveis uy e uq, respectivamente, em relagao ao plano tangente comum,
satisfazem uy < uy. Como a familia A satisfaz o principio do méaximo de Hopf, temos que
I;,(¥) = X. Logo, P(tp) ¢ um plano de simetria.

m

Exemplo 5.1. A familia de superficies de Weingarten especiais elipticas de R? satisfaz o
principio do maximo de Hopf. De fato, a condigao 1 decorre do fato de que as curvaturas
média e Gaussiana de uma superficie sao invariantes por isometrias de R*. A condicao 2
¢é imediata, enquanto que a condicao 4 segue do Teorema 5.2. Quanto a condigao 3, basta

observar que uma esfera de raio r é uma superficie de Weingarten especial eliptica com

f(x) =1 paraaqual f(0) #0edtf'(t)=0<1.

T

Inicialmente obtemos uma estimativa de altura maxima em relagdo a um plano para
Afi t t t familia d ficies de R3 tisf:
um grafico compacto pertencente a uma familia de superficies de R” que satisfaz o principio

do méaximo de Hopf.

Teorema 5.8. Sejam A uma familia de superficies de R3 satisfazendo o principio do

mdximo de Hopf e X € A um grdfico compacto em um dominio 2 no plano xy cujo bordo
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OX estd contido nesse plano. Entao, para cada p € ¥ a distancia em R3 de p ao plano zy

¢ menor do que ou igual a 4R 4, em que R4 € o raio da unica esfera totalmente umbilica

em A.

Demonstracao. Sejam ¥ € A um grafico compacto em 2 C P, em que P é o plano xy,
e Yy a tnica esfera totalmente umbilica em A. Sejam P(t) planos horizontais de R?, tal
que P(0) = P et ¢ a distancia de P a P(t).

Primeiro, vamos mostrar a seguinte afirmacao:

Afirmacgao 5.2. Paracadat > 2R 4, o didmetro de qualquer componente conexa, limitada

por X(t) = P(t) N X é menor ou igual a 2R 4.

De fato, suponhamos que a afirmacgao 5.2 é falsa, ou seja, para alguma componente
conexa C/(t) de 3(t), existem pontos a e b € §(t), tal que d(a,b) > 2R4 ( Q2(t) é um
dominio em P(t) limitado por C(t)).

>
P(t)

Figura 5.1: Superficie X grafico compacto cujo bordo 9% esta contido no plano P.

Sejam ) um dominio em R?, limitado por ¥ U e 3 uma curva em Q(t) que une a e
b, tal que SN C(t) = 0.

Seja IT um “ retangulo ” dado por:
II={as(r):sel,re|0,t]},

em que [ é o intervalo de defini¢do da curva f3, ag é uma geodésica com a,(0) = G(s) e

/

al(0) = —e3 = —(0,0,1), e r é o parametro de comprimento de arco ao longo de «.
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Como 3 é um grafico e 3 esta contida em €(t), entao II C Q. Além disso, se tomarmos
q = as(0) = [(s), para algum s € I, digamos s = sy, tal que d(a, q) = d(q,b) e “andarmos”
sobre a geodésica de vetor velocidade o (0) até uma distancia ¢/2, obtemos um ponto

p € 11, tal que d(p,OIl) > R4.

Figura 5.2: Construgao do retangulo Il e da reta 7.

Seja n(x) uma reta horizontal que passa por p e estar contida no plano z = t/2 (figura
5.2). Como d(p,dIl) > R4, entao a distancia de cada ponto de n a OII é maior que R4.
Além disso, 1 ¢ ortogonal a geodésica de vetor velocidade a7, (0).

Sejam ¢y o primeiro ponto em que 7 intersecta () e ¢; o dltimo ponto em que 7
intersecta ). Considere as esferas ¥o(z) € A, centradas em cada ponto de n(z) obtidas
da esfera rotacional ¥y, por meio de translacoes de R3. Como ¥y € A, entdo pela definicao
5.6, Xo(z) € A. Seja Yg(xo) a primeira esfera, proximo de ¢g, que toca X em um ponto
qf, entao se os vetores normais de ambas coincidem em ¢ e como as duas superficies
pertencem a A, entao pelo principio do maximo, ¥ = (), absurdo.

Por outro lado, suponhamos que os vetores normais nao coincidam, digamos, o vetor
normal de ¥ “aponta para dentro” e o vetor normal de ¥y(x) “aponta para fora”. Entao,
tomamos Y (o) a primeira esfera na familia A que encontra I em um ponto interior, e
para cada z > x¢, consideramos a parte 3o(z) da esfera Xo(z) que passa por II. Nenhuma
dessas esferas toca OII, pois a distancia de cada ponto de i a 011 é maior que R4 e cada

ponto de 7 é o centro de cada esfera Yg(x). Como essas esferas “deixam” ) em ¢y, existe
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um primeiro valor z, tal que Xy(z;) encontra ¥ em um ponto ¢} e neste ponto os vetores

normais coincidem (figura 5.3).

Figura 5.3: As esferas ¥y(z) centradas em cada ponto de 7.

Logo, pelo principio do méaximo, 3 = ¥y(x;), absurdo. Portanto, concluimos a afir-
magao 9.2.
Para finalizarmos, basta provarmos que P(t) N X = (), se t > 4R 4. Isso é equivalente

a seguinte afirmagao:

Afirmagao 5.3. Seja 23 uma componente conexa limitado por X(2R4) = P(2R4) N X.
A distancia de qualquer ponto de ¥ (grafico sobre €;) ao plano P(2R4) é menor ou igual

ao diametro de €.

Suponhamos que a afirmacao 5.3 seja falsa, ou seja, existe um ponto p € ¥ (gréfico
sobre ), tal que a distancia d(p, ;) > diamf);.

Seja o uma reta suporte de 9€0; em P(2R 4) com vetor normal unitario v € P(2R4).
Seja y(r) uma geodésica, tal que v(0) € o e 4/(0) = \/ié(v + e3), em que ez = (0,0,1).

Para cada r, consideramos os planos 7(r) em R3 que passam por () e sdo ortogonais

a v (r) =4/(0). A interse¢ao dos planos m(r) com os planos P(2R ) sao retas paralelas a
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reta suporte o e m/4 é o angulo entre esses planos. De fato, basta calcularmos

[{(7'(0), es)]
[V (0)] les| -

Seja ¥; a parte compacta de X (grafico sobre ;). Observamos que, quando r é

cosf =

suficientemente grande, m(r) nao intercepta ;. Além disso, para r = 0, o plano 7(0)
contém a reta suporte o e a reflexdo de p sobre o plano 7(0) é um ponto cuja proje¢ao
vertical em P(2Ry4) ndo pertence a ;. De fato, sejam R(p) o ponto de reflexdo de
p com respeito ao plano 7(0) e proj(R(p)) a projecao vertical de R(p) sobre o plano
P(2R4). Seja P(t1) o plano que contém o ponto p e é paralelo ao plano P(2R4). Assim,
d(P(t1), P(2R)) = d(p, ). Logo, d(P(t1),proj(R(p))) = d(p, 1) > diamS.

P(2Ra)

Figura 5.4: Aplicagao da técnica de reflexao de Alexandrov.

Seja X3(r) a reflexdo de X;(r) sobre os planos 7(r) com r suficientemente grande.
Assim, existe um primeiro valor 1, tal que 3%(ry) é tangente a X;. Logo, pelo principio

do méximo ¥, = 3j(ro), absurdo. O

Como consequéncia do resultado acima, estimamos a distdncia méxima a um plano
atingida por uma superficie compacta e mergulhada > € A cuja fronteira estd contida

nesse plano.
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Corolario 5.9. Seja A uma familia de superficies de R®, satisfazendo o principio do
mdzximo de Hopf. Entao, cada superficie compacta e mergulhada ¥ € A, cuja fronteira
estd contida em um plano P, verifica que para cada p € X, a distdncia em R3 de p ao

plano P € menor ou igual a 8R 4, em que R 4 € o raio da unica esfera totalmente umbilica

em A.

Demonstracao. Como ¥ é compacta existe ¢ € X tal que d(q, P) > d(z,P) Vx € X.
Sejam P, planos paralelos a P com Fy = P e ¢ € P,. Usando o método de reflexao de
Alexandrov, vamos mostrar que 3;,, ( parte de ¥ que esta sobre o plano P,/ ) ¢ um
grafico sobre esse plano.

Suponhamos que ¥/, nao é um grafico (figura 5.5). Seja 3} a reflexdo de ¥, sobre o
plano P, com t € [h/2,h]. Fagamos a reflexdo a partir de ¢ = h de forma decrescente.
Assim, existe ty € [h/2, h] tal que ¥j ¢é tangente a ¥.. Entao, pelo principio do méximo,

¥, = X. Logo, ¥ ¢ uma superficie fechada sem bordo, absurdo.

R
&
P
to
h
R.
h/2
Y P

Figura 5.5: Superficie ¥ compacta, mergulhada cuja a 9% esté contida no plano P.

Portanto, ¥,/2 é um grafico sobre o plano Pj/,. Pelo Teorema 5.8, d(x, Py2) <
4R4 , Y x € Xpje. Logo, Vo € X, d(z, P) < 8Ry4.
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O resultado a seguir foi obtido por [7] para as superficies de Weingarten especiais
elipticas. A demonstracao usa apenas, no entanto, o fato de que tais superficies satisfazem
o principio do maximo de Hopf e as estimativas de altura do Corolario 5.9. Portanto, tal
resultado vale mais geralmente para qualquer familia de superficies de R? que satisfaz o

principio do méximo de Hopf.

Proposicao 5.10. Seja A uma familia de superficies de R?® satisfazendo o principio do

mdzimo de Hopf. Entao,
(i) A nao contém uma superficie mergulhada homeomorfa ao plano.

(ii) Uma superficie ¥ € A com dois fins € uma superficie de rotagao contida em um

cilindro de R3.

Demonstragao. Ver [22]. O

5.3 Aplicacao

Nesta secao vamos demonstrar o Teorema 5.1. Mostraremos inicialmente, usando os
resultados do capitulo anterior, que uma superficie de Weingarten especial cujas curva-
turas média e Gaussiana satisfazem H? — K > ¢ > 0 admite uma métrica completa com
curvatura Gaussiana nula, em particular tem a estrutura conforme do plano, do plano
menos um ponto ou do toro. Iniciamos com um fato preliminar de geometria Riemanni-

ala.

Lema 5.11. Se (M, q1) e (M, g2) sao variedades Riemannianas tais que go > cgy para

alguma constante ¢ > 0, entao (M, gs) é completa se (M, g1) é completa.

Demonstragao. Usaremos que uma variedade Riemanniana (M, g) é completa se, e so-

mente se, (M,d) é um espago métrico completo, em que d ¢ a distancia em M induzida

por g (veja [12]).
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Sejam d; e dy as distancias em M induzidas por g; e ¢», respectivamente. Entao é
imediato verificar que dy > cd;. Dai decorre facilmente que toda sequéncia de Cauchy
para dy é também uma sequéncia de Cauchy para d;. Assim, se (M, g;) é completa e
(x,) é uma sequéncia de Cauchy em M para ds, entao (z,) é também uma sequéncia de
Cauchy em M para dy, logo converge, pois (M, d;) é completo. Isto implica que (M, ds)

é completo, logo (M, g2) é uma variedade Riemanniana completa. [

Lema 5.12. Seja (I,11) um par de Weingarten especial do tipo eliptico em ¥, com cur-
vaturas média e Gaussiana H e K, respectivamente. Seja A a métrica Riemanniana dada
em (4.3) em termos de uma primitiva ©(t) da fungao 2f'(t*). Se H* — K # 0 em X,
entao a nova métrica gy = VH? — KA é uma métrica cuja curvatura Gaussiana K €
nula em . Além disso, se I é uma métrica completa e H*> — K > ¢y > 0, entdo a métrica
go € completa. Em particular, com a estrutura conforme dada por A(ou por go), X é
conformemente equivalente ao plano complexo, ao plano complexo menos um ponto ou ao

toro.

Demonstracdo. Primeiro, vamos mostrar que gy = v H? — KA é uma métrica cuja cur-
vatura Gaussiana é nula em 3.

Pelo Corolario 4.7, temos que 2|Q’| = t|A|, em que t = VH? — K e Q' é holomorfa
com respeito a um parametro conforme local z para a métrica A. Escrevendo A = 2\ |dz|2,

temos

go = 2Mt|dz)?

= 2(Qld=]" .
Seja h(z) dada por 2Q" = h%. Entao 2’ = h(z) satisfaz dz’ = h.dz, logo
d2'[* = || |z = o,

logo gg tem curvatura Gaussiana nula.
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Mostremos agora que go ¢ uma métrica completa se I é uma métrica completa em 3.

Para tanto, basta mostrarmos que existe uma constante ¢ > 0 tal que
I <cgp .

Iniciamos, observando que de 4.6 obtemos:

inh ~
1k 2O+ 1)

< | coshp(t)||A] + | cosh ()| A]

11l < |coshp(t)[[A] +

< 2cosh(t)|A] .
Assim,
I < 2coshp(t)|A] . (5.9)
Por outro lado, o par (I, II) é de Weingarten do tipo eliptico, entao segue que
A 1)? < 1.
Como (t) é a primitiva da fungao 2f'(¢?), entao
)P =41()? = Y1) <1.
Logo,

1
<o)< o
t_w()_t

Integrando a desigualdade acima obtemos:

lp@)] < [log(t)] -

Notemos que

t? 41
cosh p(t) < coshlog(t) = 2—;t :

~ 1442 1+4co : _ co+l
Como t > /co, entao 55 < ¢ Logo, existe ¢; = =, tal que

cosh p(t) < ¢t .
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Assim, substituindo a desigualdade acima em (5.9), obtemos:
I'<cgo,

em que ¢ = 2¢;.

Portanto, segue do Lema 5.11 que gy é uma métrica completa em Y. Dessa forma,
com a estrutura conforme determinada por gq, > tem como recobrimento universal Ri-
emanniano o plano Euclidiano. Logo, segue de [4] (pag. 103) que X é conformemente

equivalente ao plano complexo, ao plano complexo menos um ponto ou ao toro. [l

Demonstracao do Teorema 5.1: 1) Suponhamos inicialmente que K seja identicamente
nula. Entao f(H?) = H, ou seja, a fungao h(t) =t — f(?) satisfaz h(H) = 0. Como X ¢

uma superficie de Weingarten especial eliptica, temos que
2tf' (%) =42 (°)* < 1,

logo W' (t) = 1 —2tf'(t?) > 0, ou seja, h ¢ estritamente crescente. Em particular, h possui
no maximo um zero, portanto de h(H) = 0 decorre que H é constante. Portanto ¥ é um
plano se f(0) = 0 e um cilindro circular reto se f(0) # 0.

Suponhamos agora que exista um ponto p € ¥ tal que K(p) > 0. Entdao X é ho-
meomorfa a uma esfera ou ¢ uma superficie mergulhada homeomorfa ao plano, ver [13].
Decorre da Proposicao 5.10 e do fato de que a familia das superficies de Weingarten es-
peciais elipticas satisfaz o principio do maximo de Hopf que a segunda possibilidade nao
pode ocorrer. Portanto ¥ é homeomorfa a uma esfera. Vamos mostrar que X é de fato
uma esfera totalmente umbilica. Com efeito, seja W a funcao diferenciével definida por

W(z,y) =x — f(2? —y). Observe que
We=1-2xf(a"—y) e W, =f(a"-y),
logo
W, (t, %) + 2tW,(t,t*) =1#£0, V t.
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Portanto, a afirmagao decorre do Teorema 2.4.

2) Neste caso temos
0>K=H>-(H>-K)=f(H* - K)? - (H* - K) . (5.10)

Como f(0) # 0, a fungao continua f(s)* — s é positiva em s = 0, logo existe sq > 0 tal
que f(s)? —s > 0 para s € [0, s0]. Decorre de (5.10) que H? — K > s, em 2. Segue
entao do Lema 5.12 que ¥ é homeomorfa ao plano complexo ou ao plano complexo menos
um ponto ou ao toro. Mas, pela Proposicao 5.10, ¥ nao pode ser homeomorfa ao plano.
Além disso, ¥ nao pode também ser homeomorfa ao toro, pois toda superficie compacta
em R3 possui pontos com curvatura Gaussiana positiva. Portanto, ¥ é homeomorfa ao
plano complexo menos um ponto e, pela Proposicao 5.10, ¥ é uma superficie de rotagao
contida em um cilindro circular reto de R3.

Vamos mostrar que X é de fato um cilindro circular reto. De fato, suponhamos que %

seja uma superficie de rotagdo com respeito ao eixo z. Seja
a=YN{(z,y,2) €eR*; x>0,y =0}

a curva geratriz de . Temos que « é¢ uma linha de curvatura de X, e o sinal da curvatura
k., de a no plano y = 0 muda somente se também muda o sinal da curvatura Gaussiana
de . Como K < 0, concluimos que k, nao muda de sinal. Logo, a é uma curva convexa.
Notemos que « esta contida em uma faixa determinada pelo eixo z e pela reta paralela a

Cn{(z,y,2) eR®; >0,y =0}.
Afirmacao 5.4. a nao intercepta o eixo de rotacao.

De fato, se « interceptasse o eixo z em um unico ponto, entao X seria homeomorfa ao
plano, absurdo. Se « interceptasse o eixo z em dois pontos, entao X seria homeomorfa a

esfera, novamente absurdo, pois K < 0. Portanto, o nao intercepta o eixo z.

Afirmacgao 5.5. a é uma reta.
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Considere a funcdo altura h: R — R dada por: h(s) = («(s),v), em que v um vetor
unitario em R? normal ao eixo z. Do fato de « ser convexa e nao tocar o eixo de rotacao
concluimos que h é positiva e tem derivada segunda positiva em R. Logo h é constante.

Portanto, ¥ é um cilindro circular reto.
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