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Resumo

Este trabalho tem como finalidade estudar o conjunto frente de onda C8 e o conjunto frente de

onda anaĺıtico de upx, 0q, assumindo que a equação diferencial parcial ut � fpx, t, u, uxq possui uma

solução u � upx, tq P Ck�1, para t ¥ 0 e px, tq pertencendo a alguma vizinhança de px0, 0q, com as

seguintes notações:

v � pu, uxq;
f vpx, tq � fpx, t, upx, tq, uxpx, tqq;

L � B
Bt �

Ņ

j�1

fζjpx, t, ζ0, ζq B
Bxj ;

gvpx, tq � Lvv;

H � L� g0Bζ0 �
Ņ

j�1

gjBζj .

Nossa análise visa a localização do conjunto frente de onda C8. Para isto, faz-se necessário a condição

abaixo:

@x P Ω, 0 ¤ j ¤ k, =pHjfζqvpx, 0q � 0, =pHkfζqvpx0, 0q � 0;

tendo como pressuposto =pHkfζqvpx0, 0q � ξ0   0, no qual ξ0 pertence a esfera unitária SN�1.

O conjunto de todos pressupostos apresentados acima nos faz chegar à conclusão da impossibi-

lidade de o ponto px0, ξ
0q pertencer ao conjunto frente de onda C8 do traço upx, 0q. Esta impossi-

bilidade requer não apenas a condição de f � fpx, t, ζ0, ζq ser de classe C8pΩ � r0, T q � N q como

também requer a condição de f ser holomorfa nas variáveis pζ0, ζq, nas quais Ω, T e N representam

respectivamente um subconjunto aberto de RN , um número real e um subconjunto aberto de C�CN .

Uma outra possibilidade que pode ser admitida com respeito à função f é a de ser anaĺıtica real.

Neste caso, tem-se que px0, ξ
0q não pertence ao conjunto frente de onda anaĺıtico do traço upx, 0q.



Abstract

This work intends to study the analytic wave front set and the C8 wave front set of upx, 0q, assu-

ming that the partial differential equations ut � fpx, t, u, uxq presents a solution u � upx, tq P Ck�1,

once t ¥ 0 and px, tq belongs to some neighbourhood of px0, 0q, under the following representations:

v � pu, uxq;
f vpx, tq � fpx, t, upx, tq, uxpx, tqq;

L � B
Bt �

Ņ

j�1

fζjpx, t, ζ0, ζq B
Bxj ;

gvpx, tq � Lvv;

H � L� g0Bζ0 �
Ņ

j�1

gjBζj .

Our analysis seeks the localization of the C8 wave front set. For that, the condition below is required:

@x P Ω, 0 ¤ j ¤ k, =pHjfζqvpx, 0q � 0, =pHkfζqvpx0, 0q � 0;

and it pressuposes that =pHkfζqvpx0, 0q � ξ0   0, in which ξ0 belongs the unitary sphere SN�1.

The comprehension of all conditions outlined above makes us conclude that it is impossible for

the point px0, ξ
0q to belong to the C8 wave front set of the trace upx, 0q. Such impossibility demands

not only that the condition f � fpx, t, ζ0, ζq be of class C8pΩ � r0, T q � N q but also requires the

holomorphic property in the variable pζ0, ζq. In these cases Ω, T and N represent respectively an

open subset of RN , a real number and an open subset of C� CN .

Another possibility that can be taken into consideration regarding the function f is that it can

be real-analytic type. In this case, px0, ξ
0q will not bellong to the analytic wave front set of the trace

upx, 0q.
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1 Pré-requisitos 10

1.1 As funções teste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2 Distribuições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3 Suporte de distribuições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.4 A transformada de Fourier em S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.5 A transformada de Fourier em S 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Conjuntos frente de onda. 17

2.1 Os Teoremas de Paley-Wiener . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2 Analiticidade micro-local e a transformada FBI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3 Aplicação para solução de EDP’s não lineares de primeira ordem. 45

3.1 Sobre L e H . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.2 Colchetes de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.3 Caso C8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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Introdução

O artigo [11] é um dos precursores do estudo de suavidade micro-local para EDP’s. J. Y. Chemin,

em [11], provou que se considerarmos f � fpx, t, ζ0, ζq de classe C8 e holomorfa nas variáveis

pζ0, ζq P N � C � Cm e supusermos que existe u P C2pΩq solução da equação diferencial parcial

não linear ut � fpx, t, u, uxq, então WFapuq � charpLvq, em que charpLvq representa o conjunto

caracteŕıstico do operador linearizado

Lv � B
Bt �

m̧

j�1

Bf
Bζj px, t, u, uxq

B
Bxj .

C. Asano, em [4], publicou uma outra prova deste resultado. Em [12], com a hipótese adicional de

f ser anaĺıtica nas variáveis px, tq, N. Hanges e F. Treves demonstraram que o conjunto frente de

onda anaĺıtico de u está contido no conjunto caracteŕıstico do operador linearizado Lv. No trabalho

[17], N. Lerner, Y. Morimoto e C.-J. Xu estudam a analiticidade micro-local do problema de Cauchy

quase linear do tipo $''&''%
Bu
Bt �

Ņ

j�1

ajpx, t, uq BuBxj � bpx, t, uq, 0   t   T x P Ω

upx, 0q � ωpxq, x P Ω

(1)

em que Ω � RN é aberto e T ¡ 0. As funções aj, b, j � 1, ..., N , são restrições em Ω� r0, T s � V3 de

funções holomorfas definidas em algum domı́nio V � V1 � V2 � V3 � CN�2. Seja

L � B
Bt �

Ņ

j�1

ajpx, t, vq B
Bxj � bpx, t, vq BBv

ν0 � pa1, � � � , aNq, ν1 � pLpa1q, � � � ,LpaNqq � Lpν0q, � � � , νk � Lpνk�1q � Lkpν0q.

Em [17] é encontrada a demonstração do seguinte resultado:

7
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TEOREMA 0.0.1. Sejam k P N e u uma solução do problema de Cauchy (1), Ck�1 para t ¡ 0 em

uma vizinhança de px0, 0q. Se para todo x P Ω tivermos =νjpx, 0, ωpx0qq � 0, =νkpx, 0, ωpx0qq � 0,

para todo 0 ¤ j   k, então @ξ0 P RN tais =νkpx0, 0, ωpx0qq � ξ0 ¡ 0, o ponto px0, ξ
0q R WFapωq.

Z. Adwan e S. Berhanu estenderam o teorema acima no trabalho [1], enunciado-o para uma equa-

ção não linear ut � fpx, t, u, uxq, f � fpx, t, ζ0, ζq restrição de uma função holomorfa. Para tanto os

autores generalizaram os vetores =vjpx, 0, ωpxqq, expressando =νjpx, 0, ωpxqq em termos de múltiplos

colchetes de Lv e seu conjugado Lv. Resultados sobre analiticidade micro-local de colchetes até ter-

ceira ordem são encontrados em [13] e [14]. Em [2] e [5] são encontrados resultados sobre regularidade

Gevrey.

O terceiro caṕıtulo, desta dissertação é baseado em [1]. No terceiro caṕıtulo desta dissertação

apresentamos e demonstramos a extensão do Teorema 0.0.1. Para tanto, é utilizada uma caracteriza-

ção, via transformada FBI, dos conjuntos frente de onda. Já que, a caracterização do conjunto frente

de onda anaĺıtico via Transformada de Fourier é mais dif́ıcil de ser aplicada do que a caracterização

via transformada FBI.

A transformada FBI é semelhante à transformada de Fourier. Dada uma distribuição u com

suporte compacto definimos sua transformada FBI por Fupx, ξq �
A
uy, e

ipx�yqξ�|ξ||x�y|2
E

. Dado um

aberto conexo B � Sm�1, com a topologia induzida de Rm, chamamos o conjunto Γ � ttx P Rm :

x P B, t ¡ 0u de cone aberto conexo com vértice na origem. No segundo caṕıtulo deste trabalho

demonstramos que um ponto não está no conjunto frente de onda anaĺıtico de uma distribuição se,

e somente se, existem uma vizinhança V e um cone Γ tal que a transformada FBI desta distribuição

possui decrescimento exponencial em V �Γ. De forma análoga, demonstra-se que um ponto não está

no conjunto frente de onda C8 de uma distribuição se, e somente se, existem uma uma vizinhança V

e um cone Γ tal que a transformada FBI desta distribuição possui decrescimento rápido em V � Γ.

Esta dissertação está organizada na seguinte forma. No primeiro caṕıtulo deste trabalho serão

apresentadas algumas definições e resultados, sem demonstração (as demonstrações destes resulta-

dos podem ser encontradas no livro [16]), sobre funções-teste, distribuições, espaço de Schwartz e

trasformada de Fourier. No segundo caṕıtulo demonstramos um dos Teoremas de Paley-Wiener,

definimos analiticidade e suavidade micro-local e os respectivos conjuntos frente de onda. Ainda no

segundo caṕıtulo apresentamos a transformada FBI e duas aplicações para transformada FBI, uma

caracterização para analiticidade real e uma para o conjunto frente de onda anaĺıtico. Na primeira

seção do terceiro caṕıtulo definimos os operadores L e H e demonstramos alguns resultados envol-
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vendo os operadores L e H, os quais serão usados na extensão do Teorema 0.0.1.Na segunda seção do

terceiro capitulo apresentamos alguns resultados sobre múltiplos colchetes de Lie. Na terceira seção

do terceiro caṕıtulo é demonstrada uma condição para um ponto não pertencer ao conjunto frente

de onda C8 do traço de uma solução do problema de Cauchy. Na terceira seção demonstramos uma

condição para um ponto não pertencer ao conjunto frente de onda anaĺıtico do traço de uma solução

do problema de Cauchy. Quando não houver confusão iremos usar C para denotar uma constante,

se a constante depender de algum parâmetro esta será denotada por C com o parâmetro como ı́ndice

(por exemplo se depender de λ denotamos por Cλ). Usaremos Optnq para denotar alguma função de

ordem tn, para qualquer n natural.



Caṕıtulo

1

Pré-requisitos

Neste caṕıtulo serão apresentadas algumas definições e resultados, sem demonstração (as de-

monstrações destes resultados podem ser encontradas no livro de Hounie [16]), sobre funções teste,

distribuições, espaço de Schwartz e trasformada de Fourier.

1.1 As funções teste

DEFINIÇÃO 1.1.1. As funções f : Ω � Rn Ñ C indefinidamente diferenciáveis, com suporte com-

pacto em Ω serão chamadas funções teste em Ω. O conjunto das funções teste em Ω será denotado

por C8
c pΩq.

DEFINIÇÃO 1.1.2. Uma seqüência pφjq de funções de C8
c pΩq converge a zero em C8

c pΩq se:

1. Existe um compacto K � Ω tal que Spφjq � K, j � 1, 2, ... (sendo Spφjq o suporte de φj).

2. Para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das funções φj convergem uniformemente

a zero quando j Ñ 8.

OBSERVAÇÃO: É posśıvel dotar C8
c pΩq com uma topologia não metrizável de forma que a conver-

gência nessa topologia coincida com a dada pela definição acima.

1.2 Distribuições

DEFINIÇÃO 1.2.1. Seja Ω � Rn aberto. Um funcional linear cont́ınuo u : C8
c pΩq Ñ C é dito uma

distribuição em Ω. O espaço das distribuições em Ω se denota por D1pΩq. Isto é se φ1, φ2 P C8
c pΩq,

10
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λ P C e pφjq é uma seqüência em C8
c pΩq, então,

upφ1 � λφ2q � upφ1q � λupφ2q (Linearidade)

φj Ñ 0 em C8
c pΩq ñ upφjq Ñ up0q (Continuidade).

Vamos escrever xu, φy em vez de upφq.

As operações soma de distribuições e multiplicação de escalar por distribuição são definidas de

maneira óbvia. Dados u1, u2 P D1pΩq, φ P C8
c , λ P C, definimos:

xu1 � u2, φy � xu1, φy � xu2, φy
xλu1, φy � λxu1, φy

Dado L operador linear de C8
c pΩq em C8

c pΩq se Lφj Ñ 0 em C8
c pΩq quando φj Ñ 0 em C8

c pΩq
dizemos que L é cont́ınuo.

DEFINIÇÃO 1.2.2. Sejam L e L1 operadores lineares cont́ınuos de C8
c pΩq em C8

c pΩq. Dizemos que

L é o transposto formal de L1 e vice versa se

»
Ω

pLφqψdx �
»

Ω

φpL1ψqdx φ, ψ P C8
c pΩq. (1.1)

Na definição acima temos φ, Lφ, ψ, Lψ P C8
c pΩq � L1

locpΩq � D1pΩq, então, a equação (1.1)

pode ser reescrita na forma xLφ, ψy � xφ, L1ψy. Deste modo, é intuitivo estender L a um operador

L̃ : D1pΩq Ñ D1pΩq, definido por:

xL̃u, ψy � xu, L1ψy u P D1pΩq ψ P C8
c pΩq. (1.2)

Exemplo 1.2.3 (Produto por uma função C8). Seja f P C8pΩq, definimos L : C8
c pΩq Ñ C8

c pΩq,
pLφqpxq � fpxq � φpxq. L é operador linear cont́ınuo e além disso,

»
pLφqpxq � ψpxqdx �

»
φpxq � pLψqpxqdx.
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Vemos que o transposto formal de L (L1) é L. Deste modo, definimos

xfu, φy � xu, fφy. (1.3)

Exemplo 1.2.4 (Derivação). Sejam Ω um aberto de Rn e L � B
Bxj . L é operador linear cont́ınuo e

além disso, se φ, ψ P C8
c pΩq, pelo Teorema de Fubini e integração por partes:

»
Ω

Bφ
Bxj pxqψpxqdx � �

»
Ω

φ
Bψ
Bxj dx.

Portanto, o transposto formal de L é � B
Bxj e dado u P D1pΩq definimos:

B Bu
Bxj , φ

F
� �

B
u,

Bφ
Bxj

F
. (1.4)

Exemplo 1.2.5 (Mudança de variável). Sejam Ω1, Ω2 abertos de Rn e Φ : Ω1 Ñ Ω2 um difeomor-

fismo, isto é, uma bijeção de Ω1 em Ω2, com Φ e Φ�1 de classe C8. Definamos Lf � f � Φ, L é

operador linear cont́ınuo de C8
c pΩ2q em C8

c pΩ1q. Dada uma função teste f em Ω2, x pertence ao

complementar de Spf � Φq se, e somente se, existir Vx vizinhança de aberta de x , em que f � Φ

é nula. Mas como Φ é difeomorfismo, isto equivale a dizer que existe uma vizinhança de Φpxq, a

saber, ΦpVxq, em que f é nula. Deste modo, Spf � Φq � Φ�1pSpfqq, já que Spfq é compacto e Φ é

difeomorfismo f � Φ possui suporte compacto. Assim, se Lf � f � Φ, Lf é função teste em Ω1, o

que mostra a boa definição de L. Dada ψ função teste em Ω2, pelo Teorema de mudança de variáveis

obtemos »
Ω2

fpΦpxqqψpyqdy �
»

Ω1

fpxqψpΦ�1pxqq|JpΦ�1q|pxq,

em que |JpΦ�1q| representa o valor absoluto do determinante da jacobiana de Φ�1, assim

L1ψ � |JpΦ�1q| � ψ � Φ�1.

Portanto definimos:

xu � Φ, φy � xu, pφ � Φ�1q|JpΦ�1q|y. (1.5)
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1.3 Suporte de distribuições

DEFINIÇÃO 1.3.1. Dados u1, u2 P D1pΩq dizemos que u1 e u2 são iguais (u1 � u2) se para todo

função teste φ em Ω temos xu1, φy � xu2, φy.

Abaixo será dada uma condição necessária para igualdade de distribuições.

TEOREMA 1.3.2. Sejam u1, u2 P D1pΩq tais que para todo x P Ω existe vizinhança aberta V pxq
onde u1 � u2. Então, u1 � u2 em Ω

DEFINIÇÃO 1.3.3. Dado u P D1pΩq, definimos o suporte de u como sendo a interseção de todos os

fechados de Ω fora dos quais u é nulo. Denotamos o suporte de u por Spuq.

OBSERVAÇÃO: As definições de suporte de distribuições e de funções coincidem, para funções que são

cont́ınuas.

DEFINIÇÃO 1.3.4. Uma distribuição u P D1pΩq é dita ser C8 em um aberto U � Ω, se existe

f P C8pUq tal que

xu, φy �
»
fpxqφpxqdx; φ P C8

c pUq.

DEFINIÇÃO 1.3.5. Definimos o suporte singular de u P D1pΩq, como sendo a intersecção de todos

os fechados de Ω fora dos quais u é C8. Denotaremos o suporte singular de u P D1pΩq por SSpuq.

DEFINIÇÃO 1.3.6. Se Ω é aberto de Rn, denotamos o espaço das distribuições em Ω com suporte

compacto por E 1pΩq.

TEOREMA 1.3.7. Seja u P E 1pΩq. Existe um único funcional linear ru : C8pΩq Ñ C tal que,

1. rupφq � upφq@φ P C8
c pΩq.

2. rupφq � 0 se φ P C8pΩq e Spφq�Spuq � H.

DEFINIÇÃO 1.3.8. Uma seqüência pφjq de funções C8pΩq converge a zero em C8pΩq quando para

todo compacto K e qualquer α em Nn a seqüência de funções pBαφjq converge uniformemente a zero

em K.

OBSERVAÇÃO: Se pφjq é uma seqüência de funções convergindo a zero em C8
c pΩq, então, pφjq converge

a zero em C8pΩq.
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Usaremos a seguinte notação, dado α � pα1, ..., αnq P Nn, i � ?�1 e x � px1, ..., xnq P Rn

denotaremos:

|α| �
ņ

j�1

αj Dj � 1

i

B
Bxj Dα � Dα1

1 � � �Dαn
n xα � xα1

1 � � � xαnn α! � α1! � � �αn!

TEOREMA 1.3.9. Sejam Ω um aberto de Rn e u um funcional linear em C8pΩq. u é cont́ınuo é

se e somente se existem K � Ω compacto, uma constante real positiva C e m P Z� tais que:

|xu, φy| ¤ C
¸

|α|¤m
sup
K
|Dαφ|, φ P C8pΩq (1.6)

TEOREMA 1.3.10. Sejam Ω um aberto de Rn e u um funcional linear em C8
c pΩq. u é cont́ınuo se

e somente se para todo compacto K � Ω existem uma constante real positiva C e m P Z� tais que,

|xu, φy| ¤ C
¸

|α|¤m
sup |Dαφ|, φ P C8

c pΩq, Spφq � K. (1.7)

Sejam Ω aberto de Rn e u P D1pΩq. Se, para todo compacto K, a condição (1.7) é satisfeita para

algum valor m fixado dizemos que u é de ordem ¤ m. O conjunto das distribuições em Ω de ordem

¤ m é denotado por D1mpΩq.

1.4 A transformada de Fourier em S

Se f P L1pRnq, definimos a transformada de Fourier de f por;

Ffpξq .� pfpξq .� »
e�ixξfpxqdx, ξ P Rn (1.8)

onde i � ?�1, x � px1, ..., xnq, ξ � pξ1, ..., ξnq e xξ � x1ξ1 � � � � � xnξn. Temos que pf é cont́ınua e

limitada.

Como já foi visto é posśıvel estender a D1 um operador cont́ınuo definido em C8
c , o que não é

aplicável neste caso, já que se φ P C8
c pRnq, então, pφ não tem suporte compacto a menos que φ seja

a função nula 1. Por isso definimos um espaço que contem C8
c e é invariante por transformada de

1Pelo Teorema 2.1.2 a transformada de Fourier é anaĺıtica real, deste modo, se possuir suporte compacto ela será
nula. Pela fórmula de inversão da transformada de Fourier, se pf � 0, então, f � 0 .
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Fourier.

DEFINIÇÃO 1.4.1. Denotamos por S (ou SpRnq) o subespaço das funções φ P C8pRnq tais que

supt|xαDβφ|u   8, para todo α, β P Nn.

DEFINIÇÃO 1.4.2. Dizemos que uma seqüência tφju8j�1 � S converge a zero em S se para todo

α, β P Nn temos xαDβφj Ñ 0 uniformemente.

S é invariante por multiplicação por polinômio e derivação e ainda S � L1pRnq.

TEOREMA 1.4.3. A transformada de Fourier é um operador cont́ınuo de S em S e valem:

zDαφpξq � ξαpφpξq (1.9)

F pxαφpxqq pξq � p�1q|α|Dαpφpξq. (1.10)

TEOREMA 1.4.4. A transformada de Fourier é continuamente invert́ıvel de SpRnq em SpRnq e

F�1φpxq � 1

p2πqn
»
eixξφpξqdξ, φ P SpRnq. (1.11)

TEOREMA 1.4.5. Se φ, ψ P S, então,

» pφψdx �
»
φ pψdx (1.12)»

φψdx � p2πq�n
» pφ pψdx (1.13)

zφ � ψ � pφ � pψ (1.14)xφψ � p2πq�npφ � pψ. (1.15)

1.5 A transformada de Fourier em S 1

DEFINIÇÃO 1.5.1. Um funcional linear e cont́ınuo em S é dito uma distribuição temperada. O

espaço das distribuições temperadas se denota por S 1.

Observemos que se u é distribuição temperada então a restrição de u à funções teste é uma

distribuição e além disso C8
c pRnq é denso em SpRnq. A seguir será dada uma caracterização para

continuidade em S 1.
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TEOREMA 1.5.2. Seja u um funcional linear em S. As seguintes condições são equivalentes:

1. u é cont́ınua;

2. Existem inteiros positivos M,m tais que

|xu, φy| ¤
¸

|α|¤m
sup
x
|p1� |x|2qmDαφpxq|, φ P S.

DEFINIÇÃO 1.5.3. Dado tuju8j�1 � S 1 e u P S 1 dizemos que uj Ñ u em S 1 quando, para todo φ P S,

xuj, φy Ñ xu, φy, quando j Ñ 8. As definições de convergência em D1 e E 1 são definidas de modo

análogo.

DEFINIÇÃO 1.5.4. Seja u P S 1, a transformada de Fourier de u é definida por

xpu, φy � xu, pφy, φ P S.

TEOREMA 1.5.5. (i) Se f P L1pRnq a transformada de Fourier de f como distribuição temperada

coincide com a transformada de f dada por (1.8).

(ii) Se f P L2pRnq, então, pf P L2pRnq e }f}2
2 � p2πq�n} pf}2

2.

(iii) Se u P E 1pRnq, então, pu é uma função C8 dada por

pupξq � xux, e�ixξy. (1.16)

(iv) Se u P S 1 então zDαu � ξαpu, yxαu � p�1q|α|Dαpu,.



Caṕıtulo

2

Conjuntos frente de onda.

O Teorema de Paley-Wiener caracteriza a suavidade de uma função a partir da transformada

de Fourier. Na primeira seção deste caṕıtulo será apresentada a prova de um dos teoremas de

Paley-Wiener. Quanto à analiticidade o resultado obtido via transformada de Fourier se baseia

em estimativas usando uma seqüência de funções corte, o que faz o resultado via transformada de

Fourier ser de dif́ıcil aplicação. Há uma caracterização para o conjunto frente de onda anaĺıtico via

transformada FBI, a qual é de aplicação mais simples que o resultado via transformada de Fourier.

A transformada FBI é semelhante à transformada de Fourier. Dada uma distribuição u com suporte

compacto definimos sua transformada FBI por Fupx, ξq �
A
uy, e

ipx�yqξ�|ξ||x�y|2
E

. Dado um aberto

conexo B � Sm�1, com a topologia induzida de Rm, chamamos o conjunto Γ � ttx P Rm : x P
B, t ¡ 0u de cone aberto conexo com vértice na origem. Neste trabalho demonstramos que um

ponto não está no conjunto frente de onda anaĺıtico de uma distribuição se, e somente se, existem

uma vizinhança V e um cone Γ tal que a transformada FBI desta distribuição possui decrescimento

exponencial em V � Γ. De forma análoga demonstra-se que um ponto não está no conjunto frente

de onda C8 de uma distribuição se, e somente se, existem uma uma vizinhança V e um cone Γ tal

que a transformada FBI desta distribuição possui decrescimento rápido em V � Γ.

2.1 Os Teoremas de Paley-Wiener

Seja f P L1pRnq e suponha que xjfpxq P L1pRnq. Pelo Teorema 1.5.5 temos que yxjf existe no sentido

clássico, e que yxjf é cont́ınuo. Pela equação (1.10) obtemos Bej pf � �iFpxjfpxqq, deste modo,
B pf
Bξj

existe no sentido clássico e é cont́ınuo. Mais geralmente, se existe m natural em que xαfpxq P L1pRnq,
para |α| ¤ m segue que pf P CmpRnq. Neste sentido a transformada de Fourier converte decrescimento

17
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no infinito em regularidade. Intuitivamente se xαfpxq P L1pRnq então fpxq deve tender a zero quando

|x| Ñ 8 para compensar o crescimento de xα. Mas isto não deve ser entendido literalmente, considere

a função f : r0,8q dada por

fpxq � 23nx� 23nSn�1, x P rSn�1;Snq, n � 2, 3, ...

em que Sn �
ņ

j�1

1

22j
, para esta função tem-se lim sup

xÑ8
fpxq � 8 e

»
fpxqdx   �8. Quando f tem

suporte compacto (que é o máximo que se pode exigir em matéria de tender a zero no infinito) obtém-

se a máxima regularidade de pf . Isto será estudado com mais detalhes nos Teoremas de Paley-Wiener.

Dada u P E 1pRnq, pelo Teorema 1.5.5, pu é de classe C8 e pupξq � xux, e�ixξy. Deste modo, é natural

estender pupξq de Rn para Cn definindo o operador

pupζq � xux, e�ixζy,

em que xζ � x1ζ1 � � � � � xnζn, x � px1, ..., xnq P Rn e ζ � pζ1, ..., ζnq P Cn . Este operador está bem

definido pois e�ixζ é uma função de classe C8pRnq.
Defina

ejpx, ζq �
j̧

k�0

p�ixζqk
k!

,

já sabemos que ejpx, ζq Ñ e�ixζ uniformemente em em qualquer compacto. Deste modo, dado α P Nn

temos

Bαx
�
ejpx, ζq � e�ixζ

� �
$&%

j̧

k�|α|
p�iζqα p�ixζq

k�|α|

k!
kpk � 1q � � � pk � |α| � 1q

,.-� p�iζqαe�ixζ

� p�iζqα
$&%
�� j̧

k�|α|

p�ixζqk�|α|
pk � |α|q!

�� e�ixζ

,.-
� p�iζqα

#�
j�|α|¸
k�0

p�ixζqk
k!

�
� e�ixζ

+
� p�iζqα �ej�|α| � eixζ

�Ñ 0

uniformemente em qualquer compacto, quando j Ñ �8. Então, conclúımos que ejpx, ζq Ñ e�ixζ em

C8 quando j Ñ �8. Pela continuidade de u, em C8pRnq, pupζq � lim
jÑ8

xu, ejpx, ζqy. Como ejpx, ζq é
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polinômio em px, ζq segue que

xu, ejpx, ζqy �
C
u,

j̧

k�0

p�ixζqk
k!

G

é polinômio em ζ. A distribuição u P E 1 satisfaz a estimativa (1.6), ou seja, existem constantes

positivas e reais R, C e natural m tais que

|xu, φy| ¤
¸

|α|¤m
sup
|x|¤R

|Dαφ|, φ P C8pRnq.

Por outro lado p�ixζqk
k!

P C8 para todo ζ P Cn e para todo k natural,

|xu, ejpx, ζqy| �
�����
j̧

k�0

B
ux,

p�ixζqk
k!

F�����
¤ C

j̧

k�0

¸
|α|¤m

sup
|x|¤R

����Dα
x

"p�ixζqk
k!

*���� . (2.1)

Sabe-se que

Bαp�ixζqk �
$&% kpk � 1q � � � pk � |α| � 1qp�ixζqk�|α|p�iζqα, se |α| ¤ k

0, se |α| ¡ k

e assim,

sup
|x|¤R

����Dα
x

�
�ixζ
k!


���� ¤ sup
|x|¤R

1

pk � |α|q! |xζ|
k�|α||ζα|

¤ sup
|x|¤R

1

pk � |α|q!p|x||ζ|q
k�|α||ζ||α|

¤ 1

pk � |α|q!R
k�|α||ζ||α|.

Ao voltar na desigualdade (2.1) temos,

|xu, ejpx, ζqy| ¤ C
j̧

k�|α|

¸
|α|¤m

1

pk � |α|q!R
k�|α||ζ|k,



20

mostrando que se |ζ|  M então,������8̧
k�0

B
u,
p�ixζqk
k!

F����� ¤ C
�8̧

k�|α|

¸
|α|¤m

1

pk � |α|q!R
k�|α|Mk.

A série à esquerda, na expressão acima, pelo teorema de Weierstrass, converge uniformemente em

compactos. Logo, xu, ejpx, ζqy converge uniformemente a pupζq em compactos de Cn e, pela completude

de OpCnq (conjunto das funções holomorfas em Cn), tem-se que pupζq é holomorfa. Agora estamos

prontos para a próxima definição.

DEFINIÇÃO 2.1.1. Seja u P E 1pRmq, a função inteira pupζq � xux, e�ixζy é chamada transformada de

Fourier-Laplace de u. Sua restrição à Rn é a transformada de Fourier de u.

A transformada de Fourier-Laplace possui propriedades análogas às da transformada de Fourier,

com relação a derivação, convolução, etc.

Há dois Teoremas de Paley-Wiener, um para funções e outro para distribuições, primeiro faremos

o Teorema de Paley-Wiener para funções e logo depois enunciaremos, sem demonstrar, o Teorema

para distribuições.

TEOREMA 2.1.2 (Paley-Wiener). Uma função Upζq inteira em Cn é a transformada de Fourier-

Laplace de uma função u P C8
c pRnq com Spuq � tx : |x| ¤ Ru se, e somente se, para cada inteiro

positivo N existe uma constante CN tal que

|Upζq| ¤ CNp1� |ζ|q�NeR|=ζ|. (2.2)

DEMONSTRAÇÃO. pñq Dado u P C8
c pRnq � E 1pRnq, foi demonstrado que pupζq é inteira. Portanto, só

nos resta demonstrar a desigualdade (2.2). Pela definição da transformada de Fourier

|pupζq| � ����» e�ixζupxqdx���� ¤ »
|e�ixζ ||upxq|dx. (2.3)

Se x � px1, ..., xnq P Rn e ζ � pζ1, ..., ζnq P Cn então

|e�ixζ | �
�����exp

#
�i

ņ

j�1

xjpRζj � i=ζjq
+����� �

�����exp

#
ņ

j�1

pxj=ζjq
+����� ¤ e|x||=ζ|.



21

Pela desigualdade acima e por Spuq � tx : |x| ¤ Ru conclúımos que

|pupζq| ¤ »
|x|¤R

e|x||=ζ||upxq|dx ¤ eR|=ζ|
»
|upxq|dx � eR|=ζ|}u}1. (2.4)

Para todo natural N fixado e j P t1, ..., nu,

|zDN
j upζq| � | @DN

j ux, e
�ixζD | � | @ux, p�iζjqNe�ixζjD | � |ζNj pupζq|

e analogamente a (2.4)

|ζNj pupζq| � |zDN
j upζq| ¤ }DN

j u}1e
R|=ζ|. (2.5)

Ao somar (2.4) e (2.5), para 1 ¤ j ¤ n e definir C � sup
 }u}1 � }DN

1 u}1 � � � � � }DN
n u}1

(
temos,

p1� |ζ1|N � � � � � |ζn|Nq|pupζq| ¤ CeR|=ζ|. (2.6)

Por outro lado (ver Apêndice, Teorema 3.4.2) existe uma constante BN que só depende de N e n em

que

p1� |ζ|qN ¤ BNp1� |ζ1|N � � � � � |ζn|Nq. (2.7)

Seja CN � BNC, por (2.6)e (2.7),

p1� |ζ|qN |pupζq| ¤ BNp1� |ζ1|N � � � � � |ζn|Nq|pupζq| ¤ CNe
R|=ζ|.

pðq Reciprocamente, seja U inteira satisfazendo a estimativa (2.2). Quando ζ � ξ P Rn segue

que

|ξlUpξq| ¤ |ξl||Upξq|
¤ |ξ||l|CNp1� |ξ|q�NeR=ξ

¤ CNp1� |ξ|q|l|�N , (2.8)

para todo multi-́ındice l. Para N tal que |l|�N   �n, mostra-se que o lado esquerdo da desigualdade

acima é integrável. Pela equação (1.10), para F�1, temos que F�1pU|Rnq é de classe C8. Deste modo,

consideremos upξq � F�1pU|Rnqpξq. Para provar que Spuq � tx : |x| ¤ Ru, provaremos que u é nulo
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quando |x| ¡ R. Dado real positivo A considere a integral

IA �
» A

�A
eix1ζ1Upζqdζ1. (2.9)

Por outro lado, dado η P Cn e hpζ1q � eix1ζ1Upζq, ζ � pζ1, ..., ζnq e η � pη1, .., ηnq, como h é anaĺıtica

IA �
» �A�iη1

�A
hpζ1qdζ1 �

» A�iη1

�A�iη1
hpζ1qdζ1 �

» A

A�iη1
hpζ1qdζ1

�
» η1

0

hp�A� itqdt�
» A

�A
hpt� iη1qdt�

» 0

η1

hpA� itqdt, (2.10)

em que na segunda igualdade as integrais são reais. Dado N natural, para A suficientemente grande,

por (2.2),����» η1

0

hp�A� itqdt
���� ¤

» η1

0

|hp�A� itq|dt

�
» η1

0

|e�ix1A�x1t||Up�A� it, ζ2, ..., ζnq|dt

�
» η1

0

e�x1tCNp1� |p�A� it, ζ2, ..., ζnq|q�NeR|=p�A�it,ζ2,...,ζnq|dt

¤ sup
tPr0,η1s

 
e�x1teR|pt,=ζ2,...,=ζnq|

(
CN

» η1

0

p1� | � A� it|q�Ndt

¤ Cp1� |A|q�N
» η1

0

dtÑ 0,

quando AÑ 8. Analogamente

» 0

η1

hpA� itqdtÑ 0 quando AÑ 8.

Assim, fazendo AÑ 8 em (2.9) e (2.10)

»
eix1ξ1Upξ1, ζ2, ..., ζnqdξ1 �

»
eix1pξ1�iη1qUpξ1 � iη1, ζ2, ..., ζnqdξ1.

Se reiterarmos o argumento nas demais variáveis temos,

1

p2πqn
»
eixpξ�iηqUpξ � iηqdξ � 1

p2πqn
»
eixξUpξqdξ � F�1pU|Rnqpxq � upxq. (2.11)
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Por (2.2), para N � n� 1,

|upxq| ¤ p2πq�n
»
e�xη|Upξ � iηq|dξ

¤ p2πq�n
»
e�xηCn�1p1� |ξ � iη|q�n�1eR|η|dξ

¤ p2πq�n
»
e�xηCn�1p1� |ξ|q�n�1eR|η|dξ

¤ p2πq�neR|η|�xηCn�1

»
p1� |ξ|q�n�1dξ,

como p1� |ξ|q�n�1 P L1pRnq existe constante C em que

|upxq| ¤ CeR|η|�xη.

Seja η � tx, para algum t P R,

|upxq| ¤ Ce|t||x|pR�|x|q. (2.12)

Para |x| ¡ R temos |t||x|pR� |x|q ¤ 0, por isso e|t||x|pR�|x|q Ñ 0 quando tÑ 8. Portanto |upxq| ¤ 0,

ou seja, upxq � 0 quando |x| ¡ R. Finalmente provaremos que pupζq � Upζq. De (2.11) segue que

upxq � 1

p2πqn e
�xη

»
eixηUpξ � iηqdξ � e�xηF�1

ξ pUpξ � iηqqpxq.

Então,

pupξ � iηq �
»
e�ipξ�iηqxupxqdx �

»
e�iξxeηxupxqdx

� Fpeηxupxqqpξq � FpF�1Upξ � iηqpxqqpξq
� Upξ � iηq.

Na demonstração anterior podeŕıamos ter verificado que pupζq � Upζq, pelo seguinte fato: Dadas

f e g funções inteiras em Cn tais que f |Rn � g|Rn então f e g coincidem em Cn.

A seguir será enunciado, sem demonstração o outro Teorema de Paley-Wiener.

TEOREMA 2.1.3. Uma função função Upζq inteira em Cn é a transformada de Fourier-Laplace de

uma distribuição u P E 1pRnq com Spuq � tx : |x| ¤ Ru se, e somente se, existem constantes C e N
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tais que

|Upζq| ¤ Cp1� |ζ|qNeR|=ζ|.

COROLÁRIO 2.1.4. Sejam Ω um subconjunto aberto de Rm, u P D1pΩq e x0 P Ω. Tem-se que

x0 R SSpuq se e somente se existe φ P C8
c pΩq, φ � 1 em alguma vizinhança de x0 e para cada natural

N existe constante CN ¡ 0 tal que

|xφupξq| ¤ CNp1� |ξ|q�N , @ξ P Rm.

DEFINIÇÃO 2.1.5. Seja B � Sm�1(em que Sm�1 é a esfera unitária de Rm) um aberto conexo, com

a topologia induzida de Rm. O conjunto Γ � ttx P Rm : x P B, t ¡ 0u é chamado cone aberto

conexo com vértice na origem, quando os vetores posição de quaisquer dois pontos do cone formam

um ângulo agudo dizemos que o cone é agudo.

O Corolário 2.1.4 nos leva às seguintes definições.

DEFINIÇÃO 2.1.6. Sejam u P D1pΩq, Ω � Rm aberto, x0 P Ω, e ξ0 P Rmzt0u. Nós dizemos que

uma distribuição u é suave micro-local em px0, ξ
0q se existe φ P C8

c pΩq, φ � 1 próximo de x0 e uma

vizinhança cônica Γ � Rmzt0u de ξ0 tal que para todo k � 1, 2, ... e para todo ξ P Γ,

|xφupξq| ¤ Ck
p1� |ξ|qk .

DEFINIÇÃO 2.1.7. O conjunto frente de onda C8 de uma distribuição u, denotado por WF puq, é

definido por

WF puq � tpx, ξq : u não é suave micro-local em px, ξqu.

Dado um cone aberto conexo com vértice na origem Γ � Rm e δ ¡ 0 definimos o cone truncado

Γδ
.� Γ

�tν P Rm : |ν|   δu. Se Γ1 é outro cone, escrevemos Γ1 �� Γ se Γ1�Sm�1 � Γ
�
Sm�1.

DEFINIÇÃO 2.1.8. Uma função holomorfa f P OpV � iΓδq tem crescimento temperado se existem

um natural k e uma constante c tais que |fpx� iyq| ¤ c
|y|k .

Para f P OpV � iΓδq e ν P Γ vamos definir a seguinte distribuição:

xfν , φy �
»
fpx� iνqφpxqdx, φ P C8

c pV q
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TEOREMA 2.1.9. Suponha f P OpV �iΓδq de crescimento temperado e k como na definição acima.

Então,

bf � lim
νÑ0, νPΓδ

fν

está definido no sentido das distribuições em V , além disso bf define uma distribuição de ordem

k � 1.

A demonstração deste Teorema pode ser vista em [7].

DEFINIÇÃO 2.1.10. Sejam f P C8pΩq, Ω � Rm aberto. Uma função f̃ é chamada extensão quase

anaĺıtica de f se se existir uma vizinhança Ω̃ de Ω, em Cm, tal que f̃px, yq P C8pΩ̃q, f̃px, 0q � fpxq,
@x P Ω, e para cada j � 1, ...,m

Bf̃
Bzj px, yq � Op|y|kq para k � 1, 2, ...

A seguir é apresentada, sem demonstração, uma importante caracterização do conjunto frente de

onda C8.

TEOREMA 2.1.11. Seja u P D1pRmq. Então px0, ξ
0q R WF puq se, e somente se, existem vizinhança

V de x0, cones abertos e agudos Γ1, ...,ΓN em Rmzt0u e funções fj quase anaĺıticas em V � iΓjδ (para

algum δ ¡ 0) de crescimento temperado tais que u �
Ņ

j�1

bfj próximo de x0 e ξ0 � Γj   0 para todo j.

2.2 Analiticidade micro-local e a transformada FBI

O Teorema de Paley-Wiener (Teorema 2.1.3) caracteriza a suavidade de uma função u em termos do

decaimento rápido de sua transformada de Fourier pupξq. Esta caracterização é muito útil no estudo de

regularidade local e micro-local de soluções de equações diferenciais parciais com coeficientes suaves.

Há também a caracterização de analiticidade em termos da transformada de Fourier. Entretanto

esta caracterização é baseada em estimativas usando seqüencia de funções corte, o que torna este

resultado dif́ıcil de ser aplicado. Nesta seção vamos apresentar a definição da transformada FBI e

apresentar alguns resultados importantes sobre a transformada FBI. Entre esses resultados veremos

uma caracterização de analiticidade e uma caracterização de suavidade via transformada FBI.

DEFINIÇÃO 2.2.1. Seja u P E 1pRmq, definimos a transformada de Fourier-Bros-Iagolnitzer (FBI) de
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u por

Fupx, ξq � xuy, eipx�yqξ�|ξ||x�y|2y, (2.13)

para px, ξq P Rm � Rm, onde px� yqξ �
m̧

j�1

pxj � yjqξj.

O próximo Teorema nos dá a inversa da transformada FBI.

TEOREMA 2.2.2 (Inversão da FBI). Seja u P C8
c pRmq. Então,

upxq � lim
εÑ0�

1

p4π3qm2
» »

Fupt, ξqeipx�tqξ�ε|ξ|2 |ξ|m2 dtdξ (2.14)

onde o limite é entendido no sentido de convergência uniforme.

DEMONSTRAÇÃO.

Pelo Exemplo V.1.2 de [16] temos F
�
e�

|x|2
2



pξq � p2πqm2 e� |ξ|2

2 . Dáı, fazendo a mudança de

variável η � ξ
?

2ε,

»
eipx�yqξ�ε|ξ|

2

dξ �
»
eipx�yqξe�ε|ξ|

2

dξ

�
»
e
ix�y?

2ε
η
e�

|η|2
2

�
1

2ε


m
2

dη

�
�

1

2ε


m
2

F
�
e�

|η|2
2


�
y � x?

2ε



�

�
1

2ε


m
2

e�
|x�y|2

4ε p2πqm2

�
�π
ε

	m
2
e�

|x�y|2
4ε .

Seja ε ¡ 0, fazendo a mudança de variável t � x�y
2
?
ε
,

1

p2πqm
» »

eipx�yqξ�ε|ξ|
2

upyqdξdy � 1

p4πεqm2
»
upyqe� |x�y|2

4ε dy

� 1

π
m
2

»
upx� 2t

?
εqe�t2dt.

O membro da direita, da igualdade acima, converge uniformemente para u quando εÑ 0�. De fato,

como u é cont́ınua e tem suporte compacto, dado δ ¡ 0 existe ε0 (independente de x e t) tal que
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|upx� 2t
?
εq � upxq|   δ

2
quando |t|?ε   ε0. Como

»
e�t

2

dt � π
m
2 ,

���� 1

π
m
2

»
upx� 2t

?
εqe�t2dt� upxq

���� ¤ 1

π
m
2

»
|upx� 2t

?
εq � upxq|e�t2dt

� 1

π
m
2

»
|t|¥ ε0?

ε

|upx� 2t
?
εq � upxq|e�t2dt

� 1

π
m
2

»
|t|  ε0?

ε

|upx� 2t
?
εq � upxq|e�t2dt

¤ 2}u}8
π
m
2

»
|t|¥ ε0?

ε

e�t
2

dt� δ

2
.

Por outro lado, quando εÑ 0� temos

»
|t|¥ ε0?

ε

e�t
2

dtÑ 0. Assim, existe ε1 tal que se |ε|   ε1 então

»
|t|¥ ε0?

ε

e�t
2

dt ¤ π
m
2 δ

4}u}8 .

Logo, ���� 1

π
m
2

»
upx� 2t

?
εqe�t2dt� upxq

���� ¤ δ.

Então, conclúımos que
1

p2πqm2
» »

eipx�yqξ�ε|ξ|
2

upyqdξdy � 1

π
m
2

»
upx� 2t

?
εqe�t2dtÑ upxq uniforme-

mente, quando εÑ 0�. Como

»
e�|ξ||t�y|

2

dt � π
m
2

|ξ|m2 , pelo Teorema de Fubini

upxq � lim
εÑ0�

1

p2πqm
» »

eipx�yqξ�ε|ξ|
2

upyqdξdy

� lim
εÑ0�

1

p2πqmπm
2

» »
eipx�yqξ�ε|ξ|

2

upyq
�»

e�|ξ||t�y|
2 |ξ|m2 dt



dξdy

� lim
εÑ0�

1

p4π3qm2
» » »

eipx�yqξ�|ξ||t�y|
2�ε|ξ|2 |ξ|m2 upyqdydtdξ

� lim
εÑ0�

1

p4π3qm2
» » �»

eipt�yqξ�|ξ||t�y|
2

upyqdy


eipx�tqξ�ε|ξ|

2 |ξ|m2 dtdξ

� lim
εÑ0�

1

p4π3qm2
» »

Fupt, ξqeipx�tqξ�ε|ξ|2 |ξ|m2 dtdξ.

Dada uma distribuição u P E 1pRmq e φpx, yq em que φp�, yq P C8pRmq e Bαy φp�, yq P L1pRmq, segue
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que »
xuy, φpx, yqy dx �

B
uy,

»
φpx, yqdx

F
.

Isto pode ser demonstrado sabendo que uma distribuição de ordem finita se escreve como soma de

derivadas de funções cont́ınuas (vide [19]).

OBSERVAÇÃO: Dado u P E 1pRmq a equação (2.14) continua valendo, com o limite no sentido de

distribuições de suporte compacto. De fato, dadas φ P C8 e ψ P C8
c pRmq, ψ � 1 numa vizinhança

de Spuq obtemos xu, φy � xu, ψφy. Isto é, basta supor φ P C8
c . Assim, para φ P C8

c , temos

1

p4π3qπ2
» » »

Fupt, ξqeipx�tqξ�ε|ξ|2 |ξ|m2 dtdξφpxqdx

� 1

p4π3qm2
» » » A

uy, e
ipt�yqξ�|ξ||t�y|2

E
eipx�tqξ�ε|ξ|

2 |ξ|m2 dtdξφpxqdx

� 1

p4π3qm2
» » » A

uy, e
ipx�yqξ�|ξ||t�y|2�ε|ξ|2 |ξ|m2

E
dtdξφpxqdx

� 1

p4π3qm2
» » B

uy, e
ipx�yqξ�ε|ξ|2 |ξ|m2

»
e�|ξ||t�y|

2

dt

F
dξφpxqdx

� 1

p4π3qm2
» » C

uy, e
ipx�yqξ�ε|ξ|2 |ξ|m2

�
π

|ξ|

m

2

G
dξφpxqdx

� 1

p4π2qm2
» » A

uy, e
ipx�yqξ�ε|ξ|2

E
dξφpxqdx

� 1

p2πqm
» B

uy,

»
eipx�yqξ�ε|ξ|

2

dξ

F
φpxqdx

� 1

p2πqm
B
uy,

» »
eipx�yqξ�ε|ξ|

2

φpxqdξdx
F
.

Para demonstrar que
1

p2πqm
B
uy,

» »
eipx�yqξ�ε|ξ|

2

φpxqdξdx
F
Ñ xu, φy, quando εÑ 0� basta observar

que como u P E 1pRmq existem K, compacto de Rm, n P N e C ¡ 0 tais que����Buy, 1

p2πqm
» »

eipx�yqξ�ε|ξ|
2

φpxqdξdx
F
� xu, φy

����
�
����Buy, 1

p2πqm
» »

eipx�yqξ�ε|ξ|
2

φpxqdξdx� φpyq
F����

¤ C
¸
|α|¤n

sup
yPK

���� 1

p2πqmB
α
y

�» »
eipx�yqξ�ε|ξ|

2

φpxqdξdx


� Bαφpyq

����
� C

¸
|α|¤n

sup
yPK

���� 1

p2πqm
» »

p�iξqαeipx�yqξ�ε|ξ|2φpxqdξdx� Bαφpyq
����
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� C
¸
|α|¤n

sup
yPK

���� 1

p2πqm
» »

p�1q|α|Bαx
�
eipx�yqξ�ε|ξ|

2
	
φpxqdξdx� Bαφpyq

����
� C

¸
|α|¤n

sup
yPK

���� 1

p2πqm
» »

eipx�yqξ�ε|ξ|
2Bαxφpxqdξdx� Bαφpyq

����
� C

¸
|α|¤n

sup
yPK

���� 1

p2πqm
�π
ε

	m
2

»
e�

|x�y|2
4ε Bαxφpxqdx� Bαφpyq

����
� C

¸
|α|¤n

sup
yPK

���� 1

2mpπεqm2
»
e�

|x�y|2
4ε Bαφpxqdx� Bαφpyq

����
� C

¸
|α|¤n

sup
yPK

���� 1

π
m
2

»
e�|t|

2Bαφpy � 2t
?
εqdt� Bαφpyq

���� ,
integrando por partes, pelo fato de que |Bαeipx�yqξ�ε|ξ|φpxq| ¤ | � i||α|Ce� ε|ξ|

2 φpxq P L1pRm � Stφuq
e fazendo a mudança de variáveis t � y�2

2ε
1
2

(para uma certa constante C ¡ 0) permite derivar sobre

o sinal de integração. Veja que a última expressão converge a zero, já que, no teorema anterior

provamos que dado ψ P CcpRmq temos

1

π
m
2

»
e�t

2

ψpx� 2t
?
εqdtÑ ψpxq

uniformemente, quando ε Ñ 0�. e Bαφ P C8
c pRmq. Portanto, quando u P E 1pRmq temos que que

(2.14) é satisfeita no sentido de limite de distribuições de suporte compacto

O Teorema a seguir caracteriza a analiticidade de uma função pelo decaimento exponencial da

transformada FBI.

TEOREMA 2.2.3. Dada u P CcpRmq as seguintes afirmações são equivalentes:

piq u é anaĺıtica real em x0 P Rm (possui série de Taylor convergente, numa vizinhança de x0).

piiq Existem uma vizinhança V de x0 em Rm e constantes c1, c2 ¡ 0 tais que

|Fupx, ξq| ¤ c1e
�c2|ξ| para px, ξq P V � Rm. (2.15)

DEMONSTRAÇÃO. Se u é anaĺıtica real em x0, existem δ ¡ 0 e ru anaĺıtica em tz P Cm : |z� x0|   δu,
tal que rupxq � upxq, quando x P Rm. Sem perda de generalidade assuma δ   2. Seja φ P C8

c pRmq,
com 0 ¤ φ ¤ 1, φpxq � 0 quando |x � x0| ¥ δ

2
e φpxq � 1 quando |x � x0|   δ

4
. Assim, Spφq �

Bpx0,
δ
2
q � Bpx0, δq. Fixe ξ P Rmzt0u e s P �0, δ

2

�
a ser escolhido. Sejam U � tz P Cm : |z � x0|   δu
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e D � tx� itsφpxq ξ|ξ| : 0 ¤ t ¤ 1, |x� x0| ¤ δ
2
u. Dado x� itsφpxq ξ|ξ| P D, obtemos

����x� itsφpxq ξ|ξ| � x0

���� ¤ |x� x0| � ts   δ,

mostrando queD � U . Defina θ : Rm Ñ Cm, θpyq � y�isφpyq ξ|ξ| . Vamos denotar dz � dz1^� � �^dzm
e dy � dy1 ^ ... ^ ym. Temos que BD � Imgtθu�Bpx0,

δ
2
q, deste modo, pelo Teorema de Stokes,

analiticidade de ũ e analiticidade da função exponencial, temos

»
BD
eipx�zqξ�|ξ||x�z|

2rupzqdz � »
D

d
�
eipx�zqξ�|ξ||x�z|

2rupzqdz	
�
»
D

�
m̧

j�1

�
Beipx�zqξ�|ξ||x�z|2rupzq

Bzj dzj � Beipx�zqξ�|ξ||x�z|2rupzq
Bzj dz̄j

��
^ dz � 0. (2.16)

Então,

Fupx, ξq �
»
Spuq

eipx�yqξ�|ξ||x�y|
2

upyqdy

�
»
Imgtθu

eipx�zqξ�|ξ|px�zq
2rupzqdz

�
»
Spuq

eipx�y�isφpyq ξ|ξ|qξ�|ξ|px�y�isφpyq ξ|ξ|q
2ru�y � isφpyq ξ|ξ|



| det θ1pyq|dy.

Se

Qpx, y, ξq � i

�
x� y � isφpyq ξ|ξ|



ξ � |ξ|

�
x� y � isφpyq ξ|ξ|


2

� ipx� yqξ � sφpyq|ξ| � |ξ|
�
|x� y|2 � 2isφpyq ξ|ξ| px� yq � s2pφpyqq2



,

temos RQpx, y, ξq � �sφpyq|ξ| � |ξ||x � y|2 � |ξ|pφpyqq2s2. Como φ e u são funções cont́ınuas de

suporte compacto existe constante real positiva C tal que |detθ1pyq|}ru}8   C. Deste modo,

|Fupx, ξq| ¤
»
Spuq

eRQpx,y,ξq
����ru�y � isφpyq ξ|ξ|


���� | det θ1pyq|dy

¤ C

»
Spuq

eRQpx,y,ξqdy

� C

»
|y�x0|¤ δ

4

eRQpx,y,ξqdy � C

»
t|y�x0|¥ δ

4u�Spuq
eRQpx,y,ξqdy

� I1 � I2.
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Pela definição de Q e de φ temos

I1px, ξq ¤ C

»
|y�x0|¤ δ

4

e�s|ξ|p1�sqdy � Ce�s|ξ|p1�sq,

na última igualdade C representa uma constante diferente. Como δ   2 e 0   s   δ
2

temos sp1�sq ¡
0. Se |x�x0|   δ

8
e y pertence ao domı́nio de integração de I2, temos |x�y| ¥ |y�x0|� |x�x0| ¡ δ

8
.

Se s � δ
16

, pela definição de Q temos

I2px, ξq ¤ C

»
t|y�x0|¥ δ

4u�Spuq
e�|ξ||x�y|

2�|ξ|s2|φpyq|2dy ¤ Ce�|ξ|
3δ2

162 .

Então Fupx, ξq tem decrescimento exponencial.

Reciprocamente, sem perda de generalidade considere x0 � 0 e suponha que para certos c1, c2

tenhamos

|Fupx, ξq| ¤ c1e
�c2|ξ|,

para todo ξ em Rm e x próximo de 0. Para provar que u é anaĺıtica real em x0 usaremos a fórmula

de inversão dada pela equação (2.14). Considere

» »
Fupt, ξqeipx�tqξ�ε|ξ|2 |ξ|m2 dtdξ � Iε1pxq � Iε2pxq � Iε3pxq � Iε4pxq

onde Iε1pxq, Iε2pxq, Iε3pxq, Iε4pxq representa a integral dupla de Fupt, ξqeipx�tqξ�ε|ξ|2 |ξ|m2 sobre

tpt, ξq : |t| ¤ A1, ξ P Rmu,
tpt, ξq : A1 ¤ |t| ¤ A2, |ξ| ¤ Bu,
tpt, ξq : |t| ¥ A2, ξ P Rmu,
tpt, ξq : A1 ¤ |t| ¤ A2, |ξ| ¥ Bu,

respectivamente, com A1, A2 e B a escolher. Nosso objetivo é encontrar uma vizinhança da origem

em que Iεj coincide com uma função anaĺıtica real e converge uniformemente quando ε Ñ 0�, para

j P t1, 2, 3, 4u. Para isso usaremos a Afirmação 3.4.3. Considere primeiro Iε1. Seja A1 ¡ 0 tal que,

|Fupt, ξq| ¤ c1e
�c2|ξ|, quando |t| ¤ A1.
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Ao complexificarmos x, tomando z � x� iy com |y|   c2
2

, observe que

|Fupt, ξq|
���eipx�iy�tqξ�ε|ξ|2 ��� |ξ|m2 ¤ c1e

�c2|ξ|e�yξ�ε|ξ|
2 |ξ|m2

¤ c1e
p�c2�|y|q|ξ||ξ|m2

¤ c1e
� c2

2
|ξ||ξ|m2 .

Então o membro à direita na expressão acima é uma função L1pRmq. Como a função exponencial é

holomorfa, pela Afirmação 3.4.3, Iε1pzq é holomorfa em tz : |=z|   c2
2
u. Agora só nos resta verificar

se Iε1 converge uniformemente, caso seja convergente, este limite será uma função holomorfa. Uma

vez que ε ¡ 0 temos����»|t|¤A1

Fupt, ξqeipx�iy�tqξ|ξ|m2
�
e�ε|ξ|

2 � 1
	
dt

���� ¤ c1e
� c2

2
|ξ||ξ|m2 P L1pRmq,

aumentando c1, se necessário. Como a integral de funções integráveis define uma medida, dado δ ¡ 0

existe λ ¡ 0 tal que

»
|ξ|¡λ

����»|t|¤A1

Fupt, ξqeipx�iy�tqξ|ξ|m2
�
e�ε|ξ|

2 � 1
	
dt

���� dξ ¤ δ

2
, (2.17)

observe que podemos tomar λ ¡ 1. Por outro lado temos 0 ¤ 1 � e�ελ
2 ¤ 1 � e�ε Ñ 0, quando

εÑ 0�, então, existe ε0 ¡ 0 (independente de λ e independente de x) tal que

���e�ελ2 � 1
��� ¤ δ

�
2

»
|ξ|¤λ

»
|t|¤A1

c1e
�c2|ξ||ξ|m2 dtdξ


�1

, (2.18)
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quando ε ¤ ε0. Deste modo, por (2.17) e (2.18), temos����» »
|t|¤A1

Fupt, ξqeipx�iy�tqξ�ε|ξ|2 |ξ|m2 dtdξ �
» »

|t|¤A1

Fupt, ξqeipx�iy�tqξ|ξ|m2 dtdξ
����

¤
�»

|ξ|¡λ
�
»
|ξ|¤λ


�����»|t|¤A1

Fupt, ξqeipx�iy�tqξ|ξ|m2
�
e�ε|ξ|

2 � 1
	
dt

����

¤

»
|ξ|¤λ

»
|t|¤A1

c1e
� c2

2
|ξ||ξ|m2 �

1� e�ε|ξ|
�
dtdξ � δ

2

¤
»
|ξ|¤λ

»
|t|¤A1

c1e
� c2

2
|ξ||ξ|m2 �

1� e�ελ
�
dtdξ � δ

2

¤ δ,

quando 0   ε   ε0. Como ε0 não depende de x temos que Iε1pxq converge uniformemente para

I1px� iyq �
» »

|t|¤A1

Fupt, ξqeipx�iy�tqξ|ξ|m2 dtdξ,

a qual deve ser holomorfa em tz : =z   c2
2
u pois neste domı́nio, para todo ε ¡ 0, Iε1 é holomorfa.

Agora, vamos tratar Iε2. Neste caso o domı́nio de integração é limitado, pela analiticidade do

integrando, podemos concluir, pela Afirmação 3.4.3 , que Iε2 é anaĺıtica em tz : |=z| ¤ c2
2
u. Com as

mesmas idéias feitas no caso anterior conclúımos que I2
ε converge uniformemente para uma função

anaĺıtica em tz : |=z| ¤ c2
2
u. Observe que, diferente do caso anterior, temos |ξ| ¤ B (não é preciso

tomar λ como antes) e assim |Fupt, ξqeipz�tqξ||ξ|m2 é limitada no domı́nio de integração de Iε2. Para Iε3

escolheremos A2 de modo que Spuq � ty1 : |y1| ¤ A2

4
u, c2 ¤ A2

2
e A2 ¡ 1. Note que no domı́nio de

integração de Iε3 temos

|Fupt, ξq| �
�����
»
|y1|¤A2

4

eipt�y
1qξ�|ξ||t�y1|2upy1qdy1

�����
¤

»
|y1|¤A2

4

e�|ξ|p|t|�|y
1|q2 |upy1q|dy1

¤
»
|y1|¤A2

4

e�|ξ|p|t|�A2
4 q2 |upy1q|dy1

¤ C � e�|ξ|p|t|�A2
4 q2 ,
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já que |t� y1| ¥ |t| � |y1| ¥ |t| � A2

4
¥ A2 � A2

4
¡ 0. Seja |y|   A2

4
, pela definição de A2, segue que

���Fupt, ξqeipx�iy�tqξ�ε|ξ|2 ��� |ξ|m2 ¤ C e�|ξ|
9A2

2
16 e�yξ�ε|ξ|

2 |ξ|m2

¤ C e�|ξ|
9A2

2
16

�|y||ξ||ξ|m2

¤ C e�|ξ|
9A2

2
16

�A2
4
|ξ||ξ|m2

¤ C e�
�5A2

2
16

|ξ||ξ|m2 P L1pRmq.

Analogamente aos casos anteriores temos que Iε3pzq é holomorfa e converge uniformemente a uma

função holomorfa. Para Iε4 consideraremos |x| ¤ A2, assim,

Iε4pxq �
»
|ξ|¥B

»
A1¤|t|¤A2

Fupt, ξqeipx�tqξ�ε|ξ|2 |ξ|m2 dtdξ

�
» » »

R

eipx�yqξ�|ξ||t�y|
2�ε|ξ|2 |ξ|m2 upyqdydtdξ

em que R � tpy, t, ξq P Rm � Rm � Rm : |ξ| ¥ B, A1 ¤ |t| ¤ A2 e |y| ¤ A2

4
u. Considere ζpξq �

ξ�is|ξ|px�yq, com 0   s   4
5A2

. O ramo da extensão holomorfa da função módulo está bem definido

em tz P Cm : |=z|   |Rz|u. Veja que

|=ζ| ¤ s|ξ|p|x| � |y|q   |ξ| � |Rζ|,

deste modo, em R, o ramo anaĺıtico da função módulo xζy está bem definido . Se voltarmos para Iε4,

pelo Teorema de Stokes, sendo ζpξq � ξ � is|ξ|px� yq (parametrização de BDzRm) temos

Iε4pxq �
» » »

R

eP px,y,t,ζ,εqxζpξqym2 upyqdξdydt,

com P px, y, t, ζ, εq � ipx� yqζ � xζy|t� y|2 � εζ2. Podemos diminuir s, de modo a obter s ¤ 2?
10A2

e concluir que

Rpζpξqq2 � ξ2 � s2|ξ|2|x� y|2 ¥ |ξ|2 � |ξ|2
2

� |ξ|2
2
.



35

Temos =pζpξqq2 ¤ |ξ|2, assim,

costargpζpξqq2u � Rpζpξqq2apRpζpξqq2q2 � p=pζpξqq2q2 ¥
|ξ|2
2

|ξ|2?2
¥ 1

2
?

2
¥ 1

4
.

Já que cos2 θ
2
� cospθq�1

2
, temos

Rpxζpξqyq � Rpe 1
2

logpζpξqq2q � R
!
e

1
2tln |pζpξqq2|�i argpζpξqq2u)

� |pζpξqq2| 12 cos argpζpξqq2
2

¥ |Rpζpξqq2| 12 cos
argpζpξqq2

2

¥ |ξ|
2

�
cos pargpζpξqq2q�1

2

	 1
2 ¥ |ξ|5

8
.

Assim, complexificando x e considerando z � x � iy1, com |x| ¤ A1

4
e |y1| ¤ max

!
5pA1q2

64
, spA1q2

32

)
,

obtemos

��eP pz,t,ξ,εq�� ¤ eRt�y1ζu�Rtipx�yqζu�Rtxζyu|t�y|2�εRζ2

¤ e�y
1ξ�|x�y|2s|ξ|� 5

8
|ξ||t�y|2� |ξ|2ε

2 .

Para estimar o exponencial acima iremos dividir o domı́nio de y em duas regiões (lembre-se que neste

caso |y| ¤ A2

4
). Primeiro consideremos a região |y| ¤ A1

2
. Observe que neste domı́nio temos

|t� y| ¥ |t| � |y| ¥ A1 � A1

2
� A1

2
¡ 0,

já que |t| ¥ A1. Deste modo,

��eP pz,y,t,ξ,εq�� ¤ e|y
1||ξ|� 5

8
|t�y|2|ξ|

¤ e|y
1||ξ|� 5

8
� pA1q2

4
|ξ|

¤ e�
5pA1q2

64
|ξ|.

Agora, ao considerar a região A1

2
¤ |y| ¤ A2

4
temos

|x� y| ¥ |y| � |x| ¥ A1

2
� A1

4
� A1

4
¡ 0,



36

já que |x|   A1

4
. E, então

��eP pz,y,t,ξ,εq�� ¤ e|y
1||ξ|� pA1q2

16
s|ξ| ¤ e�

spA1q2
32

|ξ|,

já que |y1| ¤ spA2q2
128

. Destas considerações sobre y vemos que existe c ¡ 0 tal que

��eP pz,y,t,ξ,εq�� ¤ e�c|ξ|,

para todo py, t, ξq P R. Portanto, pela Afirmação 3.4.3, Iε4 também é anaĺıtica, em uma vizinhança

de x � 0. De modo análogo ao feito em Iε1 vemos que Iε4 converge uniformemente para uma função

holomorfa.

OBSERVAÇÃO: Com uma adaptação da demonstração acima podemos mostrar que o Teorema 2.2.3

continua válido se no lugar de u P CcpRmq supusermos u P E 1pRmq.
Agora vamos estudar o conjunto frente de onda anaĺıtico, mas primeiro precisamos definir anali-

ticidade micro-local.

DEFINIÇÃO 2.2.4. Sejam u P D1pRmq, x0 P Rm e ξ0 P Rmzt0u. Nós dizemos que u é anaĺıtica (micro-

local) em px0, ξ
0q se existir vizinhança V de x0 e cones abertos e conexos Γ1, ..., ΓN de Rmzt0u e

funções holomorfas de crescimento temperado fj P OpV �iΓjδq (para algum δ ¡ 0) tal que u �
Ņ

j�1

bfj,

próximo de x0 e ξ0Γj   0 para j P t1, 2, ..., Nu.

OBSERVAÇÕES:

1. Quando m � 1, x0 � 0 e ξ0 � �1, temos que u é anaĺıtica micro-local no ponto p0,�1q se há

uma função holomorfa de crescimento temperado f sobre algum retângulo p�a, aq � p0, bq tal

que u � bf sobre p�a, aq.

2. Uma função anaĺıtica é anaĺıtica micro-local em todas as direções.

DEFINIÇÃO 2.2.5. O conjunto frente de onda anaĺıtico de uma distribuição u, denotado por WFapuq
é definido por WFapuq .� tpx, ξq : u não é anaĺıtica micro-local em px, ξqu.

TEOREMA 2.2.6. Sejam u P D1pRmq, x0 P Rm e ξ0 P Rmzt0u. Então, px0, ξ
0q R WFapuq se, e

somente se, existem vizinhança V de x0, um cone aberto Γ � Rmzt0u, uma função ψ P C8
0 pRmq,
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ψ � 1 em uma vizinhança de x0, 0 ¤ ψ ¤ 1 e constantes c1, c2 ¡ 0 tais que

|Fψupx, ξq| ¤ c1e
�c2|ξ| @px, ξq P V � Γ.

DEMONSTRAÇÃO. Sem perda de generalidade vamos supor x0 � 0. Observe que todo aberto U

contendo x0 podemos tomar ψ P C8
c pUq em que ψ � 1 em uma vizinhança V0 � U de x0 e 0 ¤ ψ ¤ 1.

A função ψ tem suporte compacto tão pequeno quanto se queira. Deste modo, podemos assumir

u P E 1pRmq com o suporte tão pequeno quanto se queira. Se p0, ξ0q R WFapuq então, existem

vizinhança V de x0, cones Γ1,..., ΓN em Rmzt0u, δ ¡ 0 e funções holomorfas fj P OpV � iΓjδq tais

que u �
Ņ

j�1

bfj próximo de x0 e ξ0Γj   0, para todo j � 1, ..., N . Primeiro, suponha que existam

cone aberto e conexo Γ1 de vértice na origem, tal que ξ0 � Γ1
δ   0, V vizinhança aberta de x0 e

f P OpV � iΓ1
δq para algum δ ¡ 0, tais que u � bf . Supondo Spuq � B

�
0, δ

2

� � V , a transformada

FBI de u é dada por

Fupx, ξq � xuy, eipx�yqξ�|ξ||x�y|2y
� lim

wÑ0; wPΓ1

»
V

fpy � iwqepx�yqξ�|ξ||x�y|2dy

� lim
λÑ0; λPR

»
V

f

�
y � iλ

ν0

|ν0|


epx�yqξ�|ξ||x�y|

2

dy,

para algum ν0 P Γ1 fixo. Dado φ P C8
c

�
B
�
0, δ

2

��
e φ � 1 numa vizinhança de x0, considere a aplicação

θ : V ÝÑ Cm, dada por θpyq � y � isφpyq ν0|ν0| , com s suficientemente pequeno para |θpyq|   δ. Pelo

teorema de Stokes, assim como na equação (2.16), temos����»
V

f

�
y � iλ

ν0

|ν0|


epx�yqξ�|ξ||x�y|

2

dy

���� � ����»
V

f

�
θpyq � iλ

ν0

|ν0|


epx�θpyqqξ�|ξ|px�θpyqq

2

det θ1pyqdy
���� .

Pela definição de bf e pela topologia de D1pΩq existem constantes q natural e C ¡ 0 real, indepen-

dentes de λ ¡ 0, tais que����»
V

f

�
θpyq � iλ

ν0

|ν0|


eipx�θpyqqξ�|ξ|px�θpyqq

2

det θ1pyqdy
���� ¤ C

¸
|α|¤q

sup
yPV

���Bαy �eipx�θpyqqξ�|ξ|px�θpyqq2	��� ,
para s e λ suficientemente pequenos. Assim, pela fórmula de Faa di Bruno e por 0 ¤ φ ¤ 1, existe
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polinômio P com coeficientes positivos de modo que

|Fupx, ξq| ¤ sup
yPV

 
P p|ξ|qeRtQpx,y,ξqu( , (2.19)

em que Qpx, y, ξq � ipx � yqξ � sφpyq ν0|ν0|ξ � |ξ|
�
x� y � isφpyq ν0|ν0|

	2

e x P Bp0, δq. Pela definição de

Q temos

RtQpx, y, ξqu � sφpyq ν0

|ν0|ξ � |ξ|p|x� y|2 � s2pφpyqq2q.

A seguir vamos dividir o domı́nio da variável y em dois conjuntos disjuntos.

Primeiro considere |y| ¤ δ
4
. Como ν0 P Γ1 temos ν0 � ξ0   0, então existe d1 ¡ 0 tal que

ν0 � ξ0 � �d1|ν0||ξ0|. Se s   d1 (diminuindo s se necessário),
���ξ � ξ0

|ξ0|

���   d1�s
2

e |ξ| � 1, então

RtQpx, y, ξqu � s
ν0

|ν0|
�
ξ0

|ξ0| �
�
ξ � ξ0

|ξ0|




� |ξ|p|x� y|2 � s2q

¤ �s
�
d1 �

����ξ � ξ0

|ξ0|
����� s



  �sd1 � s

2
.

Assim, existe constante c1 � sd1�s
2

¡ 0 tal que, se s   d1,
���ξ � ξ0

|ξ0|

���   d1�s
2

e |ξ| � 1 obtemos

RtQpx, y, ξqu   c1.

Para fazer o caso |y| ¡ δ
4
, observe que |x � y|2 ¡ �|x| � δ

4

�2
, quando |x|   δ

4
. Com isso, conside-

rando |y| ¥ δ
4
, |x|   δ

16
, |ξ| � 1 e

���ξ � ξ0

|ξ0|

���   d1�s
2

temos

RtQpx, y, ξqu � sφpyq ν0

|ν0|
ξ0

|ξ0| � sφpyq ν0

|ν0|
�
ξ � ξ0

|ξ0|


� p|x� y|2 � spφpyqq2q

  sφpyqd1 � s

����ξ � ξ0

|ξ0|
����� �

|x| � δ

4


2

� s2pφpyqq2

  sd1 � s
d1 � s

2
� |x|2 � 2|x|δ

4
� δ2

16
� s2

  3sd1

2
� s� δ2

32
� δ2

16

� s

�
3d1

2
� 1



� δ2

32
.
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Se s   δ2

16p3d1�2q (diminuindo s, se necessário) temos c2 � �s �3d1
2
� 1

�� δ2

32
¡ 0 e

RtQpx, y, ξqu   c2,

quando |y| ¤ δ
4
, |x|   δ

16
, |ξ| � 1 e

���ξ � ξ0

|ξ0|

���   d1�s
2

. Destas considerações, sobre y, existem

vizinhanças V1 � B
�
0, δ

16

�
de 0 e W � B

�
ξ0

|ξ0| ,
d1�s

2

	�
Sn�1 de ξ0

|ξ0| , tais que,

R tQ px, y, ξqu   �c2,

para x P V1 e ξ P W . Deste modo, se Γ � ttw : t ¡ 0 e w P W u, temos

RtQpx, y, ξqu � R
"
Q

�
x, y,

ξ

|ξ|

*

|ξ|   �c2|ξ|,

quando x P V1, ξ P Γ e y P V . Deste modo, voltando na equação (2.19),

|Fupx, ξq|   P p|ξ|q e�c2|ξ|,

para x P V1 e ξ P Γ. E, diminuindo c2, existe uma constante c1 de modo que

|Fupx, ξq|   P p|ξ|q e�c2|ξ|; x P V1, ξ P Γ.

Acima tratamos o caso de u � bf , o caso de u �
Ņ

j�1

bfj obtemos por linearidade, diminuindo c2, Γ,

V1 e aumentando c1.

Reciprocamente, suponha a existência de uma vizinhança V da origem, um cone Γ aberto conexo

com vértice na origem e constantes c1, c2 ¡ 0 tais que

Fupx, ξq ¤ c1e
�c2|ξ|, @px, ξq P V � Γ.

Sem perda de generalidade podemos tomar V � tx : |x|   δu, para algum δ ¡ 0. Usaremos a fórmula

de inversão da FBI. Considere

» »
eipx�tqξ�ε|ξ|

2

Fupt, ξq|ξ|m2 dξdt � Iε1pxq � Iε2pxq � Iε3pxq,
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tal que Iε1pxq, Iε2pxq, Iε3pxq representam a integral dupla nos respectivos domı́nios de integração:

tpt, ξq P Rm�Rm : |t|   δ, ξ P RmzΓu, tpt, ξq P Rm�Rm : |t|   δ, ξ P Γu e tpt, ξq P Rm�Rm : |t| ¡ δu.
Fupt, ξq �

A
us, e

ipt�sqξ�|ξ||t�s|2
E

e pela observação feita no ińıcio da demonstração podemos supor

Spuq � Bp0, δ
4
q, assim, |s|   δ

4
. Primeiro vamos tratar de Iε3. Diminua, se necessário, δ de tal modo

que 0   δ   1
4
. Se |t| ¡ δ e |s|   δ

4
temos |s|   |t|

4
¤ |t|. Deste modo,

|t� s|2 � 1

2
|s� t|2 � 1

2
|s� t|2

¡ |s|2 � 2|s||t| � |t|2
2

� p|t| � |s|q2
2

¡
|t|2 � 2

�
|t|
4

	
|t|

2
� 9δ2

32

� |t|2
4
� 9δ2

32

¥ ap1� |t|2q,

onde a � 9
32
δ2. Além disso, pelo Teorema 1.3.10, existem C ¡ 0, k P N tais que

|Fupt, ξq| ¤ C
¸
|α|¤k

sup
|s|¤ δ

4

!���Bαs eipt�sqξ�|ξ||t�s|2 ���) ¤ CP p|ξ|qe�|ξ|ap1�|t|2q,

para algum polinômio P , em que |t| ¡ δ. Isso possibilita, para |y|   a
2
, obter

���eipx�iy�tqξ�ε|ξ|2Fupt, ξq|ξ|m2 ��� ¤ C|ξ|m2 P p|ξ|qe�a
2
|ξ|e�|ξ|a|t|

2

,

quando ε ¡ 0. Seja

hεpx� iy, ξq .�
»
|t|¡δ

eipx�iy�tqξ�ε|ξ|
2

Fupt, ξq|ξ|m2 dt,

pela Afirmação 3.4.3, podemos concluir que hεp., ξq P OpRm�iBa
2
p0qq e pelo teorema da convergência

dominada temos que hε é cont́ınua em pRm � iBa
2
p0qq � Rm para cada ε ¡ 0. Além disso,

|hεpx� iy, ξq| ¤ C|ξ|m2 P p|ξ|qe�a
2
|ξ|
»
|t|¡δ

e�a|ξ||t|
2

dt

� CP p|ξ|q|ξ|m2 e�a
2
|ξ|
�

π

a|ξ|

m

2

¤ CP p|ξ|qe�a
2
|ξ|
�π
a

	m
2 P L1,
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para todo ε ¡ 0. Pela afirmação 3.4.3,

Iε3px� iyq �
»
hεpx� iy, ξqdξ P OpRm � iBa

2
p0qq.

Como feito no primeiro passo da rećıproca do Teorema 2.2.3 temos que 1

p4π3qm2 I
ε
3 converge unifor-

memente para uma função holomorfa em Rm � iBa
2
p0q, assim, podemos concluir que 1

p4π3qm2 I
ε
3pxq

converge uniformemente para uma função anaĺıtica real.

Para estudar a integral Iε2 definiremos a função auxiliar

gεpx� iy, ξq �
»
|t| δ

eipx�iy�tqξ�ε|ξ|
2

Fupt, ξq|ξ|m2 dt,

para |y|   c2
2

. Pela Afirmação 3.4.3, para cada ε ¡ 0 temos gε cont́ınua em pRm � iB c2
2
p0qq � Γ e

gεp�, ξq P OpRm � iB c2
2
p0qq para todo ξ P Γ. Além disso,

|gεpx� iy, ξq| ¤
»
|t| δ

e|y||ξ|�ε|ξ|
2

c1e
�c2|ξ||ξ|m2 dt

¤ Cc1e
c2
2
|ξ|�c2|ξ||ξ|m2

¤ Cc1e
� c2

2
|ξ||ξ|m2 P L1pRmq.

Então, pela Afirmação 3.4.3, Iε2px� iyq �
»
ξPΓ

gεpx� iy, ξqdξ é holomorfa em Rm � iB c2
2
p0q. Assim,

como antes podemos concluir que Iε2 converge uniformemente em Rm � iB c2
2
p0q, permitindo concluir

que Iεt2u converge uniformemente para uma função anaĺıtica real.

A integral Iε1 nos dará mais trabalho. Escreva RmzΓ �
k¤
j�1

Γj, em que Γj é um cone fechado

conexo e pΓj
�

Γkq� � H, de modo que a existir c ¡ 0 tal que

Γcj � ty P Rm : yξ0   0, e yξ ¥ c|y||ξ| para todo ξ P Γju � H

(vide [6] páginas 49 e 48). Então,

1

p4π3qm2 I
ε
1pxq �

1

p4π3qm2
ķ

j�1

»
|t| δ

»
ξPΓj

eipx�tqξ�ε|ξ|
2

Fupt, ξq|ξ|m2 dξdt.
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Vamos definir cm
.� 1

p4π3qm2 e

f εj px� iyq .� cm

»
|t| δ

»
ξPΓj

eipx�iy�tqξ�ε|ξ|
2

Fupt, ξq|ξ|m2 dξdt

para x�iy P Rm�iΓcj. Sejam arbitrário x0�iy0 P Rm�iΓcjδ , com δ a escolher depois. Seja 0   ε0   1

tal que Bε0py0q � Γcj, nesse caso temos ε0   |y0|. Dado y P Bε0py0q temos |y| ¡ |y0| � |ε0|. Para

x� iy P Rm � iBε0py0q, defina

Gpx� iy, ξq .� cm

»
|t| δ

eipx�iy�tqξ�ε|ξ|
2

Fupt, ξq|ξ|m2 dt,

pela Afirmação 3.4.3, já que o domı́nio de integração é compacto e u possui suporte compacto, G

é cont́ınua em pRm � iBε0py0qq � Γj e Gp�, ξq P OpRm � iBε0py0qq. Mais ainda, existem constantes

C, c ¡ 0 e natural k em que

|Gpx� iy, ξq| ¤ cm

»
|t| δ

e�yξ|Fupt, ξq||ξ|m2 dt

� cm

»
|t| δ

e�y|ξ|
���Aul, eipt�lqξ�|ξ||t�l|2E��� |ξ|m2 dt

¤ cm

»
|t| δ

e�c|y||ξ|C
¸
|α| k

sup
|l|¤ δ

2

!
Dαeipt�lqξ�|ξ||t�l|

2
)
dt

¤ cmC

»
|t| δ

e�c|y||ξ||ξ|kdt

¤ cmC

»
|t| δ

e�cp|y0|�ε0q|ξ||ξ|kdt

¤ cmCe
�c|ξ||ξ|k P L1pΓjzBp0, 1qq. (2.20)

Assim,

lim
εÑ0�

f εj px� iyq .� f εj px� iyq �
»
ξPΓj

Gpx� iy, ξqdξ

é holomorfa em Rm� iBε0py0q. Como tomamos arbitrários x0� iy0 P Rm� iΓcj podemos concluir que

fj P OpRm � iΓcjq. Temos também que fj possui crescimento temperado em Rm � iΓcj pois

|fjpx� iyq| ¤ lim
εÑ0�

»
ξPΓj

|Gpx� iy, ξq|dξ

¤ T1pyq � T2pyq,
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em que

T1pyq � cm

»
ξPΓj ,|ξ| 1

»
|t| δ

e�yξ|Fupt, ξq||ξ|m2 dtdξ

e

T2pyq � Ccm

»
ξPΓj , |ξ|¡1

e�c|ξ||y||ξ|kdξ.

Sabemos que para todo n natural temos ec|y||ξ| ¥ an|y|n|ξ|n, an � cn

n!
. Para o caso |ξ| ¡ 1 considere

n � k �m� 1, obtendo
|ξ|k
|ξ|n ¤

1

|ξ|m�1
P L1pRmq.

Então,

T2pyq ¤ cm

»
ξPΓj , |ξ|¡1

e�c|ξ||y||ξ|kdξ

¤
»
ξPΓj , |ξ|¡1

1

an|y|n|ξ|m�1
dξ � b1

|y|n ,

para certa constante positiva b1 e para todo y P Γcjδ . Como T1 é limitada (pelas definições de Γj e

Γcj) temos constante b2 tal que T1pyq ¤ b2 ¤ b2
|y|n , para |y|   δ   1. Assim, conseguimos constante b

em que |fjpx � iyq| ¤ b
|y|n . Dado φ P C8

c pRmq, análogo ao que foi feito em 2.20 e pelo Teorema de

Paley-Wiener existe k tal que

���pφp�ξqe�yξ�itξFupt, ξq|ξ|m2 ��� ¤ Ck�m�1p1� |ξ|q�pk�m�1qe�c|y||ξ|Ckp1� |ξ|qk

¤ C̃kp1� |ξ|qm�1 P L1,

para y P Γcj e ξ P Γj. Pela definição de transformada de Fourier e pelo teorema da convergência

dominada temos

lim
εÑ0�

cmxIε1, φy � cm

ķ

j�1

lim
εÑ0�

» »
|t| δ

»
ξPΓj

Fupt, ξqeipx�tqξ�ε|ξ|2 |ξ|m2 φpxqdξdtdx

� cm

ķ

j�1

lim
εÑ0�

»
|t δ|

»
ξPΓj

�»
eixξφpxqdx



e�itξ�ε|ξ|

2

Fupt, ξq|ξ|m2 dξdt

� cm

ķ

j�1

lim
εÑ0�

»
|t| δ

»
ξPΓj

pφp�ξqe�itξ�ε|ξ|2Fupt, ξq|ξ|m2 dξdt
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� cm

ķ

j�1

»
|t| δ

»
ξPΓj

pφp�ξqe�itξFupt, ξq|ξ|m2 dξdt
�

ķ

j�1

xbfj, φy

o limite, para εÑ 0�, pode ser verificado como já fizemos antes. Pelos três casos, feitos acima, temos

que px0, ξ
0q R WFapuq.

Com uma adaptação da demonstração do teorema anterior pode-se demonstrar o seguinte Teo-

rema.

TEOREMA 2.2.7. Sejam, Ω aberto de Rm, u P D1pΩq, x0 P Rm e ξ0 P Rmzt0u. Então, px0, ξ
0q R

WF puq se, e somente se, existam uma vizinhança V de x0, vizinhança cônica Γ � Rmzt0u de ξ0,

uma função ψ P C8
0 pRmq, ψ � 1 em uma vizinhança de x0, 0 ¤ ψ ¤ 1, e para cada k natural exista

uma constante ck em que

|Fupx, ξq| ¤ ck
p1� |ξ|qk , px, ξq P V � Γ.



Caṕıtulo

3

Aplicação para solução de EDP’s não lineares

de primeira ordem.

Introdução

Neste caṕıtulo demonstraremos os principais resultados deste trabalho.

3.1 Sobre L e H

Sejam Ω � RN aberto, T real e u solução da EDP não linear

ut � fpx, t, u, uxq, (3.1)

em que fpx, t, ζ0, ζq é função de classe C8pΩ� r0, T q � C� CNq e holomorfa em pζ0, ζq. Seja,

L � B
Bt �

Ņ

j�1

fζjpx, t, ζ0, ζq B
Bxj

e v � pu, uxq. Se ψ � ψpx, t, ζ0, ζq é função suave e holomorfa em pζ0, ζq, usaremos a seguinte notação

ψvpx, tq � ψpx, t, u, uxq.

45
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Com esta notação podemos escrever

Lv � B
Bt �

Ņ

j�1

f vζjpx, tq
B
Bxj .

Segue que

Lvu � f vpx, tq �
Ņ

j�1

f vζjpx, tquxjpx, tq. (3.2)

Como u é solução da equação (3.1) pelo teorema de Schwarz, e pela regra da cadeia temos

Lvuxkpx, tq � B2u

BtBxk px, tq �
Ņ

j�1

f vζjpx, tq
B2u

BxjBxk px, tq

� Bpfpx, t, u, uxqq
Bxk �

Ņ

j�1

f vζjpx, tq
B2u

BxkBxj px, tq

�
� Bf
Bxk


v

px, tq �
� Bf
Bζ0


v

px, tquxkpx, tq

�
Ņ

j�1

� Bf
Bζj


v

px, tqBuxjBxk �
Ņ

j�1

� Bf
Bζj


v

px, tqBuxjBxk px, tq

�
� Bf
Bxk


v

px, tq �
� Bf
Bζ0


v

px, tquxkpx, tq.

Portanto Lvv � gvpx, tq, em que g � pg0, g1, ..., gNq e

g0px, t, ζ0, ζq � fpx, t, ζ0, ζq �
Ņ

j�1

ζjfζjpx, t, ζ0, ζq,

glpx, t, ζ0, ζq � fxlpx, t, ζ0, ζq � ζlfζ0px, t, ζ0, ζq p1 ¤ l ¤ Nq.

Considere a parte principal do Hamiltoniano holomorfo de F px, t, ζ0, ζ, ηq � η � fpx, t, ζ0, ζq:

H � L� g0Bζ0 �
Ņ

j�1

gjBζj . (3.3)

LEMA 3.1.1. Seja ψ � ψpx, t, ζ0, ζq uma função suave, holomorfa em pζ0, ζq. Então:

(i) Para todo natural n, temos

pLvqnψv � pHnψqv.
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(ii) Para todo natural n, temos

pLvqnψv � Bnt pψvq �
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ļ

s�0

�
l

s



ppLvqspfζjqvqppLvql�sBxjBn�1�l

t ψvq. (3.4)

DEMONSTRAÇÃO. (i) Faremos a demonstração por indução sobre n. Para n � 1, pela regra da

cadeia, pelo fato de ut � f v e pela definição das funções g1js, temos que

Lvψv � Btpψvq �
Ņ

j�1

pfζjqvBxjpψvq

� pBtψqv � pBζ0ψqv � Btu�
Ņ

j�1

pBζjψqvuxjt

�
Ņ

j�1

pfζjqv
�
pBxjψqv � pBζ0ψqvuxj �

Ņ

k�1

pBζkψqvuxkxj
�

� pBtψqv �
Ņ

j�1

pfζjqvpBxjψqv � pBζ0ψqv
�
f v �

Ņ

j�1

uxjpfζjqv
�

�
Ņ

j�1

pBζjψqvBtuxj �
Ņ

j�1

Ņ

k�1

pfζjqvpBζkψqvuxkxj

� pLψqv � gv0pBζ0ψqv �
Ņ

j�1

�
pBtuxjqpBζjψqv �

Ņ

k�1

pfζkqvpBxkuxjqpBζjψqv
�

� pLψqv � gv0pBζ0ψqv �
Ņ

j�1

pBζjψqv
�
Btuxj �

Ņ

k�1

pfζkqvBxkuxj
�

� pLψqv � gv0pBζ0ψqv �
Ņ

j�1

pBζjψqvLvpuxjq � pHψqv.

Para finalizar a demonstração veja que, supondo pLvqnψv � pHnψqv e usando o passo que já foi feito,

temos,

pLvqn�1ψv � LvppLvqnψvq � LvppHnψqvq � pHpHnψqqv � pHn�1ψqv.

(ii) A prova deste item também será feita por indução. Para n � 1 temos,

Lvpψvq � Btpψvq �
Ņ

j�1

pfζjqvBxjpψvq. (3.5)

Observe que, se n � 1 em (3.4) obtemos a equação (3.5). Agora, supondo que existe algum natural n
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em que a equação (3.4) é satisfeita, vamos demonstrar que o mesmo segue para n� 1. Pela hipótese

de indução e pela regra de Leibniz

pLvqn�1pψqv � LvppLvqnpψvqq

� Lv
�
Bnt pψvq �

Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ļ

s�0

�
l

s



ppLvqspfζjqvq

�pLvql�sBxjBn�1�l
t pψvq��

� LvpBnt pψvqq �
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ļ

s�0

�
l

s



ppLvqs�1pfζjqvqppLvql�sBxjBn�1�l

t pψvqq

�
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ļ

s�0

�
l

s



ppLvqspfζjqvqppLvql�s�1BxjBn�1�l

t pψvqq

� I1 � I2 � I3,

para

I1 � LvpBnt pψvqq � Bn�1
t pψvq �

Ņ

j�1

pfζjqvBxjBnt pψvq,

I2 �
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ļ

s�0

�
l

s



ppLvqs�1pfζjqvqppLvql�sBxjBn�1�l

t pψvqq

�
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

l�1̧

s�1

�
l

s� 1



ppLvqspfζjqvqppLvql�s�1BxjBn�1�l

t pψvqq

�
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ļ

s�1

�
l

s� 1



ppLvqspfζjqvqppLvql�s�1BxjBn�1�l

t pψvqq

�
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ppLvql�1pfζjqvqpBxjBn�1�l
t pψvqqq

e

I3 �
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ļ

s�0

�
l

s



ppLvqspfζjqvqppLvql�s�1BxjBn�1�l

t pψvqq

�
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ļ

s�1

�
l

s



ppLvqspfζjqvqppLvql�s�1BxjBn�1�l

t pψvqq

�
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

pfζjqvpLvql�1pBxjBn�1�l
t pψvqq.
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Já que
�
l
s

�� �
l

s�1

� � �
l�1
s

�
temos,

I2 � I3 �
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ļ

s�1

�
l � 1

s



ppLqspfζjqvqppLvql�s�1BxjBn�1�l

t pψvqq

�
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ppLvql�1pfζjqvqpBxjBn�1�l
t pψvqq �

Ņ

j�1

n�1̧

l�0

ppfζjqvpLvql�1BxjBn�1�l
t pψvqq

�
Ņ

j�1

n�1̧

l�0

l�1̧

s�0

�
l � 1

s



ppLvqspfζjqvqppLvql�s�1BxjBn�1�l

t pψvqq

�
Ņ

j�1

ņ

l�1

ļ

s�0

�
l

s



ppLvqspfζjqvqppLvql�sBxjBn�lt pψvqq.

Assim,

I1 � I2 � I3 � Bn�1
t ψv �

Ņ

j�1

f vζjBxjBnt pψvq �
Ņ

j�1

Ņ

l�1

ļ

s�0

�
l

s



ppLvqspfζjqvqppLvql�spBxjBn�lt pψvqqq

� Bn�1
t ψv �

Ņ

j�1

ņ

l�0

ļ

s�0

�
l

s



ppLvqspfζjqvqppLvql�sBxjBn�lt pψvqq,

como queriamos demonstrar.

COROLÁRIO 3.1.2. (i) =pHkfζqvpx0, 0q � 0, para todo 0 ¤ k ¤ n� 1 se e somente se

pLvqk=pfζqvpx0, 0q � 0, para todo 0 ¤ k ¤ n� 1.

(ii) Se =pHkfζqvpx0, 0q � 0, para todo 0 ¤ k ¤ n� 1, e =pHnfζqvpx0, 0q � 0, então,

pLvqnp=pfζjqvqpx0, 0q � =pHnfζjqvpx0, 0q, j � 1, ..., N.

DEMONSTRAÇÃO.

(i)pñq Dado 0 ¤ k ¤ n� 1, se fζ � pfζ1 , ..., fζN q temos

0 � =pHfζqvpx0, 0q � =tpHkfζ1 , ...,HkfNqupx0, 0q
� p=tHkfζ1upx0, 0q, ...,=tHkfζN upx0, 0qq.

Então =tHkfζjuvpx0, 0q � 0, para todo 1 ¤ j ¤ N e 0 ¤ k ¤ n � 1. Assim pelo Lema 3.4.4
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temos

pLvqkp=tfζjuvqpx0, 0q � 0,

para 1 ¤ j ¤ N e 0 ¤ k ¤ n� 1.

pðq Suponhamos pLvqkp=tfζjuvqpx0, 0q � 0, para todo 0 ¤ k ¤ n � 1 e 1 ¤ j ¤ N . Mostraremos

por indução que =pHkfζqvpx0, 0q � 0, para todo 0 ¤ k ¤ n � 1. O caso k � 0 segue direto da

hipótese. Supondo a existência de um natural k, em que =tHlfζuvpx0, 0q � 0, para 0 ¤ l ¤
k   n� 1. Como pLvqk�1p=tfζjuvqpx0, 0q � 0, para todo 1 ¤ j ¤ N . Pelo Lema 3.4.4 temos

=tHk�1fζjuvpx0, 0q � pLvqk�1=tfζjuvpx0, 0q �
Ņ

j�1

ķ

l�0

=tHlfζjuvpx0, 0qAl,nj � 0.

De mesmo modo, a demonstração de (ii) segue por aplicação direta do Lema 3.4.4.

LEMA 3.1.3. Fixado k natural, se

pBlt=f vζjqpx, 0q � 0, @x P Ω, 1 ¤ j ¤ N e 0 ¤ l ¤ k � 1 (3.6)

então

ppLvqk=f vζiqpx, 0q � Bkt p=f vζiqpx, 0q @x P Ω, 1 ¤ i ¤ N. (3.7)

DEMONSTRAÇÃO. Pelo Lema 3.1.1 temos

pLvqkp=fζiqv � Bkt p=fζiqv �
Ņ

j�1

k�1̧

l�0

ļ

s�0

�
l

s



ppLvqsf vζjqppLvql�sBxjBk�1�l

t =tfζjuvq. (3.8)

Já que,

Lv � Bt �
Ņ

k�1

f vζjpx, tqBxj ,

se p e q ão naturais tais que 0 ¤ p� q ¤ k � 1, obtemos que

pLvqqBpt=tfζjuvpx, 0q � 0.

Observe que l � s� k � 1� l � k � 1� s ¤ k � 1. A partir da equação (3.8) temos

pLvqkp=fζiqvpx, 0q � Bkt p=f vζiqpx, 0q.



51

3.2 Colchetes de Lie

Dados dois campos vetoriais complexos L e M denotamos o colchete de Lie de L e M por rL,M s .�
LM �ML (ver [7]). Nesta seção iremos demonstrar recentes caracterizações de múltiplos colchetes

de Lie.

Fixado k natural não nulo, sejam X0, X1, ..., Xk campos vetoriais complexos. Se Y1 � rX1, X0s e

Yn � rXn, Yn�1s, para 2 ¤ n ¤ k, o k-colchete Yk será representado por

rXk, rXk�1, ..., rX1, X0sss.

LEMA 3.2.1. Defina M v � °N
j�1t=tfζvj uuBxj. Seja X0 � M v, fixado k ¥ 1 considere os campos

vetoriais X1, X2, ..., Xk, em que Xj �M v ou Xj � Lv, 1 ¤ j ¤ k. Então o k-colchete

rXk, rXk�1, ..., rX1, X0sss �
Ņ

j�1

¸
σlP0,1; l�1,...,k

pXσk
k X

σk�1

k�1 ...X
σ1
1 =f vζjqrX1�σk

k , rX1�σk�1

k�1 , ..., rX1�σ1
1 , Bxj sss,

em que se o expoente do campo for zero simplesmente ignoramos o colchete. Por exemplo, rX0, Bxj s �
Bxj e rX1

3 , rX0
2 , rX1

1 , Bxj sss � rX3, rX1, Bxj ss.

DEMONSTRAÇÃO. Faremos a demonstração por indução sobre k. Para k � 1, pela linearidade

dos campos e por Leibniz, temos

rX1, X0s � rX1,
Ņ

j�1

p=tf vζjuqBxj s

� X1

�
Ņ

j�1

p=tf vζjuqBxj
�
�

Ņ

j�1

p=tf vζjuqBxj �X1

�
Ņ

j�1

X1p=tf vζjuq � Bxj �
Ņ

j�1

=tf vζju �X1 � Bxj �
Ņ

j�1

=tf vζju � Bxj �X1

�
Ņ

j�1

X1p=f vζjq � Bxj �
Ņ

j�1

=tpfζjqvu � rX1, Bxj s



52

�
Ņ

j�1

X1
1 p=tf vζjuq � rX1�1

1 , Bxj s �
Ņ

j�1

X0
1 p=tpfζjqvuq � rX1�0

1 , Bxj s

�
Ņ

j�1

¸
σ1Pt0,1u

pX1qσ1p=tfζjuvq � rX1�σ1
1 , Bxj s.

Agora suponha a existência de um natural k em que,

rXl, rXl�1, ..., rX1, X0sss �
Ņ

j�1

¸
σpP0,1; p�1,...,l

pXσl
l X

σl�1

l�1 ...X
σ1
1 =tfζjuvqrX1�σl

l , ..., rX1�σ1
1 , Bxj ss,

para todo 1 ¤ l ¤ k, com Xl � M v ou Xl � Lv. Seja Xk�1 � M v ou Xk�1 � Lv. Pela regra de

Leibniz, pela linearidade dos campos vetoriais e pela hipótese de indução temos

rXk�1, rXk, ..., rX1, X0sss �

�
��Xk�1,

Ņ

j�1

¸
σpPt0,1u,p�1,...,k

pXσk
k X

σk�1

k�1 � � �Xσ1
1 p=tf vζjuqqrX1�σk

k , rX1�σk�1

k�1 , ..., rX1�σ1
k�1 , Bxj sss

��
�

Ņ

j�1

¸
σpPt0,1u, p�1,...,k

pX1
k�1X

σk
k X

σk�1

k�1 � � �Xσ1
1 p=tf vζjuqqrX1�σk

k , ..., rX1�σ1
1 , Bxjss

�
Ņ

j�1

¸
σpPt0,1u, p�1,...,k

pXσk
k X

σk�1

k�1 � � �Xσ1
1 p=tf vζjuqqXk�1 � rX1�σk

k , ..., rX1�σ1
1 , Bxjss

�
Ņ

j�1

¸
σpPt0,1u, p�1,...,k

pXσk
k X

σk�1

k�1 � � �Xσ1
1 p=tf vζjuqqrX1�σk

k , ..., rX1�σ1
1 , Bxjss �Xk�1

�
Ņ

j�1

¸
σpPt0,1u, p�1,...,k

pX1
k�1X

σk
k X

σk�1

k�1 ...X
σ1
1 p=tf vζjuqqrX1�1

k�1 , rX1�σk
k , ..., rX1�σ1

1 , Bxjsss

�
Ņ

j�1

¸
σpPt0,1u, p�1,...,k

pX0
k�1X

σk
k X

σk�1

k�1 � � �Xσ1
1 p=tf vζjuqqrXk�11�0 , rX1�σk

k , ..., rX1�σ1
1 , Bxjsss

�
Ņ

j�1

¸
σpPt0,1u, p�1,...,k�1

pXσk�1

k�1 X
σk
k � � �Xσ1

1 p=tf vζjuqqrX
1�σk�1

k�1 , rX1�σk
k ..., rX1�σ1

1 , Bxjss.

COROLÁRIO 3.2.2. Dado k � 1, 2, ... temos

rLv, rLv, ..., rLv,M vssslooooooooooooomooooooooooooon
k -colchete

�
Ņ

j�1

ķ

l�0

�
k

l



pLvql=tf vζju � rLv, rLv, ..., rLv, Bxj sssloooooooooooomoooooooooooon

k�l -colchete

.



53

DEMONSTRAÇÃO. Seja Xj � Lv, 1 ¤ j ¤ k, pelo Teorema 3.2.1 temos

rLv, rLv, ..., rLv,M vssslooooooooooooomooooooooooooon
k -colchete

�
Ņ

j�1

¸
σpPt0,1u p�1,...,k

pLvqσ1�����σk=tf vζju � rpLvq1�σk , ..., rpLvq1�σ1 , Bxj ss

�
Ņ

j�1

ķ

l�0

�
k

l



pLvqlp=tf vζjuq rLv, rLv, ..., rLv, Bxjssslooooooooooooomooooooooooooon

k�l -colchete

.

COROLÁRIO 3.2.3. Seja k ¥ 1. Se todos os q-colchetes rLv, rLv, ..., rLv,M vsss, com 0 ¤ q   k, se

anulam em px, 0q, para algum x P Ω (onde o 0-colchete é o campo M v), então o k � colchete, em

px, 0q:
rLv, rLv, ..., rLv,M vsss �

Ņ

j�1

pLvqkp=f vζjq � Bxj .

DEMONSTRAÇÃO. Faremos esta demonstração por indução. Para k � 1, a hipótese se resume a

M v|px,0q � 0, ou seja,
Ņ

j�1

=tf vζjpx, 0qu � Bxj |px,0q � 0.

Como tBxj |px,0q : 1 ¤ j ¤ Nu é linearmente independente temos =tf vζjpx, 0qu � 0, 1 ¤ j ¤ N . Por

outro lado

rLv,M vs � rLv,
Ņ

j�1

=tf vζjuBxj s

�
Ņ

j�1

Lvp=tf vζjuqBxj �
Ņ

j�1

=tf vζjuLvBxj �
Ņ

j�1

=tf vζjuBxjLv.

Então,

rLv,M vs|px,0q �
Ņ

j�1

Lvp=tf vζjuqpx, 0qBxj |px,0q �
Ņ

j�1

=tf vζjpx, 0quLvBxj |px,0q �
Ņ

j�1

=tf vζjpx, 0quBxjLv|px,0q

�
Ņ

j�1

Lvp=tf vζjuqpx, 0qBxj |px,0q.



54

O que prova o caso k � 1. Supondo que

rLv, rLv, � � � rLv,M vssspx,0qlooooooooooooooomooooooooooooooon
l -colchete

�
Ņ

j�1

pLvqlp=f vζjqBxj

e rLv, rLv, � � � rLv,M vssspx,0qlooooooooooooooomooooooooooooooon
l -colchete

� 0, para 0 ¤ l ¤ k, temos que pLvqlp=f vζjqpx, 0q � 0, para 0 ¤ l ¤ k.

Pelo Corolário 3.2.2 temos que

rLv, rLv, � � � , rLv,M vssspx,0qloooooooooooooooomoooooooooooooooon
k�1 -colchete

�
Ņ

j�1

pLvqk�1=f vζjpx, 0qBxj .

LEMA 3.2.4. Suponha que para algum x0 P Ω e k natural tenhamos

=tHjfζuvpx0, 0q � 0, quando 0 ¤ j ¤ k � 1 e =tHkfζuvpx0, 0q � 0. (3.9)

Com a mesma notação do Lema 3.2.1, se pelo menos um dos Xj’s é M v, então para todas posśıveis

escolhas de σj temos:

pXσk
k X

σk�1

k�1 � � �Xσ1
1 =f vζjqpx0, 0q � 0.

E se todos os Xj’s são Lv, então

rLv, rLv, ..., rLv,M vssspx0,0qloooooooooooooooomoooooooooooooooon
k -colchete

�
Ņ

j�1

=pHkfζjqvpx0, 0qBxj px,0q.

DEMONSTRAÇÃO. Assuma que ao menos um dos Xj’s é M v. Para 1 ¤ l ¤ k, denotaremos por

YlYl�1 � � �Y1 os elementos que tem σj � 1 na expressão Xσk
k X

σk�1

k�1 � � �Xσ1
1 (por exemplo, X1

4X
0
3X

1
2X

0
1

será denotado por Y2Y1, onde Y2 � X4 e Y1 � X2). Com esta notação queremos mostrar que

pYlYl�1 � � �Y1=tf vζjuqpx0, 0q � 0.
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Primeiro, suponha que Yl �M v, então

YlYl�1 � � �Y1p=tf vζjuq � M vpYl�1 � � �Y1p=f vζjqq

�
Ņ

p�1

=tfζpuvBxppYl�1 � � �Y1p=tf vζjuqq.

Por hipótese =pHjfζjqvpx0, 0q � 0, quando 0 ¤ j ¤ k � 1, deste modo =tf vζjpx0, 0qu � 0. Logo

pYlYl�1 � � �Y1=tf vζjuqpx0, 0q � 0.

Agora, para Ys �M v, com 1 ¤ s ¤ l � 1 e Yk � Lv, para s� 1 ¤ k ¤ l,

YlYl�1 � � �Y1=f vζj � pLvql�sM sYs�1 � � �Y1p=f vζjq

� pLvql�s
Ņ

p�1

tp=f vζpqBxppYs�1 � � �Y1p=f vζjqqu

�
Ņ

p�1

l�ş

m�0

�
l � s

m



pLvqmp=f vζpq � pLvql�s�mBxppYs�1 � � �Y1p=f vζjqq � 0.

Agora, supondo que Xj � Lv, para 1 ¤ j ¤ k, pelo Corolário 3.2.2 temos

rLv, rLv, ..., rLv,M vssspx0,0q �
Ņ

j�1

ķ

l�0

�
k

l



pLvqlp=tfζjuvq rLv, rLv, ..., rLv, Bxj sssloooooooooooomoooooooooooon

k�l-colchete

.

E do item (i) do Corolário 3.1.2 temos pLvqlp=tfζjuvqpx0, 0q � 0, 0 ¤ l   k e do item (ii) segue que

pLvqkp=fζvj qpx0, 0q � =tHkfζjupx0, 0q. Então,

rLv, rLv, ..., rLv,M vssspx0,0qloooooooooooooooomoooooooooooooooon
k-colchete

�
Ņ

j�1

ppLvqk=tfζjuvqpx0, 0qBxj px0,0q

�
Ņ

j�1

=tHkfζjuvpx0, 0qBxj px0,0q.

PROPOSIÇÃO 3.2.5. A condição (3.9) do Lema 3.2.4 procede se e somente se as seguintes afirmações

são equivalentes:
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(a) Todos os colchetes de Lv e Lv de ordem menor que k se anulam em px0, 0q.

(b) Os k-colchetes
1

2i
rLv, rLv, ..., rLv,Lvssspx0, 0q � 0.

DEMONSTRAÇÃO. Suponha que para todo 0 ¤ j ¤ k � 1 tenhamos =tHjfζuvpx0, 0q � 0 e

=tHkfζuvpx0, 0q � 0. Deste modo

Lv � Bt �
Ņ

j�1

f vζjBxj

�
�
Bt �

Ņ

j�1

f vζjBxj
�
�

Ņ

j�1

pf vζj � f vζjqBxj

� Lv � 2iM v. (3.10)

Pelo Lema 3.2.4 temos que

1

2i
rLv,Lvsx0,0 � 1

2i
rLv,Lv � 2iM vs

� 1

2i
tLvLv � 2iLvM v � LvLv � 2iM vLvupx0,0q

� LvM v �M vLv

� rLv,M vs (3.11)

�
Ņ

j�1

=tHfζjuvpx0, 0qBxj px0,0q � 0.

A partir de agora vamos considerar os colchetes de Lv e Lv. Por (3.10), pela bilinearidade dos

colchetes de Lie e por Lv � Lv � 2iM v, podemos escrever o colchete como soma de colchetes de Lv

e M v. Então pelo Lema 3.2.1 e pelo Lema 3.2.4 temos que os colchetes de Lv e Lv se anulam.

Para provar (b) veja que por Lv � Lv � 2iM v, Lema 3.2.4 temos

1

2i
rLv, rLv, ..., rLv,Lvsssloooooooooooomoooooooooooon

k�colchete

px, 0q � rLv, rLv, ..., rLv,M vssspx0, 0q

�
Ņ

j�1

=tHkfζjuvpx0, 0qBxj � 0,
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pois para cada 1 ¤ j ¤ N temos =tHkfζjuvpx0, 0q � 0. Para completar a demonstração suponha que

valham (a) e (b). Por (b), pelo Corolário 3.2.3 e por Lv � Lv � 2iM v temos que

0 � Lv, rLv, � � � , rLv,Lvssslooooooooooooomooooooooooooon
l -colchete

�
Ņ

j�1

pLvql=f vζj � Bxj (3.12)

para l ¤ k. Pela equação (3.12)temos que pLvqlp=fζqvpx0, 0q � 0 e disto tem-se que =pHlfζqvpx0, 0q.
De modo análogo, por rLv, rLv, � � � , rLv,Lvssspx0, 0q � 0, temos que =pHkfζqvpx0, 0q � 0.

3.3 Caso C8

A seguir vamos usar Ω para denotar um aberto de RN , tomaremos T real e f � fpx, t, ζ0, ζq como

sendo uma função C8 em Ω� r0, T s �C�CN , holomorfa nas variáveis pζ0, ζq. Também usaremos a

notação f vpx, tq � fpx, t, upx, tq, uxpx, tqq.

TEOREMA 3.3.1. Seja k natural. Se a equação não linear de primeira ordem

Btu � fpx, t, upx, tq, uxpx, tqq, 0   t   T, x P Ω (3.13)

tem uma solução Ck�1, para t ¥ 0, em uma vizinhança de px0, 0q e

@x P Ω, 0 ¤ j   k, =pHjfζqvpx, 0q � 0, =pHkfζqvpx0, 0q � 0, (3.14)

então, para todo ξ0 P SN�1 tal que =pHkfζqvpx0, 0q � ξ0   0, temos que o ponto px0, ξ
0q não pertence

ao conjunto frente de onda do traço upx, 0q.

DEMONSTRAÇÃO. Como antes, considere

H � L� g0Bζ0 �
Ņ

j�1

gjBζj ,

na vizinhança V � V1 � V2 � V3 � V4 � CN
x �Ct �Cζ0 �CN

ζ do ponto px0, 0, upx0, 0q, uxpx0, 0qq, com

V1 � tx P CN : |x� x0|   r0u V2 � tt P C : |t|   T0u
V3 � tζ0 P C : |ζ0 � upx0, 0q|   ρ0u V4 � tζ P CN : |ζ � uxpx0, 0q|   ρu
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e r0, T0, ρ0, ρ ¡ 0 a determinar. Pelo Lema 3.4.5 existem Zjpx, ζ0, ζq e Ξlpx, t, ζ0, ζq suaves em V e

holomorfas em pζ0, ζq tais que:

HZj � Optnq, n � 1, 2, ... e Zjpx, 0, ζ0, ζq � xj p1 ¤ j ¤ Nq
HΞl � Optnq, n � 1, 2, ... e Ξlpx, 0, ζ0, ζq � ζl p0 ¤ l ¤ Nq.

Em outras palavras, existem soluções aproximadas1, Zj p1 ¤ j ¤ Nq e Ξl(0 ¤ l ¤ N) tais que

Zjpx, 0, ζ0, ζq � xj p1 ¤ j ¤ Nq e Ξlpx, 0, ζ0, ζq � ζl p0 ¤ l ¤ Nq. Além disso, pelo Lema 3.1.1, para

todo natural n existe constante Cn ¡ 0 tal que

|LvZv
j px, tq| � |pHZjqv| � |HZjpx, t, upx, tq, uxpx, tqq| ¤ Cn|t|n.

Analogamente, para todo natural n existe constante Dn ¡ 0 tal que

|LvΞv
l px, tq| ¤ Dn|t|n.

Então, as funções Zv
j e Ξv

l (1 ¤ j ¤ N , 0 ¤ l ¤ N) são soluções aproximadas de Lv.

Observemos que se 0 ¤ j ¤ k � 1 então Bjt=f vζlpx, 0q � 0. De fato, para j � 0, por (3.14),

temos =f vζ px, 0q � 0. Assumiremos que existe j   k � 1, de modo que para 0 ¤ l ¤ j tenhamos

Blt=f vζ px, 0q � 0. Então, por (3.14), Corolário 3.1.2 e pelo Lema 3.1.3

0 � =pHj�1fζqvpx, 0q � pLvqj�1p=fζqvpx, 0q � Bj�1
t =f vζ .

Portanto, por indução, obtemos que

Bjt p=f vζ qpx, 0q � 0, para 0 ¤ j ¤ k � 1. (3.15)

Por (3.14), pelo Corolário 3.1.2, (3.15) e Lema 3.1.3 provamos que

=pHkfζqvpx0, 0q � ppLvqk=f vζ qpx0, 0q � Bkt p=f vζ qpx0, 0q. (3.16)

1Dado um operador diferencial L, se existe u tal que Lu � Optnq, para todo n P N dizemos que u é solução
aproximada de L.
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Pela fórmula de Taylor, em t, segue que

Zvpx, tq � Zvpx, 0q �
ķ

j�1

BjtZvpx, 0qtj � optkq. (3.17)

Seja

tψ �
ķ

j�1

BjtZvpx, 0qtj � optkq, ψ � pψ1, ..., ψNq e Z � pZ1, ..., ZNq.

Se Rψ � ψ1 e =ψ � ψ2 podemos escrever Zvpx, tq � Zvpx, 0q � tψpx, tq � Zvpx, 0q � tψ1px, tq �
itψ2px, tq. Seja Z � pZ1, � � � , ZNq, como LvZv

j px, tq � Op|t|nq (@n P N), lembrando que Zv
j px, 0q � xj

temos

LvZv
j px, tq � tBtψjpx, tq � ψjpx, tq �

Ņ

l�1

f vζlpx, tqpδlj � tBxlψjpx, tqq � Optnq, n P N, (3.18)

em que δlj representa o delta de Kronecker.

Nosso próximo passo é concluir que Bptψ2px, 0q � 0, para 0 ¤ p ¤ k � 1 e

pk � 1qBtkψ2px0, 0q � Bkt=f vζ px0, 0q � =pHkfζqvpx0, 0q. (3.19)

No caso p � 0, por (3.18), ψjpx, 0q � f vζjpx, 0q � 0 e assim, por (3.14), =ψjpx, 0q � 0. Suponhamos

que existe p   k � 1 tal que Bltψ2px, 0q � 0, para 0 ¤ l ¤ p. Ao derivarmos pp � 1q - vezes a função

p3.18q em relação a variável t obtemos

p�1̧

l�0

�
p� 1

l



BltptqBp�1�l�1

t ψj � Bp�1
t ψj � Bp�1

t f vζj �
Ņ

l�1

p�1̧

q�0

�
p� 1

q



Bqt fζj � Bp�q�1

t ptBxlψjq

� tBp�2
t ψj � pp� 1qBp�1

t ψj � Bp�1
t ψj � Bp�1

t f vζj

�
Ņ

l�1

p�1̧

q�0

�
p� 1

q



Bqt fζjptBp�q�1

t Bxlψj � pp� q � 1qBp�qt Bxlψjq � Optnq,

para todo n natural. Se t � 0, na expressão acima temos

pp� 2qBp�1
t ψpx, 0q � Bp�1

t f vζjpx, 0q �
Ņ

l�1

p�1̧

q�0

�
p� 1

q



Bqt fζjpx, 0qppp� q � 1qBxlBp�qt ψjpx, 0qq.
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Pela hipótese de indução e por (3.15)

pp� 2qBp�1
t =pψjqpx, 0q � Bp�1

t =f vζjpx, 0q �
Ņ

l�1

p�1̧

q�0

�
p� 1

q



Bqt=fζjpx, 0qppp� q � 1qBxlBp�qt <ψjpx, 0qq

�
Ņ

l�1

p�1̧

q�0

�
p� 1

q



Blt<fζjpx, 0qppp� q � 1qBxlBp�qt =ψjpx, 0qq � 0. (3.20)

Então, conclúımos que para p   k, temos Bptψ2
j px, 0q � Bpt=ψjpx, 0q � 0. Se derivarmos (3.18) k -

vezes, em t, encontramos uma equação semelhante a (3.20) (a diferença vem do fato de não ser nula),

para p� 1 � k. Então, podemos concluir, por (3.16) que

Bjtψ2px, 0q � 0, para 0 ¤ j ¤ k � 1; pk � 1qBkt ψ2px0, 0q � Bkt=f vζ px0, 0q � =pHkfζqvpx0, 0q.
(3.21)

Por (3.17) existe o campo vetorial Mj �
°N
l�1 bilpx, tqBxj , em que MjZ

v
l � δjl, para l, j � 1, ..., N

(ver [7] página 23) e pela definição dos campos Mj’s e do campo Lv temos que tLv,M1, ...,MNu
forma uma base para os campos vetoriais em R � RN (XpR � RNq). Logo, tdt, dZv

1 , ..., dZ
v
Nu forma

uma base para as 1-formas. Dada uma função h � hpx, tq de classe C1 segue que existem campos

A,B1, ..., BN tais que dh � Adt�
Ņ

j�1

BjdZ
v
j . Por outro lado,

Mkphq � dhpMkq � AdtpMkq �
Ņ

j�1

BjdZ
v
j pMkq � Bk

e

dhpLvq � AdtpLvq �
Ņ

j�1

Mjphq � LvZv
j

implica

A � Lvphq �
Ņ

j�1

MjphqLvpZv
j q.

Então, escrevendo dh como combinação linear da base tdt, dZv
1 , ..., dZ

v
Nu, tem-se

dh �
�
Lvh�

Ņ

j�1

MjphqLvpZv
j q
�
dt�

Ņ

j�1

MjphqdZv
j .
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E disto,

dphdZv
1 ^ � � � ^ dZv

Nq � dh^ dZv
1 ^ � � � ^ dZv

N

�
�
Lvh�

Ņ

j�1

MjphqLvpZv
j q
�
dt^ dZv

1 ^ � � � ^ dZv
n. (3.22)

Para py, ξq P RN seja

Qpx, t, y, ξq � iξpy � Zvpx, tqq � |ξ|py � Zvpx, tqq2,

com z2 � z2
1 � � � � � z2

n, se z � pz1, ..., zNq P CN . Seja η P C8
c pRNq, de modo que ηpxq � 1, para

|x� x0|   r, ηpxq � 0, quando |x� x0| ¡ 2r0 e |η| ¤ 1, com r0 a ser escolhido. Seja

gpx, t, y, ξq � ηpxqΞv
0px, tqeQpx,t,y,ξq,

em que y e ξ são parâmetros. Denotaremos dZv
1 ^ � � � ^ dZv

N por dZ e usando (3.22) temos,

dpgdZq �
�
Lvg �

Ņ

j�1

MjpgqLvpZv
j q
�
dt^ dZ

�
�
pLvpηΞv

0qqeQ � ηΞv
0 � LvpeQq �

Ņ

j�1

�
eQMjpηΞv

0q � ηΞv
0MjpeQq

�
LvpZv

j q
�
dt^ dZ

�
�
LvpηΞv

0q � ηΞv
0LvpQq �

Ņ

j�1

pMjpηΞv
0q � ηΞv

0MjpQqqLvZj
�
eQdt^ dZ. (3.23)

Pelo Teorema de Stokes, com T0 ¡ 0 pequeno, a ser escolhido, temos

» T0

0

»
RN
dpgdzq �

»
RN
gpx, 0, y, ξqdZpx, 0q �

»
RN
gpx, T0, y, ξqdZpx, T0q

�
»
RN
gpx, 0, y, ξqdx�

»
RN
gpx, T0, y, ξqdZpx, T0q.

Assim, »
RN
gpx, 0, y, ξqdx �

»
RN
gpx, T0, y, ξqdZpx, T0q �

» T0

0

»
RN
dpgdZq. (3.24)

A partir de agora nosso objetivo será estimar as duas integrais do lado direito da equação (3.24).
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Note que

RQpx, t, y, ξq � R
 
iξpy � x� tpψ1 � iψ2qq � |ξ|py � x� tpψ1 � iψ2qq2( (3.25)

� tξψ2px, tq � |ξ|p|y � x|2 � t2|ψ1px, tq|2 � t2|ψ2px, tq|2 � 2tpy � xqψ1px, tqq.

Observe que pela formula de Taylor e por (3.21) temos

ψ2px, tq �
k�1̧

j�0

Bjtψ2px, 0q
j!

tj � Bkt ψ2px, 0q
k!

tk �Optk�1q

� Bkt ψ2px, 0q
k!

tk �Optk�1q

� 1

k!

�Bkt ψ2px0, 0q �Op|x� x0|q
�
tk �Optk�1q

� Bkt ψ2px0, 0q
k!

tk �Op|x� x0|tkq �Optk�1q

� =tHkfζuvpx0, 0q
k!

tk �Op|x� x0|tkq �Optk�1q. (3.26)

Considere r0 e T0 de modo que existam constantes C, D ¡ 0 tais que Op|x � x0|tkq ¤ C|x � x0|tk e

|Optk�1q| ¤ Dtk�1, quando |x� x0| ¤ 2r0 e |t| ¤ T0. Com isso, para |x� x0| ¤ 2r0 e |t| ¤ T0 temos

tψ2px, tqξ0 �
�
=tHkfζuvpx0, 0q

k!
tk�1 � tOp|x� x0|tkq � tOptk�1q



� ξ0

¤ =tHkfζuvpx0, 0q � ξ0

k!
tk�1 � |Op|x� x0|tkq||t||ξ0| � |t||Optk�1q||ξ0|

¤
�
=tHkfζuvpx0, 0q

k!
ξ0 � 2Cr0|ξ0| � T0D|ξ0|



|t|k�1.

Como =pHkfζqvpx0, 0q � ξ0   0, podemos diminuir r0 e T0 de modo a obter

�2a
.� =pHkfζqpx0, 0qξ0

k!
� 2Cr0T0|ξ0| � T0D|ξ0|   0.

Se a é definido como acima, temos a ¡ 0 e

tψ2px, tqξ ¤ �2a|t|k�1   �a|t|k�1.

Então tψ2px, tqξ0 � atk�1   0, quando |x � x0|   2r0 e 0 ¤ t ¤ T0. Pela continuidade da função

Gpξq � tψ2px, tqξ � atk�1 existe s ¡ 0 tal que para todo ξ P SN�1 X Bpξ0, sq .� V0 (lembrando que
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ξ0 P SN�1) temos tψ2px, tqξ   �atk�1, quando |x � x0| ¤ 2r0 e 0 ¤ t ¤ T0. Seja Γ �
!
ξ : ξ

|ξ| P V0

)
,

temos

tψ2px, tqξ ¤ �|ξ|atk�1, ξ P Γ

quando |x� x0| ¤ 2r0 e 0 ¤ t ¤ T0. Seja |x� x0| ¤ 2r0 e |t| ¤ T0, por (3.26), temos

|ψ2px, tq| ¤ =pHkfζqvpx0, 0q
k!

|t|k � 2Cr0|t|k �DT0|t|k,

o que mostra que ψ2px, tq � Op|t|kq. Assim, existe constante D1, tal que

tψ2px, tqξ � |ξ|t2|ψ2px, tq|2 ¤ �a|ξ|tk�1 � |ξ|t2D1t
2k

¤ p�a� T 1�k
0 D1qtk�1|ξ|,

ξ P Γ, |x�x0| ¤ 2r0 e 0 ¤ t ¤ T0. Podemos diminuir T0 de modo a obter �a�T 1�k
0 D1   0. A partir

de agora vamos denotar por �a o que denotávamos por �a� T 1�k
0 D1, com esta notação temos

tψ2px, tqξ � |ξ|t2|ψ2px, tq|2 ¤ �atk�1|ξ|, |x� x0|   2r0, 0 ¤ t ¤ T0, ξ P Γ. (3.27)

Temos também que 2|tpy � xqψ1px, tq| ¤ |y � x|2 � t2|ψ1px, tq|2. Com isso, voltando à equação (3.25)

e aplicando (3.27),

RQpx, t, y, ξq � ptξψ2px, tq � |ξ|t2|ψ2px, tq|2q � |ξ|p|y � x|2 � t2|ψ1px, tq|2 � 2tpy � xqψ1px, tqq
¤ �a|ξ|tk�1, (3.28)

com px, ξq P B2r0px0q � Γ e 0 ¤ t ¤ T0.

Por outro lado, se tomarmos |t| ¤ T0, r0 ¤ |x � x0| ¤ 2r0 e |y � x0| ¤ r0
2

existe δ ¡ 0 tal que

RQpx, t, y, ξq ¤ �δ|ξ|. De fato, se r0 ¤ |x � x0| ¤ 2r0 e |y � x0| ¤ r0
2

temos |y � x| ¥ r0
2
¡ 0. Pela

continuidade de ψ existe A ¡ 0 tal que |ψpx, tq| ¤ A, quando r0 ¤ |x � x0| ¤ 2r0 e 0 ¤ t ¤ T0.

Assim, por (3.25), temos

RQpx, t, y, ξq � tξψ2px, tq � |ξ||y � x|2 � |ξ|t2|ψ1px, tq|2 � t2|ξ||ψ2px, tq|2 � 2t|ξ|py � xqψ1px, tq
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¤ T0|ξ||ψ2px, tq| � |ξ|r
2
0

4
� T 2

0A
2|ξ| � 2T0p|y � x0| � |x� x0|q|ψ1px, tq|

¤ |ξ|
�
AT0 � r2

0

4
� T0

2A2 � 5T0r0A



,

quando r0 ¤ |x� x0| ¤ 2r0, |y � x0| ¤ r0
2

e 0 ¤ t ¤ T0. Se T0 ¤ 1 temos:

RQpx, t, y, ξq ¤ |ξ|
�
AT0 � T0A

2 � 5T0r0A� r2
0

4



,

r0 ¤ |x�x0| ¤ 2r0, |y�x0| ¤ r0
2

e 0 ¤ t ¤ T0. Para uma melhor estimativa de RQpx, t, y, ξq (quando

r0 ¤ |x� x0| ¤ 2r0, |y� x0| ¤ r0
2

e |t| ¤ T0) vamos tomar T0 ¤ r20
4

1
A�A2�5r0A

. Nestas condições existe

δ ¡ 0 (δ � �pT0A� T0A
2 � 5T0r0A� r04�1q) em que

RQpx, t, y, ξq ¤ �δ|ξ|; r0 ¤ |x� x0| ¤ 2r0, |y � x0| ¤ r0

2
, 0 ¤ t ¤ T0. (3.29)

Como já foi dito nosso objetivo é estimar as integrais a direita em (3.24). Existem constantes c1, c2 ¡ 0

de modo que, por (3.28), a primeira integral de (3.24) pode ser estimada do seguinte modo:����»
RN
gpx, T0, y, ξqdZpx, T0q

���� ¤
»
RN

|gpx, T0, y, ξq|dZpx, T0q

�
»
Bp0,2r0q

|ηpxqΞv
0px, tqeQpx,T0,y,ξq|dZpx, T0q

¤ c1e
�a|ξ|Tk�1

0 � c1e
�c2|ξ|, (3.30)

quando |y � x0| ¤ r0
2

, ξ P Γ e 0 ¤ t ¤ T0. Para estimar a segunda integral de (3.24), primeiramente,

por Leibniz e pela equação (3.23), temos que

» T0

0

»
RN
dpgdZq � (3.31)

�
�����
» T0

0

»
Bp0,2r0q

#
LvpηΞv

0q � pηΞv
0qLvpQq �

Ņ

j�1

pMjpηΞv
0q � ηΞv

0MjpQqqLvZv
j

+
eQdZdt

�����
¤
» T0

0

»
Bp0,r0q

�����
#
LvpηΞv

0q � pηΞv
0qLvpQq �

Ņ

j�1

pMjpηΞv
0q � ηΞv

0MjpQqqLvZv
j

+����� eRQdZ ^ dt

�
» T0

0

»
Bp0,2r0qzBp0,r0q

�����
#
LvpηΞv

0q � pηΞv
0qLvpQq �

Ņ

j�1

pMjpηΞv
0q � ηΞv

0MjpQqqLvZv
j

+����� eRQdZ ^ dt
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¤
» T0

0

»
Bp0,r0q

#
|LvpΞv

0q| � |Ξv
0LvpQq| �

Ņ

j�1

|MjpΞv
0q � Ξv

0pMjQq| |LvZv
j |
+
eRQdZ ^ dt

�
» T0

0

»
Bp0,2r0qzBp0,r0q

�����
#
LvpηΞv

0q � pηΞv
0qLvpQq �

Ņ

j�1

pMjpηΞv
0q � ηΞv

0MjpQqqLvZv
j

+����� eRQdZ ^ dt.

Já que LvpZv
j q � Optnq, para todos naturais n e 1 ¤ j ¤ N , temos

|LvpQq| �
�����Lv

�
i
Ņ

j�1

ξjpyj � Zv
j q � |ξ|

Ņ

j�1

pyj � Zv
j q2

������
�

������i Ņ

j�1

ξjLvpZv
j q � |ξ|

Ņ

j�1

2pyj � Zv
j qLvpZv

j q
�����

� |ξ|Optnq. (3.32)

Por (3.28), (3.29), (3.32), lembrando que LvpΞv
0q � Optnq (para todo natural n) e que dado j temos

e�a|ξ|t
k�1 ¤ k!

paj |ξ|jtjk�jq ; voltando a (3.31) temos que para todo natural l existe constante positiva Cl

tal que ����» T0

0

»
RN
dpgdZq

���� ¤
» T0

0

»
Bp0,r0q

t|Optnq| � COptnq|ξ| � C|Optnq|u e�a|ξ|tk�1

dZdt

�
» T0

0

»
Bp0,2r0qzBp0,r0q

Ce�δ|ξ|dZdt

¤ C

» T0

0

Optnqe�a|ξ|tk�1 � |ξ|C|Optnq|e�a|ξ|tk�1

dt� Ce�δ|ξ|

¤ Cl
|ξ|l , (3.33)

usamos C para denotar diferentes constantes e Optnq para denotar alguma função de ordem tn,

para todo n natural. Seja ωpxq � upx, 0q � Ξv
0px, 0q, temos que a transformada FBI de ηω possui

decrescimento rápido. De fato, voltando a (3.24), por (3.30) e (3.33), dado natural l existe constante

positiva Dl de modo que

|Fηωpy, ξq| �
����»

RN
gpx, 0, y, ξqdx

���� ¤ C1e
�c2|ξ| � Cl

|ξ|l ¤
Dl

|ξ|l .

Pelo Teorema 2.2.7 px0, ξ
0q não pertence ao conjunto frente de onda C8 do traço ωpxq � upx, 0q.
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Exemplo 3.3.2. Seja upx, tq uma solução Ck�1 da equação

Btupx, tq � itkBxupx, tq � gpx, t, uq, 0 ¤ t ¤ T, x P pa, bq,

sendo gpx, t, ζ0q uma função C8 holomorfa em ζ0. Se definirmos fpx, t, ζ0, ζq � gpx, t, ζ0q � itkζ

temos que

f vpx, tq � gpx, t, uq � itkBxupx, tq � Btupx, tq.

Por definição, f é uma função de classe C8, holomorfa em pζ0, ζq. Veja também que fζpx, t, ζ0, ζq �
�itk,

H � Bt � fζBx � pf � ζfζqBζ0 � pBxf � ζBζ0fqBζ .

Logo, Hfζpx, t, ζ0, ζq � �iktk�1. Mais geralmente, Hjfζ � �i k!
pk�jq!t

k�j, então

=pHjfζqvpx, 0q � 0, 0 ¤ j   k e =pHkfζqvpx, 0q � �k! � 0.

Portanto, se ξ0 ¡ 0 temos que px0, ξ
0q não pertence ao conjunto frente de onda do traço upx, 0q

Exemplo 3.3.3. Seja upx, tq uma solução C2 do problema de Cauchy,$&% Btu� ituBxu � gpx, t, uq, 0 ¤ t ¤ T x P pa, bq
upx, 0q � ωpxq,

sendo gpx, t, ζ0q uma função C8, holomorfa em ζ0. Vemos que

Btu � �ituBxu� gpx, t, uq � f vpx, tq,

fpx, t, ζ0, ζq é uma função C8, holomorfa em ζ0 definida por fpx, t, ζ0, ζq � �itζ0ζ � gpx, t, ζ0q. Ao

derivarmos f na variável ζ temos que fζpx, t, ζ0, ζq � �itζ0, então =f vζ px, 0q � 0. Neste caso o

operador H é dado por

H � Bt � fζBx � pf � ζfζqBζ0 � pfx � ζfζ0qBζ ,



67

aplicando H a função fζ temos

Hfζ � �iζ0 � itp�itζ0ζ � gpx, t, ζ0q � itζ0ζq � �iζ0 � gpx, t, ζ0qit

e pHfζqv � �iu� gpx, t, uqit, assim,

=pHfζqvpx, 0q � =t�iupx, 0qu � �Rtωpxqu.

Então, dado x0 P pa, bq e ζ0 tais que ξ0Rωpx0q ¡ 0 temos que px0, ξ
0q não pertence ao conjunto frente

de onda C8 do traço upx, 0q � ωpxq

3.4 Caso anaĺıtico

Nesta seção consideraremos o problema de Cauchy$&% ut � fpx, t, upx, tq, uxpx, tqq, 0   t   T, x P Ω

u|t�0 � ωpxq, x P Ω,

para Ω � RN aberto, T ¡ 0 e a função f é a restrição, em Ω � r0, T q � V3 � V4, de alguma função

holomorfa definida no aberto conexo V � V1 � V2 � V3 � V4 � CN � C� C� CN .

TEOREMA 3.4.1. Seja k P N. Se a EDP não linear de primeira ordem

Btu � fpx, t, upx, tq, uxpx, tqq, 0   t   T, x P Ω

tem uma solução Ck�1, para t ¡ 0 em uma vizinhança de px0, 0q e

@x, 0 ¤ j   k, =pHjfζqvpx, 0q, =pHkfζqvpx0, 0q � 0 (3.34)

então, para todo ξ0 P SN�1 tal que

=pHkfζqvpx0, 0q � ξ0   0, (3.35)

temos que px0, ξ
0q não pertence ao conjunto frente de onda anaĺıtico do traço upx, 0q.
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DEMONSTRAÇÃO. Para 1 ¤ j ¤ N , 0 ¤ l ¤ N , pelo Teorema de Cauchy-Kovalevskaya existem

funções holomorfas (ver [7]) Zjpx, t, ζ0, ζq e Ξlpx, t, ζ0, ζq satisfazendo

HZj � 0 e Zjpx, 0, ζ0, ζq � xj, 1 ¤ j ¤ N ;

HΞj � 0 e Ξjpx, 0, ζ0, ζq � ζj, 0 ¤ j ¤ N.

Deste modo, temos LvpZv
j q � pHZjqv � 0 e LvΞv

l � pHΞlqv � 0, 1 ¤ j ¤ N e 0 ¤ l ¤ N . Assim como

na demonstração do teorema anterior seja gpx, t, y, ξq � ηpxqΞv
0px, tqeQpx,t,y,ξq, com Qpx, t, y, ξq �

iξpy � Zvpx, tqq � |ξ|py � Zvpx, tqq2. Como em (3.23) temos

dpgdZq � Ξv
0Lvpηq � eQpx,t,y,ξqdt^ dZ.

Neste caso também temos (3.24) válida. Portanto, de modo análogo à demonstração do teorema

anterior, obtemos

|Fηωpx, ξq| ¤ c2e
�c1|ξ| �

» T0

0

»
Bp0,2r0qzBp0,r0q

c2e
RQpx,t,y,ξqdZ ^ dt

¤ c2e
�c1|ξ| � c2e

�δ|ξ|

¤ c2e
�c1|ξ|,

para y próximo de x0 e ξ em um cone aberto Γ contendo ξ0.

Então podemos concluir, pelo Teorema 2.2.6, que px0, ξ
0q não pertence ao conjunto frente de onda

anaĺıtico de ωpxq � upx, 0q.



APÊNDICE - Alguns resultados utilizados

TEOREMA 3.4.2. Dados a1, ..., an ¥ 0 existe constante BN,n dependendo apenas de N e n em que

pa1 � � � � � anqN ¤ BN,npaN1 � � � � � aNn q.

DEMONSTRAÇÃO. Demonstraremos por indução sobre n. Para n � 2, sem perda de generalidade

podemos supor a1 ¤ a2, então

pa1 � a2qN ¤ p2a2qN � 2NpaN2 q ¤ 2NpaN2 � aN1 q.

Agora supondo que a afirmação é valida para n, supondo sem perda de generalidade an�1 ¤ an temos

a1 � � � � � an�1qN ¤ pa1 � � � � � an�1 � 2anqN

¤ BN,npaN1 � � � � � 2NaNq ¤ 2NBN,npaN1 � � � � � aNn q
¤ 2NBN,npaN1 � � � � � aNn � aNn�1q,

A partir do Teorema acima vemos que:

p1� |ζ|qN ¤ p1� |ζ1| � � � � � |ζn|qN ¤ BN,n�1p1� |ζ1|N � � � � � |ζn|Nq.

AFIRMAÇÃO 3.4.3. Dado aberto D � Cm, Gpz, ξq cont́ınua em D � Rm, considere também z ÞÑ
Gpz, ξq holomorfa em D e |Gpz, ξq| ¤ hpξq P L1pRmq para todo pz, ξq em D � Rm. Então

P pzq �
»
Gpz, ξqdξ

é holomorfa em D.

DEMONSTRAÇÃO. Primeiro provemos que P é cont́ınua em D. Pelo Teorema da convergência

69
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dominada, dada uma sequência pzjq em Cm, com zj Ñ w quando j Ñ 8, temos que

P pzjq �
»
Gpzj, ξqdξ Ñ

»
Gpw, ξqdξ � P pwq,

quando j Ñ 8, provando a continuidade de P . Para provar que P é holomorfa em D é suficiente

provar que cada ponto de D possui uma vizinhança em que P é holomorfa. Dado z0 P D existe δ em

que W � Bpz0, δq � D. Seja φ P C8
c pW q. Como |Gp�, ξq| ¤ hpξq P L1pRmq, pelo Teorema de Fubinni

e integrando por partes temos

»
W

BP pzq
Bzk φpzqdz � �

»
W

Bφpzq
Bzk P pzqdz � �

»
W

»
Rm

Gpz, ξqdξ BφpzqBzk dz

� �
»
Rm

»
Spφq

Gpz, ξqBφpzqBzk dzdξ �
»
Rm

»
Spφq

φpzqGpz, ξqBzk dzdξ

�
»
Rm

0dξ � 0

para todo 1 ¤ k ¤ m. Como φ é arbitraria temos que BP
Bzk � 0, em W , para todo 1 ¤ k ¤ m.

Portanto P é holomorfa em D.

Vamos introduzir uma notação para podermos enunciar o próximo Lema. Suponhamos que Ω

é um subconjunto aberto de RN , T é um numero real e ψ � ψpx, t, ζ0, ζq é uma função suave em

Ω� p�T, T q � C� CN e holomorfa em pζ0, ζq. Para 1 ¤ j ¤ N , nós denotaremos:

Bjpψq � Bxjpψvq.

Também, para 1 ¤ j ¤ N , k � 0, 1, ..., n� 1, nós definimos Ak,nj � Ak,nj px, tq recursivamente como:

A0,1
j pψq � Bjpψq

A0,n
j pψq � LvA0,n�1

j pψq �BjpHn�1ψq �
n�2̧

s�0

Ņ

l�1

BjpHsfζlqAs,n�1
l pψq, para n ¥ 2, 1 ¤ j ¤ N

Ak,nj � Ak�1,n�1
j � LvAk,n�1

j , para n ¥ 3, 1 ¤ k ¤ n� 2, 1 ¤ j ¤ N

An�1,n
j � An�2,n�1

j , para n ¥ 2, 1 ¤ j ¤ N

LEMA 3.4.4. Sejam ψ � ψpx, t, ζ0, ζq uma função suave, holomorfa em pζ0, ζq, e Ak,nj como na notação
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apresentada acima. Então, para todo n P N temos

pLvqn=ψv � =pLvqnψv �
Ņ

j�1

n�1̧

k�0

=pLvqkpfζjqv � Ak,nj pψq

� =pHnψqv �
Ņ

j�1

n�1̧

k�0

=pHkfζjqv � Ak,nj pψq.

DEMONSTRAÇÃO. Faremos a prova por indução sobre n. Observe que só precisamos demonstrar

a primeira equação, já que podemos obter a segunda pelo Lema 3.1.1. Para n � 1 temos

pLvqp=ψvq �
�
Bt �

Ņ

j�1

f vζjBxj
�
p=ψvq. (3.36)

Já que ut � f v, pela regra da cadeia, temos

Btp=ψvq � =pBtψvq

� =

�
pBtψqv � pBζ0ψqvBtu�

Ņ

j�1

pBζjψqvBxjBtu
�

� =

�
pBtψqv � pBζ0ψqvBtu�

Ņ

j�1

pBζjψqvBxjpf vq
�

� =

�
pBtψqv � pBζ0ψqvBtu�

Ņ

j�1

ψvζj

�
pBxjfqv � pBζ0fqvBxju�

Ņ

k�1

pBζkfqvBxkBxju
��

� =

#
pBtψqv �

Ņ

j�1

pBζjfqvpBxjψqv �
Ņ

j�1

pfζjqvpBxjψqv �
�
f v �

Ņ

j�1

Bxju � pBζjfqv
�
pBζ0ψqv

�
Ņ

j�1

BxjupBζjfqvpBζ0ψqv �
Ņ

j�1

ppBxjfqv � Bxju � pBζ0fqvqpBζjψqv

�
Ņ

j�1

Ņ

k�1

pBζkfqv � BxjBxku � pBζjψqv
+

� =

#
pLψqv � gv0pBζ0ψqv �

Ņ

j�1

gvj pBζjψqv

�
Ņ

j�1

pfζjqvpx, tq
�
pBxjψqv � pBζ0ψqvBxju�

Ņ

k�1

pBζkψqvBxjBxku
�+

� =

#
pHψqv �

Ņ

j�1

pBζjfqvBxjpψvq
+
� =pHψqv � =

#
Ņ

j�1

pBζjfqvBxjpψvq
+
.
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A partir da equação (3.36) temos

Lvp=ψvq � =pHψqv �
#

Ņ

j�1

=tpfζjqvBxjpψvqu
+
�

Ņ

j�1

pfζjqvBxjp=ψvq.

Sabemos que dados z, w P Cm, temos, =pzwq � z=pwq � =pzqw. Deste modo,

Lvp=ψvq � =pHψqv �
Ņ

j�1

=pfζjqvBxjpψvq

� =pHψqv �
Ņ

j�1

=pfζjqvA0,1
j pψq.

O que mostra o caso em que n=1. Agora suponha que exista algum n de modo que

pLvql=ψv � =pLvqlψv �
Ņ

j�1

l�1̧

k�0

=pLvqk,

para 1 ¤ l ¤ n. Pela regra de Leibniz e linearidade de um campo,

pLvqn�1=ψv � LvpLnp=ψvqq

� Lv
�
=ppLvqnψvq �

Ņ

j�1

n�1̧

k�0

p=pLvqkpfζjqvqAk,nj pψq
�

� Lv p=ppLvqnψvqq �
Ņ

j�1

n�1̧

k�0

Lvp=pLvqkpfζjqvqAk,nj pψq

�
Ņ

j�1

n�1̧

k�0

p=pLvqkpfζjqvqpLvpAk,nj pψqqq.

Vamos observar cada membro separadamente. Pelo caso n � 1

Lvp=pLvqnψvq � Lvp=pHvψqvq

� =pLvpHnψqvq �
Ņ

j�1

=pfζjqvA0,1
j pHnψq

� =ppLvqn�1ψvq �
Ņ

j�1

=pfζjqvBjpHnψq.
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Analogamente,

Lvp=pLvqkpfζjqvq � =LvpLvqkpfζjqv �
Ņ

j�1

=pfζjqvA0,1
j pHkfζjq

� =pLvqk�1pfζjqv �
Ņ

l�1

=pfζlqvBlpHkfζlq.

Assim,

pLvqn�1p=ψvq � =pLvqn�1pψqv �
Ņ

j�1

=pfζjqvBjpHnψq

�
Ņ

j�1

n�1̧

k�0

#
=pLvqk�1pfζjqv �

Ņ

l�1

=pfζlqvBlpHkfζjq
+
Ak,nj pψq

�
Ņ

j�1

n�1̧

k

p=pLvqkpfζjqvqLvAk,nj pψq

� =pLvqn�1ψv �
Ņ

j�1

=pfζjqv
#
LvA0,n

j �BjpHnψq �
n�1̧

k�0

Ņ

l�1

BjpHkfζlqAk,nl pψq
+

�
Ņ

j�1

n�1̧

k�1

p=pLvqkpfζjqvqpAk�1,n
j � LvAk,nj q �

Ņ

j�1

p=pLvqnpfζjqvqAn�1,n
j

� =pLvqn�1ψv �
Ņ

j�1

=pfζjqvA0,n�1
j pψq �

Ņ

j�1

n�1̧

k�1

=pLvqkpfζjqvqAk,n�1
j pψq

�
Ņ

j�1

p=pLvqnpfζjqvqAn,n�1
j

� =pLvqn�1ψv �
Ņ

j�1

ņ

k�0

p=pLvqkpfζjqvqAk,n�1
j pψq.

LEMA 3.4.5. Seja

L � B
Bt �

Ņ

j�1

ajpx, t, ζq B
Bxj �

M̧

k�1

bkpx, t, ζq BBζk

onde os coeficiente aj e bj são C8 nas variáveis px, tq P Ω � J � RN � R e homomorfa na variável

ζ P N � Cm, N aberto. Então, existe uma função, upx, t, ζq, C8 e holomorfa em ζ a qual é solução
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aproximada da equação Lu � 0, isto é,

Lupx, t, ζq � Optkq, para k � 1, 2, 3, ...,

com upx, 0, ζq � fpx, ζq.

DEMONSTRAÇÃO. Devemos encontrar u, em que upx, �, ζq deve possuir expansão de Taylor. Então

devemos obter funções uj tais que

upx, t, ξq �
8̧

j�0

ujpx, ζqtj,

com ujpx, ζq � Bjtupx,0,ζq
j!

e u0px, ζq � fpx, ζq. Para encontrar u iremos procurar funções uj que

fazem a série acima convergir em C8 para uma função u a qual é solução aproximada de Lu � 0 e

upx, 0, ζq � fpx, ζq. Vamos definir u0px, ζq � fpx, ζq. Para u ser solução aproximada de Lu � 0 é

suficiente exigir que

Bj�2
t pLuqpx, 0, ζq � 0 @ j � 1, 2, .... (3.37)

Pela fórmula de Taylor temos

Lupx, t, ζq �
p̧

j�0

Bjt pLuqpx, 0, ζq
j!

tj � rpptq

em que lim
tÑ0

rpptq
|t|p � 0. Pela regra de Leibniz temos

Bj�1
t Lupx, t, ζq � Bju

Btj px, t, ζq �
Ņ

k�1

Bj�1
t

�
ak

Bu
Bxk



px, t, ζq �

M̧

k�1

Bj�1
t

�
bk
Bu
Bζk



px, t, ζq

� Bju
Btj px, t, ζq �

Ņ

k�1

j�1̧

q�0

�
j � 1

q



Bqt akpx, t, ζq

Bj�qu
Btj�1�qBxk px, t, ζq

�
M̧

k�1

j�1̧

q�0

�
j � 1

q



Bqt bkpx, t, ζq

Bj�qu
Btj�1�qBζk px, t, ζq

� Bju
Btj px, t, ζq �

Ņ

k�1

¸
p�q�j�1

�
j � 1

q



Bqt akpx, t, ζq

Bp�1u

BtpBxk px, t, ζq

�
M̧

k�1

j�1̧

p�q�j�1

�
j � 1

q



Bqt bkpx, t, ζq

Bp�1u

BtpBζk px, t, ζq
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� Bju
Btj px, t, ζq �

¸
p�q�j�1

�
Ņ

k�1

pj � 1q!
q!pj � 1� qq!B

q
t akpx, t, ζq

Bp�1u

BtpBxk px, t, ζq
�

(3.38)

�
¸

p�q�j�1

�
M̧

k�1

pj � 1q!
q!pj � 1� qq!B

q
t bkpx, t, ζq

Bp�1u

BtpBζk px, t, ζq
�

� Bjtupx, t, ζq �
1

j

¸
p�q�j�1

1

p!q!

�
Ņ

k�1

j!Bqt akpx, t, ζq
Bp�1u

BtpBxk px, t, ζq

�
M̧

k�1

j!Bqt bkpx, t, ζq
Bp�1u

BtpBxk px, t, ζq
�
, (3.39)

em que j � 1, 2, .... Em t � 0 temos

0 � Bjtupx, 0, ζq �
1

j

¸
p�q�j�1

1

p!q!

�
Ņ

k�1

j!Bqt akpx, 0, ζq
Bp�1u

BtpBxk px, 0, ζq

�
M̧

k�1

j!Bqt bkpx, 0, ζq
Bp�1u

BtpBxk px, 0, ζq
�
.

Por isso definiremos recursivamente u0px, ζq � fpx, ζq e para j � 0,

ujpx, ζq � �1

j

¸
p�q�j�1

1

q!

�
Ņ

k�1

Bxkuppx, ζqBqt akpx, 0, ζq �
M̧

k�1

Bζkuppx, ζqBqt bkpx, 0, ζq
�
.

Cada ujpx, ζq é de classe C8 e holomorfa na variável ζ. Seja φ P C8
c pRq tal que φ � 1 em

��1
2
, 1

2

�
e

Spφq � r�1, 1s. Então existe sequência pεjq a definir tal que a série

8̧

j�1

ujpx, ζqφ
�
t

εj



tj

converge uniformemente e é C8. Para todo l P N temos constante Bl em que supJt|φl|u   Bl. Dados

quaisquer multi-́ındices θ P NN , β P N e γ P NM . Podemos tomar constante Cθ,γ,j em que�����BθxB
γ
ζ ujpx, ζq
j!

����� ¤ Cθ,γ,j, quando px, ζq P Ω�N ,

diminuindo Ω e N se necessário. Se |θ| � |γ| � β   j temos����BθxBβt Bγζ �ujpx, ζqφ� t

εj



tj

���� � ����BθxBγζ ujpx, ζq°l¤β

�
β
l

�
φβ�l

�
t
εj

	�
1
εj

	β�l
tj�l j!

pj�lq!

����
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¤ °
l¤β, l¤j

�
β
l

� ���pBθxBγζ ujqpx, ζqφβ�l � t
εj

	��� � |t|
ε

	β�l
|t|j�β j!

pj�lq! (3.40)

¤ |t|°l¤β, l¤j Cθγ
�
|t|
εj

	β�l
|t|j�β�1Bβ�ldβlj.

Se εj ¤ 1, para |y| ¤ εj, temos � |t|
εj


β�l
¤ 1

e |t|j�β�1 ¤ pεjqj�β�1 ¤ 1, já que j � β � 1 ¡ 0. Note que se |t| ¡ εj então φ
�
t
εj

	
� 0. Então

podemos escolher constante Aθβγj em que����BθxBβt Bγζ �ujpx, ζqφ� t

εj



tj

���� ¤ εj

¸
l¤β

Cθ,γ,jBβ�ldβlj � εjAθβγj. (3.41)

Seja ε0 � 1. Para j ¥ 1, como há finitas possibilidades de θ, γ e β para |θ| � |γ| � |β|   j, podemos

tomar εj de forma que

εjAθβγj   1

2j
, (3.42)

quando |θ| � |γ| � |β|   j. Então, definimos

upx, t, ζq �
8̧

j�1

ujpx, ζqφ
�
t

εj



tj

que converge uniformemente em Ω�N . Para θ P NN , β P N e γ P NM temos formalmente

BθxBβt Bγζ upx, t, ζq �
¸

j¤|θ|�β�|γ|
BθxBβt Bγζ

�
ujpx, ζqφ

�
t

εj



tj



�
¸

j¡|θ|�β�|γ|
BθxBβt Bγζ

�
ujpx, ζqφ

�
t

εj



tj


. (3.43)

A primeira soma é de classe C8pΩ�J�N q pois é soma finita de funções C8pΩ�J�N q. A segunda,

pelas desigualdades (3.41) e (3.42) temos������
¸

j¡|θ|�β�|γ|
BθxBβt Bγζ

�
ujpx, ζqφ

�
t

εj



tj

������ ¤

¸
j¡|θ|�β�|γ|

Aθβγjεj  
¸

j¡|θ|�β�|γ|

1

2j
  �8.

Assim, a segunda soma de (3.43) converge uniformemente em Ω � J � N . Portanto, u define uma

função de classe C8pΩ�J�N q. Para todo j P N, ujpx, ζq é holomorfa em ζ, então, pela convergência
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uniforme, upx, t, ζq é holomorfa em ζ. Pelas definições de uj e φ temos que u é solução aproximada

de Lu � 0.
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