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Resumo

Neste trabalho obteremos a continuidade dos atratores para problemas parabólicos

semilineares com condição de fronteira de Neumann relativamente a perturbações do

domínio. Mostraremos que, se as perturbações do domínio são tais que a convergência

dos autovalores e autofunções do Laplaciano de Neumann estão garantidas, então vale

a semicontinuidade superior dos atratores. Se, além disso, todo ponto de equilíbrio do

problema não perturbado é hiperbólico, vale também a continuidade dos atratores.
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Abstract

In this work we will obtain the continuity of attractors for semilinear parabolic

problems with Neumann boundary conditions relatively to perturbations of the domain.

We will show that, if the perturbations on the domain are such that the convergence of

eingenvalues and eingenfunctions of the Neumann Laplacian is granted then we obtain the

upper semicontinuity of the attractors. If, moreover, every equilibrium of the unperturbed

problem is hyperbolic we also obtain the continuity of attractors.
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Introdução

Neste trabalho consideraremos uma família de equações de reação-difusão depen-

dentes de um parâmetro ε > 0, dada por ut −∆u = f(x, u) em Ωε,

∂u
∂n

= 0 em ∂Ωε,
(1)

onde Ωε são domínios de Lipschitz limitados no RN , N ≥ 2, para 0 ≤ ε ≤ ε0.

O objetivo é fazer um estudo detalhado de [2], em que os autores impõem condições

sobre o comportamento dos domínios Ωε quando ε→ 0, a �m de garantir a continuidade da

família de atratores {Aε : ε ∈ [0, ε0]}, quando ε→ 0, em um espaço funcional conveniente.

Assumimos que a não-linearidade f : RN ×R→ R é contínua em ambas as variáveis

(x, u) e, para x ∈ RN �xo, f(x, ·) ∈ C2(R). Além disso, a função f satisfaz

lim sup
|s|→∞

f(x, s)

s
< 0, uniformemente para x ∈ R. (2)

Com essas condições, pode ser visto em [3] que o problema (1) tem uma única solução

em W 1,q(Ωε), q > N , sem restrições sobre o crescimento de f . Além disso, assumindo a

hipótese (2), o problema (1) possui um atrator global Aε, o qual não depende de q e os

atratores Aε são limitados em L∞(Ωε), uniformemente em ε.

Desta forma, podemos considerar, sem perda de generalidade, que f(x, ·) : R → R

é C2(R) satisfazendo (2) e∣∣∣∣∂f∂u (x, u)

∣∣∣∣ ≤ cf ,

∣∣∣∣∂2f

∂u2
(x, u)

∣∣∣∣ ≤ c̃f ∀(x, u) ∈ RN × R, (3)

com cf e c̃f constantes positivas. Agora a não-linearidade é globalmente Lipschitz em u, o

que nos permite estudar o problema em H1(Ωε). Assim, os atratores estarão em espaços

mais regulares, como W 1,q(Ωε) para 2 < q < ∞, mas suas propriedades de continuidade

serão analisadas na topologia de H1.
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Introdução

Consideramos Ωε como uma perturbação do domínio Ω0, com as seguintes condições para cada 0 ≤ ε ≤ ε0, Ωε é limitado, Lipschitz e

para todo K ⊂⊂ Ω0, existe ε(K) tal que K ⊂ Ωε, 0 < ε ≤ ε(K).
(4)

Note que a priori não exigimos que

|Ωε \ Ω0| → 0 quando ε→ 0.

A grande di�culdade que surge quando perturbamos o domínio do problema é que as

soluções, para valores diferentes de ε, estão em espaços diferentes, e portanto expressões

como uε−u0 (onde uε ∈ H1(Ωε) e u0 ∈ H1(Ω0)) não fazem sentido sem a devida adaptação.

Com este intuito, trabalharemos com o espaço

H1
ε = H1(Ωε ∩ Ω0)⊕H1(Ωε \ Ω0)⊕H1(Ω0 \ Ωε),

munido de uma norma apropriada.

Para obtermos a continuidade da família de atratores, estudaremos detalhadamente

o comportamento da parte linear para, na sequência, utilizarmos o roteiro usual para

obtenção das semicontinuidades superior e inferior dos atratores:

(i) Semicontinuidade superior dos atratores Aε em H1
ε , que é obtida por meio da con-

vergência espectral em H1
ε do Laplaciano de Neumann com ε→ 0, ou seja, do fato

que os autovalores e autofunções do operador de Laplace com condições de Neumann

homogêneas na fronteira comportam-se continuamente em H1
ε quando ε→ 0.

(ii) Semicontinuidade inferior dos atratores Aε em H1
ε . Uma vez que temos a semicon-

tinuidade superior, a semicontinuidade inferior em H1
ε é obtida exigindo que toda

solução de equilíbrio do problema não perturbado seja hiperbólica.

Para alcançarmos nosso objetivo, estruturamos esta dissertação da seguinte forma:

no Capítulo 1 apresentamos resultados preliminares necessários ao desenvolvimento do

trabalho, incluindo uma compilação das teorias de semigrupos e atratores. No Capítulo 2

apresentamos condições necessárias e su�cientes que garantem que os autovalores e as aut-

ofunções comportam-se continuamente quando o domínio sofre perturbações satisfazendo

(4). Em seguida, estudamos a convergência dos operadores resolventes e dos semigrupos

2



Introdução

lineares gerados pelo problema (1). A continuidade dos atratores é obtida no Capítulo 3.

Usando a Fórmula da Variação das Constantes e a continuidade dos semigrupos lineares,

concluímos que a família de semigrupos não lineares {Tε(t) : t ≥ 0} comporta-se contin-

uamente em ε = 0, uniformemente em compactos de (0,∞), o que já é su�ciente para a

semicontinuidade superior. Para mostrarmos a semicontinuidade inferior dos atratores,

devemos ainda obter a continuidade dos conjuntos de equilíbrio e a continuidade das var-

iedades instáveis locais, uma vez que os semigrupos associados têm estrutura gradiente.

Finalizando, exibiremos um exemplo no qual tal teoria pode ser aplicada.
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Capítulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Espaços de Sobolev

Esta seção faz parte de um ferramental necessário para o desenvolvimento do tra-

balho. Um estudo mais detalhado e as respectivas demonstrações podem ser encontradas,

por exemplo, em [5].

Seja Ω um aberto do RN . Suponha que u ∈ C1(Ω) seja uma função real continu-

amente diferenciável. Se ϕ ∈ C∞0 (Ω) é uma função suave com suporte compacto em Ω,

segue da fórmula de integração por partes que

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

∂u

∂xi
ϕdx

para i = 1, ..., n.

De�nição 1.1. Seja Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e u ∈ Lploc(Ω) para 1 ≤ p ≤ ∞.

Dizemos que uma função vi ∈ Lploc(Ω) é uma derivada fraca de u se∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

viϕdx,

para toda ϕ ∈ C∞0 (Ω). Se este for o caso, denotamos

vi =
∂u

∂xi
.

Dizemos que u é fracamente diferenciável se todas as derivadas fracas de primeira

ordem de u existem. O espaço vetorial das funções fracamente diferenciáveis é denotado

por W 1,p(Ω).

5



CAPÍTULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES

Quando existe, vi é unicamente determinada a menos de conjuntos de medida nula.

Observe que C1(Ω) ⊂ W 1,p(Ω), e o conceito de derivada fraca é uma extensão do conceito

clássico de derivada, que mantém a validade da fórmula de integração por partes.

De�nição 1.2. Seja Ω um aberto do RN . De�nimos para m ≥ 2

Wm,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) :

∂u

∂xi
∈ Wm−1,p(Ω) para todo i = 1, ..., n

}
.

=

u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣∣∣∣ tal que ∀α com |α| ≤ m, ∃gα ∈ Lp(Ω) tal que∫
Ω
uDαϕ = (−1)|α|

∫
Ω
gαϕ ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)

 ,

onde α = (α1, α2, ..., αN) para αi ≥ 0 um inteiro,

|α| =
N∑
i=1

αi e Dαϕ =
∂|α|ϕ

∂xα1
1 ∂x

α2
2 · · · ∂x

αN
N

.

Wm,p(Ω) é claramente um espaço vetorial, tal espaço é denominado espaço de Sobolev.

Denotamos, quando existem, gα = Dαu.

Notação 1.3. O espaço W 1,2(Ω) é usualmente denotado por H1(Ω).

Podemos de�nir uma norma em Wm,p(Ω) da seguinte maneira

‖u‖Wm,p =
∑

0≤|α|≤m

‖Dαu‖p

Observação 1.4. Se Ω é suave e com fronteira limitada, então a norma de Wm,p(Ω) é

equivalente à norma

‖u‖p +
∑
|α|=m

‖Dαu‖p.

De�nimos também o conjunto W 1,p
0 como o fecho do conjunto C1

0(Ω) em W 1,p(Ω).

Por exemplo, para H1(Ω) temos a seguinte norma

‖u‖W 1,2(Ω) =

(∫
Ω

|u|2 +
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣2
) 1

2

.

O conjunto W 1,2
0 (Ω) é o fecho de C1

0(Ω) em W 1,2(Ω). Em ambos os espaços vetoriais

normados W 1,2(Ω) e W 1,2
0 (Ω) de�nimos o produto interno

〈u, v〉 =

∫
Ω

uv +
N∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
= 〈u, v〉L2(Ω) +

N∑
i=1

〈
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

〉
L2(Ω)

.

6



1.1. ESPAÇOS DE SOBOLEV

Desta forma, a norma de�nida acima é derivada deste produto interno. Ela também

é equivalente à norma

‖u‖W 1,2(Ω) =

(∫
Ω

|u|2
) 1

2

+
N∑
i=1

(∫
Ω

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2
) 1

2

= ‖u‖L2(Ω) +
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
L2(Ω)

.

Teorema 1.5. W 1,2(Ω) é um espaço de Hilbert. Em particular, W 1,2
0 (Ω) também é um

espaço de Hilbert.

Teorema 1.6. C∞(Ω) ∩W 1,2(Ω) é denso em W 1,2(Ω). Se Ω é um aberto com fronteira

de classe C1, então C∞(Ω) ∩W 1,2(Ω) é denso em W 1,2(Ω).

Os seguintes resultados caracterizam o espaço W 1,2
0 (Ω):

Teorema 1.7. Se u ∈ W 1,2(Ω) e satisfaz supp(u) ⊂⊂ Ω, então u ∈ W 1,2
0 (Ω). Se Ω ⊂ RN

é um aberto com fronteira de classe C1 e u ∈ W 1,2(Ω) ∩ C(Ω), então u ∈ W 1,2
0 (Ω) se, e

somente se, u = 0 em ∂Ω.

As propriedades de imersão compacta dos espaços de Sobolev são as que lhe conferem

a sua grande utilidade. Recordemos os conceitos de imersão contínua e imersão compacta:

De�nição 1.8. Seja E um subespaço vetorial normado de um espaço normado F (ou

seja, a norma de E não precisa necessariamente ser a norma induzida de F ). Dizemos

que a inclusão E ⊂ F é uma imersão (contínua) se a aplicação inclusão Id : E → F

de�nida por Id(x) = x for contínua. Denotamos este fato por

E ↪→ F.

Se, além disso, a aplicação inclusão for compacta, dizemos que a imersão E ↪→ F é

compacta. Denotamos a imersão compacta de um espaço vetorial normado E em um

espaço vetorial normado F por

E
c
↪→ F.

Como a aplicação inclusão é linear, o fato de existir uma imersão E ↪→ F é equiva-

lente à existência de uma constante C tal que

‖x‖F ≤ C‖x‖E para todo x ∈ E.

7



CAPÍTULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES

Em particular, se (xn) é uma sequência de Cauchy em E, então (xn) também é uma

sequência de Cauchy em F ; logo, se xn → x em E, então xn → x em F também. É claro

que se E tem a norma induzida de F , então a inclusão E ⊂ F é uma imersão, com C = 1.

Quando existe uma imersão E ↪→ F , dizer que ela é compacta é equivalente a dizer que

sequências limitadas de (E, ‖ · ‖E) possuem subsequências convergentes em (F, ‖ · ‖F ).

Teorema 1.9 (Teorema da Imersão de Sobolev). Seja Ω ⊂ RN um aberto. Então

W 1,2(Ω) ↪→ L2(Ω),

W 1,2
0 (Ω) ↪→ L2(Ω).

Observe que,

‖u‖W 1,2(Ω) = ‖u‖L2(Ω) +
N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣
L2(Ω)

≥ ‖u‖L2(Ω),

e o mesmo vale para W 1,2
0 (Ω).

Teorema 1.10 (Teorema de Rellich-Kondrakhov). Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado e

com fronteira de classe C1. Então temos as seguintes imersões compactas:

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [1, p∗), onde
1

p∗
=

1

p
− 1

N
, se p < N

W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q ∈ [p,+∞),

W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω),

em particular, W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) com imersão compacta para todo p (e todo N).

Teorema 1.11. [Desigualdade de Poincaré] Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado e 1 ≤ p ≤

∞. Então existe uma constante C (dependente de Ω e p) tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω),

para todo u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Observe que o Teorema 1.11 não é válido se trocarmos W 1,2
0 por W 1,2, pois, as

funções constantes pertencentes a W 1,2 não satisfazem a desigualdade de Poincaré (pois

têm derivada nula).

8



1.2. TEORIA DE SEMIGRUPOS

1.2 Teoria de semigrupos

A teoria de semigrupos é fundamental para nosso objetivo, uma análise mais detal-

hada e as demonstrações dos resultados citados nesta seção podem ser encontradas em

[7] e [13].

Seja X um espaço de Banach. Denotemos por L(X) o espaço dos operadores lineares

contínuos de X em X com a norma usual, ou seja, para T ∈ L(X),

‖ T ‖L(X)= sup
x∈X,
x 6=0

‖Tx‖X
‖x‖X

De�nição 1.12. Um semigrupo de operadores lineares é uma família {T (t); t ≥

0} ⊂ L(X) de operadores a um parâmetro que tem as seguintes propriedades:

(i). T (0) = I.

(ii). T (t+ s) = T (t)T (s), ∀ t, s ≥ 0.

(iii). T : [0,∞) −→ X é contínua.

(iii'). Se ‖T (t)−I‖ → 0 quando t→ 0+, o semigrupo é uniformemente contínuo.

(iii�). Se ‖T (t)x − x‖ → 0 quando t → 0+, o semigrupo é fortemente contínuo

ou C0 − semigrupo.

Observação 1.13. Note que na de�nição anterior o item (iii') implica no item (iii�).

Teorema 1.14. Seja {T (t); t ≥ 0} um C0−semigrupo. Então existem constantes M ≥ 1

e ω ≥ 0 tais que

‖T (t)‖ ≤Meωt,

para todo t ≥ 0.

De�nição 1.15. Se {T (t); t ≥ 0} é um C0 − semigrupo, seu gerador in�nitesimal é

o operador A : D(A) ⊂ X → X dado por

D(A) =

{
x ∈ X; lim

t→0+

T (t)x− x
t

existe

}

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

O resultado seguinte caracteriza o gerador in�nitesimal de um semigrupo uniforme-

mente contínuo.

9



CAPÍTULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES

Teorema 1.16. Um operador linear A : X → X é o gerador in�nitesimal de um semi-

grupo uniformemente contínuo se, e somente se, A ∈ L(X).

No resultado seguinte, reunimos algumas notáveis propriedades a respeito dos C0−

semigrupos.

Teorema 1.17. Seja {T (t); t ≥ 0} um C0 − semigrupo e A seu gerador in�nitesimal.

Então valem as seguintes propriedades:

(i). Para todo x ∈ X, a função

t 7−→ T (t)x

é contínua.

(ii). Para x ∈ X, lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x.

(iii). Para x ∈ X, temos

∫ t

0

T (s)xds ∈ D(A) e

A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x− x.

(iv). Para x ∈ D(A), temos T (t)x ∈ D(A), a aplicação t 7→ T (t)x é continuamente

diferenciável e
d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.

(v). Para x ∈ D(A),

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s

T (s)Axds =

∫ t

s

AT (s)xds.

Corolário 1.18. Seja {T (t); t ≥ 0} um C0 − semigrupo e A seu gerador in�nitesimal.

Então D(A) = X e A é um operador linear fechado.

O Teorema de Hille-Yosida caracteriza o gerador in�nitesimal de um C0−semigrupo

de contrações. Sua demonstração pode ser encontrada em [7] e [13].

De�nição 1.19. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado. De�nimos o

resolvente de A, denotado por ρ(A), como

ρ(A) = {λ ∈ C, (λ− A) é bijetor}.

De�nição 1.20. O C0 − semigrupo {T (t); t ≥ 0} é um C0 − semigrupo de contrações

quando ‖ T (t) ‖≤ 1, para todo t ≥ 0.

10



1.2. TEORIA DE SEMIGRUPOS

Teorema 1.21 (Hille-Yosida). Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear. Então as

seguintes a�rmações são equivalentes:

(i). A é o gerador in�nitesimal de um C0 − semigrupo tal que

‖T (t)‖ ≤ eωt,∀t ≥ 0 (ω > 0).

(ii). A é fechado, densamente de�nido, (ω,∞) ⊂ ρ(A) e

‖(λ− A)−1‖ ≤ 1

λ− ω
, ∀ λ > ω.

O Teorema de Lumer-Phillips fornece outra caracterização dos geradores in�nites-

imais de C0 − semigrupos de contrações. Uma demonstração de tal resultado pode ser

encontrada em [7] e [13].

Notação 1.22. Para x∗ ∈ X∗ (X∗ representa o espaço dual de X) e x ∈ X, denotamos

x∗(x) = 〈x∗, x〉 .

De�nição 1.23. Para x ∈ X de�na a dualidade de x, denotada por F (x) ⊂ X, por

F (x) = {x∗;x∗ ∈ X∗ e Re 〈x∗, x〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2}.

Observação 1.24. F (x) 6= ∅ para todo x ∈ X, pelo Teorema de Hahn-Banach.

De�nição 1.25. Um operador linear A : D(A) ⊂ X → X é dissipativo se para cada

x ∈ D(A) existe x∗ ∈ F (x) tal que Re 〈x∗, Ax〉 ≤ 0.

Teorema 1.26 (Lumer-Phillips). Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear com

D(A) = X. Valem:

(i) Se A é dissipativo e existe λ0 > 0 tal que Im(λ0I − A) = X, então A é o gerador

in�nitesimal de um C0 − semigrupo de contrações em X.

(ii) Se A é o gerador in�nitesimal de um C0 − semigrupo de contrações em X então

Im(λI−A) = X para todo λ > 0 e A é dissipativo. Além disso, para todo x ∈ D(A)

e para todo x∗ ∈ F (x), temos que Re 〈x∗, Ax〉 ≤ 0.

Teorema 1.27. Se A é um operador linear dissipativo em X com Im(I − A) = X e X

é re�exivo, então D(A) = X.

11
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De�nição 1.28. Seja A um operador linear em X. A imagem numérica de A é o

conjunto

S(A) = {〈x∗, Ax〉 ;x ∈ D(A) com ‖x‖ = 1, x∗ ∈ X∗ com ‖x∗‖ = 1 e 〈x∗, x〉 = 1}.

Se X é espaço de Hilbert, então S(A) = {〈Ax, x〉 ;x ∈ D(A) e ‖x‖ = 1}.

Teorema 1.29. Sejam A um operador linear com D(A) = X, fechado, e S(A) a imagem

numérica de A. Seja ainda Σ um subconjunto aberto e conexo de C \S(A). Se λ /∈ S(A),

então (λI − A) é injetora, tem imagem fechada e satisfaz

‖(λI − A)x‖X ≥ d(λ, S(A))‖x‖X , ∀ x ∈ D(A).

Além disso, se Σ ∩ ρ(A) 6= ∅, então Σ ⊂ ρ(A) e

‖(λI − A)−1‖L(X) ≤
1

d(λ, S(A))
, ∀ λ ∈ Σ.

1.2.1 Operadores Setoriais e Potências Fracionárias

De�nição 1.30. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear. Dizemos que −A é um

operador setorial se A é fechado, densamente de�nido e

Σa,ϕ = {λ ∈ C; |arg(λ− a)| < ϕ} ⊂ ρ(A),

para algum ϕ ∈ (π
2
, π) e

‖(λ− A)−1‖L(X) ≤
M

|λ− a|
, ∀ λ ∈ Σa,ϕ.

Teorema 1.31. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear tal que −A é setorial, isto

é, existem constantes a ∈ R, M > 0 e ϕ ∈ (π
2
, π) tais que

Σa,ϕ = {λ ∈ C; |arg(λ− a)| < ϕ} ⊂ ρ(A)

e

‖(λ− A)−1‖L(X) ≤
M

|λ− a|
, ∀ λ ∈ Σa,ϕ.

Então A gera um C0 − semigrupo {T (t); t ≥ 0} ⊂ L(X),

T (t) =
1

2πi

∫
Γa

eλt(λ− A)−1dλ,

12
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onde Γa é a fronteira de Σa,β \ {λ ∈ C; |λ − a| ≤ r} para algum r pequeno, π
2
< β < π,

orientada no sentido da parte imaginária crescente. Além disso,

‖T (t)‖L(X) ≤ Keat, t ≥ 0 para algum K > 0,

‖AT (t)‖L(X) ≤ K1t
−1eat, t > 0 para algum K1 > 0.

Temos ainda que
d

dt
T (t) = AT (t) é limitado, para todo t > 0.

Hipótese 1.32. Seja A um operador fechado e densamente de�nido para o qual

Σ+
ω = {λ : 0 < ω < |argλ| ≤ π} ∪ V ⊂ ρ(A)

onde V é uma vizinhança do zero e

‖(λ− A)−1‖ ≤ M

1− |λ|
, λ ∈ Σ+

ω .

De�nição 1.33. Se A satisfaz a hipótese 1.32 e α > 0, de�nimos

A−α =
1

2πi

∫
C

λ−α(−λ+ A)−1dλ, (1.1)

onde C é o caminho que percorre o resolvente de A de −∞eiν a ∞eiν , ω < ν < π,

evitando o eixo real negativo.

Observe que para α = n ∈ N∗, a De�nição 1.33 coincide com a de�nição usual de

A−n = (A−1)n.

De�nição 1.34. De�nimos o operador Aα, para α > 0, como sendo a inversa de A−α, e

A0 = I, e o denominamos de operador potência fracionária associado a A.

Teorema 1.35. Seja A um operador que satisfaz a hipótese 1.32, com ω < π
2
. Então

1. Aα é operador fechado com domínio D(Aα) = Im(A−α).

2. Se α ≥ β > 0 então D(Aα) ⊂ D(Aβ).

3. D(Aα) = X para todo α ≥ 0.

4. Se α, β ∈ R, então Aα+βx = AαAβx, para todo x ∈ D(Aγ), onde γ = max{α, β, α+

β}.

13



CAPÍTULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES

Teorema 1.36. Seja −A o gerador in�nitesimal de um C0−semigrupo T (t). Se 0 ∈ ρ(A),

então

1. T (t) : X → D(Aα), para todo α ≥ 0.

2. Para cada x ∈ D(A), temos T (t)Aαx = AαT (t)x.

3. Para Re(σ) > δ > 0 e cada t > 0, AαT (t) é um operador limitado e

‖AαT (t)‖ ≤ Kαt
−αe−δt.

4. Se 0 < α ≤ 1 e x ∈ D(A−α), então

‖T (t)x− x‖ ≤ Cαt
α‖Aαx‖.

1.2.2 Perturbação de operadores lineares limitados

O importante neste momento é determinar estimativas para operadores conhecidos

que sofrem a ação de outros operadores particulares.

Notação 1.37. Denotaremos, daqui em diante, por {eAt; t ≥ 0} o semigrupo gerado por

um operador A : D(A) ⊂ X → X.

Teorema 1.38. Seja {eAt; t ≥ 0} um C0 − semigrupo com gerador A : D(A) ⊂ X → X.

Se B ∈ L(X), então A + B : D(A) ⊂ X → X é o gerador de um C0 − semigrupo

{e(A+B)t; t ≥ 0}. Se
∥∥eAt∥∥ ≤Meωt, para todo t ≥ 0, então

∥∥e(A+B)t
∥∥ ≤Me(ω+M‖B‖)t para

todo t ≥ 0.

Teorema 1.39. Sejam A : D(A) ⊂ X → X tal que −A é setorial e B : D(B) ⊂ X → X,

com D(A) ⊂ D(B), um operador linear tal que

‖Bx‖ ≤ ε‖Ax‖+ k‖x‖, para todo x ∈ D(A),

para algum ε > 0 e alguma constante k‖x‖. Então, existe δ > 0 tal que, se 0 ≤ ε ≤ δ, o

operador −(A+B) é setorial, D(A+B) = D(A) e {e(A+B)t; t ≥ 0} é um C0−semigrupo.

Corolário 1.40. Seja A um operador setorial e B : D(B) ⊂ X → X um operador

fechado, D(Aα) ⊂ D(B), para alguma 0 < α < 1. Então (A+B) é setorial.

14



1.2. TEORIA DE SEMIGRUPOS

1.2.3 Problema de Cauchy abstrato

Consideramos nesta seção equações não-lineares da forma ut + Au = f(t, u), t > t0,

u(t0) = u0,
(1.2)

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador setorial e Reσ(A) > 0 (parte real do espectro

positiva), tal que suas potências fracionárias Aα estão bem de�nidas, e os espaços Xα =

D(Aα) com a norma do grá�co ‖x‖α = ‖Aαx‖ estão de�nidos para α ≥ 0. Assumimos

ainda que f : U → X, em que U ⊂ R×Xα é aberto.

Uma solução de (1.2) é uma função contínua u : [t0, t1) → X, diferenciável em

(t0, t1), com u(t0) = u0, f(·, u(·)) : [t0, t1)→ X contínua, u(t) ∈ D(A), para t ∈ (t0, t1), e

que satisfaz a equação (1.2).

O teorema seguinte garante a existência de soluções locais para a equação (1.2).

Teorema 1.41. Sejam A um operador setorial, 0 ≤ α < 1, U ⊂ R×Xα, e f : U → X.

Suponhamos que f seja Holder contínua na variável t e localmente Lipschitz contínua na

variável x em U , ou seja, suponhamos que para (t1, u1) ∈ U exista uma vizinhança V ⊂ U

de (t1, u1) tal que, para (t, u), (s, v) ∈ V ,

‖f(t, u)− f(s, v)‖X ≤ L(|t− s|θ + ‖u− v‖α), (1.3)

sendo θ e L constantes positivas. Então, qualquer que seja (t0, t1) ∈ U , existe um instante

τ = τ(t0, t1) > 0 de tal maneira que a equação (1.2) possui uma única solução u de�nida

em (t0, t0 + τ).

Acerca de existência de soluções globais para a equação (1.2), temos o seguinte

resultado:

Teorema 1.42. Suponhamos que as hipóteses sobre A e f enunciadas no Teorema (1.41)

estejam satisfeitas, e assumamos também que, para todo conjunto limitado B ⊂ U , a

imagem f(B) seja limitada em X. Se u é uma solução de (1.2) em (t0, t1) e t1 é maximal

então, ou t1 =∞ ou existe uma sequência tn
n→∞−→ t−1 de tal maneira que (tn, u(tn))→ ∂U .
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1.3 Atratores para sistemas parabólicos com estrutura

gradiente

Nesta seção de�niremos e estudaremos propriedades de atratores.

Sejam X um espaço de Banach e −A : D(A) ⊂ X → X um operador setorial, tal

que A−1 é compacto e Re(ρ(A)) ⊂ (−∞,−δ], para algum δ > 0. Então temos

‖eAt‖L(X) ≤Me−δt, t > 0.

Denotemos Xα := D((−A)α) com a norma ‖x‖α := ‖x‖Xα = ‖(−A)αx‖X .

Observação 1.43. Se A tem resolvente compacto então Xα pode ser imerso compacta-

mente em Xβ, com α > β ≥ 0.

Neste caso, temos

∥∥eAt∥∥L(Xα,Xβ)
≤Mtα−βe−δt, β > α ≥ 0, t > 0.

Para 0 < α < 1 �xado, consideremos o problema parabólico

 u′ = Au+ f(u(t))

u(0) = u0 ∈ Xα,
(1.4)

onde f : Xα → X é globalmente Lipschitz, globalmente limitada e continuamente difer-

enciável.

Como vimos anteriormente, com essas hipóteses, o problema (1.4) possui uma

solução, de�nida para todo t ≥ 0, dada por

u(t) := u(t, 0, u0) = eAtu0 +

∫ t

0

eA(t−s)f(u(s))ds
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Toda solução de (1.4) permanece limitado para u0 ∈ Xα. De fato,

‖u(t, 0, u0)‖Xα = ‖eAtu0 +

∫ t

0

eA(t−s)f(u(s))ds‖Xα

≤ ‖eAtu0‖Xα +

∫ t

0

‖eA(t−s)‖L(X,Xα)‖f(u(s))‖Xds

≤Me−δt‖u0‖Xα +

∫ t

0

M(t− s)−αe−δ(t−s)Kds

≤Me−δt‖u0‖Xα +MK

∫ t

0

(t− s)−αe−δ(t−s)ds

≤Me−δt‖u0‖Xα +
MK

δ

∫ δt

0

(z
δ

)−α
e−zdz

≤Me−δt‖u0‖Xα +MKδα−1

∫ ∞
0

z−αe−zdz

≤Me−δt‖u0‖Xα +MKδα−1Γ(1− α) ≤ L,

onde ‖f(u(s))‖X ≤ K.

Seja T (·)x : R→ Xα de�nido por

T (t)x = u(t, 0, x) = eAtx+

∫ t

0

eA(t−s)f(T (s)x)ds,

para todo x ∈ Xα. De�nida desta forma, a família {T (t); t ≥ 0} satisfaz as seguintes

propriedades:

• T (0)x = x, para todo x ∈ Xα.

• T (t+ %)x = T (t)T (%)x para todo t, % ≥ 0.

• R+ ×Xα 3 (t, x) 7−→ T (t)x é contínua.

Assim, dizemos que {T (t); t ≥ 0} é a família de semigrupos não lineares associ-

ados ao problema (1.4).

De�nição 1.44. Seja x ∈ Xα. De�nimos

(a) γ+(x) = {T (t)x; t ≥ 0} a órbita positiva de x.

(b) Hx := {ϕ : (−∞, 0] → Xα, contínua ; ϕ(0) = x, e T (t)ϕ(s) = ϕ(t + s), −∞ ≤

s ≤ −t ≤ 0}, para ϕ ∈ Hx, de�nimos γ−ϕ (x) = ∪t≥0ϕ(−t) como a órbita negativa

de x.

17
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(c) γ(x) = γ+(x) ∪ γ−ϕ (x) a órbita completa de x.

Observação 1.45. Como Im(T (t)) pode não ser todo o Xα, dizer que existe uma órbita

negativa ou completa de x pode impor certas restrições a x. Adiante veremos uma condição

necessária e su�ciente para que exista uma órbita completa de x.

De�nição 1.46. Dizemos que um subconjunto S ⊂ Xα é invariante sob {T (t); t ≥ 0}

se T (t)S = S, para todo t ≥ 0. Dizemos que S é positivamente invariante se T (t)S ⊂ S.

Lema 1.47. S ⊂ Xα é invariante se, e somente se, se para cada x ∈ S, existe uma órbita

completa de x, que está inteiramente contida em S.

De�nição 1.48. Seja B ⊂ Xα. De�nimos:

(a) γ+(B) = ∪x∈Bγ+(x) a órbita positiva de B.

(b) γ−(B) = ∪x∈B(∪ϕ∈Hxγ−ϕ (x)) a órbita negativa de B.

(c) γ(B) = ∪x∈Bγ(x) a órbita completa de B.

(c) ω(B) = ∩s≥0∪t≥sT (t)B o conjunto ω − limite de B.

(d) α(B) = ∩s≥0∪t≥sγ−(B) o conjunto α− limite de B.

Lema 1.49. Sejam v ∈ Xα e B ⊂ Xα. Então, v ∈ ω(B) se, e somente se, existem

sequências tn →∞ e (vn) ⊂ B tal que T (tn)vn → v.

Lema 1.50. Sejam v ∈ Xα e B ⊂ Xα. Então, v ∈ α(B) se, e somente se, existem

sequências tn → ∞ e (vn) ⊂ B tais que, para cada n ∈ N, existe uma órbita negativa

φn : (−∞, 0]→ Xα de vn e φn(−tn)→ v.

Lema 1.51. Seja B ⊂ Xα um conjunto limitado. Então γ+(B) é limitado e T (t)γ+(B)

é compacto, para todo t > 0.

De�nição 1.52. Um subconjunto A atrai um conjunto C sob {T (t); t ≥ 0} se dist(T (t)C,A)→

0 quando t→∞.

Lema 1.53. Para todo x ∈ Xα, o conjunto ω({x}) é não vazio, conexo, compacto, in-

variante e atrai {x}.
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Lema 1.54. Suponha que x ∈ Xα é tal que existe uma órbita negativa φ : (−∞, 0]→ Xα

tal que φ((−∞, 0]) é compacto. De�namos

αφ(x) = {v ∈ Xα; existem tn →∞ tal que φ(−tn)→ v}.

Então αφ(x) 6= ∅, é convexo, compacto e invariante.

Lema 1.55. Se B ⊂ Xα é limitado, então γ(B) é limitado. Além disso, existem um

instante %B e uma constante N (independente de B) tais que

sup
t≥%B

sup
z∈T (t)B

‖z‖α ≤ N

e também

sup
B⊂Xα

sup
z∈ω(B)

‖z‖α ≤ N.

Lema 1.56. Se B ⊂ Xα é limitado, então ω(B) é não vazio, compacto, invariante, e

atrai B sob {T (t); t ≥ 0}. Além disso, se B é conexo, então ω(B) é conexo.

De�nição 1.57. O conjunto não vazio A ⊂ Xα é um atrator global para {T (t); t ≥ 0}

se A é compacto, invariante e atrai subconjuntos limitados de Xα sob {T (t); t ≥ 0}.

Teorema 1.58. Se N é como no Lema 1.55, e

BN := {u ∈ Xα; ‖u‖α ≤ N},

então ω(BN) é um atrator global para {T (t); t ≥ 0}.

1.3.1 Caracterização de atratores para sistemas gradientes

Nosso objetivo é entender a estrutura dos atratores do problema (1.4). Começare-

mos com os elementos dos atratores que são mais simples, conhecidos como soluções de

equilíbrio.

De�nição 1.59. Uma solução de equilíbrio de (1.4) é uma solução que não depende

do tempo, ou seja, é uma solução constante na variável t. Denotamos por E o conjunto

dos pontos de equilíbrio.

Note que, se u(t, x) não depende do tempo então du
dt

= 0, logo

Au+ f(u) = 0. (1.5)
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De�nição 1.60. Uma solução u∗ de (1.5) é hiperbólica se σ(A+ f ′(u∗)) (o espectro de

A+ f ′(u∗)) não intercepta o eixo imaginário.

Se Ã := A+f ′(u∗), então−Ã está de�nido emD(A), pois se 0 < α < 1 entãoD(A) ⊂

D(Aα) = Xα. Como f ′(u∗) ∈ L(Xα, X) segue do Corolário (1.40), que −A − f ′(u∗) é

setorial. E ainda −Ã tem resolvente compacto.

De fato, tome B = f ′(u∗), A é setorial com resolvente compacto e B é fechado.

(A+B) = AA−1(A+B) = A(I + A−1B)

⇒ (A+B)−1 = (I + A−1B)−1A−1

Como A tem resolvente compacto e 0 ∈ ρ(A), segue que A−1 é compacto. Assim, basta

mostrar que (I + A−1B)−1 é limitado, pois a composição de limitado com compacto é

compacto.

Observemos que I+A−1B é invertível, já que (A+B) é invertível, pois 0 ∈ ρ(A+B),

lembrando que u∗ é hiperbólico.

Portanto, (I + A−1B)−1 é linear, e invertível, logo limitado.

Assim, (A+B)−1 é compacto.

O espectro de Ã é composto por autovalores isolados com multiplicidade �nita, ver

[12]. Denotemos por σ+(Ã) os elementos do espectro de A (σ(Ã)) que tem a parte real

positiva. Observe que o setor associado a Ã, dado por Σã,ϕ = {λ ∈ C; |arg(λ− ã)| < ϕ}

está contido em ρ(Ã), pois Ã é setorial, e portanto os autovalores em σ+(Ã) estão, de

certa forma, limitados entre à parte a direita do eixo imaginário e Σã,ϕ.

Em [8] pode ser visto que se −Ã é setorial, então existe τ ∈ R tal que σ(Ã) é disjunto

da reta {λ ∈ C;Reλ = τ} e o conjunto σ(eÃt) não intercepta o conjunto {u ∈ C; |u| =

eτt}, e além disso existem M ≥ 1 e δ > 0 tais que

‖eÃt(I −Q)x‖L(X) ≤Me(τ−δ)t, para todo t ≥ 0,

e

‖eÃtQx‖L(X) ≤Me(τ+δ)t, para todo t ≤ 0,

onde Q é a projeção de X no espaço gerado pelas autofunções associadas aos autovalores

positivos de Ã. Portanto

‖ − ÃφeÃt(I −Q)x‖L(X,Xθ) = ‖(−Ã)φ−θ(−Ã)θeÃt(I −Q)x‖L(X) ≤Mφ−θt
φ−θMe(τ−θ)t,

para θ > φ, t ≥ 0.
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Proposição 1.61. Suponha que todos os pontos de equilíbrio de (1.4) sejam hiperbólicos.

Então existe somente um número �nito deles.

Nosso próximo passo é mostrar que existem muitas outras soluções que estão no

atrator perto da solução de equilíbrio.

Se, para u0 ∈ Xα, mostrarmos que a solução u(·, u0) está de�nida em R e é limitada,

então u(·, u0) deve estar no atrator A. Para isso, basta mostrar que a solução u(·, u0) está

de�nida e é limitada em R−, pois já temos a solução de�nida e limitada em R+.

De�nição 1.62. A variedade instável de u∗ ∈ E é dada por

W u(u∗) =

 η ∈ Xα; u(t, η) está definida para todo t ≤ 0

e u(t, η)→ u∗ quando t→ −∞

 .

Antes de apresentarmos mais detalhes sobre a construção de W u(u∗), ao menos em

uma vizinhança de u∗, vamos observar por um momento um problema linear. No problema

(1.4) tome v = u− u∗ e some e subtraia f ′(u∗)v, obtendo v′ = Av + f(v + u∗)− f(u∗)− f ′(u∗)v

v(0) = u0 − u∗ = v0 ∈ Xα.
(1.6)

Nesta equação, para v muito pequeno, a parte não linear é muito pequena. É natural

então considerar o que acontece quando negligenciamos a parte não linear, ou seja, o caso

em que  v′ = Ãv

v(0) = v0 ∈ Xα.
(1.7)

Se Q é a projeção de�nida por σ+, nós temos que, para v0 ∈ QXα, a solução

v(t, v0) de (1.7) existe para todo tempo negativo e v(t, v0) → 0 quando t → −∞ e

v + u∗ → u∗ quando t → −∞, o que serve de inspiração para o que queremos fazer.

Quando perturbamos o problema (1.7) com um termo não linear muito pequeno, nós

devemos observar soluções do problema (1.6) para t < 0. Observemos que os dados

iniciais para os quais a solução existe, não deverão estar em QXα, mas em uma variedade

perto desse espaço.

Proposição 1.63. Assuma que u∗ é um equilíbrio hiperbólico de (1.4). Pela Proposição

1.61, u∗ é solução isolada de (1.5). Então existe uma vizinhança U de u∗ em Xα e uma

função h : QU → (I −Q)U , tal que a variedade instável de W u(u∗) é dada por

W u
δ (u∗) = {ω ∈ W u(u∗), ‖ω − u∗‖Xα < δ} = {(Qu, h(Q(u))); u ∈ U}.
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De�nição 1.64. Um semigrupo {T (t); t ≥ 0} não linear é gradiente ou possui estru-

tura gradiente quando existe uma aplicação (de Liapunov) V : Xα → R satisfazendo:

(i) V é contínua;

(ii) Para todo u0 ∈ Xα, a aplicação t ∈ [0,∞) 7−→ V (T (t)u0) ∈ R é não crescente;

(iii) Dado u0 ∈ Xα, então u0 ∈ E se, e somente se, V (T (t)u0) = V (u0), para todo t ≥ 0.

Observação 1.65. Para todo u0 ∈ Xα, a aplicação t 7−→ V (T (t)u0) é limitada inferior-

mente.

No que segue, assumimos que o semigrupo {T (t); t ≥ 0} possui estrutura gradiente

e que E é constituído de soluções de equilíbrio hiperbólicas.

Lema 1.66. Para todo u0 ∈ Xα, ω(u0) = {u∗0} para algum u∗0 ∈ E. Consequentemente,

T (t)u0 → u∗0 quando t→∞.

Lema 1.67. Suponha que u0 ∈ Xα é tal que existe uma órbita negativa φ de u0 com

φ((−∞, 0]) é compacto. Então αφ(u0) = {u∗0}, para algum u∗0 ∈ E. Além disso, φ(t0)→ u∗0

quando t→ −∞.

Teorema 1.68. Seja A o atrator global de {T (t); t ≥ 0}. Então

A = ∪u∗0∈EW
u(u∗0).

1.3.2 Continuidade de atratores

De�nição 1.69. Sejam Λ um espaço topológico e {Jλ}λ∈Λ uma família de subconjuntos

de Xα. Dizemos que {Jλ}λ∈Λ é

(i) semicontínua superiormente em λ0 ∈ Λ se

sup
uλ∈Jλ

d(uλ, Jλ0) −→ 0, quando λ→ λ0;

(ii) semicontínua inferiormente em λ0 ∈ Λ se

sup
u∈Jλ0

d(u, Jλ) −→ 0, quando λ→ λ0;
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(iii) contínua em λ0 ∈ Λ se é semicontínua inferior e superiormente em λ0 ∈ Λ.

Lema 1.70. Sejam {Jλ}λ∈Λ uma família de subconjuntos de Xα e λ0 ∈ Λ.

(i) Se toda sequência (uλn)n∈N com uλn ∈ Jλn, n ∈ N e λn → λ0 quando n → ∞, pos-

sui uma subsequência com limite pertencendo a Jλ0, então {Jλ}λ∈Λ é semicontínua

superiormente em λ0 ∈ Λ.

(ii) Se Jλ0 é compacto e para todo u ∈ Jλ0, existe uma sequência (uλn)n∈Λ com uλn ∈ Jλn,

n ∈ N, λn → λ0 quando n → ∞ e uλn → u quando λn → λ0, então {Jλ}λ∈Λ é

semicontínua inferiormente em λ0 ∈ Λ.

Teorema 1.71. Seja {Tλ(t); t ≥ 0}λ∈Λ uma família de semigrupos (não lineares) em

Xα tais que, para cada λ ∈ Λ, o semigrupo {Tλ(t); t ≥ 0} possui um atrator global Aλ.

Assuma que o conjunto ∪λ∈ΛAλ seja compacto e que para uλ → uλ0, vale que ‖Tλ(t)uλ −

Tλ0(t)uλ0‖α → 0 quando λ→ λ0, para todo t ≥ 0. Então a família de atratores {Aλ}λ∈Λ

é semicontínua superiormente em λ0.
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Capítulo 2

Convergência espectral e dinâmica

linear

Para obtermos resultados relativos à dinâmica não-linear do problema proposto,

faz-se necessário um extenso e completo estudo do comportamento da parte linear. Neste

capítulo apresentaremos condições necessárias e su�cientes para obtermos a convergência

espectral de operadores lineares sob a classe de domínios perturbados satisfazendo (4),

bem como a convergência dos operadores resolventes e dos semigrupos lineares.

Como já mencionamos, para darmos sentido à convergência uε → u0 quando, por

exemplo, uε ∈ H1(Ωε) e u0 ∈ H1(Ω0), será necessário introduzirmos o espaço seguinte.

De�nição 2.1. Para cada 0 < ε ≤ ε0, de�nimos o espaço

H1
ε = H1(Ωε ∩ Ω0)⊕H1(Ωε \ Ω0)⊕H1(Ω0 \ Ωε),

ou seja,

H1
ε =



φ ∈ L2(Ω0 ∪ Ωε) tal que

φ|Ω0∩Ωε ∈ H1(Ωε ∩ Ω0),

φ|Ωε\Ω0
∈ H1(Ωε \ Ω0)

e φ|Ω0\Ωε ∈ H
1(Ω0 \ Ωε)


,

munido da seguinte norma

‖u‖2
H1
ε

= ‖u‖2
H1(Ωε∩Ω0) + ‖u‖2

H1(Ωε\Ω0)
+ ‖u‖2

H1(Ω0\Ωε).

Note que estendendo as funções em H1(Ω0) por 0 fora de Ω0, temos H1(Ω0) ↪→ H1
ε ,

com constante de imersão igual a 1, e estendendo as funções em H1(Ωε) por 0 fora de
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Ωε, temos H1(Ωε) ↪→ H1
ε , com constante de imersão igual a 1. Logo, se uε ∈ H1(Ωε) e

u0 ∈ H1(Ω0), faz sentido escrever

‖uε − u0‖H1
ε
.

Após de�nir esse conjunto e sua norma, �ca natural de�nirmos uma idéia de con-

vergência em tal espaço.

De�nição 2.2. Dizemos que uε converge para u0 em H1
ε , e denotamos uε → u0, se

‖uε − u0‖H1
ε
→ 0 quando ε→ 0.

Também com uma extensão das funções de L2(Ω0) ou L2(Ωε) por 0 fora de Ω0 ou

Ωε respectivamente, temos L2(Ωε) ↪→ L2(RN) e L2(Ω0) ↪→ L2(RN). Então, para funções

Vε ∈ L2(Ωε) e V0 ∈ L2(Ω0), a�rmações do tipo Vε → V0 fazem sentido em L2(RN) ou

w−L2(RN) (L2(RN) com a topologia fraca). Além disso, se temos um operador T agindo

sobre L2(Ωε), podemos olhar para esse operador agindo em L2(Ω0) olhando para um

elemento u0 ∈ L2(Ω0) como um elemento de L2(Ωε) estendendo u0 por 0 fora de Ω0 e

tomando a restrição em Ωε. E o mesmo pode ser feito para operadores agindo em L2(Ω0).

2.1 Caracterização da convergência espectral

É fundamental no estudo das propriedades de continuidade da dinâmica não linear

a análise do comportamento espectral do operador linear. Nesta seção, apresentaremos

alguns resultados sobre o comportamento espectral de operadores do tipo −∆ + V , onde

V é um potencial linear, com condições de Neumann na fronteira e perturbações do

domínio. Estamos interessados em obter condições necessárias e su�cientes que garantam

que os autovalores e as autofunções comportem-se continuamente quando o domínio sofre

perturbações satisfazendo (4).

De�nição 2.3. Uma família {Vε : 0 ≤ ε ≤ ε0} de potenciais lineares é admissível se

Vε ∈ L∞(Ωε), sup
0≤ε≤ε0

‖Vε‖L∞(Ωε) ≤ C <∞ e Vε
ε→0−→ V0 fracamente em L2(RN).

Para �xar a notação, consideremos o problema de autovalores −∆u+ Vεu = λu, Ωε,

∂u
∂n

= 0, ∂Ωε.

onde {Vε : 0 ≤ ε ≤ ε0} é admissível.
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Denotemos, para ε ∈ [0, ε0] os seguintes conjuntos:

• {λεn}∞n=1 como o conjunto dos autovalores do operador−∆+Vε, ordenados e contando

suas multiplicidades.

• {φεn}∞n=1 a família completa e ortonormalizada de autofunções associadas a {λεn}∞n=1.

Diremos que o espectro comporta-se continuamente em ε = 0 se, para cada n ∈ N,

temos que λεn → λ0
n quando ε → 0, e também a convergência espectral das projeções

em H1
ε , da seguinte forma: se a /∈ {λεn}∞n=1 e λ0

n < a < λ0
n+1, e de�nimos as projeções

P ε
a : L2(RN)→ H1(Ωε), P

ε
a (ψ) =

n∑
i=1

〈φεi , ψ〉L2(Ωε)
φεi , então

sup{‖P ε
a (ψ)− P 0

a (ψ)‖H1
ε
, ψ ∈ L2(RN) e ‖ψ‖L2(RN ) = 1} → 0 quando ε→ 0.

A convergência das projeções espectrais é equivalente a: para cada sequência εk → 0,

existem uma subsequência, que denotaremos também por εk, e um sistema completo de

autofunções ortonormais tais que ‖φεkn − φ0
n‖H1

εk
→ 0 quando k →∞.

Note que a condição (4) implica que existe uma sequência não crescente ρε com

ρε → 0 quando ε→ 0 tal que, se de�nirmos

Kε = {x ∈ Ω0 : d(x, ∂Ω0) > ρε}, (2.1)

então Kε ⊂ Ωε para todo 0 < ε ≤ ε0. A família de conjuntos abertos {Kε}0<ε≤ε0 pode

ser considerada, quando ε→ 0, como uma perturbação suave do interior do domínio Ω0.

Em particular, como o domínio Ω0 é Lipschitz, a família Kε é uniformemente Lipschitz

em ε. Isto implica a existência de operadores de extensão Eε : H1(Kε) → H1(RN), os

quais são também extensões de L2(Kε) a L2(RN), e cujas normas ‖Eε‖L(H1(Kε),H1(RN )) e

‖Eε‖L(L2(Kε),L2(RN )) são uniformemente limitadas.

Observação 2.4. Note que excluímos a possibilidade de ρε = 0, e portanto Kε = Ωε. Isto

ocorrerá no caso em que Ω0 ⊂ Ωε.

Para caracterizar a continuidade do espectro, de�nimos

τε = inf
φ∈H1(Ωε)

φ=0 em Kε

∫
Ωε
|∇φ|2∫

Ωε
|φ|2

. (2.2)

Observe que, no caso em que Ωε \Kε é suave, τε é o primeiro autovalor do seguinte

problema:
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
−∆u = τu, Ωε \Kε,

u = 0, ∂Kε,

∂u
∂n

= 0, ∂Ωε.

A seguir, temos uma caracterização do comportamento espectral do operador −∆+

Vε.

Proposição 2.5. Assuma que a família de domínios {Ωε} satisfaça (4). Então as

seguintes a�rmações são equivalentes:

i) O espectro de −∆ + Vε comporta-se continuamente quando ε→ 0 para toda família

admissível de potenciais {Vε, 0 ≤ ε ≤ ε0}.

ii) τε →∞ quando ε→ 0.

iii) Para toda família de funções ψε tal que ‖ψε‖H1(Ωε) ≤ C, tem-se ‖ψε‖L2(Ωε\Kε) → 0

quando ε→ 0.

iv) Para toda família de funções ψε tal que ‖ψε‖H1(Ωε) ≤ C, exitem uma sequência {ψεk}

e uma função ψ0 ∈ H1(Ω0) tal que ψεk → ψ0, em L2(RN) e, para cada χ ∈ H1(RN),

temos ∫
Ωεk

∇ψεk∇χ→
∫

Ω0

∇ψ0∇χ.

Além disso, se vale alguma das quatro a�rmações acima, vale a a�rmação

v) |Ωε \Kε| → 0 quando ε→ 0.

Demonstração: (iii)⇒ (ii)

Suponhamos por absurdo que {τεk} seja uma subsequência limitada de {τε}. Pela

de�nição de τε, obtemos uma família {φεk} de funções limitadas que, caso seja necessário,

pode ser normalizada, com norma um em L2(Ωεk \ Kεk) e norma em H1(Ωεk) também

limitada, ou seja, obtemos uma família de funções limitadas cuja norma não converge

para zero, contrariando a hipótese.

(ii)⇒ (v)

Notemos que pela de�nição de Kεk , |Ω0 \Kεk | → 0 quando ε→ 0 e portanto apenas

precisamos mostrar que |Ωεk \Ω0| → 0 quando εk → 0. Suponhamos que não seja verdade

28



2.1. CARACTERIZAÇÃO DA CONVERGÊNCIA ESPECTRAL

tal a�rmação, então existem η > 0 e uma sequência εk → 0 tais que |Ωεk \ Ω0| ≥ η. Seja

ρ = ρ(η) um número pequeno o su�ciente tal que

|A| = |{x ∈ RN \ Ω0, d(x,Ω0) ≤ ρ}| ≤ η

2
,

ou seja,

|B| = |{x ∈ Ωεk , d(x,Ω0) ≥ ρ}| ≥ η

2
,

já que o conjunto A foi retirado de Ωεk junto com Ω0 e |A| ≤ η
2
.

Seja γ(x) uma função suave dada por

γ(x) =

 0, se x ∈ Ω0

1, se x ∈ RN \ Ω0 e d(x,Ω0) ≥ ρ.

Então γ ∈ H1(Ωεk), com

‖∇γ‖L2(Ωεk ) ≤ C e

‖γ‖L2(Ωεk ) =

(∫
Ωεk

|γ|2
) 1

2

=

(∫
B

|γ|2
) 1

2

=

(∫
B

1

) 1
2

≥
(
η

2

) 1
2

.

Logo τεk é limitado, contrariando a hipótese.

(ii)⇒ (iii)

Suponhamos por absurdo que exista uma sequência de funções {φεk} com ‖φεk‖H1(Ωεk )

≤ C1 e ‖φεk‖L2(Ωεk\Kεk ) ≥ C2 > 0 para todo εk.

Seja ψεk = Eεk(φεk|Kεk
). Então ψεk ∈ H1(RN), com ‖ψεk‖H1(RN ) ≤ C, para todo εk.

Além disso, usando a Desigualdade de Hölder, temos∫
Ωεk\Kεk

|ψεk |2.1dx ≤ ‖|ψεk |2‖L N
N−2 (Ωεk\Kεk )

· ‖1‖
L
N
2 (Ωεk\Kεk )

=

(∫
Ωεk\Kεk

(|ψεk |2)
N
N−2

)N−2
N

·
(∫

Ωεk\Kεk

1dx

) 2
N

.

Elevando ambos os lados a 1
2
e usando a imersão de Sobolev H1(Ωεk \Kεk) ↪→ L

2N
N−2 (Ωεk \

Kεk), temos

‖ψεk‖L2(Ωεk\Kεk ) ≤ ‖ψεk‖
L

2N
(N−2) (Ωεk\Kεk )

|Ωεk \Kεk |
1
N ≤ C ′‖ψεk‖H1(RN )|Ωεk \Kεk |

1
N ,

para (N ≥ 3). Notemos ainda que
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∫
Ωεk\Kεk

|ψεk |2.1dx ≤ ‖|ψεk |2‖L p2 (Ωεk\Kεk )
· ‖1‖

L
p
p−2 (Ωεk\Kεk )

=

(∫
Ωεk\Kεk

(|ψεk |2)
p
2

) 2
p

·
(∫

Ωεk\Kεk

1dx

)2.

(
1
2
− 1
p

)
.

Elevando ambos os lados a 1
2
e usando a imersão de Sobolev H1(Ωεk \ Kεk) ↪→

Lp(Ωεk \Kεk), temos

‖ψεk‖L2(Ωεk\Kεk ) ≤ ‖ψεk‖Lp(Ωεk\Kεk )|Ωεk \Kεk |
1
2
− 1
p ≤ C ′′‖ψεk‖H1(RN )|Ωεk \Kεk |

1
2
− 1

2p ,

para (N = 1, 2), onde p pode ser escolhido arbitrariamente grande na desigualdade.

Com essas desigualdades, para algum θ > 0 e admitido (v) (pois já foi provado que

(ii)⇒ (v)), temos

‖ψεk‖L2(Ωεk\Kεk ) ≤ C̃|Ωεk \Kεk |θ → 0

quando εk → 0 .

Consideremos em Ωεk a função χεk = φεk−ψεk . Logo, χεk = 0 emKεk e ‖χεk‖H1(Ωεk ) ≤

C1.

Além disso, para εk su�cientemente pequeno, temos ‖ψεk‖L2(Ωε\Kεk ) ≤ C2

2
, logo

‖χεk‖L2(Ωε\Kεk ) ≥ ‖φεk‖L2(Ωε\Kεk ) − ‖ψεk‖L2(Ωε\Kεk ) ≥
C2

2
,

para k su�cientemente grande.

Portanto, tomando χεk na de�nição de τεk , contrariamos a hipótese (ii).

(iii)⇒ (iv)

Se {ψεk} é uma sequência com ‖ψεk‖H1(Ωεk ) ≤ C, então podemos extrair uma sub-

sequência, que denotamos também por {ψεk}, e obter uma função ψ0 ∈ H1(Ω0) tais que

ψεk → ψ0, w−H1(K), s−L2(K), para K ⊂⊂ Ω0. Provaremos, na verdade, que ψεk → ψ0

em L2(RN).

Notemos que com um argumento similar ao usado na prova de (ii)⇒ (iii) temos que

existe um ρ > 0 tal que ‖ψεk‖L2(Kεk\Kδ) ≤ C|Kεk \Kδ|ρ, para 0 < εk < δ, com a constante

C independente de k e δ. Dado η > 0 um número pequeno, tome δ pequeno o su�ciente

para que ‖ψεk‖L2(Kεk\Kδ) ≤
η
4
, para todo εk < δ e ‖ψ0‖L2(Ω0\Kδ) ≤

η
4
. Observe que, como

|Ω0 \Kεk | → 0, então podemos escolher δ pequeno o su�ciente para que |Kεk \Kδ| �que
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tão pequeno quanto se queira. Notemos que

‖ψεk − ψ0‖2
L2(RN ) ≤ ‖ψεk − ψ0‖2

L2(Kδ)
+ ‖ψεk − ψ0‖2

L2(RN\Kδ).

Estendendo ψεk por 0 fora de Ωεk e fazendo o análogo para ψ0, temos

‖ψεk − ψ0‖L2(RN\Kδ) ≤ ‖ψεk‖L2(Ωεk\Kεk ) + ‖ψεk‖L2(Kεk\Kδ) + ‖ψ0‖L2(Ω0\Kεk )

≤ η

2
+ ‖ψεk‖L2(Ωεk\Kεk ).

Escolhendo εk > 0 pequeno o su�ciente e usando (v) para que ‖ψεk‖L2(Ωεk\Kεk ) ≤ η
4

e ‖ψεk − ψ0‖2
L2(Kδ)

≤ η
4
, segue que

‖ψεk − ψ0‖L2(RN ) ≤ η,

mostrando a convergência em L2(RN).

Agora, se χ ∈ H1(RN) e η > 0 é um número pequeno, escolhemos δ > 0 pequeno o

su�ciente para que ‖χ‖H1((Ωεk∪Ω0)\Kδ) ≤ η. Então, para 0 < εk < δ, temos∣∣∣∣∣
∫

Ωεk

∇ψεk∇χ−
∫

Ω0

∇ψ0∇χ

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫

Ωεk\Kδ
∇ψεk∇χ−

∫
Ω0\Kδ

∇ψ0∇χ+

∫
Kδ

∇ψεk∇χ−
∫
Kδ

∇ψ0∇χ

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫
Kδ

(∇ψεk −∇ψ0)∇χ
∣∣∣∣+

∫
Ωεk\Kδ

|∇ψεk ||∇χ|+
∫

Ω0\Kδ
|∇ψ0||∇χ|

≤
∣∣∣∣∫
Kδ

(∇ψεk −∇ψ0)∇χ
∣∣∣∣+ 2Cη → 2Cη,

quando εk → 0. Como η > 0 é arbitrário, (iv) está satisfeito.

(iv)⇒ (iii)

Se {ψε} é uma família de funções tais que ‖ψε‖H1(Ωε) ≤ C, então existem uma

sequência {ψεk} e uma função ψ0 ∈ H1(Ω0) tais que ‖ψεk−ψ0‖L2(RN ) → 0 quando εk → 0.

Portanto,

‖ψεk‖L2(Ωεk\Kεk ) ≤ ‖ψεk − ψ0‖L2(Ωεk\Kεk ) + ‖ψ0‖L2(Ω0\Kεk ) → 0 quando εk → 0.

(i)⇒ (ii)

Suponhamos, por absurdo, que exista uma sequência {εk} tal que τεk < a, para todo

k e um número �xo a. Pela de�nição de τεk , existe uma função φεk com φεk = 0 em Kεk ,
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‖φεk‖L2(Ωεk ) = 1 e ‖∇φεk‖2
L2(Ωεk ) ≤ a. Observe que

∫
Ωεk

|∇φεk |2 +

∫
Ωεk

Vεk |φεk |2 ≤ a+ ‖Vεk‖L∞(Ωεk ) ≤ ã,

para alguma constante ã independente de εk. Escolhamos n ∈ N tal que ã < λ0
n < λ0

n+1.

Denotemos por φεk1 , ..., φ
εk
n as n primeiras autofunções e consideremos o espaço linear

[φεk1 , ..., φ
εk
n , φεk ] ⊂ H1(Ωεk).

Pela convergência espectral, temos uma subsequência εk (que também denotamos

por εk) e autofunções do problema limite φ0
1, ..., φ

0
n tais que ‖φεki − φ0

i ‖H1
εk
→ 0 quando

εk → 0. Isto implica que ‖φεki ‖L2(Ωεk\Kεk ) → 0 quando εk → 0.

De fato,

‖φεki ‖L2(Ωεk\Kεk ) =

∫
Ωεk\Kεk

|φεki |2 =

∫
Ωεk\Kεk

|φεki − φ0
i + φ0

i |2

≤
∫

Ωεk\Kεk

(|φεki − φ0
i |+ |φ0

i |)2 ≤
∫

Ωεk\Kεk

2|φεki − φ0
i |2 + 2|φ0

i |2

= 2.

∫
(Ωεk∩Ω0)\Kεk∪(Ωεk\Ω0)

|φεki − φ0
i |2 + 2.

∫
Ωεk\Kεk

|φ0
i |2 −→ 0,

pois ‖φεki − φ0
i ‖H1

εk
→ 0 e |Ω0 \Kεk | → 0 e φ0

i estendida é zero fora de Ω0. Assim, temos

∫
Ωεk

φεki φεk → 0, quando εk → 0, para i = 1, ..., n,

o que nos diz que [φεk1 , ..., φ
εk
n , φεk ] é um sistema quase ortonormal em L2(Ωek). Pela

caracterização min-max de autovalores, temos

λεkn+1 ≤ max
φ∈[φ

εk
1 ,...,φ

εk
n ,φεk ]

∫
Ωεk
|∇φ|2 +

∫
Ωεk

Vεk |φ|2∫
Ωεk
|φ|2

.

Mas, se φ ∈ [φεk1 , ..., φ
εk
n , φεk ], podemos escrever φ =

n∑
i=1

αiφ
εk
i + βφεk . Usando que φεki

são as autofunções correspodentes aos autovalores λεki e que a família {φεk1 , ..., φεkn , φεk} é

quase ortonormal, temos
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λεkn+1 ≤

∫
Ωεk

|∇φ|2 +

∫
Ωεk

Vεk |φ|2∫
Ωεk

|φ|2

=

∫
Ωεk

〈
n∑
i=1

αi∇φεki + β∇φεk ,
n∑
i=1

αi∇φεki + β∇φεk

〉
∫

Ωεk

〈
n∑
i=1

αiφ
εk
i + βφεk ,

n∑
i=1

αiφ
εk
i + βφεk

〉

+

∫
Ωεk

Vεk

〈
n∑
i=1

αiφ
εk
i + βφεk ,

n∑
i=1

αiφ
εk
i + βφεk

〉
∫

Ωεk

〈
n∑
i=1

αiφ
εk
i + βφεk ,

n∑
i=1

αiφ
εk
i + βφεk

〉

=

∫
Ωεk

n∑
i=1

α2
i |∇φ

εk
i |2 + Vεk(

n∑
i=1

α2
i |φ

εk
i |2) +

∫
Ωεk

β2|∇φεk |2 + β2|φεk |2 + o(1)∫
Ωεk

n∑
i=1

α2
i |φ

εk
i |2 + β2|φεk |2 + o(1)

≤

n∑
i=1

α2
iλ

εk
i + β2ã+ o(1)

n∑
i=1

α2
i + β2 + o(1)

≤
λεkn

n∑
i=1

α2
i + β2ã+ o(1)

n∑
i=1

α2
i + β2 + o(1)

Como λεkn ≤ λ0
n + o(1) e ã ≤ λ0

n, temos

λεkn

n∑
i=1

α2
i + β2ã+ o(1)

n∑
i=1

α2
i + β2 + o(1)

≤
(λ0

n + o(1))
n∑
i=1

α2
i + λ0

nβ
2 + o(1)

n∑
i=1

α2
i + β2 + o(1)

=

λ0
n(

n∑
i=1

α2
i + β2) + o(1)(

n∑
i=1

α2
i ) + o(1)

n∑
i=1

α2
i + β2 + o(1)

≤ λ0
n +

o(1)
n∑
i=1

α2
i + β2 + o(1)

= λ0
n + o(1).
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Portanto, λεkn+1 ≤ λ0
n + o(1) e, quando k →∞, temos que λ0

n+1 ≤ λ0
n + o(1), o que é uma

contradição.

(iv)⇒ (i)

Fixemos n com a propriedade de λ0
n < λ0

n+1 e consideremos a família de autofunções

{φ0
1, ..., φ

0
n}. Se denotarmos por E o operador extensão de H1(Ω0) a H1(RN), e por Tε

a restrição do operador a Ωε, construímos a função ξεi = TεEφ0
i , i = 1, ..., n. Como (iv)

implica (v), podemos ver que ‖ξεi ‖H1(Ωε\Ω0) → 0 quando ε → 0 para i = 1, ..., n, pois a

extensão é limitada e |Ωε \Kε| → 0 quando ε→ 0, garantindo que |Ωε \ Ω0| → 0 quando

ε→ 0.

Pela caracterização min-max de autovalores, obtemos λεi ≤ λ0
i + o(1) quando ε→ 0.

Podemos escolher uma sequência εk → 0 e números κi ≤ λ0
i , i = 1, ..., n, tais

que λεki → κi, para i = 1, ..., n. Como {φεki }, é uma sequência limitada em H1(Ωεk),

para i = 1, ..., n, temos por (iv) que podemos extrair uma outra subsequência, que ainda

denotaremos por {φεki }, e tomar funções ξ0
i ∈ H1(Ω0), tais que φεki → ξ0

i em L2(RN), para

i = 1, ..., n, e ∫
Ωεk

∇φεki ∇χ→
∫

Ω0

∇ξ0
i∇χ, i = 1, ..., n,

para todo χ ∈ H1(RN).

Em particular,
∫

Ω0

ξ0
i ξ

0
j = δij, pois são limites de autofunções ortonormais. Além

disso, multiplicando a equação (−∆ +Vεk)φ
εk
i = λεki φ

εk
i por χ ∈ H1(RN) e integrando por

partes, temos ∫
Ωεk

∇φεki ∇χ+

∫
Ω0

Vεkφ
εk
i χ = λεki

∫
Ωεk

φεki χ, i = 1, ..., n.

E passando ao limite, obtemos∫
Ω0

∇ξ0
i∇χ+

∫
Ω0

V0ξ
0
i χ = κi

∫
Ω0

ξ0
i χ, i = 1, ..., n.

Isto implica que κi e ξ0
i são respectivamente autovalores e autofunções do problema

limite. Como já sabemos que κi ≤ λ0
i , então temos necessariamente que κi = λ0

i para

i = 1, ..., n e {ξ0
1 , ..., ξ

0
n} é um sistema ortonormal de autofunções associadas a λ0

1, ..., λ
0
n.

Para provar a convergência em H1
εk
, notemos primeiramente que, para ξ0

i , temos

∫
Ωεk

|∇φεki |2 = λεki

∫
Ωεk

|φεki |2 −
∫

Ωεk

Vεk |φ
εk
i |2 → λ0

i

∫
Ω0

|ξ0
i |2 −

∫
Ω0

V0|ξ0
i |2 =

∫
Ω0

|∇ξ0
i |2,
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onde usamos apenas que φεki → ξ0
i em L2(RN), a convergência fraca de Vεk para V0 e a

limitação uniforme de ‖Vεk‖L∞(Ωεk ). Assim,∫
RN
|∇φεki −∇ξ0

i |2 =

∫
Ωεk

|∇φεki |2 +

∫
Ω0

|∇ξ0
i |2 − 2

∫
Ωεk

∇φεki ∇ξ0
i .

Mas, ∫
Ωεk

|∇φεki |2 →
∫

Ω0

|∇ξ0
i |2 quando εk → 0

e, se de�nirmos ξ̃0
i ∈ H1(RN) uma extensão de ξ0

i , temos∫
Ωεk

∇φεki ∇ξ0
i =

∫
Ωεk

∇φεki ∇ξ̃0
i +

∫
Ωεk

∇φεki (∇ξ0
i −∇ξ̃0

i )→
∫

Ω0

|∇ξ0
i |2,

quando εk → 0, pois

∣∣∣∣∣
∫

Ωεk

∇φεki (∇ξ0
i −∇ξ̃0

i )

∣∣∣∣∣ ≤ ‖∇φεki ‖L2(Ωεk )‖∇ξ0
i −∇ξ̃0

i ‖L2(Ωεk ) → 0

quando εk → 0. Isto implica que∫
RN
|∇φεki −∇ξ0

i |2 → 0 quando εk → 0.

Logo, temos ‖φεki − ξ0
i ‖H1

εk
→ 0 quando εk → 0, mostrando a convergência em H1

εk.

�

2.2 Convergência dos operadores resolventes

Analisaremos nesta seção o comportamento dos operadores resolventes.

De�nição 2.6. Dizemos que uma família {Ωε : 0 ≤ ε ≤ ε0} é admissível se satisfaz (4)

e uma das condições (i)-(iv) da Proposição (2.5).

O próximo resultado mostra a continuidade do resolvente.

Proposição 2.7. Assuma que a família de potenciais {Vε, 0 ≤ ε ≤ ε0} e a família de

domínios {Ωε : 0 ≤ ε ≤ ε0} sejam admissíveis. Assuma também que 0 /∈ σ(−∆ + V0).

Então, para ε su�cientemente pequeno, 0 /∈ σ(−∆ + Vε), e existe uma constante C,

independente de ε, tal que

‖(−∆ + Vε)
−1gε‖H1(Ωε) ≤ C‖gε‖L2(Ωε), gε ∈ L2(Ωε). (2.3)
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Além disso, se gε → g0 fracamente em L2(RN), então

‖(−∆ + Vε)
−1gε − (−∆ + V0)−1g0‖H1

ε
→ 0 quando ε→ 0. (2.4)

Demonstração: Mostremos primeiro (2.3). Pela continuidade do espectro dada pela

Proposição 2.5 temos que, para ε pequeno o su�ciente, 0 /∈ (−∆ + Vε). Em particular,

para gε ∈ L2(Ωε) dado, temos uma única solução wε ∈ H1(Ωε) de −∆wε + Vεwε = gε, Ωε,

∂wε
∂n

= 0, ∂Ωε.
(2.5)

Mostraremos que se ‖gε‖L2(Ωε) ≤ C, com C independente de ε, então ‖wε‖L2(Ωε) é

limitado. Suponhamos por absurdo que exista uma subsequência, que denotamos também

por {wε}, tal que ‖wε‖L2(Ωε) →∞. Considere w̃ε =
wε

‖wε‖L2(Ωε)

, de modo que ‖w̃ε‖L2(Ωε) =

1.

Então

 −∆w̃ε + Vεw̃ε = gε
‖wε‖L2(Ωε)

, em Ωε,

∂w̃ε
∂n

= 0, em ∂Ωε.
(2.6)

Multiplicando esta equação por w̃ε, e integrando por partes, obtemos∫
Ωε

|∇w̃ε|2 +

∫
Ωε

Vε|w̃ε|2 =

∫
Ωε

gε
‖wε‖L2(Ωε)

w̃ε,

de onde segue que ∫
Ωε

|∇w̃ε|2 ≤ C,

com C independente de ε. Aplicando a Proposição 2.5 (iv), podemos extrair uma se-

quência, que denotamos também por w̃ε, tal que w̃ε → w̃0 em L2(RN) e, para todo

χ ∈ H1(RN), temos ∫
Ωε

∇w̃ε∇χ→
∫

Ωε

∇w̃0∇χ.

Note, em particular, que ‖w̃ε‖L2(Ω0) = 1.

Seja ξ ∈ H1(Ω0) e considere ξ̃ ∈ H1(RN) uma extensão de ξ a RN . Multiplicando a

equação (2.6) por ξ̃ ∈ H1(Ωε) e integrando por partes, temos∫
Ωε

∇w̃ε∇ξ̃ +

∫
Ωε

Vεw̃εξ̃ =

∫
Ωε

gε
‖wε‖L2(Ωε)

ξ̃.
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Passando ao limite, obtemos∫
Ω0

∇w̃0∇ξ +

∫
Ω0

V0w̃0ξ = 0,

onde usamos que ‖Vε‖L∞(Ωε) ≤ C, Vε → V0 fracamente em L2(RN) e w̃ε → w̃0 em L2(RN).

Então  −∆w̃0 + V0w̃0 = 0, em Ω0,

∂w̃0

∂n
= 0, em ∂Ω0.

(2.7)

Como, por hipótese, 0 /∈ σ(−∆ + V0), temos que w̃0 = 0, o que contradiz a hipótese de

‖w̃0‖L2(Ω0) = 1. Assim, segue que ‖wε‖L2(Ωε) é uniformemente limitado em ε.

Vejamos agora que ‖∇wε‖L2(Ωε) é uniformemente limitado em ε. Da desigualdade

de Holder segue que ∫
Ωε

gεwε ≤ ‖gε‖L2(Ωε) · ‖wε‖L2(Ωε) <∞,

e, como os Vε são uniformemente limitados em L∞(Ωε) e∫
Ωε

|∇wε|2 = −
∫

Ωε

Vε|wε|2 +

∫
Ωε

gεwε

segue a limitação uniforme de ‖∇wε‖L2(Ωε).

Para mostrar (2.4) note que, pela convergência fraca de gε, temos que gε é uni-

formemente limitada em L2(RN). Aplicando (2.3), obtemos que ‖(−∆ + Vε)
−1gε‖H1(Ωε)

é uniformemente limitado em ε. Usando (iv) da Proposição 2.5 e tomando o limite na

equação, segue que se uε = (−∆ + Vε)
−1gε e u0 = (−∆ + V0)−1g0, então uε → u0 em

L2(RN) e ∇uε → ∇u0 fracamente em L2(RN). Agora, com um argumento similar ao

usado na prova que (iv) implica (i) na Proposição 2.5, obtemos que uε → u0 em H1
ε . Isto

conclui a prova.

�

2.3 Convergência dos semigrupos lineares

A partir da continuidade do espectro dos operadores −∆ + Vε, podemos obter es-

timativas sobre o comportamento dos semigrupos lineares, que serão fundamentais na

análise da dinâmica não linear.

Teorema 2.8. Para cada ε ∈ [0, ε0], consideramos o operador −∆ : D(∆) ⊂ L2(Ωε) →

L2(Ωε) com condição de Neumann. Este operador é setorial e
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‖(µ+ ∆)−1‖L(L2(Ωε)) ≤
M

|µ+ λ|
, para todo µ ∈ Σ−λ,φ,

para alguma constante M independente de ε.

Demonstração: Notemos inicialmente que∫
Ωε

−∆u · u =

∫
Ωε

∇u · ∇u−
∫
∂Ωε

∂u

∂n
u = ‖∇u‖2

L2(Ωε)
≥ λ‖u‖2

L2(Ωε)
,

onde usamos a Desigualdade de Poincaré.

Portanto, −∆ satisfaz 〈−∆u, u〉L2(Ωε)
≤ −λ 〈u, u〉L2(Ωε)

, para todo u ∈ L2(Ωε) e é

dissipativo.

Temos W (−∆) ⊂ (−∞,−λ], sendo

W (−∆) =
{
〈−∆u, u〉L2(Ωε)

; u ∈ D(∆), ‖u‖L2(Ωε) = 1
}

a imagem numérica de −∆. Desta forma, R := C \ (−∞,−λ] ⊂ C \W (−∆) é aberto e

conexo. Temos ainda que 0 ∈ R∩ ρ(−∆). Do Teorema 1.29 resulta que, se µ ∈ R, então∥∥(µ+ ∆)−1
∥∥
L(L2(Ωε)

≤ 1

dist(µ,W (−∆))
.

Logo, se 0 < φ < π
2
e µ ∈ Σ−λ,φ := {w ∈ C : | arg(w + λ)| < π − φ}, temos

d(µ,W (−∆)) ≥ d(µ, (−∞,−λ]) = |µ+ λ| sin(π − arg(µ+ λ))

≥ |µ+ λ| sinφ,

obtendo assim

‖(µ+ ∆)−1‖L(L2(Ωε) ≤
M

|µ+ λ|
, para todo µ ∈ Σ−λ,φ,

em que M = 1
sinφ

independente de ε. �

Consideremos os operadores Aε = ∆ − Vε como operadores ilimitados em L2(Ωε),

para 0 ≤ ε ≤ ε0. O Corolário 1.40 garante que esses operadores geram semigrupos

analíticos eAεt em L2(Ωε), H1(Ωε) e, em geral, na escala de potências fracionárias do

operador.

Notemos que o semigrupo eAεt age sobre funções de�nidas em Ωε. Precisamos esti-

mar expressões do tipo eAεtu0, onde u0 ∈ L2(Ω0). Assim como anteriormente, estendere-

mos a função u0 por 0 fora de Ω0 e a restringiremos a Ωε. De maneira análoga, podemos

dar sentido à expressão eA0tuε.
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Temos o seguinte resultado:

Proposição 2.9. Assuma que a família de domínios {Ωε : 0 ≤ ε ≤ ε0} e a família de

potenciais {Vε : 0 ≤ ε ≤ ε0} sejam admissíveis. Seja a > 0 tal que λ0
n < a < λ0

n+1 e

considere a projeção espectral sobre o espaço linear gerado pelas n autofunções P ε
a como

de�nida anteriormente. Denote por b um número tal que b < λ0
1. Então existem um

número
1

2
< γ̃ < 1 e uma função θ(ε) com θ(ε)→ 0 quando ε→ 0 tais que

‖eAεtuε − eA0tuε‖H1
ε
≤Mθ(ε)t−γ̃e−bt‖uε‖L2(Ωε), uε ∈ L2(Ωε), t > 0, (2.8)

‖eAεt(I − P ε
a )uε − eA0t(I − P 0

a )uε‖H1
ε
≤Mθ(ε)t−γ̃e−at‖uε‖L2(Ωε), uε ∈ L2(Ωε), t > 0.

(2.9)

Demonstração: Provemos primeiro a desigualdade (2.9). Considere n e a dados,

satisfazendo as hipóteses da proposição. Note que (I − P ε
a ) é a projeção sobre o espaço

linear gerado pela base de autofunções retirando-se as n primeiras autofunções da base,

de modo que a é menor que os autovalores do operador nesse espaço. Portanto, existe

uma constante M , independente de ε, tal que

‖eAεt(I − P ε
a )uε‖H1

ε
≤Mt−

1
2 e−at‖uε‖L2(Ωε), uε ∈ L2(Ωε), t > 0, ε ∈ [0, ε0).

Agora, separaremos as estimativas para t pequeno e t grande. Sejam γ ∈ (1
2
, 1)

�xado e δ > 0 um parâmetro pequeno e consideremos os casos t ∈ (0, δ] e t > δ.

(i) Se t ∈ (0, δ], temos

‖eAεt(I − P ε
a )uε−eA0t(I − P 0

a )uε‖H1
ε

≤ ‖eAεt(I − P ε
a )uε‖H1

ε
+ ‖eA0t(I − P 0

a )uε‖H1
ε

≤ 2Mt−
1
2 e−at‖uε‖L2(Ωε)

= 2Mt−
1
2

+γ−γe−at‖uε‖L2(Ωε)

≤ 2Mδγ−
1
2 t−γe−at‖uε‖L2(Ωε).

(ii)

Se t > δ, procedemos como segue. Notemos primeiramente que sempre podemos

escolher um número positivo l = l(δ) tal que se z ≥ l então z
1
2 e−zt ≤ δt−γe−at, para todo

t ≥ δ. Como λεk → λ0
k quando ε→ 0, e λ0

k → +∞ quando k →∞, existe N = N(δ) > n
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tal que se k ≥ N então λεk ≥ l(δ), para ε ∈ [0, ε0). Sem perda de generalidade, podemos

assumir que λ0
N(δ) < λ0

N(δ)+1. Pela decomposição espectral de semigrupos lineares, temos

eAεt(I − P a
ε )uε =

∞∑
k=n+1

e−λ
ε
kt(uε, φ

ε
k)φ

ε
k,

como pode ser observado em [9]. Assim, obtemos∥∥eAεt(I− P a
ε )uε − eA0t(I − P a

0 )uε
∥∥
H1
ε

=

∥∥∥∥∥
∞∑

k=n+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk −

∞∑
k=n+1

e−λ
0
kt
〈
uε, φ

0
k

〉
φ0
k

∥∥∥∥∥
H1
ε

=

∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk +

∞∑
k=N(δ)+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk

−

 N(δ)∑
k=n+1

e−λ
0
kt
〈
uε, φ

0
k

〉
φ0
k +

∞∑
k=N(δ)+1

e−λ
0
kt
〈
uε, φ

0
k

〉
φ0
k

∥∥∥∥∥∥
H1
ε

≤

∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk −

N(δ)∑
k=n+1

e−λ
0
kt
〈
uε, φ

0
k

〉
φ0
k

∥∥∥∥∥∥
H1
ε

+

∥∥∥∥∥∥
∞∑

k=N(δ)+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk

∥∥∥∥∥∥
H1(Ωε)

+

∥∥∥∥∥∥
∞∑

k=N(δ)+1

e−λ
0
kt
〈
uε, φ

0
k

〉
φ0
k

∥∥∥∥∥∥
H1(Ω0)

= I1 + I2 + I3.

Analisemos inicialmente I2 e I3,

I2
2 =

∥∥∥∥∥∥
∞∑

k=N(δ)+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk

∥∥∥∥∥∥
2

H1(Ωε)

=

∥∥∥∥∥∥A 1
2
ε

∞∑
k=N(δ)+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk

∥∥∥∥∥∥
2

L2(Ωε)

=

〈
A

1
2
ε

∞∑
k=N(δ)+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk, A

1
2
ε

∞∑
k=N(δ)+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk

〉
.

Como A
1
2
ε é autoadjunto, ver [1], temos

=

〈
Aε

∞∑
k=N(δ)+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk,

∞∑
k=N(δ)+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk

〉

=

〈
∞∑

k=N(δ)+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉Aεφεk,

∞∑
k=N(δ)+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk

〉

=

〈
∞∑

k=N(δ)+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉λεkφεk,

∞∑
k=N(δ)+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk

〉
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=
∞∑

k=N(δ)+1

λεke
−2λεkt| 〈uε, φεk〉 |2

≤
∞∑

k=N(δ)+1

δ2t−2γe−2at| 〈uε, φεk〉 |2.

Logo, usando a Desigualdade de Bessel, segue que

I2
2 ≤ δ2t−2γe−2at

∞∑
k=N(δ)+1

| 〈uε, φεk〉 |2 ≤ δ2t−2γe−2at‖uε‖2
L2(Ωε)

.

ou seja,

I2 ≤ δt−γe−at‖uε‖L2(Ωε).

Analogamente,

I3 ≤ δt−γe−at‖uε‖L2(Ω0).

Para I1, temos

I1 =

∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

e−λ
ε
kt 〈uε, φεk〉φεk −

N(δ)∑
k=n+1

e−λ
0
kt
〈
uε, φ

0
k

〉
φ0
k

∥∥∥∥∥∥
H1
ε

≤

∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

(e−λ
ε
kt − e−λ0

kt) 〈uε, φεk〉φεk

∥∥∥∥∥∥
H1
ε

+

∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

e−λ
0
kt(〈uε, φεk〉φεk −

〈
uε, φ

0
k

〉
φ0
k)

∥∥∥∥∥∥
H1
ε

Para o primeiro termo, temos∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

(e−λ
ε
kt − e−λ0

kt) 〈uε, φεk〉φεk

∥∥∥∥∥∥
2

H1
ε

=

∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

(e−λ
ε
kt − e−λ0

kt) 〈uε, φεk〉φεk

∥∥∥∥∥∥
2

H1(Ωε∩Ω0)

+

∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

(e−λ
ε
kt − e−λ0

kt) 〈uε, φεk〉φεk

∥∥∥∥∥∥
2

H1(Ωε\Ω0)

.

Procedendo como anteriormente, para ε(δ) pequeno o su�ciente e usando a con-

vergência dos autovalores, segue que∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

(e−λ
ε
kt − e−λ0

kt) 〈uε, φεk〉φεk

∥∥∥∥∥∥
2

H1
ε

≤
N(δ)∑
k=n+1

t|λεk − λ0
k|‖uε‖L2(Ωε)‖φεk‖L2(Ωε)‖φεk‖H1

ε
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≤
N(δ)∑
k=n+1

2t|λεk − λ0
k|‖uε‖L2(Ωε)‖A

1
2
ε φ

ε
k‖L2(Ωε)

≤
N(δ)∑
k=n+1

2t|λεk − λ0
k|‖uε‖L2(Ωε)(λ

ε
k)

1
2‖φεk‖L2(Ωε)

≤
N(δ)∑
k=n+1

2(λεk)
1
2 t|λεk − λ0

k|‖uε‖L2(Ωε)

≤
N(δ)∑
k=n+1

2(λεN(δ))
1
2 t|λεk − λ0

k|‖uε‖L2(Ωε)

≤
N(δ)∑
k=n+1

δ2t−2γe−2at‖uε‖2
L2(Ωε)

≤ δ2t−2γe−2at‖uε‖2
L2(Ωε)

.

Assim,∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

(e−λ
ε
kt − e−λ0

kt) 〈uε, φεk〉φεk

∥∥∥∥∥∥
H1
ε

≤ δt−γe−at‖uε‖L2(Ωε).

Resta-nos estimar o último termo:∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

e−λ
0
kt(〈uε, φεk〉φεk −

〈
uε, φ

0
k

〉
φ0
k)

∥∥∥∥∥∥
H1
ε

=

∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

e−λ
0
kt(〈uε, φεk〉φεk − 〈uε, φεk〉φ0

k + 〈uε, φεk〉φ0
k −

〈
uε, φ

0
k

〉
φ0
k)

∥∥∥∥∥∥
H1
ε

≤

∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

e−λ
0
kt(〈uε, φεk〉 (φεk − φ0

k))

∥∥∥∥∥∥
H1
ε

+

∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

e−λ
0
kt(
〈
uε, φ

ε
k − φ0

k

〉
φ0
k)

∥∥∥∥∥∥
H1
ε

≤ e−λ
0
n+1t

∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

(〈uε, φεk〉 (φεk − φ0
k))

∥∥∥∥∥∥
H1
ε

+ e−λ
0
n+1t

∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

(
〈
uε, φ

ε
k − φ0

k

〉
φ0
k)

∥∥∥∥∥∥
H1
ε

≤ e−λ
0
n+1t

N(δ)∑
k=n+1

| 〈uε, φεk〉 |‖φεk − φ0
k‖H1

ε
+ e−λ

0
n+1t

N(δ)∑
k=n+1

|
〈
uε, φ

ε
k − φ0

k

〉
|‖φ0

k‖H1
ε

≤ e−λ
0
n+1t

 N(δ)∑
k=n+1

| 〈uε, φεk〉 |‖φεk − φ0
k‖H1

ε
+ |
〈
uε, φ

ε
k − φ0

k

〉
|‖φ0

k‖H1
ε

 ,

≤ e−λ
0
n+1t

( N(δ)∑
k=n+1

‖uε‖L2(Ωε)‖φεk‖L2(Ωε)‖φεk − φ0
k‖H1

ε

+‖uε‖L2(Ωε)‖φεk − φ0
k‖L2(Ωε)‖φ0

k‖H1
ε

)
≤ e−λ

0
n+1t2‖φεk − φ0

k‖L2(Ωε)

 N(δ)∑
k=n+1

‖uε‖L2(Ωε)‖φεk‖L2(Ωε) + ‖uε‖L2(Ωε)‖φ0
k‖H1

ε

 .
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Portanto, para ε(δ) pequeno o su�ciente e pela convergência das autofunções, temos∥∥∥∥∥∥
N(δ)∑
k=n+1

e−λ
0
kt 〈uε, φεk〉φεk −

〈
uε, φ

0
k)φ

0
k

〉∥∥∥∥∥∥
H1
ε

≤ δt−γe−at‖uε‖L2(Ωε).

Das estimativas para I1, I2 e I3 ,obtemos

∥∥eAεt(I − P ε
a )uε − eA0t(I − P 0

a )uε
∥∥
H1
ε
≤ Cδt−γe−at‖uε‖L2(Ωε), (2.10)

para t > δ e ε ∈ (0, ε(δ)).

Como δ é arbitrário, segue da parte (i) e da desigualdade (2.10) que o resultado está

provado.

A prova de (2.8) da proposição é similar à prova de (2.9). Apenas trocamos a por b

e P ε
a = 0, P 0

a = 0.

Isto conclui a demonstração.

�
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Capítulo 3

Continuidade dos atratores

Neste capítulo provaremos, usando a Fórmula da Variação das Constantes e os resul-

tados do capítulo anterior, que a família de semigrupos não lineares associada ao problema

(1) dependendo de ε é contínua em ε = 0, uniformemente em intervalos compactos de

(0,∞). Com isso podemos provar que a família de atratoresAε e os conjuntos de equilíbrio

Eε são semicontínuos superiormente em ε = 0.

Posteriormente, estudaremos a semicontinuidade inferior dos atratores. Tal resul-

tado é obtido a partir da continuidade dos conjuntos de equilíbrio Eε, que mostraremos, e a

caracterização dos atratores como união das variedades instáveis dos pontos de equilíbrio,

como no Teorema 1.68, para semigrupos com estrutura gradiente.

Recordemos que a semicontinuidade superior dos atratores em H1
ε signi�ca que

sup
uε∈Aε

inf
u0∈A0

‖uε − u0‖H1
ε
→ 0 quando ε→ 0,

enquanto a semicontinuidade inferior dos atratores em H1
ε signi�ca

sup
u0∈A0

inf
uε∈Aε

‖uε − u0‖H1
ε
→ 0 quando ε→ 0.

3.1 Semicontinuidade superior dos atratores e dos con-

juntos de pontos de equilíbrio

No capítulo anterior estudamos detalhadamente o comportamento da parte linear

dos operadores sob perturbação e provamos o resultado que garante a continuidade dos
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semigrupos lineares. Veremos agora que os atratores e o conjunto de soluções de equilíbrio

são semicontínuos superiormente sob a perturbação.

Para isto, usaremos a continuidade dos semigrupos lineares já obtida e a continuidade

dos semigrupos não lineares, que mostraremos a seguir.

Observação 3.1. Usaremos, a partir daqui, a seguinte notação para os operadores de

Nemitsky associados a f e ∂f
∂u
, respectivamente:

F (u)x = f(x, u(x)), F ′(u)x =
∂f

∂u
(x, u(x)).

Proposição 3.2. Suponha que a família {Ωε; 0 ≤ ε ≤ ε0} seja admissível. Então existem

0 ≤ γ < 1, uma função c(ε) tal que c(ε)→ 0 quando ε→ 0, e uma constante M tais que

‖Tε(t, uε)− T0(t, uε)‖H1
ε
≤Mc(ε)t−γ, t ∈ (0, τ ], ‖uε‖L2(Ωε) ≤ R, ε ∈ (0, ε0), (3.1)

onde M = M(τ, R).

Demonstração: Pela Fórmula da Variação das Constantes, temos

Tε(t, uε) = eAεtuε +

∫ t

0

eAε(t−s)F (Tε(s, uε))ds, ε ∈ [0, ε0).

Assim,

‖Tε(t, uε)− T0(t, uε)‖H1
ε

=

∥∥∥∥eAεtuε − eA0tuε +

∫ t

0

eAε(t−s)F (Tε(s, uε))− eA0(t−s)F (Tε(s, uε))

+eA0(t−s)F (Tε(s, uε))− eA0(t−s)F (T0(s, uε))ds

∥∥∥∥
H1
ε

≤
(∥∥eAεtuε − eA0tuε

∥∥
H1
ε

+

∫ t

0

∥∥eAε(t−s)F (Tε(s, uε))− eA0(t−s)F (Tε(s, uε))
∥∥
H1
ε
ds

+

∫ t

0

∥∥eA0(t−s)F (Tε(s, uε))− eA0(t−s)F (T0(s, uε))
∥∥
H1
ε
ds

)
, ε ∈ [0, ε0).

Usando a Proposição 2.9, temos

ebt‖Tε(t, uε)− T0(t, uε)‖H1
ε
≤ ebt(Mθ(ε)t−γe−bt‖uε‖L2(Ωε))

+ ebtMθ(ε)

∫ t

0

(t− s)−γe−b(t−s)‖F (Tε(s, uε)‖L2(Ωε)ds

+ ebtM

∫ t

0

(t− s)−
1
2 e−b(t−s)C‖Tε(s, uε)− T0(s, uε)‖H1

ε
ds.
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Como ‖uε‖L2(Ωε) ≤ R e f é limitada, podemos majorar os dois primeiros termos do

lado direito da desigualdade acima por Mθ(ε)t−γ.

Tomando a função ebt‖Tε(t, uε) − T0(t, uε)‖ e usando a Desigualdade de Gronwall,

obtemos τ > 0 e M̃ = M̃(τ, R) tais que

ebt‖Tε(t, uε)− T0(t, uε)‖H1
ε
≤ M̃θ(ε)t−γ, t ∈ (0, τ ].

Como ebt é limitado para t ∈ (0, τ ], temos

‖Tε(t, uε)− T0(t, uε)‖H1
ε
≤ ˜̃Mθ(ε)t−γ, t ∈ (0, τ ].

�

Proposição 3.3. Suponha que a família {Ωε; 0 ≤ ε ≤ ε0} seja admissível. Então temos

a semicontinuidade superior dos atratores em ε = 0 em H1
ε , no sentido que

sup
uε∈Aε

[
inf

u0∈A0

{‖uε − u0‖H1
ε
}
]
−→ 0 quando ε→ 0. (3.2)

Demonstração:

Devemos mostrar que

sup
uε∈Aε

inf
v∈A0

‖uε − v‖H1
ε

ε→0→ 0.

Para tanto, é su�ciente mostrarmos que, dado δ > 0, existe ε̄ = ε̄(δ) tal que

inf
v∈A0

‖uε − v‖H1
ε
< δ,

qualquer que seja uε ∈ Aε, com 0 < ε < ε̄. Agora, pela de�nição de ín�mo, basta

garantirmos que, dado δ̄ > 0, existe u0 ∈ A0 satisfazendo

‖uε − v0‖H1
ε
< δ + δ̄, ∀uε ∈ Aε.

De fato, o atrator limite A0 atrai o conjunto B =
⋃

ε∈(0,ε0]

Aε sob T0(t), na topologia de

H1(Ω0), já que B é limitado em L∞(RN). Deste modo, qualquer que seja η > 0 dado,

existe τ > 0 tal que

d(T0(t, uε),A0) < η, ∀uε ∈ B, sempre que t ≥ τ,
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ou seja, dado η̄ > 0, existe u0 ∈ A0 tal que

‖T0(τ, uε)− u0‖H1
ε
< η + η̄, ∀uε ∈ B.

Seja

ϕε : R→ H1(Ωε)

t 7→ ϕε(t, uε)

uma órbita completa limitada por uε e de�namos vε = ϕε(−τ, uε) ∈ Aε.

Assim, temos uε = Tε(τ, vε) e, da Proposição (3.2), segue que

‖uε − u0‖H1
ε

= ‖Tε(τ, vε)− u0‖H1
ε

≤ ‖Tε(τ, vε)− T0(τ, vε)‖H1
ε

+ ‖T0(τ, vε)− u0‖H1
ε

≤Mc(ε)τ−γ + η + η̄ ≤ δ + δ̄,

para ε, η, η̄ su�cientemente pequenos.

�

Proposição 3.4. Se a família {Ωε : 0 ≤ ε ≤ ε0} é admissível e Eε denota o conjunto das

soluções de equilíbrio do problema (1) para ε ∈ [0, ε0], então

sup
uε∈Eε

[
inf
u0∈E0
{‖uε − u0‖H1

ε
}
]
−→ 0 quando ε→ 0. (3.3)

Demonstração:

Para mostrar a semicontinuidade superior das soluções de equilíbrio, provaremos

que, para uma sequência εk → 0 e para uεk ∈ Eεk , podemos extrair uma subsequência,

que denotamos também por uεk , e obtermos u0 ∈ E0 tais que ‖uεk − u0‖H1
εk
→ 0 quando

k →∞. Pela semicontinuidade superior dos atratores dada por (3.2), obtemos a existência

de u0 ∈ A0 tal que ‖uεk − u0‖H1
εk
→ 0 quando εk → 0. Para mostrar que u0 ∈ E0, observe

primeiro que, pela unicidade do limite para todo t > 0, temos

‖uεk − T0(t, u0)‖H1
εk
→ ‖u0 − T0(t, u0)‖H1(Ω0).

Além disso, para τ > 0 �xo e t ∈ (0, τ), temos

‖uεk − T0(t, u0)‖H1
εk

= ‖Tεk(t, uεk)− T0(t, u0)‖H1
εk
−→ 0, quando εk → 0,

onde estamos usando que uεk é equilíbrio e (3.1). Em particular, temos que, para t > 0,

u0 = T0(t, u0), o que implica que u0 é um equilíbrio, concluindo a prova da proposição.

�
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3.2. CONTINUIDADE DOS CONJUNTOS DE EQUILÍBRIO, VARIEDADES
INSTÁVEIS E ATRATORES

3.2 Continuidade dos conjuntos de equilíbrio, variedades

instáveis e atratores

Para obtermos a semicontinuidade inferior dos atratores em H1
ε , devemos veri�car a

semicontinuidade inferior dos conjuntos de equilíbrio Eε. Nesta seção provaremos, para a

classe de domínios perturbados considerados e assumindo que os equilíbrios do problema

limite são todos hiperbólicos, que Eε são conjuntos �nitos com cardinalidade constante;

isto é, Eε = {uε1, ..., uεm}, 0 ≤ ε ≤ ε0. Provaremos também que este conjunto comporta-se

continuamente com respeito a ε em H1
ε , ou seja,

max
1≤k≤m

{‖uεk − u0
k‖H1

ε
} ε→0−→ 0.

Provaremos posteriormente, nesta seção, que as variedades locais das soluções de

equilíbrio são contínuas quando ε→ 0. Para isto, usaremos a convergência dos equilíbrios

para obter a continuidade do espectro da linearização em uma vizinhança do equilíbrio e

consequentemente a continuidade das variedades instáveis.

3.2.1 Continuidade dos conjuntos de equilíbrio

Considere a família de problemas elípticos:

(P )ε

 ∆u+ f(x, u) = 0, em Ωε,

∂u
∂n

= 0, em ∂Ωε

para cada 0 ≤ ε ≤ ε0 (ε0 > 0).

Observemos por um instante um lema técnico, antes do nosso resultado principal.

Lema 3.5. Existe uma constante C tal que para todo zε ∈ H1(Ωε), e todo δ > 0 e vε, wε

tais que, para ‖vε − zε‖H1(Ωε) < δ e ‖wε − zε‖H1(Ωε) < δ, temos

‖F (vε)− F (wε)− F ′(zε)(vε − wε)‖L2(Ωε) ≤ C

(
1
√
τε

+ δ
2
N

)
‖vε − wε‖H1(Ωε),

onde τε é dado por (2.2).

Demonstração: Observe que, para x ∈ RN �xo, temos, pelo Teorema do Valor Médio,

que existe cε ∈ H1(Ωε) tal que

F (vε(x))− F (wε(x)) = F ′(cε(x))(vε(x)− wε(x))
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onde cε(x) = θvε(x) + (1 − θ)wε(x) para algum θ ∈ [0, 1] e, ainda mais, note que existe

c̃ε ∈ H1(Ωε) tal que

F ′(cε(x))(vε(x)−wε(x))−F ′(zε)(vε(x)−wε(x)) = F ′′(c̃ε(x))(cε(x)−zε(x))(vε(x)−wε(x))

e F ′′(c̃ε(x)) é limitado, portanto

|F ′(cε(x))(vε(x)−wε(x))−F ′(zε)(vε(x)−wε(x))| ≤ K|(cε(x)−zε(x))||(vε(x)−wε(x))|

= K|θvε(x) + (1− θ)wε(x) + θzε(x)− θzε(x)− zε(x)||vε(x)− wε(x)|

= K|θ(vε(x)− zε(x)) + (1− θ)(wε(x)− zε(x))||vε(x)− wε(x)|

≤ K [|θ||(vε(x)− zε(x))|+ |(1− θ)||(wε(x)− zε(x))|] |vε(x)− wε(x)|

≤ Kγε,δ(x)|vε(x)− wε(x)|,

onde γε,δ(x) = min{1, |(vε(x)− zε(x))|+ |(wε(x)− zε(x))|}.

Pela de�nição de γε,δ(x), temos que ‖γε,δ‖L∞(Ωε) ≤ 1, 0 ≤ ε ≤ ε0. Além disso,

‖γε,δ‖2
L2(Ωε)

≤
(
‖(vε − zε)‖L2(Ωε) + ‖(wε − zε)‖L2(Ωε)

)2 ≤ (2δ)2

portanto ‖γε,δ‖L2(Ωε) ≤ 2δ, para todo vε, wε ∈ Bδ(zε). Usando a Desigualdade de Hölder,

obtemos

‖γε,δ‖pLp(Ωε)
=

∫
Ωε

|γε,δ|p =

∫
Ωε

|γε,δ|2|γε,δ|p−2 ≤ ‖γ2
ε,δ‖L1(Ωε) · ‖γ

p−2
ε,δ ‖L∞(Ωε)

≤ ‖γε,δ‖2
L2(Ωε)

· ‖γε,δ‖p−2
L∞(Ωε)

≤ (2δ)2 · 1p−2 = (2δ)2

logo ‖γε,δ‖Lp(Ωε) ≤ (2δ)
2
p ≤ 2(δ)

2
p , 2 ≤ p <∞, para todo vε, wε ∈ Bδ(zε).

Agora, se ϕε = vε − wε denotemos ϕ̃ε = Eε(ϕε|Kε
)|Ωε . Então

‖ϕ̃ε − ϕε‖L2(Ωε) = ‖ϕ̃ε − ϕε‖L2(Ωε\Kε) ≤
1
√
τε
‖∇ϕ̃ε −∇ϕε‖L2(Ωε\Kε)

≤ C
1
√
τε

(‖ϕε‖H1(Ωε) + ‖ϕ̃ε‖H1(Ωε)) ≤ C
1
√
τε

(‖ϕε‖H1(Ωε) + ‖ϕε‖H1(Kε))

≤ C 2√
τε
‖ϕε‖H1(Ωε),
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onde estamos usando que Eε : H1(Kε) → H1(RN) é limitado e τε é o primeiro autovalor

de −∆ em Ωε \Kε com condição de Dirichlet em ∂Kε e Neumann em ∂Ωε. Observemos

que

‖γε,δ(ϕε − ϕ̃ε)‖2
L2(Ωε)

=

∫
L2(Ωε)

|γε,δ|2|ϕε − ϕ̃ε|2 ≤ ‖γ2
ε,δ‖L∞(Ωε) · ‖(ϕε − ϕ̃ε)2‖L1(Ωε)

≤ ‖γε,δ‖2
L∞(Ωε)

∫
Ωε

|ϕε − ϕ̃ε|2.

Agora, usando a observação acima, temos que

‖γε,δϕε‖L2(Ωε) ≤ ‖γε,δ(ϕε − ϕ̃ε)‖L2(Ωε) + ‖γε,δϕ̃ε‖L2(Ωε)

≤ ‖γε,δ‖L∞(Ωε)‖(ϕε − ϕ̃ε)‖L2(Ωε) + ‖γε,δ‖LN (Ωε)‖ϕ̃ε‖
L

2N
(N−2) (RN )

≤
(
C

2
√
τε

+ Cδ
2
N

)
‖ϕε‖H1(Ωε).

Isto prova o lema. �

Proposição 3.6. Assuma que a família de domínios {Ωε : 0 ≤ ε ≤ ε0} seja admissível.

Assuma também que o problema (P )0 tenha uma solução u0 e que o zero não esteja

no espectro do operador ∆ + ∂f
∂u

(·, u0(·))I : H2
N (Ω0) ⊂ L2(Ω0) → L2(Ω0). Considere o

operador extensão E : H1(Ω0) → H1(RN) e seja u0,ε = E(u0)|Ωε ∈ H1(Ωε). Então,

existe ε0 > 0 e δ > 0 tal que o problema (P )ε tem exatamente uma solução, uε, em

{wε, ‖wε − u0,ε‖H1(Ωε) ≤ δ} para 0 ≤ ε ≤ ε0. Além disso,

‖uε − u0‖H1
ε
→ 0 quando ε→ 0.

Demonstração: De�na os operadores

Θε : H1(Ωε)→ H1(Ωε),

Θε(zε) = (−∆ + F ′(u0,ε)I)−1(F (zε) + F ′(u0,ε)zε)

(F e F ′ como na Observação 3.1). Os operadores Θε estão bem de�nidos, pela Proposição

2.7 e ε0 > 0 pequeno, desde que F ′(u0,ε) → F ′(u0) em L2(RN) e 0 /∈ σ(∆ + F ′(u0)I).

Note também que vε é um ponto �xo de Θε se, e somente se, vε é uma solução de (P )ε.

De fato, se vε é ponto �xo, observe que temos

vε = Θε(vε) = (−∆ + F ′(u0,ε)I)−1(F (vε) + F ′(u0,ε)vε),
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logo F (vε) = −∆vε. A recíproca é óbvia.

Mostraremos que existem δ > 0 e ε0 > 0 tais que o operador Θε, para 0 ≤ ε ≤ ε0, é

uma contração do conjunto Bδ(u
0,ε) = {vε ∈ H1(Ωε) : ‖vε−u0,ε‖H1(Ωε) ≤ δ} nele mesmo,

e usaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach para mostrar que Θε tem um único ponto

�xo em Bδ(u
0,ε).

Começaremos mostrando que Θε : Bδ(u
0,ε) → H1(Ωε) é uma contração, ou seja,

que existe ρ < 1 tal que ‖Θεvε − Θεwε‖H1(Ωε) ≤ ρ‖vε − wε‖H1(Ωε) para vε, wε ∈ Bδ(u
0,ε).

Temos,

‖Θεvε −Θεwε‖H1(Ωε) = ‖(−∆ + F ′(u0,ε)I)−1(F (vε)− F (wε) + F ′(u0,ε)(vε − wε))‖H1(Ωε)

≤ ‖(−∆ + F ′(u0,ε)I)−1‖L(L2(Ωε),H1(Ωε))‖F (vε)− F (wε) + F ′(u0,ε)(vε − wε)‖L2(Ωε)

≤ C‖F (vε)− F (wε) + F ′(u0,ε)(vε − wε)‖L2(Ωε),

onde usamos o Lema 2.6 para obter que ‖(−∆ + F ′(u0,ε)I)−1‖L(L2(Ωε),H1(Ωε)) ≤ C, para

alguma constante C independente de ε.

Portanto, usando o Lema 3.5, temos

‖Θεvε −Θεwε‖H1(Ωε) ≤ C

(
1
√
τε

+ δ
2
N

)
‖vε − wε‖H1(Ωε).

E para ρ < 1 dado, escolha ε pequeno o su�ciente tal que C 1√
τε
≤ ρ

2
e δ pequeno o

su�ciente tal que Cδ
2
N < ρ

2
. Isto mostra que Θε é uma contração de Bδ(u

0,ε) em H1(Ωε).

Agora para provarmos que Θε leva o conjunto Bδ(u
0,ε) nele mesmo, provaremos

primeiro que ‖Θεu
0,ε − u0,ε‖H1(Ωε) → 0. Note que

‖Θεu
0,ε−u0,ε‖H1(Ωε) ≤ ‖Θεu

0,ε−u0‖H1
ε

+‖u0,ε−u0‖H1
ε

= ‖Θεu
0,ε−u0‖H1

ε
+‖u0,ε‖H1(Ωε\Ω0)

Mas ‖u0,ε‖H1(Ωε\Ω0) → 0 quando ε → 0. Portanto, resta mostrar que ‖Θεu
0,ε −

u0‖H1
ε
→ 0 quando ε → 0. Para tanto, denotemos vε = Θεu

0,ε, então vε ∈ H1(Ωε) é

solução de

 −∆vε + F ′(u0,ε)vε = F (u0,ε) + F ′(u0,ε)u0,ε, em Ωε,

∂vε
∂n

= 0, em ∂Ωε,

pelo fato de (−∆ + F ′(u0,ε))Θεu
0,ε = F (u0,ε) + F ′(u0,ε)u0,ε, e u0 é solução de
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 −∆u0 + F ′(u0)u0 = F (u0) + F ′(u0)u0, em Ω0,

∂u0

∂n
= 0, em ∂Ω0.

Como F é continuamente diferenciável, temos que F (u0,ε) + F ′(u0,ε)u0,ε → F (u0) +

F ′(u0)u0 quando ε→ 0, pois u0,ε → u0 na mesma condição. Logo,

‖vε − u0‖H1
ε

= ‖(−∆ + F ′(u0,ε))−1(−∆ + F ′(u0,ε))vε − (−∆ + F ′(u0))−1(−∆ + F ′(u0))u0‖

= ‖(−∆ + F ′(u0,ε))−1(F (u0,ε) + F ′(u0,ε)u0,ε)− (−∆ + F ′(u0))−1(F (u0) + F ′(u0)u0)‖ → 0

quando ε→ 0, onde usamos a convergência do resolvente estimada na Proposição 2.6.

Portanto, ‖Θεu
0,ε − u0,ε‖H1(Ωε) → 0 quando ε→ 0.

Para mostrar que Θε leva o conjunto Bδ(u
0,ε) nele mesmo observemos que se vε ∈

Bδ(u
0,ε), então

‖Θεvε − u0,ε‖H1(Ωε) ≤ ‖Θεvε −Θεu
0,ε‖H1(Ωε) + ‖Θεu

0,ε − u0,ε‖H1(Ωε)

≤ ρδ + ‖Θεu
0,ε − u0,ε‖H1(Ωε).

Escolhendo novamente ε pequeno o su�ciente, podemos garantir que ‖Θεu
0,ε−u0,ε‖H1(Ωε) <

(1− ρ)δ e portanto ‖Θεvε − u0,ε‖H1(Ωε) < δ, assim como desejávamos mostrar.

Portanto, de acordo com o Teorema do Ponto Fixo de Banach, Θε tem um único

ponto �xo em Bδ(u
0,ε) e tal ponto é solução de (P )ε.

Tome ε0 pequeno o su�ciente para que valha as a�rmações provadas, e assim valem

para todo 0 ≤ ε ≤ ε0.

Seja µ > 0, tome ρ e depois δ pequenos o su�ciente tais que ρδ < µ
2
, e lembre-se que

‖Θεu
0,ε − u0‖ ε→0−→ 0. Assim,

‖uε − u0‖H1
ε
≤ ‖uε −Θεu

0,ε‖H1
ε

+ ‖Θεu
0.ε − u0‖H1

ε

≤ ‖Θεuε −Θεu
0,ε‖H1(Ωε) − ‖Θεu

0,ε + u0‖H1(Ωε)

≤ ρ‖uε − u0,ε‖H1(Ωε) −
µ

2
< ρδ +

µ

2
< µ.

Portanto, ‖uε − u0‖H1
ε
→ 0 quando ε→ 0, �nalizando a prova do resultado.

�

Corolário 3.7. Assuma que as condições da Proposição 3.6 estejam satisfeitas. Assuma

também que o problema (P )0 tenha exatamente m soluções u0
1, ..., u

0
m e que todas sejam
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hiperbólicas no sentido de que o zero não está no espectro de ∆ + F ′(u0
k)I : H2

n(Ω0) ⊂

L2(Ω0) → L2(Ω0) para k = 1, ...,m. Então existe um ε0 > 0 pequeno tal que, para todo

0 ≤ ε ≤ ε0, o problema (P )ε tem exatamente m soluções uε1, ..., u
ε
m. Além disso,

‖uεk − u0
k‖H1

ε
→ 0 quando ε→ 0.

Demonstração: Pela Proposição 3.2 temos que uma solução uε de (P )ε está em uma viz-

inhança de conjunto de equilíbrio de (P )0 para ε pequeno su�ciente. Mas pela Proposição

3.6, em uma vizinhança de u0
k há somente uma solução de (P )εk que converge para u

0
k em

H1
εk

para k = 1, ...,m. Isto conclui o resultado. �

3.2.2 Continuidade das variedades instáveis

Nesta seção mostraremos que as variedades instáveis de uεk, para k = 1, ...,m �xo,

são contínuas em H1
εk

quando ε→ 0. A existência de tais variedade segue de [11].

Proposição 3.8. Assuma que a família de domínios {Ωε : 0 ≤ ε ≤ ε0} seja admissível.

Assuma também que u0 seja uma solução de (P )0 e que o zero não esteja no espectro

do operador ∆ + ∂f
∂u

(·, u0(·))I : H2
N (Ω0) ⊂ L2(Ω0) → L2(Ω0). Pela Proposição 2.5, (P )ε

tem uma única solução, uε, próxima a u0. Então existem δ, ε0 > 0 tais que uε tem uma

variedade instável local W u
loc(u

ε) ⊂ H1(Ωε) para 0 ≤ ε ≤ ε0, e se denotarmos

W u
δ (uε) = {w ∈ W u

loc(u
ε), ‖w − uε‖H1(Ωε) < δ}, 0 ≤ ε ≤ ε0,

então W u
δ (uε) converge em H1

ε para W u
δ (u0) quando ε→ 0, no sentido que

sup
wε∈Wu

δ (uε)

inf
w0∈Wu

δ (u0)
‖wε − w0‖H1

ε
+ sup

w0∈Wu
δ (u0)

inf
wε∈Wu

δ (uε)
‖wε − w0‖H1

ε
→ 0

quando ε→ 0.

Demonstração: Note que pela Proposição 3.6, temos ‖uε − u0‖H1
ε
→ 0 quando ε→ 0.

Portanto, F ′(uε)
ε→0−→ F ′(u0), e segue da Proposição 2.3, que o espectro de −∆ + F ′(uε)

comporta-se continuamente quando ε→ 0.

Para w = u− uε, temos

wt = ut = ∆u+ F (u)− (∆uε + F (uε)) + F ′(uε)w − F ′(uε)w,

de modo que podemos reescrever a equação (1) da seguinte forma:
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 wt = ∆w + F ′(uε)w + F (w + uε)− F (uε)− F ′(uε)w, em Ωε

∂w
∂n

= 0 em ∂Ωε.
(3.4)

Denotemos por {λεi}∞i=1 os autovalores de (∆ + F ′(uε)I) e por {φεi}∞i=1 o sistema

ortonormal de autofunções correspondente. Se λ0
1, ..., λ

0
n são positivos e λ0

n+1, λ
0
n+2, ... os

autovalores negativos, sejam β > 0 e ε0 > 0 tais que λε1 ≥ · · · ≥ λεn ≥ β > 0 > −β ≥

λεn+1 ≥ λεn+2..., 0 ≤ ε ≤ ε0. Denote Wε = [φε1, ..., φ
ε
n] e W⊥

ε = {ψ ∈ H1(Ωε) :
∫

Ωε
ψφ =

0, ∀φ ∈ Wε}. Seja P ε : H1(Ωε)→ H1(Ωε) a projeção ortonormal em Wε

P εψ =
n∑
i=1

(∫
Ωε

ψφεi

)
φεi .

Portanto

‖ψ‖H1(Ωε) =

(
n∑
i=1

(λεi + 1)

(∫
Ωε

ψφεi

)2
) 1

2

.

Como λεi → λ0
i , 1 ≤ i <∞, temos que Wε é isomorfo ao Rn, pela aplicação

Wε 3 ψ
Tε7−→
(∫

Ωε

ψφε1, ...,

∫
Ωε

ψφεn

)
∈ Rn.

Tε é limitado com inversa limitada T−1
ε e as normas de Tε e T−1

ε são uniformemente

limitadas, 0 ≤ ε ≤ ε0, pois ‖Tεψ‖Rn ≤ ‖ψ‖H1(Ωε).

Agora vamos decompor a equação em (3.4) da seguinte maneira. Se w é solução de

(3.4) escrevemos

w =
n∑
i=1

viφ
ε
i + z,

onde vi =

∫
Ωε

wφεi .

v′i =
d

dt

∫
Ωε

wφεi =

∫
Ωε

wtφ
ε
i +

∫
Ωε

w
d

dt
φεi

=

∫
Ωε

(∆w + F ′(uε)w + F (w + uε)− F (uε)− F ′(uε)w)φεi

= 〈(∆ + F ′(uε))w, φεi 〉+

∫
Ωε

(F (w + uε)− F (uε)− F ′(uε)w)φεi

= λεivi +

∫
Ωε

(F (w + uε)− F (uε)− F ′(uε)w)φεi .
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Observe que

zt = wt −
d

dt

(
n∑
i=1

viφ
ε
i

)

= ∆w + F ′(uε)w + F (w + uε)− F (uε)− F ′(uε)w

−

[
n∑
i=1

(
λεivi +

∫
Ωε

(F (w + uε)− F (uε)− F ′(uε)w)

)
φεi

]

=

(
n∑
i=1

λεivi

)
φεi + ∆z + F ′(uε)z + F (w + uε)− F (uε)− F ′(uε)w

−

[
n∑
i=1

(
λεivi +

∫
Ωε

(F (w + uε)− F (uε)− F ′(uε)w)

)
φεi

]
.

Logo, temos


zt = ∆z + F ′(uε)z + F (w + uε)− F (uε)− F ′(uε)w

−
∑n

i=1(
∫

Ωε
(F (w + uε)− F (uε)− F ′(uε)w)φεi )φ

ε
i ,

∂z
∂n

= 0.

Escrevemos v = (v1, ..., vn)T e Hε(v, z) = (Hε
1(v, z), ..., Hε

n(v, z)) onde

Hε
j (v, z) =

∫
Ωε

[
F

(
n∑
i=1

viφ
ε
i + z + uε

)
− F (uε)− F ′(uε)

(
n∑
i=1

viφ
ε
i + z

)]
φεj ,

e

Gε(v, z) = F

(
n∑
i=1

viφ
ε
i + z + uε

)
−F (uε)−F ′(uε)

(
n∑
i=1

viφ
ε
i + z

)
−

n∑
i=1

Hε
i (v, z)φ

ε
i .

Assim, temos Hε(0, 0) = 0 e Gε(0, 0) = 0. Dado ρ > 0, usando o Lema 3.5, segue

que existem ε0 > 0 e δ > 0 tais que se ‖v‖Rn + ‖z‖H1(Ωε) < δ e 0 ≤ ε ≤ ε0, então∫
Ωε

[
F

(
n∑
i=1

viφ
ε
i + z + uε

)
− F (uε)− F ′(uε)

(
n∑
i=1

viφ
ε
i + z

)]
φεj

=

〈
F

(
n∑
i=1

viφ
ε
i + z + uε

)
− F (uε)− F ′(uε)

(
n∑
i=1

viφ
ε
i + z

)
, φεj

〉
L2(Ωε)

≤

∥∥∥∥∥F
(

n∑
i=1

viφ
ε
i + z + uε

)
− F (uε)− F ′(uε)

(
n∑
i=1

viφ
ε
i + z

)∥∥∥∥∥
L2(Ωε)

‖φεj‖L2(Ωε).
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Portanto, como ‖φεj‖L2(Ωε) = 1, temos

‖Hε(v, z)‖Rn ≤ ρ.

Com o mesmo argumento podemos mostrar que

‖Gε(v, z)‖L2(Ωε) < ρ,

‖Hε(v, z)−Hε(ṽ, z̃)‖Rn < ρ(‖v − ṽ‖Rn + ‖z − z̃‖H1(Ωε)),

‖Gε(v, z)−Gε(ṽ, z̃)‖L2(Ωε) < ρ(‖v − ṽ‖Rn + ‖z − z̃‖H1(Ωε)).

(3.5)

O fato de podermos escolher ρ e δ uniformemente para 0 ≤ ε ≤ ε0 satisfazendo

as desigualdades acima é a chave para obtermos que as variedades locais instáveis estão

de�nidas em uma pequena vizinhança do ponto de equilíbrio uε uniformemente para

0 ≤ ε ≤ ε0.

Podemos estender Hε, Gε para além da Bδ(u
ε) de tal forma que as desigualdades

acima ainda sejam satisfeitas para todo v ∈ Rn, z ∈ H1(Ωε).

Observação 3.9. O procedimento para se estender uma função g de�nida em uma bola

de raio
1

n
de tal maneira que ela se torne globalmente Lipschitz contínua, sem alterar sua

constante de Lipschitz, é o seguinte: dada uma função g : V × Z → Y , V, Z e Y espaços

de Banach, de�nimos

gn(v, z) =

 g(v, z), ‖v + z‖ ≤ 1
n

g
(

v
n‖v+z‖ ,

z
n‖v+z‖

)
, ‖v + z‖ > 1

n
.

As constantes de Lipschitz para gn são justamente as constantes de Lipshitz para g quando

restrita a B 1
n
, ou seja, ‖gn(v1, z1) − gn(v2, z2)‖ ≤ Lgn(‖v1 − v2‖ + ‖z1 − z2‖) e Lgn é a

constante de Lipschitz de g na bola.

Denote Aε = (∆ + F ′(uε)I)|
W⊥ε

, Bε = diag(λε1, ..., λ
ε
n). Então a equação em (3.4)

pode ser reescrita da seguinte forma:

v̇ = Bεv +Hε(v, z),

ż = Aεz +Gε(v, z).
(3.6)

v ∈ Rn, z ∈ W⊥
ε , onde Hε, Gε satisfazem as desigualdades em (3.5) para todo v ∈ Rn,

z ∈ W⊥
ε .

Observemos também que, para algumM positivo e para algum β > 0, independentes
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de ε, 0 ≤ ε ≤ ε0, valem

‖eAεtz‖H1(Ωε) ≤Me−βt‖z‖H1(Ωε), t ≥ 0,

‖eAεtz‖H1(Ωε) ≤Mt−
1
2 e−βt‖z‖L2(Ωε), t > 0,

‖eBεtv‖Rn ≤Meβt‖v‖Rn , t ≤ 0.

Agora mostraremos que para ρ > 0 adequado, existe uma variedade instável para uε

W u
ε = {(v, z) : z = σ∗ε(v), v ∈ Rn},

onde σ∗ε : Rn → W⊥
ε é limitada e Lipschitz contínua. Além disso,

sup
v∈Rn
‖σ∗ε(v)− σ∗0(v)‖H1

ε
→ε→0 0.

Para mostrar tal resultado, primeiro mostraremos a existência da variedade invari-

ante. Para D > 0, J > 0, 0 < θ < 1, dados, seja ρ > 0 tal que

ρMβ−
1
2 Γ
(

1
2

)
≤ D,

ρM2(1 + J)
(
β
2

)− 1
2 Γ
(

1
2

)
≤ J,

β − ρM(1 + J) ≥ β
2
,

ρMβ−1 ≤ 1,

ρMΓ
(

1
2

) [
1

β
1
2

+ (1+J)

(β−ρM(1+J))−
1
2

]
≤ θ < 1.

O conjunto

X = {σε : Rn → W⊥
ε ; ‖σε(v)− σε(ṽ)‖H1(Ωε) ≤ J‖v − ṽ‖Rn e sup

v∈Rn
‖σε(v)‖H1(Ωε) ≤ D}

(3.7)

é um espaço métrico completo quando munido da norma ‖|σε‖| := supv∈Rn ‖σε(v)‖H1(Ωε).

Seja vε(t) = ψ(t, τ, η, σε) a solução de

dvε
dt

= Bεvε +Hε(vε, σε(vε)), t < τ,

vε(τ) = η,
(3.8)

e de�na Φ : X → X , dada por

Φ(σε)(η) =

∫ τ

−∞
eAε(τ−s)Gε(vε(s), σε(vε(s)))ds. (3.9)

Queremos mostrar que Φ é uma contração em X e usar o Teorema do Ponto Fixo

de Banach.
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Note que

‖Φ(σε)(·)‖H1(Ωε) ≤
∫ τ

−∞
‖eAε(τ−s)‖L(L2(Ωε),H1(Ωε))‖Gε(vε(s), σε(vε(s)))‖L2(Ωε)ds,

portanto,

‖Φ(σε)(·)‖H1(Ωε) ≤
∫ τ

−∞
ρM(τ − s)−

1
2 e−β(τ−s)ds = ρMβ−

1
2 Γ

(
1

2

)
≤ D. (3.10)

Agora suponha que σε e σ̃ε sejam funções satisfazendo (3.7) para η, η̃ ∈ Rn, e denote

vε(t) = ψ(t, τ, η, σε), ṽε(t) = ψ(t, τ, η̃, σ̃ε). Então

vε(t)− ṽε(t) = eBε(t−τ)(η − η̃) +

∫ t

τ

eBε(t−τ)[Hε(vε, σε(vε))−Hε(ṽε, σ̃ε(ṽε))]ds.

Assim, usando as desigualdades (3.5) e as estimativas para eBεt, temos a seguinte

estimativa

‖vε(t)− ṽε(t)‖Rn ≤Meβ(t−τ)‖η − η̃‖Rn

+ρM

∫ τ

t

eβ(t−s) (‖vε − ṽε‖Rn + ‖σε(vε)− σε(ṽε) + σε(ṽε)− σ̃ε(ṽε)‖H1(Ωε)

)
ds

≤Meβ(t−τ)‖η − η̃‖Rn

+ρM

∫ τ

t

eβ(t−s) (‖vε − ṽε‖Rn + J‖vε − ṽε‖Rn + ‖|σε − σ̃ε‖|) ds

≤Meβ(t−τ)‖η−η̃‖Rn+ρM(1+J)

∫ τ

t

eβ(t−s)‖vε−ṽε‖Rnds+ρM‖|σε−σ̃ε‖|
∫ τ

t

eβ(t−s)ds.

Seja φ(t) = e−β(t−τ)‖vε(t)− ṽε(t)‖Rn . Então

φ(t) ≤M‖η − η̃‖Rn + ρM

∫ τ

t

eβ(τ−s)ds‖|σε − σ̃ε‖|+ ρM(1 + J)

∫ τ

t

φ(s)ds.

Logo, pela Desigualdade de Gronwall, temos

‖vε(t)− ṽε(t)‖Rn ≤
[
M‖η − η̃‖Rneβ(t−τ) + ρM

∫ τ

t

eβ(t−s)ds‖|σε − σ̃ε‖|
]
e−ρM(1+J)(t−τ).

Observe que τ > t, logo eβ(t−τ) < 1 e
∫ τ

t

eβ(t−s) =
1

β
(1− eβ(t−τ)) e ainda (1− eβ(t−τ)) < 1,

portanto

‖vε(t)− ṽε(t)‖Rn ≤
[
M‖η − η̃‖Rn + ρMβ−1‖|σε − σ̃ε‖|

]
e−ρM(1+J)(t−τ).

Deste modo,

‖Φ(σε)(η)− Φ(σ̃ε)(η̃)‖H1(Ωε)
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≤M

∫ τ

−∞
(τ − s)−

1
2 e−β(τ−s)‖Gε(vε, σε(vε))−Gε(ṽε, σ̃ε(ṽε))‖L2(Ωε)ds

≤ ρM

∫ τ

−∞
(τ − s)−

1
2 e−β(τ−s) (‖σε(vε))− σ̃ε(ṽε))‖H1(Ωε) + ‖vε − ṽε‖Rn

)
ds

≤ ρM

∫ τ

−∞
(τ − s)−

1
2 e−β(τ−s)[(1 + J)‖vε − ṽε‖Rn + ‖|σε − σ̃ε‖|

]
ds.

Usando a estimativa para ‖vε − ṽε‖Rn , obtemos

‖Φ(σε)(η)− Φ(σ̃ε)(η̃)‖H1(Ωε)

≤ ρM

∫ τ

−∞
(τ − s)−

1
2 e−β(τ−s)(1 + J)‖ve − ṽe‖Rnds

+ρM

∫ τ

−∞
(τ − s)−

1
2 e−β(τ−s)‖|σε − σ̃ε‖|ds

≤ ρM

∫ τ

−∞
(τ − s)−

1
2 e−β(τ−s)(1 + J)

([
M‖η − η̃‖Rn + ρMβ−1‖|σε − σ̃ε‖|

]
e−ρM(1+J)(s−τ)

)
+ρM

∫ τ

−∞
(τ − s)−

1
2 e−β(τ−s)ds‖|σε − σ̃ε‖|

≤ ρM(1 + J)
(
M‖η − η̃‖Rn + ρMβ−1‖|σε − σ̃ε‖|

) ∫ τ

−∞
(τ − s)−

1
2 e(β−ρM(1+J))(s−τ)ds

+ρM

∫ τ

−∞
(τ − s)−

1
2 e−β(τ−s)ds‖|σε − σ̃ε‖|

≤ ρM(1 + J)
(
M‖η − η̃‖Rn + ρMβ−1‖|σε − σ̃ε‖|

)
(β − ρM(1 + J))−

1
2 Γ

(
1

2

)
+ρMβ−

1
2 Γ

(
1

2

)
‖|σε − σ̃ε‖|

= ρMΓ

(
1

2

)[
(1 + J)(ρMβ−1)(β − ρM(1 + J))−

1
2 + β−

1
2

]
‖|σε − σ̃ε‖|

+ρM2(1+J)‖η− η̃‖Rn(β−ρM(1+J))−
1
2 Γ
(

1
2

)
.

Seja

Iσ(ε) = ρMΓ

(
1

2

)[
(1 + J)

(β − ρM(1 + J))
1
2

+ β−
1
2

]
e

Iη(ε) = ρM2(1 + J)

(
β

2

)− 1
2

Γ

(
1

2

)
Para θ < 1 dado, existe ρ0 tal que se ρ ≤ ρ0, temos Iσ(ε) ≤ θ, Iσ(ε) ≤ J e
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‖Φ(σε)(η)− Φ(σ̃ε)(η̃)‖H1(Ωε) ≤ J‖η − η̃‖Rn + θ‖|σε − σ̃ε‖|. (3.11)

As desigualdades (3.10) e (3.11) nos garantem que Φ é uma contração de X em X .

Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe um único ponto σ∗ε = Φ(σ∗ε) em

X .

Resta mostrar que W u
ε = {(v, σ∗ε(v)) : v ∈ Rn} é uma variedade invariante de (3.6).

Seja (v0, z0) ∈ S, ou seja z0 = σ∗ε(v0). Denote por v∗ε(t) a solução do seguinte problema

de valor inicial

dv

dt
= Bεv +Hε(v, σ

∗
ε(v)), v(0) = v0.

Isto de�ne uma curva (v∗ε(t), σ
∗
ε(v
∗
ε(t))) ∈ S, t ∈ R. Mas a única solução de

ż = Aεz +Gε(v
∗
ε(t), σ

∗
ε(v
∗
ε(t))),

a qual permanece limitada para t→ −∞ é

z∗(t) =

∫ t

−∞
eAε(t−s)Gε(v

∗
ε(s), σ

∗
ε(v
∗
ε(s)))ds = σ∗ε(v

∗
ε(t)).

Portanto, (v∗ε(t), σ
∗
ε(v
∗
ε(s))) é uma solução de (3.6) passando (v0, z0) e a invariância está

provada.

Observe que, o ponto de equilíbrio de (3.4) é 0 e a solução (v∗ε(t), σ
∗
ε(v
∗
ε(t)))

t→−∞−→

(0, 0), como w = u− uε a solução está no conjunto W u
δ (uε).

Mostremos agora que se (vε(t), zε(t)), t ∈ R, é uma solução global do problema (3.4)

que está em W u
loc(u

ε), então zε(t) = σ∗ε(vε(t)), para todo t ∈ R, mostraremos que existem

constantes M ≥ 1 e ζ > 0 tais que

‖zε(t)− σ∗ε(vε(t))‖H1(Ωε) ≤Me−ζ(t−t0)‖zε(t0)− σ∗ε(vε(t0))‖H1(Ωε), t0 ≤ t.

Quando t0 → −∞, obtemos que zε(t) = σ∗ε(vε(t)) para todo t ∈ R.

Sejam ξε(t) = zε(t) − σ∗ε(vε(t)), queremos estimar ‖ξε(t)‖H1(Ωε), para isto, seja e

yε,t(r), r ≤ t a solução de

 ẏε,t +Bεyε = Hε(yε,t, σ
∗
ε(yε,t)), r ≤ t

yε,t(t) = vε(t).
(3.12)

e veja vε(t) como solução da equação
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 v̇ε +Bεvε = Hε(vε, zε), r ≤ t

yε(t) = vε(t).
(3.13)

Assim,

‖yε,t(r)− vε(r)‖Rn =

∥∥∥∥∫ r

t

eBε(r−s) [Hε(yε,t(s), σ
∗
ε(yε,t(s)))−Hε(vε(s), zε(s))] ds

∥∥∥∥
Rn

≤ ρM

∫ t

r

eβ(r−s) [(1 + J)‖yε,t(s)− vε(s)‖Rn + ‖σ∗ε(vε(s))− zε(s)‖H1(Ωε)

]
ds

≤ ρM

∫ t

r

eβ(r−s) [(1 + J)‖yε,t(s)− vε(s)‖Rn + ‖ξε(s)‖H1(Ωε)

]
ds.

Se φε(r) = e−βr‖yε,t(r)− vε(r)‖Rn , então

φε(r) ≤ ρM(1 + J)

∫ t

r

φε(s)ds+ ρM

∫ t

r

e−βs‖ξε(s)‖H1(Ωε)ds, r ≤ t.

Da Desigualdade de Gronwall segue que

‖yε,t(r)− vε(r)‖Rn ≤ ρM

∫ t

r

e−(β−ρM(1+J))(s−r)‖ξε(s)‖H1(Ωε)ds, r ≤ t. (3.14)

Seja agora r ≤ t0 ≤ t. Então,

‖yε,t(r)− yε,t0(r)‖Rn

=

∥∥∥∥eBε(r−t)yε,t(t) +

∫ r

t

eBε(r−s)Hε(yε,t(s), σ
∗
ε(yε,t(s)))ds

−
(
eBε(r−t0)yε,t0(t0) +

∫ r

t0

eBε(r−s)Hε(yε,t0(s), σ∗ε(yε,t0(s)))ds

)∥∥∥∥
Rn

=

∥∥∥∥eBε(r−t)yε,t(t) +

∫ t0

t

eBε(r−s)Hε(yε,t(s), σ
∗
ε(yε,t(s)))ds

+

∫ r

t0

eBε(r−s)Hε(yε,t(s), σ
∗
ε(yε,t(s)))ds

−
(
eBε(r−t0)yε,t0(t0) +

∫ r

t0

eBε(r−s)Hε(yε,t0(s), σ∗ε(yε,t0(s)))ds

)∥∥∥∥
Rn

=
∥∥eBε(r−t0)eBε(t0−t)yε,t(t)

+eBε(r−t0)

∫ t0

t

eBε(t0−s)Hε(yε,t(s), σ
∗
ε(yε,t(s)))ds− eBε(r−t0)yε,t0(t0)
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+

∫ r

t0

eBε(r−s) [Hε(yε,t(s), σ
∗
ε(yε,t))−Hε(yε,t0(s), σ∗ε(yε,t0(s)))] ds

∥∥∥∥
Rn

≤
∥∥eBε(r−t0) [yε,t(t0)− v(t0)]

∥∥
Rn

+

∥∥∥∥∫ r

t0

eBε(r−s) [Hε(yε,t(s), σ
∗
ε(yε,t))−Hε(yε,t0(s), σ∗ε(yε,t0(s)))] ds

∥∥∥∥
Rn

≤ ρM2eβ(r−t0)

∫ t

t0

e−(β−ρM(1+J))(s−t0)‖ξε(s)‖H1(Ωε)ds

+ρM

∫ t0

r

eβ(r−s)(1 + J)‖yε,t(s)− yε,t0(s)‖Rnds.

Usando novamente a Desigualdade de Gronwall, obtemos

‖yε,t(r)− yε,t0(r)‖Rn ≤ ρM2

∫ t

t0

e−(β−ρM(1+J))(s−r)‖ξε(s)‖H1(Ωε). (3.15)

Para estimar ξε(t), notemos que

ξε(t)− eAε(t−t0)ξε(t0) = zε(t)− σ∗ε(vε(t))− eAε(t−t0)[zε(t0)− σ∗ε(vε(t0))]

=

∫ t

t0

eAε(t−s)Gε(vε(s), zε(s))ds− σ∗ε(vε(t)) + eAε(t−t0)σ∗ε(vε(t0))

=

∫ t

t0

eAε(t−s)Gε(vε(s), zε(s))ds−
∫ t

−∞
eAε(t−s)Gε(yε,t(s), σ

∗
ε(yε,t(s)))ds

+eAε(t−t0)

∫ t0

−∞
eAε(t0−s)Gε(yε,t0(s), σ∗ε(yε,t0(s)))ds

=

∫ t

t0

eAε(t−r) [Gε(vε(s), zε(s))−Gε(yε,t(s), σ
∗
ε(yε,t(s)))] ds

−
∫ t0

−∞
eAε(t−r)[Gε(yε,t(s), σ(yε,t(s)))−Gε(yε,t0(s), σ∗ε(yε,t0(s)))]ds.

Assim, usando (3.14) e (3.15),

‖ξε(t)− eAε(t−t0)ξε(t0)‖H1(Ωε)

≤ ρM

∫ t

t0

e−β(t−s) [‖vε(s)− yε,t(s)‖Rn + ‖zε(s)− σ∗ε(yε,t(s))‖Rn ] ds

+ρM(1 + J)

∫ t0

−∞
e−β(t−s)‖yε,t(s)− yε,t0‖Rnds

≤ ρM

∫ t

t0

e−β(t−s)‖ξε(s)‖H1(Ωε)ds+ ρM(1 + J)

∫ t

t0

e−β(t−s)‖vε(s)− yε,t(s)‖Rnds
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+ρM(1 + J)

∫ t0

−∞
e−β(t−s)‖yε,t(s)− yε,t0(s)‖Rnds

≤ ρM

∫ t

t0

e−β(t−s)‖ξε(s)‖H1(Ωε)ds

+ρ2M2(1 + J)

∫ t

t0

e−β(t−s)
∫ t

s

e−(β−ρM(1+J))(s̃−s)‖ξε(s̃)‖H1(Ωε)ds̃ds

+ρ2M3(1 + J)

∫ t0

−∞
e−β(t−s)

∫ t

t0

e−(β−ρM(1+J))(s̃−s)‖ξε(s̃)‖H1(Ωε)ds̃ds

≤ ρM

∫ t

t0

e−β(t−s)‖ξε(s)‖H1(Ωε)ds

+ρ2M2(1 + J)e−βt
∫ t

t0

e−(β−ρM(1+J))s̃‖ξε(s̃)‖H1(Ωε)

∫ s̃

t0

e(2β−ρM(1+J))sdsds̃

+ρ2M3(1 + J)e−βt
∫ t

t0

e−(β−ρM(1+J))s̃‖ξε(s̃)‖H1(Ωε)

∫ t0

−∞
e(2β−ρM(1+J))sdsds̃,

de maneira que

‖ξε(t)− eAε(t−t0)ξε(t0)‖H1(Ωε) ≤
[
ρM +

ρ2M2(1 + J)

2β − ρM(1 + J)

] ∫ t

t0

e−β(t−s)‖ξε(s)‖H1(Ωε)ds

+
ρ2M3(1 + J)

2β − ρM(1 + J)
e−β(t−t0)

∫ t

t0

e−(β−ρM(1+J))(s̃−t0)‖ξε(s̃)‖H1(Ωε)ds̃,

e portanto,

eβ(t−t0)‖ξε(t)‖H1(Ωε) ≤M‖ξε(t0)‖H1(Ωε)

+

[
ρM +

ρ2M2(1 + J)

2β − ρM(1 + J)

] ∫ t

t0

e−β(s−t0)‖ξε(s)‖H1(Ωε)ds

+
ρ2M3(1 + J)

2β − ρM(1 + J)

∫ t

t0

e−(2β−ρM(1+J))(s−t0)eβ(s−t0)‖ξε(s)‖H1(Ωε)ds

≤M‖ξε(t0)‖H1(Ωε) +

[
ρM +

ρ2M2(1 + J)(1 +M)

2β − ρM(1 + J)

] ∫ t

t0

eβ(s−t0)‖ξε(s)‖H1(Ωε)ds.

Da Desigualdade de Gronwall segue ainda que

‖ξε(t)‖H1(Ωε) ≤M‖ξε(t0)‖H1(Ωε)e
−ζ(t−t0),

onde

ζ = β −
[
ρM +

ρ2M2(1 + J)(1 +M)

2β − ρM(1 + J)

]
.
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Logo, zε(t) = σ∗ε(vε(t)), para todo t ∈ R.

Nosso próximo passo é mostrar que o ponto �xo σ∗ε depende continuamente de ε

para ε = 0. Isto pode ser desenvolvido da seguinte maneira. Se 0 ≤ ε ≤ ε0 é tal que a

variedade instável é dada pelo grá�co de σ∗ε , 0 ≤ ε ≤ ε0 queremos mostrar que

sup
η∈Rn
‖σ∗ε(η)− σ∗0(η)‖H1

ε
= ‖|σ∗ε − σ∗0‖| → 0 quando ε→ 0.

Para mostrar tal fato, observemos primeiro que

‖Gε(v0, σ
∗
ε(v0))−G0(v0, σ

∗
0(v0))‖L2(RN ) ≤ o(1) + ‖|σ∗ε − σ∗0‖|.

De fato, usando a estimativa (3.5), temos

‖Gε(v0, σ
∗
ε(v0))−G0(v0, σ

∗
0(v0))‖L2(RN )

≤ ‖Gε(v0, σ
∗
ε(v0))−Gε(v0, σ

∗
0(v0))‖L2(RN ) + ‖Gε(v0, σ

∗
0(v0))−G0(v0, σ

∗
0(v0))‖L2(RN )

≤ ρ‖σ∗ε(v0)− σ∗0(v0)‖+ 2ρ.

Portanto,

‖Gε(v0, σ
∗
ε(v0))−G0(v0, σ

∗
0(v0))‖L2(RN ) ≤ o(1) + ‖σ∗ε(v0)− σ∗ε(v0))‖L2(Ωε).

Retomando, queremos mostrar que ‖|σ∗ε − σ∗0‖| → 0 quando ε → 0. Segue da

observação feita acima e da Proposição 2.9 que

‖σ∗ε(η)− σ∗0(η)‖H1
ε
≤
∫ τ

−∞
‖eAε(τ−s)Gε(vε, σ

∗
ε(vε))− eA0(τ−s)G0(v0, σ

∗
0(v0))‖H1

ε
ds

≤
∫ τ

−∞

(
‖eAε(τ−s)Gε(vε, σ

∗
ε(vε))− eA0(τ−s)Gε(vε, σ

∗
ε(vε))‖H1

ε

)
ds

+

∫ τ

−∞

(
‖eA0(τ−s)Gε(vε, σ

∗
ε(vε))− eA0(τ−s)G0(v0, σ

∗
0(v0))‖H1

ε

)
ds

≤Mθ(ε)

∫ τ

−∞
eβ(τ−s)(τ − s)−γ‖Gε(vε, σ

∗
ε(vε))‖L2(Ωε)ds

+M

∫ τ

−∞
eβ(τ−s)(τ − s)−

1
2‖Gε(vε, σ

∗
ε(vε))−G0(v0, σ

∗
0(v0))‖L2(RN )ds

≤ o(1) +M

∫ τ

−∞
eβ(τ−s)(τ − s)−

1
2‖Gε(vε, σ

∗
ε(vε))−Gε(v0, σ

∗
ε(v0))‖L2(RN )ds

+M

∫ τ

−∞
eβ(τ−s)(τ − s)−

1
2‖Gε(v0, σ

∗
ε(v0))−G0(v0, σ

∗
0(v0))‖L2(RN )ds

≤ o(1) + ρM

∫ τ

−∞
eβ(τ−s)(τ − s)−

1
2 (‖(vε − v0‖Rn + ∆‖vε − v0‖Rn)ds

+M

∫ τ

−∞
eβ(τ−s)(τ − s)−

1
2‖Gε(v0, σ

∗
ε(v0))−G0(v0, σ

∗
0(v0))‖L2(RN )ds
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≤ o(1) + ρMβ−
1
2 Γ

(
1

2

)
‖|σ∗ε − σ∗0‖|

+ρM(1 + J)

∫ τ

−∞
eβ(τ−s)‖(vε − v0‖Rnds.

Então, basta estimar ‖vε − v0‖Rn . Note que

‖vε − v0‖Rn ≤
∫ τ

t

‖eBε(t−s) − eB0(t−s)‖L(Rn,Rn)‖Hε(vε, σ
∗
ε(vε))‖Rnds

+

∫ τ

t

‖eB0(t−s)‖L(Rn,Rn)‖Hε(vε, σ
∗
ε(vε))−H0(v0, σ

∗
0(v0))‖Rnds

≤ o(1) + ρMβ−1‖|σ∗ε − σ∗0‖|+ ρM(1 + J)

∫ τ

t

eβ(t−s)‖vε − v0‖Rnds.

Tomando φ(t) = e−β(t−τ)‖vε − v0‖Rn , temos

φ(t) ≤ o(1) + e−β(t−τ)ρMβ−1‖|σ∗ε − σ∗0‖|+ ρM(1 + J)

∫ τ

t

φ(s)ds,

e usando a Desigualdade de Gronwall, obtemos

‖vε − v0‖Rn ≤ (o(1) + ρMβ−1‖|σ∗ε − σ∗0‖|)e−ρM(1+J)(τ−t)

e como ρ > 0 é arbitrário, temos que

sup
η∈Rn
‖σ∗ε(η)− σ∗0(η)‖H1

ε

ε→0−→ 0.

Isto conclui a demonstração do resultado.

�

Corolário 3.10. Assuma que as condições da Proposição 3.8 estejam satisfeitas, que o

problema (P )0 tenha exatamente m soluções u0
1, ..., u

0
n e que todas elas sejam hiperbólicas.

Então existem ε0 > 0 e δ > 0 pequenos o su�ciente tais que o problema (P )ε tem exata-

mente m soluções, para 0 ≤ ε ≤ ε0, e suas variedades instáveis locaisW
u
δ (uεk), k = 1, ...,m

comportam-se continuamente em H1
ε quando ε→ 0.

3.2.3 Continuidade dos atratores

Na Seção 1.3.1, vimos que se o semigrupo tem estrutura gradiente, então o atrator

de tal semigrupo é a união das variedades instáveis, e no teorema anterior vimos que
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as variedades instáveis se comportam continuamente, de modo que esses resultados nos

permitirão mostrar a continuidade dos atratores.

Mas antes mostremos que o semigrupo gerado pelo problema (1) tem estrutura

gradiente. Consideremos, para cada ε ∈ [0, ε0], o funcional Wε : H1(Ωε)→ R, dado por

Wε(u) =
1

2

∫
Ωε

|∇u|2dx−
∫

Ωε

F (u)dx

onde F é uma primitiva de f . Este funcional é não crescente com relação à variável t

ao longo das soluções do problema (1). De fato, denotemos a solução de (1) por u(t, x).

Então
d

dt
Wε(u) =

∫
Ωε

∇u∇utdx−
∫

Ωε

f(u)utdx.

Logo, do teorema de Green, segue que
d

dt
Wε(u) =

∫
Ωε

∂u

∂n
utdx−

∫
Ωε

(∆u)utdx−
∫

Ωε

f(u)utdx

= −
∫

Ωε

(∆u+ f(u))ut =

∫
Ωε

−u2
t ≤ 0.

Portanto os semigrupos gerados pelo problema (1) têm estrutura gradiente. Assim,

para ε ∈ [0, ε0], podemos escrever Aε = ∪uε∈EW u
loc(u

ε).

Com este fato, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.11. Assuma que a família de domínios {Ωε, 0 ≤ ε ≤ ε0} seja admissível e

que todo equilíbrio do problema não perturbado (P )0 seja hiperbólico. Então, os atratores

Aε comportam-se continuamente em H1
ε quando ε→ 0, ou seja,

sup
uε∈Aε

inf
u0∈A0

‖uε − u0‖H1
ε

+ sup
u0∈A0

inf
uε∈Aε

‖uε − u0‖H1
ε
→ 0

quando ε→ 0.

Demonstração: Desde que já mostramos na Proposição 3.2 a semicontinuidade superior

dos atratores, resta-nos mostrar a semicontinuidade inferior. E isto segue da continuidade

das variedades instáveis locais. Ou seja, se u0 ∈ A0, então u0 pertence à variedade

instável de u0
k para algum 1 ≤ k ≤ m. Seja δ > 0 obtido na Proposição 3.8. Se τ é tal

que w0 = T0(−τ, u0) ∈ W u
δ (u0

k), pela continuidade das variedades instáveis existe uma

sequência wε ∈ W u
δ (uεk), a qual converge para w0 em H1

ε quando ε→ 0. Agora, desde que

a família dos semigrupos é contínua em H1
ε , temos que Aε 3 Tε(τ, wε) → T0(τ, w0) = u0

em H1
ε quando ε→ 0. Mostrando a semicontinuidade inferior dos atratores. Isto prova o

teorema. �
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3.3 Exemplo

Nesta seção consideraremos um exemplo onde a Proposição 2.5 se aplica e, portanto,

todos os resultados que a seguem são validos.

3.3.1 Uma C0 perturbação de domínios

Seja Ω0 ⊂ RN um domínio Lipschitz limitado e assuma que para todo ponto ξ ∈ ∂Ω0,

tenhamos

Ω0 ∩ {x ∈ RN : |xi − ξi| < δ} = {x = (x′, xN) : xN = ξN + f0(x′), |xi − ξi| < δ},

onde i = {1, ..., N − 1}, f0 é uma função Lipschitz, e denotamos x′ = (x1, ..., xN−1).

Para simpli�car a notação, assuma que ξ = 0. Consequentemente,

Ω0 ∩ {x ∈ RN : |xi| < δ} = {x = (x′, xN) : xN < f0(x′), |xi| < δ, i = 1, ..., N − 1}.

Assuma que

Ωε ∩ {x ∈ RN : |xi| < δ} = {x = (x′, xN) : xN < fε(x
′), |xi| < δ, i = 1, ..., N − 1},

onde fε → f0 uniformemente em {x′ : |xi| < δ}.

Note que, pela de�nição de Kε,

∂Kε ∩ {x ∈ RN : |xi| < δ} = {x = (x′, xN) : xN = gε(x
′), |xi| < δ, i = 1, ..., N − 1},

para uma certa função gε com gε < f0, gε < fε e gε → f0 uniformemente em {x′ : |x′i| < δ}.

Se denotarmos

Rε,δ = (Ωε \Kε) ∩ {x; |xi| < δ} = {x = (x′, xN) : |xi| < δ, gε(x
′) < xN < fε(x

′)},

nós temos

‖∇uε‖2
L2(Rε,δ)

≥
∫ δ

−δ
· · ·
∫ δ

−δ

∫ fε(x′)

gε(x′)

∣∣∣∣ ∂uε∂xN

∣∣∣∣2 dxNdx′.
Mas para x′ �xo, pela Desigualdade de Poincaré em dimensão um, temos

∫ fε(x′)

gε(x′)

∣∣∣∣ ∂uε∂xN

∣∣∣∣2 dxN ≥ π2

|fε(x′)− gε(x′)|2

∫ fε(x′)

gε(x′)

|uε|2dxN

o que garante que

‖∇uε‖2
L2(Rε,δ)

≥ π2

‖fε)− gε‖2
L∞
‖uε‖2

L2(Rε,δ)

e, desde que fε → f0 e gε → f0 uniformemente em {x′ : |x′i| < δ}, então existe κε → ∞

quando ε→ 0, tal que
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‖∇uε‖2
L2(Rε,δ)

≥ κε‖uε‖2
L2(Rε,δ)

.

Como esse argumento pode ser feito para uma cobertura �nita de ∂Ω0, obtemos

‖∇uε‖2
L2(Rε,δ)

≥ Cκε‖uε‖2
L2(Rε,δ)

,

para um certo C independente de ε. Isto mostra que a a�rmação (ii) da Proposição 2.5

está satisfeita.

Note que apenas exigimos que fε convirja uniformemente para f0. Em particular,

podemos considerar perturbações com um comportamento oscilatório alto.

Por exemplo,

fε(x
′) = f0(x′) + εF

( x1

εα1
, ...,

xN−1

εαN−1

)
,

onde F : RN−1 → R é uma função limitada suave.
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