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Resumo

Neste trabalho obteremos a continuidade dos atratores para problemas parabolicos
semilineares com condicao de fronteira de Neumann relativamente a perturbacoes do
dominio. Mostraremos que, se as perturbacoes do dominio sao tais que a convergéncia
dos autovalores e autofuncoes do Laplaciano de Neumann estao garantidas, entao vale
a semicontinuidade superior dos atratores. Se, além disso, todo ponto de equilibrio do

problema nao perturbado é hiperbélico, vale também a continuidade dos atratores.
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Abstract

In this work we will obtain the continuity of attractors for semilinear parabolic
problems with Neumann boundary conditions relatively to perturbations of the domain.
We will show that, if the perturbations on the domain are such that the convergence of
eingenvalues and eingenfunctions of the Neumann Laplacian is granted then we obtain the
upper semicontinuity of the attractors. If, moreover, every equilibrium of the unperturbed

problem is hyperbolic we also obtain the continuity of attractors.
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Introducao

Neste trabalho consideraremos uma familia de equacoes de reacao-difusao depen-

dentes de um parametro € > 0, dada por

u — Au = f(x,u) em Qg

% =0 em 0f).,

onde €. sao dominios de Lipschitz limitados no RV, N > 2, para 0 < ¢ < g.

O objetivo é fazer um estudo detalhado de [2]|, em que os autores impoem condigoes
sobre o comportamento dos dominios §2. quando € — 0, a fim de garantir a continuidade da
familia de atratores {A; : ¢ € [0,&0]}, quando € — 0, em um espaco funcional conveniente.

Assumimos que a ndo-linearidade f : RY x R — R é continua em ambas as variaveis
(z,u) e, para x € RY fixo, f(x,-) € C}(R). Além disso, a fungao f satisfaz

lim sup _f(x, )

< 0, uniformemente para = € R. (2)
|s|—o0 §
Com essas condigoes, pode ser visto em [3] que o problema (1) tem uma tinica solu¢ao
em W14(Q,), ¢ > N, sem restrigoes sobre o crescimento de f. Além disso, assumindo a
hipotese (2), o problema (1) possui um atrator global A., o qual ndo depende de ¢ e os
atratores A. sao limitados em L*°(€2.), uniformemente em e.
Desta forma, podemos considerar, sem perda de generalidade, que f(z,:) : R — R

& C*(R) satisfazendo (2) e

9% f

w(%u)

0
‘ a—i(z, w)

< ¢y, <é V(z,u) € RN xR, (3)

com ¢y e ¢y constantes positivas. Agora a nao-linearidade ¢ globalmente Lipschitz em u, o
que nos permite estudar o problema em H 1(Qg). Assim, os atratores estarao em espacos
mais regulares, como W14().) para 2 < q < oo, mas suas propriedades de continuidade

serao analisadas na topologia de H!.
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Consideramos (). como uma perturbacao do dominio {2y, com as seguintes condicoes

para cada 0 < e < gq, (). é limitado, Lipschitz e (1)

para todo K CC , existe ¢(K) tal que K C ., 0 <e < e(K).

Note que a prior: nao exigimos que

|2\ Q0| — 0 quando ¢ — 0.

A grande dificuldade que surge quando perturbamos o dominio do problema é que as
solucoes, para valores diferentes de €, estao em espacos diferentes, e portanto expressoes
como u.—ug (onde u. € H'(Q.) e ug € H*(Q)) ndo fazem sentido sem a devida adaptagao.

Com este intuito, trabalharemos com o espaco
H! = H(Q.N Q) @& H' (. \ Qo) ® H (Q0 \ Q.),

munido de uma norma apropriada.
Para obtermos a continuidade da familia de atratores, estudaremos detalhadamente
o comportamento da parte linear para, na sequéncia, utilizarmos o roteiro usual para

obtencao das semicontinuidades superior e inferior dos atratores:

(i) Semicontinuidade superior dos atratores A. em H!, que é obtida por meio da con-
vergéncia espectral em H! do Laplaciano de Neumann com ¢ — 0, ou seja, do fato
que os autovalores e autofuncoes do operador de Laplace com condi¢oes de Neumann

homogéneas na fronteira comportam-se continuamente em H, 51 quando € — 0.

(ii) Semicontinuidade inferior dos atratores A. em H!. Uma vez que temos a semicon-
tinuidade superior, a semicontinuidade inferior em H! é obtida exigindo que toda

solucao de equilibrio do problema nao perturbado seja hiperbodlica.

Para alcancarmos nosso objetivo, estruturamos esta dissertacao da seguinte forma:
no Capitulo 1 apresentamos resultados preliminares necessarios ao desenvolvimento do
trabalho, incluindo uma compilagao das teorias de semigrupos e atratores. No Capitulo 2
apresentamos condicoes necessarias e suficientes que garantem que os autovalores e as aut-
ofunc¢oes comportam-se continuamente quando o dominio sofre perturbacoes satisfazendo

(4). Em seguida, estudamos a convergéncia dos operadores resolventes e dos semigrupos
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lineares gerados pelo problema (1). A continuidade dos atratores é obtida no Capitulo 3.
Usando a Féormula da Variacao das Constantes e a continuidade dos semigrupos lineares,
concluimos que a familia de semigrupos nao lineares {7.(¢) : t > 0} comporta-se contin-
uamente em £ = 0, uniformemente em compactos de (0,00), o que ja é suficiente para a
semicontinuidade superior. Para mostrarmos a semicontinuidade inferior dos atratores,
devemos ainda obter a continuidade dos conjuntos de equilibrio e a continuidade das var-
iedades instaveis locais, uma vez que os semigrupos associados tém estrutura gradiente.

Finalizando, exibiremos um exemplo no qual tal teoria pode ser aplicada.
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Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Espacgos de Sobolev

Esta secao faz parte de um ferramental necessario para o desenvolvimento do tra-
balho. Um estudo mais detalhado e as respectivas demonstracoes podem ser encontradas,
por exemplo, em [5].

Seja Q0 um aberto do RY. Suponha que u € C1(2) seja uma func¢ao real continu-
amente diferenciavel. Se ¢ € C§°(£2) é uma fungao suave com suporte compacto em €2,

segue da formula de integracao por partes que

/ Op dx 8u' wdx

parat=1,...,n

Definicdo 1.1. Seja Q C RY um subconjunto aberto e u € L7 () para 1 < p < oc.

Dizemos que uma fungao v; € LY (Q) é uma derivada fraca de u se

0
/ gDdyc = —/vigpda:,
Q axz Q

para toda ¢ € C§°(Q). Se este for o caso, denotamos

ou
8@-'

vV, =

Dizemos que u € fracamente diferencidvel se todas as derivadas fracas de primeira
ordem de u existem. O espago vetorial das funcoes fracamente diferencidveis é denotado

por WP (Q).
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Quando existe, v; é unicamente determinada a menos de conjuntos de medida nula.
Observe que C*(Q) € WP(Q), e o conceito de derivada fraca é uma extensio do conceito

classico de derivada, que mantém a validade da formula de integragao por partes.

Definicao 1.2. Seja Q) um aberto do RY. Definimos para m > 2

ou

8%

WmP(Q) = { ue LP(Q): € W™= tP(Q) para todo i =1, ,n} :

tal que Ya com |a| < m, g, € LP(Q) tal que
JouDp = (=1)! [ gap ¥ € CZ(Q)

onde o = (v, g, ..., o) para o; > 0 um inteiro,

=que€ LP(Q)

N Do ool
ol = Q; ¢ = o a an -
’ | Zzzl: ()0 al’llaZ‘QQ"'a%NN

W™P(Q) € claramente um espaco vetorial, tal espago € denominado espago de Sobolev.
Denotamos, quando existem, g, = D%u.
Notagao 1.3. O espaco WH2(Q) ¢ usualmente denotado por H'(Q).

Podemos definir uma norma em W™P?(Q)) da seguinte maneira

lullwme = > | Dull,
0<]al<m

Observagao 1.4. Se Q ¢é suave e com fronteira limitada, entGo a norma de W™P(Q) é

equivalente a norma

lallp + D ID%ull,.

|al=m

Definimos também o conjunto W, como o fecho do conjunto C3(Q) em W'#(Q).
Por exemplo, para H'(f2) temos a seguinte norma

N 2 %
lullwizg = / ful? + / |
@ ) ; )

O conjunto W, () é o fecho de C}(€2) em W2(Q2). Em ambos os espacos vetoriais

ou
0@'

normados W2(Q) e W, *(Q) definimos o produto interno
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Desta forma, a norma definida acima é derivada deste produto interno. Ela também

é equivalente & norma

% N I 2 %
ullwsy = ( / W) S0
@ Q ; a |0
N
ou
= |lullz2(@) + :
; 07 || 12

Teorema 1.5. W'2(Q) € um espaco de Hilbert. Em particular, Wy (Q) também é um
espaco de Hilbert.

Teorema 1.6. C*(Q) N W'2(Q) é denso em WH2(Q). Se Q é um aberto com fronteira
de classe C*, entao C(Q) N WL2(Q) ¢ denso em W12(Q).

Os seguintes resultados caracterizam o espaco Wy (Q):

Teorema 1.7. Se u € W'2(Q) e satisfaz supp(u) CC Q, entdo u € W, (Q). Se Q c RN
¢ um aberto com fronteira de classe C* e u € WH(Q) N C(Q), entdo u € Wy (Q) se, e

somente se, u =0 em 0S2.

As propriedades de imersao compacta dos espacos de Sobolev sao as que lhe conferem

a sua grande utilidade. Recordemos os conceitos de imersao continua e imersao compacta:

Definigao 1.8. Seja E um subespago vetorial normado de um espago normado F (ou
seja, a norma de E nao precisa necessariamente ser a norma induzida de F). Dizemos
que a inclusco E C F é uma tmersdo (continua) se a aplica¢ao inclusio Id : E — F

definida por 1d(z) = x for continua. Denotamos este fato por
E — F.

Se, além disso, a aplicacao inclusao for compacta, dizemos que a tmersio E — F ¢é
compacta. Denotamos a imersao compacta de um espaco vetorial normado E em um
espaco vetorial normado F' por

ESE

Como a aplicacao inclusao é linear, o fato de existir uma imersao F — F é equiva-

lente a existéncia de uma constante C' tal que

|z||r < C||z||g para todo z € E.
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Em particular, se (z,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em E, entao (z,,) também é uma
sequéncia de Cauchy em F; logo, se x,, — « em E, entdo x,, — x em F também. E claro
que se E tem a norma induzida de F, entao a inclusao £ C F' é uma imersao, com C' = 1.
Quando existe uma imersao £ < F, dizer que ela é compacta é equivalente a dizer que

sequéncias limitadas de (E, || - ||g) possuem subsequéncias convergentes em (F | - ||r).
Teorema 1.9 (Teorema da Imersdo de Sobolev). Seja Q C RY um aberto. Entao
Wh(Q) < L*(9),
Wy (Q) — L*(9Q).

Observe que,

N
lullwr 2@ = llullz2@) +

i=1

ou
8[[‘2'

> [Jul 220,
L2(Q)

e 0 mesmo vale para W, *(Q).

Teorema 1.10 (Teorema de Rellich-Kondrakhov). Seja Q@ C RY um aberto limitado e

com fronteira de classe C'. Entdo temos as sequintes imersoes compactas:

1
WhP(Q) C LY(Q) Vg € [1,p*), onde — = — —

*

1
N se p< N

=

WP(Q) c LY(Q) Vq € [p, +o0),
WP (Q) c O(9Q),

em particular, WP (Q) C LP(Q2) com imersao compacta para todo p (e todo N ).

Teorema 1.11. [Desigualdade de Poincaré] Seja Q C RY um aberto limitado e 1 < p <

oo. Entao existe uma constante C' (dependente de Q2 e p) tal que
[ullLe) < ClVullzo,
para todo u € Wol’p(Q),

e 1,2 .
Observe que o Teorema 1.11 ndo é valido se trocarmos Wy* por W12 pois, as
fungoes constantes pertencentes a W12 nao satisfazem a desigualdade de Poincaré (pois

tém derivada nula).
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1.2 Teoria de semigrupos

A teoria de semigrupos é fundamental para nosso objetivo, uma anéalise mais detal-
hada e as demonstracoes dos resultados citados nesta secao podem ser encontradas em
[7] e [13].

Seja X um espaco de Banach. Denotemos por £(X) o espago dos operadores lineares

continuos de X em X com a norma usual, ou seja, para T € L(X),

Definigao 1.12. Um semigrupo de operadores lineares é uma familia {T(t);t >

0} C L(X) de operadores a um pardmetro que tem as sequintes propriedades:
(i). T(0)=1.
(i) T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s>0.

(11i). T : [0,00) — X € continua.
(15i°). Se ||T(t)—I|| — 0 quandot — 0T, o semigrupo € uniformemente continuo.
(i177). Se | T(t)x — z|| = 0 quando t — 0T, o semigrupo é fortemente continuo

ou Cy — semigrupo.
Observacao 1.13. Note que na defini¢ao anterior o item (iii’) implica no item (iii”).

Teorema 1.14. Seja {T'(t);t > 0} um Cy— semigrupo. Entao existem constantes M > 1
ew > 0 tais que

1T < Me,

para todo t > 0.

Definigao 1.15. Se {T'(t);t > 0} é um Cy — semigrupo, seu gerador infinitesimal é
o operador A : D(A) C X — X dado por

T(t)x —
D(A) = {x € X; lim W e:m'ste}

t—0+
T(t)xr —
Az = lim —( Jr -2
t—07t t

O resultado seguinte caracteriza o gerador infinitesimal de um semigrupo uniforme-

mente continuo.
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Teorema 1.16. Um operador linear A : X — X € o gerador infinitesimal de um semi-

grupo uniformemente continuo se, e somente se, A € L(X).

No resultado seguinte, reunimos algumas notaveis propriedades a respeito dos Cy —

$emigrupos.

Teorema 1.17. Seja {T(t);t > 0} um Cy — semigrupo e A seu gerador infinitesimal.

Entao valem as sequintes propriedades:

(i). Para todo x € X, a fungao
t— T(t)x

¢ continua.

1 t+h
(it). Para x € X, lim —/ T(s)xds =T(t)x.
h—0h J,

t
(iii). Para x € X, temos / T(s)xds € D(A) e
0

A( /0 t T(s)xds) ~ T — 2.

(iv). Para x € D(A), temos T(t)x € D(A), a aplicagio t — T (t)x € continuamente
diferencidvel e
d

ET(t)x = AT (t)xr = T(t)Ax.

(v). Para x € D(A),

Ttz —T(s)x = /St T(s)Azxds = /t AT (s)zds.

S

Corolario 1.18. Seja {T'(t);t > 0} um Cy — semigrupo e A seu gerador infinitesimal.

Entao D(A) = X e A é um operador linear fechado.

O Teorema de Hille-Yosida caracteriza o gerador infinitesimal de um Cy— semigrupo

de contragdes. Sua demonstracao pode ser encontrada em |[7] e [13].

Defini¢ao 1.19. Seja A : D(A) € X — X um operador linear fechado. Definimos o

resolvente de A, denotado por p(A), como
p(A)={ e C, (A\—A) ébijetor}.

Defini¢ao 1.20. O Cy — semigrupo {T(t);t > 0} é um Cy — semigrupo de contragoes
quando || T(t) ||< 1, para todo t > 0.

10
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Teorema 1.21 (Hille-Yosida). Seja A : D(A) C X — X um operador linear. Entdao as

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i). A é o gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo tal que
1T < e, ¥t >0 (w>0).
(ii). A é fechado, densamente definido, (w,00) C p(A) e
1A= A < —— ¥A>w
T A—w '

O Teorema de Lumer-Phillips fornece outra caracterizagao dos geradores infinites-
imais de Cy — semigrupos de contracoes. Uma demonstracao de tal resultado pode ser

encontrada em [7] e [13].
Notagao 1.22. Para x* € X* (X* representa o espago dual de X) e x € X, denotamos
x*(z) = (", x) .
Definigao 1.23. Para x € X defina a dualidade de x, denotada por F(z) C X, por
F(z) = {z";2" € X" e Re (a",2) = ||z||* = [l"*}.
Observagao 1.24. F(x) # () para todo x € X, pelo Teorema de Hahn-Banach.

Definicao 1.25. Um operador linear A : D(A) C X — X ¢€ dissipativo se para cada
x € D(A) eziste x* € F(x) tal que Re (z*, Az) < 0.

Teorema 1.26 (Lumer-Phillips). Seja A : D(A) C X — X um operador linear com
D(A) = X. Valem:

(1) Se A é dissipativo e existe \g > 0 tal que Im(A\I — A) = X, entdo A é o gerador

ifinitesimal de um Cy — semigrupo de contracoes em X.

(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um Coy — semigrupo de contragoes em X entao
Im(A —A) = X para todo X > 0 e A € dissipativo. Além disso, para todo x € D(A)
e para todo x* € F(x), temos que Re (z*, Ax) < 0.

Teorema 1.27. Se A é um operador linear dissipativo em X com Im(I — A) = X e X

é reflexivo, entdo D(A) = X.

11
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Definicao 1.28. Seja A um operador linear em X. A imagem numérica de A é o

conjunto
S(A) = {(z*, Az) ;2 € D(A) com ||z|| = 1,2" € X" com ||z*]| =1 e (z*,z) = 1}.

Se X € espaco de Hilbert, entao S(A) = {{(Az,z) ;2 € D(A) e ||z| = 1}.

Teorema 1.29. Sejam A um operador linear com D(A) = X, fechado, e S(A) a imagem

numérica de A. Seja ainda 3 um subconjunto aberto e conexo de C\ S(A). Se A ¢ S(A),

entao (A — A) € injetora, tem imagem fechada e satisfaz
[\ = Al > O, S(A)allx, ¥ & € D(A).
Além disso, se XN p(A) # 0, entao X C p(A) e

M = A) M zx) < .,V AeX.

d(\, S(A))

1.2.1 Operadores Setoriais e Poténcias Fracionarias

Defini¢ao 1.30. Seja A : D(A) C X — X um operador linear. Dizemos que —A € um

operador setorial se A € fechado, densamente definido e
Yo = {A € Cilarg(A —a)| < ¢} C p(A),

para algum ¢ € (5, ) e

M

A—A)7! <
It ) lex) < Pl

VA€ e,

Teorema 1.31. Seja A: D(A) C X — X um operador linear tal que —A € setorial, isto

€, emistem constantes a € R, M >0 e p € (§,7) lais que

Yoo ={N€Clarg(A —a)| < ¢} C p(A)

Entao A gera um Cy — semigrupo {T'(t);t > 0} C L(X),

T(t) = ! /e”()\—A)ld)\,

T om

a

12
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onde I'y € a fronteira de Yo 5\ {\ € C; |\ — a| < r} para algum v pequeno, 5 < B < m,

orientada no sentido da parte imagindria crescente. Além disso,
1T ex) < Ke™, t >0 para algum K > 0,

AT ()| cx) < Kit™'e™, t > 0 para algum Ky > 0.

Temos ainda que

d
%T(t) = AT'(t) € limitado, para todo t > 0.

Hipotese 1.32. Seja A um operador fechado e densamente definido para o qual
YE={\:0<w<larg\| <7} UV C p(A)

onde V € uma vizinhanca do zero e

Definicao 1.33. Se A satisfaz a hipdtese 1.32 e a > 0, definimos

1
A = — [ X=X+ A)ld), (1.1)
271 C

onde C é o caminho que percorre o resolvente de A de —ooe® a coe™, w < v < T,

evitando o eizo real negativo.

Observe que para a = n € N*, a Definicao 1.33 coincide com a definicao usual de

A7 = (A1),

Definicao 1.34. Definimos o operador A%, para o > 0, como sendo a inversa de A™%, e

AY =1, e o denominamos de operador poténcia fraciondria associado a A.
Teorema 1.35. Seja A um operador que satisfaz a hipdtese 1.52, com w < 3. Entao
1. A® € operador fechado com dominio D(A®) = Im(A™%).

2. Se a > >0 entio D(A®) C D(AP).

3. D(A®) = X para todo o > 0.

4. Sea,B €R, entio A*Px = A*APx, para todo x € D(AY), onde v = max{a, 3, a+
B}.
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Teorema 1.36. Seja — A o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo T(t). Se0 € p(A),

entao
1. T(t) : X — D(A%), para todo o > 0.
2. Para cada x € D(A), temos T(t)A%x = A*T (t)x.
3. Para Re(o) >0 >0 e cada t > 0, A*T'(t) € um operador limitado e

|AST(2)|| < Kat~e~.

4. Se0<a<lexe DA ), entio

IT(t) — || < Cat®[|A%]].

1.2.2 Perturbacao de operadores lineares limitados

O importante neste momento é determinar estimativas para operadores conhecidos

que sofrem a acao de outros operadores particulares.

Notacao 1.37. Denotaremos, daqui em diante, por {e';t > 0} o semigrupo gerado por

um operador A: D(A) C X — X.

Teorema 1.38. Seja {e';t > 0} um Cy — semigrupo com gerador A : D(A) C X — X.

Se B € L(X), entaio A+ B : D(A) C X — X € o gerador de um Cy — semigrupo
; g grup

{eA+B)t 1 > 0}, Se HeAtH < Me“t, para todo t > 0, entdo He(AJFB)tH < MeWHMIBIE parg

todo t > 0.

Teorema 1.39. Sejam A : D(A) C X — X tal que —A € setorial e B: D(B) C X — X,
com D(A) C D(B), um operador linear tal que

\|Bz|| < el|Az|| + k||z||, para todo x € D(A),

para algum € > 0 e alguma constante k| x||. Entao, existe 6 > 0 tal que, se 0 < e <4, o

operador —(A + B) € setorial, D(A+ B) = D(A) e {48t > 0} ¢ um Cy—semigrupo.

Corolario 1.40. Seja A um operador setorial e B : D(B) C X — X um operador
fechado, D(A%) C D(B), para alguma 0 < o < 1. Entdo (A+ B) € setorial.

14



1.2. TEORIA DE SEMIGRUPOS

1.2.3 Problema de Cauchy abstrato

Consideramos nesta secao equacoes nao-lineares da forma

ut+Au:f(t,u),t>t0, (1 2)

u(to) = up,

onde A : D(A) C X — X é um operador setorial e Reag(A) > 0 (parte real do espectro
positiva), tal que suas poténcias fracionarias A® estao bem definidas, e os espacos X< =
D(A%) com a norma do grafico ||z||, = ||A%z|| estdo definidos para a > 0. Assumimos
ainda que f: U — X, em que U C R x X“ é aberto.

Uma solugao de (1.2) é uma funcdo continua u : [to,t;) — X, diferenciavel em
(to,t1), com u(ty) = ug, f(-,u(:)) : [to,t1) — X continua, u(t) € D(A), para t € (to, 1), €
que satisfaz a equacao (1.2).

O teorema seguinte garante a existéncia de solugbes locais para a equacao (1.2).

Teorema 1.41. Sejam A um operador setorial, 0 < a <1, UCRx X% e f:U — X.
Suponhamos que f seja Holder continua na varidvel t e localmente Lipschitz continua na
varidvel x em U, ou seja, suponhamos que para (t1,uy) € U ezxista uma vizinhanga V C U

de (t1,uy) tal que, para (t,u), (s,v) € V,
£t u) = f(s,0)llx < L(jt = s|” + [lu = v]a), (1.3)

sendo 0 e L constantes positivas. Entao, qualquer que seja (to,t1) € U, existe um instante
T = 7(to,t1) > 0 de tal maneira que a equagao (1.2) possui uma tUnica solugao u definida

em (to,to +T)

Acerca de existéncia de solugdes globais para a equagao (1.2), temos o seguinte

resultado:

Teorema 1.42. Suponhamos que as hipdteses sobre A e f enunciadas no Teorema (1.41)
estejam satisfeitas, e assumamos também que, para todo conjunto limitado B C U, a
imagem f(B) seja limitada em X. Se u € uma solugao de (1.2) em (to,t1) e t1 € mazimal

entio, out, = 0o ou existe uma sequéncia t, — t; de tal maneira que (t,,u(t,)) — OU.
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1.3 Atratores para sistemas parabodlicos com estrutura

gradiente

Nesta secao definiremos e estudaremos propriedades de atratores.

Sejam X um espago de Banach e —A : D(A) C X — X um operador setorial, tal

que A™! & compacto e Re(p(A)) C (—oo,—4], para algum 6 > 0. Entao temos

e ) < Me™, ¢ >0,
Denotemos X< := D((—A)Q) com a norma ||IHa — ||x||Xa _ H(—A)%IIX-

Observacao 1.43. Se A tem resolvente compacto entao X pode ser imerso compacta-

mente em X, com a > 3> 0.

Neste caso, temos
At B ,—6t
e Hc(xa,xﬁ) S Mt Fe™, B>a>0,t>0.

Para 0 < a < 1 fixado, consideremos o problema parabolico

u = Au+ f(u(t))

4
U(O)IUQGXOC, (1 )

onde f: X* — X ¢é globalmente Lipschitz, globalmente limitada e continuamente difer-

enciavel.

Como vimos anteriormente, com essas hipoteses, o problema (1.4) possui uma

solucao, definida para todo t > 0, dada por

u(t) == u(t,0,uy) = eMug + /t A9 f(u(s))ds
0

16
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Toda solugao de (1.4) permanece limitado para ug € X. De fato,
lult, 0, uo)[|xo = [le™*uo + /Ot ) f(u(s))ds| xe
< e ualve + [ 14 ol £ (o) s
< Me % |ug|xo + /t M(t —s)" e = Kds
0
< Me gl xo + MK /t(t — 5)"%e =) s
0

ME [ 12\~
< Me |ug||xa + —— (f) e “dz
§ Jo \o
< Me % |ugl| xo + MK(ial/ 2 % *dz
0

< Me %|ug||xe + MKS*'T(1 —a) < L,

onde || f(u(s))]|x < K.
Seja T'(-)z : R — X definido por

T(t)x = u(t,0,z) = eMa + /t A F(T(s)x)ds,
0

para todo z € X Definida desta forma, a familia {7'(t); ¢t > 0} satisfaz as seguintes

propriedades:
e 7'(0)x =z, para todo z € X“.
o T'(t+ o)z =T(t)T(p)x para todo t, o > 0.
e R* x X5 (t,z) — T'(t)z é continua.

Assim, dizemos que {T'(t);t > 0} é a familia de semigrupos nao lineares associ-

ados ao problema (1.4).
Definicao 1.44. Seja v € X°. Definimos
(a) v (x) ={T(t)x;t > 0} a orbita positiva de x.

(b) H, = {p : (—00,0] = X, continua ; ¢(0) =z, e T(t)p(s) = o(t + s), —oc0 <
s < —t <0}, para ¢ € Hy, definimos 7, () = Ui>op(—t) como a érbita negativa

de x.
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(c) v(z) =" (x) Uy, (z) a érbita completa de x.

Observacao 1.45. Como Im(T(t)) pode nao ser todo o X®, dizer que eziste uma orbita
negativa ou completa de x pode impor certas restrigoes a x. Adiante veremos uma condi¢do

necessdria e suficiente para que exista uma orbita completa de x.

Definicao 1.46. Dizemos que um subconjunto S C X é invartiante sob {T'(t);t > 0}

se T(t)S = S, para todo t > 0. Dizemos que S é positivamente invariante se T(t)S C S.

Lema 1.47. S C X% € invariante se, e somente se, se para cada x € S, existe uma orbita

completa de x, que estd inteiramente contida em S.
Definicao 1.48. Seja B C X“. Definimos:
(a) v (B) = Uyepy'(2) a orbita positiva de B.
(b) 77 (B) = Uzen(Upen, 7, (7)) a orbita negativa de B.
(¢) v(B) = Uzepy(x) a érbita completa de B.
(¢) W(B) = Ny=oUs=sT (1) B 0 conjunto w — limite de B.
(d) a(B) = Ny>oUi=s7~(B) 0 conjunto a — limite de B.

Lema 1.49. Sejam v € X® e B C X*. Entdo, v € w(B) se, e somente se, eristem

sequéncias t, — oo e (v,) C B tal que T(t,)v, — v.

Lema 1.50. Sejam v € X* e B C X®. Entdao, v € a(B) se, e somente se, existem
sequéncias t, — oo e (v,) C B tais que, para cada n € N, eziste uma drbita negativa

On : (—00,0] = X* de v, e ¢,(—t,) — v.

Lema 1.51. Seja B C X um conjunto limitado. Entao v (B) € limitado e T(t)y+(B)

€ compacto, para todo t > 0.

Defini¢ao 1.52. Um subconjunto A atrai um conjunto C sob {T(t);t > 0} se dist(T(t)C, A) —

0 quando t — oo.

Lema 1.53. Para todo x € X®, o conjunto w({x}) € nao vazio, conexro, compacto, in-

variante e atrai {x}.
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Lema 1.54. Suponha que x € X* € tal que existe uma orbita negativa ¢ : (—oo, 0] — X

tal que ¢((—o0,0]) € compacto. Definamos
ay(z) ={v € X existem t, — oo tal que ¢p(—t,) — v}.
Entao ay(z) # (0, € convero, compacto e invariante.

Lema 1.55. Se B C X* ¢ limitado, entdo v(B) € limitado. Além disso, eristem um

instante op e uma constante N (independente de B) tais que

sup sup ||zlla <N
t>op z€T(t)B

e também

sup sup ||zl < N.
BCX® zew(B)

Lema 1.56. Se B C X ¢ limitado, entdo w(B) € ndo vazio, compacto, invariante, e

atrai B sob {T(t);t > 0}. Além disso, se B ¢é conexo, entao w(B) é conexo.

Defini¢ao 1.57. O conjunto nao vazio A C X® é um atrator global para {T(t);t > 0}

se A € compacto, invariante e atrai subconjuntos limitados de X* sob {T'(t);t > 0}.
Teorema 1.58. Se N ¢ como no Lema 1.55, ¢
By :={u€ X% [lula <N},

entdo w(By) € um atrator global para {T'(t);t > 0}.

1.3.1 Caracterizacao de atratores para sistemas gradientes

Nosso objetivo ¢ entender a estrutura dos atratores do problema (1.4). Comegare-
mos com os elementos dos atratores que sao mais simples, conhecidos como solugoes de

equilibrio.

Defini¢ao 1.59. Uma solugdo de equilibrio de (1.4) é uma solu¢io que nao depende
do tempo, ou seja, é uma solucao constante na varidvel t. Denotamos por £ o conjunto

dos pontos de equilibrio.
Note que, se u(t,z) nao depende do tempo entao % =0, logo

Au+ f(u) = 0. (1.5)
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Defini¢do 1.60. Uma solugio u* de (1.5) é hiperbolica se o(A+ f'(u*)) (o espectro de

A+ f'(u*)) ndo intercepta o eizo imagindrio.

Se A := A+ f'(u*), entdao — A esta definido em D(A), poisse 0 < a < 1 entdo D(A) C
D(A%) = X Como f'(u*) € L(X*, X) segue do Corolario (1.40), que —A — f'(u*) &
setorial. E ainda —A tem resolvente compacto.

De fato, tome B = f’(u*), A é setorial com resolvente compacto e B é fechado.

(A+B)=AAY(A+ B)=A(I + A™'B)
= (A+B) ' =(I+A'B)'A™!

Como A tem resolvente compacto e 0 € p(A), segue que A~! é compacto. Assim, basta
mostrar que (I + A'B)~! é limitado, pois a composi¢ao de limitado com compacto é
compacto.

Observemos que [+ A~ B ¢ invertivel, j4 que (A+ B) é invertivel, pois 0 € p(A+ B),
lembrando que u* é hiperbélico.

Portanto, (I + A*B)~! ¢ linear, e invertivel, logo limitado.

Assim, (A + B)™! é compacto.

O espectro de A é composto por autovalores isolados com multiplicidade finita, ver
[12]. Denotemos por o (A) os elementos do espectro de A (¢(A)) que tem a parte real
positiva. Observe que o setor associado a A, dado por %5, = {\ € C;|arg(\ — @)| < ¢}
esta contido em p(A), pois A é setorial, e portanto os autovalores em ot (A) estio, de
certa forma, limitados entre a parte a direita do eixo imaginério e X .

Em [8] pode ser visto que se —A ¢ setorial, entdo existe 7 € R tal que o(A) é disjunto
da reta {\ € C; ReA = 7} e o conjunto o(e!) ndo intercepta o conjunto {u e C; |u| =

e™}, e alem disso existem M > 1 e ¢ > 0 tais que

[e¥(1 = @)allegx) < Me™, para todo ¢ > 0,

e Q|| cox) < M, para todo ¢ <0,

onde () ¢ a projecao de X no espaco gerado pelas autofuncoes associadas aos autovalores
positivos de A. Portanto

| = A% = Q)] e xoy = II(=A) (= A) ™ (I = Q)allecx) < My-ot® " Ml
para 0 > ¢, t > 0.
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Proposicao 1.61. Suponha que todos os pontos de equilibrio de (1.4) sejam hiperbdlicos.

Entao existe somente um nimero finito deles.

Nosso proximo passo é mostrar que existem muitas outras solucoes que estao no
atrator perto da solucao de equilibrio.

Se, para up € X, mostrarmos que a solugao u(+, ug) esta definida em R e é limitada,
entao u(-,ug) deve estar no atrator A. Para isso, basta mostrar que a solugao u(-, ug) esta

definida e ¢ limitada em R™, pois ja temos a solucao definida e limitada em R*.

Definicao 1.62. A variedade instdvel de u* € £ € dada por

n € X u(t,n) estd definida para todo t <0
W (u") =
e u(t,n) = u* quando t — —oo

Antes de apresentarmos mais detalhes sobre a construgao de W*(u*), ao menos em
uma vizinhanca de u*, vamos observar por um momento um problema linear. No problema
(1.4) tome v = u — u* e some e subtraia f’(u*)v, obtendo

o = Av+ fo+ut) — f(u) — fu) »
v(0) = uy —u* = vy € X°.

Nesta equacdo, para v muito pequeno, a parte nao linear é muito pequena. E natural
entao considerar o que acontece quando negligenciamos a parte nao linear, ou seja, o caso
em que

v = Av
(1.7)
v(0) = vy € X°.

Se (Q & a projecao definida por o™, nds temos que, para vy € QX% a solugao
v(t,v9) de (1.7) existe para todo tempo negativo e v(t,v9) — 0 quando t — —oo e
v+ u* — u* quando t — —o0, 0 que serve de inspiracao para o que queremos fazer.
Quando perturbamos o problema (1.7) com um termo nao linear muito pequeno, nos
devemos observar solu¢oes do problema (1.6) para ¢ < 0. Observemos que os dados

iniciais para os quais a solucao existe, nao deverao estar em Q. X%, mas em uma variedade

perto desse espago.

Proposicao 1.63. Assuma que u* é um equilibrio hiperbdlico de (1.4). Pela Proposi¢ao
1.61, u* € solugao isolada de (1.5). Entao existe uma vizinhanga U de u* em X* e uma

funcao h: QU — (I — Q)U, tal que a variedade instavel de W"(u*) € dada por

Wit (u") = {w e W), [lw —u"|lxe <9} = {(Qu, h(Q(w))); u € U}.
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Defini¢ao 1.64. Um semigrupo {T'(t); t > 0} nao linear é gradiente ou possui estru-

tura gradiente quando existe uma aplica¢ao (de Liapunov) V : X* — R satisfazendo:
(1) V é continua;
(1t) Para todo ug € X%, a aplicagao t € [0,00) — V(T'(t)up) € R € nao crescente;
(11i) Dado ug € X, entao ug € & se, e somente se, V(T (t)ug) = V(ug), para todo t > 0.

Observacao 1.65. Para todo ug € X, a aplicagio t — V(T (t)ug) € limitada inferior-

mente.

No que segue, assumimos que o semigrupo {7'(t); t > 0} possui estrutura gradiente

e que &£ é constituido de solugoes de equilibrio hiperbolicas.

Lema 1.66. Para todo uy € X%, w(ug) = {ui} para algum uf € €. Consequentemente,

T(t)ug — ufy quando t — oo.

Lema 1.67. Suponha que ug € X € tal que existe uma orbita negativa ¢ de ug com
d((—00,0]) é compacto. Entao ag(ug) = {us}, para algum ui € £. Além disso, ¢(ty) — g

quando t — —oo0.

Teorema 1.68. Seja A o atrator global de {T'(t);t > 0}. Entao

1.3.2 Continuidade de atratores

Defini¢ao 1.69. Sejam A um espaco topoldgico e {Jx}ren uma familia de subconjuntos

de X®. Dizemos que {Jx}ren €
(i) semicontinua superiormente em \g € A\ se

sup d(uy, Jy,) — 0, quando A — Ao;
uyEJy

(i) semicontinua inferiormente em Ay € A se

sup d(u,Jy) — 0, quando X\ — \o;
uEJ)\O
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(iii) continua em Ay € A se € semicontinua inferior e superiormente em \g € A.
Lema 1.70. Sejam {J)}xen uma familia de subconjuntos de X e \g € A.

(i) Se toda sequéncia (uy,)nen com uy, € Jy,, n € N e A\, = Ao quando n — oo, pos-
sui uma subsequéncia com limite pertencendo a Jy,, entdo {J\}ren € semicontinua

superiormente em Mg € A.

(ii) Se J, € compacto e para todo u € Jy,, existe uma sequéncia (uy, Jnea cOmuy, € Jy,,
n €N, N\, = X quando n — oo e uy, — u quando N, — Ng, entdo {Jy}ren €

semicontinua inferiormente em Ay € A.

Teorema 1.71. Seja {T\(t);t > 0}rea uma familia de semigrupos (ndo lineares) em
X tais que, para cada X € A, o semigrupo {Tx\(t);t > 0} possui um atrator global A,.
Assuma que o conjunto Uxep Ay seja compacto e que para uy — uy,, vale que ||Tx(t)uy —
Ty, (t)ur|la = 0 quando A — Ng, para todo t > 0. Entao a familia de atratores {Ax}ren

€ semicontinua superiormente em Ag.
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Capitulo 2

Convergéncia espectral e dinamica

linear

Para obtermos resultados relativos a dinadmica nao-linear do problema proposto,
faz-se necessario um extenso e completo estudo do comportamento da parte linear. Neste
capitulo apresentaremos condi¢oes necessarias e suficientes para obtermos a convergéncia
espectral de operadores lineares sob a classe de dominios perturbados satisfazendo (4),
bem como a convergéncia dos operadores resolventes e dos semigrupos lineares.

Como ja mencionamos, para darmos sentido a convergéncia u. — ug quando, por

exemplo, u. € H'(Q.) e ug € H' (), sera necessario introduzirmos o espago seguinte.
Definicao 2.1. Para cada 0 < € < gq, definimos o espaco
H, = H'(Q:N Q) & H'(Q:\ Qo) @ H' (2 \ Q),

ou seja,
p
¢ € L*(Q U, tal que

Plaon0. € HY(Q. N Qy),
Do € H'(9.\ Q)
L € ¢|QO\975 € Hl(QO \Q_E)

munido da sequinte norma

ety = Nl + lalnangsy + 1l g

Note que estendendo as fungoes em H'(€Qq) por 0 fora de 2, temos H'(Qg) — H.,

com constante de imersao igual a 1, e estendendo as fung¢oes em H'(£2.) por 0 fora de
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Q., temos H'(Q.) — H!

1 com constante de imersao igual a 1. Logo, se u. € H*().) e

ug € HY(Qy), faz sentido escrever
[[ue — ol ;-

Apos definir esse conjunto e sua norma, fica natural definirmos uma idéia de con-

vergéncia em tal espago.

Definicdo 2.2. Dizemos que u. converge para ug em H, e denotamos u. — ug, se

|ue — uol|gz — 0 quando e — 0.

Também com uma extensao das fungoes de L?(€) ou L?(£2.) por 0 fora de £ ou
Q). respectivamente, temos L*(Q.) — L?(RY) e L*(Qy) — L*(RY). Entdo, para funcoes
V. € L*(Q.) e Vo € L*(Q), afirmacoes do tipo V. — Vj fazem sentido em L?(RY) ou
w— LA(RY) (L*(RY) com a topologia fraca). Além disso, se temos um operador T" agindo
sobre L%().), podemos olhar para esse operador agindo em L?*(€)) olhando para um
elemento ug € L*(Q) como um elemento de L?*(€.) estendendo ug por 0 fora de Qq e

tomando a restrigao em €).. E o mesmo pode ser feito para operadores agindo em L?(€)).

2.1 Caracterizacao da convergéncia espectral

E fundamental no estudo das propriedades de continuidade da dinamica nio linear
a analise do comportamento espectral do operador linear. Nesta secao, apresentaremos
alguns resultados sobre o comportamento espectral de operadores do tipo —A + V', onde
V é um potencial linear, com condicoes de Neumann na fronteira e perturbacoes do
dominio. Estamos interessados em obter condicoes necessarias e suficientes que garantam
que os autovalores e as autofuncoes comportem-se continuamente quando o dominio sofre

perturbagoes satisfazendo (4).

Definigao 2.3. Uma familia {V. : 0 < e < ¢} de potenciais lineares é admissivel se

Vo e L), sup ||[V|lre@y) <C <ooel 28V, fracamente em L2(RYN).
0<e<eg

Para fixar a notacao, consideremos o problema de autovalores

—Au+ Vou = du, €,
du — ), 9.

n =

onde {V.: 0 <e <egy} é admissivel.
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Denotemos, para € € [0,¢0] os seguintes conjuntos:

e {)\5}22, como o conjunto dos autovalores do operador —A+V;, ordenados e contando

suas multiplicidades.

o {¢5}2°, a familia completa e ortonormalizada de autofungoes associadas a {5} ;.

Diremos que o espectro comporta-se continuamente em € = 0 se, para cada n € N,
temos que X2 — A0 quando € — 0, e também a convergéncia espectral das projegoes

em H!, da seguinte forma: se a ¢ {)\5 "1 e\ <a < A\, e definimos as projecoes

P LARY) = HY(Q.), Pi(y) = Z (65,9) 12, @5 entdo

i=1

sup{|| P (v) — P2 ()| 1, ¥ € L*(RY) e ||¢]|2vy = 1} — 0 quando € — 0.

A convergéncia das projecoes espectrais é equivalente a: para cada sequéncia g, — 0,
existem uma subsequéncia, que denotaremos também por €, e um sistema completo de
~ . . 3 O
autofuncoes ortonormais tais que ||¢SF — Q%HH;k — 0 quando k — co.
Note que a condigao (4) implica que existe uma sequéncia nao crescente p. com

p: — 0 quando € — 0 tal que, se definirmos
K. ={z € Q:d(z,00) > p:}, (2.1)

entdo K. C Q. para todo 0 < € < gy. A familia de conjuntos abertos {K.}o<c<-, pode
ser considerada, quando € — 0, como uma perturbacao suave do interior do dominio 2.
Em particular, como o dominio 2y é Lipschitz, a familia K. é uniformemente Lipschitz
em e. Isto implica a existéncia de operadores de extensao E. : H'(K.) — H'(RY), os
quais sao também extensoes de L*(K.) a L*(RY), e cujas normas || Ex ||z (k) m1®Y)) €

| Ee |l £(p2(k.),02(mvy) sdo uniformemente limitadas.

Observacao 2.4. Note que excluimos a possibilidade de p. = 0, e portanto K. = Q.. Isto

ocorrerd no caso em que g C €)..

Para caracterizar a continuidade do espectro, definimos

. Jo. VoI
7. = inf

. 2.2
¢¢EH1(QE) st ‘¢|2 ( )

Observe que, no caso em que ). \ K. é suave, 7. é o primeiro autovalor do seguinte

problema:

27



CAPITULO 2. CONVERGENCIA ESPECTRAL E DINAMICA LINEAR

—Au=rTu, Q\K,,

u =0, 0K.,
ou __
T N

A seguir, temos uma caracterizacao do comportamento espectral do operador —A +

V..

Proposicao 2.5. Assuma que a familia de dominios {0} satisfaca (4). FEntdo as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) O espectro de —A + V. comporta-se continuamente quando € — 0 para toda familia

admissivel de potenciais {V.,0 < e < ¢gp}.
ii) 7. — 0o quando € — 0.

iti) Para toda familia de fungoes 1. tal que ||Ve||mq.) < C, tem-se ||Vl 20z — 0

quando € — 0.

w) Para toda familia de fungoes . tal que ||| g1,y < C, exitem uma sequéncia {1)., }
e uma fungdo o € H'(Q) tal que 1., — o, em L*(RY) e, para cada x € H'(RY),
temos

Vi, Vx — Vi V.

Qe Qo

Além disso, se vale alguma das quatro afirmacoes acima, vale a afirmacao
v) |Q:\ K| = 0 quando € — 0.

Demonstracao: (iii) = (i7)

Suponhamos por absurdo que {7, } seja uma subsequéncia limitada de {7.}. Pela
defini¢do de 7., obtemos uma familia {¢., } de fun¢bes limitadas que, caso seja necessario,
pode ser normalizada, com norma um em L%*(Q, \ K., ) e norma em H'(Q.,) também
limitada, ou seja, obtemos uma familia de func¢oes limitadas cuja norma nao converge
para zero, contrariando a hipotese.

(it) = (v)

Notemos que pela definigdo de K, |Q \ K, | — 0 quando ¢ — 0 e portanto apenas

precisamos mostrar que 2., \ Q| = 0 quando £, — 0. Suponhamos que nao seja verdade
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2.1. CARACTERIZACAO DA CONVERGENCIA ESPECTRAL

tal afirmacao, entao existem 7 > 0 e uma sequéncia g, — 0 tais que [, \ Qo| > 7. Seja

p = p(n) um nimero pequeno o suficiente tal que
Al = o € RY\ Qo d(z, %) < p} < 3,
ou seja,

1B| = |{z € O, d(z,) > p}| > g,

j4 que o conjunto A foi retirado de €, junto com Qe |[A| < 1.

Seja y(x) uma funcao suave dada por

0, sex ey

() =
1, sex € RN\ Qqed(x,Q) > p.

Entao v € H'(€,), com
V2@, <C e

il = ( /. W)é -(/ Wf -(/ 1)1 >

Logo ., é limitado, contrariando a hipdtese.

n
VRS
N3
~

M|

(i6) = (did)
Suponhamos por absurdo que exista uma sequéncia de fungoes {¢., } com ||¢e, 21,
< Cre |lge 2. \&o) = C2 > 0 para todo &.

Seja ., = Egk(qﬁm@). Entéo ¢., € H'(RY), com [[¢., || @y) < C, para todo e.

Além disso, usando a Desigualdade de Hdélder, temos

2 < 2 : -
| e < WPl ey 11,2

e \Key,

- (/gz%\x%(wg’“'z)]&)]w ' (/Qak\mkldx)

Elevando ambos os lados a 3 e usando a imersdo de Sobolev H'(Q., \ K,) — L%(ng \

BN

K.,), temos

Ve |20, 7o) < 1Y, HL%(Q%\K%

1 — L
)’QEk \ K5k|N < Cl”wﬁk”Hl(RN)|Q€k \ K€k|N7

para (N > 3). Notemos ainda que
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CAPITULO 2. CONVERGENCIA ESPECTRAL E DINAMICA LINEAR

2 2
| 1de < | B e Il e,

(] i) (] ) )

Elevando ambos os lados a % e usando a imersdo de Sobolev H'(Q., \ K. ) —

P9, \ K.,), temos

ol
RS

1
2

-1 — 1_1
HwékHLQ(QEk\Kigk) < ||¢5k||Lp(ng\K75k)|Qek \K5k|2 P < C//||¢5k||H1(RN)’Q‘5k \ K5k|2 ®,

para (N = 1,2), onde p pode ser escolhido arbitrariamente grande na desigualdade.
Com essas desigualdades, para algum 6 > 0 e admitido (v) (pois ja foi provado que
(i7) = (v)), temos

Vel 20, i) < ClO, \ K, |” =0

quando g — 0 .
Consideremos em €2, a fungao xe, = ¢e,— e, Logo, X, = 0em K, e [[xe, [|m1a.,) <

Ch.

Além disso, para ¢, suficientemente pequeno, temos ||1/)6k||L2(QE\KTk) < %7 logo

Cy
HXskHL%Qs\KTk) = H@kHLZ(QE\KTk) - HQAEICHLQ(QS\T%) > 5

para k suficientemente grande.

Portanto, tomando ., na defini¢do de 7., , contrariamos a hipotese (7).

(1i1) = (iv)

Se {1, } ¢ uma sequéncia com [|¢, [|p1q.,) < C, entdo podemos extrair uma sub-
sequéncia, que denotamos também por {¢.,}, e obter uma fungdo 1y € H*(Qy) tais que
Ve, — o, w—HY(K), s—L*(K), para K CC Qq. Provaremos, na verdade, que 1., —
em L*(RY).

Notemos que com um argumento similar ao usado na prova de (i7) = (ii7) temos que
existe um p > 0 tal que [|¢oc, |2k, \x;) < C[Ke, \ K;5|?, para 0 < 4 < §, com a constante
C independente de k e 6. Dado > 0 um nimero pequeno, tome § pequeno o suficiente
para que Ve || z2(x. \1e5) < , Para todo e < d e [|[Yo]|z2(00\r5) < 7. Observe que, como

|20\ K., | — 0, entdo podemos escolher § pequeno o suficiente para que |K, \ K| fique
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2.1. CARACTERIZACAO DA CONVERGENCIA ESPECTRAL

tao pequeno quanto se queira. Notemos que

1o, = Wollz2eny < e, = YollZagrey) + 1Ye, — YollZ2@n iy

Estendendo 1., por 0 fora de €2, e fazendo o anédlogo para 1)y, temos

[Ye, = Yolle@miy) < Ve llzzca ke, ) + eIz, i) + (W0l 200\, )

Ui
S 5 + ||/(/}€kHL2(QEk\K5k).

Escolhendo € > 0 pequeno o suficiente e usando (v) para que |[¢)., ||L2(st\KEk) <17

e [[the, — w0||2L2(K5) < 7, segue que
%2, — ol 2@y < 1,

mostrando a convergéncia em L?(RY).
Agora, se Y € HY(RY) e n > 0 ¢ um niimero pequeno, escolhemos § > 0 pequeno o

suficiente para que HX”Hl((QEkqu)\E) < 7. Entao, para 0 < g < 4, temos

Vi, Vy - / VoV

Qo

Qe

_ / Vi, Vy — / ViV + / Vi Vy — [ VioVy
ng\K(j QO\KrS

Ks Ks

< /K (Vi = Vo)V

w0 vealvad+ [ vl
Qe \Ks Qo\Ks

< / (Vipe, — vwon‘ +2Cn — 2Cn,
Ks

quando €5 — 0. Como n > 0 é arbitréario, (iv) esta satisfeito.

(iv) = (iii)

Se {%.} ¢ uma familia de funcdes tais que |[1)||g1o.) < C, entdo existem uma
sequéncia {1)¢, } e uma funcio 1y € H'(Qp) tais que 1., — o[ 2w~y — 0 quando g, — 0.

Portanto,

||@/’ekHL2(QEk\KTk) < |[tbe, — ¢0||L2(ng\KTk) + H%HH(QO\KTk) — 0 quando g, — 0.

(1) = (i)
Suponhamos, por absurdo, que exista uma sequéncia {e;} tal que 7., < a, para todo

k e um ntmero fixo a. Pela definicao de 7., , existe uma funcao ¢., com ¢., =0 em K,
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[0 lz2.,) = 1 e \|V¢5k|li2(gek) < a. Observe que

J

para alguma constante a independente de ¢;. Escolhamos n € N tal que a < X)) < A0, .

W%Ff/lamﬁéaﬂmwm@gﬁi

€k Qk

Denotemos por ¢, ..., ¢S as n primeiras autofungoes e consideremos o espago linear
(63, 03, de ] € HY ().

Pela convergéncia espectral, temos uma subsequéncia €, (que também denotamos
por €;) e autofungdes do problema limite ¢, ..., ¢ tais que ||¢7* — ¢} — 0 quando

er, — 0. Isto implica que [|¢;*(|z2(q., \x.,) — 0 quando & — 0.

De fato,

6 o = [ ToRP= [l o+ ol
Qej \Key, Qep, \Key,

s/ w?~ﬁ+ww§/ 206 — ¢ + 2|60
0, \Kz, 0

Ek\KEk

\W—W”Z/ 622 — 0,

9, /
(2e,NQ0)\ K=, U(Q2:, \ ) Qe \Key,

pois [[7* — @Yl — 0 e [Q\ Ko | = 0 e ¢} estendida é zero fora de €. Assim, temos
/ ;¥ P, — 0, quando e — 0, parai=1,...,n,
Qc,

o que nos diz que [¢*, ..., ¢ ¢, ] € um sistema quase ortonormal em L*(Q. ). Pela

caracterizacao min-max de autovalores, temos

R fQEk v¢|2 +fﬂak ‘/Elc’(b‘Q
A < max 3
DEIOF o iE e, Jo,, 19l

n

Mas, se ¢ € [¢7*, ..., 05, ¢, ], podemos escrever ¢ = Zaiqbf’“ + B¢e,. Usando que ¢;*
i=1

sao as autofuncoes correspodentes aos autovalores )\f’“ e que a familia {cﬁi’“, ey Q5K ¢Ek} é

quase ortonormal, temos
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/Q vor+ [ Valof

)\Ek °k

n+1 )
/ 9
ng
/.

<i Vo + Ve, En: @, Vo + 5v¢€k>
=1 i=1

/st <Z1 i+ Be Zl iy + 6¢5k>
/st Yo <Z fi" & B0a, Z g + 6¢5k>

J 0, <Z H+ Bl Z o + ﬂ¢ek>

S Qv v Za%@w / BV, [+ B2, | + o(1)

stz 1

k

+

[ S ation e+ o+ ott)

Ekzl

ST aIXE + Ba+o(l) AR Z of + %+ o(1)

i=1 < i=1

> af+ % +o(1) > af+ % +o(1)
=1 i=1

<
Como A* < A0 +0(1) e a < X2, temos

XY ol Ba+o(l) (AL Fo(1)Y al+MB%+o(l)
=1 < i=1

> ai+ B+ o(1) > ai+ B8+ o(1)
=1 i=1

n

MO al+8%) +0(1)(D ) +o(1)

1=1 i=1
Z o + 32+ o(1)
=1

o(1)

> al+ B +o(1)
=1

<N+

= A +o(1).
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CAPITULO 2. CONVERGENCIA ESPECTRAL E DINAMICA LINEAR

Portanto, A;f,; < A2 +o(1) e, quando k — oo, temos que A0, ; < A2 +o(1), o que é uma

contradigao.

(iv) = (i)

Fixemos n com a propriedade de A) < AD, | e consideremos a familia de autofungées
{¢9,...,¢%}. Se denotarmos por E o operador extensao de H'(€y) a H(R"Y), e por T.
a restrigao do operador a ., construimos a funcao & = T.E¢?, i = 1,...,n. Como (iv)
implica (v), podemos ver que [|&||m1(.\0p) — 0 quando ¢ — 0 para i = 1,...,n, pois a
extensao é limitada e |Q. \ K.| — 0 quando ¢ — 0, garantindo que [, \ Q| — 0 quando
e — 0.

Pela caracteriza¢ao min-max de autovalores, obtemos A\ < A +0(1) quando & — 0.

Podemos escolher uma sequéncia e, — 0 e numeros x; < A, i = 1,...,n, tais
que \* — k;, para i = 1,..,n. Como {¢:*}, é uma sequéncia limitada em H'(Qy,),
para i = 1,...,n, temos por (iv) que podemos extrair uma outra subsequéncia, que ainda
denotaremos por {¢;*}, e tomar fungoes £ € H'(Qp), tais que ¢7* — €2 em L*(RY), para
1=1,...,n,e

VotV — | VEOVY, i=1,..n,

Q. Qo
para todo x € H'(RY).
Em particular, f?&? = 0;5, pois sao limites de autofun¢oes ortonormais. Além
disso, multiplicando a g(;uagéo (—A+ V., )ik = A*¢5* por x € H'(RY) e integrando por

partes, temos

/ VWVX+/x@ﬁw=A?/ Sy, i=Lom
st Qo st

E passando ao limite, obtemos

V$VX+/‘%$XZM O i=1...n

Qo Qo Qo

Isto implica que k; e £ sao respectivamente autovalores e autofungoes do problema
limite. Como ja sabemos que x; < A!, entdo temos necessariamente que x; = \) para
i=1,...,ne{£) .. £} é um sistema ortonormal de autofungdes associadas a AJ, ..., \V.

n

Para provar a convergéncia em Hglk, notemos primeiramente que, para £, temos

/ WWF:W/ WW—/
Q o, 0.

v@@ﬁ+£/mﬁ—/vmwz/|wW7
Qo Qo Qo
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onde usamos apenas que ¢:* — &) em L*(RY), a convergéncia fraca de V., para Vj e a
limitagao uniforme de [V, [|~(q.,). Assim,
[ o —vep= [ verpe [ velr-2 [ verve,
]RN Qek QO Qf‘?k
Mas,

/ IVi+|* — IVEY? quando g, — 0
st Qo

e, se definirmos £ € H'(RY) uma extensio de £, temos

/ Vv = /
Q, Q

quando g, — 0, pois

VﬁW@ﬂ+/ Vo (VE — VE) [ v,

€k st Q0

Vs (Ve — veb)

< |IVéi* Nl 2. IVE = VE 2., ) — 0
ng

quando g, — 0. Isto implica que
/ Vot — VE|> = 0 quando & — 0.
RN

€k 0 A . 1
Logo, temos ||¢:* — & ||H3k — 0 quando &}, — 0, mostrando a convergéncia em H_

2.2 Convergéncia dos operadores resolventes

Analisaremos nesta secao o comportamento dos operadores resolventes.

Definicao 2.6. Dizemos que uma familia {Q: : 0 < e < e} € admissivel se satisfaz (4)

e uma das condigoes (i)-(iv) da Proposicao (2.5).
O proximo resultado mostra a continuidade do resolvente.

Proposicao 2.7. Assuma que a familia de potenciais {V.,0 < ¢ < g} e a familia de
dominios {Q. : 0 < e < g9} sejam admissiveis. Assuma também que 0 ¢ o(—A + V).
Entao, para e suficientemente pequeno, 0 ¢ o(—A + V.), e eziste uma constante C,

independente de €, tal que

[~ 4+ Vo) gy < Cllgcllizay, 00 € L(Q2). (2.3)
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Além disso, se g. — go fracamente em L*(RY), entdo
(—A+V.)7'g. — (A +Vp) 'gollm = 0 quando & — 0. (2.4)

Demonstragdo: Mostremos primeiro (2.3). Pela continuidade do espectro dada pela
Proposigao 2.5 temos que, para £ pequeno o suficiente, 0 ¢ (—A + V.). Em particular,

para g. € L?(€).) dado, temos uma tnica solugao w. € H*(€.) de

_Awa + nga = e, 967

811}5 _
e ), ..

(2.5)

Mostraremos que se ||g:||z2.) < C, com C independente de €, entdo |w.||r2.) ¢

limitado. Suponhamos por absurdo que exista uma subsequéncia, que denotamos também

por {w,}, tal que ||w.|| r2(q.) — 0o. Considere w, = i , de modo que ||| 2
[well2(q.)
1.
Entao
_ g — 9ge
A + Vele = lwellp 20, em {1, (2.6)
aawf =0, em 0f)..
n

Multiplicando esta equacao por w., e integrando por partes, obtemos

/ |Vu~]5’2+/ VE|U~}E|2:/ me
€ 5 Qe HwEHLQ(Qs)

/ V. |* < C,

com C' independente de €. Aplicando a Proposi¢ao 2.5 (iv), podemos extrair uma se-

de onde segue que

quéncia, que denotamos também por ., tal que w, — Wy em L*(RY) e, para todo
x € HY(RY), temos

/ Vuw.Vx — VuwyVy.

Qe

Qe
Note, em particular, que ||, 12, = 1.
Seja £ € H' () e considere £ € H'(RN) uma extensdo de & a RY. Multiplicando a

equacao (2.6) por &€ € H'(€),.) e integrando por partes, temos

/Vw5V§+/ Vo = /
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Passando ao limite, obtemos

Vi Ve + / Vytio€ = 0,

QQ Q0

onde usamos que ||Vz ||z (o) < C, Vi — Vj fracamente em L*(RY) e w, — wy em L*(RY).

Entao
—Awo + ‘/01170 = O, ern Qo, (2 7)
68120 = 07 em OQO .

Como, por hipotese, 0 ¢ o(—A + V), temos que wy = 0, o que contradiz a hipotese de
|00 || 200y = 1. Assim, segue que ||w.||r2(q,) ¢ uniformemente limitado em e.
Vejamos agora que ||Vw.|[12q.) ¢ uniformemente limitado em e. Da desigualdade

de Holder segue que

/ gewe < llgellzzgan - lwellzzgany < 00,

Qe

e, como os V. sdo uniformemente limitados em L>(€).) e

‘VUJ5|2:—/ V;«|UJ5|2+/ JeWe
Qe e €

segue a limitagao uniforme de ||Vw,||r2(q.).

Para mostrar (2.4) note que, pela convergéncia fraca de g., temos que g. é uni-
formemente limitada em L*(RY). Aplicando (2.3), obtemos que [[(—=A + V2) " g.|l i1 (a)
é uniformemente limitado em ¢. Usando (iv) da Proposi¢ao 2.5 e tomando o limite na
equagao, segue que se u, = (—A + V.)7lg. e ug = (=A + V) "tgo, entdo u. — ug em
L*(RY) e Vu. — Vug fracamente em L?(RY). Agora, com um argumento similar ao
usado na prova que (iv) implica (i) na Proposigao 2.5, obtemos que u. — ug em HZ. Tsto

conclui a prova.

2.3 Convergéncia dos semigrupos lineares

A partir da continuidade do espectro dos operadores —A + V., podemos obter es-
timativas sobre o comportamento dos semigrupos lineares, que serao fundamentais na

anélise da dinamica nao linear.

Teorema 2.8. Para cada € € [0,20], consideramos o operador —A : D(A) C L*(Q.) —

L3(Q.) com condigao de Neumann. Este operador é setorial e
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I (ot + A)AH[;(LQ(QE para todo p € X_y 4,

M
))S—)\a
1+ Al

para alguma constante M independente de €.

Demonstracao: Notemos inicialmente que

ou
/ —Au-u= / Vu-Vu— / 5,0 = HVuHiz(QE) > )\HuH%g(QE),
£ € 395 n

onde usamos a Desigualdade de Poincaré.
Portanto, —A satisfaz (—Au,u)2q.) < —A(u,u) 2, para todo u € L2(Q) e é
dissipativo.

Temos W(—A) C (—o0, =], sendo
W(—A) = {(—Au,u>L2(Q€); u € D(A), [lull 2,y = 1}

a imagem numeérica de —A. Desta forma, R := C\ (—oo,—\] C C\ W(—A) & aberto e
conexo. Temos ainda que 0 € RN p(—A). Do Teorema 1.29 resulta que, se p € R, entdo

_1 1
G+ )7l g,y < dist(p, W(—A))

Logo,se 0 < g < Fepe€X_yy4:={weC:|arg(w+ N)| <7 — ¢}, temos
d(p, W(=A)) = d(p, (=00, =A]) = [p + Al sin(m — arg(p + A))

> |+ Alsin o,

obtendo assim

(e + D)l 220 , para todo p € X_) 4,

M
) S T
|1+ Al
_ 1
em que M = e independente de €. [
Consideremos os operadores A. = A — V. como operadores ilimitados em L?(€2.),
para 0 < ¢ < g9. O Corolario 1.40 garante que esses operadores geram semigrupos
analiticos et em L2(€.), H*(Q.) e, em geral, na escala de poténcias fracionarias do
operador.
Notemos que o semigrupo e“<* age sobre funcdes definidas em €).. Precisamos esti-
mar expressoes do tipo e“<tug, onde uy € L*(€)). Assim como anteriormente, estendere-
mos a funcao ug por 0 fora de )y e a restringiremos a {2.. De maneira analoga, podemos

A

dar sentido a expressao eolu,.
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Temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.9. Assuma que a familia de dominios {Q. : 0 < e < g0} e a familia de
potenciais {V. : 0 < & < g0} sejam admissiveis. Seja a > 0 tal que \) < a < X0, e
considere a projecao espectral sobre o espago linear gerado pelas n autofuncoes P como
definida anteriormente. Denote por b um nimero tal que b < N). Entdo eristem um

1
nimero 3 < ¥ <1 e uma funcao 0(c) com 8(e) — 0 quando € — 0 tais que
e u. — e || < MOt Te " ucll 2.y, ue € L*(S2), t>0, (2.8)

||€A5t(] — PYu, — eAOt(I — PS>U6||H€1 < M@(e)t_ﬁe_“tHu5||L2(QE), Uz € LQ(QE), t>0.
(2.9)

Demonstragdo:  Provemos primeiro a desigualdade (2.9). Considere n e a dados,

satisfazendo as hipdteses da proposicdo. Note que (I — P7) é a projegao sobre o espago

linear gerado pela base de autofuncoes retirando-se as n primeiras autofuncgoes da base,
de modo que a é menor que os autovalores do operador nesse espaco. Portanto, existe

uma constante M, independente de ¢, tal que
AT — P2 )uc|my < Mt~2e™|ucl| 2., ue € L), t> 0, € € [0, ).

Agora, separaremos as estimativas para t pequeno e t grande. Sejam v € (5, 1)

fixado e 6 > 0 um parametro pequeno e consideremos os casos t € (0,4] e t > 4.
(i) Set € (0,0], temos

<" (1 = P )uc—e™" (I — PY)uc|
< Nl (I = Po)uclls + [l (1 = P)uclm
< 2Mt_%e_atHUEHL2(QE)
= 2Mt‘%+7_“’e_“t||U5||L2(Qs)

< 2ME 3t |ug | 20

(i)
Se t > 0, procedemos como segue. Notemos primeiramente que sempre podemos
escolher um ntimero positivo [ = {(§) tal que se z > [ entdo zre#t < 5t~ 7e~ para todo

t > 4. Como X, — \? quando ¢ — 0, e A — +00 quando k — oo, existe N = N(§) > n
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CAPITULO 2. CONVERGENCIA ESPECTRAL E DINAMICA LINEAR

tal que se k > N entao A}, > [(9), para € € [0,e9). Sem perda de generalidade, podemos

) < )\0 . Pela decomposicao espectral de semigrupos lineares, temos

—X¢
Z e (ug, ¢

assumir que )\0

At( — Py

k=n+1

como pode ser observado em [9]. Assim, obtemos

|e*' (I— PYu. — e’ (I — Py) usy\Hl
= Z ei)\ t u67¢k ¢6
k=n+1 k=n+1
N(6)
- e Y e
k=n-+1 k=N (6)+1
- Z ) it Z
k=n+1
N(6) N(6)
<Y e M (ua ) o — D>
k=n-+1 k=n+1
+ Z e (ue, o) ¢4 +
=N H(Q.)
- .[1 + IQ -+ 13.
Analisemos inicialmente Iy e I3,
2
e 1
L= Y. e (u,¢0) 6 = || A2
k=N (6)+1 (@)

N

e M (ue, ¢f)

2

k=N (8)+1

2

k=N (8)+1

_ <A;

1
Como A2 é autoadjunto, ver [1], temos

<A Z —)\tu€7¢£> 5 Z

k=N(6)+1 k=N(8)+1

=< S e us, ¢f) At >

k=N(8)+1 k=N(8)+1

(3 e >

k=N (8)+1 k=N(6)+1

Z e t<u5,¢k>¢k

/\Et u57¢5> ¢s

N (u, 02 62

H2

e (u, ¢)) 62

H:

o

2

e (ug, ¢ )

k=N (5)+1 ()
2

Z _)\ t ua? ¢k> ¢E

=N L2(Q2)

e (ue, ¢7) ¢2> :

e (ue, o) ¢2>
e N (ue, ¢) ¢i>

e (ue, ¢f) ¢i>
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2.3. CONVERGENCIA DOS SEMIGRUPOS LINEARES

= > NP (ue, ¢5) 1P
k=N(8)+1

< Y ST (u, o) [
k=N(8)+1

Logo, usando a Desigualdade de Bessel, segue que

o0

]22 < 52t 2720t Z |<us7¢i> |2 < 52t—276—2at||u5||%2(96).
k=N (8)+1
ou seja,

]2 S 5t_76_at ||u6 ||L2(Qe)'

Analogamente,

]3 S 515_76_(” ||U,<E ||L2(QO) .

Para I, temos

N(6) N(9)
—)\¢ _)O0
L=\ Y e (u, i) on— > e M (u, 0f) op
k=n+1 k=n+1 H!
N(6) N(6)
__\¢ _1\O0 )0
< Z (e N —e )\kt) (ue, B1) D% + Z = Akt((“a D) Ok — <u€, ¢2> d)g)
Para o primeiro termo, temos
N () ?
— )¢ 0
D (€ =) (ue, 67) 6
k=n+1 1
N(5) 2
= || D (e =) (e, 6) 65
k=n+1 HY(Q-N%)
N () ?
— )¢ — 10
| Do (€7 = e e, 7) 6
k=n+1

H(2:\Q0)

Procedendo como anteriormente, para £(d) pequeno o suficiente e usando a con-

vergéncia dos autovalores, segue que

2

N (&)
__\€ _ 0
D (€ — e {ue, 6) o
k=n-+1 H!
N(S)
< >t = Xllluell 200 165 2200 | 65

k=n+1
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CAPITULO 2. CONVERGENCIA ESPECTRAL E DINAMICA LINEAR

N(5)
< >0 2t = Ml zen

k=n+1
N(5)
1
< > 2t = Mz (A0 2 165l 2
k=n+1
N(3)
e\i 2
< > 200)2tA; — Allfuell 2o
k=n+1
N(5)
1
< >0 2000) 2N — Mllluell 2.
k=n+1
N(d)
< Y ST lue| e, < 60T ucF2(, -
k=n+1

1
RE A ITEION

Assim,
N(d)

—)\¢ -0 - —a
SN ) (e 60) 67| <0 ue 2.

k=n-+1 Hsl

Resta-nos estimar o altimo termo:

N(5)
> e ((ue, 65) 0f — (ue, 07 6F)

k=n+1

H]
N(8)
-0 € € (3 €
= [ D2 e e, 65 65 — (wes 67 B+ e, 67) ) — (e, ) )
k=n+1 H!
N(5) N(o)
)0 € € -A? €
< Z e /\kt(<us>¢k> (¢k—¢2)) + Z € )\kt(<us:¢k_¢2>¢2)
k=n+1 1 k=n+1 H1
N(5) N(9)
)0 5 £ -0 €
< et |37 ((ue i) (67— )| et || D7 ((ua 65 — 60) )
k=n+1 H} k=n+1 Hl
N(3) N(9)
)0 -9
< et ST e 07) 97 — Sl + et S | (e 6 — 60) Rl
k=n+1 k=n+1
N(6)
_ )0
< et (S e, 07) 11165 — Ol + | (ues 65 — 000 62l |
k=n+1
N(6)
_ )0
<e ( S etellzeon 165l 2 I 65 — 62l
k=n-+1
il 0165 — iz ol )
N()
)0 B 5
< 267 = llizan | D Muellzaolloblizn + lucllzzn 68
k=n+1
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2.3. CONVERGENCIA DOS SEMIGRUPOS LINEARES

Portanto, para £(d) pequeno o suficiente e pela convergéncia das autofungoes, temos

N(5)

—)\0 e @
S e e, 67) 67— (e, AN < 0t 2.

k=n+1 Hl

Das estimativas para I, I e I3 ,obtemos

e (1 = P)ue — e (1 = Pue| < €™ fuc]| 2, (2.10)

parat > d e c € (0,(9)).

Como ¢ é arbitrario, segue da parte (i) e da desigualdade (2.10) que o resultado esta
provado.

A prova de (2.8) da proposigao é similar a prova de (2.9). Apenas trocamos a por b
e PE=0, P*=0.

Isto conclui a demonstracao.
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Capitulo 3

Continuidade dos atratores

Neste capitulo provaremos, usando a Formula da Variacao das Constantes e os resul-
tados do capitulo anterior, que a familia de semigrupos nao lineares associada ao problema
(1) dependendo de ¢ é continua em & = 0, uniformemente em intervalos compactos de
(0, 00). Com isso podemos provar que a familia de atratores A, e os conjuntos de equilibrio
&. sao semicontinuos superiormente em ¢ = 0.

Posteriormente, estudaremos a semicontinuidade inferior dos atratores. Tal resul-
tado é obtido a partir da continuidade dos conjuntos de equilibrio &, que mostraremos, e a
caracterizacao dos atratores como uniao das variedades instaveis dos pontos de equilibrio,
como no Teorema 1.68, para semigrupos com estrutura gradiente.

Recordemos que a semicontinuidade superior dos atratores em H! significa que

sup inf |lue — wol|lg — 0 quando e — 0,
ue €A, WEAD ‘

enquanto a semicontinuidade inferior dos atratores em H! significa

sup inf |lue — wo|lgr — 0 quando e — 0.
ugEAg Ue€Ae :

3.1 Semicontinuidade superior dos atratores e dos con-

juntos de pontos de equilibrio

No capitulo anterior estudamos detalhadamente o comportamento da parte linear

dos operadores sob perturbacao e provamos o resultado que garante a continuidade dos
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CAPITULO 3. CONTINUIDADE DOS ATRATORES

semigrupos lineares. Veremos agora que os atratores e o conjunto de solucoes de equilibrio
sao semicontinuos superiormente sob a perturbagao.
Para isto, usaremos a continuidade dos semigrupos lineares ji obtida e a continuidade

dos semigrupos nao lineares, que mostraremos a seguir.

Observacao 3.1. Usaremos, a partir daqui, a sequinte notacao para os operadores de

Nemitsky associados a f e %, respeclivamente:
u

Fu)r = f(z,u(z)), F'(u)r= a—($, u(z)).

Proposicao 3.2. Suponha que a familia {Q.; 0 < e < eo} seja admissivel. Entao existem

0 <~ <1, uma fungao c(¢) tal que c(e) = 0 quando € — 0, e uma constante M tais que
| Te(t, ue) — To(t, ue)||gr < Mc(e)t™, t € (0,7], |uellr2) < R, € € (0,e), (3.1)
onde M = M(1, R).

Demonstracao: Pela Formula da Variacao das Constantes, temos
T.(t,u.) = e*'u, + /t e P(TL(s,u.))ds, € € [0, ).
Assim, ’

1T (¢, ue) — To(t, ue) |l

eAety, — eMoly, + /t eI P(TL(s,uz)) — eI F (T (s, u.))

0

eI P(TL(s,u.)) — e F(Ty(s,u.))ds

H}

< (et = e,
t
+/0 HeAS(t’S)F(TE(s,us)) = eAO(t’S)F(TE(S, UE))HH; ds
t
[ et ) - I P (T, ) ds), - e [0,20).
0 £
Usando a Proposicao 2.9, temos
Tt 1) = To(tullms < e (MOE)E e )
t
+ " MO(e) / (t — s) Ve =9 F(T.(s, ue) || L2 (0. ds
0

t
—i—eth/ (t — 5) e Tu(s, we) — To(s, ue)| mads.
0
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3.1. SEMICONTINUIDADE SUPERIOR DOS ATRATORES E DOS CONJUNTOS
DE PONTOS DE EQUILIBRIO

Como ||tel[z2(0.) < R e f & limitada, podemos majorar os dois primeiros termos do
lado direito da desigualdade acima por M@(e)t™7.
Tomando a fungio e ||T.(t,u.) — To(t, u:)|| e usando a Desigualdade de Gronwall,

obtemos 7 > 0 e M = M(r, R) tais que
M| To(t, ue) — To(t,ue) || < MO(e)t™, t € (0,7].
Como € ¢ limitado para t € (0, 7], temos
ITL(t ue) — To(t,ue) | m < MO, te(0,7).
|

Proposicao 3.3. Suponha que a familia {Q; 0 < e < eo} seja admissivel. Entao temos

a semicontinuidade superior dos atratores em ¢ =0 em H!, no sentido que

sup | inf {|ju. — wo|lg}| — 0 quando € — 0. (3.2)
ue€A. | w0€AD c
Demonstracgao:
Devemos mostrar que
sup inf |lu. — v|/m = 0.

ue €A VEAD

Para tanto, é suficiente mostrarmos que, dado § > 0, existe € = £(¢) tal que

viGnEOHuE — vl <6,

qualquer que seja u. € A., com 0 < € < & Agora, pela definicao de infimo, basta
garantirmos que, dado § > 0, existe ug € Ay satisfazendo

HUE—U()HHel <(5+5, Yu® GAE.

De fato, o atrator limite Ag atrai o conjunto B = U A. sob Ty(t), na topologia de
€€(0,e0]
HY(Q), ja que B é limitado em L>°(RY). Deste modo, qualquer que seja n > 0 dado,

existe 7 > 0 tal que

d(To(t,ue), Ag) <m, Yu. € B, sempre que t > T,
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CAPITULO 3. CONTINUIDADE DOS ATRATORES

ou seja, dado 77 > 0, existe ug € Ag tal que
|To(7,ue) —wollgr <nm+%, Vu. € B.
Seja
e : R — H'()
t— pe(t, ue)
uma orbita completa limitada por u. e definamos v. = ¢.(—7,u.) € A..
Assim, temos u. = T.(7,v:) e, da Proposi¢do (3.2), segue que
[ue —wollaz = IT2(7,ve) — ol
< [Te(r, ve) = To(7, ve) [z + | To (7, ve) — uol|
< Mc(e)T 7 +n+n<6+6,
para €, n,7n suficientemente pequenos.

Proposicao 3.4. Se a familia {Q. : 0 < e < ey} € admissivel e E. denota o conjunto das

solugoes de equilibrio do problema (1) para € € [0,¢e0], entao

sup | inf {|luc — ug||g:}| — 0 quando € — 0. (3.3)
ue €€ UOGSO )

Demonstragao:

Para mostrar a semicontinuidade superior das solugoes de equilibrio, provaremos
que, para uma sequéncia €, — 0 e para u., € &, podemos extrair uma subsequéncia,
que denotamos também por u.,, e obtermos ug € & tais que |ju., — u0||H51k — 0 quando
k — oo. Pela semicontinuidade superior dos atratores dada por (3.2), obtemos a existéncia
de uy € Ay tal que |lu., — UOHH;k — 0 quando ¢, — 0. Para mostrar que ug € &, observe

primeiro que, pela unicidade do limite para todo t > 0, temos
e, — To(t, o)z, — lluo — To(t, uo) |l 11 (00)-
Além disso, para 7 > 0 fixo e ¢t € (0,7), temos
||lue, — To(t,uo)HH;k = ||T%, (t, ue, ) — To(t7uo)||Hgk — 0, quando g, — 0,

onde estamos usando que u., ¢ equilibrio e (3.1). Em particular, temos que, para ¢t > 0,
up = To(t, up), o que implica que ug € um equilibrio, concluindo a prova da proposicao.
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3.2. CONTINUIDADE DOS CONJUNTOS DE EQUILIBRIO, VARIEDADES
INSTAVEIS E ATRATORES

3.2 Continuidade dos conjuntos de equilibrio, variedades
instaveis e atratores

Para obtermos a semicontinuidade inferior dos atratores em H!, devemos verificar a
semicontinuidade inferior dos conjuntos de equilibrio &,.. Nesta se¢ao provaremos, para a
classe de dominios perturbados considerados e assumindo que os equilibrios do problema
limite sao todos hiperbolicos, que &. sao conjuntos finitos com cardinalidade constante;
isto &, & = {uj,...,u5,}, 0 < e < gy. Provaremos também que este conjunto comporta-se

continuamente com respeito a € em H., ou seja,

m} =30,

e __ .0
@gﬂ\% ug|

Provaremos posteriormente, nesta secao, que as variedades locais das solucoes de
equilibrio sao continuas quando € — 0. Para isto, usaremos a convergéncia dos equilibrios
para obter a continuidade do espectro da linearizacao em uma vizinhanca do equilibrio e

consequentemente a continuidade das variedades instaveis.

3.2.1 Continuidade dos conjuntos de equilibrio
Considere a familia de problemas elipticos:

Au+ f(x,u) =0, em

g—z =0, em OS2,

(P)e

para cada 0 < e < gy (g9 > 0).

Observemos por um instante um lema técnico, antes do nosso resultado principal.

Lema 3.5. Eziste uma constante C' tal que para todo z. € H'(Q.), e todo 6 > 0 e v., w.

tais que, para |jv. — ZaHHl(Qg) <d e llw. — ze”Hl(Qs) <0, temos

IF(0e) = Fluwe) = P - w) ey < € (7

2
— +5N) o — well .

onde 7. ¢ dado por (2.2).

Demonstracao: Observe que, para = € RY fixo, temos, pelo Teorema do Valor Médio,

que existe c. € H'(€.) tal que

F(ve(z)) = F(we(z)) = F'(c(x))(ve(z) — we(x))
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onde c.(z) = Ov.(z) + (1 — 0)w.(x) para algum 6 € [0,1] e, ainda mais, note que existe

¢. € HY(9.) tal que
F'(ce(2)) (ve () —we () — F'(2e) (ve(2) — we(x)) = F'(¢e(x))(ce () — 2(2)) (ve (2) — we(2))

e F”(¢.(x)) é limitado, portanto

| F'(co(2)) (v () —we (2)) = F' (22) (ve (2) —we ()] < K|(co(2) =2 (2))[| (v () — w2 ()]
= Kl0ve(z) + (1 = O)we(w) + 0z:(x) — 0z:(7) — 2 ()| [ve(x) — we(2)]
= K|0(ve(x) — z:(2)) + (1 = 0) (we(2) — 2:(2))|[ve(z) — we(2)|
K [|0]](ve(2) = 2e(2))] + (L = O)[[(we(2) — ze(2))[] |ve(2) — we ()]
< K (@) () — we(2)],
onde 7.,5(z) = min{1, [(v(2) — 2 (2))| + |(w:(2) — z(2))[}-
Pela definicdo de 7.5(x), temos que ||z 5] z(0,) < 1, 0 < & < gy, Além disso,

2
1eslZony < (Hwe = z)llz2(@n) + 1 (we = 20)lr2,)” < (20)°

portanto ||v.s|lr2.) < 26, para todo v., w. € Bs(z:). Usando a Desigualdade de Holder,

obtemos

el = / sl — / eal?lresl™ < sl - W25 oo
—2
< NelZay - ealliZe,, < (201772 = (26)?

logo ||VeslLr.) < (26)% <2 (5)%, 2 < p < o0, para todo v, w. € By(z.).

Agora, se . = v. — w. denotemos 4. = E.(¢; )|, . Entao

. . 1 .
|9 = el 2y = |0 — @ellL2ak) < Vs — Vel 20\ x.)

1

<C =(leellm) + leellm )
£

VT

(leellzr ey + 18l ) < C

< (-2
< =

HH1(95)7
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INSTAVEIS E ATRATORES

onde estamos usando que E. : HY(K.) — HY(RY) é limitado e 7. é o primeiro autovalor
de —A em ).\ K. com condic¢ao de Dirichlet em 0K, e Neumann em 0f).. Observemos

que

| Ve,6 (e — @a)”%%m) = /

@) "75,6’2‘905 - 955’2 < ‘|7§,5‘|L°°(Qa) (e — 955)2”141(95)

< sl / oo — ol

Agora, usando a observagao acima, temos que

[Ve,50ell220) < 7e,5(0e — Pe)ll 20y + 1760 || 22020

< Iesllze@all(9e = Gelllz@a) + Mesllv@oICell 2 oo
2 2
Isto prova o lema. [ |

Proposicao 3.6. Assuma que a familia de dominios {Q. : 0 < e < &g} seja admissivel.

0

Assuma também que o problema (P)o tenha uma solugdo u’ e que o zero ndo esteja

no espectro do operador A + %(-,uo(-))] 0 H3(Q) C L*(Q0) — L*(Qp). Considere o
operador extensio E : H'(Qo) — H'(RYN) e seja u® = E(u’),. € H'(). Entdo,

eriste g > 0 e 0 > 0 tal que o problema (P). tem exatamente uma solu¢do, u®, em

{we, we — u=||gro.y <0} para 0 < e <ey. Além disso,
|u® = u®|| 1 — 0 quando e — 0.

Demonstracao: Defina os operadores
O.: H'(Q.) — H'(Q.),

Oc(z:) = (A + F/(u") )7 (F(z) + F'(u*)z)

(F e F' como na Observagao 3.1). Os operadores O, estdo bem definidos, pela Proposi¢ao
2.7 e g9 > 0 pequeno, desde que F'(u’¢) — F'(u’) em L2 (RY) e 0 ¢ o(A + F'(u°)I).
Note também que v, é um ponto fixo de O, se, e somente se, v. é uma soluc¢ao de (P)..

De fato, se v, é ponto fixo, observe que temos

Ve = O:(ve) = (A + F'(u™) )7 (F(v:) + F'(u®)oe),
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logo F'(v.) = —Awv.. A reciproca é 6bvia.

Mostraremos que existem 0 > 0 e g9 > 0 tais que o operador O., para 0 < e < ¢, é
uma contracao do conjunto Bs(u”®) = {v. € H'(Q.) : [Jve — u®¢| g1(o.) < 6} nele mesmo,
e usaremos o0 Teorema do Ponto Fixo de Banach para mostrar que ©. tem um tnico ponto
fixo em Bs(u®*).

Comegaremos mostrando que O, : Bs(u®¢) — H'(Q.) ¢ uma contragio, ou seja,
que existe p < 1 tal que ||©.v. — O.w. | m(a) < pllve — wellp1(q.) Para v, w, € Bs(u’).
Temos,

1820 = Ocwellmia,) = (A + F'(u™) )" (F(ve) — F(we) + F'(u™) (ve —we)) [ man)

< (A4 F'(u) D) ez mr@o |1 F (v:) = Fwe) + F'(u”°) (ve — we)]| 120,

< O||F(v.) — F(w.) + F'(u") (v, — we)| 220,
onde usamos o Lema 2.6 para obter que |[(—A + F'(u”*)I) 7| r2(0.),m10.y) < C, para
alguma constante C' independente de €.

Portanto, usando o Lema 3.5, temos

1 2
||@5U5 — @gwEHHI(QE) <C ( = + 61\7) ||U5 — wEHHl(QE).

£

E para p < 1 dado, escolha € pequeno o suficiente tal que C\/% < £ e J pequeno o
suficiente tal que C6~ < £. Isto mostra que ©. ¢ uma contracao de Bs(u™®) em H'(€.).
Agora para provarmos que O, leva o conjunto Bs(u®®) nele mesmo, provaremos

primeiro que [|©.u” — u®¢| 1o,y — 0. Note que

€0 — |l ) < 020 ]y + [ )

= [|©:u% —u®| g1 + [|u” | 11 (00\020)

Mas [[u®*]| g1 0.0 — 0 quando ¢ — 0. Portanto, resta mostrar que [|©.u* —
u’||g2 — 0 quando ¢ — 0. Para tanto, denotemos v, = ©.u’¢, entdo v. € H'() é

solucao de

—Av, + F'(u%)v. = F(u®) + F'(u%)u, em Q.
% =0, em Of€),,

pelo fato de (—A + F'(u%9))0.u’ = F(u®?) + F'(u®)u’<, e u® & solugao de
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3.2. CONTINUIDADE DOS CONJUNTOS DE EQUILIBRIO, VARIEDADES
INSTAVEIS E ATRATORES

—Au’ + F'(u)u® = F(u®) + F'(u®)u®, em Qq,
%—“: =0, em 0.
Como F ¢ continuamente diferenciavel, temos que F(u®) + F'(u®€)u® — F(u°) +
F'(u®)u® quando € — 0, pois u*¢ — u° na mesma condigao. Logo,
lv- = [ 2
= [(=A+ F'(u®)) 7 (=A + F'(u®))v. — (A + F'(u°) 7 (=A + F'(u”)u’
= [(=A+ F'(u®))TH(EF () + F'(u®)u’) — (A + F'(u”))(F(u°) + F'(u®)u’) || = 0

quando £ — 0, onde usamos a convergéncia do resolvente estimada na Proposicao 2.6.
Portanto, [|©.u% — u"||1(q.) — 0 quando € — 0.
Para mostrar que O, leva o conjunto Bs(u%¢) nele mesmo observemos que se v, €

Bs(u®F), entao

|©:v: — uoﬁHHl(Qe) < [[©:v: — ®6u075||H1(Qg) + [|©cu® — u’* H(Qe)

< pd + H@Euo’E — u0’5||H1(QE).

Escolhendo novamente e pequeno o suficiente, podemos garantir que ||©.u”*—u¢| g1 (q,) <
(1 —p)d e portanto ||©.v. — u”|| g1,y < 6, assim como desejavamos mostrar.

Portanto, de acordo com o Teorema do Ponto Fixo de Banach, ©. tem um tnico
ponto fixo em Bs(u’€) e tal ponto ¢ solucao de (P)..

Tome ¢y pequeno o suficiente para que valha as afirmagoes provadas, e assim valem
para todo 0 < e < g.

Seja p1 > 0, tome p e depois J pequenos o suficiente tais que pd < £, e lembre-se que
1040 — w0 =3 0. Assim,
o = s < e — O+ [0 — s

< [|O:u. — @eUO’EHHl(Q

)y — H@gUOﬁ + u0||H1(Q€)

€

< pllue = 1wy = § < pi+ 5 <.

Portanto, ||[u® — u°|| g2 — 0 quando € — 0, finalizando a prova do resultado.

Corolario 3.7. Assuma que as condi¢oes da Proposicio 3.6 estejam satisfeitas. Assuma

0 0

também que o problema (P)qy tenha exatamente m solugées uy,...,u,), e que todas sejam
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hiperbolicas no sentido de que o zero ndo estd no espectro de A + F'(u)I : H2(Qo) C
L*(Q) — L*(Q) para k = 1,...,m. Entao existe um gy > 0 pequeno tal que, para todo

0 <e < &g, o problema (P). tem exatamente m solugoes us, ..., us . Além disso,
Jug — UQHH; — 0 quando ¢ — 0.

Demonstracao: Pela Proposi¢ao 3.2 temos que uma solugao u® de (P). estd em uma viz-
inhanca de conjunto de equilibrio de (P), para £ pequeno suficiente. Mas pela Proposigao
3.6, em uma vizinhanca de u) ha somente uma solugio de (P)., que converge para uj) em

Hglk para k =1,...,m. Isto conclui o resultado. [

3.2.2 Continuidade das variedades instaveis

Nesta se¢ao mostraremos que as variedades instaveis de u;, para k = 1,...,m fixo,

sdo continuas em H! quando € — 0. A existéncia de tais variedade segue de [11].

Proposicao 3.8. Assuma que a familia de dominios {Q. : 0 <e < e} seja admissivel.
Assuma também que u° seja uma solucdo de (P)y e que o zero ndo esteja no espectro
do operador A + ZL(- u®( ) : H3(Q) C L2(Q) — L*(Q). Pela Proposigio 2.5, (P).
tem uma tnica solucdo, u®, prozima a u’. Entdo existem 6, g > 0 tais que u® tem uma

variedade instdvel local W (u®) C H*(Q.) para 0 < e < &, e se denotarmos

Wi(u®) = {w € Wi (u), [[w—u||grqy <}, 0<e<e,

oc

entao W (u®) converge em H} para W¥(u®) quando ¢ — 0, no sentido que

sup inf |lw. —wo| g2 +  sup inf |lwe — wol[gx — 0
wsewgl‘(us) onW{;‘(uO) ’onWgL(UO) wEEW(;L(uE)

quando € — 0.

Demonstracao: Note que pela Proposigao 3.6, temos [|u® — UOHH; — 0 quando € — 0.
Portanto, F”(uf) = F'(u?), e segue da Proposi¢ao 2.3, que o espectro de —A + F”(u,)
comporta-se continuamente quando € — 0.

Para w = u — u®, temos

wy = up = Au+ F(u) — (Au® + F(u¥)) + F'(u¥)w — F'(u’)w,

de modo que podemos reescrever a equagao (1) da seguinte forma:
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=Aw+ F'(u)w + F(w + u®) — F(u®) — F'(u)w, em S,

g—ﬁf =0 em Of)..

(3.4)

Denotemos por {A:}2°, os autovalores de (A + F'(u)I) e por {¢}2, o sistema
ortonormal de autofungoes correspondente. Se A, ..., A\) sdo positivos e A0, 1, A0, ... 08
autovalores negativos, sejam 3 > 0 e g9 > 0 tais que A\] > --- > X} > B >0> -4 >
X1 > Nijgens 0 < e < g Denote We = (¢, ..., ¢ e W = {op € HY(Q) [, v¢ =
0, V¢ € W.}. Seja P : H(Q.) — H'(S.) a projegao ortonormal em W,

ron S (o)

Portanto

|||y = (i()\f +1) (/Q wd)§)2> : .

=1

Como A — A, 1 < i < oo, temos que W, ¢ isomorfo ao R", pela aplicacao

W30 =5 < Wfi---,/ WZ) e R".
Q. oX

T. ¢ limitado com inversa limitada 7! e as normas de T. e T. ' sdao uniformemente
limitadas, 0 < e < &g, pois || T [lrn < [[¢]| 10,
Agora vamos decompor a equagdo em (3.4) da seguinte maneira. Se w é solugdo de

(3.4) escrevemos

wzzvmﬁ?ﬂ%,

i=1

d T = ‘?.
onde Z /QE we; )
= [ woi= [ weie [ g
:/XAw+Fwﬂw+F@Hmﬂ—Fmﬂ—mem@
= (A& + F))w, ) + / (F(w +uf) — F(u#) = F'(u)w)es

= \v; + / (F(w+u®) — F(u®) — F'(u®)w)gs.

£
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Observe que

d n
Z=wp — — Zvigbf)
= Aw+ F'(v*)w + F(w + u°) — F(u°) — F'(u%)w

=1 €

= (Zn: )\fvz') &+ Az + F'(u)z + Fw+u’) — F(u®) — F'(u*)w

i=1

) [Z (v [ P ) = Py~ Py ¢>i] |

=1 €

Logo, temos

2 =AMz + F'(u®)z+ F(w +u®) — F(u®) — F'(u®)w
= 2ima (o, (F(w + uf) = F(uf) — F'(u)w)df) ¢,

0z __
5 = 0.

Escrevemos v = (vy,...,v,)" e H.(v,2) = (H{(v, 2), ..., H (v, 2)) onde

i) = [ E

€
7

F (Z ViP5 + 2+ uE) — F(u®) — F'(u%) (Z v 5 + z)
i=1 =1

Ge(v,2) =F (Z vid; + 2 + u) — F(u®) = F'(u°) (Z vid; + z) —Y H(v,2)¢5.
=1 =1 =1

Assim, temos H.(0,0) = 0 e G-(0,0) = 0. Dado p > 0, usando o Lema 3.5, segue
que existem €9 > 0 e 6 > 0 tais que se ||v||gr + ||2||g1(0.) < 0 e 0 < e < &g, entdo

/Q F (Z v + 2+ u6> — F(u®) — F'(v) <Z v + z> o5

i=1 i=1

= <F (Z vigh + 2 + u) — F(u?) = F'(u) (Z vighi + z) 7¢§>
L2(Qe)

=1 =1

F (Z Vi + 2 + u) — F(uf) — F'(u) (Z Vi + z)

< 1951|2220 -

=1 =1 L2(Qe)
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Portanto, como [|¢5||z2(.) = 1, temos
[He (v, 2) [z < p.
Com o mesmo argumento podemos mostrar que
|G (v, 2)[| 20y < s
[ He(v,2) — He(0, 2) [z < p([|v = Oflrn + [z = Z[[m1(0.)), (3.5)

1G=(v, 2) = Ge(0, 2)l 2200y < pllv = Ollgn + |2 = 2]l 1(@0))-

O fato de podermos escolher p e § uniformemente para 0 < ¢ < gq satisfazendo
as desigualdades acima é a chave para obtermos que as variedades locais instaveis estao
definidas em uma pequena vizinhanca do ponto de equilibrio u® uniformemente para
0<e<ep.

Podemos estender H., G. para além da Bs(u®) de tal forma que as desigualdades

acima ainda sejam satisfeitas para todo v € R", z € H'(.).

Observacao 3.9. O procedimento para se estender uma funcao g definida em uma bola
1 ‘ . ‘ .,
de raio — de tal maneira que ela se torne globalmente Lipschitz continua, sem alterar sua
n
constante de Lipschitz, é o sequinte: dada uma funcao g:V X Z =Y, V. Z eY espacgos
de Banach, definimos
9(v,2), lv+2] <5

1
g (m;m) v+l >
As constantes de Lipschitz para g, sao justamente as constantes de Lipshitz para g quando

gu(v, 2) =

restrita a B, ou seja, [|gn(v1, 21) = gn(v2, 22)|| < Ly, ([[ox — voll + [[21 = 22]]) € Ly, € a

constante de Lipschitz de g na bola.

Denote A. = (A + F'(u®)I) B. = diag(\j, ..., X%). Entao a equagdo em (3.4)

Lo

pode ser reescrita da seguinte forma:

v=Bov+ H.(v,z2),

(v,2) (3.6)
Z2=Acz+ G:(v,2).

v e R, 2 € Wt onde H., G. satisfazem as desigualdades em (3.5) para todo v € R™,

ze W

Observemos também que, para algum M positivo e para algum S > 0, independentes
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de g, 0 < e < g, valem

e 2| i) < Me PH|z|l .y, >0,
led<t2|| oy < Mt~3eP|2] 120, t >0,

leBtv||gn < MePH|v||gn, t<O0.

Agora mostraremos que para p > 0 adequado, existe uma variedade instavel para u®

Wt ={(v,2): z=0l(v), veR"}

£

onde o7 : R" — W é limitada e Lipschitz continua. Além disso,

sup [|oZ(v) — a5 (v) [l == 0.
veR”

Para mostrar tal resultado, primeiro mostraremos a existéncia da variedade invari-

ante. Para D >0, J > 0, 0 < 0 < 1, dados, seja p > 0 tal que

pMB=2T (3) < D,

BT (B—pM(1+J)"?

O conjunto

X ={o.:R"— Wj; |oe(v) = 0-(0) || () < Jllv — 0|gn € su]é) lo=(V)|| g1y < D}
veER™

(3.7)

¢ um espac¢o métrico completo quando munido da norma |||o||| := sup,cgn [|0=(v)|| a2 (0.)-
Seja v:(t) = ¥(t, 1,7, 0.) a solu¢do de

d:ta = B.v. + H.(ve,0:(v.)), t < T, (3.)

Ve (7—) = 777
e defina ¢ : X — X, dada por
Do) = [ IG ), alonfs)) s 39)
Queremos mostrar que ¢ é uma contracao em X e usar o Teorema do Ponto Fixo

de Banach.
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Note que
[(02) ()l a1 00 S/ e progny, w1 (9 |G (v=(8), 0 (0:(5))) || 120 s,
portanto,
T 1
90 Ollinay < [ odrlr =9y te s = papir (1) < b (30

Agora suponha que o e 7. sejam fungoes satisfazendo (3.7) para 0,7 € R", e denote

ve(t) = W(t,T,m,0.), U:(t) = (¢, 1,7,5.). Entao
v:(t) — 0(t) = ePe =) (n—1)+ /t el [H.(ve, 0(v:)) — He(0e, 5(0:))]ds.

Assim, usando as desigualdades (3.5) e as estimativas para eP<!, temos a seguinte
estimativa
[0e(t) — (1) [rr < 1\7465“_7)”77 — 7|
+pM/t ) (Jfoe = Bl + [lo=(v:) = 02(62) + 02(62) — 5-(8:) | 1 ey ) ds

< M| — 7

R”
T

+pM / P (|lv. — B lpn + Jve — Uellrn + ||0= — &2 ||]) ds
t

< MePt=|ln—iil|gn+pM(1+J) / A=)y — . [ s+ pM]||oo— 5| / 59 4.
t t

Seja ¢(t) = e (t) — .(t)||ze. Entdo

o0) < Ml =il + pM [ A7l = |+ pM(1+.0) [ o)
t t
Logo, pela Desigualdade de Gronwall, temos

o) = 0.0l < (Ml = Tlance7 4 1 [ Ko, = | e
t

Observe que 7 > t, logo e?"7) < 1 e / eBlt=s) _
t

(1—¢€”7)) e ainda (1 —e/-7) < 1,

|~

portanto
[0 () = B(t)|[n < [M||n = fillgn + pMB7Y||0e — G2 |||] e EHDE=),

Deste modo,

”CI)(O-E)(U) - @(5’5)(77) HHl(Qs)
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< M/ (17— 5)7%676(T78)HG6(U6> 0:(v:)) — Ge(0e, 55(775))||L2(95)d5
< PM/ (T - 5)_56_/3(7_5) (||08(U5)) - 55(775))”1{1(96) + ||Ua - 2~76||R") ds

! 1 s - .
SpM/ (1 —5)"2e P [(1 + J)|Jv: — Oc|lrn + |||0= — 52| []ds.
Usando a estimativa para ||v. — 7. ||gn, obtemos

[ (oe)(n) = B(e) ()] 11 (0)

< pM/ (1 — s)_%e_B(T_S)(l + J)||ve — Vel|rnds

oM [ (= e o~ s

" -3 ,—B(r—s = - ~ - s—T
SPM/ (1= 9)72e T4+ ) ([M I = llen + pM B ||oe = &e|[] M 0HIED)

oM [ (=9 ke s o, o)

< pM(1+J) (M0 — qllen + pMB~"|||o= — .]|]) / (7 — 5) " 3eB=PM+I =T g
oM | (7 — ) 2e P ds|||o. — 6. ||

< ML+ ) (Ml = e+ ph16 o = ) (5= 211+ )T 5)

i1 -
+oMaET (3 llow = o)

= o (3 ) [0+ oM = a1(1-+ D)+ 574l — ol
+pM2(1+J) =1l (B—pM (1+J)) 2T (3) .
Seja

B 1 (1+J) -1
e = () [(ﬁ—pMuw))% " ]

L(e) = pM*(1 4 J) (g) . r (%)

Para 0 < 1 dado, existe py tal que se p < pg, temos I,(c) <6, I,(c) < J e
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1®(0e) () = S(G) Ml m02) < Tl = 7llrn + O]l[oe — o]l (3.11)

As desigualdades (3.10) e (3.11) nos garantem que ¢ é uma contracio de X em X.
Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe um tnico ponto ¢ = ®(o¥) em
X.

Resta mostrar que W* = {(v,0%(v)) : v € R"} & uma variedade invariante de (3.6).
Seja (vo, 29) € S, ou seja zg = 0(vy). Denote por v} (t) a solu¢do do seguinte problema
de valor inicial

dv

= = Bev+ He(v,02(v)), 0(0) = wo.

Isto define uma curva (vi(t), o2 (vi(t))) € S, t € R. Mas a tnica solugdo de

rYE

&= Acz+ G(vi(t), oZ(v(1))),

a qual permanece limitada para t — —o0 é

2(t) = / AIG (02 (5), 02 (vE(s)))ds = o (v2()).

—00

Portanto, (v(t),o(vi(s))) ¢ uma solucao de (3.6) passando (vg, 2z0) € a invariancia esta
provada.

Observe que, o ponto de equilibrio de (3.4) & 0 e a solucdo (v3(t), 0 (v (1)) ==°
(0,0), como w = u — u® a solu¢do esta no conjunto Wi (u®).

Mostremos agora que se (v-(t), z:(t)), t € R, é uma solu¢io global do problema (3.4)
que esta em W} (u®), entdo z.(t) = o (v.(t)), para todo ¢ € R, mostraremos que existem

constantes M > 1 e ¢ > 0 tais que
l2(t) = o2 (ve(t))lm1(0.) < Me |2 (tg) — o2 (ve(to)) | 1)y to St

Quando ty — —oo, obtemos que z.(t) = o} (v.(t)) para todo t € R.
Sejam &:(t) = 2:(t) — 0Z(ve(t)), queremos estimar ||&(t)| m1(q.), para isto, seja e

Ye+(r), m <t a solucdo de

yat + Baya = Ha(ya,ta Ug(ya,t))a r S t
Yer(t) = v(2).

e veja v.(t) como solugao da equagao

(3.12)
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Ve + Beve = Ho(ve, ze), <t

(3.13)
ye(t) = ve(t).
Assim,
19e,¢(r) — ve(r)||r = / P [Ho(ye (), 02 (Yeu(5))) — He(ve(s), 22(s))] ds
t R
t
< ,OM/ UL+ ) [[yels) = ve(s) |l + 102 (0:(5)) = 2:(5) | m1(o,)] ds
t
< /)M/ I [(L 4 D) gee(s) = ve(5) [lrn + 1€(3) ][ ar102)] -
Se ¢°(r) = e[y (r) — v.(r) o, entao
t t
&°(r) < pM(1+ J)/ ¢°(s)ds +pM/ e P& (8) | oy ds, T <t
Da Desigualdade de Gronwall segue que
t
[19et(r) = ve(r)[len < pM/ em PN e ()| ds, <t (3.14)

Seja agora r < ty < t. Entao,

Hye,t (7’) — Ye o (T) HR"

Py (1) + / P H (o (5), 07 (yea(5)))ds
t

- (GBE(TtO)yE,to(tO) +/ eBE(Tis)HE(y&to (5)7a:(y€,to (S)>)d5>
t

0

Rn

to
Uy () + / UV H (ye 1), 07 (y=4(s)))dss
t

N / B H (o o(5), 07 (yeu(5)))ds

to

- (eBE(T_tO)yE,to(t(l) +/ eBE(r_S)HE(yE,to (5)70:(y5,to (3)))d5>

to

R

_ ||€BE(T_tO)6BE(tO_t)yE7t (t)

to
et [ B (), 0205 — POy )
t
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+ / B TH (4 (8,02 0r)) = Hlois(5), 0% (0ot ()] ds

to

R

< |50 Ty 4 (to) — v(t0)]]| g

i / P [ Ho (e (5), 02 (o) — He(Yerto (), 02 (et (5)))] ds
to Rn
t
< pMQeB(T—to)/ e‘(ﬂ‘pM(l”))(s‘tO)||§€(s)|\H1(QE)dS
to t
oM [P T r(5) = (5 e
Usando novamente a Desigualdade de Gronwall, obtemos
t
[19e,t(1) = Yerto (1) [[rn < pMQ/ e” PN e (5) ] 1) (3.15)
to

Para estimar £.(t), notemos que

() — eAE(t_t0)§6(t0) = 2.(t) — o7 (ve(t)) — eAE(t_tO)[ZE(tO) — o7 (v:(to))]

= [ MG 0s) 22 (s))ds = o 00) + Ao o)

to

:/t eAE(t_S)Gg(UE(s),ze(s))ds—/ G (ye i (5), 07 (Yeu(5)))ds

—00

to
et [ Gy, (5), 02 (5)s

— 00

= / eAe(t=r) (G (v:(5), 22(5)) = Ge(Yer(8), 0L (Ye,r(5)))] ds

N / A (G (o (), 0 (e (5))) — Ce(Weno (), 07 (oo (5)))]ds.

— 00

Assim, usando (3.14) e (3.15),
1€:(t) — et (t0) || i )

< oM / M [[0-(5) = e (s)lmn + [122(5) — 07 (e(s))

oM (14 0) [ eI () = e o

—00

Rn] dS

t
< pM / PN mayds + oML+ T) [P on(s) = s feods

to
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to

oM (L) [P ga(o) = gy (5) o

—0o0

< pM / B0-9).(5) |11 (0 s

t t
+p M2(1—|—J)/ e—ﬁ(t—S)/ 6_(ﬂ_pM(1+J))(S_S)||€5(§)||H1(Qg)d§ds

to S

to t ~
RN ) [ [ MO 5o s

—0o0 to

< pM / B0-9)€.(5) a1 (0 s

+p* M (1+ J)e / B (6] / PP M dsds

to

to
L L

—00

de maneira que

2M2(1+J) t
_Ac(t—to) < oM P / —B(t—s) d
ng(t) € E5(2(:0)”]{1(96) — |:p + 25 - pM(]_ + J):| o € ||§6(S)||H1(Qs) S

2 3 t
p M (1+J) —B(t_to)/ —(B—pM(1+J))(5—t0) - _

€ € s ds,
28 — pM(1+ J) . 1€(3) [ 11 )

e portanto,

POl < Melto) Loy

p2M2(1+J) t (s—t0)
i {pMjL 26 — pM(1+ J)} / €< ()| 1 2.y s

PP M3(1+ J)
28— pM(1+J

t
) / e~ (B=PMO+)(5=t0) Bs—10) | € ()| 11, s
to

t
/ P& (5)] 111 .

to

< M (to)lln ) + {pM L P ) M)]

28— pM(1+J)

Da Desigualdade de Gronwall segue ainda que

1€z 0y < MEx(to) e ¢,

onde
pP*M*(1+ J)(1+ M)
26— pM(1+J)

(=0—|pM+
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Logo, 2z.(t) = o0X(v(t)), para todo t € R.

Nosso préximo passo é mostrar que o ponto fixo o depende continuamente de ¢
para ¢ = 0. Isto pode ser desenvolvido da seguinte maneira. Se 0 < ¢ < ¢ é tal que a

variedade instavel é dada pelo grafico de o7, 0 < e < gy queremos mostrar que

sup [0 (1) = o3 (m)ll s = o — o3|l = 0 quando & — 0.

neR”
Para mostrar tal fato, observemos primeiro que
|G- (vo, 02 (v0)) — Go(vo, 05 (vo)) |l 2@y < o(1) + [l|of — ogl].
De fato, usando a estimativa (3.5), temos

|G<(vo, 02 (v0)) — Golvo, o6 (v0)) || L2 mm)
< [|Ge(vo, 0% (v0)) — Ge(vo, o5(v0)) | 2@y + [|Ge(vo, 06(v0)) — Go(vo, 75 (vo)) || 2w

< plloz(vo) — o5 (vo)ll + 2.
Portanto,

|G<(vo, 0% (v0)) = Go(vo, o6 (o))l 2y < 0(1) + [0z (v0) — 2 (v0)) [ L2(0)-

Retomando, queremos mostrar que |||of — of||| — 0 quandoe — 0. Segue da

observagao feita acima e da Proposicao 2.9 que
loZ(n) = oo(m)llax < / <TG (v, 02 (v2)) — TGy (v, 05 (v0)) | ds

—0o0

</ (He (= S)Gs(UEaUS(UE)) - eAO(Tis)GE(Ua‘7:(7)6))”&1) ds

[ 16 v, 02(00) = G, 7 w0)) ) ds

— 00

< Mo(e) / P (1 — 5) V| Gia(ve, 07 (02)) | 20y

Yy / (7 — )73 |Gu(v, 02 (02)) — Golvo, 05 (00)) 12(am ) ds

+ M/ - S) 7' — S)_%HGa(UaU:(Ua)) - Gé(v()?O-:(UO))”L2(RN)dS

/ e?T) (1 — 5) 72| G-(vg, 07 (v0)) — Go(vo, 7 (1)) | 2 s

D+pM [ =) ol + Al = ) ds
+M

/ (r— 5) /7— — S)_%”Ga(vo,(f:(vo)) - GO(’UU7US(UO))||L2(RN)CZS
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1 1 * *
<o)+ a1 (3 ) oz = a3l
+pM(1 + J) / Bﬁ(T_S)H(Ua — ?}0||Rnd8.

—00

Entdo, basta estimar ||v. — vg||g=. Note que
[ve = vollzn < /tT leB=) — P g oy || He (v, 07 (ve)) e s
+/tT €700 | p@n oy | He (v, 0% (v2)) = Ho(vo, 0 (v0)) |mnds
< o(1) 4 pM 5oz = a5l + M+ ) [ e~ s,

Tomando ¢(t) = e =7 v, — v

Rn, t€MOS
010) < o(1) ¢ oM o — il + pM(1+ ) [ o),
e usando a Desigualdade de Gronwall, obtemos
[v- = wollzn < (o(1) + pM B~ |02 = o |[)e= M+

e como p > 0 é arbitrario, temos que

* * 0
sup |02 (n) = o5 (n)|m: = 0.
neR”

Isto conclui a demonstragao do resultado.

Corolario 3.10. Assuma que as condigcoes da Proposicao 3.8 estejam satisfeitas, que o
problema (P)o tenha exatamente m solugoes u?, ..., ul e que todas elas sejam hiperbdlicas.
Entao existem €9 > 0 e § > 0 pequenos o suficiente tais que o problema (P). tem exata-
mente m solugoes, para 0 < ¢ < gg, e suas variedades instdveis locais Wi (u3,), k=1, ...,m

comportam-se continuamente em, H€l quando € — 0.

3.2.3 Continuidade dos atratores

Na Sec¢ao 1.3.1, vimos que se o semigrupo tem estrutura gradiente, entao o atrator

de tal semigrupo ¢ a uniao das variedades instaveis, e no teorema anterior vimos que
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as variedades instaveis se comportam continuamente, de modo que esses resultados nos
permitirao mostrar a continuidade dos atratores.
Mas antes mostremos que o semigrupo gerado pelo problema (1) tem estrutura

gradiente. Consideremos, para cada ¢ € [0, g, o funcional W, : H'(Q.) — R, dado por

/ V4l dx—/ F(u)dx

onde F' é uma primitiva de f. Este funcional é nao crescente com relagdo a variavel ¢
ao longo das solugdes do problema (1). De fato, denotemos a solucao de (1) por u(t, z).
Entao

d

—W.(u) = VuVude — | f(u)ude.
dt Q. Qe

Logo, do teorema de Green, segue que

d ou
EWE(u) = /Qs %utdx —/ (Au)udr — . f(u)udx

€

=~ [ @us sy = [ <o

Portanto os semigrupos gerados pelo problema (1) tém estrutura gradiente. Assim,
para € € [0, &g, podemos escrever A, = Uyce Wi, (u).

Com este fato, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.11. Assuma que a familia de dominios {.,0 < ¢ < go} seja admissivel e
que todo equilibrio do problema nao perturbado (P)o seja hiperbélico. Entao, os atratores

A. comportam-se continuamente em HE1 quando € — 0, ou seja,

sup inf |lue — uol/pz + sup mf e — || g2 — 0
us €A uo€Ao ugEAy U €

quando € — 0.

Demonstracao: Desde que ja mostramos na Proposicao 3.2 a semicontinuidade superior
dos atratores, resta-nos mostrar a semicontinuidade inferior. E isto segue da continuidade
das variedades instaveis locais. Ou seja, se uy € Ap, entao ugy pertence a variedade
instavel de vl para algum 1 < k < m. Seja § > 0 obtido na Proposicao 3.8. Se 7 & tal
que wy = To(—7,u9) € W (ul), pela continuidade das variedades instéveis existe uma
sequéncia w. € W§(u$), a qual converge para wy em H! quando ¢ — 0. Agora, desde que
a familia dos semigrupos ¢ continua em H!, temos que A. > T.(7,w.) — To(T,w) = up
em H! quando € — 0. Mostrando a semicontinuidade inferior dos atratores. Isto prova o

teorema. [ |
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3.3 Exemplo

Nesta secao consideraremos um exemplo onde a Proposicao 2.5 se aplica e, portanto,

todos os resultados que a seguem sao validos.

3.3.1 Uma C° perturbaciao de dominios

Seja Q9 C RY um dominio Lipschitz limitado e assuma que para todo ponto & € 9,

tenhamos
QN{z e RY |z, —&| <6} ={o= (2, 2n) : 2n = En + fo(@), |2 — &| < 6},

onde i = {1,..., N — 1}, fo é uma funcao Lipschitz, e denotamos ' = (z1,...,xy_1).

Para simplificar a notagao, assuma que £ = 0. Consequentemente,

Qon{z e RY : |zy] <6} ={o = (2/,on) s 2n < fo(2), |zs] <0,i=1,...,N —1}.

Assuma que

Q.N{z eRY : |z <6y ={z=(2/,on) oy < fo(2),|zi] < 6,i=1,..., N — 1},
onde f. — fo uniformemente em {2’ : |x;| < d}.

Note que, pela definicao de K.,

OK.N{x e RN : |a;| < 6} ={a = (¢, an) : aon = g.(2), x| < 0,i=1,.., N — 1},
para uma certa fungao g. com g. < fo, ge < f- € g- = fo uniformemente em {2’ : |x}| < 0}.

Se denotarmos

R.s = (Q.\ Ko) N{x; || <0} ={z= (2", 2n) : x| <6,g9:(2") <an < fo(2)},

) ) ) fe(z")
IVl ) > / / /
-6 -6 gs(xl)

Mas para z’ fixo, pela Desigualdade de Poincaré em dimensao um, temos

/fe(m’) 2 2 fe(z") | |2
—| dzy > / U “dx N

ge (') ‘f€($/> - gs(x’)|2 ge(x') )

0 que garante que

noés temos
2

dzydx'.

ou,

8mN

2

2 T 2
IVuell2g, ) = mﬂueﬂpmw)

e, desde que f. — fy e g — fo uniformemente em {2’ : |z}| < 0}, entdo existe k. — o0

quando € — 0, tal que
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HVUEH%Q(RW;) > “s||us‘|%2(35,5)-

Como esse argumento pode ser feito para uma cobertura finita de 02y, obtemos

HVUEH%Q(RM) = C’%HUEH;(RE‘,&)’

para um certo C' independente de e. Isto mostra que a afirmacao (ii) da Proposi¢ao 2.5
estd satisfeita.

Note que apenas exigimos que f. convirja uniformemente para f,. Em particular,
podemos considerar perturbacoes com um comportamento oscilatorio alto.

Por exemplo,

T l’Nfl)

£(2) = fola') +eF <—,

g gAN-1

onde F': R¥=1 — R é uma funcio limitada suave.
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