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Abstract

In this work, we study the global existence of smooth solutions for certain
systems of the form w; + f(u), = Dug,, where u and f are vectors and D
is a positive, constant and diagonalizable matrix. We assume that the initial
condition ug satisfies ||ug — || ) < r, where @ is a fixed vector, f is defined
in the ball of the center % of radius 7 and ||ug —||2(r) is sufficiently small. We
show how our results apply to the equations of gas dynamics and we include a
result which shows that for the Navier-Stokes equations of compressible flow,
smoothing of initial discontinuities must occur for velocity and energy, but not

for the density.



Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia global de solucoes suaves para certos
sistemas da forma u; + f(u), = Dug,, sendo u e f vetores e D uma matriz
diagonalizavel, constante e positiva. Assumimos o dado inicial ug satisfazendo
||uo —T|| () < 7, onde @ é um vetor fixado, f é definida numa bola de centro
U e raio r e que ||ug — u||2m) ¢ suficientemente pequeno. Mostramos como
nossos resultados se aplicam as equacoes da dinamica dos gases e incluimos um
resultado que mostra que para as equacoes de Navier-Stokes para fluxos com-
pressiveis, suavizacao das descontinuidades iniciais ocorrem para a velocidade

e energia, mas nao para a densidade.



Introducao

Neste trabalho provamos a existéncia global de solucoes de certos sistemas
parabolicos

ug + f(u)e = Dug,, (z,t) e R x Ry

com dados iniciais u(x,0) = ug(z), baseado em [HS]. Aqui u = (uy, ua, ..., up),
f é um vetor funcao suave e D é uma matriz diagonalizavel constante, com
autovalores positivos. Assumimos que f é definida e é de classe C® numa bola
de centro num ponto fixo u e raio r. Primeiramente obtemos a existéncia de
uma solucao local quando up—u € L*(IR) com ||ug—u||f~r) < 7. Em seguida
estendemos estas solugoes globalmente com a hipdtese de que existe um par
de entropia-fluxo de entropia apropriado para o sistema (conforme definido no
capitulo 2) e que up — € L*(IR) com ||Jug — u||r2(r) suficientemente pequeno.
Estes teoremas de existéncia sao apresentados no capitulo 2.

No capitulo 3 aplicaremos nossos resultados as equacoes da dinamica
dos gases, isto é, as leis de conservacao de massa, momento e energia com o
termo de difusao Du,, incluido. Construimos explicitamente o par de entropia-
fluxo de entropia para as formulacoes mais simples destas equacoes e provamos
um resultado geral que mostra de que maneira a entropia pode se estender
sobre as formulacoes equivalentes. Deste modo estabelecemos a existéncia
global de solugbes suaves das equagdes na dinamica dos gases (com termos de
difusdo adicionados como acima) na formulagao de entropia, em coordenadas
Lagrangeanas ou Eulerianas.

Finalmente no capitulo 4, apresentamos um resultado relativo a suavi-



dade para descontinuidades iniciais para as mesmas equacoes de dinamica dos

gases nos quais termos mais realisticos de difusao sao incluidos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns contetidos preliminares (defi-
nigoes, Lemas, Teoremas) necessarios para o desenvolvimento da dissertagao.

Iniciamos apresentando um resultado de [LSU] que usaremos na
demonstracao do Teorema 2.1.

Sejam  um aberto e Qr = Q x (0,7).
Dizemos que uma funcio u(x) definida em Q satisfaz a condicdo de Holder em

x com expoente o, o € (0,1), se u(z) é limitada e existe uma constante C tal

que
. /
<u>g= sup {—|u(:1c) lf(f ) } <,
z, 7' €Q |z — |
|z — '] < po

sendo pg > 0 uma constante.

Seja [ > 0 um nimero nao inteiro.
Definimos H!(2) como sendo o espaco de Banach cujos elementos sdo funcdes
continuas u(x) em Q com derivadas continuas até a ordem [I], (onde [I] é o

maior inteiro menor que [) e

(7]
ulg) =< u>h +) <u>j< oo,
=0

sendo

<u>H= |u\g]) = max lul;



<u>h= Z |D7u|(0)

<u >Q = Z < Dg]u >g_[”);
(m

_ /
<u>5= sup {M}, com « € (0,1).
z, 7 €Q |z — 2|
|z — 2| < po
Assim

D;[El]u x) — Dg]u x
o e
0w €
|z — 2| < po
]

+ 323 max |Dlu(a)))

Definimos H3 (Qr) como sendo o espaco de Banach das funcoes u(z, t)
que sdo continuas em Qr juntamente com todas as suas derivadas da forma

D D; para 2r + s < [ e norma finita

Ui
ully, =<u>H +Y <u>h < oo
7=0
sendo

<u>g, = |u]Q = Hclgax\u|

<u>h = > [DiDul};

2r4s=j
1
<usl —cusO 4 <us
0 _ D
<u>U = > |DiDwll )
2r+s=[l]
(L) s (1727»75)
<u>0,= Z | Dy Dxu|t,QT2 ;
0<i—2r—s<2
ol 7t B ,7t
<u>§c’q)2T: sup _{|u(x| )_ 1f|(ax )l}, O0<a<l;
(.T,t), (.Z'/,t> € QT . v
|z — '] < po
@ 7t B at/
<u> = sup {\U(fc t) :ix )\}, l<a<l
($,t), ($,t/) € QT ‘ B ’

it =] <po



Assim

ul, = > sup
2r+s=[l] (ZL’, t), ([E,, t) S QT
|z — '] < po

{ | Di Diu(x,t) — Dy Diu(a’, 1)) }

|£L’ — 1"|(l_[l])

. DI D3u(x,t) — D Diu(z, t')] }

Sup _{ I(l 2r— s)
o<t-2r-s<2 (z,t),(z,t") € Qr |t —¢|

t—1'] < po
[
+max ul + max | D] D2ul).
ul+ 300 Y max| Dy D)

J=1 (2r+s=j)

o operador diferencial linear parabdlico

29
"0x’ Ot

Indicamos por L(x,t
com coeficientes reais
L(ta 3 Zn:a T, t)——— +Za:ct + a(x,t)
1 7 9 Uu.
Ox 315 = i 8 895] —
Assumimos que este operador é uniformemente parabdlico, isto €, no

dominio onde os problemas sao resolvidos a desigualdade

v€? < a;i(z, )& < plé)?,  (2,t) € Qr

(com v, u fixados) é satisfeita para quaisquer reais i,... &,.

Assumimos que os coeficientes do operador acima estao definidos na
faixa Dfl +)1 = FE, x (0,T) (E, ¢é o espaco euclideano n-dimensional). Neste
dominio, consideremos o Problema de Cauchy

0 0
L(Ivta a_xv E)UJ(I‘?t) - g(l’,t)

uli=ty = ().
Introduzimos a notacao
OWy(x, t
ul® (z) = %htm
5, = 0?u = ou
Az, t, %M = Z; a;;(z, t)m - Z a;(x, t)(‘?_z — a(z, t)u.

Desta forma as funcdes u* () (k = 0, 1) sdo determinadas da seguinte maneira;

WO (2) = p(z), UV (z) = A(z, to, 9

8x)gp(ﬂl:) + g(z,tp), enquanto o restante das



fungoes sao encontradas da relagao recursiva

o 0 0*g(x,t)
W (z) = %A(x, t, %)u(x, t) + thto
k
k : ;
= Z A(’)(x, to, ﬁ)u(kﬂ)(l’) + g(k)(x)a
—~\ ox

0%qg(x,t
onde ¢*(z) = %

A derivando os coeficientes j vezes em relacao a t.

li=t, € AY)(z,t,0z) é o operador resultante do operador

Teorema 1.1 Suponhamos | > 0 um nimero nao inteiro e o0s coeficientes
do operador L (acima definido) de classe Hl’é(Dn:i)l). Entao para qualquer
g€ Hl’%(Dg)l), o € HE2(E,) o problema (1.1) tem uma tinica solu¢do u de

classe Hl”’%“(Dle). FEla satisfaz a desigualdade

l l l
B

com a constante C' nao dependendo de g e .

Demonstragao: Ver [LSU], pag.320.
Em seguida enunciaremos alguns teoremas e defini¢oes que serao usa-

dos no decorrer do trabalho:

Teorema 1.2 (Teorema do Ponto Firo de Banach )
Seja R um subconjunto fechado do espago métrico completo (X, d). Se a apli-

cacio A : R — R € uma contragao, entao A possui um, e somente um, ponto

fixo em R.
Demonstracao: Ver [O], pag.28.

Definigao 1.1 Dizemos que {fi}3>, € uniformemente equicontinuo se para

cada € > 0 existe § > 0, tal que |z —y| < § implica

|[fi(@) = fe(y)] < e para  wzy € R, k=12 .



Teorema 1.3 (Teorema de Arzela-Ascoli )
Suponhamos que { fr}32, € uma seqiiéncia de fungoes continuas a valores reais

definidas em IR"™, tal que
|fi(x)] < M (ke N, z€R"

para alguma constante M e que { fi}32, € uniformemente equicontinuo. Entdo
existe uma subseqiiéncia { fi;}72, C {fx}rz1 € uma funcdo continua f tal que

fx; — [ uniformemente em subconjuntos compactos de IR™.
Demonstracao: Ver [E], pag.635.

Lema 1.1 Seja Q2 C IR™ um aberto convexo e limitado. Se a seqiiéncia de apli-
cacoes diferencidveis fr : Q — IR"™ converge num ponto ¢ € € e a seqiiéncia
das derivadas f' : Q@ — L(IR™;R"), converge uniformemente a uma apli-
cagio g : Q@ — L(IR™; IR"™) entao (fi) converge uniformemente em 2 para uma

aplicagao [ : Q2 — IR", a qual € diferencidvel, com f' = g.
Demonstragao: Ver [L], pag.269.

Definicao 1.2 A seqiéncia {fr}32, em LP(2), com 1 < p < oo, converge

fracamente a f € LP(Q), e escreve-se

fi— f em LP(Q)

khm/fkgdx—/fgd:c

para cada g € L(Q), onde - + - =
p g

S€

Teorema 1.4 (Teorema de Compacidade fraca em LP )
Suponhamos 1 < p < co. Seja {fp}72, uma seqiéncia de fungoes em LP(S2)
satisfazendo

SU || fi | vy < 00-

Entdo existe uma subsegiiéncia { fr;}32, e uma funcdo f € LP(Q) tal que

Jri =1 em LP(Q).



Demonstracao:  Ver [EG], pag.57.
Teorema 1.5 Se u € D'(IR") e ¢ € C°(IR™) entdo ux ¢ € C*(IR") e
supp(u * ¢) C suppu + suppo.
Para qualquer multi-indice o temos
0%(ux @) = (0%) x ¢ = u* (0%9).
Demonstragao: Ver [H], pag.88.

Definicao 1.3 :
i) Definimos n € C*(IR") por

1
C'exp <||2—1> se |z] <1
n(w) = T
0 se |z| > 1,

sendo a constante C' escolhida de tal forma que /IR” ndr =1.

ii) Para cada € > 0, seja
1 sz
ne(x) = o'l (;) :

Chamamos a funcdo n de mollifier. As funcoes n. sao C™ e satisfazem
/ nedr =1, supp(1e) C Be(0).
Rn
Definicao 1.4 Se f: Q) — IR € localmente integrdvel, definimos
fe=nexf em 2.
Isto é,

fulz) = /Q nele — ) f(y) dy = / Iy

para x € Q. ={x € Q;d(x,00) > c}.



Teorema 1.6 (Propriedades dos Mollifiers)

i) f. € ().

it) fe = f q.t.p quando € — 0.

iii) Se f € C(Q) entao f. — [ uniformemente em subconjuntos compactos de
Q.

iv) Sel<p<ooefell (Q)entio fe— f em LV (Q).

loc loc

Demonstracao: Ver [E], pag.630.

Teorema 1.7 (Desigualdade de Minkowski para integrais em espagos LP)
Sejam 1 < p < oo e F(x,y) uma fun¢ao mensurdvel no espago produto de

medida o-finita X XY . Entao

(/y (/X‘F@y)'dx)pdy)’l’ S/}((L!F(x,y)|pdy); d,

sendo dx e dy medidas em X eY, respectivamente.
Demonstracao:  Ver [S], pag.271.
Definicao 1.5 Sejam a > 0 e b > 0. Definimos a fungao beta por
1
B(a,b) = / t N1 — )t at.
0

Definigao 1.6 Uma funcio f € L'(Q) tem variagio limitada em Q (ou f €
BV () ) se

sup{/ fdivpdx tal que @€ C’&(Q’]:Rn)’ |¢<x)| < 1} < o,
0

Chamamos o espago de tais func¢ées de BV (€2).



Capitulo 2

Existéencia de Solucoes (Globais

Nosso objetivo neste capitulo é provar a existéncia de solucoes u € IR"

para o problema

g + f(u)y = Dy, (z,t) e R x Ry (2.1)
u(z,0) = ug(x) (2.2)

sob restri¢coes apropriadas para ug, f e D.
Primeiro obtemos um resultado de existéncia local para o caso em que
D é diagonal, denotada por D = (dy,ds, ...,d,), d; > 0,1 <i <mn.

Seja K (z,t) a solugdo fundamental associada com o operador

0 0?
— — D—, isto é, K(x,t) é um vetor de R" cuja j-ésima componente é

ot 0x?’

2

e 4t t>0,z¢cR.

\/47det
Observe que a solugao do problema (2.1) — (2.2) satisfaz a equagao

t

integral u(t) = K(t) *uo—/ K, (t—s)* f(u(s))ds , onde * denota a convolucao
0

no espago dada nas componentes. Para isso, consideremos o problema (2.1) —

(2.2) da seguinte forma:
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Teremos (usando a solugao do problema nao homogéneo que envolve a equagao
do calor) cada componente da solugao fundamental de (2.1) - (2.2), para x € IR,

da forma:
wyla,t) = /K )ty () dy
b [t )ty o)) dus
—K(t) % / — ) % f(u(s)) () ds.
Portanto
(1) = K (t) #uplz /K (t— ) % F(u(s))(x) ds.

Observemos que

K, =1
(2.3)
‘ 9K(.,1) < C(f‘) para o =1,2, ...
axa 1 t2

Assumimos que f é definida e é de classe C* na bola fechada Br(u)
de raio 7 e centro num ponto @, tal que f(u) = 0.

Definimos o conjunto das fungoes G por
Gr = {u e LR x[0,T]) : u(t) =t Lom) <1}
e o operador L em G por
L(w)(t) = K (t) % up — /Ot Kot — ) % f(u(s)) ds, we Gy (24)

Nosso resultado de unicidade local segue da propriedade de L dada no

seguinte lema:

Lema 2.1 Assuma que ug —u € L®(IR) N L*(R) e que |[ug — Ul = ' < 7.
Se T > 0 € suficientemente pequeno (dependendo de s') entdo vale o sequinte:
a) Gr € invariante por L.

b) L é uma contragio na topologia L em Gr.
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c¢) Eziste uma constante Cy dependendo somente de K e f tal que se u € Gr
satisfaz

[u()]l2 < Colluoll2, te[0,7] (2.5)

entio L(u)(t) também satisfaz (2.5).
d) Eziste uma constante Cy dependendo somente de K e f tal que se u € Gr

satisfaz
Ciluoll,

VA

para p =2 ou p = oo entdo L(u)(t) também satisfaz (2.6).

[ ()] < 0<t=<T (2.6)

e) Dado ty € (0,T) existe uma constante Cy dependendo somente de K, f e

to tal que se uw € G satisfaz (2.6) e

(l[uollp + lluolly)

tae ()]l < Co to<t<T (2.7)

para p =2 ou p = oo entdo L(u)(t) também satisfaz (2.7).
f) Dado t; € (0,T) existe uma constante Cs dependendo somente de K, f, t,
ety tal que se u € Gr satisfaz (2.6), (2.7) e

([uoll2 + lluoll5 + lluoll3)
Vi—1 ’

entao L(u)(t) também satisfaz (2.8).

Demonstragao: Sem perda de generalidade, tomemos © = 0. Para facilitar
a leitura, denotamos a matriz jacobiana de f por f’'(u), a derivada de grau dois
de f por f’(u) e a derivada de grau trés de f por f”(u). Temos desta forma
|f'(w)] < My, | f"(u)] £ My e |f"(u)] < Mz para algum M, >0, k = 1,2,3
(pois f € C3(Br(0))).

a) Seja u € Gp entao usando (2.4), a desigualdade do Valor Médio, (2.3) e o

fato de ||upl|co = &', temos

|L(u)(t)| = ‘K(t) * U —/0 K,(t—s)* f(u(s))ds
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t
< / K (z — )| [[wolloo dy + / / Koz — y,t — 8)||fuly, 3))]| dyds
R o JIR
t
< s’/ K(x —y,t dy+// K. (x —y,t —s)|Mi|u(y,s)| dyds
IR|( ) 0]Rl ( N Milu(y, s)|
t
< 3’+M17"// | K. (x —y,t — s)|dyds
o JIR

ds

¢
< s'—}—MlTC'(l)/ ! ;

0o (t—s)2
< &+ CrVT.

Assim

L) (@)l < P>+ OVT) <7

/

r—s
desde que CVT < , 0 que é possivel para T suficientemente pequeno

0<T< %, sendo C' = 2M,C(1)). Portanto L(u)(t) € Gr.

b) Sejam u, v € Gr. Usando a desigualdade do Valor Médio e (2.3),

L(u)(t) - Lw)(#)] < / /]R|Kx<x—y,t—S)Hf(U(y,s))—f(v(y,s))ldyds
< [ [ K=yt = M futos) = ol )| dyds

t
< MlHU_UHLOO(]Rx[O,T])//R|Km($—y,t—8)|dyd8
0

t
1
< M=ol C(1) [ —— ds
0 (t—s)2
— C()Miflu - vl 2VE

< OVTfu— vl
Logo
IL(u)(t) = L(©)(#)]|o0 < CVTJu = v]|o.

1
Portanto L é uma contracio se 0 < CvVT < 1, ou seja, 0 < T < o2k sendo

¢) Seja u € Gr satisfazendo (2.5). Usando a desigualdade do Valor
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Médio, uma desigualdade de Holder e (2.3), temos:

L@@ < {/ I Kxy’t)éK(xy’t)éuo(y)dyrdx}é +
U L gt = = ot v dx}é
S {/R[</RK(Iy’t)d”> (/IRK@y,t>|uo<y>2dy)érdx}%
+{/IR [/;(/R\Km_y,t_s)'dyf
(/H%'Kx(“y’t— )| M} July. s>|2dy)é dsrdx};
< {[ ([ G- wntmipa) o)
+{/]R At%(/ﬂ%ww”S>Mflu<y,s>2dy)%dsrdx}é

Usando o Teorema de Fubini, o Teorema de Minkowski para Integrais e (2.3)

vem

ol < { [ ol ([ - uo) w)
* /:{/R lﬂéf (/ |Ko(z —y,t — s)|Ju(y, s)|? dy)lrdx}%ds

« {fora)
[ o (st}

Junll2 + MC(L )/0 ﬁn u(s)]la ds

luoll2 + MiC(1)Colluol|22v/2

(14 M,C(1)Co2V'T)||uol|2

INIANIAN A

Colluoll2
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1 1
se Cy > e T' é suficientemente pequeno (0 < T' < ——————5).
=1 oMCoVT pequeno{ [2M10(1)]2)
d) Seja u € Gr satisfazendo (2.6). Derivando (2.4) em relagao a z,
obtemos:

(i) Para p = 2:
1L ()u(t)]s < {/ R

Usando que [f(u).| < [f'(u)Jus]| < Mfug| e (2.3) vem

) {/IR [/]R Kol = yﬁt)ﬁ*%lm(y”dyr dw}%
+ {/]R {/Ot /]R [y, t = ) Mafua(w — . 5) dydsl 2 d:z:}

Agora usando uma desigualdade de Holder e (2.3) teremos

OROIE { A [( /]R(’K“(x_%t)ﬁydy)é
(1ot = O >2dy)%rdx}
Ul )
([ 5t = )12l = >y%zy)é dsr dx}2
< (7 ) {5 = el dye )
wllf (ffié;)z
(st = M y,swy);dsrdx}

2 3
dx}

/ Ko(y,t —s)f(u(z — y,5)). dyds

D=

2
dm}

NI

N

=

N =
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Usando o Teorema de Fubini, o Teorema de Minkowski para Integrais e (2.3)

venl

||L<u>m<t>||2g(%)%{/m|o /IK |dxdy} N
o f Lk G)

(/IR Ko (y,t — s)||us(z — v, S)Izdy) ;] 2 dx} ds
@{ /| \Uo(y)|2dy}%

N =

D=

<
(1)% B 5 2
+ _— ]K y,t —s)| luz(x —y,s)|°de ) dy ¢ ds
0 t—s)Z R
c(1 / M,C(1)3 {/ }%
g—u + Uy (8) || L2(r) ———— K.(y,t—s)|d ds
i [|uo]|2 i |tz (5)|| L2 (m) s 1R| (y ) dy
C(1) 1/t uolla C(1)7
< Zjuglls + MyC(1)E [ o 0Nz ZR7 g
< = Il ane? ot e
C]_ ) 1 1 1
== %HU@HQ+M1010(1)HU0H2/0 87§t7§(1—§)7§d8
C(1 t
_ %nuouﬁMlacu)HuMh / (15 ds
C(1 11
= S ke + MOl B, 5)
||U0||2
< C 1+CWT
< v { WT}
< oLl

C 1
C) é deeT é d d Ci>———eT < — d
se (7 é grande e epequefol( e modo que C; > 1—C’\/Te o2 sendo

C' = max{C(1), MlC(l)B(§, 5)}) e B é a funcao beta.

(ii) Para p = oo

L(u),(t)] < / Koz — y,8)l|uo(y)] dy

// Ko (y,t = s)|f(u(x —y,5)).| dyds.

Usando que |f(u).| = |f'(u)||uzs] < Mi|ug| e (2.3) vem
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L00] <l [ 1oz =501y
+/o /IR|Kx(y’t — 8)|Milug(z —y, s)| dyds

< ol G 0 [l [ 1ty ) s
Vit 0 R
< ol S+ aClualc) [ s
— Juolle g + MGl CO1) B )
— Juolle g + MiC il C1)7
< c”“&!wuwlﬁ}
< ol
Logo
1L () (8)]le < q”“&‘tlw

C 1
C é deeT é d d Cy > ———eT < — send
se (' é grande e epequelnol( e modo que Cy > T OVT e oz sendo

C = max{C(1), MlC(l)B(i, 5)})
e) Seja v = L(u). Entao as propriedades de semi-grupo de K (ver [Lu]

pag.179) implicam que, para t > t,

v(t) = K(t —to) x v(ty) — /t K. (t —s)x f(u(s))ds.

2 3
dx]

2
dx]

(i) Para p = 2:

lom (e < [/ \/ Koyt — to)un(z — . to) dy

t=s)||f (u(z =y, 8))as| dyds

N[
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— A+ B, (2.9)

respectivamente. Vamos estimar separadamente A e B. Usando uma desigual-

dade de Hélder e (2.3) em A, obtemos:

= {/]R [(/]R'Kx(y’t_toﬂdy)é
(/]R Koyt~ to)[on(z - y,to>2dy)T dz
t‘to {/ / 1y, £ = to)lou( —y,to)|2dydx}%

Usando o Teorema de Fubini, novamente (2.3) e (2.6) temos

1

C(1)2 1

A < ) T L {/ | Ka(y,t |/ [ve (2 — 1y, t0) 2 dxdy}
t—t0)4

C(1)2 3
= L;H% (to ||2{/ | K, y,t—to)ldy}

N[

(t—to)s
(1
gl
c(l )Clﬂuon
(t—t0)2to
Portanto
A< c(l )01HU0||2
(t—tO)Qto

Usando uma desigualdade de Hélder e (2.3) em B obtemos

B < {/R[/tot</m|&<y,t_s>|dy)é
(/ | Ko (y, t — s)|[f(u (:vyﬁ))mlzdy);dsrdx
C“ﬁ{l;[é:@j@i

(A%JBQ(%tﬁf@dx%s)%mﬁdy)é(k]2dx

N

IN

N

Usando o Teorema de Minkowski para Integrais, em seguida o Teorema de

Fubini e novamente (2.3), vem



eI

B < Q1)

N

IR
(/ | Ko (y,t — )l f(u wy,S))xﬁdy)de} ds

- /to(t —ls)i
([ 1ttt ([ 10— b)) o

= ! [ )l { [ 1t =

00) | G g el ds

N|=

D=

2

IN

Agora

[f (u(, 8))aol < [ (u(@, $)l|ua(z, ) + | (u(@, $)|[tuzs(z, 5)]-

Assim

el < {17700 Pl o) Pl . ) }

{1 ) Pluss 50

Ml { [ ot}

1

+ M, {/R\um(ﬂf,S)IQdy}Q

M{{[ua(8)lloo lua($)l2 + [tz ()]2.

IN

IN

Usando (2.6) e (2.7) e que 0 < ty < s < t temos

S Duls < M {(co?nuOuoonuong 02<||u0||2+||u0||>}

s (s —to)2

Y { (O lwollssllulle , Calllwolla + ||uo||%>}

to (s —to)2

N

IN

ds

19
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Substituindo as estimativas de A, B e || f(u(s))zz|]2 em (2.9), obtemos

cac tM N
featolle < S oy [ —1{@1)2M
(t —to)2tg to (t — )2 0
o Calluola+ ol
(s —tg)2
Tomando
1 1)M(Cy)?
€ = max { 0, ORI prcn)} e 3 = fuolla + ol vem
Vo to

CN t 1 Cy
[Pest®)lz < m+/t CN{(t—s)é " (t—s)é(s—to);} s

N 1
= O—l + CNQ(t - Tf())E + CCQNW
(t — tg)§

IN

N 1
O+ CCamlt — )]

———[C + CCmVT]
(t —to)

NCy
(t— to)%

IN

o=

IN

C
para T' pequeno tal que (1 — WﬁC) > 0 e assim ', > ————— grande

(1—7VTO)
C()C1 CAO)M(Cr)*[luoll
N 7 ,MC’(l)}).

t

1

Usamos acima que / S —ds = m que é obtida fazendo
to (t—8)2(s—1)2

(sendo M = max{M;, M} e C' = max {

mudanca de variaveis.

(i) Para p = oc:

V2 ()] < K (t — o) x va(to)] + = A+ B,

/t K. (t —s)* f(u(s))zs ds

respectivamente. Vamos estimar separadamente A e B. Usando (2.6) e (2.3)

temos:

A < /]R | Ku(x —y,t — to)|va(y, to)| dy

< lva(to)llo |Ka(z =y, t —to) dy
R
[luolloo _C(1)

< .

= O ik
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Temos também

B < / / Kol — gt — s) (1" uly, ) sy, 5)]2

+1f (uly, $)tza(y, 5)| } dyds

< /Hux \|2/ Ko(z =y, t — s)| dyds

+M1/ |||um(5)||oo/ Ku(z — y.t — s) dyds.
to ]1:{

Usando (2.6) e (2.7) para u e (2.3), temos:

b1 1
B < MCHulOW) [ f———rds
to S(t_3)7
+M,C: oo + | [uol [ /
1C([[uo]| [luol|Z) \/Tto /_t—s

M>CFCO(1)|[uo| 2v/E — to

= to

+ MiCoC (1) ([[uolloo + [luol[5,)-

Substituindo as estimativas em A e B:

(020 (1)] Chlluol|sC(1) N MoC2C(1)||uo| 2 VE=To
T = \/%m to
+MCoC (L) ([fuo oo + o] 3)-

C1C(1) MyC2C(1)

Tomando C' = max{ ,MlC(l)W}, vem:

N
el = C{J)?O'ijLHuoHioﬂJrCz(HUOHooJr||U0||io)}
< CHuoHoot‘iu:oHoo{l ST+ OV,
Logo
Ve (B)]]ee < Oﬂ“a!%ﬂﬁo
se Cy > % o 1

f) Seja v = L(u). Entao as propriedades de semi-grupo de K implicam

que para t > 1

v(x,t) = K(t —t1) *v(t1)( /K (t—s)* f(u(s))(x)ds
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e assim

U (T, 1) = K (t — 1) % 0 (t1)( / K. (t —s) % f(u(s))zee(x) ds,

2
dm}

t /IR K. (y,t —s)f(u(x —y,8)) e dyds

(ST

||Ummx ||2 = {/ ‘/ K y7 sz( _yvtl)dy
+
{ R

= A+B,

N

2
dx}

respectivamente. Vamos estimar separadamente A e B. Usando uma desigual-

dade de Hélder e (2.3) em A, obtemos:

4= {/R[(/]RIKw(y,t—tl)!dyf
(/ Ko (y,t —t1)|[vaa( _y’t1)|2dy)é]2dx}
t—lt)f)i {/ / | Ka(y, t — t)|[vea(@ —y,tl)dedx}%

Usando o Teorema de Fubini e em seguida (2.7) para v = L(u), vem

o) 2 gway)
A S o 1 |K Y, t— tl | |Uzz - Y, tl | dl’dy
(t—ty)4

(NI

cw
< it [V (1) ]2
- CM) - Uluoll + fluoll2)

(t—t;)2 ? (t; —to)2

Portanto

CM) o luolla + fJuoll2)

A S 1T Y2 1
(t—t1)§ (tl —t0)§
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Usando novamente uma desigualdade de Hoélder e (2.3) temos

b= {/IR [/t: (/IRKQ”(y’t_S)dy>é
(/ Kyt — )| (u <xy,s>>m2dy)§dsrdx}2
< cm;{ A [ /: (t_lsﬁ

NI

([ el <x—y,s>>m2dy)5dsrdx}

Usando o Teorema de Minkowski para Integrais e em seguida o Teorema de

Fubini e (2.3) vem

B < 0<1>%/:{/ [ (e

F e~ . 8)) e dy) ?] dm} s

N / —12; {/ [Kaly,t ’/ |f(u(z =y, 5))awe|” dl’d’y}lds

1

= ! [ e { [ Rl

< O [ T )l

= \

N

Agora usando o fato de f € C*(Br(0)) temos

1f(w(8))aall2 < M3{/IR‘ux(m,8)\2]ux(x,s)]2\ux(x,8)\2d9€}

+3M, {/IR |ux(x,s)|2|um(m,s)|2dx}

+M; {/ [Uga (2, 5)|? dx}
R
Ms||u,(s) {/ lug(z, s |2d:v}

30y s ()2 { | st s>|2dx}2 £ Mtz () o
M () )2 -+ ot (5) 2t ()2 + tme () 2}

IN

IN



sendo M = max{ M, 3Ms, M3}. Agora usando (2.6), (2.7) e (2.8) vem

04 4 C CQ 2 2
£ (u(s))aaellz < M{ i ol 1““0”2+ 1”“0”0002(”“0”2—1-HU0H2)

52 NG

\/S—to

+Cj3

(l[uoll2 + lluoll3 + HUOH%)}

\/S—tl

Substituindo esta ultima estimativa em B

| 1
B < Mc<1>{cf|ruo||iouuo||2 | o

n (t—s)2 252

1 1

t
+CECalluol (ol + uol) [ ds

0 (t— )2 (s—tg)2s

t 1 1
+ C([[uoll2 + [luoll3 + HUOIB)/ T T ds
t (t—s)2 (s —11)2

t
Calculando separadamente as integrais acima, /

1 1
< —ds
t (t—5)2 (s—1t1)2

24

(e

(conforme vimos em (e) trocando ty por t1). Do fato de tg <t et; < s <t

temos
t 1 1
/ - — ds
t (t—s)2 (s —1tp)2s
<
Também
b 1
/ 1, .5 ds <
0 (t—15)2(s)2
Assim

2/ —1
B < MC(1) {CfHUOHioHuOHz—

5
ty
+ Cs([luoll2 + [luollz + lluoll3)7}

t 1 1
/ - — ds
t1 (t—8)5 (S—t0)5t1

1 [t 1 1

— - —ds
t Jig (t—8)2 (s —tp)?

T

ty

| 1
[l
6 (t—15)2 (t1)2

Vi—t
(t)

2

N

1
+ CTColluoll3 (lluoll2 + lluoll3)

T
151
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Substituindo em A e B:

C1) ., (lluollz + lluol2)
Vi—t VL -t
v

+ C1Co]luo 1% (luoll2 + I\'uollg)t1 + Cs(fluoll2 + [luoll3 + HUOIB)W}

N
+MC(1) {015||?to||ﬁo||ut>||z—s1Jr

ty

“Umx(t)HQ <

c(HCy, 2MC(1)C? 1 Mo eie 2
Tomando €' — max (1) 2 ( )sllluOlloo7 (1)Ch 27rlllto||oo’MC(1)7T
\/tl —to t1§ tl
segue que
(Juoll2 + lluoll3)
vz (l < C t—t
fousele < 0 f Bl lold) g, i
+ (Juoll2 + fluoll3) + Cs(|luoll2 + [uoll3 + ||U0||§)}
(Juoll2 + lluoll3 + luoll3)
< C{ \/ﬁ 22+ (luoll2 + lluoll3 + lluoll3)vE =t
+ (JJuollz + lluoll3 + lluoll3) + Cs(lluollz + lluoll3 + lluoll3) }
< [C' 4+ (CVT 4 C)E— 1, + CCs/T — t1)(|Juo||2 + |Juol|3 + ||uol|2)

Vi—1, '

[1+T+ VT
1-VT

Para (3 suficientemente grande (C3 > C ) e T suficientemente

1
pequeno (T < E>’ segue que

Cs
t—t

[0z22 ()2 < (lluoll2 + luoll3 + lluoll5)-

Para concluir a demonstragao, tomamos 7' < FE, onde E é a menor
das limitacoes encontradas para 1" de (a)-(f). n
Usando o Lema acima, podemos demonstrar nosso resultado de

existéncia de solugao local para o problema (2.1)-(2.2):

Teorema 2.1 Assuma que ug —u € L*(IR) N L*(IR) e [jug — Uljoo = 8" < .
Entao eziste uma unica solugdo u de (2.1)-(2.2) definida na faiza IR x [0,T]
onde T depende somente de K, f e s'. Além disso, us, U, € Uy, sao Hdélder
continuas em 0 < tg <t < T; ug(t), ug(t), Upe(t), we(t) € Uz (t) estio em

L*(R) para t € (0,T); e valem:

[u(t) —ull2 < Collug — 2, (2.10)
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|uo — o
o

Aqui Cy e C sao definidas como no Lema 2.1.

[uz(t)]l2 < Co (2.11)

Demonstragcao: Sem perda de generalidade, tomemos u = 0.
Sejam u’ =0 e u" = L(u"!).
Como uy € L>®(R)N L*(R), logo ug € L (IR). Como K €

C®(IR x (0,T)) segue que u' = K(t) * ug € C*°(IR x (0,T)). Agora para
u? = K(t) * ug — /t K.(t —s)* f(u'(s))ds
0

onde K (t)xuy € C*(Rx(0,7T))e /t K. (t—s)xf(u'(s))ds € C*(Rx(0,T)),
temos a garantia de que u? € C’S(IRO x (0,7)). Entao por indugao segue que
u" = K(t) % up — /t K, (t—s)* f(u"'(s))ds € C*(R x (0,T)).

Mostraremoos agora, por indugao, que as estimativas (2.5) a (2.8) valem
para cada u™: v’ € Gy = {u € L®°(R x [0,T]) : ||u(t)||ec < r} e satisfaz as
propriedades (2.5) a (2.8). Suponhamos que v~ € Gr e satisfaz (2.5) a (2.8)
entdo, pelo Lema 2.1, u™ = L(u""') € Gr e satisfaz (2.5) a (2.8). Portanto
por inducao segue que as estimativas valem para cada u".

Como u"(.,t) € L*(IR) e [(u™)?], ¢ limitada, segue que u™(x,t) — 0
quando |z| — oo. Da mesma forma como u”(.,t) € L*(IR) e [(u")?], é limitada,
segue que u’(z,t) — 0 quando |z| — oo para cada t > 0 (veja [Sm], pag.
436 ).

Agora, pelo Lema 2.1 (a) e (b), temos que L : Gy — Gr é uma
contracao, onde Gr é um subconjunto fechado do espago métrico completo
L>*(R x[0,T1]). Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, L tem um, e somente
um, ponto fixo em G, ou seja, u™ converge a uma funcao u € Gr, para algum
tempo suficientemente pequeno 7' dependendo somente de K, f e s’ (conforme
demonstracao de (a) e (b) do Lema 2.1).

Aplicaremos o Lema 2.1 (c¢) a (f) para deduzir as propriedades de

regularidade de u na faixa IR X (t3,T), onde 0 < tg < t; <ty < T ety e t; sdo
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como no Lema 2.1.
Mostramos acima que as estimativas (2.5) a (2.8) valem para u", Vn.

Por (2.7) segue que:

:C*

(luoll2 + lluoll3) (luoll2 + lluoll3)
" (t < C < C
g, (B2 < 2 m = 2 t, —to

para cada t > ts.
Mostraremos que u! sao Holder continuas em x para cada t > .

Sejam 1,2 € IR, entao

|UZ(ZL'1, t) - uZ(x27 t)’ -

T2
/ ul (x,t) dx

x1

z2
/ [ (1)) da

xr1

{/ |u§x(x,t)|2dx] [/ dx}

1
< fJug () ||2(22 — 21)2

< C*(l‘g - ZEl) .

IN

IN

N|=

Mostraremos agora que uf, (t) € L?(IR) para t > t5. Diferenciando
uf — Duy, = —f(u"), (2.12)

em relacao a z, obtemos

u?m = Duy™  — [(un—l)Tf//<un—1)u;L—l + f’(un_l)u”_l].

TTT T T

Assim, sendo d = maz{d;}, temos
luz ()]l2 <

< {/]R IDIQIUSZM(%t)lgd:c}é + {/}R 7 (e ) 2| (e, )] dm}%
+ {/]R |f/(unl(x,t))\2|u;‘xl(a:,t)\2d:c}
o [ |u:m<m,t>|2d:v}é w ot Ol { [0

s { / |uz;1<x,t>|2dx}
R

Ol (B2 + ™ ()l o™ ()2 + [z (D)2

IN

IN
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Por (2.6), (2.7) e (2.8) segue que

[ue (t)]l2 <
< o { o, Ulmollz + Jluoll3 + Juoll3) c? lwollollollz lwoll2 + Juoll3
N t VE—to

luoll2 + [[uoll3 + lluoll3) 4+ celltollclluollz |y uollz + HuOHz}

Vita — 1t to Vita — 1o

< C’{C’g,(

= C.

Portanto u}, € L*(IR) para todo t > t,.
Para to <t/ <" < T, seja f(y) = ul(y,t") — ul(y,t'). Seja g(z) =
Ttz
/ f(y)dy entéo ¢'(z) = f(x + z). Assim

lim — / fly)dy = lim N~ 97 9(e) = 9(0) =4'(0) = f(x).

e—0 € e—0 €

1 T+e 1 T+e
Portanto f(x ——/ f(y) dy — 0 quando € — 0, ou seja, f(q;)——/ fly)dy =
€ xX

T

o(e). Dai f(x) — —/ fly O(e). Deste modo

ul(x, ") —ul(z, ) =

1 xr+e€
= L[ ) - )y 0

1 t//
- [ [ w0

1 " T+e % z+e %
< [ mwora] [ [T 6] oo

t’ T T

Ve [t

< L a0 dt + 09
t/
t//
< @A) s Ol [ di+ 0
to<t<T ”
< C”[(t” . t/)féau . t/) + (t// . t/)%]
_ C**(t” . t,)%
se e =0(t" — t’)%, ou seja, _ < (' para algum C’, t" — t' préximo de

(t" _ t/)%
zero, entao € < C'(t" — t’)%. Logo u” sao Holder continuas em ¢, <t < T.
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Agora, usando a Holder continuidade em = e em ¢, temos
|u7:pl(x17 t/) - uZ(‘r% t”>| <
< Jug (@, 1) — ug(wn, )] + fug (2, 1) — ug(w, 1))

C'l(ay — 21)2 + (" — )2(1)5]

IN

< Oy — 1) + (1 — )22,

Além disso temos u! uniformemente limitadas por (2.6) em [t, 7). Portanto
as fungoes v} sdo uniformemente Holder continuas em R x [toy, T'.
Usaremos o Teorema 1.1 para mostrar que u}, sao uniformemente

Holder continuas em IR X [ta, T']. Consideremos o sistema

uf = Dug, = —f(u")a

u™(x,ty) = L(u™ 1) (ts).
Para n = 1, sendo u’ = 0

u; — Duy, = —f(u”), = = (0), =0
ul(z, tz) = L(u®)(t2)

o sistema tem solucao u! de classe H'*22 (IR x [t5, T]) com | = % pelo Teorema
1.1. Isto segue pois 0 € H-2(IR x [t2,T]) e L(u®)(t2) € H'*2(IR). De fato,
L(u®)(ty) = K(t3) * up € C*(IR) e mostraremos que a norma |K (t5) * uol%éﬂ é
finita. Temos ug, Holder continua com expoente 5 0 que segue do fato de u}

1
serem uniformemente Holder continuas com expoente 7 Usando isto e (2.3)

vem

|[K (t2) * uo)ax() — [K(t2) * ez ()] <

[z — 1} 8

< [ttt 2t 2 2,
R ‘,Z‘—;E’|§
o)

< C .
R
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Dali,
149
K (t2) * uolfy~ =

= > sw {mwwwhww‘ﬁmm@wwm%

g 7,7 €R o — 2|2
|z — 2| < po
[3+2]
+ K (t2) = o) Z ZmaxlDf (t2) * uo](x)])
C(1) c@ ) C(2)
C—= ot —= o T —— 00-
N + o] + \/Ellu()ll =, ||uol|

Suponhamos que
T = Duint = = f(uh ),
(e, 1) = L2 ()

1
tem uma solucio uF~! de classe HP2 2T (IR x [ty, T]) com | = 3 Logo u*~!

¢ continua e tem derivadas continuas da forma DjD] para 2r +s < [+ 2 e

k— 1‘ (1+2)

tem norma finita, ou seja, |u < (', para alguma constante C. Como

1
[+2= 3 +2 (= [l 4+ 2] = 2), segue do primeiro e do segundo somatério da

norma que:
- {Wlmw k%%m}<c
(z,1), (', 1) € Or @ — a2
|z — '] < po
(§]
k—1 t k‘ 1 tl
. {w T CAAT)
(z,1), (', 1) € O ¢ — 1]
[t —t'| < po

k—1
Portanto w;

sao uniformemente Holder continuas em x e em t, logo uni-
formemente Holder continuas em R X [ta, T').

Consideramos agora
- D, = (),
uk(x,ty) = L(uF1)(ty).
Vamos mostrar que —f(uf™1), € H2'1 (R x [t2, T]) e L(uF"1)(ts) € H2T2(IR).
Temos — f(u*1), € C(IR x [ty, T]) pois f € C3(Br(0)) para (x,t) € R x [0,T]

e (usando [I] = [%] = 0) temos
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1 k—1 _ k—1( .t
| . f(uk_1>$|]§R><(t - — sup {|f(u (I’t))x j:<1u (ZL‘ 7t))oc|}
B (z,1), (2, t) € Qr |z — /|2
[z — 2’| < po
" up { (0 (1), — F 1)), }
(z,1), (2,t') € Qy it =t
|t —t'] < po
+ r%ax |f (" (z,1)),]

finito pois temos:

i) max |f(u""(z,t)).| < oo pelo fato de f € C3(Br(0)) e uF~' sdo uniforme-

Qr

mente Holder continuas;
ii)

ui (@, 1) — vy (', 1))

f (W, 1)e — fuP (2!, 2))a

o — /|2

IN

@ —a']>
< M

pois f € C*(Br(0)) e u*~! sdao uniformemente Hélder continuas em z com

te —:
expoente
iii)

_ _ _ _ 5

@ (@, 0)e = f T )l oy s () — w2, )] — 2]
jt— |7 B It —t|5]t — t/| 2
< MY|T —ty] 2

pois f(uF1), € C?(Br(0)) e u*~! sdo uniformemente Holder continuas em ¢
2 1
com expoente 3 Portanto — f(u*™), € H"2 (IR x [ty,T]) com [ = 5
1
Falta mostrar que |L(uk*1)(t2)|ﬁ;2 é finita. Usando (2.8) temos

/

L (uF 1) ()] (7)) — [LFE) (E2)]0n ()] < /w L (™) (2)]wee (v)| dy

o — af?

1 v k—1 9 2 a! 2
el | AU (E ) dy] [ / dy]

(Iluoll2 + [luoll3 + |luoll3)

Via — 1 '

< (s
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Dai, usando (2.6) e (2.7) para p = oo, vem:

L w)lRT = sw HL(U><tz>Jm<|a;’,>_—i|L§<u><t2>1m<x>|
\gf;’ellfjo

+ ZO mﬁx | DIIL(u*1) (t2)] ()|

(Iuoll2 + l[uol |5 + [|uol]3)
Vito —
o |oo + [Juol|2

Via — 1o

Observe que além de ]L(uk_l)(tg)hgér “ser finita ¢ limitada independente de k.

[luo |

NG

IA

T’+C3 —|—Cl

+C%

1
Aplicando novamente o Teorema 1.1 com [ = 2 obtemos uma solucao u”

de classe H'P2 2T (IR x [t5,T]). Logo, usando a desigualdade do Teorema e
o fato de L(u"1(ty)) e —f(u"1), serem limitadas independente de n (em
H*2(R) e Hz (R x [ta, T]), respectivamente), segue que uf_ sdo uniforme-
mente Holder continuas. Mostramos desta forma que u], sao uniformemente
Holder continuas em R X [to, T'], ¥n. Segue da equagao (2.12) que u} também
sdo uniformemente Holder continuas em IR X [to, T, Vn.

Como u} e ul, sao uniformemente Holder continuas entao, pelo Teo-
rema de Arzela-Ascoli (Teorema 1.3), {u"} e {u”,} sdo pré-compactos em
R X [ta, T

Por {u”} ser pré-compacto, existe uma subseqiiéncia de {u}, que
denotamos também por {ul}, que converge uniformemente a uma fungao
continua v em subconjuntos compactos de IR X [to,T]. Pelo fato de ser con-
vergéncia uniforme segue que v = u, (Lema 1.1). Pelos mesmos argumentos,
usando a subseqiiéncia, se mostra que u}, — u,, em subconjuntos compactos
de R x [tg, T7.

Como D é constante e f € C3(Br(0)) segue que
ul' = Du, — /(v Hu"t — Duge — f(u)e = uy

uniformemente em conjuntos compactos de IR X [ty, T]. Como ty é arbitrério,
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segue que uy, ur e ur, convergem uniformemente em conjuntos compactos de
R x (0, 7] a w, u, € uyy, respectivamente, que assim também serdo Holder
continuas.

Pelo Lema 2.1 (d), para cada 0 < ¢t < T fixo, existe C; dependendo
somente de K e f tal que [[ul(t)]2 < C’l% < 00. Isto implica que ul(t) €
L*(IR). Como u” — u, uniformemente entao segue que u,(t) € L?(IR) para
cada t > 0.

Pelo Lema 2.1 (e), dado ¢y € (0,T), existe Cy dependendo somente de
K, f ety tal que
(lluoll2 + fluoll3)

Vi—1o ’

Disto segue que u”,(t) € L*(IR),Vn. Como u?, — u,, uniformemente, segue

l|up, (B)]]2 < Co V to<t<T.

que u,,(t) € L*(IR) para cada t > 0.
Por (2.5) temos |[u™(t)|l2 < Colluglla, Vn e u™ — w uniformemente

entdo segue que |[u(t)|lz < Collugll2. Da mesma forma por (2.6) segue que

n

|luz(t)]]2 < Cl%. Finalmente, como u, .

(t) sao uniformemente limitadas
em L%*(IR), para cada t > 0 fixo (por (2.8)), entao elas convergem fracamente
em L*(R): u”,,.(t) = w(t) € L*(IR) (consequéncia do Teorema de compaci-

dade fraca em L?(12)).
Por outro lado, para ¢ € C§°(IR) temos
(0 )0() o = [ s, )ola) dr =
I g
= Un (X)) — Upaa (2, )| O(2) d
[ ) = e N0
<l = ullool|Paae|| vl (suppe)
onde supp(¢) é o suporte compacto de ¢. Fazendo n — +oo obtemos
/IR up(x, . )o(x) de — /IR Uzzz (T, .)P(x) dz, 0 que implica que ul,, — Uz, NO

sentido das distribui¢oes. Por u” (1) — w(t) segue que / up(x, . )o(x) de —
R

/Rw(x, J)¢(x) dzx. Pela unicidade do limite segue que w(t) = g, (t) N0 sen-
tido das distribuigoes. Como w(t) € L*(IR) segue que u,q.(t) € L*(IR) para

cada t > 0.
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Como uy = Dug, — f(u)s € ug(t), u(t) € L*(IR), segue que uy(t)
€ L*(IR). Da mesma forma, como u;; = Dype — f(U)ge = DUgye — [f" (w)u2 +
I (W) tgg], Upre(t), Uz (t), up(t) € L*(IR) e u, sdao Holder continuas (logo limi-
tadas), segue que uy, € L*(IR). u
A fim de estender estas solugoes globalmente, isto é, para todo t > 0,
devemos fazer uso do chamado par de entropia-fluxo de entropia que é definido

CcOomo segue:

Definicao 2.1 As fungées o, 3: Br(u) — IR sio chamadas par de entropia-

fluzo de entropia para f em Br(w), denotado por (o, 3), se a relagdo
Vo (u) /() = VAT (2.13)
vale em Br ().
A entropia « sera assumida satisfazendo
) 1 ) -5 /—
Ou—al* < a(u) < 5|u —ul®, wue€ Br(u), (2.14)

para alguma constante 6. Finalmente, dizemos que « ¢é consistente com a

matriz diagonal D se existe um € > 0 tal que
w! Do (u)w > e|w|? (2.15)

para todo u € Br(u) e w € IR".
A existéncia de um tal par («, ) nos possibilitara deduzir certas limi-
tagoes a priori para as solugoes de (2.1)-(2.2). Estas limitagoes sao fundamen-

tais para estender nossas solugoes locais para solugoes globais.

Lema 2.2 Assuma que existe um par de entropia-fluxo de entropia como
descrito na Definicao 2.1 satisfazendo (2.14) e (2.15). Seja ug—u € L*(IR)N
L*(R) com ||ug—Tl||oo = 8" < r. Nestas condigdes existem constantes positivas
Cy e Cy tais que seu é uma solugao cldssica de (2.1)-(2.2) em IR x (to, 1)
entao
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Se u,(to) € L*(IR) entao
[ ()2 < Cs ([ (to) |2 + N[ulto)l]2), to <t <ty (2.17)

Demonstracao:  Como u é solucao suave de (2.1)-(2.2) para t € (to,11)

podemos multiplicar (2.1) por Va® e usar (2.13) e (2.15) para obter

Va(u) u + Va(u)' f(u), = Va(u)” Dug,
[a(u)]; + Va(u)' f'(u)u, = Va(u)' Dug,

[a(w)], + V B(u) v, = Va(u)” Dug,

(@l + B = —[a"(w)us]" Dug + [0 (wua]" Dty + Vear(u)" Dty
— [Va(u)"Du,), — (o (u)u,)" Du,

= [Va(u)! Dug, — ul[a” (u)]" Du,.
Usando o fato de D ser diagonal e em seguida (2.15) com w = u,
()]s + [B(w)]s = (Va(w)" Dug)s — uy Do (w)uy < (Vo(u)' Dug)y — €lug]*.

Integrando sobre IR X [tg,t] e por um argumento utilizado no Teorema 2.1,

temos

/Ra(u(x,.)) Ly < —e/t: /R]ux(:v,t)\zdasdt.

Portanto

/Ra(u(x,t))dx+e/t:/Rm(m,t)deS/Ra(u(x,to))dx. (2.18)

Isto juntamente com (2.14) nos da

5/R|u($,t)|2d:r < /Ra(u(x,t))+e/t0t|ux(as,t)|2 dxdt
< /Ra(u(:v,tg))dx

1
< < /]R lu(z, to)[? da.
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Portanto [[u(t)]ls < Cylu(to)]]s-

Para provar (2.17), consideremos novamente (2.1). Derivando em relacao a x

e multiplicando por uZ

Assim
0 (vl T T T T

10

5 (975( ) = (ugf<u)x)x + ugxf(u)x + (ugDum)x - ufxDua:x'

Integrando sobre IR X [to,t] e por um argumento utilizado no Teorema 2.1

temos:
o MCCRI
_ / / Vo (2, 5) — (Dtiga(x, 8)) tge (2, 5)] dzds
< / /Rnf%u(x,s>>||ux<x,s>|rum<x,s>r—d’\um<m,s>||um<x,s>uda:ds
< [ )l 5)| = )] s

onde d’ = {mind;}. Além disso

C 2 C C?
(sptuel =t ) 20 = Shulluee] < gzl + e

c d
= Clux||um|§0(4d,|ur|2 |u%|2>,

Assim

e s>|2) sl )2 dads
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o que implica que

01 < st + 5 [ o) s

Agora de (2.18) e (2.14) temos que

t 1 t
ug(z, 8) > deds < —/ a(u(x,t dac+// ug(z, s)|? deds
|t  Jpowm e [ o)

< 1/ o, o)) da

/ lu(z, to)|? dx.
2

Tomando C’ = max {1, m} temos

lua (@5 < C'(llua(to)ll3 + lu(to)13)-

Logo
[ (D)2 < Cs(llua(to)ll2 + lulto)l2)-

Podemos agora expor nosso resultado de existéncia global:

Teorema 2.2 Assuma que existe um par de entropia-fluxo de entropia como
descrito na Defini¢ao 2.1, satisfazendo (2.14) e (2.15). Seja ug—u € L>®(IR)N
L*(R) com ||lug — 1llee = 8 < 1 e sejam Cy a Cs como definidas nos Lemas

2.1 e 2.2. Entao o problema (2.1)-(2.2) tem uma solugao global desde que

__/C 2
|:204C5 (\/—% + C4>:| ||u0 — ﬂ”g < s,

Aqui C5 = max{Cs, 1}.

Demonstracao:  Novamente podemos tomar © = 0. Seja a = Cyllug||2 e
b=Cs ( + C4> ||tg|2- Nossa hipétese é entao que v/2ab < s'. Pelo Teorema
2.1 existe uma solu¢ao u definida préximo do tempo T' e pelo Lema 2.1 (a)
vemos que u satisfaz [|u(t)]|o <7, 0 <t < T (pela demonstracao do Teorema
21, ue L®(R x [0,7]) e [|u(t)|loo < 7). Por (2.16) [|[u(T)||2 < Cyllugllz =a e
por (2.6)
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[us (T2 <

Gilluollz ), (2.19)
T

Agora suponhamos que u estd definida préximo de um tempo k7 para algum

k inteiro positivo e que

[u(t)]o <1, 0<t<kT (2.20)
[u(KT)|]2 < a (2.21)
[uz(KT)||2 < b. (2.22)

Entao

|u*(x, kT)| = 2/IR% <M) dx

= 2/ u(x, KT u,(x, KT) dx
IR( Jua (2, kT)

< 2{/R|u(a:,kT)|2d:v}é {/R\ux(a:, 1<T)|2dgg}é

por uma desigualdade de Holder. Portanto
[u(kT)][oo < Cllu(kT)|l2llus(KT)]l2)>.
Por (2.21), (2.22) e pela hipdtese
|u(kT)||oo < V2ab < §'.

Assim pelo Teorema 2.1, u pode ser estendida ao tempo (k+ 1)T" com
|u(t)]|oo <7 ewu(t) € L*(IR) parat < (k+1)T. Mas entdo o Lema 2.2 mostra
que

[u((k +D)T)l2 < Calluoll2 = a

e usando (2.17) e (2.19)

lua((k+ DTz < Cs(llua(T)l2 + [[w(T)]]2)

c
Cs < 1\”/2;”2 n 04\|u0|\2>

. Cl
C: | —=+C
: (W ) ol

IN

IN

= b
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Assim (2.20), (2.21) e (2.22) valem préximo ao tempo (k + 1)7. Por indugao,
estabelecemos a existéncia da solugao u para todo ¢t > 0. |

Finalmente podemos nos desfazer da exigéncia de que D seja uma
matriz diagonal por uma simples mudanca de variaveis. Assumiremos agora

que D seja uma matriz diagonalizavel com autovalores positivos, isto ¢, existe

P tal que ) _
d 0 - 0
0O d, --- 0
pP~'DP = ’
0 0 - d,

é positiva.

Corolario 2.1 Assuma que existe um par de entropia-fluzo de entropia («, [3)

para f em Br(u) satisfazendo (2.14). Suponhamos que para cada u € Br(u)

temos _ -
d 0 -+ 0
? PTa"(u)P (2.23)
0 0 --- d,

positiva. Entdo o problema (2.1)-(2.2) tem solugdo global desde que os dados
ug — U tem restrigoes apropriadas nas normas L* e L™, isto é, P~ (ug — )

satisfaz as hipoteses do ultimo Teorema.

Demonstragao: Seja v = P~ lu. Entao v satisfaz

d 0 - 0
0 dy -~ 0

v+ g(v), = . ‘2 ‘ . Vo (2.24)
0 0 --- d,

onde g(v) = P! f(Pv) (obtemos (2.24) multiplicando (2.1) por P~'). Deve-
mos mostrar que A(v) = «(Pv) e B(v) = B(Pv) satisfazem (2.13) e (2.14)

para g, e
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O b 0 pripppTap
0 0 --- d,

é positiva por hipétese. Temos VA(v) = Va(Pv)P, ¢'(v) = P71 f'(Pv)P e
VB(v) = VB(Pv)P. Usando isso e (2.13) para o par de entropia-fluxo de

entropia («, 3) para f obtemos

VAW) ¢ (v) = Va(Pv)'PP'f(Pv)P
= Va(Pv)'f/(Pv)P
= Vp(Pv)'P

= VB(v).

Portanto (A, B) satisfaz (2.13). Temos v = P~ u entdo u = Pv e conseqiien-
temente A(v) = a(Pv) = a(u). Como u € Br(u) e a satisfaz (2.14) temos

que
P 1 o
Olu —ul” < a(u) < g\u —
entao
1
§|P(P~'u) — P(P7'0)|? < a(u) < E\P(P*u) _ PPt
e conseqientemente
1
S|P(P~tu— P < a(Po) < 2| P(P ' — PP

Assim

P_lu_ P_lﬂ 2 _1 _1_2
5)P(’P1U—Plﬂ’) |P™ u — P al” < A(v)

1 P~ lu— Py
Alv) < = |P
<517 (Fmpm)

2
[P~ — P la)?,
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Tomando N; = min {|P(v)|}, Ny = max{|P(v)|} e &' = min{d N}, 0

ey vem
2 }7
llv[<1 flv]I<1 N2

1
S — P 1> < A(v) < §|v — Pl

Portanto A satisfaz (2.14). Assim temos a matriz diagonal

d 0 - 0
ipp 0 dyo -+ 0
0 0 --- d,

positiva e o problema (2.24) com (A, B) um par de entropia-fluxo de entropia
para g. Pelo Teorema 2.2, o problema (2.24) tem uma solucao global v, desde
que: P71 (ug —u) € L*¥(IR) N L*(R) com |[P7 (ug — U)|jec = 8’ <7 e

[2(]4@ (% + C4>]§ |P(up —@)||2 < s'. Portanto, nestas condigoes, Pv = u

¢ uma solu¢ao global do problema (2.1)-(2.2). n

Observacao 2.1 Quando D € simétrica, podemos tomar P como sendo uma
matriz ortogonal e a condigao (2.23) é simplificada para a ezxigéncia de que

Do (u) seja positiva em Br ().



Capitulo 3

Aplicacoes as Equacoes da

Dinamica dos Gases

Neste capitulo aplicaremos o resultado de existéncia global, Corolario
2.1, as equacgoes da dinamica dos gases unidimensional.
Primeiro consideremos a isentropia da dinamica dos gases em coorde-

nadas Lagrangeanas:

Tomando U = (v,u) e F(U) = (—u,p(v)) temos a equagao:
Ui+ F(U), = DU,,.

Aqui v, u e p sao escalares que representam o volume especifico

1 ) . . . .
(= m), velocidade e pressao, respectivamente. Assumimos que p é
ensidade

definida em {v > 0} e que p'(v) < 0.
Vamos construir um par de entropia-fluxo de entropia e usar o Corolario

2.1 para mostrar a existéncia de solucao global. Com este objetivo, sendo

U = (v,7), definimos as fungdes o, 3: Br(U) — IR por

(u —u)?

a() = "5+ [l o) ds
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sendo v > 0.
Vamos mostrar que as propriedades de par de entropia-fluxo de en-

tropia para F' sao satisfeitas por (a, (). Primeiramente, a e 3 satisfazem

(2.13), pois:
. ) 0 -1
Vo (F(U) = | p@) —p(v) (u—T) |
pv) 0
= | w=-ap) —p@+p0) |

= VBT (U).

Verificaremos agora que « satisfaz (2.14). Para isso considere

g(v) = / v[p(@)—p(S)] ds. Temos g'(v) = p(v)—p(v) e g"(v) = —p'(v). Observe

que g e ¢ se anulam em T. Pela férmula de Taylor com resto temos que

g(v) = _p—’(f)(z—ﬁ)z (para algum £ € [wv, 7]). Assim temos o(U) =
(u ;E)Q — p’(f)(g — E) . Como estamos considerando [F' € C’3 E U em
conjuntos compactos de {v > 0}, tomamos C} = min{ P %}
max {_p'(f) , l} e obtemos

2 2

Ci{lu —ul* + v —1*} < a(U) < Co{lu —a* + |v — 7)?}.

Logo « satisfaz (2.14) para 6 = min{Cl, e }
2

Finalmente trabalharemos nossa condigao de compatibilidade (2.15)

. a b /7 . 7 . ~ .
para o caso especial em que D = é simétrica. Pela observacao feita

b c
apds o Corolario 2.1, queremos que a matriz

D" (U) =
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seja positiva em Br(7,7), ou seja,

[51 52} )b & >0, VY (£,6),
—=bp'(v) ¢ 1

isto é,
—ap' (0)& + b&1&s — bp' (v)€1&s + &5 > 0.

Se & = 0 e & # 0 esta condicao é satisfeita para a > 0. Se §& =0e & # 0

obtemos ¢ > 0. Se & # 0 e & qualquer, queremos que a equagao

—ap' (V)& + [(b—bp'(v))&]& + €5 > 0
V &1, ou seja, queremos que

A =[(b—bp/(v))&]* + dacp/(v)&3 < 0

b*(1 - p'(v))* < —4acp/(v)

L )
dac [ =p/(v)]?
VY v € Br(v,7), logo
b? P'(v)

Portanto devemos ter

a,c>0

b? ;
b« min ———~ 72
dac |v—51|2r [1—p'(v)]?

Por outro lado, se vale (3.2) entao

—ap'(v)&] + b&1& — P/ (V)61 + €5 > 0

YV &,&, ou seja, Da” é positiva. Logo a condigao de Da” ser positiva é

satisfeita se, e somente se, vale (3.2).
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A aplicacao do Corolario 2.1 a este problema pode entao ser formulada
como segue:

Assuma que T > T —r > 0 e que a matriz simétrica D satisfaz (3.2).
Entao o sistema (3.1) com dados iniciais (vg, up) tem uma solucao suave global
desde que (vo(7),uo(z)) € By (7,7) para algum s < r e que a norma-L? de
(vo — U, up — ) tenha restrigdes apropriadas (no sentido do Corolario 2.1).

Observe que (3.2) é satisfeita quando D é uma matriz diagonal positiva
qualquer (se a,c > 0 entao 4% < |vriqﬁi|2r —% ).

Finalmente, no importante caso em que p(v) = v~ (7 > 1), a condi¢do

(3.2) forca D a ser quase diagonal quando Br (v, ) inclui a condicdo ou de a

densidade ser muito grande ou muito pequena. Se p(v) = v~ (y > 1) entdo

/ _ —y—1 _ -
pPv)=—v"" = el
) N
= T 3
[1 - p’(v)]2 [1 + #]

- () ([H%f)'
1

1
Se a densidade (p = —) é suficientemente grande entdo v = —
v p

P'(v)
[1—p/(v)]?
: = +1 . 1
suficientemente pequena entao v’ — oo e assim

/
v
—% — 0. Nos dois casos, b se aproxima de zero e teremos D quase
— (v
diagonal.

2
0 e assim [1 + L} — 00 0 que forca —

— 0. Se a densidade é
U’Y-‘rl

po 0 e em consequéncia
v

Em seguida voltamos as equacoes de dinamica dos gases nao isen-
trépicas. Mostraremos que estas equagoes podem ser reformuladas de
diferentes modos, os quais sao equivalentes para a aplicacao do Corolario 2.1.
Devemos entretanto construir um par de entropia-fluxo de entropia para a
formulagao, no qual os calculos sao mais simples, e entao provar o resultado
geral que mostra de que maneira um par de entropia-fluxo de entropia pode
se estender para os sistemas equivalentes.

Assim consideremos primeiro a formulagao de entropia para estas
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equacoes em coordenadas Lagrangeanas e assumimos por simplicidade que D

¢ uma matriz diagonal:

) —u d 0 0 v
w | +|ps) | =| 0 d 0 u (3.3)
S . 0 0 0 ds S

Aqui v, u e p sdo os mesmos como em (3.1) e s é uma entropia especifica.
Assumimos que p é definida para v > 0 e todo s e que p, < 0.

Agora definimos

B(v,u,s) = (u—a)[p(v, s) — p(v,5)].
Devemos mostrar que, quando a constante k ¢ suficientemente grande,
entdo (2.13), (2.14) e (2.15) da Definicio 2.1 sao satisfeitas na bola Br (v, u,5)

( quando, como antes, 7 > T — r > 0). Primeiro, se p = p(7,s) entao:

Vol (v,u,s)F'(v,u,s) =

0 —1 0
- [p—p(v,s) u—u f;—pS(T,S)dT+k(S—§):| po(v,s) 0 ps(v,s)
0 0 0

= [ (v, $)[u — Tl p(v,s) —=p  ps(v,8)[u—1 }
= V3T (v,u,s)

e assim (2.13) ¢ satisfeita.
Para estabelecer (2.14), vamos expandir primeiramente o termo
g(v,s) = /v[ﬁ — p(7,s)]dr em torno de (v,5), usando a férmula de
Taylor com resto. Temos ¢'(v,s) = p—p(v,s) —f;ps(ﬂ s) dT} e
—pu(v, 5) —ps(v, s)

g//(,U7 S) — ,
—Ps (Uv S) fg _pss<7—7 S) dr
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Como g e ¢ se anulam em (7,3), temos que para algum (v,s) €

[(©,5), (v, )],

Q
—~
\'@
w
SN—
I
N —
4
|
| ]
Q\
—
=
Nt
 —
=4
|
| 2|
| I |

5—3 5—3

_ 4T
1 v—v _pv(:lj?g) _ps(ﬂﬁag) v—v
2| s—3 —ps(0,5) f; —pss(T,8) dT s—73S

_ %{[—pv('ﬁ,N)(v—v ps(3,3)(s — 7,5))(v - 7)

+ /j—pss( ~)6178—5‘”

= %{—pv(’ﬁ,@(v—v —ps(v,8)(s —3) (v —1)

~ [ )]s~ )0 —7) - / Pl ,“)dr(s—E)Q}

Tomando M = max{constantes} vem

o(v.5) = P e (s - )0 -7 4 (s -9

e usando a desigualdade de Cauchy com € > 0: ab < ea® + Z—i , para € =
M

po(0,5)’

a=(s—3)eb=(v—7):

—pu(0,5) —7)? — M s —35)° ! v—7) 4 (s —3)?
g9(v,5) = 5 (v =7) M[(—pv)( )"+ (sz)( )"+ (5 =35)7]
- W(v — )% — const(s — 5)°.

1 —p, k
Assim para k suficientemente grande e N = min { 5 #, (5 — const> }

em conjuntos compactos de {v > 0}, temos:

2 4
2
v v
> Nllu|—|7
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como queriamos.

Pelos calculos acima, temos que

(u—u)?
2 ~

—[pa(5, 3]s — B)(v —T) - /U”pssv@dﬂs—z)uk},

S {-nE R -0 @ -5 -7)

alv,u,s) =

tomando M’ = max{| — constantes|}

+M'[(s —=3)(v — ) + (s —5)%] + g(s —5)?

e usando novamente a desigualdade de Cauchy,

o(v,us) < T ROIHOZTT L ypr g

2 2
—7)2 k
C 4”) +(s— 3)2} 50— 5"
1 (U, M’ k )
Tomando N’ = max {5, _P (; %) I 5} em conjuntos compactos

de {v > 0} segue que

v v
OC(U,U,S) SN/ Uu - u
S S

1
Portanto tomando § = min {N, ﬁ} segue (2.14).

Por dltimo, falta verificar se D é consistente com «. Precisamos

mostrar que

d 0 0 —py, 0 —Ds
Da" = | 0 dy 0 0 1 0
[0 0 ds | [ —ps 0 —[Ipu(r,s)ds+k
—dip, 0 —d1ps
= 0 d 0
| —dsps 0 ds[— [2 pes(T,s)ds + k]
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é positiva. Seja & = (£1,&, &) € IR? qualquer, queremos que
D" = —dip,&§ — [dy + ds]psi&s + do&l + dsé {k - / Pss(T, 5) dé’] >0
onde —p, > 0, ps € pss sdo limitadas em Br(v,u,5). Como dyé2 > 0 (para

dy > 0) e dot2 =0 (se & = 0), o resultado precisa continuar valendo se

—dipo€} — [di + ds]ps&i&s + dsé; {/{ - / Pss(T, 8) ds} > 0.

Para & =0 e & # 0, temos [dy(—py)] > 0sed; > 0eparaé =0e & #0
obtemos d3 {k — / Pss(T, 8) ds} > 0 se d3 > 0 e k suficientemente grande.
Para &3 # 0 e & # 0 quaisquer, devemos ter

A = [+ o~ i) 6= [ patro)as] <0

e assim

. 2,2 v
—(f;l;rji)pp )‘” < [kz— / Pss(T, 8) ds}

0 que é possivel para k suficientemente grande.

Portanto toda matriz diagonal positiva é consistente com «. Especifi-
camos nossa conclusao formalmente como segue:

Assumimos que v > v—1r > 0 e que D é uma matriz diagonal positiva.
Entao o sistema (3.3) com dados iniciais (vg, ug, So) tem solucao suave global
desde que (vo(),uo(x), so(z)) € By (v,7,5) q.t.p para algum s’ < 7 e que a
norma em L? de (vg — U, ug — U, So — 5) tem restrigoes apropriadas (no sentido
do Corolério 2.1).

Em seguida, consideremos as formulagoes alternativas das leis de con-
servacao de massa, momento e energia. Estes sistemas, sem a difusao, sao os

seguintes:

St = 07 p:p(U,S>
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Vy — Uy =0
E;+ (up), = 0

pr + (pu)e = 0
(pu)r + (pu* +p)e = 0 (3.6)
L (ps)r +(pus)e = 0, p=0p(p,s)

(

pr + (pu)g =0
(pu); + (pu® +p)e = 0 (3.7)
| (PE); + (puE +up)e = 0 p =p(p,u, E).

) . 1
Nestes sistemas, v, u, p e s sdo os mesmos como em (3.3), p = — é a
v
u2
densidade e ' = e + 5 é a energia total, onde e é a energia interna. Estes
sistemas tornam-se interligados quando tomados juntamente com uma relagao

fundamental, a qual d4d e em termos de v e s, ou s em termos de v e e. A

pressao p é entao definida por

Oe
p= _%(Ua 8)'

Podemos entao obter formalmente a equacao (3.5) de (3.4) e da defi-

nicao de E como segue:
By = ey + uty = ey + €58 + Uty = €U + Uty = —puy — upy = —(up),
pois e = e(v,8), $s =0 p = —ey, Uy = —Py € Uy = Uy.
Os sistemas (3.6) e (3.7) sdo obtidos formalmente de (3.4) e (3.5)
1
fazendo a mudanca da varidavel dependente p = — e uma mudanca particular
v

das varidveis independentes (x,t) — (£, 7). As coordenadas Eulerianas ¢ e

7 denotam o espaco real e o tempo e estao relacionadas com as coordenadas

&(zt)
Lagrangeanas x, t port = 7 e x = / p(s,7)ds. Assim tomando h(z) =
/ p(s,7)ds e £ = E(x,t) temos
dx dg d¢
1 = — = / _ = R
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logo
@€_ 1
de  p(&(x,t),7)
Também
dx €@t g d¢
=— = I — d - t
0=2r = Jm | grlemds+ ool t).m)
§(=t) dé
= lim pr(s,m)ds + — p(E(2,1),7)
§(=,t) dé
= —dim [ (s ) ds + e 1), 7).
Assim
%~ uetw.0).m)
Obtemos entao
1
USRI I (3.8)

Assim a equagao v; — u, = 0 pode ser reescrita em coordenadas Eule-

rianas como:

T
v gt — U{fm = Vel + v, — Ug—
Ur Tt
I S A 3
pooprp
= 0.

Multiplicando por —p? obtemos a primeira equagao de (3.6) e (3.7).

Agora de u; + p, = 0 temos

t t
Ug gt n Ppo Pe  Pr gx

=0
Ur Tt Ds S¢St Tx
assim
<S
(u5u+u7)+%+u =0
p
logo

Ugup +urp = —(Pppg + PsSe)-
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Usando isto e a primeira equacao de (3.6) (ou (3.7)), obtemos

(pu)r = pru+urp
= pru— (ugup + pppe + Psse)
= (—pgu — pu§)u — UgUP — Pe
= —(pu’)e — pe.

Portanto obtemos a segunda equagao de (3.6) ( ou (3.7)).
Da terceira equac@o de (3.4) obtemos scu = —s,. Usando isto e a

primeira equacao de (3.6) vem

(pS)T = Pr + PSr
= —(pu)es — pseu

= —(pus)e
Por ultimo, da terceira equacao de (3.5) temos
Ug u
Efu + ET + p? + [pppg + Pullg + pEEg]; =0
o que implica
Ug u u u
E; = —(Eeu+p—= +pppe— + putte— + ppLe—).
(Ee o TPee &, &,
Usando isto e a primeira equacao de (3.7) vem

(pE)T = pTE+pET
Ug u u u
= —(pu)eld = p | Egu + p— + pppe— + putie— + pplie—
(pu)e ¢ ) Tpore > &,
= —(pub)e — (up)e
= —[pul + uple.

Portanto obtemos a terceira equagao de (3.7).

Suponhamos que u satisfaz o sistema de leis de conservacao

us + f(u), =0 (3.9)
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(u, v, f, etc., agora denotam vetores). Entao formalmente fazemos a mudanga
da varidvel dependente u = h(v) e a mudanga da varidvel independente

(xz,t) — (&,7), onde

Entao (3.9) se transforma em

f'(h)H (0)veq(h(v)) = —[I'(v)ve& + B (v)vr7]

= —[W(v)vega(h(v)) + h'(v)v,].
Logo
[/ (h())W (v)qr (h(v)) + ' (0)g2(h(v))]ve + I (v)vr = 0.
Multiplicando & esquerda por [ (v)] L, vem:
vr + [g2(h(v) + qa (h() [W ()] £ (h(v)) ' (v)]ve = 0.

Porém em todos os casos de interesse, (3.5) a (3.7), encontramos v formalmente

satisfazendo o sistema de leis de conservacao

v +9()e=0 (3.10)
Conseqiientemente devemos ter
g'(v) = @2(h(v)) + qu(h(v) [ ()] ' (h(0)) I (v). (3.11)

A seguinte proposicao indica qual par de entropia-fluxo de entropia

obtemos do sistema (3.9) sob estas mudancas de varidveis.

Proposicao 3.1 Suponhamos que («,3) é um par de entropia-fluzo de en-
tropia para f em Br(u), satisfazendo (2.13) e (2.14) da Definicdo 2.1 e que

o >0 em Br(u). Sejam q1, q2, h e g como acima e assumimos que

¢ >0 (3.12)
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Vil + Vg =0 (3.13)

em Br(u). Entdo se r € suficientemente pequeno, as fungoes

et A
Al = 20 B = (5+%%) (o)
satisfazem
V,AT¢ =v,B"; (3.14)
Slo — B @) < A(v) < %]v _ @), 5> 0: (3.15)
A" >0 (3.16)

em h~Y(Br(u)).

Demonstracao:  Temos de (2.13), (3.11), (3.13) e da definigdo de A que

- T
vV, ATy = W] Wlgs + aqu(H)~ 1]
L 1
_ -QQVOZT . O‘QZZQ{ + van/ i leTf/a:| h/
L @1 q q1
_ CI2VC¥ OéC]zv% VﬁT VQ2041 B
L @1 Q1 q1
= {@ + ﬁ] W =vV,B"
q1

como queriamos.
Para mostrar que (3.15) ¢é satisfeita, usamos o fato de « satisfazer
(2.14):
Slu — 72 < afu) < %|u .

Assim

SIh(h~ ) — h(hE)? < a(u) < Sh(h~1u) — h(h~1D)]?

[«
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o que implica que

htu—hlw \ | e
5‘h<m) —hal < afu)

1 h=lu — h='w \ |2
o) < 5 o (fimi =i ) i

Tomando N, = |m|i<ri{|h(v)|} e Ny = fngf{lh(v)\} vem

N2
SNEZIhtu — h ') < a(u) < 72|h_1u — h A

1
Multiplicando por > ( obtemos
2 (h(0))
N} a(u) N2

B S ) et YR A T R < 2 h 'y — hlal?.

2 (h(0)) S G0 S sath@) |
Sendo agora Ny = min{——~—} ¢ N (— L em Br(a), ¢

€Nnao agora = Mminy—— ¢ € = Imax c1m T U s omamaos
; alh(o)’ ¢ 2 (h(0))

§ = min{SN} N3, N2} vem que

Ny

1
Sl —hal* < A(v) < g| — b~ t)?.

e assim A(v) = y(h(v)). Entao

Zja(ﬁj = %: [ az guk(h(””g_z(“)] a—}”f(v)+z glkh(v) aig’;j (v). (3.17)

Usando a condicao (2.14)

1
O1(@ = (@+ hey)|* < @+ hey)| < S|(@— @+ hej) P,

de onde segue
la(T + hej)|

1
< =|h
]

5|h| <



56

lim 8[| < im 12EFRED oy L)
h—0 h—0 h h—0 &
Portanto
oo .
%(U) =0 \
j
e assim
Va(u) = 0.
Temos ainda
O O Jda ,
8_q:j<u> 8_a:j<u> - 8_:z:j<u>
L9 [0a
g J— _ 1 _ m
/0 P L‘?xj (tu + ( t)u)] dt
170 [ 0a
g B — B — 1 — U —
/0 L% (695]-) (tu+ ( t)u)] [u — @) dt,
logo
196 re _ _
—(u)| < / o (tu + (1 —t)u)||u — ul dt
(9xj 0
1
< r/ | (tu + (1 — t)u)| dt
0
< Cr

1
sendo / | (tu + (1 — t)u)| dt < C pois o é suave e tu + (1 — t)u C Br(u).
0

9a (u) e &y
8uk 8uk8ul

Como ¢ é suave, temos ¢ (u), (u) limitadas para

u € Br(u). Para r — 0 temos

oy 1 da a Oqq

__de_edn
Ouy, q1 Ouy, CI% Ouy, <T)
e da mesma forma
Py _ L Do [lOag ,00 0600 o Oa
ouOu, 1 Ouduy Ouy qi qf Ouy | Ou; % Ouduy

_ 1 & _{[a_ai_gg%} o | o Fa }
q1 OuOuy Ouy, ¢3 @ Oug | Oup  ¢% Qugdyy
1 0%«
aaukﬁul
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Conseqlientemente obtemos de (3.17) que para w € IR",

WA = (Ww)T 2 (Ww) + O(r) |w]?

q1
> C1|hw|? + Cor|w|?

> Clw|?

para algum C' > 0, quando r é suficientemente pequeno. |

Recordamos que ja construimos um par de entropia-fluxo de entropia
(v, B) para o sistema (3.4) e que o’ > 0 (consideramos aqui que D é um
miltiplo positivo da matriz identidade). Vimos que a transformacao de (3.4)
em (3.5) envolve somente uma mudanca das varidveis dependentes. Portanto
¢1 = 1 e g2 = 0 neste caso sao tais que as hip6teses (3.12) e (3.13) da Proposigao
3.1 sao satisfeitas. Para a transformacao no sistema de coordenadas Eulerianas
(3.6) e (3.7), as fungoes ¢; e g2 sdo dadas por (3.8); ou seja, ¢1 = % =veq =u.

Assim ¢; > 0 pois a densidade é positiva e de (3.5)

_ T ) T
i) I(=u) I(=w) I(-w) du
ov ov ou oOFE v

Vol [+ Ve = | 2 oo w w|g| o

Ov O(up) O(up) O(up) u

L OF v ou OE 9E

— T — T
1 0O -1 0 0

= 0 p, 0 O+ |1 =0
0 up, p 0 0

e assim (3.13) é satisfeito. A Proposicao 3.1 se aplica para mostrar que existe
um par de entropia-fluxo de entropia (A, B) para cada um dos sistemas (3.5)
a (3.7), satisfazendo (3.13), (3.14) e (3.15). O Corolario 2.1 entdo se aplica no
seguinte resultado de existéncia para estes sistemas:

Assuma que Br (@) é uma bola fechada suficientemente pequena num
espago de fase em que a densidade é positiva. Assuma que o (vetor) dado inicial
uo(z) —u € By(u) q.t.p, para algum s’ < r e que ||ug — @l tem restricdes

apropriadas (novamente como no Corolario 2.1). Entao cada um dos sistemas
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(3.5) a (3.7), modificado pela adigao do termo DU,, como em (2.1), e com
D sendo um muiltiplo positivo da matriz identidade, tem uma solucao global

suave.



Capitulo 4

A nao Suavidade na Dinamica

dos (Gases

Neste ultimo capitulo, consideraremos as equacoes da dinamica dos
gases com os usuais mecanismos dissipativos tomados nos calculos (viscosi-
dade ou condutividade térmica). Mostraremos que se a solucao é de variagao
limitada e se o volume especifico (= o inverso da densidade ) é inicialmente
descontinuo, entao ele permanece descontinuo para o tempo positivo.

Podemos escrever as equacoes de dinamica dos gases em coordenadas

Lagrangeanas Ccomo segue:

vy — Uy = 0

u +pe = (k(v)ug)s

e (e-%)l,

[

(4.1)

E; + (up), =

Z.

Aqui v, u, p(v,e) e E sao as mesmas variaveis como em (3.5). Assumimos que
p e k sao fungoes C! de seus argumentos na regiao {v > 0}. Os mecanismos
dissipativos € e X sao chamados de coeficientes de viscosidade e condutividade
térmica, respectivamente, e (), é o calor especifico do volume constante.
Assumimos que € > 0 e A > 0. A funcdo k(v) é assumida positiva em {v > 0}

(na dinamica dos gases usualmente tomamos k(v) = v™1).
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Consideremos o problema de valor inicial para (4.1), onde os dados

iniciais sao dados por

(v,u, E)(x,0) = (vo, ug, Eo)(z), r € R. (4.2)

Queremos resolver (4.1) no semi - plano superior, z € R, ¢t > 0, com os
dados iniciais de (4.2). Como consideraremos dados descontinuos, é necessario

definir precisamente nossa nocao de solucao.

Defini¢ao 4.1 Uma tripla de funcgéoes (v(z,t),u(z,t), E(x,t)) é chamada de
solugdo (fraca) de (4.1)-(4.2) em t > 0, se vale o sequinte:

a) v, u e E estio em Li,.(IR) para cada t > 0. A fungdo v € tal que

loc

p(v,e) € L (t > 0) e k(v) € Lyo.(t > 0) (Note que em dindamica dos gases

loc

L e € suficiente assumir que v € localmente

k(v) = v, plu.e) = (y7H)ev”
limitada fora de wma vizinhanga de zero).

b) As derivadas no sentido das distribuigoes, vy, U €
[6% +& (E — %)L estao em Lj,.(t > 0) e v; = u, q.t.p emt > 0.

¢c)u, v e E estio em L. (t>0) epara todo (z,t) € RxRy,

loc
v(x,t) > 0.
d) Para cada ¢ € C', sendo que ¢ tem seu suporte contido num con-

gunto da forma {z; < x <z} x {0 <t; <t <ts}, temos

00 to to 00
/ up| dr — / / up; + poy drdt = / / V)Uydy dxdt  (4.3)
—0o0 t1 t1 —00

/_:E¢t2 der = {/ / E¢y + upgp, dedt —
_/ / E_%ﬂ”qud:cdt (4.4)

e) [v(.,t),u(,t), EC,t)] — [vo(.),u0(.), Eo(.)] em L} .(IR), quando
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Teorema 4.1 Seja (v,u, E) uma solugao de (4.1) no sentido da Defini¢ao
4.1. Suponhamos também que v(.,t) € localmente limitada longe de zero e que,
para cada intervalo [a,b], a variacao em [a,b] de cada uma das fungoes u(.,t),
v(.,t) e E(.,t) € limitada independente de t para t € [0,T]. Entdao se v(.,t) €

continua para 0 < t < T, a fung¢do inicial v(.,0) também precisa ser continua.

Demonstracao: Fixe um intervalo [a,b] e tome V' como sendo uma limi-
tagao para a variacao de cada uma das fungoes u(.,t), v(.,t) e E(.,t) em |a, b]
para 0 <t < T. Sejam t; e ty tempos em (0,7] e seja ¢(x) uma fungao teste

com suporte em [a, b]. Entao temos de (4.3) que

/ / o( 1))t (2, £) b (1 )dxdt:—/Zu(x,t)qﬁ(x)

- / /_Oo[“@’ t)ee(x) + p(v, €)(x, t) by (x)|dadt

_ _/: u(z, t)é dm+/ / e(x,1))¢s(z) dudt

pois ¢(z) = 0. Integrando a segunda integral, do lado direito da igualdade

to
dz

t1

por partes em x, vem

/ / v(x, t))ug(z, t) () dedt = —/[(l7b][u(:x,t2) —u(z,ty)|p(x)dr —

_/tl /_Oo o(x)[p(v(z, 1), e(z, 1)), dudt

o0 9 d d d

SHM|{Aqutg xm|x+/ / [ ];rﬁ
00 - g O %) ’ z T d d

SHM|M%)?MMM[V%HM|/ Lmv+e vt

=|wmwwa—ummywuwwmu['me+4mmmﬁ

< @l llults) — w(t)| prjap + 2C7]| 0]l V (t2 — t1)

< llscllulte) = ut)llrian + Cllolloolts — 2V

pois p € C!' e u € L}, (IR). Deste modo

/’/ (02, )t (2, )y () dirdt = Sl =w(ts — 1), (4.5)
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onde w(d) — 0 quando § — 0. Mas da Defini¢ao 4.1 b), k(v)v; = k(v)u, q.t.p
t > 0. Assim (4.5) nos da

// o(, )0, )b () dadt = ||@l|lww(lts — 1)), (4.6)

Agora seja K uma primitiva de k, isto é K’ = k. Afirmamos que

/ / v(x,t)) vz, t) o (x) dedt = / K(v(x,t))

Para provar isto, sejam .J, mollifiers usuais, definimos v, = J.xve K, =

t

Cpula)da. (A7)

t1

K (v.). Segue das propriedades dos mollifiers que v, — v em L}

(IR X [t1,2])

e %(v —v) = 0em L} (t >0) pois v € L} (IR X [t1,t2]) e vy € L}, (t > 0).

Assim
0 to 00 to
| K| omir =t [ K o
o t €e—
(e
= lim/ / (x) dtdz
e—0 t
= 11_1}(1){/_00 /t1 k(ve) [E%(x)] dtdx
[e%e) to _
[T e | 20w dvae)
N ot .
0(ve —v) 1 AT - 1
Como — 0 em L, (t >0) e k(v.) é limitada (pois k € C"' de seus

T loc
argumentos e v, € C*°(IR X [t1, t5]) por propriedades dos mollifiers), vemos que

limn / Z /:k;(vg) [W%(az)} dtdz = 0,

Também

113%/ /t (ve) [875% )] dtda:—/ /ttg (v)%gbx(x)dtdm
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desde que k é limitada (pois k € C' de seus argumentos) e v. — v em

Ll

loc

(IR X [tq,1s]). Portanto vale (4.7).
Usando (4.7) em (4.6), vem

)

¢o () dr = [||ocw([t2 — t1]),

para toda fungao suave ¢ com suporte em [a, b]. Usando a definigdo de fungao

de variagao limitada em [a, b] obtemos:

VaraalK(o(. ) = Ko(t)] = [~ Kote.t) ¢x<>

< w(|ta —t1)

Isto implica que

lim sup |K(v(z,t2)) — K(v(z,t1))| = 0.

1,620 3c[q.b)
Disto segue que a sequéncia {K(v(x,t;))} (ty — 0 quando k — +00) é uma
seqiiéncia de Cauchy na norma L*([a, b]), logo convergente. Como v é continua
em t > 0 (por hipdtese) temos que K (v(x,t)) é continua e converge uniforme-

mente em z, segue que K (v(x,t)) converge a uma fungao continua quando

t — 0. Mas de e) na Defini¢ao 4.1

lim K (v(.,)) = K (vo(.))

t—0

em L!

Le(IR).  Pela unicidade do limite, segue que K(vo(z)) é uma funcado

continua. Suponhamos que vy(z) ndo é continua num ponto y € IR, logo
existe €y > 0 tal que para todo § > 0 existe um = € R tal que |z — y| < 0
e |vo(x) — vo(y)| > €9. Usando o Teorema do Valor Médio e o fato de que
K'(v) = k(v) > 0 (logo existe " > 0 tal que K'(§) > r’ para todo & no

segmento [vo(z), vo(y)]) temos

| K (vo()) = K (vo(y))] = K'(§)[vo(x) — wo(y)] = r'eo.

Portanto vy(x) é continua. u
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O Teorema 4.1 nos mostra que para solucoes fracas apropriadas dos
sistemas nao podemos ter descontinuidades iniciais para a densidade (p = %)
Se ocorrer uma descontinuidade no dado inicial para a densidade entao esta
descontinuidade deve persistir para t > 0.

Em seguida, temos algum interesse em investigar a suavidade das

fungoes u e E. Para isto nos baseamos num teorema de Aronson e Serrin [AS],

relativo a solucoes das equagoes parabdlicas com coeficientes descontinuos:

Teorema 4.2 ( Aronson e Serrin): Consideremos a equagdo linear
u = [A(z, t)u, + B(x,t)]s,

onde A € limitada e mensurdvel no dominio limitado @ = (0,7)xQ C RxIR,
1
A>6>0emQ e B estd em LP(Q), isto €, {fDT (Jq, |BIP dz) ¥ dt}q < 00,

1 1
onde q > 1,p>2ce > + — < —=. Sob estas hipdteses, se u é uma solucao

poq 2
fraca entao u € Holder continua em x e uniformemente Holder continua em t

em QN {t>e> 0} para e > 0.

Corolario 4.1 Suponhamos que as hipdteses do Teorema 4.1 sdo vdlidas e que
1 1 1

(u?), € LP9, onde g > 1, p > 2 62—+— < 3 Entao emt >0, u e & sao
P

q
Hoélder continuas em x e sao localmente continuas em t.

Demonstracao: Seja @@ = (a,b) x (0,T). Aplicaremos o resultado acima
(Teorema de Aronson-Serrin) a segunda equagao de (4.1), que escrevemos na
forma

up = [k(v)uy — p(v, €)l,.
Como as fungoes k(v) e p(v, e) sao limitadas em @ (pois sdo de classe C' e Q
é limitado) e k(v) > ¢ > 0 em (), para algum § = dg > 0, pelo Teorema de
Aronson-Serrin, u é Holder continua em x em (a,b) e Holder continua em ¢ em

QN{t > e >0} para e > 0, ou seja, localmente.
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A fim de mostrar que E é Holder continua em x e localmente Holder

continua em ¢, consideremos a terceira equacao de (4.1), na forma

t — UOU T v T P

xT

Temos limitada e mensurdvel em @ (A e Cy sdo constantes e v é localmente

vy
limitada pela hipétese do Teorema 4.1). Também temos v > 0 e A > 0, logo

> 0 em (). Portanto A(x,t) =

satisfaz as hipdteses do Teorema

vC, vC,
€ _ A
de Arronson-Serrin. Temos ainda B(z,t) = [M(ﬁ)aj —up| € LPY(Q)
v
pois
. 1
. P m a q
r [5 - Qév] 2 T 2 p
(u®)z| dx | dt < C |(u”),|Pdx | dt
0 [a,b] v 0 [a,b]
< o0
€ _ A
onde ¢ = 2 | TCU e usando a hipétese de (u?), € LP4(Q) e
v

T 1 ‘
/ ( / lup|P dx) dt p < oo
0 [a,b]

pelo fato de p ser de classe C! de seus argumentos e u ser de variacao limitada
em [a, b]. Pelo Teorema de Aronson-Serrin, F é Holder continua em z em (a, b)
e Holder continua em ¢t em @ N {t > €}, para € > 0, ou seja, localmente. [ |

Note que se considerarmos a isentropia das equagcoes da dinamica dos
gases:

v — ug =0, ur + [p(0)le = [k(v)u]e,

onde k satisfaz as mesmas hipé6teses de antes (conforme Teorema 4.1) se (v, u)
é uma solugdo no sentido da Definigao 4.1, v(.,t) e u(.,t) sdo de variagao
limitada e v(.,t) é continua para 0 < ¢t < T entao v(.,0) é continua (con-
sequéncia do Teorema 4.1) e u(x,t) é continua em ¢t > 0 (consequéncia do

Corolario 4.1).

1
q
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