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Resumo

Neste trabalho apresentamos algumas apli
ações de Teoria de Grafos em problemas

envolvendo identidades polinomiais para a álgebra das matrizesMn (K). Uma breve

apresentação de PI-teoria e de alguns 
on
eitos de Teoria de Grafos, 
omo a de�-

nição de grafos eulerianos, que são os elementos bási
os desta abordagem, foram

apresentadas para tornar o texto auto
ontido. São expli
itadas duas demonstrações

distintas do Teorema de Amitsur-Levitzki, a de Razmyslov e uma de
orrente do

Teorema de Swan - um resultado importante a respeito de grafos eulerianos. Por

�m, um resultado semelhante ao Teorema de Amitsur-Levitzki para matrizes antis-

simétri
as é demonstrado utilizando elementos de Teoria de Grafos. Ressaltamos

que o entendimento da té
ni
a utilizada torna possível a simpli�
ação de diversos

resultados e tem se mostrado uma importante ferramenta no estudo de PI-álgebras.

Palavras-
have: Identidades polinomiais. Álgebra das matrizes. Grafos euleri-

anos.





Abstra
t

In this work we present some appli
ations of graph theory in problems involving

polynomial identities for the algebra Mn (K). A brief presentation of PI-theory and

some 
on
epts of graph theory, su
h as the de�nition of Eulerian graphs, whi
h are

the basi
 elements of this work, were presented to make the text self-
ontained. We

show two di�erent proofs of the Amitsur-Levitzki theorem, the proof of Razmyslov

and other due to Swan's theorem - an important result on Eulerian graphs. Finally,

a similar result of the Amitsur-Levitzki's theorem for skew-symmetri
 matri
es is

proved using elements of graph theory. We emphasize that the understanding of the

te
hnique makes it possible to simplify many results and has been an important tool

in the study of PI-algebras.

Keywords: Polynomial identities. Matrix algebra. Eulerian graphs.
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Introdução

O estudo das álgebras 
om identidades polinomiais (ou PI-álgebras) é algo


onsiderado re
ente na história da matemáti
a. Teve in
í
io na dé
ada de 40, 
om

a publi
ação de alguns trabalhos de matemáti
os 
omo Ja
obson, Kaplansky e Le-

vitzki, mas se intensi�
ou por volta de 1950, quando foi provado o Teorema de

Amitsur-Levitzki, que garante a existên
ia de uma identidade polinomial de grau

2n para a álgebra das matrizes n × n sobre um 
orpo K. Este resultado possui

diversas demonstrações, baseadas em té
ni
as distintas. A demonstração original é

baseada em argumentos 
ombinatórios e, posteriormente, surgiram outras versões,


omo as de Razmyslov ([10℄) e de Rosset ([11℄), que utilizam argumentos algébri
os.

Entretanto, estas demonstrações são trabalhosas, apesar de envolverem 
on-


eitos elementares. Na tentativa de simpli�
á-las, Swan ([13℄) en
ontrou, em 1963,

uma demonstração bastante 
lara utilizando Teoria de Grafos. A grande vantagem

desta té
ni
a é que argumentos algébri
os mais elaborados podem ser vistos 
omo


on
eitos geométri
os bási
os, apenas identi�
ando o grafo adequado ao problema.

Desde então, a Teoria de Grafos vem sendo uma importante ferramenta no estudo

de identidades polinomias para matrizes.

Este trabalho tem 
omo objetivo estudar a apli
ação de Teoria de Grafos à

PI-álgebras. A �m de ilustrar a importân
ia desta abordagem, o primeiro 
apítulo

traz a demonstração de Razmyslov para o Teorema de Amitsur-Levitzki, e algu-

mas observações importantes a
er
a deste resultado. Também é feita uma breve

exposição de alguns 
on
eitos bási
os de PI-teoria.

No segundo 
apítulo de�nimos os elementos de Teoria de Grafos utilizados ao

longo do texto, e demonstramos detalhadamente o famoso Teorema de Swan. Por

11



�m, o último 
apítulo é dedi
ado às apli
ações da Teoria de Grafos à identidades

polinomiais de matrizes, que in
lui a demonstração do Teorema de Amitsur-Levitzki

feita por Swan ([13℄ e [14℄), e de um resultado semelhante para matrizes antissimé-

tri
as, devida à Hut
hinson ([7℄).
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Capítulo 1

Álgebras 
om Identidades

Polinomiais

Neste 
apítulo apresentamos alguns 
on
eitos e resultados bási
os a respeito de

identidades polinomiais, tendo 
omo referên
ias os livros de Drensky [3℄ e Giambruno

e Zai
ev [5℄, e as notas do mini
urso �Introdução às PI-álgebras�, ministrado por

Brandão [2℄ durante o Verão de 2013, na Universidade Federal de São Carlos.

Grande parte do que abordamos nesta primeira etapa do trabalho não é uti-

lizada nos 
apítulos seguintes. No entanto, são 
onteúdos 
lássi
os e optamos por

in
luí-los para possíveis 
onsultas.

1.1 Propriedades Bási
as de Álgebras

Esta primeira seção introduz o objeto bási
o deste estudo: álgebras sobre um


orpo K e suas propriedades. Veremos diversos exemplos 
lássi
os de álgebras, 
omo

a álgebra tensorial e a de Grassmann.

De�nição 1.1.1. Seja K um 
orpo e A um espaço vetorial sobre K. Dizemos que A

é uma álgebra (ou K-álgebra) se está de�nida uma operação binária ∗ : A×A −→ A,


hamada de multipli
ação, tal que para quaisquer a, b, c ∈ A e qualquer λ ∈ K

(a + b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c,

a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c,

13



λ (a ∗ b) = (λa) ∗ b = a ∗ (λb) .

Neste texto, denotaremos a ∗ b por ab para simpli�
ar a notação. O produto

a1a2a3 é de�nido por (a1a2)a3 e, indutivamente, a1a2 · · ·an é o produto

(a1a2 · · ·an−1)an. Dizemos que um sub
onjunto β é uma base da álgebra A se é

base de A 
omo espaço vetorial e a dimensão de A é sua dimensão 
omo espaço

vetorial. Se a álgebra A for um espaço vetorial de dimensão �nita sobre K, dizemos

que A é uma álgebra de dimensão �nita. Em geral, os resultados de álgebra linear

para espaços vetoriais também são válidos para álgebras.

Observemos que se a álgebra A possui base {ei; i ∈ I}, então a multipli
ação

em A é obtida a partir da multipli
ação dos elementos da base:

ei ∗ ej =
∑

k∈I

αk
ijek, α

k
ij ∈ K

onde, para i e j �xados, apenas um número �nito de αk
ij são não nulos. Por outro

lado, dados uma base arbitrária {ei; i ∈ I} do espaço vetorial A e um 
onjunto de

elementos αk
ij ∈ K tais que, para i e j �xados, apenas um número �nito de αk

ij são

não nulos, podemos de�nir a multipli
ação em A por

(
∑

i∈I

ξiei

)
∗

(
∑

j∈I

ηjej

)
=
∑

i,j∈I

ξiηj (ei ∗ ej) , ei ∗ ej =
∑

k∈I

αk
ijek.

A álgebra A é asso
iativa se (ab)c = a(bc) para quaisquer a, b, c ∈ A, e é


omutativa se ab = ba para quaisquer a, b ∈ A. Dizemos ainda que A é unitária se

a multipli
ação possuir elemento neutro, isto é, se existe elemento 1A ∈ A tal que

1Aa = a1A = a para qualquer elemento a ∈ A.

Quando a álgebra A satisfaz as 
ondições a2 = aa = 0 e (ab)c+(bc)a+(ca)b = 0

(identidade de Ja
obi), A é 
hamada de álgebra de Lie. Se existe n ∈ N tal que o

produto de quaisquer n+1 elementos de A (
om qualquer disposição de parênteses)

é igual a zero, A é nilpotente. Neste 
aso, o menor n que satisfaz esta 
ondição é

dito índi
e de nilpotên
ia de A. Para o 
aso de existir n ∈ N tal que an = 0 para

qualquer a ∈ A, dizemos que A é um álgebra nil de índi
e limitado.

Exemplo 1.1.2. O espaço dos polin�mios em n variáveis 
omutativas, denotado por

K[x1, x2, . . . , xn], é uma K-álgebra asso
iativa, 
omutativa e unitária, 
om relação

ao produto usual de polin�mios.

14



Exemplo 1.1.3. O espaço das matrizes n×n 
om 
oe�
ientes em K, denotado por

Mn(K), é uma K-álgebra asso
iativa e unitária, 
om relação ao produto usual de

matrizes. Notemos que esta álgebra não é 
omutativa. Nesta álgebra, desta
amos

as matrizes unitárias Eij, para 1 ≤ i, j ≤ n, onde Eij é a matriz 
uja úni
a entrada

não nula é 1 na i-ésima linha e j-ésima 
oluna. Estas matrizes formam uma base

para Mn(K), onde dim Mn(K) = n2
.

De maneira geral, pode-se veri�
ar que o espaço vetorial Mn(A), o espaço das

matrizes n × n sobre uma álgebra A, é uma álgebra 
om as operações usuais de

matrizes.

Exemplo 1.1.4 (Álgebra de Grassmann). Seja V um espaço vetorial 
om base

ordenada {e1, e2 . . .}. De�nimos a álgebra de Grassmann (ou álgebra exterior) de

V , denotada por E = E(V ), 
omo sendo a álgebra 
om base

{1E, ei1ei2 . . . eik |i1 < i2 < . . . < ik, k ≥ 1}

e 
om produto de�nido pela relação

eiei = 0 e eiej = −ejei.

É 
onveniente es
rever E = E(0) ⊕ E(1)
, onde

E(0) = 〈ei1 . . . ei2k |1 ≤ i1 < . . . < i2k, k ≥ 0〉 ,

E(1) =
〈
ei1 . . . ei2k+1

|1 ≤ i1 < . . . < i2k+1, k ≥ 0
〉
.

Como eiej = −ejei, temos que

(ei1 . . . eir)(ej1 . . . ejs) = (−1)rs(ej1 . . . ejs)(ei1 . . . eir)

para quaisquer r, s ∈ N. Logo, ax = xa para quaisquer elementos a ∈ E(0)
e x ∈ E,

e bc = −cb para quaisquer elementos b, c ∈ E(1)
. Com o mesmo argumento, é fá
il

veri�
ar que E(0)E(0) + E(1)E(1) ⊆ E(0)
e E(0)E(1) + E(1)E(0) ⊆ E(1)

.

Exemplo 1.1.5 (Álgebra Tensorial). Sejam V e W espaços vetoriais de dimensão

�nita sobre um mesmo 
orpo K. O produto tensorial entre V e W , V ⊗W , é o

espaço vetorial das apli
ações bilineares

f : V ∗ ×W ∗ −→ K.

15



Dados v ∈ V e w ∈ W , o produto tensorial v ⊗ w é o fun
ional bilinear 
ujo

valor em (α, β) ∈ V ∗ ×W ∗
é dado por

(v ⊗ w)(α, β) = α(v) · β(w).

De maneira geral, se V1, V2, . . . , Vs são espaços vetoriais sobre um mesmo 
orpo

K, o produto tensorial V1 ⊗ V2 ⊗ . . . ⊗ Vs é o espaço das apli
ações multilineares

de�nidas em V ∗
1 ⊗ V ∗

2 ⊗ . . .⊗ V ∗
s

f : V ∗
1 ⊗ V ∗

2 ⊗ . . .⊗ V ∗
s −→ K

tal que

(v1 ⊗ v2 ⊗ . . .⊗ vs)(α1, α2, . . . , αs) = α1(v1) · α2(v2) . . . αs(vs).

Quando os fatores de um produto tensorial são todos iguais, denotamos o pro-

duto de s 
ópias de V por

⊗s V ou V ⊗s
. A soma desses produtos de�ne o espaço

T (V ) =
∑

s≥0

V ⊗s,

onde V ⊗0 = K e V ⊗1 = V . Com o produto tensorial, T (V ) é uma álgebra asso
iativa


om unidade.

Sejam B uma 
lasse de álgebras e A ∈ B uma álgebra gerada por um 
onjunto

X . Dizemos que A é livremente gerada por X na 
lasse B se, para qualquer álgebra

B ∈ B, toda apli
ação X → B pode ser estendida a um homomor�smo A→ B.

Exemplo 1.1.6. Para qualquer 
onjunto X, a álgebra polinomial K[X ] é livre na


lasse de todas as álgebras asso
iativas 
omutativas unitárias.

O 
on
eito de álgebra generaliza as noções de espaços vetoriais e de anéis.

Assim, também podemos 
onsiderar subálgebras e ideais de uma álgebra, 
onforme

a de�nição a seguir.

De�nição 1.1.7. O subespaço S da álgebra A é uma subálgebra se é fe
hado em

relação à multipli
ação, isto é, se para quaisquer s1, s2 ∈ S, s1∗s2 ∈ S. A subálgebra

I é 
hamada de ideal à esquerda de A se A ∗ I ⊆ I, isto é, se a ∗ i ∈ I para todo

a ∈ A, i ∈ I. Analogamente, de�nimos ideal à direita e ideal bilateral, geralmente


hamado apenas de ideal.

16



Exemplo 1.1.8. O subespaço das matrizes triangulares superior, Un(K), é uma

subálgebra de Mn(K).

Também de maneira análoga às demais estruturas algébri
as, de�nimos homo-

mor�smos entre K-álgebras, 
omo segue.

De�nição 1.1.9. O homomor�smo de espaços vetoriais φ : A −→ B das álgebras

A,B é um homomor�smo (de álgebras) se φ(a ∗ b) = φ(a) ∗ φ(b). Analogamente,

introduzimos os 
on
eitos de isomor�smo, automor�smo, endomor�smo, et
.

Os resultados usuais referentes a homomor�smos de espaços vetoriais, grupos

e anéis 
ontinuam válidos para homomor�smos de álgebras. Por exemplo, sendo A

uma álgebra e I um ideal de A, de�nimos a álgebra quo
iente de A por I, onde o

produto é dado por (a+I)(b+I) = ab+I, para a, b ∈ A. Também temos o Teorema

do Isomor�smo, enun
iado a seguir.

Teorema 1.1.10. Seja φ : A −→ B um homomor�smo de álgebras. Então o nú
leo

de φ

ker(φ) = {a ∈ A|φ(a) = 0}

é um ideal bilateral de A e a álgebra quo
iente A/ kerφ é isomorfa à imagem

Im(φ) = {φ(a)|a ∈ A}.

O exemplo a seguir mostra 
omo obter uma álgebra 
om unidade a partir de

uma álgebra A dada. Esta 
onstrução é 
hamada de adjunção formal da unidade a

A.

Exemplo 1.1.11. Seja A uma álgebra e 
onsideremos o espaço vetorial

K ⊕A = {(λ, a)|λ ∈ K, a ∈ A} .

De�nindo em K ⊕A a multipli
ação

(λ1, a1)(λ2, a2) = (λ1λ2, λ1a2 + λ2a1 + a1a2),

temos que K ⊕ A é uma álgebra asso
iativa 
om unidade, onde 1K⊕A = (1, 0).

17



A partir de agora, todas as álgebras serão 
onsideradas asso
iativas.

Em toda álgebra A 
om unidade, identi�
amos λ1A 
om λ para todo λ ∈ K e K é


onsiderado o subespaço vetorial de A gerado por K.

De�nição 1.1.12. O 
omutador de 
omprimento n, 
om n > 1, é de�nido induti-

vamente 
omo

[a1, a2] = a1a2 − a2a1,

[a1, . . . , an−1, an] = [[a1, . . . , an−1] , an] .

É 
laro que [a, b] = 0 se,e somente se, ab = ba. Em parti
ular [a, a] = 0. Utili-

zando apenas a de�nição de 
omutador, veri�
amos fa
ilmente que, para quaisquer

a, b, c ∈ A, vale

[ab, c] = a [b, c] + [a, c] b.

De maneira mais geral, usando indução �nita e a igualdade a
ima, mostra-se

que

[a1 . . . an, c] =

n∑

i=1

a1 . . . ai−1 [ai, c] ai+1 . . . an.

Também é fá
il veri�
ar que

[a, b, c] + [b, c, a] + [c, a, b] = 0

para quaisquer a, b, c ∈ A. Assim, ao 
onsiderarmos a multipli
ação no anel A

de�nida por

[ , ] : A×A −→ A

(a, b) 7−→ [a, b] = ab− ba

temos que (A, [ , ]) é uma álgebra de Lie.

1.2 Identidades Polinomiais

Fixemos um 
onjunto in�nito (enumerável) X = {x1, x2, . . .}, 
ujos elementos

serão 
hamados de variáveis. Uma palavra em X é uma sequên
ia xi1 . . . xin �nita

18



de elementos de X , onde n é o tamanho da palavra e, 
aso n = 0, temos a palavra

vazia denotada por 1.

Seja K um 
orpo e denotemos por S(X) o 
onjunto de todas as palavras emX ,

in
lusive a palavra vazia 1. Tais palavras são 
hamadas de mon�mios e o produto

de dois mon�mios é dado por justaposição. Duas palavras xi1 . . . xin e xj1 . . . xjm

são iguais se n = m e ik = jk para k = 1, . . . , n. De�nimos K 〈X〉 
omo sendo o

K-espaço vetorial 
om base S(X), isto é, é o 
onjunto dos polin�mios 
om 
oe�
i-

entes em K e variáveis não 
omutativas xi ∈ X . K 〈X〉 é uma álgebra, 
hamada

de álgebra asso
iativa livre, livremente gerada por X sobre K. Se f ∈ K 〈X〉, es-


revemos f(x1, . . . , xn) para indi
ar que x1, . . . , xn ∈ X são as úni
as variáveis que

apare
em em f .

A álgebra K 〈X〉 é de�nida, a menos de isomor�smos, pela seguinte proprie-

dade universal: dada uma K-álgebra asso
iativa A, qualquer apli
ação h : X → A,


om h(xi) = ai, pode ser estendida de forma úni
a a um homomor�smo de álgebras

φh : K 〈X〉 → A, tal que φh(xi1 . . . xin) = ai1 . . . ain . No 
aso de A ser unitária,

temos também a 
ondição φh(1) = 1A. Assim, se f = f(x1, . . . , xn) ∈ K 〈X〉, deno-

tamos por f(a1, . . . , an) a imagem de f por φh, ou seja, basta substituir xi por ai

em f .

De�nição 1.2.1. Seja f = f(x1, . . . , xn) ∈ K 〈X〉 e seja A uma álgebra (asso
ia-

tiva). Dizemos que f é uma identidade polinomial para A se

f(a1, . . . , an) = 0, para todos a1, . . . , an ∈ A,

que denotaremos por f(x1, . . . , xn) ≡ 0.

Se a álgebra A satisfaz uma identidade polinomial não trivial f , dizemos que

A é uma álgebra 
om identidade polinomial ou PI-álgebra.

É interessante observar que se f = f(x1, . . . , xn) ∈ K 〈X〉 é uma identidade

polinomial, então f tem termo 
onstante nulo. Além disso, f é uma identidade

polinomial de A se, e somente se, f perten
e aos nú
leos de todos os homomor�smos

de K 〈X〉 em A.

Vejamos alguns exemplos de identidades polinomiais.
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Exemplo 1.2.2. Se A é uma álgebra 
omutativa, então o polin�mio

f(x1, x2) = [x1, x2] é uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.2.3. Qualquer álgebra nilpotente é uma PI-álgebra. Com efeito, se

An = 0 para algum n ≥ 1, então o polin�mio x1 . . . xn é uma identidade polinomial

de A.

Exemplo 1.2.4. Se A é uma álgebra nil de índi
e limitado, digamos n, então o

polin�mio xn é uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.2.5. Seja Un(K) a álgebra das matrizes triangulares superior 
om 
oe-

�
ientes em K. Un(K) é uma PI-álgebra, pois satisfaz a identidade

[x1, x2] . . . [x2n−1, x2n] ≡ 0.

De fato, o 
omutador de quaisquer duas matrizes triangulares superior é uma

matriz triangular superior 
om diagonal nula, que é uma matriz nilpotente de índi
e

n.

Exemplo 1.2.6. A álgebra M2(K) satisfaz a identidade [[x1, x2]
2, x3] ≡ 0, 
hamada

de identidade de Hall. Com efeito, basta notarmos que, se a ∈M2(K), seu polin�mio


ara
terísit
o é x2− tr(a)x+det (a), onde tr(a) é o traço de a e det(a) seu determi-

nante. Então, no 
aso de a ser um 
omutador, temos tr(a) = 0 e a2+det (a) ·I2 = 0,

de onde a2 = − det (a) · I2. Logo a
2
é uma matriz es
alar, que 
omuta 
om qualquer

outra matriz.

Exemplo 1.2.7. O polin�mio [x1, x2, x3] é uma identidade polinomial da álgebra de

Grassmann E. Basta observar que [a, b] ∈ E(0)
para quaisquer a, b ∈ E, logo 
omuta


om qualquer elemento de E.

Consideremos o polin�mio

sn(x1, . . . , xn) =
∑

σ∈Sn

(−1)σxσ(1) . . . xσ(n),

onde Sn é o grupo simétri
o sobre n elementos e (−1)σ é o sinal de σ. Este polin�mio

é 
hamado de polin�mio standard de grau n.
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Exemplo 1.2.8. Em 1950, Amitsur e Levitzki provaram que s2n(x1, . . . , x2n) é uma

identidade polinomial da álgebra Mn(K). Este resultado é 
onhe
ido 
omo Teorema

de Amitsur-Levitzki, que será abordado 
om maiores detalhes adiante.

Tendo em vista os exemplos a
ima, seria possível pensar que as álgebras �mais


onhe
idas� são PI-álgebras. Entretanto, é fá
il ver que a álgebra K 〈X〉 não possui

identidades polinomiais não nulas.

Dada uma álgebra A, denotamos por T (A) o 
onjunto de todas as identidades

polinomiais de A. É 
laro que A é PI-álgebra se T (A) 6= {0}. Se A1 e A2 são

álgebras, dizemos que A1 e A2 são PI-equivalentes se T (A1) = T (A2). Álgebras

isomorfas são sempre PI-equivalentes, mas a re
ípro
a não é verdadeira.

O 
onjunto T (A) é um ideal de K 〈X〉 e, além disso, se f = f(x1, . . . , xn) é

um polin�mio em T (A), e g1, . . . , gn são polin�mios arbitrários em K 〈X〉, segue que

f(g1, . . . , gn) ∈ T (A).

Denotamos o 
onjunto de todos os endomor�smos de K 〈X〉 por End K 〈X〉.

Como qualquer elemento de End K 〈X〉 é determinado pela apli
ação x 7→ g,

x ∈ X, g ∈ K 〈X〉, segue que T (A) é um ideal invariante sob todos os endomor-

�smos de K 〈X〉 . Os ideais 
om esta propriedade são 
hamados de T -ideais.

De�nição 1.2.9. Dizemos que um ideal I de K〈X〉 é um T-ideal se ϕ(I) ⊆ I

para todo ϕ ∈ End K〈X〉, ou equivalentemente, se f(g1, . . . , gn) ∈ I para quaisquer

f(x1, . . . , xn) ∈ I e g1, . . . , gn ∈ K〈X〉.

Assim T (A) é um T -ideal de K 〈X〉. Na verdade, todo T -ideal de K 〈X〉 é o


onjunto de identidades polinomiais de alguma álgebra. De fato, se I é um T -ideal,

temos que I = T
(

K〈X〉
I

)
.

A interse
ção de uma família qualquer de T-ideais é ainda um T-ideal. Dessa

forma, dado um sub
onjunto S qualquer de K 〈X〉, de�nimos o T-ideal gerado por

S, usualmente denotado por 〈S〉T , 
omo sendo a interse
ção de todos os T-ideais

de K 〈X〉 que 
ontêm S. Então 〈S〉T é o menor T-ideal de K 〈X〉 
ontendo S e, se

f ∈ 〈S〉T , dizemos que f é 
onsequên
ia de S.

Se A é uma álgebra e S ⊆ T (A) é tal que T (A) = 〈S〉T , dizemos que S

é uma base das identidades de A. O estudo da existên
ia de base �nita para as
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identidades das álgebras asso
iativas sobre 
orpos de 
ara
terísti
a zero é 
onhe
ida


omo problema de Spe
ht. Em 1987, Kemer deu uma resposta positiva para este

problema, mas seu trabalho não mostra 
omo determinar uma tal base �nita e

portanto não resolve o problema da des
rição das identidades de uma álgebra. Esta

questão 
ontinua em aberto até hoje, tendo sido resolvido apenas para algumas

álgebras em parti
ular. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.2.10. Se A é uma álgebra 
omutativa e unitária qualquer e K é um


orpo in�nito, então T (A) = 〈[x1, x2]〉
T
. Dizemos então que todas as identidades de

A são 
onsequên
ias do polin�mio [x1, x2].

Este exemplo nos garante a existên
ia de álgebras PI-equivalentes que não são

isomorfas.

Exemplo 1.2.11. Se K é um 
orpo in�nito de 
ara
terísti
a diferente de 2, então

T (E) = 〈[x1, x2, x3]〉
T
, onde E é a álgebra de Grassmann. (ver [2℄, Exemplo 4.0.40)

Exemplo 1.2.12. Em 1981 Drensky ([4℄) mostrou que as identidades polinomiais

s4(x1, x2, x3, x4) ≡ 0, [[x1, x2]
2, x3] ≡ 0

formam uma base minimal para as identidades polinomiais de M2(K).

Exemplo 1.2.13. Considere a álgebra E ⊗ E, onde E é a álgebra de Grassmann.

Os polin�mios

f(x1, x2, x3, x4, x5) = [[x1, x2] , [x3, x4] , x5] e g(x1, x2) =
[
[x1, x2]

2 , x1
]

são identidades polinomiais de E ⊗ E. Em 1982, Popov ([9℄) mostrou que, em


ara
terísti
a 0, estes dois polin�mios formam uma base para as identidades de E⊗

E.

1.3 Polin�mios Multi-homogêneos e Multilineares

Nesta seção generalizamos 
on
eitos bási
os a respeito de polin�mios, 
omo

grau e linearidade. Veremos também que, quando o 
orpo base K é in�nito, o

estudo de identidades polinomiais de uma dada álgebra pode ser reduzida ao estudo

de polin�mios homogêneos ou multilineares.
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De�nição 1.3.1. Sejam u ∈ K〈X〉 um mon�mio, f ∈ K〈X〉 um polin�mio e

xi ∈ X. De�nimos:

(a) O grau de u em xi, denotado por degxi
u, 
omo sendo o número de o
orrên
ias

de xi em u.

(b) O grau de f em xi, denotado por degxi
f , 
omo sendo o maior grau em xi de

algum mon�mio de f .

Dizemos que um polin�mio f ∈ K〈X〉 é homogêneo em xi se todos os seus

mon�mios têm o mesmo grau em xi. O polin�mio f é dito multi-homogêneo quando

é homogêneo em todas as variáveis. Se u = u(x1, . . . , xn) é um mon�mio de K〈X〉,

de�nimos o multigrau de u 
omo sendo a n-upla (a1, . . . , an) onde ai = degxi
u. Para

f ∈ K〈X〉, a 
omponente multi-homogênea de f é a soma de todos os mon�mios de

f 
om um dado multigrau. Assim, f é multi-homogêneo se, e somente se, possui

uma úni
a 
omponente multi-homogênea. É 
laro que se f(x1, . . . , xn) ∈ K 〈X〉 é

homogêneo de grau k em xi e λ ∈ K, temos

f(x1, . . . , xi−1, λxi, xi+1, . . . , xn) = λkf(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn).

Em parti
ular, se f é linear em xi, isto é, homogêneo de grau 1 em xi, temos

f(x1, . . . , xi−1, λ1y1+. . .+λmym, xi+1, . . . , xn) =

m∑

j=1

λif(x1, . . . , xi−1, yj, xi+1, . . . , xn).

Quando f(x1, . . . , xn) ∈ K 〈X〉 é multi-homogêneo 
om multigrau (1, . . . , 1),

ou melhor, em 
ada mon�mio 
ada variável tem grau exatamente 1, dizemos que f

é multilinear. Neste 
aso, f é da forma

∑

σ∈Sn

ασxσ(1) . . . xσ(n), 
om ασ ∈ K.

Denotamos por Pn o subespaço de todos os polin�mios multilineares de K〈X〉

nas variáveis x1, x2, . . . , xn. É fá
il ver que o 
onjunto

{
xσ(1)xσ(2) . . . xσ(n) | σ ∈ Sn

}

é uma base de Pn e assim dimK Pn = n!.

Consideremos agora f(x1, x2, . . . , xn) ∈ Pn, A uma K-álgebra e β um 
onjunto

gerador de A, 
omo espaço vetorial. Dados a1, a2, . . . , an ∈ A, observemos que

f(a1, a2, . . . , an) é uma 
ombinação linear de elementos da forma f(e1, e2, . . . , en),
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onde e1, e2, . . . , en ∈ β. Com isso, podemos 
on
luir que f(x1, x2, . . . , xn) é uma

identidade polinomial de A se, e somente se, f(e1, e2, . . . , en) = 0 para quaisquer

e1, e2, . . . , en ∈ β. Em outras palavras, para veri�
ar se um polin�mio multilinear f

é uma identidade polinomial de A, basta veri�
ar se f se anula quando avaliado em

elementos geradores de A.

Este argumento nos permite mostrar que toda álgebra de dimensão �nita é

uma PI-álgebra. Com efeito, se A é uma álgebra 
om dimA < n, então sn = 0 é

uma identidade polinomial de A. Na verdade, 
omo a identidade standard é um

polin�mio multilinear, basta veri�
ar que sn = 0 para os elementos da base de A.

Como dimA < n, é ne
essário que xi = xj para algum i 6= j. Com isso, os termos

de sn (x1, . . . , xi, . . . , xi, . . . , xn) se anulam dois a dois. Para 
ada σ ∈ Sn, existe

τ ∈ Sn obtida a partir de σ permutando as �posições� de xi. É 
laro que σ e τ tem

sinais opostos e, assim, 
ada termo (−1)σxσ(1) . . . xσ(i) . . . xσ(i) . . . xσ(n), é anulado

por (−1)τxτ(1) . . . xτ(i) . . . xτ(i) . . . xτ(n). Logo, sn = 0. O exemplo abaixo ilustra esta

situação.

Exemplo 1.3.2. Considere n = 3 e dimA = 2, 
om base {a, b}. Temos

S3 (x1, x2, x3) = x1x2x3 + (−1)(132)x3x1x2 + (−1)(123)x2x3x1

+ (−1)(13)x3x2x1 + (−1)(23)x1x3x2 + (−1)(12)x2x1x3

S3(a, b, c) = aba + aab+ baa− aba− aab− baa = 0.

Re
ordemos que uma identidade polinomial f ≡ 0 é 
onsequên
ia de 〈S〉T se

f ∈ 〈S〉T . Dois 
onjuntos de identidades polinomiais que geram o mesmo T -ideal

são ditos equivalentes.

Teorema 1.3.3. Sejam I um T-ideal de K〈X〉 e f(x1, . . . , xn) ∈ I. Se K é in�nito,

então 
ada 
omponente multi-homogênea de f perten
e a I. Consequentemente, I é

gerado por seus polin�mios multi-homogêneos.

Demonstração: Suponhamos m = degx1
f . Para 
ada i = 0, 1, . . . , n, tomemos

fi(x1, . . . , xn) 
omo sendo a soma de todos os mon�mios que têm grau i em x1, ou

seja, fi é a 
omponente homogênea de grau i em x1. Temos então f =
∑m

i=0 fi.
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Seja V = 〈f〉T o T -ideal de K 〈X〉 gerado por f . Como K é in�nito, podemos

es
olher λ0, λ1, . . . , λm ∈ K todos distintos. Sendo V um T -ideal, temos

gj = f(λjx1, x2, . . . , xn) = f0 + λjf1 + . . .+ λmj fm ∈ V,

para 
ada j = 0, 1, . . . , m.

Considerando estas equações 
omo um sistema linear 
om variáveis fi,

i = 0, 1, . . . , m, temos




1 λ0 · · · λm0

1 λ1 · · · λm1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 λm · · · λmm







f0

f1
.

.

.

fm




=




g0

g1
.

.

.

gm



.

Como I é um T -ideal, garantimos que gj ∈ I, para j = 0, 1, . . . , m. Além

disso, a primeira matriz a
ima é a matriz de Vandermonde, 
ujo determinante é

∏
i<j(λj − λi) 6= 0. Logo, tal matriz é invertível, de onde obtemos que

f0, f1, . . . , fm ∈ I.

Agora, para 
ada i = 0, 1, . . . , m e 
ada t = 0, 1, 2, . . . , tomemos fit 
omo

sendo a 
omponente homogênea em fi de grau t em x2. Usando os mesmos argumen-

tos a
ima, 
on
luímos que fit ∈ I. Repetindo o pro
esso para 
ada variável, temos

a primeira a�rmação. Por �m, observamos que f é a soma de suas 
omponentes

multi-homogêneas e, portanto, I é gerado por seus polin�mios multi-homogêneos.

�

Na prova do teorema abaixo utilizamos o pro
esso de multilinearização.

Teorema 1.3.4. Se a álgebra A satisfaz uma identidade polinomial de grau k, então

satisfaz uma identidade multilinear de grau ≤ k. Em outras palavras, toda PI-álgebra

satisfaz alguma identidade multilinear não nula.

Demonstração: Seja f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 uma identidade polinomial de A. Se


ada variável xi satisfaz degxi
f ≤ 1, podemos renomear as variáveis (eventualmente,

identi�
ando algumas delas 
om 0), obtendo uma identidade polinomial multilinear


omo desejado.
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Suponhamos então que alguma variável, digamos x1, satisfaz m = degx1
f > 1.

Tomemos y1 e y2 variáveis de X distintas de x1, . . . , xn, e 
onsideramos um novo

polin�mio em n + 1 variáveis, dado por

g(y1, y2, x2, . . . , xn) = f(y1 + y2, x2, . . . , xn)

− f(y1, x2, . . . , xn)

− f(y2, x2, . . . , xn).

Este polin�mio ainda é uma identidade polinomial de A. Basta veri�
ar que

é não nulo. Suponhamos que g = 0. Como qualquer apli
ação X → X pode ser

estendida a um endomor�smo de K〈X〉, substituindo y1 e y2 por x1 em g, ainda

obtemos uma identidade polinomial, ou seja

g(x1, x1, x2, . . . , xn) = f(2x1, x2, . . . , xn)− 2f(x1, . . . , xn) = 0.

Como f = f0+ f1+ . . .+ fm, onde fi é a soma dos mon�mios de grau i em x1,

temos

fi(2x1, x2, . . . , xn) = 2ifi(x1, x2, . . . , xn).

Assim,

f0 + 2f1 + . . .+ 2mfm = 2 (f0 + f1 + . . .+ fm)

e

f0 = (22 − 2)f2 + . . .+ (2m − 2)fm,


ontradizendo m = degx1
f > 1.

Então, 
omo degy1 g = m− 1, podemos repetir este pro
esso até que o polin�-

mio resultante seja linear em x1. Se tal polin�mio não for multilinear, 
om, digamos,

deg x2 = d ≥ 2, apli
amos o pro
esso para x2, obtendo um polin�mio linear em x1

e x2. Pro
edendo desta maneira para todas as variáveis, obtemos uma identidade

polin�mial multilinear de A. �

Este método de multilinearização tem uma importante 
onsequên
ia, apresen-

tada no teorema a seguir.

Teorema 1.3.5. Se 
harK = 0, todo polin�mio não nulo f ∈ K 〈X〉 é equivalente

a um 
onjunto �nito de polin�mios multilineares.
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Demonstração: Como K é in�nito, pelo Teorema 1.3.3, f é equivalente ao


onjunto de suas 
omponentes multi-homogêneas. Assim, podemos assumir que

f = f(x1, . . . , xn) é multi-homogêneo.

Apli
aremos o pro
esso de multilinearização a f . Se degx1
f = m > 1, es
re-

vemos

f(y1 + y2, x2, . . . , xn) =

m∑

i=0

fi(y1, y2, x2, . . . , xn),

onde fi é a 
omponente homogênea de grau i em y1. Então todos os polin�-

mios fi = fi(y1, y2x2, . . . , xn) são 
onsequên
ias de f . Como degyj fi < m para

i = 1, . . . , d − 1 e j = 1, 2, podemos repetir os argumentos e obter um 
onjunto de

polin�mios multilineares que são 
onsequên
ias de f .

Como degy1 fi = i, degy2 fi = m − i e degxk
fi = degxk

f , para k = 2, . . . , n,

temos:

f0(y1, y1, x2, . . . , xn) = f(y1, x2, . . . , xn),

f1(y1, y1, x2, . . . , xn) = mf(y1, x2, . . . , xn),

.

.

.

fm−1(y1, y1, x2, . . . , xn) = mf(y1, x2, . . . , xn),

fm(y1, y1, x2, . . . , xn) = f(y1, x2, . . . , xn).

Assim

fi(y1, y1, x2, . . . , xm) =


 m

i


 f(y1, x2, . . . , xm),

e os 
oe�
ientes binomiais são não nulos, pois 
harK = 0. Logo, estas identidades

multilineares são equivalentes a f .

�

O 
orolário abaixo segue diretamente do teorema.

Corolário 1.3.6. Se I é um T-ideal de K〈X〉 e 
harK = 0, então I é gerado por

seus polin�mios multilineares.

Com estes resultados podemos garantir que todo T -ideal é gerado por seus

polin�mios multilineares quando o 
orpo base tem 
ara
terísit
a zero, e por seus
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polin�mios multi-homogêneos quando o 
orpo base é in�nito. Esta redução é im-

portante quando trabalhamos 
om PI-álgebras, uma vez que simpli�
a o estudo dos

T -ideais.

1.4 Polin�mios Próprios

Sendo X = {x1, x2, . . .}, denotamos por Com(X) o 
onjunto

{
[xi1 , xi2 , . . . , xik ] | k ≥ 2, xij ∈ X

}
,

onde 1 é o produto de um 
onjunto vazio de 
omutadores. Seja B(X) a subálgebra de

K 〈X〉 gerada por Com(X). Os polin�mios f ∈ B(X) são 
hamados de polin�mios

próprios.

O resultado a seguir garante que os elementos de X e de B(X) formam uma

base para K 〈X〉. A demonstração deste fato pode ser en
ontrada em [3, pág. 42℄.

Teorema 1.4.1. Se f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉, então existem polin�mios

wa(x1, . . . , xn) ∈ B(X), onde a = (a1, . . . , an) ∈ Nn
, tais que

f(x1, . . . , xn) =
∑

a

xa11 . . . xann wa(x1, . . . , xn).

Isto signi�
a que, dado um polin�mio qualquer, podemos es
revê-lo na forma

apresentada no teorema, utilizando as propriedades do 
omutador. Vejamos um

exemplo.

Exemplo 1.4.2. Considere o polin�mio f(x1, x2, x3) = x2x
2
1x3. Como

ab = ba+ [a, b] e [ab, c] = [a, c]b+ a[b, c], temos

x2x
2
1x3 = x21x2x3 +

[
x2, x

2
1

]
x3

= x21x2x3 + [x2, x1]x1x3 + x1 [x2, x1] x3.

Agora, notemos que

[x2, x1]x1x3 = x1 [x2, x1] x3 + [x2, x1, x1] x3

= x1x3 [x2, x1] + x1 [x2, x1, x3] + x3 [x2, x1, x1] + [x2, x1, x1, x3]
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e

x1 [x2, x1]x3 = x1x3 [x2, x1] + x1 [x2, x1, x3] .

Então

x2x
2
1x3 = x21x2x3 + 2x1x3 [x2, x1] + 2x1 [x2, x1, x3]

+ x3 [x2, x1, x1] + [x2, x1, x1, x3]

Observemos que, 
onsiderando a1 = . . . = an = 0 no Teorema 1.4.1, temos

uma base para B(X).

O teorema abaixo garante que as identidades polinomiais de uma K-álgebra,


om K in�nito, são 
onsequên
ias das identidades próprias. Em parti
ular, se


harK = 0, então as identidades polinomiais de uma K-álgebra são 
onsequên
ias

das identidades multilineares próprias.

Teorema 1.4.3. Se K é um 
orpo in�nito e I é um ideal de K〈X〉, então

I = 〈I ∩B(X)〉T ,

ou seja, I é gerado (
omo T-ideal) por seus polin�mios próprios.

Esta demonstração também pode ser en
ontrada em [3℄, na seção 4.3.

1.5 O Teorema de Amitsur-Levitzki

Para �nalizar o primeiro 
apítulo, abordaremos 
om maiores detalhes o Teo-

rema de Amitsur-Levitzki.

Consideremos sn(x1, . . . , xn), o polin�mio standard de grau n. Observemos que

o polin�mio standard de grau n + 1 é 
onsequên
ia do polin�mio standard de grau

n, ou seja, se sn é uma identidade polinomial para uma álgebra A, sn+1 também é.

Com efeito, basta ver que

sn+1 (x1, . . . , xn+1) =
n+1∑

i=1

(−1)i−1xisn (x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1) ,

onde x̂i signi�
a que xi não está na expressão.
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Re
ordemos também que, se A é uma álgebra �nitamente gerada 
om

dimA < n, então sn = 0 é uma identidade polinomial para A. Em parti
ular,

a dimensão de Mn(K) é n2
, então esta álgebra satisfaz qualquer identidade stan-

dard de grau m ≥ n2 + 1. Entretanto, este não é o grau mínimo para que um

polin�mio standard seja identidade polinomial de Mn(K). Amitsur e Levitzki mos-

traram, em 1950, que o polin�mio standard de grau 2n é uma identidade polinomial

para a álgebra das matrizes n × n sobre um 
orpo K. Tal resultado é 
onhe
ido


omo Teorema de Amitsur-Levitzki.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Amitsur-Levitzki). A álgebra das matrizes Mn(K)

satisfaz a identidade standard de grau 2n

s2n(x1, . . . , x2n) = 0.

A demonstração original deste resultado é baseada em argumentos 
ombina-

tórios e, em [3℄, são en
ontrada mais duas demonstrações distintas, de Razmyslov

e de Rosset, ambas utilizando argumentos algébri
os. Neste texto, apresentaremos

apenas a demonstração de Razmyslov, 
om o objetivo de 
ompará-la à demonstra-

ção utilizando o teorema de Swan, que veremos no próximo 
apítulo, mas antes são

ne
essárias algumas 
onsiderações.

Notemos que a validade do Teorema de Amitsur-Levitzki para Mn(Q) impli
a

a validade do resultado para Mn(K), 
om K um 
orpo qualquer. De fato, sejam

A1, . . . , A2n matrizes em Mn(K). Podemos es
revê-las 
omo

Ak =
n∑

i,j=1

λ
(k)
ij Eij,

onde Eij são matrizes elementares (possuem 0 em todas as entradas, ex
eto na

posição (i, j), que tem valor 1), e λ
(k)
i,j ∈ K. Dessa forma, 
omo a identidade standard

é um polin�mio multilinear, temos que s2n(A1, . . . , A2n) é uma 
ombinação linear de

s2n(Ei1j1, . . . , Ei2nj2n). Cada termo s2n(Ei1j1, . . . , Ei2nj2n) é igual a 0, uma vez que

assumimos a validade do teorema para Mn(Q), e portanto, s2n(A1, . . . , A2n) = 0.

O resultado a seguir utiliza o pro
esso de multilinearização para garantir que

o grau da identidade standard no Teorema de Amitsur-Levtzki é mínimo.
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Proposição 1.5.2. A álgebra Mn(K) não satisfaz uma identidade polinomial de

grau menor que 2n.

Demonstração: Seja f (x1, . . . , xk) uma identidade polinomial emMn(K) de grau

k < 2n. Pelo Teorema 1.3.4, podemos assumir que f (x1, . . . , xk) é multilinear, e

pode ser es
rito 
omo

f (x1, . . . , xk) =
∑

σ∈Sk

ασxσ(1) . . . xσ(k)


om ασ ∈ K.

Vejamos que ασ = 0, para qualquer σ ∈ Sk, e logo f (x1, . . . , xk) é o polin�mio

nulo. Consideremos as matrizes E11, E12, E22, E23, . . . , Epq, onde p = q se k é ímpar,

e p = q − 1 se k é par.

Como o produto de matrizes elementares satisfaz

EijEhk =





0, se j 6= h

Eik, se j = h
,

temos que

f (E11, E12, E22, E23, . . . , Epq) = αǫE1q,

onde ǫ é a permutação identidade de Sk. Logo αǫ = 0.

Para qualquer σ ∈ Sk, existe σ
−1 ∈ Sk tal que σ ◦ σ−1 = ǫ. Consideremos

f
(
xσ−1(1), xσ−1(2), . . . , xσ−1(k)

)
.

Fazendo as substituições

xσ−1(1) 7→ E11,

xσ−1(2) 7→ E12,

xσ−1(3) 7→ E22,

.

.

.

xσ−1(k) 7→ Epq,

obtemos ασE1q, de onde 
on
luímos que ασ = 0 para qualquer σ ∈ Sk. �

O próximo resultado garante que, a menos de multipli
ação por 
onstantes, não

existe outra identidade multilinear de grau 2n em Mn(K) diferente da identidade

standard.
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Proposição 1.5.3. Se f(x1, . . . , x2n) é uma identidade polinomial multilinear de

grau 2n em Mn(K), então

f(x1, . . . , x2n) = αs2n (x1, . . . , x2n) , α ∈ K.

Demonstração: Como f(x1, . . . , x2n) é uma identidade polinomial multilinear,

podemos es
revê-la 
omo

f(x1, . . . , x2n) =
∑

σ∈S2n

ασxσ(1) . . . xσ(2n).

Es
olhendo as matrizes elementares E11, E12, E22, E23,, . . . , Ek−1,k, Ekk, temos

0 = f (E11, E11, E12, E22, E23, . . . , Ek−1,k, Ekk) =
(
αǫ + α(12)

)
E1k,

de onde αǫ + α(12) = 0.

Notemos que a matriz E11 o
upa as posições 1 e 2. Dessa forma, os úni
os

termos não nulos são os termos referentes à permutação identidade e a transpo-

sição (12). De maneira geral, seja σ ∈ S2n e τ a permutação resultante de uma

transposição de dois elementos 
onse
utivos apli
ada a σ. Se τ permuta j e j + 1,

devemos 
onsiderar as matrizes E11, E12, E22, . . . , Eii, Eii, . . . , Ekk, onde Eii apare
e

nas posições j e j + 1. Consideremos

f
(
xσ−1(τ−1(1)), xσ−1(τ−1(2)), . . . , xσ−1(τ−1(j)), xσ−1(τ−1(j+1)), . . . , xσ−1(τ−1(k))

)
.

As substituições

xσ−1(τ−1(1)) 7→ E11,

xσ−1(τ−1(2)) 7→ E12,

xσ−1(τ−1(3)) 7→ E22,

.

.

.

xσ−1(τ−1(j)) 7→ Eii,

xσ−1(τ−1(j+1)) 7→ Eii,

.

.

.

xσ−1(τ−1(2n)) 7→ Ekk,
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nos garantem que 0 = (ασ + ατ )E1k, e ασ + ατ = 0. Utilizando o mesmo ra
io
ínio

para τ , obtemos ατ + αγ = 0, onde γ é uma permutação obtida de τ a partir da

transposição de dois elementos 
onse
utivos.

Como ασ = −ατ = αγ, podemos 
on
luir que os 
oe�
ientes de f assumem o

mesmo valor em módulo, apenas a
ompanhados do sinal da permutação asso
iada.

Com isso ασ = (−1)σα, 
om α ∈ K e, portanto,

f (x1, . . . , x2n) = α
∑

σ∈S2n

(−1)σxσ(1) . . . xσ(2n) = αs2n (x1, . . . , x2n) .

�

As proposições a
ima e o Teorema de Amitsur-Levitzki garantem que, a me-

nos de uma 
onstante multipli
ativa, a identidade standard é a úni
a identidade

polinomial multilinear de grau 2n de Mn(K), e este grau é o menor possível.

O lema a seguir é um resultado té
ni
o utilizado na demonstração de Razmys-

lov do Teorema de Amistur-Levitzki, e, para sua demonstração, são ne
essárias

algumas 
onsiderações.

Dizemos que um polin�mio f(x1, . . . , xn) é simétri
o se

f(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)), onde σ é uma permutação qualquer de

(x1, . . . , xn). Em parti
ular, o polin�mio simétri
o elementar de grau q em n va-

riáveis, denotado por eq(x1, . . . , xn), é de�nido por

eq(x1, . . . , xn) =





1 , se q = 0;
∑

1≤i1<i2<...<iq≤n xi1 . . . xiq , se q ∈ {1, . . . , n} ;

0 , se q > n.

O polin�mio pq(x1, . . . , xn) = xq1+ . . .+x
q
n é 
hamado de soma de potên
ias de

grau q em n variáveis. Os polin�mios eq e pq em n variáveis se rela
ionam de a
ordo


om as expressões

pq − pq−1e1 + pq−2e2 − . . .+ (−1)q−1p1eq−1 + (−1)qqeq = 0,

se q ≤ n, e

pq − pq−1e1 + pq−2e2 − . . .+ (−1)n−1pq−n+1en−1 + (−1)npq−nen = 0,
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para k > n, 
onhe
idas 
omo identidades de Newton. Para mais informações sobre

polin�mios simétri
os, sugerimos [5℄, seção 1.6.

Lema 1.5.4. Sejam A ∈ Mn(K) e α1, . . . , αn seus autovalores. De�nindo

eq(α1, . . . , αn) 
omo o polin�mio simétri
o elementar de grau q em α1, . . . , αn, então

An +

n∑

q=1

(−1)qeq(α1, . . . , αn)A
n−q = 0,

e

tr(Aq) = αq
1 + . . .+ αq

n.

Demonstração: Es
revendo a matriz A em sua forma normal de Jordan JA,

temos que seus autovalores apare
em na diagonal prin
ipal e 
om valor 1 em algumas

posições logo abaixo da diagonal prin
ipal. O polin�mio 
ara
terísti
o de JA é dado

por

pJA(λ) = det(λIn − JA) = (λ− α1) . . . (λ− αn).

Pelo Teorema de Cayley-Hamilton,

0 = pA(A) = pJA(A) = (A− α1 · In) . . . (A− αn · In),

já que A e JA são matrizes semelhantes e possuem o mesmo polin�mio 
ara
terísti
o.

Assim,

0 = An − An−1 (α1 + . . .+ αn)

+ An−2 (α1α2 + . . .+ α1αn + α2α3 + . . .+ α2αn . . .+ αn−1αn)

+ . . .+ (−1)nA0 (α1 . . . αn) .

Como eq (α1, . . . , αn) é o polin�mio simétri
o elementar de grau q , podemos

es
rever

pJA = An +

n∑

q=1

(−1)qeq (α1, . . . , αn)A
n−q = 0.

Por �m, 
omo matrizes semelhantes possuem o mesmo traço, temos que

tr(Aq) = tr(Jq
A) = αq

1 + . . .+ αq
n.

�
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Vejamos, �nalmente, uma demonstração do famoso Teorema de Amitsur-Levitzki.

Demonstração: [Teorema de Amitsur-Levitzki, [3℄℄

Como foi observado anteriormente, podemos 
onsiderar K = Q. Consideremos

os polin�mios

pq(ξ1, . . . , ξn) = ξq1 + . . .+ ξqn.

Sabemos que, para q ≤ n, vale

pq − e1pq−1 + e2pq−2 + . . .+ (−1)q−1eq−1p1 + (−1)qqeq = 0, (1.1)

onde eq é o polin�mio simétri
o elementar de grau q. Esta expressão nos permite

es
rever eq (ξ1, . . . , ξn) em função de polin�mios pq (ξ1, . . . , ξn).

Veri�
aremos a validade do resultado para o 
aso n = 2. O argumento é o

mesmo para o 
aso geral, apenas 
om maiores di�
uldades té
ni
as.

Sejam A ∈M2(Q) e ξ1, ξ2 seus autovalores. Como tr(A) = ξ1 + ξ2 = e1 (ξ1, ξ2)

e det (A) = ξ1ξ2 = e2 (ξ1, ξ2), o Teorema de Cayley-Hamilton nos garante que

A2 − e1 (ξ1, ξ2)A+ e2 (ξ1, ξ2) I2 = 0, (1.2)

onde I2 é a matriz identidade de ordem 2× 2.

Utilizando a expressão (1.1), temos e1 (ξ1, ξ2) = p1 (ξ1, ξ2) e

e2 (ξ1, ξ2) =
1

2
(e1 (ξ1, ξ2) p1 (ξ1, ξ2)− p2 (ξ1, ξ2))

=
1

2

(
p21 (ξ1, ξ2)− p2 (ξ1, ξ2)

)
,

e então (1.2) �
a

A2 − tr(A)A+
1

2

(
tr

2(A)− tr(A2)
)
I2 = 0.

Assim f(x) = x2 − tr(x)x + 1
2
(tr2(x)− trx2) I2 é uma identitade polinomial

em M2(K). Apli
ando o pro
esso de linearização, obtemos

f(y1, y2) = y1y2 + y2y1 − (tr(y1)y2 + tr(y2)y1)

+
1

2
[tr(y1)tr(y2) + tr(y2)tr(y1)− tr(y1y2 + y2y1)] I2
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e, 
omo tr(y1)tr(y2) = tr(y2)tr(y1) e tr(y1y2) = tr(y2y1), 
on
luímos que M2(Q)

satisfaz a identidade polinomial multilinear

f(y1, y2) = y1y2 + y2y1 − (tr(y1)y2 + tr(y2)y1)

+ [tr(y1)tr(y2)− tr(y1y2)] I2

Substituindo y1 = xσ(1)xσ(2) e y2 = xσ(3)xσ(4), e tomando a soma alternante em

σ ∈ S4, temos

∑

σ∈S4

(−1)σf
(
xσ(1)xσ(2), xσ(3)xσ(4)

)
= 2

∑

σ∈S4

(−1)σ
(
xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)

)
(1.3)

+
∑

σ∈S4

(−1)σ
[(
tr

(
xσ(1)xσ(2)

)
tr

(
xσ(3)xσ(4)

)

− tr

(
xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)

))
I2

− tr

(
xσ(1)xσ(2)

)
xσ(3)xσ(4)

− tr

(
xσ(3)xσ(4)

)
xσ(1)xσ(2)

]

Como

tr

(
xσ(1)xσ(2)

)
= tr

(
xσ(2)xσ(1)

)
,

tr

(
xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)

)
= tr

(
xσ(2)xσ(3)xσ(4)xσ(1)

)
,

e também em 
ada um dos pares

(
xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)

)
e

(
xσ(2)xσ(1)xσ(3)xσ(4)

)
,

(
xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)

)
e

(
xσ(2)xσ(3)xσ(4)xσ(1)

)

as permutações possuem sinais diferentes, então

•
∑

σ∈S4
(−1)σtr

(
xσ(1)xσ(2)

)
xσ(3)xσ(4) = 0, pois

tr

(
xσ(1)xσ(2)

)
xσ(3)xσ(4) = tr

(
xσ(2)xσ(1)

)
xσ(3)xσ(4).

Analogamente, tr

(
xσ(3)xσ(4)

)
xσ(1)xσ(2) = 0.

•
∑

σ∈S4
(−1)σtr

(
xσ(1)xσ(2)

)
tr

(
xσ(3)xσ(4)

)
= 0, pois

tr

(
xσ(1)xσ(2)

)
tr

(
xσ(3)xσ(4)

)
= tr

(
xσ(1)xσ(2)

)
tr

(
xσ(4)xσ(3)

)
.
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•
∑

σ∈S4
(−1)σtr

(
xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)

)
= 0, pois tr

(
xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)

)
tem o

mesmo valor para qualquer permutação de xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4).

Logo, os termos envolvendo o traço da matriz são todos nulos em (1.3) e,

portanto,

2s4 = 2
∑

σ∈S4

(−1)σ
(
xσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4)

)
,

de onde

s4 (x1, x2, x3, x4) ≡ 0

em M2(Q). �

É evidente a di�
uldade té
ni
a que esta demonstração envolve, mesmo para

o 
aso n = 2. Em [13℄, Swan apresentou uma demonstração bastante simples para

o Teorema de Amitsur-Levitzki, utilizando Teoria de Grafos, que trataremos no

próximo 
apítulo.
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Capítulo 2

Grafos Eulerianos

2.1 Teoria de Grafos

Nesta seção apresentaremos alguns 
on
eitos e resultados da Teoria de Grafos,

ne
essários para 
ompreensão dos trabalhos de Swan ( [13℄ e [14℄) e de Hut
hinson

([7℄), tendo 
omo referên
ia prin
ipal o livro de Bondy e Murty ([1℄).

Um grafo G é uma tripla ordenada (V (G), E(G), ψG), que 
onsiste em um


onjunto V (G) não vazio de pontos, 
hamado de vérti
es, um 
onjunto (disjunto de

V (G)) de segmentos E(G) , 
hamados de arestas, e uma função de in
idên
ia ψG,

que asso
ia 
ada aresta de G a um par de vérti
es (não ne
essariamente distintos)

de G. No 
aso de grafos dire
ionados, a função de in
idên
ia asso
ia 
ada aresta a

um par ordenado de vérti
es, não ne
essariamente distintos. Nas de�nições a seguir,

o termo grafo é utilizado para se referir a grafos dire
ionados e não dire
ionados.

Um grafo H é subgrafo de G (denotado por H ⊆ G) se V (H) ⊆ V (G),

E(H) ⊆ E(G) e ψH é uma restrição de ψG a E(H). Todo grafo pode ser repre-

sentado por um diagrama, onde 
ada vérti
e é indi
ado por um ponto e 
ada aresta

se torna um segmento ligando os pontos que representam seus extremos. Se o grafo

é dire
ionado, os segmentos são orientados e, por isso, alguns textos utilizam grafos

orientados ao invés de grafos dire
ionados. É 
laro que não existe uma úni
a forma

de representar um grafo, já que a posição dos pontos que representam os vérti
es e

a maneira de traçar os segmentos representando as arestas não interferem nas pro-
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priedades do grafo. O exemplo a seguir exibe um grafo não dire
ionado G 
om uma

de suas possíveis representações, e um grafo dire
ionado H , obtido ao es
olhermos

uma orientação em G.

Exemplo 2.1.1. G = (V (G), E(G), ψG), onde

V (G) = {P1, P2, P3, P4} ,

E(G) = {e1, e2, e3, e4, e5, e6}

e

ψG(e1) = P1P2, ψG(e2) = P2P3, ψG(e3) = P3P4,

ψG(e4) = P4P1, ψG(e5) = P1P3, ψG(e6) = P2P4

é um grafo.

Figura 2.1: Grafo não dire
ionado G

Consideremos agora H, onde V (H) = V (G) e E(H) = E(G), mas ψH asso
ia


ada aresta ek a um par ordenado (Pi, Pj) de vérti
es.

Figura 2.2: Grafo dire
ionado H
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Notemos que, em ambos os diagramas a
ima, as arestas e5 e e6 se 
ruzam em

um ponto que não é um vérti
e. Os grafos representados por diagramas nos quais as

arestas se 
ruzam apenas em vérti
es são 
hamados de planares. Se e é uma aresta

e P e Q são vérti
es tais que ψG(e) = PQ, dizemos que e liga P e Q, e P e Q são

os extremos de e. Dizemos também que os extremos de uma aresta são in
identes à

aresta, e vi
e-versa. Dois vérti
es in
identes à uma mesma aresta são 
hamados de

adja
entes, assim 
omo duas arestas in
identes a um mesmo vérti
e.

Observemos que não ex
luímos a possibilidade de existir uma aresta ligando

um vérti
e a ele mesmo. Tal aresta é 
hamada de loop. Também é possível que dois

vérti
es estejam ligados por mais de uma aresta. Grafos que não possuem loops e

nos quais dois vérti
es são ligados por uma úni
a aresta são 
hamados de simples.

Seja V o número de vérti
es e E o número total de arestas de G. Neste texto

vamos 
onsiderar apenas grafos �nitos, ou seja, quando V e E são �nitos. Um grafo

que 
ontém apenas um vérti
e é 
hamado de trivial. Se P é um vérti
e qualquer de

G, de�nimos o grau de P 
omo sendo o total de arestas que ini
iam ou terminam

em P . Uma aresta que liga P a si mesmo é 
ontada duas vezes. Espe
i�
amente

para o 
aso de grafos dire
ionados, de�nimos o �uxo de P 
omo o número de arestas


omeçando em P menos o número de arestas que terminam em P .

Um 
aminho em G é uma sequên
ia não nula ω = P0e1P1e2 . . . ekPk, 
ujos

termos são, alternadamente, vérti
es e arestas, tais que os extremos de ei são Pi−1

e Pi, para 1 ≤ i ≤ k. Dizemos que ω é um 
aminho de P0 a Pk, 
hamados de

ponto in
ial e ponto �nal de ω, respe
tivamente. O inteiro k é o 
omprimento de

ω. Geralmente omitimos os vérti
es ao es
rever um 
aminho, es
revendo apenas

ω = e1e2 . . . ek.

Dois vérti
es P e Q estão 
one
tados se existe um 
aminho ω de P a Q em G.

De�nimos uma relação de equivalên
ia em V (G), 
onsiderando que P e Q estão na

mesma 
lasse se, e somente se, P e Q estão 
one
tados. Então existe uma partição

de V (G) em 
onjuntos V1, . . . , Vr, e os subgrafos G1, . . . , Gr são as 
omponentes de

G. Se G possui apenas uma 
omponente, dizemos que G é 
onexo, 
aso 
ontrário,

G é des
onexo.

A partir de agora, assumimos que nenhum vérti
e de G tem grau 0 e que um
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aminho em G é uma sequên
ia de arestas distintas. Na demonstração do

Teorema de Amitsur-Levitzki a partir de Teoria de Grafos é 
onsiderado um tipo

espe
ial de 
aminho, 
hamado de 
aminho euleriano.

De�nição 2.1.2. Se P e Q são vérti
es de G, um 
aminho euleriano de P a Q


onsiste em uma enumeração e1, . . . , eE de todas as arestas de G de tal forma que

(a) e1 
omeça em P .

(b) eE termina em Q.

(
) Para 1 ≤ i < E, o ponto ini
ial de ei+1 é o ponto �nal de ei.

Intuitivamente, um 
aminho euleriano é uma forma de per
orrer o grafo, de P

a Q, passando por todas as arestas exatamente uma vez, respeitando a orientação.

Um grafo que possui um 
aminho euleriano é 
hamado de grafo euleriano.

A proposição abaixo exibe uma 
ondição ne
essária e su�
iente para que um

grafo 
onexo seja euleriano.

Proposição 2.1.3. Seja G um grafo 
onexo não trivial. Denotando por P e Q o

ponto in
ial e �nal, respe
tivamente, de um 
aminho euleriano em G, temos:

(a) G é euleriano 
om P = Q se, e somente se, todo vérti
e de G tem grau

par. Nestas 
ondições, qualquer ponto de G pode ser tomado 
omo ponto in
ial e

�nal de um 
aminho euleriano.

(b) G é euleriano 
om P 6= Q se, e somente se, P e Q são os úni
os vérti
es

de G que possuem grau ímpar. Nestas 
ondições, qualquer 
aminho euleriano em G

deve 
omeçar em P (respe
. Q) e terminar em Q (respe
. P ).

Demonstração: (a) Seja G um grafo euleriano 
om 
aminho euleriano ω, no qual

P = Q. Tomemos U um vérti
e arbitrário de G. Se U não é ponto ini
ial de ω

(e logo, também não é ponto �nal), 
ada vez que U apare
e em ω 
ontamos duas

arestas: uma para �
hegar� e outra para �sair� de U . No 
aso de U ser ponto ini
ial

de ω, 
ontamos uma aresta ao �sair� de U pela primeira vez, e outra ao �
hegar� a

U pela última vez, enquanto todas as outras o
orrên
ias de U em ω 
ontribui 
om

valor 2 ao grau de U . Portanto, em ambas as situações, U tem grau par.

Por outro lado, suponhamosG um grafo 
onexo não trivial, no qual todo vérti
e

tem grau par. Faremos por indução sobre o número de arestas E. Para E = 2 e
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E = 3, as úni
as possibilidades para que G satisfaça as hipóteses do teorema é se G

tiver as seguintes representações

Figura 2.3: Casos E = 2 e E = 3

Em ambos os 
aso, G será euleriano. Assumimos então que todo grafo 
onexo

não trivial 
ontendo apenas vérti
es de grau par e 
om menos de E arestas (E ≥ 4)

é euleriano.

Seja G um grafo 
onexo não trivial 
om E arestas. Para um vérti
e W em G,


onsideremos ω um 
aminho euleriano de W a W . Tal 
aminho euleriano sempre

existe emG, uma vez que se ω0 é um 
aminho qualquer deW a U , 
omW 6= U , então

ne
essariamente um número ímpar de arestas de G in
identes a U estão presentes em

ω0. Haveria, assim, ao menos uma aresta in
idente a U de tal forma que o 
aminho

ω0 poderia ser estendido a um 
aminho ω1, também 
omeçando em W e 
om mais

arestas que o anterior. Caso ω1 não termine emW , o mesmo argumento nos permite

estendê-lo a um novo 
aminho. Pro
edendo desta forma, obtemos o 
aminho ω de

Wa W 
omo desejado.

Se ω 
ontém toda aresta de G, é um 
aminho euleriano e, portanto, G é

euleriano. Caso 
ontrário, existem arestas de G que não estão em ω, e o grafo

G
′

, obtido a partir de G removendo as arestas presentes em ω e qualquer vérti
e

isolado resultante, é não trivial. Todos os vérti
es de G
′

tem grau par e 
ada uma

de suas 
omponentes (
onexas) é um grafo não trivial 
om menos de E arestas, logo

é euleriano.

Como G é 
onexo, toda 
omponente Hi
′
de G

′


ontém um vérti
e Wi que

também está em ω. Então podemos 
onsiderar em G o 
aminho euleriano ω, que é

o 
aminho ω a
res
entado do 
aminho euleriano de 
ada 
omponente Hi no ponto
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Wi, em uma das vezes que Wi o
orre em ω. Em outras palavras, ao per
orrer ω,

in
luímos o 
aminho euleriano de Hi na primeira o
orrên
ia do ponto Wi. Este


aminho resultante ω é euleriano em G.

(b) Supondo G euleriano, podemos apli
ar o mesmo ra
io
ínio do item a
ima

para 
on
luir que apenas P e Q possuem grau ímpar.

Assumimos que G é um grafo 
onexo não trivial, no qual apenas dois vérti
es,

U e W , tenham grau ímpar. Se G não 
ontém a aresta e que liga U e W , então

o grafo G + {e} é euleriano, uma vez que todos os vérti
es passam a ter grau par.

Assim, existe um 
aminho euleriano de U a U , no qual a última aresta per
orrida é

e. Removendo esta aresta, temos um 
aminho euleriano de U a V e, portanto, G é

euleriano.

Se G possui aresta ligando U a W , podemos adi
ionar um novo vérti
e Z e

duas arestas e e e′, que ligam U a Z e W a Z, respe
tivamente. Este novo grafo H é

euleriano, já que todo vérti
e possui grau par, e então existe um 
aminho euleriano

de U a U no qual as últimas arestas per
orridas são e e e′. Removendo estas arestas,

obtemos um 
aminho euleriano em G de U a W . Logo, G é euleriano.

�

Há um resultado semelhante para grafos dire
ionados, que exibe 
ondições

ne
essárias para a existên
ia de 
aminhos eulerianos nestes grafos.

Proposição 2.1.4. Seja G um grafo não trivial e P,Q vérti
es de G. Se existe um


aminho euleriano de P a Q, então:

(a) G é 
onexo.

(b) Todo vérti
e diferente de P e Q tem �uxo 0.

(
) Se P = Q, então P tem �uxo 0.

(d) Se P 6= Q, então P tem �uxo +1 e Q tem �uxo −1.

Demonstração: A validade de (a) é óbvia, pois se G não fosse 
onexo, não

existiria 
aminho de P a Q passando por todas as arestas de G. Para veri�
ar o

item (b), basta notar que, 
omo um 
aminho euleriano de P a Q per
orre 
ada

aresta exatemente uma vez, toda vez que �
hegamos� a um ponto M (diferente de

P e Q) por uma aresta, devemos �sair� de M por uma aresta distinta. Logo, M
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possui um número par de arestas in
identes a ele, onde metade delas 
omeça em M

e a outra metade termina em M , ou seja, o �uxo de M é 0. O mesmo ra
io
ínio

pode ser apli
ado ao item (
): se P = Q, toda vez que o 
aminho euleriano passa

por este ponto, �saímos� por uma aresta e �
hegamos� por outra distinta, in
lusive

na primeira e na última aresta per
orridas. Por �m, para o item (d), se P 6= Q,

�saímos� de P uma vez a mais do que �
hegamos� a ele, e, para Q, a
onte
e o oposto.

�

Notemos que se um grafo G possui um 
aminho euleriano de P a Q, 
om

P 6= Q, então P e Q são uni
amente determinados. Caso 
ontrário, podemos es
o-

lher qualquer vérti
e 
omo ponto ini
ial P do 
aminho euleriano em G.

Um importante resultado rela
ionando grafos e apli
ações em álgebra é o

Teorema de Swan, para o qual dedi
amos a próxima seção.

2.2 O Teorema de Swan

Seja G um grafo dire
ionado e �xemos uma ordenação e1, . . . , eE arbitrária

das arestas de G. Para 
ada σ ∈ SE , a sequên
ia ω =
(
eσ(1), . . . , eσ(E)

)
de�ne

uma permutação das arestas de G. O sinal de ω, denotado por sign(ω), é o sinal

da permutação asso
iada σ. É 
laro que nem toda permutação nas arestas é um


aminho euleriano, mesmo que o grafo seja euleriano. Entretanto, é possível garantir

que, em um grafo G satisfazendo E ≥ 2V , se existe um 
aminho euleriano em G,

existe outro 
aminho euleriano 
om sinal oposto.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Swan). Seja G um grafo 
om V vérti
es e E arestas,

satisfazendo E ≥ 2V , e �xe P e Q vérti
es arbitrários de G, não ne
essariamente

distintos. Então o número de 
aminhos eulerianos ω de P a Q 
om sign(ω) = +1 é

igual ao número de 
aminhos eulerianos ω de P a Q 
om sign(ω) = −1.

Antes da demonstração deste resultado, são ne
essárias algumas observações.

Considere G um grafo nas 
ondições do teorema anterior. Então:

1. Se duas arestas e e e′ de G possuem o mesmo ponto ini
ial e o mesmo ponto

�nal, então o teorema é válido paraG. Basta 
onsiderar que, dado um 
aminho
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euleriano ω, podemos de�nir um 
aminho euleriano ω
′

apenas permutando e

e e′. É 
laro que sign(ω) = − sign(ω
′

).

2. O teorema é trivialmente satisfeito se G não é 
onexo, já que não existiria

nenhum 
aminho euleriano em G.

3. Se o teorema é verdadeiro para o 
aso onde E = 2V , então é verdadeiro para

o 
aso E > 2V . De fato, se G é um grafo 
om E > 2V , podemos a
res
entar

k = E−2V novos vérti
es e arestas (
omo na �gura abaixo), obtendo um novo

grafo G
′

.

Figura 2.4: Grafo G
′

(Observação 3)

Este novo grafo G
′

possui E
′

= E + E − 2V = 2(E − V ) arestas e

V
′

= V + E − 2V = E − V vérti
es, ou seja, E
′

= 2V
′

. Da maneira 
omo

os vérti
es e as arestas foram a
res
entados, só há uma maneira de per
orrer

de P1 a P . Assim, para um vérti
e Q arbitrário em G, existe uma 
orrespon-

dên
ia biunívo
a entre os 
aminhos eulerianos de P1 a Q em G
′

e os 
aminhos

eulerianos de P a Q em G. Além disso, esta 
orrespondên
ia preserva o sinal

de um 
aminho euleriano, garantindo a validade do teorema para G.

4. Se o teorema é válido para o 
aso onde E = 2V e todos os vérti
es tem �uxo

0, então o teorema é válido no 
aso geral. Como visto anteriormente, para

que G tenha um 
aminho euleriano, só há duas possibilidades: P = Q e todo

vérti
e de G possui �uxo 0; ou P 6= Q, 
om �uxo de P igual a +1 e �uxo de Q

igual a −1. Suponhamos então que P 6= Q em G, e de�nimos um novo grafo

G
′

a
res
entando um vérti
e R e duas arestas a G, 
onforme a �gura.
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Figura 2.5: Grafo G
′

(Observação 4)

O grafo G
′

também satisfaz E = 2V e qualquer um de seus vérti
es tem �uxo

0, logo o teorema é verdadeiro para G
′

. Existe uma 
orrespondên
ia biunívo
a

entre os 
aminhos eulerianos de P a Q em G e os 
aminhos eulerianos de R

a R em G
′

. Novamente, esta 
orrespondên
ia preserva o sinal de um 
aminho

euleriano, e assim, o teorema também é válido para G.

De a
ordo 
om as observações anteriores, é su�
iente demonstrar o teorema

para o 
aso em que G é 
onexo, satisfaz E = 2V e todos os seus vérti
es possuem

�uxo 0. Pro
ederemos por indução sobre o número de vérti
es V . Para o 
aso em

que V = 1, o teorema é trivial pela observação 1 a
ima. Assumimos então que V > 1

e que o teorema é válido para todo grafo orientado H nas 
ondições do teorema e


om E(H) < E(G). Nestas 
ondições, temos o seguinte lema.

Lema 2.2.2. Se G possui um vérti
e X de grau 2 tal que as duas arestas e e e′

in
identes a X, ligam P a X e X a P , respe
tivamente, então o teorema é válido

para G.

Demonstração: Seja G
′

o grafo orientado obtido a partir de G ao eliminarmos

o vérti
e X e as arestas e e e′. Pela hipótese de indução, o teorema é válido para

G
′

. Qualquer 
aminho euleriano ω em G
′

é da forma π1π2 . . . πn, onde πi é um


aminho 
omeçando e terminando em P , mas que não passa por P em nenhum

outro momento. Assim, é 
laro que n é o número de arestas de ω que partem de P .

Como um 
aminho euleriano per
orre todas as arestas de G, n é o mesmo para todo


aminho euleriano em G.

Denotemos por λ o 
aminho ee′ de P a P em G. Todos os possíveis 
aminhos

eulerianos em G são da forma λπ1 . . . πn, π1λ . . . πn, . . ., π1 . . . πnλ, onde π1 . . . πn
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é um 
aminho euleriano em G
′

. Logo, para 
ada 
aminho euleriano em G
′

, temos

n+ 1 
aminhos eulerianos em G.

Podemos es
olher uma ordenação das arestas na qual e e e′ são as últimas e,


om isso, sign(π1 . . . πnλ) = sign(π1 . . . πn). Como λ é um 
aminho 
omposto por

duas arestas, sempre temos

sign(π1 . . . πiλπi+1 . . . πn) = sign(π1 . . . πnλ).

Então, denotando por ω os 
aminhos eulerianos em G e por ω
′

os 
aminhos

eulerianos em G
′

, temos

∑
sign(ω) = (n + 1)

∑
sign(ω

′

) = 0.

�

Demonstração: [Teorema de Swan℄ Como observado anteriormente, assumi-

mos V > 1 e que o teorema é válido para grafos 
om menos arestas que G. Temos

três 
asos:

Caso 1 :G possui um vérti
e de grau 4 e 3 arestas in
identes (ou seja, uma

aresta é um loop). A �gura abaixo ilustra a 
on�guração de G.

Figura 2.6: Con�guração de G (Caso 1)

Se P = B, todo 
aminho euleriano ω deve 
omeçar ou terminar 
om e2. Ob-

temos um novo 
aminho ω
′

ao mover e2 para o �m ou iní
io (respe
tivamente) de ω

e, obviamente, sign(ω) = −sign(ω
′

).

Se P 6= B, de�nimos um novo grafo G
′

ao 
onsiderar uma nova aresta

e ligando A a C, no lugar do 
aminho e1Be2Be3.
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Figura 2.7: Grafo G
′

(Caso 1)

Como G
′

tem menos arestas que G, o teorema é válido para G
′

. A substituição

de e1Be2Be3 por e não interfere nos 
aminhos eulerianos, uma vez que só existe uma

possibilidade de ir de A a C em G. Assim, existe uma 
orrespondên
ia biunívo
a e

que preserva sinais entre os 
aminhos eulerianos de P a P em G e em G
′

. Logo o

resultado também vale para G.

Este é o úni
o 
aso em que utilizamos a hipótese de indução. Os próximos


asos serão reduzidos a este.

Caso 2 : G tem um vérti
e de grau 2.

Como E > V , não é possível que todo vérti
e tenha grau 2. Ainda mais, 
omo

G é 
onexo e todo vérti
e tem �uxo 0, G 
ontém a 
on�guração abaixo, onde A é

um vérti
e 
om ordem maior que 2.

Figura 2.8: Con�guração de G (Caso 2)

Se P 6= A e P 6= B, de�nimos, para 
ada aresta ei, i = 1, . . . , k, terminando

em A, um novo grafo Gi a partir das transformações indi
adas na �gura abaixo. A

parte não exibida de G permane
e inalterada, mantendo G 
onexo.
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Figura 2.9: Grafo Gi (Caso 2, P 6= A e P 6= B)

Considerando os 
aminhos eulerianos em G, per
ebemos que, em todos eles, a

aresta e é pre
edida por algum ei. Assim, todo 
aminho euleriano em G também

é euleriano em algum Gi, mas não em Gj, se i 6= j. Por outro lado, um 
aminho

euleriano em qualquer Gi, é euleriano em G. Esta 
orrespondên
ia também preserva

os sinais entre os 
aminhos eulerianos de G e os de Gi. Cada Gi satisfaz a 
ondição

do Caso 1 e, portanto, o resultado está satisfeito.

Para P = A e A 6= C, podemos apli
ar o argumento anterior, apenas 
onside-

rando B e C no lugar de B e A. Para 
ada ei 
omeçando em C, de�nimos o grafo G
′

i


omo na �gura abaixo. Novamente, a parte não exibida de G permane
e inalterada.

Figura 2.10: Grafo G
′

i (Caso 2, P = A e A 6= C)

Em qualquer 
aminho euleriano de G, e′ pre
ede ei, para algum i. Conse-

quentemente, este 
aminho também é euleriano em algum G
′

i. Além disso, dado um


aminho euleriano em algum G
′

i, também será euleriano em G. Cada G
′

i satisfaz

o Caso 1, logo o teorema vale para G
′

i. Pela bijeção existente entre os 
aminhos
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eulerianos de G e G
′

i, 
on
luímos que o teorema é verdadeiro para G.

Quando P = A = C, apli
amos o Lema 2.2.2 
om X = B, e então o teorema

também vale para este 
aso.

Figura 2.11: Grafo G (Caso 3, P = A = C)

Suponhamos agora P = B e 
onsidere Gi, i = 1, . . . , k, os grafos 
onstruídos


omo na Figura 2.9. De�nimos U 
omo o 
onjunto dos 
aminhos eulerianos em

G 
omeçando em A, U
′

o 
onjunto de tais 
aminhos que 
omeçam 
om e, e Ui o


onjunto de 
aminhos eulerianos em Gi 
omeçando em A. Como vimos anterior-

mente, U = U
′

∪̇Ui, uma união disjunta. Mostramos a
ima que o teorema é válido

se P = A, ou seja, é verdadeiro em U . Também temos a validade do resultado

para Ui, pois vale para Gi. Então

∑
sign(ω

′

) = 0, onde ω
′

são os elementos de

U
′

. Mas existe uma 
orrespondên
ia biunívo
a entre U
′

e o 
onjunto dos 
aminhos

eulerianos 
omeçando em B, dada por ee′e1 . . . en ↔ e′e1 . . . ene. Como n = E − 2 é

par, sign(ee′e1 . . . en) = −sign(e′e1 . . . ene), e a bijeção reverte o sinal dos 
aminhos

eulerianos, levando positivos em negativos, e negativos em positivos. Portanto, o

teorema é válido para este 
aso.

Caso 3 : Caso 1 e Caso 2 não se apli
am.

O grau de 
ada vérti
e é par, pois tem �uxo 0, e G não possui nenhum vérti
e

de grau 2. Logo, o grau de 
ada vérti
e deve ser no mínimo 4. Como E = 2V e


ada aresta é in
idente a dois vérti
es, temos que 
ada vérti
e tem, em média, grau

2(E/V ) = 4. Assim, se existir um vérti
e 
om, digamos, grau 6, deverá existir um

vérti
e 
om grau 2. Mas, 
omo assumimos que o Caso 2 não se apli
a, não existe
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vérti
e de grau 2 em G. Dessa forma, 
ada vérti
e tem grau 4, e G possui a seguinte


on�guração.

Figura 2.12: Con�guração de G - Caso 3

Se P 6= A e P 6= B, 
onsideramos os grafos G1 e G2 abaixo.

Figura 2.13: Grafo G1

Figura 2.14: Grafo G2

Ambos os grafos satisfazem o Caso 2, uma vez que A possui grau 2. Então o

teorema é válido para G1 e G2.

Para 
ada 
aminho euleriano ω em G temos exatamente duas possibilidades:

(i) Se ω possui a sequên
ia e1e3 (logo, possui e2e4), então ω é um 
aminho

euleriano em G1.

51



(ii) Se ω possui a sequên
ia e2e3 (
onsequentemente, possui e1e4), então tam-

bém é um 
aminho euleriano em G2.

Entretanto, podemos ter 
aminhos eulerianos em G1 e G2, que não são euleri-

anos em G. Em G1, tais 
aminhos possuem as sequên
ias e2e6 ou e2e7. Aqueles que

possuem a primeira sequên
ia, também possuem e5e4e7, enquanto os que possuem a

segunda, também possuem e5e4e6. Da mesma forma, os 
aminhos eulerianos em G2

que não são eulerianos em G são os que possuem e1e6 ou e1e7, e portanto, possuem

e5e4e7 ou e5e4e6, respe
tivamente.

Os 
aminhos eulerianos em G1 ou G2 que possuem a sequên
ia e5e4e6, são os


aminhos eulerianos do grafo G7 abaixo, enquanto os que possuem e5e4e7, são os


aminhos eulerianos de G6.

Figura 2.15: Grafo G6

Figura 2.16: Grafo G7

Assim, os 
aminhos eulerianos de Gi (i = 1, 2) são os 
aminhos eulerianos em

G ou em algum Gj (j = 6, 7). Como o 
aso 1 se apli
a a G6 e G7, e o 
aso 2 se

apli
a a G1 e G2, o teorema é válido para G.

Observemos que, se P é o ponto in
ial de um 
aminho euleriano de tal forma

que existe uma aresta e em G não in
idente a P , podemos 
onsiderar e 
omo a
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aresta e4 da Figura 2.12. Então teremos pontos A e B distintos de P , que é o 
aso

a
ima.

Por �m, suponhamos que toda aresta deG é in
idente a P . Sejam P,A1, . . . , An

os vérti
es de G. Então E = 2V = 2n + 2. Cada Ai tem �uxo 0, logo deve estar

ligado a P por, no mínimo, duas arestas, totalizando 2n arestas. Como E = 2n+2,

temos duas possibilidades para as arestas restantes: são loops em P ou ambas ligam

P a um mesmo Ai.

A observação 1 garante a validade do teorema para o 
aso em que as arestas

são loops, e, para o 
aso em que ambas ligam P a um mesmo Ai, basta 
onsiderar

o Lema 2.2.2 
om X = Aj, para algum j 6= i.

�
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Capítulo 3

Apli
ações da Teoria de Grafos à

PI-álgebra

Como vimos no primeiro 
apítulo, vários problemas abordados em PI-álgebra

são tratados olhando para os elementos da base. No 
aso de matrizes, as matrizes

elementares formam uma base e a multipli
ação de matrizes elementares pode ser

interpretada utilizando grafos, fa
ilitando 
ál
ulos envolvendo tais matrizes. Para

qualquer 
onjunto de matrizes elementares

M = {Eij | (i, j) ∈ I} ⊂Mn(K)

de�nimos um grafo dire
ionado G = G(M) 
om 
onjunto de vérti
es

V (G) = {1, . . . , n} e o 
onjunto (
om possível repetição de elementos) de ares-

tas E(G) = {(i, j) | (i, j) ∈ I}. Um produto de matrizes elementares Ei1j1 . . . Eiqjq

é não nulo se, e somente se, as arestas (i1, j1) , . . . , (ik, jk) formam um 
aminho no

grafo G. Vejamos o seguinte exemplo

Exemplo 3.0.3. Consideremos n = 4 e M = {E11, E11, E13, E14, E21, E32}. O grafo

G = G(M) possui 4 vérti
es e 6 arestas, 
ada uma 
orrespondendo ao par (i, j),

onde i, j se referem à matriz Eij. A Figura 3.1 representa o grafo G assim obtido.

Denotando por α e β as duas arestas referentes a E11, todos os 
aminhos

eulerianos em G são

1
α
→ 1

β
→ 1 → 3 → 2 → 1 → 4,
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1
α
→ 1 → 3 → 2 → 1

β
→ 1 → 4,

1 → 3 → 2 → 1
α
→ 1

β
→ 1 → 4,

1
β
→ 1

α
→ 1 → 3 → 2 → 1 → 4,

1
β
→ 1 → 3 → 2 → 1

α
→ 1 → 4,

1 → 3 → 2 → 1
β
→ 1

α
→ 1 → 4.

Os produtos 
orrespondentes a estes 
aminhos são os úni
os não nulos, dentre

todos os produtos possíveis das matrizes {E11, E11, E13, E14, E21, E32}.

Figura 3.1: Representação grá�
a da multipli
ação de matrizes elementares

Esta interpretação grá�
a para produtos de matrizes elementares justi�
a a

utilização de Teoria de Grafos em problemas de PI-teoria que envolvem identidades

polinomiais multilineares na álgebra de matrizes. Essen
ialmente, basta 
onstruir

um grafo adequado ao problema algébri
o para reduzí-lo a uma questão de Teoria

de Grafos.

3.1 O Teorema de Amitsur-Levitzki

Veremos agora 
omo Swan ([13℄ e [14℄) empregou a té
ni
a envolvendo grafos

para obter uma demonstração mais simples do Teorema 1.5.1.

Demonstração: [Teorema de Amitsur-Levitzki, [13℄℄ Conforme observado

anteriormente, a identidade standard é um polin�mio multilinear e, assim, basta
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veri�
ar que s2n = 0 quando avaliado em elementos da base de Mn(K). Consi-

deremos 
omo base de Mn(K) o 
onjunto formado pelas n2
matrizes elementares

E11, . . . , Enn. É 
laro que 
ada matriz A ∈ Mn(K) se es
reve 
omo 
ombinação

linear destas matrizes.

Já vimos também que a identidade standard avaliada em elementos repetidos

sempre é igual a 0. Dessa forma, mostraremos que s2n (A1, . . . , A2n) = 0 para

quaisquer matrizes elementares A1, . . . , A2n distintas.

Dadas as matrizes elementares A1, . . . , A2n, todas distintas, 
onstruímos um

grafo G 
omo segue. G possui n vérti
es P1, . . . , Pn e uma aresta ek para 
ada

matriz elementar Ak onde, se Ak = Eij , a aresta ek tem Pi 
omo ponto ini
ial e Pj


omo ponto �nal. Pela 
onstrução, G satisfaz E = 2V e, então, podemos apli
ar o

Teorema de Swan.

A multipli
ação de matrizes elementares, utilizando grafos, nos garante que

um produto Aσ(1) . . . Aσ(2n) tem entrada (i, j) não nula se, e somente se, a sequên
ia


orrespondente de arestas eσ(1) . . . eσ(2n) é um 
aminho euleriano de Pi a Pj. Neste


aso, a entrada (i, j) é 1.

Cada termo (−1)σAσ(1) . . . Aσ(2n) da identidade standard 
al
ulada em

A1, . . . , A2n 
orresponde ao 
aminho eσ(1) . . . eσ(2n) a
ompanhado de seu sinal. Al-

guns desses termos podem ser nulos, 
aso não representem um 
aminho euleriano.

Se eσ(1) . . . eσ(2n) for um 
aminho euleriano de Pi a Pj , o Teorema de Swan garante

que existe um 
aminho euleriano de Pi a Pj 
om sinal oposto. Logo, os termos não

nulos de s2n (A1, . . . , A2n) o
orrem aos pares e 
om sinais opostos, garantindo que

s2n (A1, . . . , A2n) = 0. �

O exemplo a seguir ilustra a 
onstrução do grafo G feita na demonstração.

Exemplo 3.1.1. Consideremos o 
aso em que n = 3 e tomemos as matrizes ele-

mentares E11, E12, E13, E21, E31, E33. O grafo G obtido tem a representação indi
ada

na Figura 3.2.

Notemos que todos os vérti
es de G tem grau par. Assim, um 
aminho eu-

leriano em G tem ponto ini
ial igual ao ponto �nal, podendo ser qualquer um dos

vérti
es. Analisando as orientações das arestas, per
ebemos que os úni
os 
aminhos
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eulerianos são

• De P1 a P1, temos e1e2e4e3e6e5, e1e3e6e5e2e4 e e2e4e1e3e6e5 
om sinal positivo;

e e2e4e3e6e5e1, e3e6e5e1e2e4 e e3e6e5e2e4e1 
om sinal negativo.

• De P2 a P2, temos e4e1e3e6e5e2 
om sinal negativo; e e4e3e6e5e1e2 
om sinal

positivo.

• De P3 a P3, temos e6e5e2e4e1e3 e e6e5e1e2e4e3 
om sinal positivo; e e5e2e4e1e3e6

e e5e1e2e4e3e6 
om sinal negativo.

Figura 3.2: Grafo G

Portanto, s6 (E11, E12, E13, E21, E31, E33) = 0.

3.2 Identidades Polinomiais para Matrizes Antissi-

métri
as

Como vimos, o polin�mio standard de grau 2n é a identidade polinomial mul-

tilinear de menor grau para a álgebra Mn(K). Em parti
ular, as matrizes antissi-

métri
as também satisfazem o Teorema de Amitsur-Levitzki. Entretanto, Kostant

[8℄ utilizou 
ohomologia para demonstrar que as matrizes antissimétri
as de ordem

n sobre os 
omplexos satisfazem a identidade standard de grau 2n − 2 se n é par.

Posteriormente, Hut
hinson [7℄ utilizou teoria de grafos para demonstrar que o resul-

tado de Kostant para matrizes antissimétri
as sobre um 
orpo K, 
om 
harK = 0, é

57



verdadeiro para qualquer n e que 2n− 2 é o menor grau possível. Espe
i�
amente,

temos os seguintes resultados:

Teorema 3.2.1. Se A1, . . . , Am são matrizes antissimétri
as em Mn(K) e

m ≥ 2n− 2, então sm(A1, . . . , Am) = 0.

Teorema 3.2.2. Sem < 2n−2, então existemm matrizes antissimétri
as A1, . . . , Am

em Mn(K), tais que sm(A1, . . . , Am) 6= 0.

Vamos agora estudar esta interessante apli
ação de Teoria de Grafos. Consi-

deremos K um 
orpo de 
ara
terísti
a 0. Como Swan [13℄ fez para o Teorema de

Amitsur-Levitzki, temos que en
ontrar uma interpretação grá�
a apropriada para

o problema e mostrar que o resultado vale para tal grafo. Desta
amos que, para

provar o Teorema 3.2.1, basta veri�
armos para uma base de matrizes antissimé-

tri
as, uma vez que a identidade standard é multilinear. Es
olhemos 
omo base as

matrizes antissimétri
as 
ujas entradas são todas nulas, ex
eto por duas: aij e aji,


om valores ±1. Então, dado um 
onjunto 
om m matrizes da base, 
onstruímos

um grafo dire
ionado 
om n vérti
es P1, . . . , Pn, e m arestas e1, . . . , em, onde uma

aresta ek é dire
ionada do vérti
e Pi para o vérti
e Pj para 
ada matriz elementar

Ak no 
onjunto dado satisfazendo aij = +1. Mais adiante daremos um exemplo

desta 
onstrução (Exemplo 3.2.5).

Analogamente, para provar o Teorema 3.2.2, exibiremos um grafo adequado,


om n vérti
es e m arestas e, a partir dele, 
onstruímos m matrizes de ordem n que

não satisfazem a identidade standard de grau m.

A partir de agora, os resultados 
onsiderados envolverão, em alguns momen-

tos, grafos par
ialmente dire
ionados, isto é, grafos nos quais nem todas as arestas

possuem orientação. Dessa forma, serão ne
essárias novas de�nições a respeito de

Teoria de Grafos, 
omplementando as apresentadas no Capítulo 2. A mais impor-

tante delas é a de�nição seguinte.

De�nição 3.2.3. Um E-
aminho em um grafo dire
ionado ou par
ialmente dire
i-

onado G é um 
aminho em G que per
orre 
ada aresta de G exatamente uma vez,

podendo per
orrê-las em qualquer sentido, independente da orientação.
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Quando 
onsideramos grafos dire
ionados (ou par
ialmente dire
ionados), um


aminho euleriano difere de um E-
aminho apenas em um ape
to: enquanto o pri-

meiro per
orre 
ada aresta respeitando sua orientação, o segundo pode per
orrer

uma aresta no sentido 
ontrário à de sua orientação. No 
aso de grafos não dire
io-

nados, não há diferença entre estes 
on
eitos.

Se o E-
aminho é fe
hado, isto é, o ponto ini
ial e �nal 
oin
idem, o denomina-

mos E-
ir
uito. Enquanto o sinal de um 
aminho euleriano é o sinal da permutação

asso
iada, o sinal de um E-
aminho em um grafo dire
ionado (ou par
ialmente dire-


ionado) é dado pelo produto sign(σ) · (−1)z, onde σ é a permutação asso
iada das

arestas e (−1)z é o 
oe�
iente de orientação do E-
aminho, no qual z é o número

de arestas per
orridas no sentido oposto ao de sua orientação.

Um E-
aminho é positivo se seu sinal é +1. Analogamente, um E-
aminho é

negativo se seu sinal é −1. Dizemos que um 
onjunto de 
aminhos se 
an
ela se

existe o mesmo número de 
aminhos positivos e negativos no 
onjunto.

Dois 
onjuntos de 
aminhos são isomorfos se existe uma 
orrespondên
ia biu-

nívo
a entre os 
aminhos e que respeite o sinal, no seguinte sentido: os 
aminhos


orrespondentes tem sempre o mesmo sinal, ou sempre o sinal oposto. No primeiro


aso, a 
orrespondên
ia preserva o sinal, e, no segundo, altera. Frequentemente,

para demonstrar que um dado 
onjunto S de 
aminhos se 
an
ela, mostramos que

S é isomorfo a um 
onjunto S
′

de 
aminhos que se 
an
ela.

De�nição 3.2.4. Um vérti
e V de um grafo dire
ionado ou par
ialmente dire
io-

nado é 
hamado de vérti
e nulo se o 
onjunto de todos os E-
aminhos 
omeçando

em V se 
an
ela. Dizemos que G é um grafo nulo se todos os seus vérti
es são

nulos.

Para obtermos a interpretação grá�
a do problema original envolvendo ma-

trizes, basta observarmos que se A1, . . . , Am são elementos da base (
omo de�nida

anteriormente) das matrizes antissimétri
as de ordem n, então a matriz resultante

sm(A1, . . . , Am) tem 
omo entrada aij o número de E-
aminhos positivos indo do

vérti
e Pi a Pj em G, menos o número de E-
aminhos negativos de Pi a Pj . Esta

situação é ilustrada no exemplo abaixo.
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Exemplo 3.2.5. Consideremos n = m = 3. Sejam

A1 =




0 1 0

−1 0 0

0 0 0


 , A2 =




0 0 0

0 0 1

0 −1 0


 , A3 =




0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 .

Temos o seguinte grafo G:

Figura 3.3: Grafo G.

Notemos que existem exatamente seis E-
ir
uitos no grafo a
ima. Cada en-

trada de s3 (A1, A2, A3) =
∑

σ∈S3
Aσ(1)Aσ(2)Aσ(3) é asso
iado aos E-
ir
uitos da se-

guinte maneira:

• Existem dois E-
ir
uitos em P1: e1e2e3 e e3e2e1, ambos 
om sinal −1. Assim,

o elemento a11 de s3 (A1, A2, A3) é −2.

• Os dois E-
ir
uitos em P2 são e2e1e3 e e1e3e2, ambos 
om sinal −1. O elemento

a22 de s3 (A1, A2, A3) é −2.

• Os E-
ir
uitos em P3 são e3e1e2 e e2e1e3, ambos 
om sinal −1. Logo, também

temos −2 na entrada a33 de s3 (A1, A2, A3).

As demais entradas são nulas, uma vez que não existem outros E-
aminhos

em G. Ao 
al
ular s3 (A1, A2, A3), vemos que 
ada termo do somatório representa

um E-
aminho de Pi a Pj, 
om aij = ±1: o sinal que a
ompanha 1 é o 
oe�
iente

de orientação do E-
aminho. Além disso, 
ada termo é multipli
ado pelo sinal da

permutação 
orrespondente, garantindo que 
ada entrada aij da matriz resultante é

o número de 
aminhos positivos menos o número de 
aminhos negativos de Pi a Pj.
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Considerando esta interpretação, podemos rees
rever os Teoremas 3.2.1 e 3.2.2


omo os resultados abaixo, respe
tivamente.

Teorema 3.2.6. Se G é um grafo dire
ionado 
om n vérti
es e m arestas, e se

m ≥ 2n− 2, então G é nulo.

Teorema 3.2.7. Dado n ≥ 2 e m < 2n − 2, existe um grafo dire
ionado 
om n

vérti
es e m arestas que não é nulo.

As seguintes observações simpli�
am as demonstrações destes teoremas. To-

memos G um grafo dire
ionado ou par
ialmente dire
ionado, 
om n vérti
es e m

arestas.

1. Se o grafo G não possui 0 ou 2 vérti
es de grau ímpar (isto é, o grafo não

orientado G não é euleriano), então G é trivialmente nulo, uma vez que não

existem E-
aminhos em G.

2. Se G é nulo 
om um rotulamento de suas m arestas, então é nulo 
om qualquer

rotulamento de arestas.

3. Se G é nulo 
om uma dada orientação de suas arestas, então é nulo 
om

qualquer orientação das arestas, desde que arestas dire
ionadas 
ontinuem

dire
ionadas, e as não dire
ionadas, permaneçam não dire
ionadas.

4. SeG 
ontém dois vérti
es que são unidos por duas ou mais arestas dire
ionadas,

ou por duas ou mais arestas não dire
ionadas, G é nulo. Em ambos os 
asos,

é fá
il ver que apenas o sinal da permutação asso
iada interfere no sinal do

novo E-
aminho, obtido ao permutar tais arestas.

5. Se m ≥ 2n, G é nulo, pois satisfaz o Teorema de Swan 2.2.1.

6. Se G 
ontém exatamente dois vérti
es de grau ímpar, então G é nulo se, e

somente se, um desses vérti
es é nulo. É 
laro que se G é nulo, todos os seus

vérti
es são nulos. Por outro lado, se V e W são os vérti
es de grau ímpar

de G, então todo E-
aminho 
omeça em V e temina em W , ou o 
ontrário.

O 
onjunto de todos os E-
aminhos 
omeçando em V é isomorfo ao 
onjunto

61



de todos os E-
aminhos 
omeçando em W , onde esse isomor�smo leva um E-


aminho ω no 
aminho inverso ω−1
, de�nido 
omo o 
aminho ω per
orrido de

�trás para frente�. Assim, W também é nulo e, portanto, G é grafo nulo.

A de�nição a seguir introduz uma importante 
lasse de grafos, que será o

objeto prin
ipal dos resultados apresentados deste momento em diante.

De�nição 3.2.8. De�nimos C(n,m, p) 
omo sendo o 
onjunto de todos os grafos

G dire
ionados ou par
ialmente dire
ionados 
om n vérti
es e m arestas, das quais

exatamente p arestas são não orientadas, e que satisfazem

(a) G é 
onexo e 
ontém exatamente 0 ou 2 vérti
es de grau ímpar;

(b) G pode 
onter arestas múltiplas;

(
) G pode 
onter loops não orientados, mas não loops orientados.

Notemos que qualquer grafo H /∈ C(n,m, p) para quaisquer valores n,m e p é

automati
amente nulo, poisH não satisfaz a 
ondição (a), ou seja, H não é euleriano

(Proposição 2.1.3).

No 
aso de um grafo G ∈ C(n,m, p) possuir apenas vérti
es de grau par,

de�nimos uma relação de equivalên
ia nos E-
ir
uitos em um dado vérti
e V de

G 
omo segue. Sejam C e C
′

dois 
ir
uitos distintos em V , onde as permutações

asso
iadas a 
ada um deles são (e1, e2, . . . , em) e (e
′

1, e
′

2, . . . , e
′

m), respe
tivamente.

Então C e C
′

estão na mesma 
lasse de equivalên
ias se, e somente se,

(e
′

1, e
′

2, . . . , e
′

m) = (ei, . . . em, e1, . . . , ei−1)

para algum i ∈ {2, 3, . . . , m}. Tais 
lasses de equivalên
ia serão 
hamadas de 
lasses

de rotação dos E-
ir
uitos em V .

Exemplo 3.2.9. Considere o grafo não dire
ionado H abaixo:

Os E-
aminhos

e1e2e3e4e5e6e7e8e9e10 e e6e7e8e9e10e1e2e3e4e5

são E-
ir
uitos em V , e estão na mesma 
lasse de rotação. Entretanto, o E-
ir
uito

e1e8e5e6e2e9e3e7e4e10 não está nessa 
lasse.
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Figura 3.4: Grafo não dire
ionado H .

Para as demonstrações dos Teoremas 3.2.6 e 3.2.7, serão ne
essárias algumas

de�nições e diversos lemas, 
ujas demonstrações são bastante té
ni
as e podem ser

en
ontradas em [7℄.

Lema 3.2.10. Se G ∈ C(n,m, p), onde m é ímpar e todo vérti
e de G tem grau

par, então um vérti
e V de G é nulo se, e somente se, as 
lasses de rotações de

E-
ir
uitos em V possuem um 
onjunto de representantes, um de 
ada 
lasse de

rotação, que se 
an
ela.

Lema 3.2.11. Se todos os vérti
es de G ∈ C(n,m, p) são de grau par e se m é um

inteiro ímpar, então G é nulo se, e somente se, G possui ao menos um vérti
e nulo.

Estes dois primeiros lemas serão utilizados 
om bastante frequên
ia ao longo

das demonstrações. Para o ter
eiro lema, é ne
essário introduzir algumas notações.

Dados G ∈ C(n,m, p), V um vérti
e de G e (ei, ej, ek) uma tripla ordenada

de arestas de G 
om ei adja
ente a ej e ej adja
ente a ek, de�nimos S(ei, ej, ek, V ),

i < k, 
omo sendo o 
onjunto de todos os E-
aminhos em G 
omeçando em V e que

são da forma

p1eiejekp2 ou p3ekejeip4,

onde pi, i = 1, . . . , 4 são 
aminhos em G, podendo ter 
omprimento 0.

Supondo que ei liga os vérti
es Si e Sj, ej liga Sj e Sk e ek liga Sk a Sl,


onsideramos G(ei, ej , ek) = G− {ei, ej, ek} + {f}, onde f é uma aresta ligando Si

a Sl e é

- orientada, se um número par dentre as arestas {ei, ej, ek} são orientadas;
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- não orientada, se um número ímpar dentre as arestas {ei, ej, ek} são orienta-

das.

Se Si = Sl e um número ímpar dentre as arestas {ei, ej , ek} são orientadas,

de�nimos S
′

(ei, ej, ek, V ), i < k, 
omo os 
aminhos de S(ei, ej, ek, V ) da forma

p1eiejekp2, 
om i < k.

Esta linguagem é utilizada apenas no resultado abaixo.

Lema 3.2.12. Dado G ∈ C(n,m, p) e um 
onjunto não vazio de 
aminhos S(ei, ej , ek, V )

em G, temos:

(a) Se Si = Sl e um número par dentre as arestas {ei, ej, ek} são orientadas,

os 
aminhos de S(ei, ej , ek, V ) se 
an
elam.

(b) Caso 
ontrário, se Si = Sl, os 
aminhos de S(ei, ej, ek, V ) se 
an
elam se,

e somente se, os 
aminhos de S
′

(ei, ej, ek, V ) se 
an
elam. Além disso, existe um

isomor�smo entre S
′

(ei, ej, ek, V ) e o 
onjunto de todos os E-
aminhos que 
omeçam

no vérti
e V em G(ei, ej, ek).

(
) Se Si 6= Sl, existe um isomor�smo entre S(ei, ej, ek, V ) e o 
onjunto de

todos os E-
aminhos que 
omeçam no vérti
e V em G(ei, ej , ek).

Demonstração: Observemos ini
ialmente que se Si = Sl, os 
aminhos de S(ei, ej, ek, V )

podem ser 
onsiderados aos pares, asso
iando p1eiejekp2 e p1ekejeip2.

(a) Se um número par das arestas {ei, ej , ek} são orientadas, p1eiejekp2 e

p1ekejeip2 têm sinais opostos. Neste 
aso, S(ei, ej, ek, V ) é a união destes pares

e, assim, se 
an
ela.

(b) Se Si = Sl e um número ímpar das arestas {ei, ej, ek} são orientadas, então

os 
aminhos asso
iados a
ima possuem o mesmo sinal. Dessa forma S(ei, ej, ek, V )

se 
an
ela se, e somente se, S
′

(ei, ej, ek, V ) se 
an
ela.

Temos que G(ei, ej, ek) = G − {ei, ej, ek} + {f}, onde f é um loop não ori-

entado no vérti
e Si. Então existe uma 
orrespondên
ia entre S
′

(ei, ej , ek, V ) e os

E-
aminhos em V de G(ei, ej , ek). A�rmamos que os 
aminhos 
orrespondentes sem-

pre têm o mesmo sinal ou sempre têm sinais opostos. A observação 2 nos permite

rotular as arestas de tal forma que ej é a aresta h, 
om h ∈ {1, . . . , m}, ek é a

aresta h+1, e f re
ebe o rótulo de ei. Consideremos dois 
aminhos 
orrespondentes
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Q1 = p1eiejekp2, i < k, e Q2 = p1fp2, onde f é um loop. Os sinais das permutações


orrespondentes são iguais, e os 
oe�
ientes de orientação são sempre iguais ou são

sempre opostos. Assim, S
′

(ei, ej, ek, V ) e G(ei, ej, ek) são isomorfos.

(
) Se Si 6= Sl, G(ei, ej , ek) = G − {ei, ej , ek} + {f}, onde f é uma aresta

(não um loop) entre Si e Sl. Então existe uma 
orrespondên
ia um a um entre

S(ei, ej, ek, V ) e o 
onjunto de todos os E-
aminhos em V de G(ei, ej, ek), obtida ao

asso
iarmos P = p1eiejekp2 (i < k) a P
′

= p1fp2, e Q = p3ekejeip4 a Q
′

= p3fp4

em G(ei, ej , ek).

Por outro lado, dado um E-
aminho P
′

= pfp
′

em G(ei, ej , ek), obtemos um

elemento P = peiejekp
′

de S(ei, ej , ek, V ) se f é per
orrida no sentido de Si a Sl. No


aso de f ser per
orrida no sentido 
ontrário, obtemos um elemento Q = pekejeip
′

.

A�rmamos que essa 
orrespondên
ia respeita o sinal, ou seja, os pares de elementos

asso
iados P e P
′

, e Q e Q
′

tem sempre o mesmo sinal, ou sempre sinal oposto.

Novamente, podemos assumir que ej é rotulada 
om h, h ∈ {1, . . . , m}, que ek

tem o rótulo h+ 1 e que f re
ebe o rótulo de ei. Assim, as permutações 
orrespon-

dentes a P e P
′

têm sinais iguais, enquanto as 
orrespondentes a Q e Q
′

têm sinais

opostos. Se os 
oe�
ientes de orientação de P e P
′

são iguais, então os 
oe�
ientes

de orientação de Q e Q
′

são diferentes. Para veri�
ar este fato, basta 
onsiderar

as possíveis orientações das arestas ei, ej, ek e f , de a
ordo 
om o que foi de�nido

previamente, e analisar os tre
hos onde tais arestas apare
em em P , P
′

, Q e Q
′

.

Neste 
aso, a 
orrespondên
ia preserva os sinais dos 
aminhos.

Se os 
oe�
ientes de orientação de P e P
′

são diferentes, o mesmo argumento

garante que os 
oe�
ientes de orientação de Q e Q
′

são iguais e, neste 
aso, a


orrespondên
ia inverte os sinais dos 
aminhos. Logo, existe um isomor�smo entre

S(ei, ej, ek, V ) e o 
onjunto de todos os E-
aminhos 
omeçando em V de G(ei, ej, ek).

�

Teorema 3.2.13. Se G ∈ C(n, 2n− 1, i), i = 0, 1, então G é nulo.

Demonstração: Suponhamos G não nulo. De�nimos

S(m) = {G ∈ C(m, 2m− 1, i), i = 0, 1 | G é não nulo}
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e seja n = min {m | S(m) 6= ∅}. Um elemento de S(n) será 
hamado de grafo

minimal.

Notemos que n > 2, uma vez que qualquer grafo em C(2, 3, i), i = 0, 1, tem

arestas múltiplas e, portanto, é nulo, de a
ordo 
om a observação 4. Vamos analisar

as propriedades dos grafos minimais, isto é, dos grafos em S(n), e mostraremos que

S(n) é vazio.

Sabemos que um grafo minimal possui 0 ou 2 vérti
es de grau ímpar. Se G é

um grafo minimal no qual todo vérti
e tem grau par, existe um vérti
e V em G 
om

grau 2, pois temos 2n−1 arestas. Sejam e e e
′

as duas arestas in
identes a V , 
om e

ligando V a A e e
′

ligando V a B (A e B são vérti
es não ne
essariamente distintos).

Consideremos um novo grafo G
′

= G −
{
e, e

′

, V
}
. Se A = B, todos os vérti
es de

G
′

possuem grau par, 
aso 
ontrário, existem dois vérti
es de grau ímpar. Como

G
′

∈ C(n− 1, 2n− 3, i), i = 0, 1, é nulo pela minimalidade de n.

É fá
il ver que existe um isomor�smo entre o 
onjunto de todos os E-
ir
uitos

em G que 
omeçam em V e o 
onjunto formado pela união de todos os E-
aminhos

em G
′

que 
omeçam em A e os que 
omeçam em B. Como G
′

é nulo, A e B são

vérti
es nulos, e, portanto, V é vérti
e nulo de G. Como o número de arestas de G

é ímpar e todos os seus vérti
es tem grau par, o Lema 3.2.11 garante que G é nulo.

Dessa forma, nenhum grafo minimal pode ter todos o seus vérti
es 
om grau par.

Podemos então supor que se G ∈ S(n), G tem dois vérti
es, V e W , de grau

ímpar. É 
laro que G está em uma das quatro 
ategorias, onde ρ(Z) denota o grau

do vérti
e Z.

I. min {ρ(V ), ρ(W )} = 1.

II. min {ρ(V ), ρ(W )} = 3.

III. min {ρ(V ), ρ(W )} ≥ 5 e, se n é ímpar, G ∈ C(n, 2n− 1, 1), ou se n é par,

G ∈ C(n, 2n− 1, 0).

IV. min {ρ(V ), ρ(W )} ≥ 5 e, se n é ímpar, G ∈ C(n, 2n− 1, 0), ou se n é par,

G ∈ C(n, 2n− 1, 1).

Para mostrar que S(n) = ∅, veri�
aremos que não existe grafo minimal em

nenhuma dessas 
ategorias.
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Caso I. Suponhamos que ρ(V ) = 1 e que e é a aresta ligando V a um vérti
e

Y . Considerando o grafo G
′

= G − {V, e}, temos G
′

∈ C(n − 1, 2n− 2, i), i = 0, 1,

que é nulo pela observação 5. Existe um isomor�smo entre o 
onjunto de todos os

E-
aminhos em G 
omeçando em V e o 
onjunto de todos os E-
aminhos em G
′


omeçando em Y e, assim, V é vérti
e nulo de G. Pela observação 6, G é nulo.

Portanto, não existe grafo minimal 
om vérti
e de grau 1.

Caso II. Vejamos que nenhum grafo minimal tem vérti
e 
om grau 3. Supo-

nhamos que ρ(V ) = 3 e seja W o outro vérti
e de grau ímpar em G. Para que V

tenha grau 3, existem 2 ou 3 arestas distintas in
identes a V . Se G ∈ C(n, 2n−1, 1),

podemos ter um loop l em V e uma aresta e, ligando V a um vérti
e Y . Neste 
aso,


onsideramos G
′

= G − {V, e, l}, e 
omo G
′

∈ C(n − 1, 2n − 3, 0), G
′

é nulo pela

minimalidade de n. Existe um isomor�smo entre o 
onjunto de todos os E-
aminhos

em G 
omeçando em V e o 
onjunto de todos os E-
aminhos em G
′


omeçando em

Y . Como Y é vérti
e nulo de G
′

, temos que V é vérti
e nulo de G e, pelo Lema

3.2.11, G é nulo.

Se existem 3 arestas distintas e1, e2, e3 in
identes a V , então ei liga V a um

vérti
e Si, 
om S1, S2, S3 não ne
essariamente distintos. Tomemos G
′

= G + {l},

onde l é um loop em V . Assim G
′

∈ C(n, 2n, i), i = 1, 2 e, pela observação 5, G
′

é

nulo.

O 
onjunto de todos os E-
aminhos de V a W em G
′

é uma união disjunta de

dois 
onjuntos P1 e P2, onde P1 é o 
onjunto de todos os 
aminhos de V a W em G
′

da forma leip1ejekp2, e P2 é o 
onjunto de todos os 
aminhos da forma eip3ejlekp4,


om (i, j, k) uma permutação de {1, 2, 3} e pi, i = 1, . . . , 4, 
aminhos em G, podendo

ter 
omprimento 0.

Vejamos que P2 se 
an
ela. Temos que

P2 = S(e1, l, e2, V ) ∪ S(e1, l, e3, V ) ∪ S(e2, l, e3, V )

e, para que P2 se 
an
ele, mostraremos que 
ada um desses três 
onjuntos se 
an-


elam. Consideraremos apenas o 
onjunto S(e1, l, e2, V ), já que para os demais, a

demonstração é exatamente a mesma.

Pelo Lema 3.2.12, se S1 = S2 e e1 e e2 são orientadas, então os 
aminhos
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de S(e1, l, e2, V ) se 
an
elam. Se S1 = S2 e apenas uma das arestas e1, e2 são

orientadas, 
onsideramos S
′

(e1, l, e2, V ). Pelo item (b) do Lema 3.2.12, existe um

isomor�smo entre S
′

(e1, l, e2, V ) e o 
onjunto de todos os E-
aminhos de V a W em

G(e1, l, e2). É 
laro que G(e1, l, e2) ∈ C(n, 2n − 2, i), i = 0, 1, e que V é vérti
e de

grau 1 em G(e1, l, e2). De�nindo um novo grafo G̃ = G(e1, l, e2) − {V, e3}, temos

G̃ ∈ C(n − 1, 2n − 3, i), i = 0, 1, que é nulo pela minimalidade de n. Entretanto,

existe um isomor�smo entre os E-
aminhos em G̃ e os E-
aminhos de V a W em

G(e1, l, e2), e G(e1, l, e2) também é nulo. Logo S
′

(e1, l, e2, V ) se 
an
ela e, pelo item

(b) do Lema 3.2.12, S(e1, l, e2, V ) se 
an
ela.

Caso S1 6= S2, 
onsideramos S(e1, l, e2, V ). Pelo item (
) do Lema 3.2.12,

S(e1, l, e2, V ) é isomorfo ao 
onjunto de todos o E-
aminhos 
omeçando em V de

G(e1, l, e2). Com a mesma 
onstrução a
ima, 
on
luímos que G(e1, l, e2) é nulo, e,

portanto, S(e1, l, e2, V ) se 
an
ela.

Com estes argumentos, também ver�
amos que S(e1, l, e3, V ) e S(e2, l, e3, V ) se


an
elam. Assim, P2 se 
an
ela. Observemos agora que existe um isomor�smo entre

P1 e o 
onjunto de todos os E-
aminhos de V a W em G. Como G
′

= P1∪̇P2 e P2

se 
an
elam, P1 também se 
an
ela. Como V é um vérti
e nulo de G, a observação

6 nos garante que G é grafo nulo.

Caso III. Suponhamos G um grafo minimal e que G ∈ C(n, 2n − 1, 1) se n é

ímpar, ou G ∈ C(n, 2n− 1, 0) se n é par. Sejam V e W os dois vérti
es de G 
om

grau ímpar e ρ(V ) = k. De�nimos um novo grafo G
′

= G + {e, l}, onde e é uma

aresta orientada de W a V e l é um loop (não orientado) em V , 
omo na �gura

abaixo.

Figura 3.5: Grafo G
′

.
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É 
laro que G
′

∈ C(n, 2n+1, 1) se n é par, e G
′

∈ C(n, 2n+1, 2) se n é ímpar.

Em ambos os 
asos, G
′

é nulo pela observação 5. Em parti
ular, W é um vérti
e

nulo de G
′

.

O 
onjunto dos E-
ir
uitos em W é a união disjunta de dois 
onjuntos C1 e

C2, onde C1 é o 
onjunto de todos o E-
ir
uitos nos quais temos as sequên
ias le ou

el, e C2 é o 
onjunto dos E-
ir
uitos nos quais e e l não são adja
entes.

Vejamos que o 
onjunto C2 se 
an
ela. Os E-
ir
uitos em C2 são da forma

p1ep2eilejp3 ou p4eilejp5ep6, onde pi, i = 1, . . . , 6 são 
aminhos em G
′

, e ei e ej são

arestas distintas, diferentes de e, e in
identes a V . Dessa forma, podemos es
rever

C2 = ∪i,j∈{1,...,k},i<jS(ei, l, ej ,W ).

Seja G
′

(ei, l, ej) = G
′

−{ei, l, ej}+{f}, 
onforme de�nimos anteriormente. Se-

gundo o Lema 3.2.12, 
ada um dos 
onjuntos S(ei, l, ej,W ) se 
an
ela ou é isomorfo

ao 
onjunto de todos os E-
ir
uitos em G
′

(ei, l, ej) que 
omeçam em W . A�rma-

mos que G
′

(ei, l, ej) ∈ C(n, 2n − 1, i), i = 0, 1. De fato, se n é par, l é a úni
a

aresta não orientada de G
′

, e assim, f será uma aresta orientada. Neste 
aso,

G
′

(ei, l, ej) ∈ C(n, 2n + 1, 0). Se n é ímpar, uma segunda aresta, diferente de l, é

não orientada em G
′

. Se ei ou ej for não orientada, f é não orientada. Com isso,

f será a úni
a aresta não orientada de G
′

(ei, l, ej). Caso 
ontrário, sendo ei e ej

arestas orientadas, f também é orientada e, portanto, G
′

(ei, l, ej) terá apenas uma

aresta não orientada, ou seja, G
′

(ei, l, ej) ∈ C(n, 2n+ 1, 1).

Além disso, todos os vérti
es de G
′

(ei, l, ej) têm grau par, uma vez que l é loop

em V , ei e ej são in
identes a um mesmo vérti
e, e a aresta f liga Si a Sj. Então

G
′

(ei, l, ej) não é grafo minimal e, portanto, é nulo. Logo, os 
aminhos em 
ada

S(ei, l, ej,W ) se 
an
elam e, 
onsequentemente, C2 se 
an
ela.

ComoG
′

é nulo e C2 se 
an
ela, C1 também se 
an
ela. Considerando as 
lasses

de rotação de C1, o Lema 3.2.10 nos garante que o 
onjunto R de representantes

das 
lasses de rotação se 
an
ela. Podemos es
olher R 
omo sendo o 
onjunto dos

E-
ir
uitos em W da forma elp ou ple, onde p é um E-
aminho de V a W em G.

Os elementos de R podem ser 
onsiderados aos �pares�, asso
iando elp 
om

o 
ir
uito inverso p−1le. É interessante notar que tais 
aminhos possuem o mesmo
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sinal. Com efeito, se n é par, G
′

possui apenas uma aresta não orientada. Então,

para inverter elp, per
orremos m − 1 = 2n arestas no sentido oposto, e assim, o


oe�
iente de orientação de p−1le é +1. Além disso, ao inverter elp (que tem 2n+1

arestas), o
orrem n mudanças de sinal da permutação asso
iada. Como n é par, o

sinal da permutação asso
iada à p−1le permane
e o mesmo. Logo, elp e p−1le são

E-
aminhos 
om sinais iguais.

Quando n é ímpar, as nmudanças de sinal na permutação garantem que o sinal

da permutação asso
iada a p−1le é alterado. Mas, para inverter elp, per
orremos um

número ímpar de arestas no sentido oposto. Com isso, o 
oe�
iente de orientação é

−1. Logo, o sinal do 
aminho permane
e o mesmo depois da inversão.

Como R se 
an
ela e elp e p−1le tem o mesmo sinal, podemos garantir que

o sub
onjunto Se de P , formado pelos E-
ir
uitos que 
omeçam 
om el, também

se 
an
ela. Entretanto, existe um isomor�smo entre Se e o 
onjunto de todos os

E-
aminhos de V a W em G. Com isso, V é um vérti
e nulo em G e a observação

6 nos garante que G é nulo. Portanto, nenhum grafo minimal satisfaz as 
ondições

do Caso III.

Caso IV. Finalmente, suponhamos que G seja um grafo minimal 
om as 
on-

dições dadas, e sejam U e Y seus vérti
es de grau ímpar. De�nimos um novo grafo

G
′

= G+
{
e, e

′

, A
}
, onde A é um novo vérti
e, e é uma aresta orientada de A a U ,

e e
′

é uma aresta orientada de Y a A. Dessa forma, G
′

∈ C(n+1, 2n+1, i), i = 0, 1,

e todos os seus vérti
es têm grau par.

Desejamos mostrar que G
′

é nulo. Com isso, A é vérti
e nulo de G
′

. Os

E-
ir
uitos em A em G
′

podem ser 
onsiderados aos pares, asso
iando epe
′

a seu

inverso e
′

p−1e. De forma análoga ao que foi feito no Caso III, temos que epe
′

e e
′

p−1e

tem o mesmo sinal. Desta
amos que esta é a passagem que motiva a 
lassi�
ação

dos Casos III e IV de a
ordo 
om n.

Então, se A é um vérti
e nulo de G
′

, o 
onjunto Se dos E-
ir
uitos em A que


omeçam 
om e se 
an
ela. O isomor�smo existente entre Se e o 
onjunto dos E-


aminhos de U a Y em G nos garante que U é um vérti
e nulo de G, e assim, G é

nulo pela observação 6.

Como G
′

tem um número ímpar de arestas, é su�
iente veri�
ar que algum
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vérti
e é nulo (Lema 3.2.11). Se G
′

tem um vérti
e Z de grau 2, 
om arestas e e

e
′

ligando Z a um outro vérti
e P , então G
′

é nulo. Com efeito, se 
onsiderarmos

G̃ = G
′

−
{
e, e

′

, Z
}
, temos um grafo 
om todos os vérti
es de grau par. Daí G̃ é

nulo, pois G̃ ∈ C(n, 2n− 1, i), i = 0, 1, e Z é um vérti
e nulo de G
′

. O isomor�smo

entre os E-
ir
uitos em Z no grafo G
′

e o 
onjunto dos E-
ir
uitos em P no grafo G̃

garante que Z é um vérti
e nulo em G
′

. Pelo Lema 3.2.11, G
′

é nulo.

Assumimos então que G
′

não possui um vérti
e Z 
omo des
rito a
ima. Vamos

apli
ar o seguinte lema ao grafo G
′

.

Lema 3.2.14. Se G é um grafo 
om n vérti
es e 2n− 1 arestas, todas de grau par,

então G 
ontém dois vérti
es adja
entes de grau 2 ou 
ontém um vérti
e de grau 2d,

d > 1, que é adja
ente a pelo menos 2d− 3 vérti
es de grau 2.

Se G
′

possui dois vérti
es adja
entes de grau 2, vamos 
hamá-los de B e V .

Caso 
ontrário, 
onsideremos X 
omo sendo o 
onjunto dos vérti
es de G
′

tais que

Z ∈ X se, e somente se, Z é adja
ente a pelo menos 2d−3 vérti
es de grau 2, quando

ρ(Z) = 2d. Seja V ∈ X um vérti
e tal que ρ(V ) = min {ρ(Zi), Zi ∈ X}, e tomemos

B um vérti
e de grau 2, adja
ente a V . Podemos assumir que B é adja
ente a V e

W , 
om V 6= W , pois, 
aso 
ontrário, G
′

seria nulo.

Sejam e e e
′

as arestas que ligam B a V e B a W . O novo grafo

G
′′

= G
′

−
{
e, e

′

, B
}
é tal que G

′′

∈ C(n, 2n − 1, i), i = 0, 1. Vamos mostrar que

os E-
aminhos de V a W em G
′′

se 
an
elam. Com isso, G
′′

é um grafo nulo pela

observação 6, já que V e W têm grau ímpar em G
′

. Mas o isomor�smo existente

entre os E-
ir
uitos em B no grafo G
′

e os E-
aminhos de V a W em G
′′

nos garante

que B é um vérti
e nulo de G
′

. Daí, pelo Lema 3.2.11, G
′

é nulo.

Consideremos os E-
aminhos de V a W em G
′′

. Como observamos, V tem

grau ímpar em G
′′

. Se ρ(V ) = 1 ou 3 em G
′′

, os Casos I e II garantem que G
′′

é

nulo, ou seja, não é grafo minimal. Caso 
ontrário, ρ(V ) = 2d−1 em G
′′

, 
om d ≥ 3,

e existem no mínimo 2d− 4 vérti
es de grau 2 adja
entes a V em G
′′

, já que B não

é vérti
e de G
′′

. Assim, o grafo G
′′

tem a 
on�guração mostrada na �gura abaixo.
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Figura 3.6: Grafo G
′′

Notemos que alguns vérti
es, diferentes de Si, i = 4, . . . , 2d − 1, podem 
oin-


idir, mas é ne
essário que Tj 6= V, j = 4, . . . , 2d − 1. Da forma 
omo es
olhemos

V , B e G
′

, Si e Sj não são adja
entes para i, j = 4, . . . , 2d − 1. Além disso,

ρ(Ti) ≥ 5, i = 4, . . . , 2d− 1. Na verdade, se Ti 6=W , ρ(Ti) ≥ 6.

Os E-
aminhos de V a W em G
′′

podem ser divididos em 2d − 1 
onjuntos

disjuntos Qi, onde Qi é o 
onjunto dos E-
aminhos que 
omeçam 
om ei. Conside-

remos primeiramente Qi, i ≥ 4. De�nimos Gi = G
′′

−{Si, ei, fi} e tomemos Ri 
omo

sendo o 
onjunto de todos os E-
aminhos de Ti a W (in
luive se Ti = W ) em Gi.

Como Gi ∈ C(n − 1, 2n − 3, i), i = 0, 1, Gi é nulo pela minimalidade de n. Então

os E-
aminhos de Ri se 
an
elam e, pelo isomor�smo existente entre Ri e Qi, os


aminhos em Qi também se 
an
elam, para i = 4, . . . , 2d− 1.

Seja Q = ∪3
i=1Qi. Todo elemento q de Qi, i ≤ 3, parti
iona o 
onjunto de

índi
es {1, 2, . . . , 2d− 1} − {i} em pares não ordenados, onde j e k formam um par

se, e somente se, q = p1ejekp2 ou q = p3ekejp4, onde pi, i = 1, . . . , 4 são sub
aminhos

de q. De�nimos 
omo sendo uma partição Tipo I a partiação de {1, 2, . . . , 2d− 1}

em d − 1 pares de elementos e um 
onjunto unitário {j}, tal que j ≤ 3 e os dois

elementos {1, 2, 3} − {j} não formam um par. No 
aso em que os dois elementos

{1, 2, 3} − {j} formam um par, dizemos que a partição é Tipo II.

Dessa forma, a 
ada q ∈ Q asso
iamos uma partição Tipo I ou Tipo II, e
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Q = Q(I)∪̇Q(II), onde Q(I) é o 
onjunto dos 
aminhos em Q asso
iados à uma

partição de {1, 2, . . . , 2d− 1} do Tipo I, e Q(II) é o 
onjunto dos que são asso
iados

à uma partição de {1, 2, . . . , 2d− 1} do Tipo II. Por exemplo, se q ∈ Q 
omeça 
om

a aresta e1, então q ∈ Q(I) se q não per
orre e2 e e3 
onse
utivamente. Caso isso

o
orra, temos que q ∈ Q(II).

Observemos os seguintes lemas, 
ujas demonstrações são extremamente té
ni-


as e podem ser en
ontradas em [7℄.

Lema 3.2.15. Seja H ∈ C(n, 2n, i), i = 0, 1, 
om dois vérti
es de grau ímpar, V e

W , tais que o grau de V é 2d−1 ≥ 5 e V é adja
ente a pelo menos 2d−4 vérti
es de

grau 2 não adja
entes. Suponha que 
ada um desses vérti
es de grau 2 é adja
ente

a um outro vérti
e diferente de V . Então o 
onjunto de todos os E-
aminhos em H

que induzem uma partição do Tipo I em {1, 2, . . . , 2d− 1} se 
an
ela.

Lema 3.2.16. Seja H ∈ C(n, 2n− 1, i), i = 0, 1, satisfazendo as mesmas hipóteses

do Lema 3.2.15. Então o 
onjunto de todos os E-
aminhos em H que induzem uma

partição do Tipo II em {1, 2, . . . , 2d− 1} se 
an
ela.

Tais resultados garantem que Q(I) e Q(II) se 
an
elam, e, 
onsequentemente,

Q se 
an
ela. Então os E-
aminhos de V a W em G
′′

se 
an
elam, V é um vérti
e

nulo de G
′′

e, pela observação 6, G
′′

é um grafo nulo. Com isso, B é um vérti
e nulo

de G
′

, e G
′

é nulo. Logo A é vérti
e nulo de G
′

e G é um grafo nulo.

Finalmente, temos que as 4 possíveis 
ategorias de grafos minimais são vazias

e S(n) = ∅, uma 
ontradição. Portanto, o teorema é verdadeiro.

�

Apesar da trabalhosa demonstração do resultado a
ima, a validade do Teorema

3.2.6 segue do próximo teorema.

Teorema 3.2.17. Se G ∈ C(n, 2n− 2, 0), então G é nulo.

Demonstração: Suponhamos, primeiramente, que todos os vérti
es de G tenham

grau par. Vamos mostrar que todo vérti
e de G é nulo. Seja V um vérti
e arbi-

trário de G, e G
′

= G + {l} um novo grafo, onde l é um loop em V . É 
laro que

G
′

∈ C(n, 2n− 1, 1) e é nulo pelo Teorema 3.2.13.
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Consideremos as 
lasses de rotação dos E-
ir
uitos em V no grafo G
′

, e seja

R o 
onjunto dos representantes de 
lasse, onde tais representantes são E-
aminhos


omeçando pelo loop l. Pelo Lema 3.2.10, R se 
an
ela. Existe um isomor�smo

entre R e o 
onjunto de todos os E-
ir
uitos em V no grafo G. Daí V é vérti
e nulo

de G e G é um grafo nulo.

Suponhamos agora que G tem dois vérti
es, V e W , de grau ímpar. Seja

G
′

= G+{e}, onde e é uma aresta orientada de W a V . Temos G
′

∈ C(n, 2n−1, 0),

que é nulo pelo teorema anterior. O 
onjunto dos E-
ir
uitos emW que 
omeçam ou

terminam 
om e formam um 
onjunto R de representantes das 
lasses de rotação, e,

pelo Lema 3.2.10, R se 
an
ela. Podemos es
rever R = C1∪̇C2, onde C1 é o 
onjunto

dos E-
ir
uitos emW que 
omeçam 
om e, e C2 é o 
onjunto dos que terminam 
om

a aresta e. De a
ordo 
om a observação 2, podemos ordenar as arestas de G
′

de tal

forma que e seja a última delas. Então existe uma 
orrespondên
ia biunívo
a e que

preserva o sinal dos E-
aminhos entre C1 e o 
onjunto SVW de todos os E-
aminhos

de V a W em G. Também existe uma 
orrespondên
ia biunívo
a e que inverte

o sinal (pois a aresta e é per
orrida no sentido oposto ao de sua orientação) dos

E-
aminhos entre C2 e o 
onjunto SWV de todos os E-
aminhos de W a V em G.

Denotando por −SWV o 
onjunto SWV 
om todos os seus elementos 
om sinal

oposto ao seu sinal 
omo E-
aminho de W a V , temos que SVW ∪̇ −SWV é isomorfo

a R, e assim, se 
an
ela.

Para que G seja nulo, temos que veri�
ar que SVW e SWV se 
an
elam. Tome-

mos então G
′

= G+ {e}, onde e é uma aresta não orientada ligando V e W . Neste


aso, G
′

∈ C(n, 2n− 1, 1) e é nulo pelo Teorema 3.2.13. Como a
ima, 
onsideramos

os E-
ir
uitos em W no grafo G
′

, e observamos que existe uma 
orrespondên
ia

biunívo
a e que preserva sinal entre os 
aminhos de C1 e os 
aminhos de SVW , e

também entre C2 e SWV . Logo SVW ∪̇SWV é um 
onjunto de E-
aminhos que se


an
elam. Com isso, SVW e SWV se 
an
elam e G é nulo.

�

Pela observação 5, para demonstrar o Teorema 3.2.6, é su�
iente veri�
ar que

G ∈ C(n,m, 0) é nulo para m = 2n− 2 ou m = 2n− 1. Assim, os Teoremas 3.2.13

e 3.2.17 nos garantem que o Teorema 3.2.6 é verdadeiro.
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Vamos agora nos dedi
ar à demonstração do Teorema 3.2.7. Para isto, vamos

exibir grafos não nulos que satisfazem as 
ondições do teorema.

Teorema 3.2.18. Dados n ≥ 2 e m = 2n − 3, existe um grafo dire
ionado 
om n

vérti
es e m arestas que não é nulo.

Demonstração: Consideremos o grafo H representado pela �gura abaixo.

Figura 3.7: Grafo H .

Para que H não seja nulo, vamos mostrar que A é um vérti
e não nulo. Ob-

servando a �gura, per
ebemos que existem n− 1 trilhas (isto é, 
aminhos onde não

há repetição de vérti
es) de A a B, sendo que n − 2 delas têm 
omprimento 2 e

uma tem 
omprimento 1. Assim, existem (n− 1)! E-
aminhos em H que 
omeçam

em A. Se n é ímpar, tais E-
aminhos também terminam em A, mas se n é par, os

E-
aminhos terminam em B.

Vamos nos referir à aresta 2n − 3 da Figura 3.7 por e. Seja p um E-
aminho


omeçando em A. O 
oe�
iente de orientação de p é +1 se, e somente se, a aresta e

é per
orrida de A a B por p. Isso o
orre porque as demais trilhas têm 
omprimento

2, 
om ambas as arestas orientadas de A a B, então per
orrer tais trilhas no sentido

opostos à orientação das arestas não interfere no 
oe�
iente de orientação. Também

desta
amos que, se σ ∈ Sm é a permutação asso
iada a p, então sign(σ) = (−1)x,

onde x é o número de 
aminhos de 
omprimento 2 em p per
orridos de B a A.
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Tal fato também é justi�
ado pelas trilhas de 
omprimento 2 
om as duas arestas

orientadas de A a B: da forma 
omo �enumeramos� as arestas de H , sempre que

uma dessas trilhas é per
orrida no sentido de B a A, temos uma transposição. Além

disso, a ordem em que as trilhas de 
omprimento 2 apare
em em p não interfere no

sinal da permutação, pois 
ada uma destas trilhas é formada por um par de arestas.

Denotemos por S o 
onjunto de todos os E-
aminhos em H que 
omeçam em

A. Veremos que todos os elementos de S são positivos se n ≡ 1 ou 2 (módulo 4)

e todos são negativos se n ≡ 0 ou 3 (módulo 4). Seja S1 o 
onjunto de todos os

E-
aminhos em S que per
orrem e de A a B, e S2 o 
onjunto dos que per
orrem e

de B a A. Com esta notação, o 
oe�
iente de orientação de um E-
aminho p é +1

se, e somente se, p ∈ S1. Então, para saber se p é positivo ou negativo, pre
isamos

analisar o sinal da permutação asso
iada a p, denotada por σ.

Se n é par, os elementos de S terminam em B. Assim, em um E-
aminho

p, temos

n−2
2

+ 1 = n
2
trilhas de A a B, e n−2

2
de B a A. Para os 
aminhos em

S1,
n−2
2

trilhas de 
omprimento 2 são per
orridas de B para A, e assim, o sinal da

permutação asso
iada a p ∈ S1 é

(−1)
n−2

2 =





−1 se n ≡ 0 (módulo 4),

+1 se n ≡ 2 (módulo 4).

Para os 
aminhos em S2, 
omo e é per
orrido de B a A, temos

n−2
2

− 1 = n−4
2

trilhas de 
omprimento 2 que são per
orridas de B para A. Daí,

o sinal da permutação asso
iada a p ∈ S2 é

(−1)
n−4

2 =





+1 se n ≡ 0 (módulo 4),

−1 se n ≡ 2 (módulo 4).

Agora, para determinar o sinal do 
aminho p ∈ S, devemos 
onsiderar seu


oe�
iente de orientação: +1 se p ∈ S1, e −1 se p ∈ S2. Portanto, os E-
aminhos de

S têm sinal





−1 se n ≡ 0 (módulo 4),

+1 se n ≡ 2 (módulo 4).
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Quando n é ímpar, os E-
aminhos em S são 
ir
uitos em A. Assim, temos

n−1
2

trilhas per
orridas de A a B, e também

n−1
2

per
orridas no sentido inverso. Assim,

para os 
aminhos em S1, o sinal da permutação asso
iada é

(−1)
n−1

2 =





+1 se n ≡ 1 (módulo 4),

−1 se n ≡ 3 (módulo 4).

Como o 
oe�
iente de orientação de p ∈ S1 é sempre +1, temos que p é um

E-
aminho positivo se n ≡ 1 (módulo 4), e negativo se n ≡ 3 (módulo 4).

Para os 
aminhos em S2, temos

n−1
2

− 1 = n−3
2

trilhas de 
omprimento 2

per
orridas de B a A, já que e também é per
orrida neste sentido. Logo, o sinal da

permutação asso
iada a p ∈ S2 é

(−1)
n−3

2 =





−1 se n ≡ 1 (módulo 4),

+1 se n ≡ 3 (módulo 4).

Multipli
ando por −1, que é o 
oe�
iente de orientação dos E-
aminhos em

S2, o sinal de p ∈ S2 é





+1 se n ≡ 1 (módulo 4),

−1 se n ≡ 3 (módulo 4).

Portanto, independente do valor de n, todos os E-
aminhos 
omeçando em A

possuem o mesmo sinal, e A não pode ser vérti
e nulo. �

Para que a demonstração do Teorema 3.2.7 esteja 
ompleta, vamos utilizar o

grafo H da Figura 3.7 a�m de obter grafos não nulos 
om n vérti
es e m < 2n− 3

arestas.

Consideremos o grafo 
onexo dire
ionado 
om k arestas e k + 1 vérti
es, 
om

um vérti
e Y de grau 1 e �uxo −1, e um vérti
e Z de grau 1 e �uxo +1, e os outros

k − 1 vérti
es são de grau 2 e �uxo 0. Tal grafo é 
hamado de k-
adeia de Y a Z.
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Figura 3.8: k-
adeia de Y a Z.

O seguinte resultado é óbvio.

Lema 3.2.19. Sejam G um grafo dire
ionado e V um vérti
e de G. Consideremos

G
′


omo sendo o grafo dire
ionado obtido ao adi
ionarmos uma k-
adeia dire
ionada

de Y a V . Então Y não é vérti
e nulo se, e somente se, V não é vérti
e nulo de G.

Figura 3.9: Grafo G
′

.

Teorema 3.2.20. Dados n ≥ 2 e m < 2n − 3, existe um grafo dire
ionado 
om n

vérti
es e m arestas que não é nulo.

Demonstração: Notemos que m > n − 1, pois do 
ontrário teríamos um grafo

des
onexo que não perten
e a C(n,m, p) ou 
om vérti
e de grau 1, que não é nulo.

Nestas 
ondições, podemos 
onstruir um grafo G 
omo o da Figura 3.7, 
om n
′

=

m+3−n vérti
es e m
′

= 2m+3−2n arestas. É 
laro que n
′

> 2 e m
′

= 2n
′

−3, e A

não é vérti
e nulo de G (Teorema 3.2.18). Se adi
ionarmos uma k-
adeia dire
ionada

de Y a A, 
om k = 2n−m−3, obtemos um novo grafo G
′


om n vérti
es e m arestas.

Pelo Lema 3.2.19, o vérti
e Y não é vérti
e nulo de G
′

.

�

Os Teoremas 3.2.18 e 3.2.20 garantem que o Teorema 3.2.7 é verdadeiro e, 
on-

sequentemente, o Teorema 3.2.2 também é. De fato, dados n e m < 2n−2, podemos

des
rever um 
onjunto demmatrizes antissimétri
as de ordem n, {A1, . . . , Am}, para

as quais sm(A1, . . . , Am) 6= 0. Mais espe
i�
amente, dados n e m, 
onstruímos o
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grafo G apropriado de a
ordo 
om os Teoremas 3.2.18 e 3.2.20, in
lusive as mesmas

ordenações das m arestas. Assim, para 
ada aresta ek, k = 1, . . . , m, que é orien-

tada do vérti
e Pi a Pj, de�nimos a matriz Ak 
omo sendo a matriz 
om entradas

aij = +1, aji = −1 e 0 nas demais posições. Para tais matrizes, sm(A1, . . . , Am) 6= 0.

Portanto, o grau 2n da identidade standard no Teorema de Amitsur-Levitzki

pode ser reduzido para 2n− 2 no 
aso das matrizes antissimétri
as.

Para �nalizar, desta
amos que a utilização de Teoria de Grafos em problemas

de PI-teoria é uma importante ferramenta no estudo de PI-álgebras, pois reduz

argumentos algébri
os bastante elaborados a estudo de grafos, que podem se tornar

algo mais simples. Esta abordagem foi utilizada em diversos trabalhos, 
omo no de

Révész e Szigeti [12℄, publi
ado em 1995, e em uma publi
ação bastante re
ente de

Haile e Natapov [6℄, de 2012.
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