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Resumo

Neste trabalho apresentamos algumas aplicagoes de Teoria de Grafos em problemas
envolvendo identidades polinomiais para a algebra das matrizes M,, (K). Uma breve
apresentacao de Pl-teoria e de alguns conceitos de Teoria de Grafos, como a defi-
nicao de grafos eulerianos, que sao os elementos basicos desta abordagem, foram
apresentadas para tornar o texto autocontido. Sao explicitadas duas demonstragoes
distintas do Teorema de Amitsur-Levitzki, a de Razmyslov e uma decorrente do
Teorema de Swan - um resultado importante a respeito de grafos eulerianos. Por
fim, um resultado semelhante ao Teorema de Amitsur-Levitzki para matrizes antis-
simétricas é demonstrado utilizando elementos de Teoria de Grafos. Ressaltamos
que o entendimento da técnica utilizada torna possivel a simplificacao de diversos

resultados e tem se mostrado uma importante ferramenta no estudo de PI-algebras.

Palavras-chave: Identidades polinomiais. Algebra das matrizes. Grafos euleri-

anos.






Abstract

In this work we present some applications of graph theory in problems involving
polynomial identities for the algebra M, (K). A brief presentation of PI-theory and
some concepts of graph theory, such as the definition of Eulerian graphs, which are
the basic elements of this work, were presented to make the text self-contained. We
show two different proofs of the Amitsur-Levitzki theorem, the proof of Razmyslov
and other due to Swan’s theorem - an important result on Eulerian graphs. Finally,
a similar result of the Amitsur-Levitzki’s theorem for skew-symmetric matrices is
proved using elements of graph theory. We emphasize that the understanding of the
technique makes it possible to simplify many results and has been an important tool

in the study of PI-algebras.

Keywords: Polynomial identities. Matrix algebra. Eulerian graphs.
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Introducao

O estudo das dlgebras com identidades polinomiais (ou Pl-dlgebras) é algo
considerado recente na historia da matematica. Teve incicio na década de 40, com
a publicagao de alguns trabalhos de matematicos como Jacobson, Kaplansky e Le-
vitzki, mas se intensificou por volta de 1950, quando foi provado o Teorema de
Amitsur-Levitzki, que garante a existéncia de uma identidade polinomial de grau
2n para a algebra das matrizes n x n sobre um corpo K. Este resultado possui
diversas demonstracoes, baseadas em técnicas distintas. A demonstragao original é
baseada em argumentos combinatérios e, posteriormente, surgiram outras versoes,
como as de Razmyslov ([10]) e de Rosset (|[11]), que utilizam argumentos algébricos.

Entretanto, estas demonstracoes sao trabalhosas, apesar de envolverem con-
ceitos elementares. Na tentativa de simplifica-las, Swan ([13]) encontrou, em 1963,
uma demonstragao bastante clara utilizando Teoria de Grafos. A grande vantagem
desta técnica é que argumentos algébricos mais elaborados podem ser vistos como
conceitos geométricos basicos, apenas identificando o grafo adequado ao problema.
Desde entao, a Teoria de Grafos vem sendo uma importante ferramenta no estudo
de identidades polinomias para matrizes.

Este trabalho tem como objetivo estudar a aplicacao de Teoria de Grafos a
Pl-algebras. A fim de ilustrar a importancia desta abordagem, o primeiro capitulo
traz a demonstracao de Razmyslov para o Teorema de Amitsur-Levitzki, e algu-
mas observacoes importantes acerca deste resultado. Também é feita uma breve
exposi¢ao de alguns conceitos bésicos de Pl-teoria.

No segundo capitulo definimos os elementos de Teoria de Grafos utilizados ao

longo do texto, e demonstramos detalhadamente o famoso Teorema de Swan. Por
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fim, o ultimo capitulo é dedicado as aplicagoes da Teoria de Grafos a identidades
polinomiais de matrizes, que inclui a demonstracao do Teorema de Amitsur-Levitzki
feita por Swan ([13] e [14]), e de um resultado semelhante para matrizes antissimé-

tricas, devida & Hutchinson ([7]).
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Capitulo 1

Algebras com Identidades

Polinomiais

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados basicos a respeito de
identidades polinomiais, tendo como referéncias os livros de Drensky [3] e Giambruno
e Zaicev [5], e as notas do minicurso “Introducao as PI-algebras”, ministrado por
Brandao [2] durante o Verao de 2013, na Universidade Federal de Sao Carlos.

Grande parte do que abordamos nesta primeira etapa do trabalho nao é uti-
lizada nos capitulos seguintes. No entanto, sao contetidos classicos e optamos por

inclui-los para possiveis consultas.

1.1 Propriedades Basicas de Algebras

Esta primeira secao introduz o objeto basico deste estudo: algebras sobre um
corpo K e suas propriedades. Veremos diversos exemplos classicos de algebras, como

a algebra tensorial e a de Grassmann.

Definicao 1.1.1. Seja K um corpo e A um espaco vetorial sobre K. Dizemos que A
é uma dlgebra (ou K-dlgebra) se estd definida uma operag¢ao bindria x : Ax A — A,

chamada de multiplicagcao, tal que para quaisquer a,b,c € A e qualquer A € K
(a+b)xc=axc+bxc,
ax(b+c)=axb+axc,
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A(axb) = (Aa)xb=ax(A\b).

Neste texto, denotaremos a * b por ab para simplificar a notacao. O produto
ajasaz é definido por (ajas)ag e, indutivamente, ajas---a, é o produto
(aras -+ - ap_1)a,. Dizemos que um subconjunto 5 é uma base da algebra A se é
base de A como espaco vetorial e a dimensao de A é sua dimensao como espaco
vetorial. Se a algebra A for um espaco vetorial de dimensao finita sobre K, dizemos
que A é uma élgebra de dimensao finita. Em geral, os resultados de algebra linear
para espacos vetoriais também sao validos para algebras.

Observemos que se a algebra A possui base {e;;i € I}, entdo a multiplicagao
em A é obtida a partir da multiplicagao dos elementos da base:

_ k k
e *ej = E ajier, o € K
kel

onde, para i e j fixados, apenas um nimero finito de afj sao nao nulos. Por outro

lado, dados uma base arbitraria {e;;i € I} do espaco vetorial A e um conjunto de

k.

elementos afj € K tais que, para i e j fixados, apenas um nimero finito de «o;; sao

nao nulos, podemos definir a multiplicacdo em A por
<Z €i6i> * (Z 77]»6]) = Z Emi(eixej), e, xe; = Z ozfjek.
i€l jEI ijel kel

A algebra A é associativa se (ab)c = a(bc) para quaisquer a,b,c € A, e é
comutativa se ab = ba para quaisquer a,b € A. Dizemos ainda que A é unitdria se
a multiplicacao possuir elemento neutro, isto é, se existe elemento 14 € A tal que
14a = al 4 = a para qualquer elemento a € A.

Quando a algebra A satisfaz as condigoes a* = aa = 0 e (ab)c+(bc)a+(ca)b = 0
(identidade de Jacobi), A é chamada de dlgebra de Lie. Se existe n € N tal que o
produto de quaisquer n+ 1 elementos de A (com qualquer disposi¢ao de parénteses)
é igual a zero, A é nilpotente. Neste caso, o menor n que satisfaz esta condicao é
dito indice de nilpoténcia de A. Para o caso de existir n € N tal que ™ = 0 para

qualquer a € A, dizemos que A é um dlgebra nil de indice limitado.

Exemplo 1.1.2. O espaco dos polindmios em n varidveis comutativas, denotado por
K[z, x9,...,2,], € uma K-dlgebra associativa, comutativa e unitiria, com rela¢ao

ao produto usual de polinémios.
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Exemplo 1.1.3. O espaco das matrizes n X n com coeficientes em K, denotado por
M,(K), é uma K-dlgebra associativa e unitdria, com rela¢ao ao produto usual de
matrizes. Notemos que esta dlgebra nao ¢ comutativa. Nesta dlgebra, destacamos
as matrizes unitdrias F;j, para 1 <1i,7 <n, onde E;; é a matriz cuja inica entrada
nao nula € 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna. Fstas matrizes formam uma base
para M,(K), onde dim M,(K) = n?.

De maneira geral, pode-se verificar que o espago vetorial M, (A), o espaco das
matrizes n X n sobre uma dlgebra A, é uma dlgebra com as operagoes usuais de

matrizes.

Exemplo 1.1.4 (Algebra de Grassmann). Seja V um espago vetorial com base
ordenada {ey,es...}. Definimos a dlgebra de Grassmann (ou dlgebra exterior) de

V', denotada por E = E(V'), como sendo a dlgebra com base
{1g,ei€iy...€ltn <io <...<igk>1}
e com produto definido pela relagao
eie; = 0 e e;e; = —eje;.
E conveniente escrever E = E© @ EM | onde
E® = (e .. e |l <iy <...<ig,k>0),
EW = (e .. eip, |1 <y < ... <o,k >0).
Como eje; = —eje;, temos que
(€iy-..e;)(ej .. i) = (=1)"(ej, ...€j,) (e . €:)

para quaisquer r,s € N. Logo, ax = xa para quaisquer elementos a € E©) ez € E,
e bc = —cb para quaisquer elementos b,c € EV. Com o mesmo argumento, € ficil

verificar que EQOEO® 4+ FOEO C RO ¢ pO R0 4 pOEO) ¢ pO),

Exemplo 1.1.5 (Algebra Tensorial). Sejam V e W espacos vetoriais de dimensio
finita sobre um mesmo corpo K. O produto tensorial entre V.e W, V@ W, € o

espaco vetorial das aplicacoes bilineares
[V xW"— K.
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Dados v € V ew € W, o produto tensorial v @ w é o funcional bilinear cujo

valor em (o, B) € V* x W* é dado por
(vow)(a,B) =a(v) - Bw).

De maneira geral, se Vi, Vs, ..., Vi sao espagos vetoriais sobre um mesmo corpo
K, o produto tensorial Vi @ Vo ® ... ® V, € o espaco das aplicagoes multilineares

definidas em V¥ @ V' ®@ ... @V
[ViPeVie.. V) — K
tal que
(V1 @V ® ... R V) (v, g, ..., 5) = ay(vy) - az(vg) ... a(vs).

Quando os fatores de um produto tensorial sao todos iguais, denotamos o pro-
duto de s cdpias de V por @°V ou V®. A soma desses produtos define o espago
TV)=>Y Ve,

s>0
onde V¥ = K e V® =V. Com o produto tensorial, T (V') é uma dlgebra associativa

com unidade.

Sejam B uma classe de dlgebras e A € B uma algebra gerada por um conjunto
X. Dizemos que A é livremente gerada por X na classe B se, para qualquer dlgebra

B € B, toda aplicacao X — B pode ser estendida a um homomorfismo A — B.

Exemplo 1.1.6. Para qualquer conjunto X, a dlgebra polinomial K[X] € livre na

classe de todas as dlgebras associativas comutativas unitdirias.

O conceito de algebra generaliza as noc¢oes de espacos vetoriais e de anéis.
Assim, também podemos considerar subalgebras e ideais de uma algebra, conforme

a definicao a seguir.

Definigcao 1.1.7. O subespaco S da dlgebra A € uma subalgebra se é fechado em
relagao a multiplicagao, isto €, se para quaisquer sy, So € S, s1xsy € S. A subdlgebra
I ¢ chamada de ideal a esquerda de A se Ax 1 C I, isto é, se axi € I para todo
a € Ai € 1. Analogamente, definimos ideal o direita e ideal bilateral, geralmente

chamado apenas de ideal.
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Exemplo 1.1.8. O subespaco das matrizes triangulares superior, U,(K), € uma

subdlgebra de M,,(K).

Também de maneira analoga as demais estruturas algébricas, definimos homo-

morfismos entre K-dlgebras, como segue.

Definigao 1.1.9. O homomorfismo de espagos vetoriais ¢ : A — B das dlgebras
A, B € um homomorfismo (de dlgebras) se ¢(a * b) = ¢(a) * ¢p(b). Analogamente,

introduzimos os conceitos de isomorfismo, automorfismo, endomorfismo, etc.

Os resultados usuais referentes a homomorfismos de espacos vetoriais, grupos
e anéis continuam validos para homomorfismos de algebras. Por exemplo, sendo A
uma algebra e I um ideal de A, definimos a dlgebra quociente de A por I, onde o
produto é dado por (a+1)(b+1) = ab+ 1, para a,b € A. Também temos o Teorema

do Isomorfismo, enunciado a seguir.

Teorema 1.1.10. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de dlgebras. Entao o nicleo
de ¢
ker(¢) = {a € Al¢(a) = 0}

¢ um ideal bilateral de A e a dlgebra quociente A/ker¢ € isomorfa & imagem

Im(6) = {6(a)la € A}.

O exemplo a seguir mostra como obter uma algebra com unidade a partir de

uma algebra A dada. Esta construcao é chamada de adjuncao formal da unidade a

A.

Exemplo 1.1.11. Seja A uma dlgebra e consideremos o espaco vetorial
KoA={\a)|re K,ae A}.
Definindo em K & A a multiplicacao
(A1, a1) (N2, a2) = (A1 A2, Adrag + Agay + ayaz),

temos que K ® A é uma dlgebra associativa com unidade, onde 1xga = (1,0).
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A partir de agora, todas as algebras serao consideradas associativas.
Em toda algebra A com unidade, identificamos A14 com A para todo A € K e K é

considerado o subespaco vetorial de A gerado por K.

Definicao 1.1.12. O comutador de comprimento n, com n > 1, € definido induti-
vamente como

[Ch, CLQ] = @109 — A2ay,
[afla <o An-1, a'n] = [[afla ceey an—l] 7an] .

E claro que [a,b] = 0 se,e somente se, ab = ba. Em particular [a,a] = 0. Utili-
zando apenas a definicao de comutador, verificamos facilmente que, para quaisquer
a,b,c € A, vale

lab, c] = alb, c] + [a, ] b.

De maneira mais geral, usando inducao finita e a igualdade acima, mostra-se

que

n
[aj...a,,c] = Zal...ai_l la;, ] aitq ... ap.
=1

Também é facil verificar que
la,b,c] + [b,c,a] + [c,a,b] =0

para quaisquer a,b,c € A. Assim, ao considerarmos a multiplicacdo no anel A

definida por

[L]:AxA — A

(a,b) —— [a,b] =ab—ba

temos que (A, [, ]) é uma algebra de Lie.

1.2 Identidades Polinomiais

Fixemos um conjunto infinito (enumeravel) X = {z1, x5, ...}, cujos elementos

serao chamados de varidveis. Uma palavra em X é uma sequéncia x;, ...x; finita
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de elementos de X, onde n é o tamanho da palavra e, caso n = 0, temos a palavra
vazia denotada por 1.

Seja K um corpo e denotemos por S(X) o conjunto de todas as palavras em X,
inclusive a palavra vazia 1. Tais palavras sao chamadas de mondémios e o produto
de dois monomios é dado por justaposicao. Duas palavras z;, ...z;, e xj, ...z,

n Im

sdo iguais se n = m e iy = jp para k = 1,...,n. Definimos K (X) como sendo o
K-espaco vetorial com base S(X), isto é, é o conjunto dos polinomios com coefici-
entes em K e varidveis ndo comutativas x; € X. K (X) é uma algebra, chamada
de dlgebra associativa livre, livremente gerada por X sobre K. Se f € K (X), es-
crevemos f(xy,...,x,) para indicar que z1,...,x, € X sdo as Unicas variaveis que
aparecem em f.

A &lgebra K (X) é definida, a menos de isomorfismos, pela seguinte proprie-
dade universal: dada uma K-algebra associativa A, qualquer aplicacao h : X — A,
com h(z;) = a;, pode ser estendida de forma tnica a um homomorfismo de &lgebras
on - K(X) — A, tal que ¢p(xyy ... x;,) = ayy ...a;,. No caso de A ser unitaria,
temos também a condigdo ¢ (1) = 14. Assim, se f = f(zq1,...,z,) € K (X), deno-
tamos por f(ai,...,a,) a imagem de f por ¢, ou seja, basta substituir x; por a;

em f.

Definigao 1.2.1. Seja f = f(x1,...,2,) € K(X) e seja A uma dlgebra (associa-

tiva). Dizemos que f é uma identidade polinomial para A se
f(ay,...,a,) =0, para todos ay, ..., a, € A,

que denotaremos por f(x1,...,x,) = 0.
Se a dlgebra A satisfaz uma identidade polinomial nao trivial f, dizemos que

A ¢ uma algebra com identidade polinomial ou PI-algebra.

E interessante observar que se f = f(x1,...,7,) € K (X) ¢ uma identidade
polinomial, entao f tem termo constante nulo. Além disso, f é uma identidade
polinomial de A se, e somente se, f pertence aos nicleos de todos os homomorfismos

de K (X) em A.

Vejamos alguns exemplos de identidades polinomiais.
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Exemplo 1.2.2. Se A ¢ wuma dlgebra comutativa, entao o polindmio

f(z1,x0) = |21, 23] € uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.2.3. Qualquer dlgebra nilpotente € uma Pl-dlgebra. Com efeito, se
A™ =0 para algum n > 1, entdo o polinémio x1 ...x, € uma identidade polinomial

de A.

Exemplo 1.2.4. Se A ¢ uma dlgebra nil de indice limitado, digamos n, entdo o

polindomio x™ € uma identidade polinomial de A.

Exemplo 1.2.5. Seja U, (K) a dlgebra das matrizes triangulares superior com coe-

ficientes em K. U,(K) € uma Pl-dlgebra, pois satisfaz a identidade
[1‘1, ZL‘Q] e [ZL‘Qn_l, {L‘Qn] =0.

De fato, o comutador de quaisquer duas matrizes triangulares superior € uma
matriz triangular superior com diagonal nula, que € uma matriz nilpotente de indice

n.

Exemplo 1.2.6. A dlgebra My (K) satisfaz a identidade [[x1, 25]?, x3) = 0, chamada
de identidade de Hall. Com efeito, basta notarmos que, se a € My(K), seu polinomio
caracterisitco é x? —tr(a)z + det (a), onde tr(a) € o traco de a e det(a) seu determi-
nante. Entdo, no caso de a ser um comutador, temos tr(a) = 0 e a*+det (a)-I, = 0,
de onde a®> = —det (a) - I,. Logo a* ¢ uma matriz escalar, que comuta com qualquer

outra matriz.

Exemplo 1.2.7. O polinémio [x1, z2, x3] € uma identidade polinomial da dlgebra de
Grassmann E. Basta observar que [a,b] € E©) para quaisquer a, b € E, logo comuta

com qualquer elemento de E.

Consideremos o polinémio

Sn(l‘l, R :En) = Z (—l)gxa(l) o Zo(n),s

oESy

onde S, é o grupo simétrico sobre n elementos e (—1)? é o sinal de o. Este polinomio

é chamado de polinémio standard de grau n.
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Exemplo 1.2.8. Em 1950, Amitsur e Levitzki provaram que Sop,(x1, ..., %2,) € uma
identidade polinomial da dlgebra M, (K). Este resultado é conhecido como Teorema

de Amitsur-Levitzki, que serd abordado com maiores detalhes adiante.

Tendo em vista os exemplos acima, seria possivel pensar que as algebras “mais
conhecidas” sao PI-algebras. Entretanto, é facil ver que a algebra K (X)) nao possui
identidades polinomiais nao nulas.

Dada uma algebra A, denotamos por T(A) o conjunto de todas as identidades
polinomiais de A. E claro que A é Pl-dlgebra se T(A) # {0}. Se A; e A, sdo
algebras, dizemos que A; e Ay sdo Pl-equivalentes se T(A;) = T(Ay). Algebras
isomorfas sao sempre Pl-equivalentes, mas a reciproca nao é verdadeira.

O conjunto T'(A) é um ideal de K (X) e, além disso, se f = f(xy,...,z,) é
um polindémio em T'(A), e g1, .. ., g, sa0 polindomios arbitrarios em K (X), segue que
flg1,-- -, 90) € T(A).

Denotamos o conjunto de todos os endomorfismos de K (X) por End K (X).
Como qualquer elemento de End K (X) é determinado pela aplicacio = — g,
r e X,g € K(X), segue que T(A) é um ideal invariante sob todos os endomor-

fismos de K (X) . Os ideais com esta propriedade sdo chamados de T-ideais.

Definicao 1.2.9. Dizemos que um ideal I de K(X) é um T-ideal se o(I) C I
para todo p € End K(X), ou equivalentemente, se f(g1,-..,9n) € I para quaisquer
flzy,...;xn) €l eqr, ..., gn € K(X).

Assim T'(A) é um T-ideal de K (X). Na verdade, todo T-ideal de K (X) é o
conjunto de identidades polinomiais de alguma &lgebra. De fato, se I é um T-ideal,
temos que [ =T <@)

A interseccao de uma familia qualquer de T-ideais é ainda um T-ideal. Dessa
forma, dado um subconjunto S qualquer de K (X), definimos o T-ideal gerado por
S, usualmente denotado por (S)T, como sendo a interseccao de todos os T-ideais
de K (X) que contém S. Entdo (S)" é o menor T-ideal de K (X) contendo S e, se
fe <S>T, dizemos que f é consequéncia de S.

Se A é uma algebra e S C T(A) é tal que T(A) = (S)T, dizemos que S

é uma base das identidades de A. O estudo da existéncia de base finita para as
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identidades das algebras associativas sobre corpos de caracteristica zero é conhecida
como problema de Specht. Em 1987, Kemer deu uma resposta positiva para este
problema, mas seu trabalho nao mostra como determinar uma tal base finita e
portanto nao resolve o problema da descricao das identidades de uma algebra. Esta
questao continua em aberto até hoje, tendo sido resolvido apenas para algumas

algebras em particular. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.2.10. Se A ¢ uma dlgebra comutativa e unitdria qualquer e K é um
corpo infinito, entio T(A) = {[x1,2])T. Dizemos entdo que todas as identidades de

A sao consequéncias do polinémio [xy, z5].

Este exemplo nos garante a existéncia de algebras Pl-equivalentes que nao sao

isomorfas.

Exemplo 1.2.11. Se K ¢ um corpo infinito de caracteristica diferente de 2, entao

T(E) = {[z1, 72, 23])T, onde E ¢ a dlgebra de Grassmann. (ver [2], Exemplo 4.0.40)
Exemplo 1.2.12. Em 1981 Drensky ([4]) mostrou que as identidades polinomiais
s4(1, 2, 03, 14) = 0, [[11, 72]?, 23] = 0

formam uma base minimal para as identidades polinomiais de My(K).
Exemplo 1.2.13. Considere a dlgebra F ® E, onde E ¢é a dlgebra de Grassmann.
Os polindomios

f(z1, e, 23, 4, x5) = [[21, 2], [T3, 4] , 5] € g(T1,22) = [[xl,x2]2 ,xl}

sao identidades polinomiais de E ® E. Em 1982, Popov ([9]) mostrou que, em
caracteristica 0, estes dois polindmios formam uma base para as identidades de E ®

E.

1.3 Polin6mios Multi-homogéneos e Multilineares

Nesta secao generalizamos conceitos basicos a respeito de polindémios, como
grau e linearidade. Veremos também que, quando o corpo base K é infinito, o
estudo de identidades polinomiais de uma dada algebra pode ser reduzida ao estudo

de polin6mios homogéneos ou multilineares.
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Definigao 1.3.1. Sejam u € K(X) um monomio, f € K(X) um polinomio e
x; € X. Definimos:

(a) O grau de v em x;, denotado por deg, u, como sendo o nimero de ocorréncias
de z; em u.

(b) O grau de f em x;, denotado por deg,, f, como sendo o maior grau em x; de

algum monomio de f.

Dizemos que um polinémio f € K(X) é homogéneo em x; se todos os seus
mondmios tém o mesmo grau em x;. O polinémio f é dito multi-homogéneo quando
¢ homogéneo em todas as variaveis. Se v = u(xy,...,2,) ¢ um mondémio de K(X),
definimos o multigrau de u como sendo a n-upla (ay, ..., a,) onde a; = deg, u. Para
f € K(X), a componente multi-homogénea de f é a soma de todos os monomios de
f com um dado multigrau. Assim, f é multi-homogéneo se, e somente se, possui
uma tinica componente multi-homogénea. E claro que se f(x1,...,2,) € K (X) &

homogéneo de grau k em z; e A € K, temos
k
f@y, o mi, Aoy, g, @) = N (00,0 T, Ty T, -, T).

Em particular, se f é linear em x;, isto é, homogéneo de grau 1 em x;, temos
m
f(;r:l, N i I )\1y1+. . +)\mym7 Litly- - - 7.’,17,1) = E )\if(a;’l, N 7 I y], Litly-- - ,xn).
j=1

Quando f(z1,...,z,) € K (X) é multi-homogéneo com multigrau (1,...,1),
ou melhor, em cada mondémio cada variavel tem grau exatamente 1, dizemos que f

é multilinear. Neste caso, f é da forma
Z QoTo(1) - - - To(n), COM Oy € K.
gESy
Denotamos por P, o subespago de todos os polindomios multilineares de K (X)
nas variaveis 1, s, ..., z,. B facil ver que o conjunto {xa(l)xU(Q) e Tem) | 0 € Sn}

¢ uma base de P, e assim dimg P, = n!.

Consideremos agora f(x1, 2o, ...,2,) € P,, A uma K-algebra e § um conjunto
gerador de A, como espago vetorial. Dados aq, as, ..., a, € A, observemos que
f(ai,as,...,a,) € uma combinagio linear de elementos da forma f(ej,ea, ..., e,),
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onde ey, eg, ..., e, € . Com isso, podemos concluir que f(z1,xs,...,x,) é uma
identidade polinomial de A se, e somente se, f(e1,e,...,€,) = 0 para quaisquer
e1, e, ...,e, € . Em outras palavras, para verificar se um polinémio multilinear f
¢ uma identidade polinomial de A, basta verificar se f se anula quando avaliado em
elementos geradores de A.

Este argumento nos permite mostrar que toda algebra de dimensao finita é
uma Pl-algebra. Com efeito, se A é uma algebra com dim A < n, entao s, = 0 é
uma identidade polinomial de A. Na verdade, como a identidade standard é um
polindomio multilinear, basta verificar que s,, = 0 para os elementos da base de A.
Como dim A < n, é necessario que x; = x; para algum 7 # j. Com isso, os termos
de s, (x1,...,24...,x;,...,x,) se anulam dois a dois. Para cada o € S, existe
7 € S, obtida a partir de o permutando as “posicoes” de z;. E claro que ¢ e 7 tem
sinais opostos e, assim, cada termo (—1)”:50(1) Ty - To(i) - - To(n), € anulado
por (—=1)"@ (1) ... Tr(i) - - - Tr(s) - - - Tr(n)- LOGO, 5, = 0. O exemplo abaixo ilustra esta

situacao.
Exemplo 1.3.2. Considere n =3 e dim A = 2, com base {a,b}. Temos

Ss (w1, @2, 3) = x1T223 + (—1)(132)$3$1$2 + (—1)(123)$2$3$1
+ (-1)(13)3731’2371 + (-1)(23)1’13731’2 + (—1)(12)1’2371{1]3

Ss(a,b,¢) = aba + aab+ baa — aba — aab — baa = 0.

Recordemos que uma identidade polinomial f = 0 é consequéncia de <S)T se
fe <S)T. Dois conjuntos de identidades polinomiais que geram o mesmo 7T-ideal

sao ditos equivalentes.

Teorema 1.3.3. Sejam I um T-ideal de K(X) e f(z1,...,x,) € I. Se K € infinito,
entao cada componente multi-homogénea de f pertence a I. Consequentemente, I €

gerado por seus polindmios multi-homogéneos.

Demonstracao: Suponhamos m = deg,, f. Para cada ¢ =0, 1, ..., n, tomemos
fi(z1,...,x,) como sendo a soma de todos os monémios que tém grau i em z1, ou

seja, f; ¢ a componente homogénea de grau ¢ em z;. Temos entdo f => """ f;.
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Seja V = <f)T o T-ideal de K (X) gerado por f. Como K é infinito, podemos

escolher \g, A1, ..., A\, € K todos distintos. Sendo V' um T-ideal, temos
95 = fNw, 20, xn) = fot Nifit o F A f €V,

para cada 7 =0,1,...,m.

Considerando estas equacoes como um sistema linear com variaveis f;,

1=20,1,...,m, temos
L A - AY Jo 90
N Vo N I e
L Ao A fm Im
Como I é um T-ideal, garantimos que g; € I, para j = 0,1,...,m. Além

disso, a primeira matriz acima é a matriz de Vandermonde, cujo determinante é
[li.;(A; — A) # 0. Logo, tal matriz é invertivel, de onde obtemos que
fo, fi,-- o, fm €1

Agora, para cadai=0,1, ..., mecadat =0, 1, 2, ..., tomemos f; como
sendo a componente homogénea em f; de grau t em x5. Usando os mesmos argumen-
tos acima, concluimos que f; € I. Repetindo o processo para cada variavel, temos
a primeira afirmacao. Por fim, observamos que f é a soma de suas componentes
multi-homogéneas e, portanto, I é gerado por seus polinomios multi-homogéneos.

Na prova do teorema abaixo utilizamos o processo de multilinearizacao.

Teorema 1.3.4. Se a dlgebra A satisfaz uma identidade polinomial de grau k, entdo
satisfaz uma identidade multilinear de grau < k. Em outras palavras, toda Pl-dlgebra

satisfaz alguma identidade multilinear nao nula.

Demonstracao: Seja f(z1,...,2,) € K(X) uma identidade polinomial de A. Se
cada variavel z; satisfaz deg,, f < 1, podemos renomear as variaveis (eventualmente,
identificando algumas delas com 0), obtendo uma identidade polinomial multilinear

como desejado.
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Suponhamos entao que alguma variavel, digamos z1, satisfaz m = deg,, f > 1.
Tomemos y; e yo variaveis de X distintas de xy,...,z,, e consideramos um novo

polindomio em n + 1 variaveis, dado por

g(y17y2ax2a"'7xN) = f(y1+y2,$2,---,$n)
- f(ylax27"'axn)

— flyg,zo,...,xy).

Este polindémio ainda é uma identidade polinomial de A. Basta verificar que
é nao nulo. Suponhamos que g = 0. Como qualquer aplicacao X — X pode ser
estendida a um endomorfismo de K (X), substituindo y; e yo por x; em g, ainda

obtemos uma identidade polinomial, ou seja
g(x1, 21,29, ..., xy) = [(221,29,...,2,) — 2f(21,...,2,) = 0.

Como f = fo+ f1+...4+ fm, onde f; é a soma dos mondmios de grau i em x1,

temos

fi(2$‘17.’1§'2, e ,x‘n) = Qifi(.Tl,IQ, e 7.’,17,1).

Assim,

fo+2fi+. 42" fm=2(fo+ i+ - 4 fm)

fo= (2 =2)fat ...+ (2" =2)fm,
contradizendo m = deg,, f > 1.

Entao, como deg, g = m — 1, podemos repetir este processo até que o polino-
mio resultante seja linear em 1. Se tal polinomio nao for multilinear, com, digamos,
degxy = d > 2, aplicamos o processo para x,, obtendo um polinémio linear em
e r9. Procedendo desta maneira para todas as variaveis, obtemos uma identidade
polinémial multilinear de A. [ |

Este método de multilinearizacao tem uma importante consequéncia, apresen-

tada no teorema a seguir.

Teorema 1.3.5. Se charK = 0, todo polinémio néao nulo f € K (X) é equivalente

a um conjunto finito de polinémios multilineares.
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Demonstracao:  Como K é infinito, pelo Teorema 1.3.3, f é equivalente ao
conjunto de suas componentes multi-homogéneas. Assim, podemos assumir que
f = f(z1,...,z,) é multi-homogéneo.

Aplicaremos o processo de multilinearizagao a f. Se deg, f = m > 1, escre-

Vemos
m

f(yl + Y2,T2, ... 7'7:71) = Zfi(yluy%x?u B .,.fl'n),
1=0

onde f; é a componente homogénea de grau ¢ em y;. Entao todos os polino-
mios f; = fi(y1, Y222, ..., T,) sdo consequéncias de f. Como deg, fi < m para
t1=1,...,d—1e 75 =12, podemos repetir os argumentos e obter um conjunto de

polindmios multilineares que sao consequéncias de f.

Como deg, f; =1, deg,, fi = m —i e deg, f; =deg, [, parak =2,...,n,

temos:

f0<y1,y1,$2,...,$n> = f<y17x27"'7xn)7
fl(ylaylax%---)xn) = mf(ylax%---axn)a
fm*1<y17y17'r27"'7'rn) = mf(y17x27"'7'rn)7

f(y1, 91, T2y ooy xn) = f(y1, 2o, ..., Ty).

Assim
m

fi<y17y17x27"'7xm>: ) f(ylwr?w"uxm)u

7
e os coeficientes binomiais sao nao nulos, pois charK = 0. Logo, estas identidades

multilineares sao equivalentes a f.

O corolario abaixo segue diretamente do teorema.

Corolario 1.3.6. Se I é um T-ideal de K(X) e charK = 0, entao I é gerado por

seus polindmios multilineares.

Com estes resultados podemos garantir que todo T-ideal é gerado por seus

polindmios multilineares quando o corpo base tem caracterisitca zero, e por seus
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polinémios multi-homogéneos quando o corpo base é infinito. Esta reducao é im-
portante quando trabalhamos com PI-algebras, uma vez que simplifica o estudo dos

T-ideais.

1.4 Polindmios Proéprios
Sendo X = {x, z,...}, denotamos por Com(X) o conjunto
{[xil,xiQ,. .. ,l’ik] ‘ k Z 2,.Tij € X},

onde 1 é o produto de um conjunto vazio de comutadores. Seja B(X) a subalgebra de
K (X) gerada por Com(X). Os polinomios f € B(X) sao chamados de polindmios
Proprios.

O resultado a seguir garante que os elementos de X e de B(X) formam uma

base para K (X). A demonstracao deste fato pode ser encontrada em [3, pag. 42].

Teorema 1.4.1. Se f(z1,...,z,) € K(X), entio eristem polinomios

We(T1,...,x,) € B(X), onde a = (ay,...,a,) € N, tais que
flxy,...,z,) = Zw‘l“ X W (T Tp).

Isto significa que, dado um poliné6mio qualquer, podemos escrevé-lo na forma
apresentada no teorema, utilizando as propriedades do comutador. Vejamos um

exemplo.

Exemplo 1.4.2. Considere o polinomio f(xy,x9,23) = xox3x3. Como

ab = ba + [a,b] e [ab, c] = [a,c]b+ alb, c|, temos

2 2 2
ToX{T3 = XT|Tax3+ [l’g,l‘l] T3

2
= Z1Tox3 + (T2, T1] T123 + X1 [0, 21] T3,
Agora, notemos que

[I‘Q, ZL‘1] r1ry = T [I‘Q, ZL‘1] T3 + [IL‘Q, ZIy, l‘l] T3

= T1x3 [To, 1] + 11 [T2, X1, T3] + T3 [T2, T1, 1] + [T2, 71, 21, T3]
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Ty [, 21 X3 = X113 [, 1] + 21 [T2, 1, T3] -

Entao
1y = a3 2 2
Tox Ty = TiTox3 + 2T1x3 (T2, 1] + 221 (X2, 21, 23]
+ @3 [, 21, 1] + [22, T1, 21, T3]
Observemos que, considerando a; = ... = a, = 0 no Teorema 1.4.1, temos

uma base para B(X).

O teorema abaixo garante que as identidades polinomiais de uma K-algebra,
com K infinito, sao consequéncias das identidades proprias. Em particular, se
charK = 0, entao as identidades polinomiais de uma K-algebra sao consequéncias

das identidades multilineares proprias.

Teorema 1.4.3. Se K é um corpo infinito e I é um ideal de K(X), entao
= (I BX)T,
ou seja, I € gerado (como T-ideal) por seus polindmios proprios.

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [3|, na segao 4.3.

1.5 O Teorema de Amitsur-Levitzki

Para finalizar o primeiro capitulo, abordaremos com maiores detalhes o Teo-
rema de Amitsur-Levitzki.

Consideremos s, (1, .. ., x,), o polinomio standard de grau n. Observemos que
o polindmio standard de grau n + 1 é consequéncia do polindmio standard de grau
n, ou seja, se s, é uma identidade polinomial para uma algebra A, s, ; também é.
Com efeito, basta ver que

n+1

Sn41 (:L‘la s axn-‘rl) = Z(_l)i_lxisn (xla SRS :i‘\ia SRS "L‘n-i-l) )
i=1

onde Z; significa que x; ndo esta na expressao.
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Recordemos também que, se A é uma algebra finitamente gerada com
dimA < n, entao s, = 0 é uma identidade polinomial para A. Em particular,
a dimensdo de M, (K) é n?, entdo esta dlgebra satisfaz qualquer identidade stan-
dard de grau m > n? + 1. Entretanto, este ndo é o grau minimo para que um
polindomio standard seja identidade polinomial de M,,(K). Amitsur e Levitzki mos-
traram, em 1950, que o polindmio standard de grau 2n é uma identidade polinomial
para a algebra das matrizes n x n sobre um corpo K. Tal resultado é conhecido

como Teorema de Amitsur-Levitzki.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Amitsur-Levitzki). A dlgebra das matrizes M, (K)

satisfaz a identidade standard de grau 2n
Sgn(l‘l, e ,ZL‘Qn) = 0.

A demonstracao original deste resultado é baseada em argumentos combina-
torios e, em [3], sdo encontrada mais duas demonstracoes distintas, de Razmyslov
e de Rosset, ambas utilizando argumentos algébricos. Neste texto, apresentaremos
apenas a demonstracao de Razmyslov, com o objetivo de compara-la & demonstra-
¢ao utilizando o teorema de Swan, que veremos no proximo capitulo, mas antes sao
necessarias algumas consideragoes.

Notemos que a validade do Teorema de Amitsur-Levitzki para M, (Q) implica

a validade do resultado para M, (K), com K um corpo qualquer. De fato, sejam

Ay, ..., Ag, matrizes em M, (K). Podemos escrevé-las como
n
k
ij=1

onde E;; sao matrizes elementares (possuem 0 em todas as entradas, exceto na
posicao (i, j), que tem valor 1), e )\E? € K. Dessa forma, como a identidade standard
¢ um polinomio multilinear, temos que s, (A, ..., Ag,) é uma combinagao linear de
Son (E; Eiy.i»n)- Cada termo so,(E; . Eiyir,) € igual a 0, uma vez que

1 VIR

assumimos a validade do teorema para M, (Q), e portanto, sa,(Aq, ..., As,) = 0.
O resultado a seguir utiliza o processo de multilinearizacao para garantir que

o grau da identidade standard no Teorema de Amitsur-Levtzki é minimo.
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Proposicao 1.5.2. A dlgebra M, (K) nao satisfaz uma identidade polinomial de

grau. menor que 2n.

Demonstracao: Seja f (z1, ..., ;) uma identidade polinomial em M, (K) de grau
k < 2n. Pelo Teorema 1.3.4, podemos assumir que f (z1,...,x;) é multilinear, e

pode ser escrito como

fly,. ... xp) = Z Qoo(1) - - - To(k)

ocESE
com «, € K.
Vejamos que «, = 0, para qualquer o € Sy, e logo f (z1,...,xx) é o polindmio
nulo. Consideremos as matrizes Eyq, g, Fao, Fas, ..., Iy, onde p = ¢ se k é impar,

ep=q—1seképar.
Como o produto de matrizes elementares satisfaz

By B — 0, se j#h |
Eiy, se 7=h
temos que
[ (B, Erg, By, Eos, ..., Epy) = aeFg,
onde € é a permutacao identidade de Si. Logo a. = 0.

1

Para qualquer o € Sy, existe 07! € S}, tal que 0 o 0~ = €. Consideremos

F(@o-11)s To-1(2)s - - -, Tom1(k)) -
Fazendo as substituicoes
To-11y > Eip,

To-12) = Ei,

To-13) —  LEno,

To-1 (k) — qu,

obtemos a, E},, de onde concluimos que «, = 0 para qualquer o € S. [ |

O proximo resultado garante que, a menos de multiplicagao por constantes, nao
existe outra identidade multilinear de grau 2n em M, (K) diferente da identidade

standard.
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Proposicao 1.5.3. Se f(x1,...,x9,) € uma identidade polinomial multilinear de

grau 2n em M, (K), entdo
fz1, ... xon) = ason (1, ..., T2y) , 0 € K.

Demonstragao: Como f(z1,...,zs,) ¢ uma identidade polinomial multilinear,

podemos escrevé-la como
flxy, ... xopn) = g QoTa(l) - - - To(2n)-
O'ES2n

Escolhendo as matrizes elementares Ey1, Ea, Eao, Eas , ..., Ex_1 i, Egg, temos
0=f (En, Eny, Ero, Eog, Eog, . .. Ek—l,ka Ekk) = (Oés + 04(12)) Eqy,

de onde a, + a(12) = 0.

Notemos que a matriz E;; ocupa as posicoes 1 e 2. Dessa forma, os tnicos
termos nao nulos sao os termos referentes a permutacao identidade e a transpo-
sicdo (12). De maneira geral, seja o € Sy, e T a permutacao resultante de uma
transposicao de dois elementos consecutivos aplicada a 0. Se 7 permuta j e j + 1,
devemos considerar as matrizes E1, F1o, Eoo, ..., Ey, E;;, ..., Ey., onde E;; aparece

nas posicoes j e 5 + 1. Consideremos
F(Zom1(7-10) Tom1(-1@))5 - - > To1(r1(3))s T2 (r-1G41) s - - -+ T2 (71 (R)) -
As substituigoes

To-1(7-1(1)) = E117

1
&

Lo-1(r=1(2))

To-1(r-1(3)) > LB,

To-1(r-1(5)) > Fi,

To-1(r-1(j+1)) — B,

To-1(r-1(2n)) > Er,
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nos garantem que 0 = (o, + a;) Ex, e o, + a, = 0. Utilizando o mesmo raciocinio
para 7, obtemos a, + a, = 0, onde v ¢ uma permutagao obtida de 7 a partir da
transposicao de dois elementos consecutivos.

Como a, = —a,; = o, podemos concluir que os coeficientes de f assumem o
mesmo valor em modulo, apenas acompanhados do sinal da permutagao associada.
Com isso a, = (—1)%«, com «a € K e, portanto,

f(x1, ..., 20) =« Z (=1)76(1) - - - To(an) = OS2y (T1, ..., Tap) -

0ESan
[ |
As proposicoes acima e o Teorema de Amitsur-Levitzki garantem que, a me-
nos de uma constante multiplicativa, a identidade standard é a tnica identidade
polinomial multilinear de grau 2n de M, (K), e este grau é o menor possivel.
O lema a seguir é um resultado técnico utilizado na demonstracao de Razmys-
lov do Teorema de Amistur-Levitzki, e, para sua demonstracao, sao necessarias

algumas consideracoes.

Dizemos  que um  polinébmio  f(z1,...,x,) €  simétrico  se
f(o, .. 2n) = f(Toq)s -, Tom)), onde o & uma permutacao qualquer de
(z1,...,2,). Em particular, o polindmio simétrico elementar de grau g em n va-
riaveis, denotado por e (z1,...,z,), é definido por

1 , Se q=0;
eq(x1,. .., x,) = lendx”d&n%l oy, yse qge{l,...,n};
0 ,Se q > n.
O polinomio p,(x1,...,z,) = z{+...+ 2% é chamado de soma de poténcias de

grau g em n variaveis. Os polinomios e, e p, em n variaveis se relacionam de acordo

com as expressoes
Dq — Pg—1€1 + Pg—2€2 — ...+ (_l)q_lpleq—l + (=1)%ge, = 0,
seq<n,e

Pg — Pg—1€1 + Pg—22 — ...+ (=1)" 'py_pni1€n1 + (—1)"py_nen = 0,
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para k > n, conhecidas como identidades de Newton. Para mais informagoes sobre

polinémios simétricos, sugerimos [5], se¢ao 1.6.

Lema 1.5.4. Sejam A € M,(K) e aq,...,q, seus autovalores.  Definindo

eq(aq, ..., a,) como o polindmio simétrico elementar de graw g em aq, . .., oy, entio

A"+ (—1)eq(an, .. ) AT =0,
q=1

tr(A?) =aof +... 4+ ad.

Demonstracao: Escrevendo a matriz A em sua forma normal de Jordan Jg4,
temos que seus autovalores aparecem na diagonal principal e com valor 1 em algumas
posicoes logo abaixo da diagonal principal. O polinémio caracteristico de J4 é dado
por

P (A) =det(A, — Ja) = (A —a1) ... (A —ay).
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton,
0=pa(A) =pn(A)=(A-—m-1,)...(A=an- 1),

ja que A e J4 sao matrizes semelhantes e possuem o mesmo polinémio caracteristico.

Assim,
0 = A"— A" Yoy +...+ap)
+ A" (g .. oy Faoas L o0, L )
+ (DA ()
Como e, (aq,...,®,) é o polindmio simétrico elementar de grau ¢ , podemos
escrever

n
py, =A"+ Z(—l)qeq (aq,...,q,) A" =0.
q=1
Por fim, como matrizes semelhantes possuem o mesmo traco, temos que

tr(AY) =tr(J) =af +...+ al.
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Vejamos, finalmente, uma demonstragao do famoso Teorema de Amitsur-Levitzki.
Demonstragao: [Teorema de Amitsur-Levitzki, [3]]

Como foi observado anteriormente, podemos considerar K = Q. Consideremos
os polindémios

Sabemos que, para ¢ < n, vale
Pq — €1Pg—1 t €2Dg—2 + ... + <_1)q71€q71p1 + (—1)%geq, = 0, (1.1)

onde e, é o polindmio simétrico elementar de grau ¢q. Esta expressao nos permite
escrever e, (&1, ..., &,) em fungao de polinomios p, (&1, ..., &n)-
Verificaremos a validade do resultado para o caso n = 2. O argumento é o

mesmo para o caso geral, apenas com maiores dificuldades técnicas.

Sejam A € M5(Q) e &1, &5 seus autovalores. Como tr(A) = & + & = e1 (&1, &)
e det (A) = £1& = €5 (&1, &2), o Teorema de Cayley-Hamilton nos garante que

A — ey (£1,6) A+ e (§,86) L =0, (1.2)

onde I, é a matriz identidade de ordem 2 x 2.

Utilizando a expressao (1.1), temos ey (£1,&) = p1 (§1,&2) e

e2(6.8) = (e (6,8)p (6.6) — p2 (6,6))

(P} (&1,&) —p2 (&1, &) ,

N~ DN

e entdo (1.2) fica
1
A% —tr(A)A + 3 (tr*(A) — tr(A4%)) I, = 0.

Assim f(z) = 2? — tr(z)x + % (tr?(z) — tra?) [, ¢ uma identitade polinomial

em My(K). Aplicando o processo de linearizagao, obtemos

TWiv2) = yiy2 + vy — (tr(yr)ye + tr(y2)yr)

+ % [tr(y1)tr(ya) + tr(ye)tr(yr) — tr(y1y2 + y2y1)] L2
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e, como tr(y)tr(ye) = tr(y)tr(y;) e tr(yiye) = tr(yayr), concluimos que Ms(Q)

satisfaz a identidade polinomial multilinear

fy2) = niye +yoyn — (tr(y)ye + tr(ye)yr)

+ [tr(y)tr(ye) — tr(y1y2)] I

Substituindo y; = To(1)T(2) € Y2 = To(3)To(4), € tomando a soma alternante em

o € Sy, temos

> (D7 (To) o) To@To@) =2 > (=17 (To()To@Ta@Tow)  (1.3)

o€Sy €Sy

+ D D7 [(tr (o) Tow) tr (o) 2ata)

gESy

=t (To() To@ To(3) Tot))) 12
— tr ({L‘o.(l)xo—(z)) xa(3)xa(4)

— tr (:1:0(3)560(4)) :1:0(1)370(2)]

Como

tr (2o(1)To(2)) = 1 (To@) To()) »
6 (To(1) Zo(2) To(3)To1)) = 1T (To2)To@) To@)To)) »

e também em cada um dos pares
(o) Zo@Ta3)Tow) € (To)To)Tom) Tow)
(2o To)To@) Ta() € (To@)Ta@)To@To)
as permutacoes possuem sinais diferentes, entao
® > s, (m17tr (T0(1)T0(2)) To(3)To(sy = 0, pois
6 (To(1)T0(2)) To(3)Toa) = 1T (To2)To(1)) To(3)To()-
Analogamente, tr (xa(g)azo(4)) To(1)To2) = 0.
© 3 pes, (1)t (Za(1)To(2)) t1 (Zo(3)To(e)) = 0, pOis
61 (Zo(1)Zo@)) tr (To) Ta() = tr (To) To@)) 11 (To@)To(z)) -
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© O pes, (1)t (200)To@) To@) Toa)) = 0, POIS tr (T5(1)Z0(2)To(3)To()) tem o

mesmo valor para qualquer permutacao de Zy(1), To(2), To(3), To(4)-

Logo, os termos envolvendo o trago da matriz sdo todos nulos em (1.3) e,

portanto,
251 =2 (=1) (To()To@ To(3)Tow)) »
€Sy
de onde
S4 (21,22, 23,24) =0
em M(Q). .

E evidente a dificuldade técnica que esta demonstracio envolve, mesmo para
o caso n = 2. Em [13]|, Swan apresentou uma demonstragao bastante simples para
o Teorema de Amitsur-Levitzki, utilizando Teoria de Grafos, que trataremos no

proximo capitulo.
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Capitulo 2

(Grafos Eulerianos

2.1 Teoria de Grafos

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos e resultados da Teoria de Grafos,
necessarios para compreensao dos trabalhos de Swan ( [13] e [14]) e de Hutchinson
(|7]), tendo como referéncia principal o livro de Bondy e Murty ([1]).

Um grafo G é uma tripla ordenada (V(G), E(G),%¢), que consiste em um
conjunto V' (G) nao vazio de pontos, chamado de vértices, um conjunto (disjunto de
V(G)) de segmentos E(G) , chamados de arestas, e uma fun¢ao de incidéncia g,
que associa cada aresta de G a um par de vértices (ndo necessariamente distintos)
de G. No caso de grafos direcionados, a funcao de incidéncia associa cada aresta a
um par ordenado de vértices, nao necessariamente distintos. Nas defini¢coes a seguir,
o termo grafo é utilizado para se referir a grafos direcionados e nao direcionados.

Um grafo H é subgrafo de G (denotado por H C G) se V(H) C V(G),
E(H) C E(G) e g é uma restricao de ¢ a E(H). Todo grafo pode ser repre-
sentado por um diagrama, onde cada vértice é indicado por um ponto e cada aresta
se torna um segmento ligando os pontos que representam seus extremos. Se o grafo
é direcionado, os segmentos sao orientados e, por isso, alguns textos utilizam grafos
orientados ao invés de grafos direcionados. E claro que nio existe uma tinica forma
de representar um grafo, ja que a posicao dos pontos que representam os vértices e

a maneira de tracar os segmentos representando as arestas nao interferem nas pro-
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priedades do grafo. O exemplo a seguir exibe um grafo nao direcionado G com uma
de suas possiveis representacoes, e um grafo direcionado H, obtido ao escolhermos

uma orientacao em G.

Exemplo 2.1.1. G = (V(G), E(G),¢), onde
V(G) = {P17P27P37P4}7

E(G) = {61’ €2, €3, €4, €5, 66}

wG(€1) = P1P271/1G(€2) = P2P371/1G(€3) = PP,
VYales) = PyPr,vales) = PLPs,va(es) = PPy

€ um grafo.

Figura 2.1: Grafo nao direcionado G

Consideremos agora H, onde V(H) =V (G) e E(H) = E(G), mas ¥y associa

cada aresta e, a um par ordenado (P;, P;) de vértices.

Figura 2.2: Grafo direcionado H
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Notemos que, em ambos os diagramas acima, as arestas e; e eg se cruzam em
um ponto que nao é um vértice. Os grafos representados por diagramas nos quais as
arestas se cruzam apenas em vértices sao chamados de planares. Se e é uma aresta
e P e Q sdo vértices tais que 1¥g(e) = PQ, dizemos que e liga P e Q, e P e @ sao
os extremos de e. Dizemos também que os extremos de uma aresta sao incidentes a
aresta, e vice-versa. Dois vértices incidentes a uma mesma aresta sao chamados de
adjacentes, assim como duas arestas incidentes a um mesmo vértice.

Observemos que nao excluimos a possibilidade de existir uma aresta ligando
um vértice a ele mesmo. Tal aresta é chamada de loop. Também é possivel que dois
vértices estejam ligados por mais de uma aresta. Grafos que nao possuem loops e
nos quais dois vértices sao ligados por uma tinica aresta sao chamados de simples.

Seja V' o niimero de vértices e E o nimero total de arestas de GG. Neste texto
vamos considerar apenas grafos finitos, ou seja, quando V e E sao finitos. Um grafo
que contém apenas um vértice é chamado de trivial. Se P é um vértice qualquer de
G, definimos o grau de P como sendo o total de arestas que iniciam ou terminam
em P. Uma aresta que liga P a si mesmo é contada duas vezes. Especificamente
para o caso de grafos direcionados, definimos o fluzo de P como o nimero de arestas
comecando em P menos o niimero de arestas que terminam em P.

Um caminho em G é uma sequéncia nao nula w = FPyeiPies. .. e Py, cujos
termos sao, alternadamente, vértices e arestas, tais que os extremos de e; sao P;,_;
e P, para 1 < 1 < k. Dizemos que w é um caminho de P, a P, chamados de
ponto incial e ponto final de w, respectivamente. O inteiro k é o comprimento de
w. Geralmente omitimos os vértices ao escrever um caminho, escrevendo apenas
W = e1ey...ceL.

Dois vértices P e () estao conectados se existe um caminho w de P a ) em G.
Definimos uma relagao de equivaléncia em V' (G), considerando que P e ) estdao na
mesma, classe se, e somente se, P e () estao conectados. Entao existe uma particao
de V(G) em conjuntos Vi, ..., V., e os subgrafos Gy, ..., G, sao as componentes de
G. Se GG possui apenas uma componente, dizemos que G é conero, caso contrario,
G é desconezo.

A partir de agora, assumimos que nenhum vértice de G tem grau 0 e que um
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caminho em G é uma sequéncia de arestas distintas. Na demonstracao do
Teorema de Amitsur-Levitzki a partir de Teoria de Grafos é considerado um tipo

especial de caminho, chamado de caminho euleriano.

Definicao 2.1.2. Se P e () sao vértices de G, um caminho euleriano de P a @)
consiste em uma enumeracao e, . ..,eg de todas as arestas de G de tal forma que
(a) e; comeca em P.
(b) eg termina em Q.

(c) Para 1 < i< E, o ponto inicial de e;y1 € o ponto final de e;.

Intuitivamente, um caminho euleriano é uma forma de percorrer o grafo, de P
a (), passando por todas as arestas exatamente uma vez, respeitando a orientacao.
Um grafo que possui um caminho euleriano é chamado de grafo euleriano.

A proposicao abaixo exibe uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um

grafo conexo seja euleriano.

Proposicao 2.1.3. Seja G um grafo conexo nao trivial. Denotando por P e @ o
ponto incial e final, respectivamente, de um caminho euleriano em G, temos:

(a) G € euleriano com P = @ se, e somente se, todo vértice de G tem grau
par. Nestas condigoes, qualquer ponto de G pode ser tomado como ponto incial e
final de um caminho euleriano.

(b) G € euleriano com P # Q se, e somente se, P e Q) sao o0s inicos vértices
de G que possuem grau impar. Nestas condicoes, qualquer caminho euleriano em G

deve comecar em P (respec. Q) e terminar em @ (respec. P).

Demonstragao: (a) Seja G um grafo euleriano com caminho euleriano w, no qual
P = ). Tomemos U um vértice arbitrario de G. Se U nao é ponto inicial de w
(e logo, também nao é ponto final), cada vez que U aparece em w contamos duas
arestas: uma para “chegar” e outra para “sair” de U. No caso de U ser ponto inicial
de w, contamos uma aresta ao “sair” de U pela primeira vez, e outra ao “chegar” a
U pela tltima vez, enquanto todas as outras ocorréncias de U em w contribui com
valor 2 ao grau de U. Portanto, em ambas as situagoes, U tem grau par.

Por outro lado, suponhamos GG um grafo conexo nao trivial, no qual todo vértice

tem grau par. Faremos por indugao sobre o ntimero de arestas E. Para F = 2 e
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E = 3, as tnicas possibilidades para que G satisfaca as hipoteses do teorema é se G

tiver as seguintes representagoes

Figura 2.3: Casos £ =2e F =3

Em ambos os caso, GG sera euleriano. Assumimos entao que todo grafo conexo
nao trivial contendo apenas vértices de grau par e com menos de E arestas (F > 4)
é euleriano.

Seja G um grafo conexo nao trivial com E arestas. Para um vértice W em G,
consideremos w um caminho euleriano de W a W. Tal caminho euleriano sempre
existe em (G, uma vez que se wy ¢ um caminho qualquer de W a U, com W # U, entao
necessariamente um nimero impar de arestas de G incidentes a U estao presentes em
wp. Haveria, assim, ao menos uma aresta incidente a U de tal forma que o caminho
wo poderia ser estendido a um caminho wy, também comecando em W e com mais
arestas que o anterior. Caso w; nao termine em W, o0 mesmo argumento nos permite
estendé-lo a um novo caminho. Procedendo desta forma, obtemos o caminho w de
Wa W como desejado.

Se w contém toda aresta de G, é um caminho euleriano e, portanto, G é
euleriano. Caso contrério, existem arestas de G que nao estao em w, e o grafo
G, obtido a partir de G' removendo as arestas presentes em w e qualquer vértice
isolado resultante, é nao trivial. Todos os vértices de G’ tem grau par e cada uma
de suas componentes (conexas) é um grafo nao trivial com menos de E arestas, logo
é euleriano.

Como G é conexo, toda componente H;’ de G' contém um vértice W; que
também estd em w. Entao podemos considerar em G o caminho euleriano @, que é

o caminho w acrescentado do caminho euleriano de cada componente H; no ponto
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W;, em uma das vezes que W, ocorre em w. Em outras palavras, ao percorrer w,
incluimos o caminho euleriano de H; na primeira ocorréncia do ponto W,. Este

caminho resultante w é euleriano em G.

(b) Supondo G euleriano, podemos aplicar o0 mesmo raciocinio do item acima
para concluir que apenas P e () possuem grau impar.

Assumimos que GG é um grafo conexo nao trivial, no qual apenas dois vértices,
U e W, tenham grau impar. Se G nao contém a aresta e que liga U e W, entao
o grafo G + {e} é euleriano, uma vez que todos os vértices passam a ter grau par.
Assim, existe um caminho euleriano de U a U, no qual a ultima aresta percorrida é
e. Removendo esta aresta, temos um caminho euleriano de U a V' e, portanto, G é
euleriano.

Se G possui aresta ligando U a W, podemos adicionar um novo vértice Z e
duas arestas e e €/, que ligam U a Z e W a Z, respectivamente. Este novo grafo H é
euleriano, ja que todo vértice possui grau par, e entao existe um caminho euleriano
de U a U no qual as ultimas arestas percorridas sao e e ¢/. Removendo estas arestas,
obtemos um caminho euleriano em G de U a W. Logo, G é euleriano.

H4a um resultado semelhante para grafos direcionados, que exibe condicoes

necessarias para a existéncia de caminhos eulerianos nestes grafos.

Proposicao 2.1.4. Seja G um grafo nao trivial e P, Q) vértices de G. Se existe um

caminho euleriano de P a @), entao:

a) G é conezxo.

(a)
(b) Todo vértice diferente de P e Q) tem fluzo 0.

(c) Se P =Q, entao P tem fluzo 0.

(d) Se P # Q, entao P tem fluro +1 e Q tem fluzo —1.

Demonstragao: A validade de (a) é 6bvia, pois se G nao fosse conexo, nao
existiria caminho de P a () passando por todas as arestas de (G. Para verificar o
item (b), basta notar que, como um caminho euleriano de P a @ percorre cada
aresta exatemente uma vez, toda vez que “chegamos” a um ponto M (diferente de

P e @) por uma aresta, devemos “sair” de M por uma aresta distinta. Logo, M
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possui um nimero par de arestas incidentes a ele, onde metade delas comeca em M
e a outra metade termina em M, ou seja, o fluxo de M é 0. O mesmo raciocinio
pode ser aplicado ao item (c¢): se P = @, toda vez que o caminho euleriano passa
por este ponto, “saimos” por uma aresta e “chegamos” por outra distinta, inclusive
na primeira e na ultima aresta percorridas. Por fim, para o item (d), se P # Q,
“safmos” de P uma vez a mais do que “chegamos” a ele, e, para (), acontece o oposto.

Notemos que se um grafo G possui um caminho euleriano de P a (), com
P # @, entao P e () sao unicamente determinados. Caso contrario, podemos esco-
lher qualquer vértice como ponto inicial P do caminho euleriano em G.

Um importante resultado relacionando grafos e aplicacoes em &algebra é o

Teorema de Swan, para o qual dedicamos a proxima secao.

2.2 0O Teorema de Swan

Seja G um grafo direcionado e fixemos uma ordenacao ey,...,ep arbitraria
das arestas de (G. Para cada ¢ € Sg, a sequéncia w = (60(1),...,60(E)) define
uma permutacdo das arestas de G. O sinal de w, denotado por sign(w), é o sinal
da permutacdo associada . E claro que nem toda permutacdo nas arestas é um
caminho euleriano, mesmo que o grafo seja euleriano. Entretanto, é possivel garantir
que, em um grafo G satisfazendo FE > 2V, se existe um caminho euleriano em G,

existe outro caminho euleriano com sinal oposto.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Swan). Seja G um grafo com V' vértices e E arestas,
satisfazendo E > 2V, e fire P e Q) vértices arbitrarios de G, nao necessariamente

distintos. Entdo o nimero de caminhos eulerianos w de P a @ com sign(w) = +1 é

igual ao nimero de caminhos eulerianos w de P a Q com sign(w) = —1.

Antes da demonstracao deste resultado, sao necessarias algumas observacoes.

Considere GG um grafo nas condicoes do teorema anterior. Entao:

1. Se duas arestas e e ¢’ de G possuem o mesmo ponto inicial e 0 mesmo ponto

final, entao o teorema é valido para G. Basta considerar que, dado um caminho
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. . . . /
euleriano w, podemos definir um caminho euleriano w apenas permutando e

e ¢'. E claro que sign(w) = — sign(w’).

. O teorema é trivialmente satisfeito se G nao é conexo, ji que nao existiria

nenhum caminho euleriano em G.

. Se o teorema é verdadeiro para o caso onde F = 2V, entao é verdadeiro para
o caso E > 2V. De fato, se G é um grafo com E > 2V podemos acrescentar
k = E —2V novos vértices e arestas (como na figura abaixo), obtendo um novo

grafo G

Figura 2.4: Grafo G' (Observacio 3)

Este novo grafo G' possui B = E + E — 2V = 2(E — V) arestas e
V' =V + FE -2V = E —V vértices, ou seja, E' = 2V'. Da maneira como
os vértices e as arestas foram acrescentados, s6 hd uma maneira de percorrer
de P; a P. Assim, para um vértice () arbitrario em (G, existe uma correspon-
déncia biunivoca entre os caminhos eulerianos de P; a Q em G’ e os caminhos
eulerianos de P a Q em GG. Além disso, esta correspondéncia preserva o sinal

de um caminho euleriano, garantindo a validade do teorema para G.

. Se o teorema é valido para o caso onde EF = 2V e todos os vértices tem fluxo
0, entao o teorema é valido no caso geral. Como visto anteriormente, para
que GG tenha um caminho euleriano, s6 h& duas possibilidades: P = ) e todo
vértice de G possui fluxo 0; ou P # @), com fluxo de P igual a +1 e fluxo de )
igual a —1. Suponhamos entao que P # ) em G, e definimos um novo grafo

/ , .
G acrescentando um vértice R e duas arestas a G, conforme a figura.
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Q

Figura 2.5: Grafo G' (Observacio 4)

O grafo G' também satisfaz E = 2V e qualquer um de seus vértices tem fluxo
0, logo o teorema é verdadeiro para G'. Existe uma correspondéncia biunivoca
entre os caminhos eulerianos de P a () em G e os caminhos eulerianos de R
a R em G . Novamente, esta correspondéncia preserva o sinal de um caminho

euleriano, e assim, o teorema também é valido para G.

De acordo com as observacoes anteriores, é suficiente demonstrar o teorema
para o caso em que (G é conexo, satisfaz £ = 2V e todos os seus vértices possuem
fluxo 0. Procederemos por inducao sobre o nimero de vértices V. Para o caso em
que V =1, o teorema é trivial pela observacao 1 acima. Assumimos entao que V' > 1
e que o teorema é valido para todo grafo orientado H nas condicoes do teorema e

com E(H) < E(G). Nestas condicoes, temos o seguinte lema.

Lema 2.2.2. Se G possui um vértice X de grau 2 tal que as duas arestas e e €
incidentes a X, ligam P a X e X a P, respectivamente, entao o teorema € vdlido

para G.

Demonstracio: Seja G' o grafo orientado obtido a partir de G ao eliminarmos
o vértice X e as arestas e e ¢/. Pela hipotese de indugao, o teorema é valido para
G'. Qualquer caminho euleriano w em G’ ¢é da forma mmy...m,, onde m; é um
caminho comecando e terminando em P, mas que nao passa por P em nenhum
outro momento. Assim, é claro que n é o niimero de arestas de w que partem de P.
Como um caminho euleriano percorre todas as arestas de G, n é o mesmo para todo
caminho euleriano em G.

Denotemos por A o caminho ee¢’ de P a P em G. Todos os possiveis caminhos

eulerianos em G sao da forma Amy...7m,, mA... T, ..., T1... T\, onde m ... 7,
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¢ um caminho euleriano em G'. Logo, para cada caminho euleriano em G, temos
n + 1 caminhos eulerianos em G.

Podemos escolher uma ordenacao das arestas na qual e e €' sao as tltimas e,
com isso, sign(my ...m,A) = sign(m;...7,). Como A é um caminho composto por

duas arestas, sempre temos
sign(my ... mATLy .. T,) = sign(my .. TN,

~ . . 4 .
Entao, denotando por w os caminhos eulerianos em G e por w os caminhos

. !
eulerianos em G, temos

Zsign(w) =(n+1) Zsign(w/) = 0.

[

Demonstragdo: |[Teorema de Swan] Como observado anteriormente, assumi-

mos V' > 1 e que o teorema é valido para grafos com menos arestas que GG. Temos
trés casos:

Caso 1:G possui um vértice de grau 4 e 3 arestas incidentes (ou seja, uma

aresta ¢ um loop). A figura abaixo ilustra a configuracao de G.

Figura 2.6: Configuragao de G (Caso 1)

Se P = B, todo caminho euleriano w deve comecar ou terminar com e;. Ob-
temos um novo caminho w’ ao mover e, para o fim ou inicio (respectivamente) de w
e, obviamente, sign(w) = —sign(w").

Se P # B, definimos um novo grafo G' ao considerar uma nova aresta

e ligando A a C, no lugar do caminho ey Be; Bes.
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A > C<

Figura 2.7: Grafo G’ (Caso 1)

Como G tem menos arestas que G, o teorema ¢ valido para G'. A substituicio
de e; Bey Bes por e nao interfere nos caminhos eulerianos, uma vez que s6 existe uma
possibilidade de ir de A a C' em . Assim, existe uma correspondéncia biunivoca e
que preserva sinais entre os caminhos eulerianos de P a P em G e em G'. Logo o
resultado também vale para G.

Este é o tinico caso em que utilizamos a hipotese de indugao. Os proximos
casos serao reduzidos a este.

Caso 2: G tem um vértice de grau 2.

Como E >V, nao é possivel que todo vértice tenha grau 2. Ainda mais, como
G é conexo e todo vértice tem fluxo 0, G contém a configuracao abaixo, onde A é

um vértice com ordem maior que 2.

X @
Y ©.
a

Figura 2.8: Configuracao de G (Caso 2)

Se P # A e P # B, definimos, para cada aresta e;, ¢ = 1,..., k, terminando
em A, um novo grafo GG; a partir das transformacoes indicadas na figura abaixo. A

parte nao exibida de GG permanece inalterada, mantendo G conexo.
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Y ®.

Figura 2.9: Grafo G; (Caso 2, P # Ae P # B)

Considerando os caminhos eulerianos em G, percebemos que, em todos eles, a
aresta e é precedida por algum e;. Assim, todo caminho euleriano em G também
¢ euleriano em algum G;, mas nao em G, se ¢ # j. Por outro lado, um caminho
euleriano em qualquer G;, é euleriano em G. Esta correspondéncia também preserva
os sinais entre os caminhos eulerianos de G e os de G;. Cada G satisfaz a condigao
do Caso 1 e, portanto, o resultado esté satisfeito.

Para P = A e A # C, podemos aplicar o argumento anterior, apenas conside-
rando B e C no lugar de B e A. Para cada e; comecando em C', definimos o grafo G;

como na figura abaixo. Novamente, a parte nao exibida de G permanece inalterada.

€ 0 6 €y c0r €

Figura 2.10: Grafo G (Caso 2, P=Ae A# O)

Em qualquer caminho euleriano de G, ¢’ precede e;, para algum i. Conse-
. , , . / , .
quentemente, este caminho também ¢é euleriano em algum G,. Além disso, dado um
. . ! 4 , . ! .
caminho euleriano em algum G, também serd euleriano em G. Cada G, satisfaz

o Caso 1, logo o teorema vale para G;. Pela bijecao existente entre os caminhos
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. ! . , .
eulerianos de G e G, concluimos que o teorema é verdadeiro para G.
Quando P = A = C, aplicamos o Lema 2.2.2 com X = B, e entao o teorema

também vale para este caso.

Figura 2.11: Grafo G (Caso 3, P = A = ()

Suponhamos agora P = B e considere G;, i = 1,..., k, os grafos construidos
como na Figura 2.9. Definimos U como o conjunto dos caminhos eulerianos em
G comecando em A, U’ o conjunto de tais caminhos que comecam com e, e U; o
conjunto de caminhos eulerianos em (; comecando em A. Como vimos anterior-
mente, U = U UU;, uma unido disjunta. Mostramos acima que o teorema é valido
se P = A, ou seja, é verdadeiro em U. Também temos a validade do resultado
para Uj, pois vale para G;. Entdo > sign(w') = 0, onde w' sdo os elementos de
U'. Mas existe uma correspondéncia biunivoca entre U’ e o conjunto dos caminhos
eulerianos comecando em B, dada por ee’e;...e, <> €'e;...epe. Comon=E—2¢é
par, sign(ec’e; ...e,) = —sign(€e’e; . ..e,e), e a bijecao reverte o sinal dos caminhos
eulerianos, levando positivos em negativos, e negativos em positivos. Portanto, o
teorema é valido para este caso.

Caso 3: Caso 1 e Caso 2 nao se aplicam.

O grau de cada vértice é par, pois tem fluxo 0, e G nao possui nenhum vértice
de grau 2. Logo, o grau de cada vértice deve ser no minimo 4. Como E = 2V e
cada aresta é incidente a dois vértices, temos que cada vértice tem, em média, grau
2(E/V) = 4. Assim, se existir um vértice com, digamos, grau 6, devera existir um

vértice com grau 2. Mas, como assumimos que o Caso 2 nao se aplica, nao existe
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vértice de grau 2 em G. Dessa forma, cada vértice tem grau 4, e GG possui a seguinte

configuragao.

Figura 2.12: Configuracao de GG - Caso 3

Se P # A e P # B, consideramos os grafos G; e GG abaixo.

Figura 2.14: Grafo G5

Ambos os grafos satisfazem o Caso 2, uma vez que A possui grau 2. Entao o
teorema é valido para G e Gs.

Para cada caminho euleriano w em G temos exatamente duas possibilidades:

(i) Se w possui a sequéncia ejez (logo, possui esey), entdo w é um caminho

euleriano em Gj.
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(i) Se w possui a sequéncia eses (consequentemente, possui ejey), entao tam-
bém é um caminho euleriano em Gs.

Entretanto, podemos ter caminhos eulerianos em G e Gg, que nao sao euleri-
anos em (G. Em (1, tais caminhos possuem as sequéncias eseg ou eser. Aqueles que
possuem a primeira sequéncia, também possuem eseser, enquanto os que possuem a
segunda, também possuem eseseg. Da mesma forma, os caminhos eulerianos em G,
que nao sao eulerianos em G sao 0s que possuem ejeg OU e1€7, e portanto, possuem
ese 7 Ol €5€4€6, respectivamente.

Os caminhos eulerianos em G ou Gy que possuem a sequéncia eseseg, SA0 0S
caminhos eulerianos do grafo G; abaixo, enquanto os que possuem eseger, SA0 0S

caminhos eulerianos de Gg.

Figura 2.15: Grafo Gg

Figura 2.16: Grafo G

Assim, os caminhos eulerianos de G; (i = 1,2) sdo os caminhos eulerianos em
G ou em algum G, (j = 6,7). Como o caso 1 se aplica a Gg e G7, e 0 caso 2 se
aplica a GG; e G, o teorema é valido para G.

Observemos que, se P é o ponto incial de um caminho euleriano de tal forma

que existe uma aresta e em (G nao incidente a P, podemos considerar e como a

52



aresta ey da Figura 2.12. Entao teremos pontos A e B distintos de P, que é o caso
acima.

Por fim, suponhamos que toda aresta de G é incidente a P. Sejam P, Ay,..., A,
os vértices de G. Entao E = 2V = 2n + 2. Cada A; tem fluxo 0, logo deve estar
ligado a P por, no minimo, duas arestas, totalizando 2n arestas. Como F = 2n + 2,
temos duas possibilidades para as arestas restantes: sao loops em P ou ambas ligam
P a um mesmo A;.

A observacao 1 garante a validade do teorema para o caso em que as arestas
sao loops, e, para o caso em que ambas ligam P a um mesmo A;, basta considerar

o Lema 2.2.2 com X = A;, para algum j # 7.
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Capitulo 3

Aplicacoes da Teoria de Grafos a

Pl-algebra

Como vimos no primeiro capitulo, varios problemas abordados em PI-algebra
sao tratados olhando para os elementos da base. No caso de matrizes, as matrizes
elementares formam uma base e a multiplicacao de matrizes elementares pode ser
interpretada utilizando grafos, facilitando calculos envolvendo tais matrizes. Para

qualquer conjunto de matrizes elementares
M ={Ej| (i,j) € I} C M,(K)

definimos um grafo direcionado G = G(M) com conjunto de vértices
V(G) = {1,...,n} e o conjunto (com possivel repeticdo de elementos) de ares-
tas E(G) = {(i,4)|(¢,4) € I}. Um produto de matrizes elementares FE; j, ... E; ;.
é nao nulo se, e somente se, as arestas (i1, 1), ..., (i, jx) formam um caminho no

grafo G. Vejamos o seguinte exemplo

Exemplo 3.0.3. Consideremosn =4 e M = {E11, E11, Ers, F14, Eo1, B3} O grafo
G = G(M) possui 4 vértices e 6 arestas, cada uma correspondendo ao par (i,7),

onde i,j se referem a matriz E;;. A Figura 3.1 representa o grafo G assim obtido.

Denotando por o e [ as duas arestas referentes a Ei1, todos os caminhos

eulerianos em G sao

135141 53525154,
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1%1 5352515154
1535251315154,
1212153525124,
125153525131 54,

1535251519154,

Os produtos correspondentes a estes caminhos sao 0s unicos nao nulos, dentre

todos o0s produtos possiveis das matrizes {E11, E11, Ers, F1a, Fo1, E32}.

3

Figura 3.1: Representacao grafica da multiplicagao de matrizes elementares

Esta interpretacao grafica para produtos de matrizes elementares justifica a
utilizacao de Teoria de Grafos em problemas de Pl-teoria que envolvem identidades
polinomiais multilineares na algebra de matrizes. Essencialmente, basta construir
um grafo adequado ao problema algébrico para reduzi-lo a uma questao de Teoria

de Grafos.

3.1 O Teorema de Amitsur-Levitzki

Veremos agora como Swan ([13] e [14]) empregou a técnica envolvendo grafos

para obter uma demonstracao mais simples do Teorema 1.5.1.

Demonstragdo: [Teorema de Amitsur-Levitzki, [13]] Conforme observado

anteriormente, a identidade standard ¢ um polindmio multilinear e, assim, basta
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verificar que sy, = 0 quando avaliado em elementos da base de M, (K). Consi-
deremos como base de M, (K) o conjunto formado pelas n? matrizes elementares
FEi1,...,En. E claro que cada matriz A € M, (K) se escreve como combinagao
linear destas matrizes.

Ja vimos também que a identidade standard avaliada em elementos repetidos
sempre é igual a 0. Dessa forma, mostraremos que S, (Ag,...,As,) = 0 para
quaisquer matrizes elementares Ay, ..., As, distintas.

Dadas as matrizes elementares A, ..., As,, todas distintas, construimos um
grafo G como segue. G possui n vértices Pp,..., P, e uma aresta e; para cada

matriz elementar A; onde, se Ay = E;;, a aresta e, tem F; como ponto inicial e P;

j
como ponto final. Pela construcao, G satisfaz F = 2V e, entao, podemos aplicar o
Teorema de Swan.

A multiplicacao de matrizes elementares, utilizando grafos, nos garante que
um produto Ay ... Ag(2,) tem entrada (4, j) ndo nula se, e somente se, a sequéncia,
correspondente de arestas e,(1) ... €y(2,) ¢ um caminho euleriano de P; a P;. Neste
caso, a entrada (i,7) é 1.

Cada termo (—1)7A,)... Ay da identidade standard calculada em
Ay, ..., Ay, corresponde ao caminho e, 1) ... €42,y acompanhado de seu sinal. Al-
guns desses termos podem ser nulos, caso nao representem um caminho euleriano.
Se €4(1) - - - €o(2n) for um caminho euleriano de P; a P;j, o Teorema de Swan garante
que existe um caminho euleriano de F; a P; com sinal oposto. Logo, os termos nao
nulos de sy, (A1, ..., Ag,) ocorrem aos pares e com sinais opostos, garantindo que

Son (Al,...,Agn) = 0. [ |

O exemplo a seguir ilustra a construcao do grafo GG feita na demonstracao.

Exemplo 3.1.1. Consideremos o caso em que n = 3 e tomemos as matrizes ele-
mentares E1, F1a, Fhs, Ea1, Es1, E33. O grafo G obtido tem a representacao indicada
na Figura 3.2.

Notemos que todos os vértices de G tem grau par. Assim, um caminho eu-
lertano em G tem ponto inicial igual ao ponto final, podendo ser qualquer um dos

vértices. Analisando as orientacoes das arestas, percebemos que 0s 1inicos caminhos
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eulerianos sao

e De P, a Py, temos ejexe e3e6es, €1€366€5€2€4 € €9€4€16366€5 com. sinal positivo;

€ €2€4€3€6€5€1, €3€5€5€1€2€4 € €3€6E5E2€4€1 COM, sinal negativo.

e De P, a P, temos egeiezegeses com sinal negativo; e egesegeseies com sinal

positivo.

e De P5 a P3, temos egesesegeres e egesereseses com sinal positivo; e eseseqereseq

€ eseeaee3eg com sinal negativo.

Figura 3.2: Grafo G

Portanto, s¢ (E11, Ehra, Ehs, Eor, B3y, Es3) = 0.

3.2 Identidades Polinomiais para Matrizes Antissi-

métricas

Como vimos, o polindmio standard de grau 2n é a identidade polinomial mul-
tilinear de menor grau para a algebra M, (K). Em particular, as matrizes antissi-
métricas também satisfazem o Teorema de Amitsur-Levitzki. Entretanto, Kostant
[8] utilizou cohomologia para demonstrar que as matrizes antissimétricas de ordem
n sobre os complexos satisfazem a identidade standard de grau 2n — 2 se n é par.
Posteriormente, Hutchinson [7] utilizou teoria de grafos para demonstrar que o resul-

tado de Kostant para matrizes antissimétricas sobre um corpo K, com charK = 0, é
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verdadeiro para qualquer n e que 2n — 2 é o menor grau possivel. Especificamente,

temos os seguintes resultados:

Teorema 3.2.1. Se Aj,..., A, sao matrizes antissimétricas em M,(K) e

m > 2n — 2, entdo Sp,(Aq, ..., Ay) = 0.

Teorema 3.2.2. Sem < 2n—2, entao existem m matrizes antissimétricas Ay, ..., An,

em M,(K), tais que sp,(Aq, ..., Ay) # 0.

Vamos agora estudar esta interessante aplicagao de Teoria de Grafos. Consi-
deremos K um corpo de caracteristica 0. Como Swan [13| fez para o Teorema de
Amitsur-Levitzki, temos que encontrar uma interpretacao grafica apropriada para
o problema e mostrar que o resultado vale para tal grafo. Destacamos que, para
provar o Teorema 3.2.1, basta verificarmos para uma base de matrizes antissimé-
tricas, uma vez que a identidade standard é multilinear. Escolhemos como base as
matrizes antissimétricas cujas entradas sao todas nulas, exceto por duas: a;; e aj;,
com valores +1. Entao, dado um conjunto com m matrizes da base, construimos
um grafo direcionado com n vértices Py, ..., P,, e m arestas ey, ..., e,,, onde uma
aresta ey ¢ direcionada do vértice P; para o vértice P; para cada matriz elementar
Aj no conjunto dado satisfazendo a;; = +1. Mais adiante daremos um exemplo
desta construcao (Exemplo 3.2.5).

Analogamente, para provar o Teorema 3.2.2, exibiremos um grafo adequado,
com n vértices e m arestas e, a partir dele, construimos m matrizes de ordem n que
nao satisfazem a identidade standard de grau m.

A partir de agora, os resultados considerados envolverao, em alguns momen-
tos, grafos parcialmente direcionados, isto é, grafos nos quais nem todas as arestas
possuem orientacao. Dessa forma, serao necessarias novas definicoes a respeito de
Teoria de Grafos, complementando as apresentadas no Capitulo 2. A mais impor-

tante delas é a defini¢ao seguinte.

Definicao 3.2.3. Um E-caminho em um grafo direcionado ou parcialmente direci-
onado G € um caminho em G que percorre cada aresta de G exatamente uma vez,

podendo percorré-las em qualquer sentido, independente da orientacao.
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Quando consideramos grafos direcionados (ou parcialmente direcionados), um
caminho euleriano difere de um E-caminho apenas em um apecto: enquanto o pri-
meiro percorre cada aresta respeitando sua orientacao, o segundo pode percorrer
uma aresta no sentido contrario a de sua orientacao. No caso de grafos nao direcio-
nados, nao ha diferenca entre estes conceitos.

Se o E-caminho é fechado, isto é, o ponto inicial e final coincidem, o denomina-
mos FE-circuito. Enquanto o sinal de um caminho euleriano é o sinal da permutacao
associada, o sinal de um E-caminho em um grafo direcionado (ou parcialmente dire-
cionado) é dado pelo produto sign(o) - (—1)?, onde o é a permutagio associada das
arestas e (—1)* é o coeficiente de orienta¢cio do E-caminho, no qual z é o nimero
de arestas percorridas no sentido oposto ao de sua orientacgao.

Um E-caminho é positivo se seu sinal é +1. Analogamente, um E-caminho é
negativo se seu sinal é —1. Dizemos que um conjunto de caminhos se cancela se
existe 0 mesmo niimero de caminhos positivos e negativos no conjunto.

Dois conjuntos de caminhos sao isomorfos se existe uma correspondéncia biu-
nivoca entre os caminhos e que respeite o sinal, no seguinte sentido: os caminhos
correspondentes tem sempre o mesmo sinal, ou sempre o sinal oposto. No primeiro
caso, a correspondéncia preserva o sinal, e, no segundo, altera. Frequentemente,
para demonstrar que um dado conjunto S de caminhos se cancela, mostramos que

L. . ’ .
S é isomorfo a um conjunto S de caminhos que se cancela.

Definicao 3.2.4. Um vértice V' de um grafo direcionado ou parcialmente direcio-
nado € chamado de vértice nulo se o conjunto de todos os E-caminhos comegcando
em V se cancela. Dizemos que G é um grafo nulo se todos os seus vértices sao

nulos.

Para obtermos a interpretacao grafica do problema original envolvendo ma-
trizes, basta observarmos que se Aj, ..., A, sao elementos da base (como definida
anteriormente) das matrizes antissimétricas de ordem n, entdo a matriz resultante
Sm(Aq, ..., Ay) tem como entrada a;; o nimero de E-caminhos positivos indo do
vértice P; a P; em G, menos o ntimero de E-caminhos negativos de P; a P;. Esta

situacao é ilustrada no exemplo abaixo.
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Exemplo 3.2.5. Consideremos n =m = 3. Sejam

0 10 0 0 0 0 01
A= =1 00 |,4=]0 0 11|, A= 0 0 0
0 0 0 0 -1 0 -1 0 0

Temos o sequinte grafo G:

Figura 3.3: Grafo G.

Notemos que existem exatamente seis E-circuitos no grafo acima. Cada en-

trada de s3 (Ay, Ag, Ag) = > As)As2)Asz) € associado aos E-circuitos da se-

og€ES3

guinte maneira:

e Fristem dois E-circuitos em Py: ejeses e ezeser, ambos com sinal —1. Assim,

o elemento ayy de sz (Ay, Ag, Az) € —2.

e (s dois E-circuitos em P, sao eseqez e erezes, ambos com sinal —1. O elemento

929 de S3 (Al,AQ,Ag) € —2.

e (s E-circuitos em P3 sao esejes e esees, ambos com sinal —1. Logo, também

temos —2 na entrada asg de sz (Ay, A, As).

As demais entradas sao nulas, uma vez que nao existem outros E-caminhos
em G. Ao calcular s3 (Aq, As, Ag), vemos que cada termo do somatdrio representa
um E-caminho de P; a P;, com a;; = £1: o sinal que acompanha 1 € o coeficiente
de orientacao do E-caminho. Além disso, cada termo é multiplicado pelo sinal da
permutacao correspondente, garantindo que cada entrada a;; da matriz resultante é

o numero de caminhos positivos menos o nimero de caminhos negativos de P; a P;.
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Considerando esta interpretagao, podemos reescrever os Teoremas 3.2.1 e 3.2.2

como os resultados abaixo, respectivamente.

Teorema 3.2.6. Se G ¢ um grafo direcionado com n vértices e m arestas, e se

m > 2n — 2, entao G € nulo.

Teorema 3.2.7. Dadon > 2 e m < 2n — 2, existe um grafo direcionado com n

vértices e m arestas que nao € nulo.

As seguintes observacoes simplificam as demonstracoes destes teoremas. To-
memos G um grafo direcionado ou parcialmente direcionado, com n vértices e m

arestas.

1. Se o grafo G nao possui 0 ou 2 vértices de grau impar (isto é, o grafo nao
orientado G nao é euleriano), entdo G é trivialmente nulo, uma vez que nao

existem F-caminhos em G.

2. Se G é nulo com um rotulamento de suas m arestas, entao é nulo com qualquer

rotulamento de arestas.

3. Se G & nulo com uma dada orientacao de suas arestas, entao é nulo com
qualquer orientacao das arestas, desde que arestas direcionadas continuem

direcionadas, e as nao direcionadas, permanecam nao direcionadas.

4. Se GG contém dois vértices que sao unidos por duas ou mais arestas direcionadas,
ou por duas ou mais arestas nao direcionadas, G é nulo. Em ambos os casos,
é facil ver que apenas o sinal da permutacao associada interfere no sinal do

novo E-caminho, obtido ao permutar tais arestas.
5. Se m > 2n, GG é nulo, pois satisfaz o Teorema de Swan 2.2.1.

6. Se G contém exatamente dois vértices de grau impar, entao G é nulo se, e
somente se, um desses vértices é nulo. E claro que se G é nulo, todos os seus
vértices sao nulos. Por outro lado, se V e W sao os vértices de grau impar
de G, entao todo E-caminho comeca em V e temina em W, ou o contrario.

O conjunto de todos os E-caminhos comecando em V' é isomorfo ao conjunto

61



de todos os E-caminhos comecando em W, onde esse isomorfismo leva um E-
caminho w no caminho inverso w™!, definido como o caminho w percorrido de

“tras para frente”. Assim, W também é nulo e, portanto, G é grafo nulo.

A definicdo a seguir introduz uma importante classe de grafos, que serd o

objeto principal dos resultados apresentados deste momento em diante.

Definicao 3.2.8. Definimos C(n,m,p) como sendo o conjunto de todos os grafos
G directonados ou parcialmente direcionados com n vértices e m arestas, das quais
exatamente p arestas sao nao orientadas, e que satisfazem

(a) G € conexo e contém exatamente 0 ou 2 vértices de grau impar;

(b) G pode conter arestas mailtiplas;

(c) G pode conter loops nao orientados, mas nao loops orientados.

Notemos que qualquer grafo H ¢ C(n,m,p) para quaisquer valores n,m e p é
automaticamente nulo, pois H nao satisfaz a condicao (a), ou seja, H nao é euleriano
(Proposicao 2.1.3).

No caso de um grafo G € C(n,m,p) possuir apenas vértices de grau par,
definimos uma relagao de equivaléncia nos E-circuitos em um dado vértice V de
G como segue. Sejam C e C' dois circuitos distintos em V, onde as permutacdes
associadas a cada um deles sio (ey,ea,...,en) € (€], €y,...,€,), respectivamente.

~ / ~ . N .
Entao C' e C' estao na mesma classe de equivaléncias se, e somente se,

’ /

(€1, €, - .-

’

,em) = (ei,...€m7€1,...7€i,1)

para algum ¢ € {2,3,...,m}. Tais classes de equivaléncia serao chamadas de classes

de rotacao dos E-circuitos em V.

Exemplo 3.2.9. Considere o grafo nao direcionado H abaizo:

Os E-caminhos
€1€2€3€4€5€6€7€8€9€ 10 € €6E€TER8EYE10€1€2€3€4E5

sao E-circuitos em V| e estao na mesma classe de rotacao. Entretanto, o E-circuito

€1€8€5€6E2€E9E3ET7E4E]Q nao estd nessa classe.
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Figura 3.4: Grafo nao direcionado H.

Para as demonstracoes dos Teoremas 3.2.6 e 3.2.7, serao necessarias algumas
definicoes e diversos lemas, cujas demonstragoes sao bastante técnicas e podem ser

encontradas em [7].

Lema 3.2.10. Se G € C(n,m,p), onde m € impar e todo vértice de G tem grau
par, entao um vértice V de G € nulo se, e somente se, as classes de rotagoes de
E-circuitos em V' possuem um conjunto de representantes, um de cada classe de

rotacao, que se cancela.

Lema 3.2.11. Se todos os vértices de G € C(n,m,p) sao de grau par e se m € um

inteiro impar, entao G € nulo se, e somente se, G possui ao menos um vértice nulo.

Estes dois primeiros lemas serao utilizados com bastante frequéncia ao longo
das demonstracoes. Para o terceiro lema, é necessario introduzir algumas notagoes.

Dados G € C(n,m,p), V um vértice de G e (e;, e;,e;) uma tripla ordenada
de arestas de G com e; adjacente a e; e e; adjacente a ey, definimos S(e;, e;, e, V),
t < k, como sendo o conjunto de todos os E-caminhos em GG comecando em V' e que
sao da forma

P1€i€5€EP2 OU P3€EE;€E; P4,

onde p;,7 =1,...,4 sao caminhos em G, podendo ter comprimento 0.

Supondo que e; liga os vértices S; e Sj, e; liga S; e Sy e e liga Sy a 5,
consideramos G(e;, ej,e;) = G — {e;, e;,ex} + {f}, onde f é uma aresta ligando S,
aS eé

- orientada, se um nimero par dentre as arestas {e;, €j, ex} sdo orientadas;
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- nao orientada, se um nimero impar dentre as arestas {e;, e;, e} sdo orienta-
das.

Se S; = S; e um nimero impar dentre as arestas {e;, e;, e} sdo orientadas,
definimos S'(ei,ej,ek,V), i < k, como os caminhos de S(e;,e;,ex, V) da forma
piéie;jerpe, com i < k.

Esta linguagem é utilizada apenas no resultado abaixo.

Lema 3.2.12. Dado G € C(n,m,p) e um conjunto nao vazio de caminhos S(e;, e;,ex, V)
em G, temos:

(a) Se S; = S, e um nidmero par dentre as arestas {e;, e;, e} sao orientadas,
os caminhos de S(e;, ej, e, V) se cancelam.

(b) Caso contrdrio, se S; =S, 0s caminhos de S(e;, e;, e, V) se cancelam se,
e somente se, 0s caminhos de S'(ei,ej,ek,V) se cancelam. Além disso, existe um
isomorfismo entre S'(ei, e;,ex, V) e o conjunto de todos os E-caminhos que comegam
no vértice V-em G(e;, e;, ex).

(c) Se S; # S, existe um isomorfismo entre S(e;, e;,ex, V) € o conjunto de

todos os E-caminhos que comegcam no vértice V- em G(e;, e;, ex).

Demonstraciao: Observemos inicialmente que se S; = 5, os caminhos de S(e;, e;, e, V)
podem ser considerados aos pares, associando pie;e;jerps e piege;e;ps.

(a) Se um namero par das arestas {e;,e;j,e;} sao orientadas, pie;ejepps e
prexejeip2 tém sinais opostos. Neste caso, S(e;,ej,ex, V) é a unido destes pares
e, assim, se cancela.

(b) Se S; = S; e um numero impar das arestas {e;, €;, e, } sao orientadas, entao
os caminhos associados acima possuem o mesmo sinal. Dessa forma S(e;, e;, e, V)
se cancela se, e somente se, S'(ei, e;, e, V) se cancela.

Temos que G(e;,ej,ex) = G — {ei,ej,ex} + {f}, onde f é um loop nao ori-
entado no vértice S;. Entdo existe uma correspondéncia entre S'(e;, e;, e, V) e os
E-caminhos em V de G(e;, €;, €;). Afirmamos que os caminhos correspondentes sem-
pre tém o mesmo sinal ou sempre tém sinais opostos. A observacao 2 nos permite
rotular as arestas de tal forma que e; é a aresta h, com h € {1,...,m}, ¢, é a

aresta h+1, e f recebe o rotulo de e;. Consideremos dois caminhos correspondentes
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Q1 = preiejepps, t < k, e Q2 = p1fp2, onde f & um loop. Os sinais das permutagoes
correspondentes sao iguais, e os coeficientes de orientacao sao sempre iguais ou sao
sempre opostos. Assim, S’ (e;, e;,er, V) e G(e;, ej, e;) sao isomorfos.

(c) Se S; # S, G(ei,ej,er) = G — {ei,ej,ex} + {f}, onde f é uma aresta
(ndo um loop) entre S; e S;. Entao existe uma correspondéncia um a um entre
S(ei,e;,er, V) e o conjunto de todos os E-caminhos em V' de G(e;, ¢, ex), obtida ao
associarmos P = pie;ejeppy (i < k) a P =pifps, e Q= D3€k€;€iPs a Q = psfps
em G(e;, ej,ex).

Por outro lado, dado um E-caminho P' = pfp" em G(ei, €, €;), obtemos um
elemento P = peiejekp' de S(e;, ej,ex, V) se f é percorrida no sentido de S; a S;. No
caso de f ser percorrida no sentido contrario, obtemos um elemento ) = pekejeip'.
Afirmamos que essa correspondéncia respeita o sinal, ou seja, os pares de elementos
associados P e P', e Q e Q' tem sempre o mesmo sinal, ou sempre sinal oposto.

Novamente, podemos assumir que e; é rotulada com h,h € {1,...,m}, que e
tem o rotulo A + 1 e que f recebe o rotulo de e;. Assim, as permutagoes correspon-
dentes a P e P’ tém sinais iguais, enquanto as correspondentes a Q e @’ tém sinais
opostos. Se os coeficientes de orientacio de P e P’ sio iguais, entdo os coeficientes
de orientacio de Q e Q' sio diferentes. Para verificar este fato, basta considerar
as possiveis orientacoes das arestas e;,e;,e; e f, de acordo com o que foi definido
previamente, e analisar os trechos onde tais arestas aparecem em P, P, Q e Q.
Neste caso, a correspondéncia preserva os sinais dos caminhos.

Se os coeficientes de orientacio de P e P’ sao diferentes, o mesmo argumento
garante que os coeficientes de orientacao de @) e Q/ sao iguais e, neste caso, a
correspondéncia inverte os sinais dos caminhos. Logo, existe um isomorfismo entre
S(e;, ej,€ex, V) e oconjunto de todos os E-caminhos comecando em V' de G(e;, e;, ex).

[ |
Teorema 3.2.13. Se G € C(n,2n — 1,i),i = 0,1, entdo G € nulo.
Demonstracao: Suponhamos G nao nulo. Definimos

S(m)={G € C(m,2m — 1,i),i = 0,1 | G é ndo nulo}
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e seja n = min{m | S(m) # 0}. Um elemento de S(n) serd chamado de grafo
minimal.

Notemos que n > 2, uma vez que qualquer grafo em C(2,3,7),i = 0,1, tem
arestas miltiplas e, portanto, é nulo, de acordo com a observacao 4. Vamos analisar
as propriedades dos grafos minimais, isto é, dos grafos em S(n), e mostraremos que
S(n) é vazio.

Sabemos que um grafo minimal possui 0 ou 2 vértices de grau impar. Se G é
um grafo minimal no qual todo vértice tem grau par, existe um vértice V em G com
grau 2, pois temos 2n — 1 arestas. Sejam e e € as duas arestas incidentes a V, com e
ligando V a A e ¢ ligando V a B (A e B sdo vértices nio necessariamente distintos).
Consideremos um novo grafo G' = G — {e, e, V}. Se A = B, todos os vértices de
G’ possuem grau par, caso contrario, existem dois vértices de grau impar. Como
G € C(n—1,2n—3,4),i = 0,1, é nulo pela minimalidade de n.

E facil ver que existe um isomorfismo entre o conjunto de todos os E-circuitos
em G que comecam em V' e o conjunto formado pela uniao de todos os E-caminhos
em G que comecam em A e os que comecam em B. Como G é nulo, A e B sio
vértices nulos, e, portanto, V' é vértice nulo de G. Como o numero de arestas de GG
é impar e todos os seus vértices tem grau par, o Lema 3.2.11 garante que G é nulo.
Dessa forma, nenhum grafo minimal pode ter todos o seus vértices com grau par.

Podemos entao supor que se G € S(n), G tem dois vértices, V' e W, de grau
fmpar. E claro que G esta em uma das quatro categorias, onde p(Z) denota o grau

do vértice Z.

L min{p(V),p(W)} = 1.

IT. min {p(V), p(W)} = 3.

IIL. min {p(V), p(W)} > 5 e, se n é impar, G € C(n,2n — 1,1), ou se n é par,
G € C(n,2n —1,0).

IV. min {p(V), p(W)} > 5 e, se n é impar, G € C(n,2n — 1,0), ou se n é par,
GeC(n,2n—1,1).

Para mostrar que S(n) = (), verificaremos que nao existe grafo minimal em

nenhuma dessas categorias.
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Caso I. Suponhamos que p(V) =1 e que e é a aresta ligando V' a um vértice
Y. Considerando o grafo G' = G — {V, e}, temos G' € C(n —1,2n — 2,i),i = 0, 1,
que é nulo pela observacao 5. Existe um isomorfismo entre o conjunto de todos os
E-caminhos em G comecando em V e o conjunto de todos os E-caminhos em G’
comecando em Y e, assim, V é vértice nulo de G. Pela observacao 6, G é nulo.
Portanto, nao existe grafo minimal com vértice de grau 1.

Caso II. Vejamos que nenhum grafo minimal tem vértice com grau 3. Supo-
nhamos que p(V') = 3 e seja W o outro vértice de grau impar em G. Para que V
tenha grau 3, existem 2 ou 3 arestas distintas incidentes a V. Se G € C(n,2n—1,1),
podemos ter um loop [ em V' e uma aresta e, ligando V' a um vértice Y. Neste caso,
consideramos G = G — {V,e,1}, e como G € C(n —1,2n — 3,0), G’ é nulo pela
minimalidade de n. Existe um isomorfismo entre o conjunto de todos os E-caminhos
em G comecando em V e o conjunto de todos os E-caminhos em G comecando em
Y. Como Y é vértice nulo de G, temos que V & vértice nulo de G e, pelo Lema
3.2.11, GG é nulo.

Se existem 3 arestas distintas e, es, e3 incidentes a V', entao e; liga V' a um
vértice S;, com S, S5, S3 ndo necessariamente distintos. Tomemos G = G + {1},
onde [ é um loop em V. Assim G’ € C(n,2n,i),i = 1,2 e, pela observacio 5, G’ é
nulo.

O conjunto de todos os E-caminhos de V' a W em G’ & uma unido disjunta de
dois conjuntos P; e P5, onde P; é o conjunto de todos os caminhos de V' a W em G
da forma le;piejerp2, € P é o conjunto de todos os caminhos da forma e;pse;legpa,
com (7, j, k) uma permutacao de {1,2,3} e p;,i = 1,...,4, caminhos em G, podendo
ter comprimento 0.

Vejamos que P, se cancela. Temos que
P2 = 5(61, l7 €2, V) U 5(61, la €3, V) U 5(627 la €3, V)

e, para que P se cancele, mostraremos que cada um desses trés conjuntos se can-
celam. Consideraremos apenas o conjunto S(ey,l, ez, V'), ji que para os demais, a

demonstracao é exatamente a mesma.

Pelo Lema 3.2.12, se S; = S5 e e; e ey sao orientadas, entao os caminhos
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de S(e1,l, e, V) se cancelam. Se S; = S5 e apenas uma das arestas e, ey S0
orientadas, consideramos S (e1,[, ez, V). Pelo item (b) do Lema 3.2.12, existe um
isomorfismo entre S/(el, [,e5,V) e o conjunto de todos os E-caminhos de V a W em
G(e1,l,e3). E claro que G(ey,l,e5) € C(n,2n —2,i),i = 0,1, e que V & vértice de
grau 1 em G(ey, 1, e5). Definindo um novo grafo G = G(ey, [, e3) — {V, e3}, temos
G e C(n—1,2n —3,i),i = 0,1, que é nulo pela minimalidade de n. Entretanto,
existe um isomorfismo entre os E-caminhos em G e os E-caminhos de V a W em
G(ey,l,e3), e Gley, 1, e5) também & nulo. Logo S (e1,1, ey, V) se cancela e, pelo item
(b) do Lema 3.2.12, S(eq, 1, e, V) se cancela.

Caso S; # S, consideramos S(e,l, ez, V). Pelo item (c¢) do Lema 3.2.12,
S(ey,l,e9,V) é isomorfo ao conjunto de todos o E-caminhos comegando em V' de
G(ey,l,e3). Com a mesma constru¢ao acima, concluimos que G(eq, [, e3) é nulo, e,
portanto, S(eq,l,es, V') se cancela.

Com estes argumentos, também verficamos que S(eq,,e3, V) e S(ea, [, e3, V) se
cancelam. Assim, P, se cancela. Observemos agora que existe um isomorfismo entre
P, e o conjunto de todos os E-caminhos de V a W em G. Como G' = P,UP; e P,
se cancelam, P, também se cancela. Como V' & um vértice nulo de (G, a observacao
6 nos garante que G ¢é grafo nulo.

Caso III. Suponhamos G um grafo minimal e que G € C(n,2n — 1,1) se n é
impar, ou G € C(n,2n — 1,0) se n é par. Sejam V e W os dois vértices de G com
grau fmpar e p(V) = k. Definimos um novo grafo G' = G + {e,l}, onde ¢ ¢ uma
aresta orientada de W a V e [ é um loop (ndo orientado) em V, como na figura

abaixo.

Figura 3.5: Grafo G'.
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E claro que G' € C(n,2n+1,1)se n é par, e G € C(n,2n+1,2) se n é impar.
Em ambos os casos, G' ¢ nulo pela observacio 5. Em particular, W é um vértice
nulo de G'.

O conjunto dos E-circuitos em W é a uniao disjunta de dois conjuntos C e
Cs, onde C] é o conjunto de todos o E-circuitos nos quais temos as sequéncias le ou
el, e Cy é o conjunto dos E-circuitos nos quais e e [ nao sao adjacentes.

Vejamos que o conjunto C5 se cancela. Os E-circuitos em C5 sao da forma
piepeeilejps ou pae;le;jpseps, onde p;, i = 1,...,6 sao caminhos em G,ee e €j Sao

arestas distintas, diferentes de e, e incidentes a V. Dessa forma, podemos escrever
Co = U jeq,.. kyi<iS (e 1 e, W).

Seja G (e, 1, e;) = G' —{e;, 1, e;} +{f}, conforme definimos anteriormente. Se-
gundo o Lema 3.2.12, cada um dos conjuntos S(e;, [, e;, W) se cancela ou é isomorfo
ao conjunto de todos os E-circuitos em G/(ei, l,ej) que comecam em W. Afirma-
mos que G (e;,l,e;) € C(n,2n — 1,i),i = 0,1. De fato, se n é par, [ é a tnica
aresta nao orientada de G, e assim, f serd uma aresta orientada. Neste caso,
G (e, 1, e;) € C(n,2n+1,0). Se n é impar, uma segunda aresta, diferente de [, é
nio orientada em G'. Se e; ou e; for nao orientada, f é nao orientada. Com isso,
f serd a tinica aresta nio orientada de G (e;, [, e;). Caso contrario, sendo e; e e;
arestas orientadas, f também é orientada e, portanto, G’ (e;, [, e;) terd apenas uma
aresta nao orientada, ou seja, G (e;,[,¢;) € C(n,2n + 1, 1).

Além disso, todos os vértices de G'(ei, [,e;) tém grau par, uma vez que [ é loop
em V, e; e e; sao incidentes a um mesmo vértice, e a aresta f liga S; a S;. Entao
G/(ei,l,ej) nao é grafo minimal e, portanto, é nulo. Logo, os caminhos em cada
S(ei,l,ej, W) se cancelam e, consequentemente, C5 se cancela.

Como G énulo e C, se cancela, C; também se cancela. Considerando as classes
de rotacao de C}, o Lema 3.2.10 nos garante que o conjunto R de representantes
das classes de rotagao se cancela. Podemos escolher R como sendo o conjunto dos
E-circuitos em W da forma elp ou ple, onde p é um E-caminho de V' a W em G.

Os elementos de R podem ser considerados aos “pares”, associando elp com

o circuito inverso p~'le. E interessante notar que tais caminhos possuem o mesmo
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sinal. Com efeito, se n é par, G' possui apenas uma aresta nio orientada. Entao,
para inverter elp, percorremos m — 1 = 2n arestas no sentido oposto, e assim, o
coeficiente de orientagio de p~tle ¢ +1. Além disso, ao inverter elp (que tem 2n + 1
arestas), ocorrem n mudangas de sinal da permutagiao associada. Como n é par, o
sinal da permutacio associada & p~lle permanece o mesmo. Logo, elp e p~lle sao
E-caminhos com sinais iguais.

Quando n é impar, as n mudancas de sinal na permutacao garantem que o sinal
da permutacio associada a p~tle é alterado. Mas, para inverter elp, percorremos um
numero impar de arestas no sentido oposto. Com isso, o coeficiente de orientacao é
—1. Logo, o sinal do caminho permanece o mesmo depois da inversao.

Como R se cancela e elp e p~lle tem o mesmo sinal, podemos garantir que
o subconjunto S, de P, formado pelos E-circuitos que comecam com el, também
se cancela. Entretanto, existe um isomorfismo entre S, e o conjunto de todos os
E-caminhos de V' a W em G. Com isso, V é um vértice nulo em G e a observacao
6 nos garante que GG é nulo. Portanto, nenhum grafo minimal satisfaz as condicoes
do Caso III.

Caso 1V. Finalmente, suponhamos que G seja um grafo minimal com as con-
di¢oes dadas, e sejam U e Y seus vértices de grau impar. Definimos um novo grafo
G =G+ {e, e, A}, onde A é um novo vértice, e é uma aresta orientada de A a U,
e ¢ & uma aresta orientada de Y a A. Dessa forma, G’ € C(n+1,2n41,i),i =0, 1,
e todos os seus vértices tém grau par.

Desejamos mostrar que G' é nulo. Com isso, A é vértice nulo de G'. Os
E-circuitos em A em G podem ser considerados aos pares, associando epe’ a seu
inverso € p~'e. De forma anéloga ao que foi feito no Caso ITI, temos que epe’ e e p~'e
tem o mesmo sinal. Destacamos que esta é a passagem que motiva a classificagao
dos Casos III e IV de acordo com n.

Entdo, se A é um vértice nulo de G, o conjunto S. dos E-circuitos em A que
comecam com e se cancela. O isomorfismo existente entre S, e o conjunto dos E-
caminhos de U a Y em G nos garante que U é um vértice nulo de GG, e assim, G é
nulo pela observacao 6.

2

/ /. z . .
Como G tem um numero impar de arestas, é suficiente verificar que algum
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vértice ¢ nulo (Lema 3.2.11). Se G’ tem um vértice Z de grau 2, com arestas e e
¢’ ligando Z a um outro vértice P, entio G é nulo. Com efeito, se considerarmos
G=0G — {e, e, Z}, temos um grafo com todos os vértices de grau par. Dai G é
nulo, pois G € C(n,2n —1,i),i=0,1, e Z é um vértice nulo de G'. O isomorfismo
entre os E-circuitos em Z no grafo G’ e o conjunto dos E-circuitos em P no grafo G
garante que Z é um vértice nulo em G'. Pelo Lema 3.2.11, G’ é nulo.

Assumimos entdo que G’ ndo possui um vértice Z como descrito acima. Vamos

aplicar o seguinte lema ao grafo G'.

Lema 3.2.14. Se G é um grafo com n vértices e 2n — 1 arestas, todas de grau par,
entao G contém dois vértices adjacentes de grau 2 ou contém um vértice de grau 2d,

d > 1, que € adjacente a pelo menos 2d — 3 vértices de grau 2.

Se G’ possui dois vértices adjacentes de grau 2, vamos chama-los de B e V.
Caso contrario, consideremos X como sendo o conjunto dos vértices de G tais que
7 € X se, e somente se, Z é adjacente a pelo menos 2d — 3 vértices de grau 2, quando
p(Z) = 2d. Seja V € X um vértice tal que p(V) = min{p(Z;), Z; € X}, e tomemos
B um vértice de grau 2, adjacente a V. Podemos assumir que B ¢ adjacente a V' e
W, com V # W, pois, caso contrario, G seria nulo.

Sejam e e € as arestas que ligam B a V e B a W. O novo grafo
G =G — {e,e',B} é tal que G € C(n,2n — 1,4),4 = 0,1. Vamos mostrar que
os E-caminhos de V a W em G” se cancelam. Com isso, G é um grafo nulo pela
observacio 6, j4 que V e W tém grau impar em G . Mas o isomorfismo existente
entre os E-circuitos em B no grafo G’ e os E-caminhos de V a W em G nos garante
que B é um vértice nulo de G'. Dai, pelo Lema 3.2.11, G' & nulo.

Consideremos os E-caminhos de V a W em G'. Como observamos, V tem
grau impar em G . Se p(V) =1 ou 3 em G, os Casos I e II garantem que G~ &
nulo, ou seja, no é grafo minimal. Caso contrario, p(V) = 2d—1em G”, com d > 3,
e existem no minimo 2d — 4 vértices de grau 2 adjacentes a V em G, ja que B néo

R " . 7 - .
é vértice de GG'. Assim, o grafo G tem a configuracao mostrada na figura abaixo.
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Figura 3.6: Grafo G”

Notemos que alguns vértices, diferentes de S;,7 = 4,...,2d — 1, podem coin-
cidir, mas é necessario que 7; # V,j = 4,...,2d — 1. Da forma como escolhemos
V,BeG, S e S; nao sao adjacentes para i,j = 4,...,2d — 1. Além disso,
p(T;) > 5,i=4,...,2d — 1. Na verdade, se T; # W, p(T;) > 6.

Os E-caminhos de V a W em G~ podem ser divididos em 2d — 1 conjuntos
disjuntos @);, onde @); é o conjunto dos E-caminhos que comecam com e;. Conside-
remos primeiramente Q;,i > 4. Definimos G; = G" —{S;, e;, i} e tomemos R; como
sendo o conjunto de todos os E-caminhos de T; a W (incluive se T; = W) em G;.
Como G; € C(n —1,2n — 3,i),i = 0,1, G; é nulo pela minimalidade de n. Entdo
os E-caminhos de R; se cancelam e, pelo isomorfismo existente entre R; e ();, os
caminhos em (); também se cancelam, para ¢ =4,...,2d — 1.

Seja Q = U?_,Q;. Todo elemento ¢ de Q;,7 < 3, particiona o conjunto de
indices {1,2,...,2d — 1} — {i} em pares nao ordenados, onde j e k formam um par
se, e somente se, ¢ = pje;epPs OU ¢ = P3ege;ps, onde p;, ¢ = 1, ..., 4 sao subcaminhos
de ¢. Definimos como sendo uma particdo Tipo I a partiagdo de {1,2,...,2d — 1}
em d — 1 pares de elementos e um conjunto unitario {j}, tal que j < 3 e os dois
elementos {1,2,3} — {j} nao formam um par. No caso em que os dois elementos
{1,2,3} — {j} formam um par, dizemos que a particao é Tipo II.

Dessa forma, a cada ¢ € () associamos uma particao Tipo I ou Tipo II, e
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Q = Q(I)UQ(II), onde Q(I) é o conjunto dos caminhos em @ associados & uma
partigdo de {1,2,...,2d — 1} do Tipo I, e Q(II) é o conjunto dos que sdo associados
a uma parti¢do de {1,2,...,2d — 1} do Tipo II. Por exemplo, se ¢ € () comeca com
a aresta ej, entdo ¢ € QQ(I) se ¢ ndo percorre ey e ez consecutivamente. Caso isso
ocorra, temos que q € Q(I1).

Observemos os seguintes lemas, cujas demonstragoes sao extremamente técni-

cas e podem ser encontradas em [7].

Lema 3.2.15. Seja H € C(n,2n,i),i = 0,1, com dois vértices de grau impar, V e
W, tais que o grau de'V €2d—1 > 5 eV € adjacente a pelo menos 2d — 4 vértices de
grau 2 nao adjacentes. Suponha que cada um desses vértices de grau 2 € adjacente
a um outro vértice diferente de V. Entao o conjunto de todos os E-caminhos em H

que induzem uma parti¢io do Tipo I em {1,2,...,2d — 1} se cancela.

Lema 3.2.16. Seja H € C(n,2n — 1,i),i = 0,1, satisfazendo as mesmas hipdteses
do Lema 3.2.15. Entao o conjunto de todos os E-caminhos em H que induzem uma

parti¢ao do Tipo Il em {1,2,...,2d — 1} se cancela.

Tais resultados garantem que Q(I) e Q(II) se cancelam, e, consequentemente,
@ se cancela. Entdo os E-caminhos de V a W em G se cancelam, V é um vértice
nulo de G” e, pela observacao 6, G ¢ um grafo nulo. Com isso, B ¢ um vértice nulo
de G', e G' é nulo. Logo A é vértice nulo de G e G é um grafo nulo.

Finalmente, temos que as 4 possiveis categorias de grafos minimais sao vazias
e S(n) = 0, uma contradigao. Portanto, o teorema é verdadeiro.

Apesar da trabalhosa demonstragao do resultado acima, a validade do Teorema

3.2.6 segue do proximo teorema.

Teorema 3.2.17. Se G € C(n,2n — 2,0), entdo G € nulo.

Demonstragao: Suponhamos, primeiramente, que todos os vértices de G tenham
grau par. Vamos mostrar que todo vértice de G é nulo. Seja V' um vértice arbi-
trario de G, e G = G + {I} um novo grafo, onde [ é um loop em V. E claro que

G € C(n,2n —1,1) e é nulo pelo Teorema 3.2.13.
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Consideremos as classes de rotacao dos E-circuitos em V no grafo G', e seja
R o conjunto dos representantes de classe, onde tais representantes sao E-caminhos
comecando pelo loop [. Pelo Lema 3.2.10, R se cancela. Existe um isomorfismo
entre R e o conjunto de todos os E-circuitos em V' no grafo G. Dai V' é vértice nulo
de G e GG é um grafo nulo.

Suponhamos agora que G tem dois vértices, V' e W, de grau impar. Seja
G' = G +{e}, onde e é uma aresta orientada de W a V. Temos G' € C(n,2n—1,0),
que é nulo pelo teorema anterior. O conjunto dos E-circuitos em W que comecam ou
terminam com e formam um conjunto R de representantes das classes de rotacao, e,
pelo Lema 3.2.10, R se cancela. Podemos escrever R = C,UC,, onde C} é o conjunto
dos E-circuitos em W que comecam com e, e Cs é o conjunto dos que terminam com
a aresta e. De acordo com a observacao 2, podemos ordenar as arestas de G de tal
forma que e seja a tltima delas. Entao existe uma correspondéncia biunivoca e que
preserva o sinal dos E-caminhos entre C e o conjunto Sy de todos os E-caminhos
de V a W em G. Também existe uma correspondéncia biunivoca e que inverte
o sinal (pois a aresta e é percorrida no sentido oposto ao de sua orientagao) dos
E-caminhos entre C5 e o conjunto Sy de todos os E-caminhos de W a V em G.

Denotando por —Syy o conjunto Sy com todos os seus elementos com sinal
oposto ao seu sinal como E-caminho de W a V, temos que Sy U — Sy é isomorfo
a R, e assim, se cancela.

Para que G seja nulo, temos que verificar que Sy e Sy se cancelam. Tome-
mos entdo G' = G + {e}, onde e & uma aresta nao orientada ligando V e W. Neste
caso, G € C(n,2n —1,1) e & nulo pelo Teorema 3.2.13. Como acima, consideramos
os E-circuitos em W no grafo G', e observamos que existe uma correspondéncia
biunivoca e que preserva sinal entre os caminhos de C'; e os caminhos de Sy, e
também entre Cy e Syy. Logo SywUSwyy é um conjunto de E-caminhos que se
cancelam. Com isso, Syw e Sy se cancelam e GG é nulo.

Pela observacao 5, para demonstrar o Teorema 3.2.6, é suficiente verificar que
G € C(n,m,0) é nulo para m = 2n — 2 ou m = 2n — 1. Assim, os Teoremas 3.2.13

e 3.2.17 nos garantem que o Teorema 3.2.6 é verdadeiro.
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Vamos agora nos dedicar a demonstragao do Teorema 3.2.7. Para isto, vamos

exibir grafos nao nulos que satisfazem as condig¢oes do teorema.

Teorema 3.2.18. Dadosn > 2 e m = 2n — 3, existe um grafo direcionado com n

vértices e m arestas que nao € nulo.

Demonstracao: Consideremos o grafo H representado pela figura abaixo.

2n-3

Figura 3.7: Grafo H.

Para que H nao seja nulo, vamos mostrar que A é um vértice nao nulo. Ob-
servando a figura, percebemos que existem n — 1 trilhas (isto é, caminhos onde nao
héa repetigao de vértices) de A a B, sendo que n — 2 delas tém comprimento 2 e
uma tem comprimento 1. Assim, existem (n — 1)! E-caminhos em H que comegcam
em A. Se n é impar, tais E-caminhos também terminam em A, mas se n é par, os
E-caminhos terminam em B.

Vamos nos referir & aresta 2n — 3 da Figura 3.7 por e. Seja p um E-caminho
comecando em A. O coeficiente de orientacao de p é +1 se, e somente se, a aresta e
é percorrida de A a B por p. Isso ocorre porque as demais trilhas tém comprimento
2, com ambas as arestas orientadas de A a B, entao percorrer tais trilhas no sentido
opostos & orientacao das arestas nao interfere no coeficiente de orientacao. Também
destacamos que, se o € S, é a permutacao associada a p, entdo sign(o) = (—1)%,

onde z é o numero de caminhos de comprimento 2 em p percorridos de B a A.
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Tal fato também é justificado pelas trilhas de comprimento 2 com as duas arestas
orientadas de A a B: da forma como “enumeramos” as arestas de H, sempre que
uma dessas trilhas é percorrida no sentido de B a A, temos uma transposicao. Além
disso, a ordem em que as trilhas de comprimento 2 aparecem em p nao interfere no
sinal da permutacao, pois cada uma destas trilhas é formada por um par de arestas.

Denotemos por S o conjunto de todos os E-caminhos em H que comecam em
A. Veremos que todos os elementos de S sao positivos se n = 1 ou 2 (modulo 4)
e todos sdo negativos se n = 0 ou 3 (moddulo 4). Seja S; o conjunto de todos os
E-caminhos em S que percorrem e de A a B, e Sy o conjunto dos que percorrem e
de B a A. Com esta notacao, o coeficiente de orientacao de um E-caminho p é +1
se, e somente se, p € S;. Entao, para saber se p é positivo ou negativo, precisamos

analisar o sinal da permutacao associada a p, denotada por o.

Se n é par, os elementos de S terminam em B. Assim, em um E-caminho

p, temos %2 +1 = 7 trilhas de A a B, e "T’2 de B a A. Para os caminhos em
S, "T_Q trilhas de comprimento 2 sao percorridas de B para A, e assim, o sinal da

permutacao associada a p € Sp é

ne2 —1 se n =0 (modulo 4),

+1 se n =2 (moddulo 4).
Para os caminhos em S5, como e é percorrido de B a A, temos
"T_Q —1= "7_4 trilhas de comprimento 2 que sao percorridas de B para A. Dai,

o sinal da permutacao associada a p € S5 é

ned +1 se n =0 (moddulo 4),

—1 se n=2(modulo 4).
Agora, para determinar o sinal do caminho p € S, devemos considerar seu
coeficiente de orientacao: +1 se p € S1, e —1 se p € Sy. Portanto, os E-caminhos de

S tém sinal

—1 se n=0(mo6dulo 4),
+1 se n=2(mo6dulo 4).
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Quando n é impar, os E-caminhos em S sao circuitos em A. Assim, temos "T_l
trilhas percorridas de A a B, e também "T_l percorridas no sentido inverso. Assim,

para os caminhos em S7, o sinal da permutacao associada é

aci +1 se n =1 (moddulo 4),
—1 se n =3 (mobdulo 4).

Como o coeficiente de orientacao de p € Sy é sempre +1, temos que p é um
E-caminho positivo se n = 1 (mo6dulo 4), e negativo se n = 3 (mddulo 4).

Para os caminhos em Sy, temos ”T_l -1 = ”T_?’ trilhas de comprimento 2
percorridas de B a A, ja que e também é percorrida neste sentido. Logo, o sinal da

permutacao associada a p € Sy é

ne3 —1 se n=1(mobdulo 4),

+1 se n =3 (modulo 4).

Multiplicando por —1, que é o coeficiente de orientacao dos E-caminhos em

So, o sinal de p € S; é

+1 se n =1 (modulo 4),
—1 se n=3(mo6dulo 4).

Portanto, independente do valor de n, todos os E-caminhos comecando em A

possuem o mesmo sinal, e A nao pode ser vértice nulo. [ |

Para que a demonstracao do Teorema 3.2.7 esteja completa, vamos utilizar o
grafo H da Figura 3.7 afim de obter grafos nao nulos com n vértices e m < 2n — 3
arestas.

Consideremos o grafo conexo direcionado com k arestas e k + 1 vértices, com
um vértice Y de grau 1 e fluxo —1, e um vértice Z de grau 1 e fluxo +1, e os outros

k — 1 vértices sao de grau 2 e fluxo 0. Tal grafo é chamado de k-cadeia de Y a Z.
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Figura 3.8: k-cadeia de Y a Z.

O seguinte resultado é 6bvio.

Lema 3.2.19. Sejam G um grafo direcionado e V um vértice de G. Consideremos
! . . . . . . . .
G como sendo o grafo direcionado obtido ao adicionarmos uma k-cadeia direcionada

deY a V. EntaoY nao € vértice nulo se, e somente se, V nao € vértice nulo de G.

Figura 3.9: Grafo G'.

Teorema 3.2.20. Dadosn > 2 e m < 2n — 3, existe um grafo direcionado com n

vértices e m arestas que nao € nulo.

Demonstracao: Notemos que m > n — 1, pois do contrario teriamos um grafo
desconexo que nao pertence a C'(n,m,p) ou com vértice de grau 1, que nao é nulo.
Nestas condicoes, podemos construir um grafo G como o da Figura 3.7, com n' =
m-+3—n vértices e m = 2m+3—2n arestas. E claro que n>2em =2n —-3,e A
nao é vértice nulo de G (Teorema 3.2.18). Se adicionarmos uma k-cadeia direcionada
de Y a A, com k = 2n—m—3, obtemos um novo grafo G' com n vértices e m arestas.
Pelo Lema 3.2.19, o vértice Y néo é vértice nulo de G'.

Os Teoremas 3.2.18 e 3.2.20 garantem que o Teorema 3.2.7 é verdadeiro e, con-
sequentemente, o Teorema 3.2.2 também é. De fato, dados n e m < 2n—2, podemos
descrever um conjunto de m matrizes antissimétricas de ordem n, {A;, ..., A,,}, para

as quais s, (A1, ..., A,) # 0. Mais especificamente, dados n e m, construimos o
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grafo GG apropriado de acordo com os Teoremas 3.2.18 e 3.2.20, inclusive as mesmas
ordenacoes das m arestas. Assim, para cada aresta ex, k = 1,...,m, que é orien-
tada do vértice P; a P;, definimos a matriz A; como sendo a matriz com entradas
a;; = +1, aj; = —1 e 0 nas demais posigoes. Para tais matrizes, s,,(A1, ..., A4,,) # 0.

Portanto, o grau 2n da identidade standard no Teorema de Amitsur-Levitzki
pode ser reduzido para 2n — 2 no caso das matrizes antissimétricas.

Para finalizar, destacamos que a utilizacao de Teoria de Grafos em problemas
de Pl-teoria é uma importante ferramenta no estudo de PI-algebras, pois reduz
argumentos algébricos bastante elaborados a estudo de grafos, que podem se tornar
algo mais simples. Esta abordagem foi utilizada em diversos trabalhos, como no de
Révész e Szigeti [12], publicado em 1995, e em uma publicagao bastante recente de

Haile e Natapov [6], de 2012.
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