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o senhor Fourier era de opiniao que o
principal fim da Matematica era a utilidade
publica e a explicacao dos fenomenos natu-
rais, mas, um filésofo como ele, deveria ter
sabido que a finalidade tnica da ciéncia ¢é a
honra do espirito humano, e que deste ponto
de vista, uma questao de nimeros vale tanto
quanto uma questao do sistema do mundo.

C. G. J. Jacobi, carta (em francés) a
Legendre, de 2 de Julho de 1830.
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Resumo

Nosso objetivo principal neste trabalho é apresentar uma versao abstrata do Teorema de
Cauchy-Kowalevski, e utiliza-lo para resolver o problema de Cauchy periédico para a equacao de

Camassa-Holm.



Abstract

Our main goal in this work is to present an abstract version of Cauchy-Kowalevski theorem

and use it to solve the periodic Cauchy problem for the Camassa-Holm equation.
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Introducao

O Teorema de Cauchy-Kowalevski é um dos resultados classicos da teoria de existéncia lo-
cal para problemas de Cauchy. Ele afirma que, dada uma equagao com coeficientes analiticos
F(z,(0%)) = 0 e uma condigao inicial v = u® em M, sendo M uma hipersuperficie nao-
caracteristica, existe uma tnica @ analitica numa vizinhanca de M satisfazendo F(z, (0%1)) = 0
e @ = u’ em M. Tendo este resultado como ponto de partida, o objetivo central deste trabalho
é apresentar uma versao abstrata deste teorema seguindo as linhas do artigo [1] e, utilizando-o,
resolver o problema de Cauchy periddico para a equagao de Camassa-Holm.

A equagao de Camassa-Holm, dyu — 9;0%u + 3ud,u — 20,ud?*u — ud>u = 0, trata-se de uma
equagao nao-linear unidimensional, derivada primeiramente por R. Camassa e D. Holm ([2]) como
uma equacao modelo para ondas de dguas rasas sob a influéncia da gravidade, e se tornou objeto
de intensivos estudos. A fungao u = u(x,t) é padrao para a velocidade do fluido no tempo ¢ e na
direcao x. No texto, provaremos a analiticidade de suas solugoes nas duas variaveis, globalmente
no espaco e localmente no tempo, quando a condicao inicial considerada for analitica.

O texto esta dividido em quatro capitulos. No primeiro, coletamos todos os resultados basicos
necessarios para o entendimento dos topicos explorados posteriormente, além de algumas notagoes,
hoje em dia muito difundidas em Matematica. A fim de facilitar a leitura, neste capitulo nao
exibimos as demonstragoes, contudo, referéncias adequadas sempre serao indicadas. O Capitulo
2 é destinado a prova do Teorema de Cauchy-Kowalevski cldssico. No Capitulo 3 é introduzida a
nocao de escala de espacos de Banach, e neste contexto, provaremos o nosso principal resultado,
o Teorema 3.1. Finalmente, no Capitulo 4 derivamos o Teorema de Cauchy-Kowalevski classico,
e resolvemos o problema de Cauchy periddico para a equacao de Camassa-Holm através de uma

versao holomorfa do Teorema 3.1



Capitulo 1
Pré-requisitos

O objetivo principal deste capitulo é estabelecer algumas notacoes, além de resultados bésicos

que serao utilizados livremente.

1.1 Notacoes e Conceitos Basicos

Iniciamos esta secao introduzindo algumas terminologias que serao utilizadas em todo o texto.
Em qualquer discussao que envolva fungoes de n variaveis, o termo multi-indice denotara uma
n-upla ordenada

a=(ag,...,0p),

com o; € Z, = {m € Z;m > 0}. Dados dois multi-indices o = (a1, ..., ) e 8= (B1,-..,0n),
dizemos que a < [ se, e somente se, a; < f; para todo i = 1,...,n. A cada multi-indice «

associamos o operador diferencial

laf
A Y

T

sendo || = ag + -+ + «y, a ordem do operador e J; = %. Algumas vezes também escreveremos
2

D = i~14l9~. Dado o vetor x = (zy,...,7,) € R" definimos 2% = 2" -+ 2% e ! = ay! -+~ .

Com as notacoes acima, a férmula de Taylor para funcoes f € C* torna-se

oot 1) = 3 (@ ey + rih). fim T o,

|la|<k
e a regra de Leibniz para a derivada do produto de duas func¢oes assume o formato
a!
(fg)= > W(aﬁf)(avg)'
By
Bty=a
O Teorema Binomial também possui uma importante generalizagao, a qual serd utilizada

algumas vezes e esta exibida abaixo

m)!
R S

laf=m



sendo a um multi-indice, © = (xy,...,2,) € R" e m € Z,. A igualdade acima é conhecida como
o Teorema Multinomial.

No teorema a seguir os pontos de R"™! serdo escritos da forma (z,y) onde x = (zy,...,2,) €

R"” ey e R.

Teorema 1.1. (Fungao Implicita)

Dada uma funcio f : U — R, de classe OF com k > 1 definida no aberto U C R"*!, seja
20 = (z0,%) € U tal que f(z) = c e 3—5(2’0) # 0. Existem uma bola B = B(xy,0) C R™ e um
intervalo I = (yo — €,y0 +¢€) tais que Bx 1 C U e g—i(z) # 0 para todo z = (x,y) € B x I. Além

disso, existe uma funcdo & : B — I de classe C*, que associa a cada x € B um tinico y = &(x)

tal que f(x,y) = f(x,&(x)) = c.

Observemos que a variavel y no enunciado acima nao possui nada de especial, exceto na
simplificagdo (e na demonstragao) do teorema. Trocando-a por qualquer outra varidvel z; com
i€ {l,...,n}, obtém-se as mesmas conclusdes com as devidas adaptagoes.

Sejam U,V C R"™ abertos. Uma aplicacao f : U — V chama-se um difeomorfismo entre U e
V quando é uma bijecao diferencidvel, cuja inversa f~! : V — U também é diferencidvel. Um
dentre os teoremas que desempenham papel fundamental na Anélise e que faz uso deste conceito

éo

Teorema 1.2. (Aplicacao Inversa)

Seja f : U — R™ uma aplicagdo de classe C* com k > 1 definida no aberto U C R™. Se
x €U € tal que f'(x): R™ — R™ € invertivel, entao existe uma bola aberta B = B(x,d) C U tal
que f|p € um difeomorfismo de classe C* sobre um aberto V contendo f(x).

As demonstragoes dos dois teoremas acima podem ser encontradas em [10].
O teorema seguinte garante a existéncia e unicidade local de solugoes para equacoes diferenciais
ordindrias. Sua demonstracao encontra-se em [15].

Teorema 1.3. (Picard)

Seja f : I x B — R continua, onde I = {t € R; |t —to| < a} e B={x € R"; |z — x¢| < b}.
Suponhamos f localmente lipschitziana com respeito a varidvel x e |f| < M. Entdo existe uma
unica solucao do problema de Cauchy

¥ = f(t,z), z(ty) = zo,
em J = {t € R;|t —to| < a} onde o = min{a,b/M}.

Uma imersao do aberto U C R™ no espaco R™*" é uma aplicacao diferencidvel f : U — R™t"
tal que, para todo x € U, a derivada f'(z) : R™ — R™*™ é uma transformacao linear injetiva.
Uma parametrizacio de classe C* e dimensao m de um conjunto V' C R™™ é uma imersio
¢ : Vo — V de classe C* que ¢, ao mesmo tempo, um homeomorfismo do aberto Vi C R™ sobre
V. Finalmente, um conjunto nao vazio M C R™*™ chama-se uma superficie m-dimensional de
classe C* quando para todo ponto zy € M, existir um aberto U C R™*" tal que V. = U N M



é a imagem de uma parametrizacao ¢ : Vo — V, de dimensao m e classe C*. O aberto V é
chamado uma wvizinhanca parametrizada do ponto xo. Neste caso, dizemos que a superficie M tem
codimensao n. Estaremos interessados apenas quando n = 1, no qual tais superficies recebem um
nome especifico e sao denominadas hipersuperficies.

Sejam M C R™*" uma superficie m-dimensional de classe C* e ¢ : Uy — U uma parame-
trizacao do aberto U C M. Os pontos de U sao determinados por m parametros:

r=(x1,...,Tm) € Uy — @(x) € U.
Se V, é um conjunto aberto do R™ e ¢ : V) — Uy é um difeomorfismo de classe C*, entao
pol Vo —=U

é ainda uma parametrizacao de U. A aplicacao ¢ é comumente denominada uma mudanca de
coordenadas. Ainda com as notacoes deste paragrafo, podemos associar o espaco tangente a M

no ponto ¢(x) como sendo o espago vetorial de dimensao m

TMe@) = ¢'(x) - R™.
Os vetores g—;(x) = ¢'(x) - e, ¢ = 1,...,m, formam uma base de T'M,,) chamada de base
associada a parametrizagao ¢. O espago T'M,(,) independe da parametrizagao escolhida.
Uma aplicacao A : (X1,d1) — (Xa,ds) entre dois espagos métricos ¢ dita uma contragdo, se

existir uma constante ¢ € [0, 1) tal que da(A(z), A(y)) < edy(z,y) para todo =,y € X;.

Teorema 1.4. (Ponto Fixo para Contragoes)
Se E € um espaco métrico completo, entao toda contracao A : E — E possui um unico ponto
r € FE com A(z) = .

Dados U C R™ e p € [1,00) definimos o espago LP(U) por
LP(U) ={f:U — C; f é mensurdvel e |f|rr@) < 00},

sendo
|f’ip(U) = [ |f(z)[dz.
U

Acima, o simbolo dx denota a medida de Lebesgue em R”. A demonstracao do teorema seguinte
pode ser encontrada em [6].

Teorema 1.5. O espaco LP(U) é completo para todo p € [1,00).

Finalizaremos esta se¢do com uma breve discussao de fungoes analiticas (holomorfas).
Uma aplicagao f : U — R", definida no subconjunto aberto U C R™, chama-se analitica em
U, quando é C*™ em U e, para cada x € U, existe um 0 > 0 tal que |h| < § acarreta z +h € U e

flx+h)=f(x)+ Z %f(j)(x) - R,
j=17"

9



isto é, a série de Taylor converge na vizinhanca de cada ponto de U, para o valor da aplicagao f.

A fim de estender esta definicao para funcées f : U — FE, sendo U C C e E um espaco
de Banach complexo, faremos uma pequena passagem pelo Célculo Diferencial neste contexto.
Preservando as notacoes, diremos que f : U — E ¢ diferenciavel no ponto x € U, se existir uma
transformacao linear continua 7' : C — E tal que

flx+h)=f(x)+T-h+r(h),

com }llil(lj r(h)/|h| = 0.

Na definicao acima h deve ser tomado suficientemente pequeno para que x + h € U. A
transformagao T é conhecida como a derivada de f no ponto z e é denotada por f'(z). Quando f
é diferenciavel em todo ponto, dizemos que ela é diferenciavel, e neste caso, podemos considerar
a aplicacdo derivada ' : U — L(C, E),x — f'(x). Se f’ for continua, f é dita continuamente
diferencidvel ou de classe C*, e escrevemos f € C'. Por inducao se define a k-ésima derivada de
f. Supondo f (k — 1)-vezes diferencidvel, a aplicacdo f*) = (f#=1)" . U — Li(C, E) é a k-ésima
derivada de f. Se f*=1) € C! entdo f serd k-vezes continuamente diferenciavel e escreveremos
f € C*. Lembremos que L(C, E) é o espaco das transformacoes k-lineares continuas de C* em
E.

Com esta definicao disponivel, diremos que uma aplicacao f : U — FE, definida no aberto
U C C e assumindo seus valores no espaco de Banach E, é holomorfa, se for continuamente
diferenciavel. Neste caso, é possivel mostrar que esta definicao equivale a anterior, dada em
termos da expansao de Taylor. O leitor interessado pode consultar a referéncia [3].

Nosso objetivo agora é definir (sucintamente) a integral de uma func¢ao continua f, definida
num intervalo da reta e tomando valores num espago de Banach FE.

Uma parti¢io de um intervalo fechado [a,b] C R é uma colegao P = {to,...,t,} tal que
a=ty <ty <---<t,=>b Denotamos por |P| = max{t;;1 —t;;0 < i < n—1} a norma da
parti¢ao P. Se f : [a,b] — F é uma funcao continua, £ um espago de Banach e P = {tq,...,t,}

uma particao de [a, b], definimos a soma

n—1

Y P) =D ft)(tin —ta),

i=0
e dizemos que um vetor v € E € a integral de f quando

v=lim Y (f; P),

|P|—0

caso tal limite exista. Equivalentemente, v € a integral de f quando, para cada € > 0, existe § > 0
tal que |P| < ¢ implicar em |v — > (f, P)| < e. Quando a integral existe, a notacao utilizada é
v = fab f(t)dt e dizemos que f é integravel.

Apresentamos a seguir trés resultados importantes. O primeiro caracteriza as fungoes analiticas

(vide [14]), enquanto os outros dois estendem fatos bem conhecidos do Célculo (vide [3]).

10



Proposicao 1.1. Seja U C R™ um subconjunto aberto. Uma funcao f : U — R é analitica se, e
somente se, para todo K C U compacto, existir uma constante Cx > 0 tal que

]3Qf|L2(K) S C‘I?|+105!,
para todo o € 71 .

Teorema 1.6. Seja {f,} uma sequéncia de fungéoes continuas (resp. holomorfas) definidas num
subconjunto aberto U C C com valores num espaco de Banach E. Se f, convergir uniformemente
para uma fungao f, entao f serd continua (resp. holomorfa) em U.

Uma fungao ¢ : [a,b] — C é dita de variagdo limitada, se existir uma constante A > 0 tal que

n—1

Z |9(ti1) — g(ts)] < A,

=0
para toda partigao P = {to,...,t,} de [a,b]. Dado U C C, um caminho em U é uma aplicacdo
continua 7 : [0,1] = U. Um caminho em U é dito retificdvel se for de variagao limitada. Dados
dois caminhos 1,7, : [0,1] — U tais que 71(0) = 72(0) = 29 e 71 (1) = 12(1) = 21, diremos que
eles sdo homotdpicos se existir uma aplicagao continua H : [0,1] x [0,1] — U tal que H(s,0) =
11(8), H(s,1) = 7y2(s), H(0,t) = z9 e H(1,t) = z; para quaisquer s,t € [0, 1].

Teorema 1.7. (Cauchy)
Sejam U C C aberto, E um espago de Banach e v1,7, : [0,1] — U dois caminhos retificdveis

tais que y1(0) = 72(0) e v1(1) = 72(1). Se v e v2 forem homotépicos, entao f% f= fw f para
toda funcao holomorfa f: U — E.
1.2 Os espagos Hy(T) e Z'(T)

Definimos o toro unidimensional como sendo o conjunto T = {x € R?; |z| = 1}. A transformada
de Fourier de um elemento f € L2(T) ¢ a aplicacao " : L*(T) — [*(Z), f — f, onde

f(e) = / e~ (2)dz, € € 7.

Lembremos que 1*(Z) = {z = (2;)jez; |z|12@z) < 0o}, sendo

|$|%2(Z) = Z |5Uj|2-

JEZ

Teorema 1.8. A transformada de Fourier " : L*(T) — I>(Z) é um isomorfismo linear e

1 .
| flo2ery = %|f|z2(2),

para toda f € L*(T). Além disso,

flz) = % > e i), gtp.

nez
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Proposicao 1.2. Seja f uma funcdo analitica em T. Entao existem constantes C' >0 e d > 0
tais que |f(§)| < Ce %l para todo € € 7.

Teorema 1.9. Sejam f € L(T) N CH(T). Se D*f € L*(T), entio (D* (&) = ¥ f(€).
Definimos o espago de Sobolev Hy(T), pondo

Hy(T) = {f € L*(T); | f | s1y(r) < 00},

onde

1 linm = D IF©OP(+ €)%

€L

Teorema 1.10. O espaco Hy(T) é completo.

As demonstragoes dos Teoremas 1.8, 1.9 e 1.10 podem ser encontradas em [6]. Quanto a da
Proposigao 1.2, veja a referéncia [14].
O espacgo das funcoes-teste em T é o conjunto

C*(T) ={¢: T — C; ¢ € infinitamente diferencidvel}.

Uma distribui¢ao em T é um funcional linear continuo em C'*(T), e o espago das distribui¢oes em
T é denotado por 2'(T). Uma sequéncia {u;} C 2'(T) converge a u € Z'(T) se (uj, ¢) — (u, @)
para toda ¢ € C*(T). Se u € Z'(T) e a € Z?%, definimos a derivada D*u pondo (D%u, ¢) =
(—=1)*{u, D*¢), ¢ € C=(T).

Proposicao 1.3. .
(a) Se u, — u em Z'(T), entao D*u,, — Du em Z'(T).
(b) Se up, — uy e u, — uy em Z'(T), entao u; = us.
(c) Se u, — u em Hy(T), entao u, — u em Z'(T).

A inclusao Hy(T) C 2'(T) e a proposigao acima terao grande utilidade na Segao 4.2. Sua
demonstracao (com as modificagoes 6bvias) pode ser encontrada em [7].

1.3 Operadores Pseudo-Diferenciais

Sejam ) C R™ um subconjunto aberto e m € R. O conjunto dos simbolos de ordem m em (),
denotado por S™(£2), é o espaco das funcoes p € C*°(2 x R™) tais que, para quaisquer o, § € Z
e K C ) compacto, existe uma constante C, g k) > 0 satisfazendo

sup | D] Dp(,€)] < Crapao(1+ JE)"
re

12



Um operador pseudo-diferencial de ordem m em 2 é uma aplicagao linear p(z, D) : C(Q2) —
C>*(Q),u +— p(x, D)u, dada por

p(z, Dyu(z) = (27)™" / (e, €)i(€)de,

onde p € S™(§2). Na defini¢ao acima, C*(Q) = {¢ : Q@ — C; ¢ € C*(2) e supp(¢) é compacto},
sendo supp(¢) o suporte de ¢, isto é, o fecho do subconjunto {z € Q; ¢(x) # 0}.

Se p(x, ) = - a1<m @a(@)E" (aa € C(Q)), entao p € S™(€2). Isto nos diz que todo operador
diferencial com coeficientes em C*(2) é um operador pseudo-diferencial em . Também, se
p(z,€) = (1 + [£]))™? teremos p € S™(R), e daf p(x, D) = (1 — 9?)~! é um operador pseudo-
diferencial de ordem m. Utilizando o Teorema 1.9 obtemos a

Proposicio 1.4. Se f € L*(T), entdo ((1 —92)~ fY(€) = (14 €271 f(€).

13



Capitulo 2

Teoria Local de Existéncia

2.1 Equacoes Reais de Primeira Ordem e o Problema de

Cauchy
Uma expressao da forma
F(z,(0%))ja1zk) = 0, (2.1)

é chamada uma equacao diferencial parcial de ordem k, sendo F' uma funcao dada, u : U — C
uma func¢ao desconhecida definida no aberto U C R™ e £ > 1 um inteiro.

Uma fungao u : U — C ¢é solucdo da equagao (2.1), se para todo x € U existirem todas as
derivadas parciais 0%u(x) com |a| < k e F(z, (0%u(z))|<k) = 0.

A equagao (2.1) é chamada linear se ela possui a forma

D ao(2)0%u = f(), (2.2)

| <k

e quase-linear se ela for escrita como

> aal@, (0%u) gr<k-1)0"u = b, (9°u) g<r1)- (2.3)

|lal=k

A grosso modo, uma equacao ¢é linear se ela for linear na variavel ((0%u)q|<k) € seus coeficientes
a, dependerem apenas de x. Da mesma forma, ela sera quase-linear se for linear somente na
varidvel ((0%u)jq|=k) € seus coeficientes dependerem tanto de x quanto das derivadas parciais
((0°u)gj<k—1). Evidentemente, a classificacdo das equagdes diferencias parciais nao se resume a
estes dois tipos, entretanto, como o objetivo deste capitulo é apresentar uma demonstracao da
versao “classica” do Teorema de Cauchy-Kowalevski, a qual utiliza apenas fatos relativos aos
tipos mencionados acima, nao definiremos as demais classes. O leitor podera encontrar iniimeras
classes de equacgoes nas referéncias citadas na bibliografia. Para evitar repeti¢coes desnecessarias,

a sigla edp denotara de uma vez por todas a expressao equacao diferencial parcial.
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Associamos a edp (2.2) o operador diferencial linear de ordem kem U C R™

L= a0, (2.4)
|| <k
e escrevemos Lu = f. Definimos o simbolo principal do operador L no ponto x € U como sendo

o polinomio homogéneo de grau k£ em R"™ dado por

on(z,6) = ) al(2)”,  (EER),

|a|=k

Dizemos que um vetor £ # 0 é caracteristico para L em z se or(z,£) = 0, e 0 conjunto

Cr(z) ={¢ # 0;0.(x, &) = 0},

é conhecido como o cone'caracteristico de L em x. Convencionando-se 0° = 1, facilmente se
verifica que um vetor & = me;,;m # 0 pertence a Cp(z) se, e somente se, o coeficiente da
derivada 0% em L se anula em x. A préxima definicao serd fundamental em todo o texto. Uma
hipersuperficie M é chamada caracteristica para L em z, se o vetor normal v(x) & M em z

pertence a C(x) e M é dita ndo-caracteristica se ela nao for caracteristica em qualquer ponto.

Teorema 2.1. Seja Y "

=1 a;0;u+bu = f uma equagao linear de primeira ordem, onde a;,b e f sao

funcoes reais de classe C*. Suponha que M é uma hipersuperficie de classe C* nao-caracteristica
para a equagdo acima e @ : M — R uma funcao de classe C'. Entdao para toda vizinhanga
a;0;u+bu = f

n

suficientemente pequena Q D M em R™ existe uma tinica solugdo u € C de Zj:1

definida em 2 com u= @ em M.

Demonstragao. De fato, seja > 7, a;(z)0ju(x) = f(x) — b(z)u(zr) a equacio em questao sob as
hipoteses do teorema, e consideremos o campo vetorial

Az) = (ar(@), ..., an(), f(x) = b(w)u(w)).

Como
n

Zaj(x)aju(x) — (f(z) = b(z)u(z)) = 0,

j=1

¢ equivalente a (A(z),n(x)) = 0 onde n(x) = (Oyu(x),...,du(zr), —1), e a normal ao gréfico de
y = u(z) no ponto x é um multiplo de n(z), a condigdo acima nos diz que A(z) é tangente ao
grafico de y = u(x) em qualquer ponto. Isto sugere que olhemos as curvas integrais

dz;

dy
= a;(r) e i f(x) = b(z)u(z). (2.5)

E claro que qualquer grafico de uma fungao y = u(z) que é a uniao de uma familia destas
curvas define uma solu¢do do problema. Com efeito, se o ponto p = (z,u(z)) € Gr(u), entdo
existe uma curva integral ¢, com ,(0) = p e contida em Gr(u). Como ¢/ (t) = A(p,(t)) teremos

<¢;(t)v (81U, ..., Ohu, —1>> =0,

'Um subconjunto C' de um espaco vetorial E chama-se um cone quando para todo v € C' e todo ¢ > 0, tem-se

tv € C. Cr(x) é um cone com vértice na origem.

15



e visto que p foi tomado arbitrariamente concluimos que Gr(u) forma uma solu¢ao da equagao.
Reciprocamente, suponhamos que u seja solu¢ao do problema. Sejam x(t) = (x1(t),...,x,(t)) e
y(t) solugoes de (2.5). Se o grafico de y = wu(z) intersecta uma curva integral de A num ponto

(20, Yo0), entdo ele conterd a curva toda. Com efeito, defina U(t) = y(t) — u(z(t)). Assim

U(0) = y(0) = u(z(0)) = yo — yo = 0,

pois (zg,y0) € Gr(u) N {traco da curva integral (z(t),y(t))}. Por outro lado

n

dU dy dr; . _
@ Oy = Y=o

Como U = 0 é uma solucao, segue do Teorema de Picard que ela sera a tnica solucao com
dU/dt = 0 e U(0) = 0. Portanto y(t) = wu(z(t)) para todo ¢, e consequentemente a curva
integral encontra-se completamente no grafico de y = u(x). Como conseqiiéncia, se dois graficos
que representam solugoes se intersectarem em um ponto p, eles se intersectarao em toda curva
integral passando por p. Resulta também que o gréfico de uma solugao u sera a uniao de curvas
integrais de A estabelecendo a unicidade.

Suponhamos dada a condicao inicial u© = ¢ na hipersuperficie M. Para cada z € M existe um
aberto M, com x € M, C R" dotado de uma parametrizacao g : S, C R*~! — M,. Para cada

s=(81,...,8,-1) € Sy, a condicdo de M nao ser caracteristica em x equivale a
agl agn
) - 5 2(s) ailas)
det : : : # 0,
Ogn Agn
() e 32 anlgls)

onde z = ¢(s). Para cada s € S,, consideremos o problema de valor inicial

' Y
_<37t) :(Zj(.CE), _(Sat) :f(x) —b(a:)u(:v),
;(s,0) = g5(s), y(s,0) = »(g(s)).
Aqui s é apenas um parametro, assim temos um sistema de equacgoes diferenciais ordinérias

na variaval ¢. Pelo Teorema de Picard, existe uma tnica solucao (z,y) definida para ¢t pequeno e
(z,y) é uma fungao de classe C'' nas varidveis s e t. A condigao anterior nos diz que

8361 8371 a:L'l
8—81(8,0) m(S,O) E(S,O)
det : : : # 0.
&%’n al'n axn
6_51(8’ 0) - TM(S’O) W(S,O)

O Teorema da Aplicagao Inversa implica que para todo (s,0) € R", existem abertos Ag, Bs C
R™ com (s,0) € A, e x(s,0) € By tais que ¢ : A, — B dada por 9(s,t) = x(s,t) é invertivel,
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fornecendo s e t como fungoes de x € B com t(x) = 0 e g(s(x)) = x quando = € By, N M. Com
efeito, se x € BN M entdao x = g(s) = t(x) =t(g(s)) = t(x(s,0)) =0 e g(s(x)) = z(s(z),0) = z.
Definamos agora u(x) = y(s(x),t(z)). Claramente u(x) = p(z) se + € By N M, pois neste caso
u(z) = y(s(x),t(z)) = y(s(z),0) = p(g(s(x))) = ¢(z). Por outro lado, a regra da cadeia implica
em

ou 83k Oou Ot
D adu = Z“J( sy, 0x; 0ta_:vj>
ask O — ot

Z &Sk 890] ou 8x] ot
8Sk

;o 0t 2 Ot o,

B Zau 85k Ou Ot

dsi, Ot T
ou

= 0+

= f—bu,

pois si e t sao funcionalmente independentes. Assim u é uma solugao local para o problema.
Repetindo este processo para todo ponto z € M e observando que as solugoes coincidirao nos
dominios comuns, “colamos”as solugoes locais fornecendo uma solucao global para toda hipersu-
perficie M.

Observemos que x(s,t) deve sair de M no minimo para ¢ pequeno, pois caso contrario z'(t) =
A(z(t)) nestes valores de t e dai A(z(t)) seria tangente a M. O

Agora retornaremos para a equacao de k-ésima ordem:

F(z, (0W)a1<k) =0, (2.6)

com F no minimo de classe C'. Se M ¢é uma hipersuperficie de classe C* e u uma funcao C*!
definida numa vizinhanga de M, os valores® u,d,u,...,0% u em M sao chamadas as condigoes
de Cauchy de uw em M. O problema de Cauchy é resolver (2.6) quando tais condigoes sao pré-
estabelecidas.

Iremos nos restringir a uma vizinhanca de um ponto dado em M, e desta forma assumiremos
que uma mudanca de coordenadas fora realizada de modo que M contenha a origem, e proximo
a ela, coincida com o hiperplano z,, = 0. Serd necesséario fazermos uma pequena modificacao
nas notacoes. Identificaremos o espaco R™ com o produto R"! x R e denotaremos um ponto
deste espago como (x,t) onde z = (x1,...,2,_1). As derivadas com respeito a x e t serao escritas
respectivamente, como 0% onde a = (ay,...,q,_1) € ag' . Com estas notacoes o problema de

Cauchy consistira em resolver, caso seja possivel, o seguinte sistema:

2Se u é uma funcao diferencével numa vizinhanca da hipersuperficie M, definimos a derivada normal de u em
M pondo d,u = (v, Vu).
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{ F(x,t, (Oﬁan)\angk) =0 (2.7)

Hu(z,0) = ¢;(x) (0<j<k-—1).
Comecamos observando que se u ¢ uma fungao de classe C" com r > k, entao a condi¢ao de
Cauchy {¢,} determina todas as derivadas 920}u em M com j < k e |a| 4+ j < r, pois

920l u(z,0) = 9%¢;(x).

Portanto, a tnica derivada em (2.7) que é desconhecida em M é d%u. A fim de que o problema
de Cauchy esteja bem comportado, devemos assumir que a equacao F' = 0 possa ser resolvida
em fungao de dFu. No caso linear esta condi¢do é equivalente a dizer que a hipersuperficie ¢
nao-caracteristica como se verifica facilmente.

No caso geral, a equagao

F(x,0,(050;(x))|al+j<kj<k> Yok) = 0,

nao determina ug, de forma tnica como uma funcao de x em M. Dizemos entao que o problema
de Cauchy é nao-caracteristico se a derivada ug; pode ser determinada como uma funcao C! da

variavel x em M de modo que

F(x,0,(050;(%))|a+j<kj<k> Uok) = 0,

OF
Ouoy,

(2,0, (07 9(x))al+j<k i<k uok(x)) # 0,

para todo x. Neste caso, podemos resolver a equacao F' = 0 em funcao de ug, através do Teorema
da Funcao Implicita. Além disso, ug sera de classe C' numa vizinhanca de M e dai podemos

reescrever a primeira equagao acima como
. .
Ou = G(x,t, (07 0/ W)l rj<kj<k)- (2.8)

Assim, as condicoes de Cauchy {¢;} juntamente com a igualdade (2.8) determinam todas as
derivadas de u de ordem menor ou igual a £ em M. Se G for p-vezes diferencidvel, podemos
determinar as derivadas 8f "y em M para todo j = 1,...,p. A proposicao a seguir retne todos

estes fatos.

Proposicao 2.1. Se G, ¢y, ..., ¢r_1 Sao funcoes analiticas, entdo existe no maxrimo uma funcao
analitica u satisfazendo (2.8) com du(x,0) = ¢;(x) para 0 < j < k.

Demonstracao. De fato, sejam uy(z,t) e uy(z,t) fungdes analiticas satisfazendo (2.8) tal que
8tjui(x,0) = ¢;(z) paratodo j =0,...,k—1ei=1,2. Assim,

aful (]3, O) - anZ(x7 0) - G(l‘, 0, <a§¢j($))|a\+j§k,j<k)7
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e dai, 0]"uy(x,0) = 9"us(x,0) para todo m € N. Definamos ¢; e ps pondo ¢1(t) = uy(z,t) e
©o(t) = uz(x,t). Temos entao que

pi(h) = Zﬁsoi(m-hﬂ =Zﬁazu1<x,o>-hf =Zﬁ85uz(x,0)-hf

Portanto, uy (z,t) = us(z,t) para todo (x,t) estabelecendo a unicidade. O

2.2 O Teorema de Cauchy-Kowalevski Classico

Nesta secao consideraremos o problema de Cauchy
F(z, (0%U)ja<k) = 0, du=q;em M, (0<j<k)

onde as fungoes F), o, ..., pr_1 e a hipersuperficie M sao analiticas, e procuraremos solugoes
definidas em uma vizinhanca de algum ponto xy € M. Podemos fazer uma mudanca de coorde-
nadas analitica de R" para R"! x R de modo que g é aplicado em (0,0) e uma vizinhanga de
xg € M ¢é aplicada no hiperplano ¢ = 0. Esta transformacao embora mude a funcao F', nao altera
a analiticidade do resultado. Assumiremos a condi¢ao nao-caracteristica em sua forma analitica,
isto é, que a equacao F' = 0 possa ser resolvida para 0Fu, fornecendo-a como uma funcao analitica
G das variaveis restantes. O problema de Cauchy assume a forma

afu = G(JZ, t, (agagu>\a|+j§k’,j<k) (2 9)
NHu(x,0) = pj(x) (0<j<k).
Nosso principal resultado é o seguinte teorema de existéncia.
Teorema 2.2. (Cauchy-Kowalevski)
Nas condigoes acima, se G, g, ..., -1 sGo analiticas numa vizinhanc¢a da origem, entao

existe uma vizinhanga da origem na qual o problema de Cauchy (2.9) possui uma unica solugdo
analitica.

Observamos que G, ¢; e u podem ser complexas ou até mesmo vetoriais, pois os argumentos
desta secao funcionam da mesma forma para certos sistemas de equactes. Antes de proceder-
mos para a demonstracao, recordaremos algumas propriedades de séries de poténcias em varias

varidveis.

(P1) Se f ¢ analitica numa vizinhanga de 2° € R™, existe 7 > 0 tal que a série de Taylor

S PN oy

converge para f(z) no cubo Q = {x; |z, — x?\ <r,1<j<n}. A convergéncia é absoluta e
uniforme em subconjuntos compactos de €2, e a série pode ser diferenciada termo a termo.
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(P2)

(P3)

Sejam f(z) = Y. aq(x — 2°)* convergente numa vizinhanga de z° € R™ e x uma fungao
analitica de £ € R" dada por z = > bg(£ — £°)7 onde bs € R"™ e x(£°) = by = 2°. Entao
a funcao composta F(£) = f(x(£)) é analitica em &Y e sua expansido em série de poténcias
sobre €% é obtida substituindo Y, bs(¢§ —£°)7 no lugar de z — 2° na série Y aq(z —2°)* e
depois multiplicando os termos. Assim F(§) = > ¢, (£ —£%)7 com ¢, = P, (ay’s, bg's), onde
P, ¢ um polindmio nos coeficientes a,’s e bg’s para os quais o; < y; e 3; < 7; para todo j.
Além disso, P, possui coeficientes nao-negativos, ja que apenas a adigao e a multiplicagao

sao envolvidas na expansao.

Dados M, r > 0, a funcao
Mr

r—(r+-+x,)

é analitica no retangulo A = {z; max|z;| < r/n}, pois x € A implica em —r/n < z; < r/n

flx) =

para todo j € 1,...,nedal —r <z +---+ x, < r. Pela férmula da série geométrica e o
Teorema Multinomial, sua série de Taylor é

|
f) =M Y 0 e

R

a qual converge absolutamente para max|z;| < r/n.

Uma série Y a,(z — 2°)® com coeficientes nao-negativos majora a série Y b, (z — %)%, se
ao > |ba| para todo a. Neste caso, é claro que > b, (z—12°) converge absolutamente sempre

que Y aq(r — 2°)* convergir.

Suponha que ) a,x® seja convergente num retangulo {z; max|z;| < R}. Entao existe uma
série geométrica semelhante a exibida na propriedade (P3) acima, majorando ) a,z®. De
fato, fixemos r € (0, R). Pondo x = (r,...,7) vemos que >_ anr'® = > a,2® converge, e
daf existe M > 0 tal que |a,r!®!| < M para todo . Portanto,

aqr'®! M Mla|!
|aa] = | =55 | < a7 < :
r‘a| 'r|a| a!r‘a|
Assim, a série
Mlall Mr
> oy = ’
= alrlel r— (x4 )

majora y | a,z®.

Agora retornaremos ao Teorema de Cauchy-Kowalevski. A unicidade foi estabelecida na Pro-

posicao 2.1, e a demonstracao da mesma nos sugere como provar a existéncia. O caminho é o

seguinte: determinamos todas as derivadas de u na origem diferenciando (2.9), e colocamos todas

as derivadas na expansao de Taylor. A tnica dificuldade é mostrar que esta série converge. Com

este objetivo, serd conveniente substituir nossa equacao de ordem k por um sistema de primeira

ordem.
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Teorema 2.3. O problema de Cauchy (2.9) é equivalente ao problema de Cauchy para um certo

sistema quase-linear de primeira ordem

n—1
8,Y =S Ai(x,t,Y)0,Y + B(x,t,Y
t ]Z:; ](f]j, ) ) j + (Z' ) (210)
Y(z,0) = &(x),

no sentido que, uma solu¢ao para um problema pode ser encontrada a partir de uma solugao
do outro. AquiY,B e ® sao funcgoes vetoriais, os A;'s sao fungoes matriciais e A;, B e ® sao

determinados explicitamente pelas fungoes em (2.9).

Demonstragao. O vetor Y tem componentes (yaj)0§|a|+j§k. No que segue, as derivadas 6§8§u
serao substituidas pelas entradas y,; como varidveis independentes em G. Além disso, se a é um
multi-indice ndo-nulo, i = i(a) e 1; denotarao respectivamente, o menor nimero tal que «o; # 0 e
o multi-indice com 1 na i-ésima coordenada e 0 nas restantes. O sistema de primeira ordem a ser

resolvido é

(a) OYaj = Ya(j+1) (|af +7 < k),
(b) at?/aj = 5xiy(a71i)(j+1) (lo| +j =k, j<k),
oG oG

(¢) Owor = —+ o Ya(i+1)
ot |a|+j<k8aj J (2.11)

oG
+ Z axiy(a—li)(j-i-l)’
. Waj

e as condigoes iniciais sao
(@) Yaj(2,0) = 0yp;(x) (< k),
N (2.12)
(0) yo(z,0) = G(z,0, (0790 (2))jal+j<k, j<k)-

E claro que se u é uma solugio de (2.9), entao as fungoes y,; = 0% u satisfazem (2.11) e (2.12).

)
Com efeito, se u é uma solugao de (2.9), entao

Gfu(:v, t) = G(IE, t, (6§8§u(x, t))|a|+j§k7j<k)
Oju(x,0)=p(x), (0<j < k).

Entao
OtlYaj = @(8?8?10) = 8;“5’§+1u = Ya(j+1),

se |a|+j < k. Para || +j =k e j <k, temos
OYaj = 8t(8§‘8,fu) = 0y(0x (ag(ca_li))agu) = O, (3§a_1i)ag+lu = 02, Y(a—1:)(j+1)

e finalmente

Oyor = 0(0fu) = 9,(G(,t, (820)u) a4 j<ki<k)
oG oG oG
= oot D Vgt ) By D10+

lal+i<k 7 lal 5=k ~ 7
j<k

21



Enquanto as condicoes iniciais, temos
Yo (2, 0) = 0700 u(, 0) = 8y (x), j <k,
yOk(xa O) = 8fu(x, 0) = G(Ia 0, (8§8§u(x, 0))|Oé\+j§k7j<k)
G(x,0, (07 ¢;(2))al+j<h, j<k)-

Reciprocamente, se 0s y,;'s satisfazem (2.11) e (2.12), declaramos que u = yg satisfaz (2.9).

Primeiramente observemos que (2.11)-(a) implica na seguinte igualdade
Ya(i+1) = Oy (J+1< k), (2.13)
e de (2.11)-(b) segue que
OYaj = OzY(a1G+1) = Or:(OY(a-105) = O (On.Y(a-1,);):
se la|+j=Fkej<k. Assim,
Yaj(T:1) = OnY(a—1,)j(2, 1) + caj(),
para alguma fungao c,;. Mas por (2.12)-(a),
Yaj(@,0) = 07p;(x) = 02,07 " 0;(%) = OuY(a—1;(2,0),
de modo que c,; = 0, e consequentemente
Yaj = O Yarnyjs (o] +7 =k, 7 <k). (2.14)

A seguir, por (2.11)-(c),(2.13) e (2.14),

oG oG oG
Oyor = + Z Tya(j+1)+ Z P FY(a-1,)(j+1)

8t la|+j<k @l la‘]-tjk:k aj
oG oG e
= o —Ya(i+1) +
oy Oes ’ a%k Ya(j+1)
oG oG
o Z Dy L2+
\alj-gkﬁk
_ 8_G+ 0G 0Ya;
O g Qs O
0
= a[G(x, t, (ya]))]7

e desta forma
yOk(x> t) = G(.?Z, t, (yaj(x> t))) + COk(x)>
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para alguma funcao co,. Mas pela condigao (2.12)-(b),

yOk(va) - G(ZL‘,O, (62‘%@))) = G(ZL‘,O, (yaj(x, 0)))7

e novamente cor, = 0, donde
Yor = G (2, t(Yay ) al+i<k, j<k)- (2.15)

Nosso proximo objetivo é mostrar que

Yaj = a$iy(06—1i)j’ (a # O) (2‘16)

A igualdade em (2.16) ja é valida se |a|+j = k e j < k como mostra (2.14), nos restando analisar
o caso em que |a|+j < k. Faremos isto por induc¢do em [ = k — (|a| +j). Para [ = 0, o resultado
é vélido devido a (2.14). Mostraremos a igualdade para [ + 1 supondo a validez da mesma para
l=Fk—(Ja|+j) > 0. De fato,

atyaj = Ya(j+1) = 3ziy(a—1,-)(j+1) = atﬁxiy(a—li)ja

onde na primeira igualdade usamos (2.11)-(a), ja que |a| + j = k — [ < k, na segunda igualdade
usamos a hipdtese de indugdo, pois | — 1;| +j + 1 = k — [, e na ultima usamos (2.13). Desta
forma,

Yoij (ZE, t) = aﬁtiy(a—li)j (ZE, t) + Caj (:L’)
Mas por (2.12)-(a),

yaj(xv O) = (9?90]'(1') = awiag_li‘:pj(x) = axiy(afli)j(% O)'

Portanto c¢,; = 0 e (2.16) esta completamente estabelecido. Aplicando (2.13) e (2.16) repetida-
mente concluimos que
yaj = 8§8§yoo. (217)

Pondo u = ygo, afirmamos que u satisfaz (2.9). Com efeito, por (2.15) e (2.17) temos
Ou = yor = G(x,t, (Yag)atjzr.j<k) = Gl 1, (0507w afrj<h, j<n),

e por (2.12)-(a),

Portanto u = g é solucao de (2.9). O

Precisaremos de uma outra simplificacao.

Teorema 2.4. O problema de Cauchy (2.10) é equivalente a outro problema da mesma forma,
no qual Ay, ..., A,_1 e B nao dependem det e ® = 0.
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Demonstragdo. Para eliminar ® simplesmente pomos U(z,t) = Y (x,t) — ®(x). Entao Y satisfaz
(2.10) se, e somente se, U satisfaz

)_l

n—

U =Y Ai(x,t,U0)0,,U + B(x,t,U), U(x,0)=0, (2.18)

=1

sendo A; = A;(x,t,U+®) e B(z,t,U) = Bz, t,U+®)+ 317" Ai(x,t,U + )9, ®. A verificagao
é imediata. Para eliminar t de A; e B definamos U = (ug, U), onde dyug = 1 e ug(z,0) = 0. Entao

up(z,t) = t, e trocando t por ug temos

81:0 = (@Umat )

= (o,ni Ai(x,0)0,,U) + (1, B(x,U))
— axuo,nsz,wax U)+ (1, B, 0)

-1

axi Ug

o,.U + (1, B(z,U))

0 0
Deste modo, o sistema

sendo /le(x, U) = e é(az,U) = (1, B(x,U)). Além disso, U(z,0) = (0,0) = 0.

U = Zfli(x, 00,0 + B(x, ), (2.19)

0(x,0) = 0,

possui seus coeficientes A; e B independentes da varidvel ¢. Finalmente, U é solugao de (2.18) se
e somente se, U é solucao de (2.19). O

As construgoes nos dois teoremas anteriores claramente preservam analiticidade, e portanto,

reduzimos o Teorema de Cauchy-Kowalevski ao seguinte

Teorema 2.5. Seja B analitica com valores em R"™ e Ay, ..., A,_1 funcgoes analiticas com valores
numa matriz real de ordem N definidas numa vizinhanca da origem em R™ x RN, Entdo eiste

uma vizinhan¢a da origem em R™ no qual o problema de Cauchy

n—1
; (2.20)
Y(z,0) =0,
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possut uma unica solucao analitica.

Demonstragdo. Temos Y (x,t) = (y1(x,t),...,yn(z,t)), onde z € R" ! e t € R. Por simplicidade
poremos Y = (y1,...,yn), B = (by,...,bn), A = (al,),—y € M(N x N). Vamos procurar
solugoes da forma y,, = >. ¥zt (m = 1,...,N) de (2.20), j4 que Y deve ser analitica. A
condigao de Cauchy nos diz que ¢®® = 0 para todo a,m. Com efeito, fixado m € {1,..., N}
temos
Ym(z,t) = Z It = V™ + Z I
J#0
Portanto,
Y (2,0) =0 < ym(z,0) = 0 Vm & 202% = 0 Va, m.

Logo devemos ter ¢?¥ = () para todo o, m. Para determinar ¢/ para j > 0, substituimos as séries

dos yx’s nas equacgoes diferenciais

atym = Za;ﬂ<x7 Yiy .- 7yN)ax¢yl + bm(xayla S ?yN)a (221)
1,0

que sao as coordenadas de (2.20) como se verifica facilmente. Pela propriedade (P2), substituindo
as séries dos y’s nos a’, ; teremos uma série de poténcias nas varidveis = e t cujos coeficientes

i

sao polinémios com coeficientes nao-negativos nos ¢’ e os coeficientes da série de Taylor de al,,.

Além do mais, os coeficientes dos termos em que t aparece na j-ésima poténcia somente envolve
os ¢ com [ < j. O mesmo ¢ vélido para as séries obtidas de b,, e de d,.y;, e multiplicar a’ , por
0.,y ainda preserva estas propriedades devido a férmula do produto de duas séries.
Resumidamente, no lado direito de (2.21) obtemos uma expressao da forma
Z PY () 1<p, coef. de A; e Bzt
aj
em que P% é um polindmio com coeficientes nao-negativos. No lado esquerdo temos

Ol = Oy [Z cfnjxo‘tj} = chﬁbjxatj_l = Z(] + 1)Ut gaps,
o

“ i1 “
Portanto,
U+ — (5 4 1)_1Pﬁ;j((cfl)l§k, coef.de A;e B),
e desta forma, se conhecermos os cfl com [ < k podemos determinar o valor de cf 1) Procedendo

. . . 1 . .
indutivamente determinamos todos os c’,f € mals precisamente, encontramos que

9 = Q% (coef.de A;e B),

sendo Q% novamente um polindmio com coeficientes nao-negativos. Para finalizar a demonstragao
basta mostrar que cada ¥, converge.

Suponhamos agora que o seguinte problema de Cauchy

n—1
0Y =) Ai(x,Y)d,Y + B(x,Y),
i v (2.22)
Y (z,0) =0,

cumpra as seguintes propridades:
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1. Existe uma solucao analitica numa vizinhanca da origem.
2. A série de Taylor dos A; e B majoram as de 4; e B.
Entao a solucdo Y = (f1,...,9xn) deste problema é dada por g, = 3. ¥z com
& = Q% (coef. de A; e B),

sendo Q%7 o mesmo polinémio anterior, ja que o processo de construcao da solugao ¥,, serda o

mesmo. Como Q% possui coeficientes nao-negativos
1| = |Q% (coef.de A; e B)| < Q% (coef.ded; e By) = &

Observemos este fato com cuidado. Faremos isto apenas com os A;. Como A; = > @;,2%* majora
A; = > ajq2%, a definicao nos diz que cada a;, > 0 € @0 > |aio|. Da mesma forma teremos que
bio, > |bia|. Portanto, como os coeficientes de Qf“nj sao todos nao-negativos segue que

Q% (coef.de A;e B)| < Q% (coef.de A; e B).

Desta maneira a série para Y majora a série para Y, e a ultima portanto convergira numa
vizinhanga de origem. Basta agora construir um tal sistema que cumpra as condicoes acima.
De fato, se A; = (a’,) e B = (by,...,by) sao analiticos para |(x,t)] < R (tal R > 0 existe

pela propriedade (P1) notando que as séries dos A; e B sao de Taylor), entao existem M > 0 e
r € (0, R) tais que as séries dos a’,, e b; sao majoradas pela série de

Mr al!
_ Z ’ ’ Za’
r—(ri+- -+ xp-1)— (1 +- +yn) a0 alrlel
sendo z = (21,...,Zn—1,Y1,---,Yn), @ = (a1,...,0,), p =n — 1+ N. Logo cada coeficiente da
série dos al ; e b; sdo tais que |a’ ], |b;] < % Observe que fomos até x,_; porque cada a’,, e b;
dependem apenas das variaveis x1,...,T,_1,Y1,--.,YN-
Consideremos agora o seguinte problema de Cauchy: para m = 1,..., N definamos
Mr ~1 N
OrYm = n—1 N [Z?:l >jm1 Oy T 1,
T i T D i Y ! (2.23)
Ym(z,0) = 0.

Tal sistema é motivado pela igualdade

atym = Zafnl(xayh L 7yN)ax¢yl + bm(xayla ] ?yN)-
1,1

Uma solugao para este problema ¢é facilmente encontrada. De fato, é suficiente resolvermos o

problema de Cauchy

Oru = s Nu [N(n —1)0su+ 1], (2.24)
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onde s e t sdo varidveis reais. Feito isto, pondo y;(z,t) = u(zy + -+ + x,-1,%) para todo j,
teremos que Y = (y1,...,yn) satisfazera (2.23) finalizando a demonstragao. Com efeito, se u
satisfaz (2.24) entdo y,,(z,0) = u(zxy + -+ + 2,-1,0) = 0 (basta por no lugar de s a soma

-1
Z?:l ;) e

Oyt = My [n_ljijéi +1
o - Z;L;ll Lj— Zjvzl Yi Li=1 j=1 o 7
ja que
ZZL:_II Zjvzl Ony; = Z;:f (Oey1 + -+ + Oz, yN)
= S (Opu e+ Opyu)
= N Z?;ll O u
= N(Opu+-+ 0, ,u)
= N(n—-1)0,u
= N(n—1)0su,
pois

Op,t = Ot - Oy, (1 + ... + 1) = Osu - 1 = Osu, Vi.

A teoria apresentada na Segao 2.1 nos permite resolver (2.24). Rescrevendo a equagao diferencial
como
(r—s— Nu)dwu — MrN(n—1)0su = Mr,

primeiramente resolvemos as equacoes caracteristicas

dt ds du
& s Nu, B MrNn-1) e &= p
o r—s u, o rN(n ) e o r,

com condigdes iniciais t(0) = 0, s(0) = o e u(0) = 0, obtendo t = MrN(n—2)72+ (r — o)1, s =
—MrN(n—1)74+ 0 eu= M+ 7. Eliminando ¢ e 7 temos

r—s—+/(r—s)2—2MrNnt
Nn '

O sinal de menos na raiz é forgado pela condigao u(s,0) = 0. Basta tomar 0 < s < r. Claramente

u(s, t) =

esta fungdo é analitica em s e ¢ numa vizinhanga da origem. Para ser mais preciso, se [s| < 3
e [t < searwm:
{(s,1);]s] < 3elt] < oamm - 0

entdo (r — s)> — 2MrNnt > 0 e consequentemente u sera analitica no conjunto

A seguir, faremos algumas observacoes sobre este importante resultado.

1. Mostramos a existéncia de uma tinica solucao na vizinhanca de um ponto. Contudo, existe
solucao analitica numa vizinhanca de qualquer ponto de M, e pela unicidade, quaisquer

duas solucoes deverao coincidir na intersecao de seus dominios.

2. O Teorema de Cauchy-Kowalevski mostra a existéncia de uma tunica solu¢ao analitica, e
a partir deste fato uma questao surge naturalmente: FEziste alguma solu¢ao nao-analitica
para o mesmo problema ?. No caso linear a resposta é negativa e este resultado é dado pelo
Teorema de Holmgren, cuja demonstragao pode ser encontrada na referéncia [9] ou em [18].
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3. Para o caso linear, F. Treves obteve uma versao deste teorema exigindo analiticidade apenas
na variavel x. Mais precisamente, se U C R" é aberto, T' > 0, A;(z,t), f(z,t) e up(z), (j =

0,1,...,n) sdo analiticas em x € U e continuas em t € (—T,T") entao o problema de Cauchy

atu = ZA]‘(ZL‘, t)@x/d + AO(ZE’ t)u + f(l’,t),
j=1

u(z,0) = ug(x),

(2.25)

possui uma unica solu¢ao u(z,t) analitica em x e continuamente diferenciavel em ¢ para
todo subconjunto U’ x (=T",T") € U x (=T, T), onde U’ ¢ U’ C U é precompacto e T' > 0
é suficientemente pequeno. Além disso, u(z,0) = ug(x) se x € U'. No sistema acima, os
Ajs sao matrizes de ordem m e f, up, v sao fungoes com valores em R™. Observemos que a
hipotese de analiticidade nao pode ser completamente descartada, pois em 1957, H. Lewy
exibiu o operador L = 9, + id, — 2i(x + iy)9, definido em R*® com coordenadas (x,y,t) e

provou o seguinte

Teorema 2.6. Seja f(t) uma fungdo continua. Se existir uma func¢do u(x,y,t) de classe
C! satisfazendo Lu = f numa vizinhanca da origem, entdo f € analitica em t =0

Outro operador interessante é o de Grushin-Garabedian, L = 9, + ixzd,, definido em R?.
Associado a ele existe um resultado andlogo ao Teorema 2.6.

Teorema 2.7. Sejam D,,,n € N, discos fechados e disjuntos no semiplano direito do R?
com centros (z,,0),z, > 0 ez, — 0. Além disso, seja f € C>(R?) uma fungao par em
relacao a x, que se anula fora dos discos D, para x > 0 e tal que ffDn flx,y)dxdy # 0
para todo n € N. Nestas condigoes, a equacao Lu = f nao admite solucdo continuamente

diferencidvel numa vizinhanca da origem.

O problema destes dois operadores é que seus coeficientes nao sao reais (vide Teorema
2.1). A demonstracao do Teorema 2.6 pode ser encontrada em [5] ou em [9], enquanto que
a prova do Teorema 2.7 pode ser vista em [7].
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Capitulo 3

O Teorema de Cauchy-Kowalevski
Abstrato

Neste capitulo definiremos a nocao de escala de espacos de Banach e provaremos uma versao
abstrata do Teorema de Cauchy-Kowalevski. A demonstragao se baseara no método classico de

encontrar pontos fixos.

Uma escala decrescente de espagos de Banach é uma colegao {Es}o<s<1 de espagos de Banach
complexos, cada um equipado com uma norma | - |, satisfazendo a seguinte condigao:

Se0< s <s<1,entdo Fs C Ey e |u|y < |u|s para todo u € E.

Esta nocao de escala tera grande utilidade na demonstracao do resultado seguinte, assim como na
resolucao do problema de Cauchy periédico para a equagao de Camassa-Holm, a qual estudaremos
com certo detalhe no proximo capitulo.

Dada uma escala decrescente de espagos de Banach {F}o<s<1, sejam T, R,C' > 0 constantes
positivas, U = [-T,T] x {u € Eg; |u|s < R} e

F . Uu — Esl
(t,u) — F(t,u),

uma aplicagao continua satisfazendo para quaisquer 0 < s’ < s < 1 e u,v € E; com |u|, <
R, |v|s < R,

sup |F(t,u) — F(t,v)|y < -
lt|<T §—S

lu — vls. (3.1)

Além disso, assumiremos a existéncia de uma constante M > 0 tal que

M
sup |F(t,0)]s < ] , (3.2)
<7 —s

para todo s € (0,1).
Nosso objetivo é provar a seguinte versao do Teorema de Cauchy-Kowalevski.
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Teorema 3.1. Sob as hipdteses (3.1) e (3.2), existe a € (0,T) e uma tinica fun¢ao u tal que para
todo s € (0,1)
u: I —  E

t — u(t),

sendo I? = (—a(l — s),a(1 — s)), € continuamente diferencidvel e satisfaz

(e

set € I, além de sup,epa |u(t)]s < R.

O simbolo I? sempre denotard o intervalo acima, com a hipétese evidente de a > 0 e s € (0, 1).
Sejam agora s € (0,1],7y > 0ewv: (=T1,T1) — Es uma func¢ao continua. O problema

u'(t) = o(t)
u(0) =0,
possui uma unica solugdo continuamente diferenciavel u, : (—=T,7T;) — Es dada por

uv(t):/o v(T)dr. (3.4)

Este fato nos sugere a seguinte observacao:
A existéncia de w no Teorema 3.1 equivale a existéncia de v : I — E, continua para todo
s € (0,1), satisfazendo sup,ea [u,(t)]s < R e

v(t) = F(t,u,(t)), (3.5)

em I2.
A verificagao deste afirmacao é imediata, pois se u é solugao do Teorema 3.1, definindo v(t) = u/(t)
temos u,(t) = u(t), donde sup,csa [uy(t)]s < R, e v(t) = F(t,u,(t)). Reciprocamente, se existir
v : I — E; continua para todo s € (0,1) satisfazendo sup,ea [uy(t)]s < R e (3.5) em I

R

entao
u(t) = u,(t) é continuamente diferencidvel em I para todo s € (0,1),sup;esa |u(t)]s < R, u'(t) =
F(t,u(t)) e u(0) = 0, isto é, u é solugdo do Teorema 3.1. Sendo assim, é suficiente provarmos
(3.5).

Faremos uma ultima definicao. Dado a > 0 denotamos por H, o espaco

H, ={u:I! — E;u é continua em [ para todo s € (0,1) e [Jull, < oo},

sendo
Jul (o) (1-5) (1= A1) (3.
ulls = su u(t)]s(1—s)(1 — ——) . :
0<s<1,ptelg a(l—s)
A partir da completeza de cada (Ej, | - |s), resulta que (H,, || - ||o) ¢ um espaco de Banach. Com

efeito, se {u,} é uma sequéncia de Cauchy em H,, entdo dado ¢ > 0, existe ng € N tal que
|tn, — um||la < €/4, sempre que n,m > ny. Logo,

L] Y2 a
e (£) = (£)]o(1 — s)(l - m) <e/d, Vnom >ng,teI%se(0,1).  (3.7)
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Fixemos s € (0, 1) e definamos para cada n € N a funcao v}, : I — E pondo
|t| 1/2
(1) =, (£)(1 — (L—————).
(1) = un(0)(1 =) (1= 1
A condicao (3.7) implica que a sequéncia {u}(t)} é de Cauchy em FEj, e portanto converge (em

E;) para um elemento

(1) = (1 — ) (1 - %)m c E,

Fazendo m — oo em (3.7) obtemos
[t 2 o
|Un<t>—ut‘s(1—5)<1—m> <€/3, VnZno,tEIS,

e dai
¢ 1/2
sup |un (t) — ug|s(1 — s)(l - ﬁ) < €/2, ¥Yn > ny. (3.8)

tels
Defina u : I — FEg, pondo u(t) = w;. A condi¢do (3.8) nos diz que u} — u* uniformemente em
Ia

R

e pelo Teorema 1.6 concluimos que v* é continua em I¢. Com maior razao, u serd continua
a
em [.

Como os fatos acima sao validos para todo s € (0, 1), obtemos que u é continua em I? para
todo s € (0,1) e [Ju, — ulls < € se n > ng. A desigualdade ||ulls < [|tn, — ulla + ||tn, || mostra
que u € H,, e por conseguinte, o espago H, é completo.

A estratégia da demonstracao do Teorema 3.1 é muito simples. Ela se baseara na procura de
um unico ponto fixo para uma certa aplicacao, o qual nos dard uma tinica solugao para a equacao

(3.5). Este procedimento fara uso dos trés lemas abaixo.

Lema 3.1. Para todo a > 0,u € H,,s € (0,1) et € I vale a sequinte desigualdade:

[ utrlds

Até o final deste capitulo, a notagao u sempre denotara a funcao acima.

a(t)]s < < 2al[ulla, (3.9)

sendo u(t) = fg u(T)dr.

Demonstragao. Suponhamos t > 0. Entao |a(t)|s < fot |u(7)|sdr. Utilizando a definicao de ||ul|q4,
obtemos para todo 7 € (0, 1),

/Ot [u(7)|sdr = /Ot [|U(T)|s(1 —s) (1 — a(%—s)) 1/2(1 _ S)_1<1 _ ﬁ)lﬂ] i
e [ 0= (1= g)

Pondo p = 7/a(1 — s) e usando o fato que 0 < t < a(l — s) segue-se que

t t/a(l1—s)
/hmmmSawm/ (1= ) dp
0 0

1
Sammlu—m*%m

= 2al|ul|q-

IN
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Portanto,

a(t)]s < < 2allullq, t > 0.

[ utrds

O caso t < 0 é analogo. O]

Lema 3.2. Para todo a > 0,u € H,,s € (0,1) et € I vale a sequinte desigualdade:
¢ _ 1/2
o s(r)—s 1—s \a(l—s)—|t

sendo s(1) = (1 + s — Z—‘) definida em (0,t) (resp. em (t,0)) set >0 (resp. set <0).

Demonstragao. Fixado t > 0, comeg¢amos observando que s(7) € (0, 1) para todo 7 € (0,¢). Com

efeito,

s(r) = %(1—1—5—7’/@) < %(1—1—3) <1,

s(1) = %(a(l +5)—7)> %(a(l +5)—t) > %(au +s)—a(l—s)=s>0.

Isto permite definir | - |4y para todo 7 € (0,¢). Agora, dado 7 € (0,t) temos

) . ~1/2
[u(T)]s¢r) < [lulla(l = s(7)) (1 - m) ;

e dai
() |s(r Pr(1—s(r))? T ~1/2
o s(7) —(S)dT = HUHG/Ot [ s(1) 7 (1 Ca(l- 5(7))) }dTm
- Hu”“/o [(3(7) —s5)(1 —s(7)) (1 Ca(l— 3(7))> }dT‘
Como
(5(7) = )(1 — 5(7)) = 15((a(1 — ) ~7) (1~ s(r)) = S(a(1 ) + 7).

segue-se que

Elu(r)] s ) t _ i
/0 s(7) —(;dT = 4da HUHa/O [(a(l — 51))2 _ 12 (1 - ﬁ) / ]dT.

T . ~
Fazendo n = § ] e pequenas manipulagoes, teremos
a(l —s
t ol 4 . t/a(1—s) 1 1 1/2
/ Ju(7)]s( ) gy < Jallu] / [ ( +n> ]dn
o s(1)—s 1—s Jo 1—n2\1-n
Mas,
1 (1+n>1/2 ( 77)_3/2
L—n?\1—n/ — ’
donde

/t |U(T)|S(T)d7- < da|ul|, /t/“(ls) 1 i
0o s(1)—s T 1-=s5 Jg (1—n)32 "



Observando que

t/a(1—s) 1
/0 {a —1n)3/2d77 = 2[(1- ﬁ) " 1]

IN
[\
/N
—_
|
I
—~
—_
| <+
VA
~—
N———
L
~
[\

finalmente obtemos o resultado desejado

" ulm)lser al|U|lq a(l —s 1/2
/oW—(s)dT'Sng_! <a(1(—1$)_)m> . t>0.

O caso t < 0 ¢é inteiramente analogo. O

R R
Lema 3.3. Sejam a € (0,T),s € (0,1),t € I*,u € H,,v € Hy, tais que |jul|, < P |v]]2a < S

a a
Supondo a condi¢ao (3.1), vale a sequinte desigualdade:

“u(r) = o(7)|sr)
/0 - dr|, (3.11)

— S

|F(t,ﬁ(t)) o F(tﬂé(t)”s <C

sendo s(T) qualquer func¢ao continua em [0,t] (resp. em [t,0]) set > 0 (resp. set < 0) satisfazendo
s <s(1) < %(l—l—s—%).

Demonstrag¢ao. Primeiramente, o Lema 3.1 implica que o lado esquerdo de (3.11) estd bem defi-
nido. Com efeito, por definicao F' : U — Ey, (t,u) — F(t,u) onde T, R > 0, satisfaz para todo
0<s <s<1luvé€E|uls <R,|v|s < R a seguinte desigualdade:

C — Uls
sup |F(t,u) — F(t,v)|y < M
[t|<T §$—3S

com C > 0. Utilizando o Lema 3.1 temos

a(t)]s < 2aflulla < R e [0(t)|s < 4aflv]l2a < R,

e portanto

Pt at

SN—
S~—
|
=
\'@F
N
—~
~
SN—
SN—
=
AN

para todo 7 com |7| < t.

Agora, assumiremos sem perda de generalidade ¢ > 0 (o outro caso é inteiramente analogo).
Sejam n > 1 um inteiro, t; = % e s; = infy,_ <;<¢, 5(7) para 1 < j < n. Definamos 5, pondo
5,(7) =sj para T € [t;_1,t;) e 1 < j < n. Observe que 5,(7) < s(7) para 0 < 7 < t. Além disso,
claramente temos

n

Pt ()~ F(e.o(0) = 3 [F(n /0 Y u(r)dr + /t tv(f)df) ~F (1, /0 a1 / t o(r)dr)]

j=1 j tj—1

= A
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A igualdade acima estd bem definida, pois, a partir do Lema 3.1 e das hipéteses sobre ||uf|, e

/ |S]d7+/\ N dr
/|u |dr+/|v J]o,dr

< 2aljulla + 4a[v]2q
<

||v]|2q temos para j =1,...,n

‘/ dT+/ o(7)dr

IA

IA

e analogamente,

Utilizando (3.1) novamente, obtemos

A< Z!F( [t [Fotar) < (e [ st [ atryir)

J

s

C /tj /t /tjl /t
< dr + v(T)dT) — u(T)dr + v(T)dT
]le]—s(o urdr+ [ omr) = ([ wnr+ | o)
n t tj
= Z ¢ / u(7’)d7’—/ v(T)dr
j:l S] — S tj—l tj—l Sj
= > [ ) - otear
j:l Sj_s tjfl Sj
n C t;
< u(t) —v(7)|s.dT
]lej_sftﬂm ™,
K |u |5n(T)
= CZ/ =5 dr
sn ) —s
< / |u _U |5(7')d
- Sn(T) — s T

pois, 5,(7) < s(7) donde |- |5,y < |- |s(). Finalmente, como 5,(7) converge uniformemente para

s(T), resulta que

() = o(7)]sen
4= C/O s(t) —s ar

Jur) — o)y
/o s T

e por conseguinte,

F(ta(t)) — F(t,o(t))

Com estes resultados podemos exibir a
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Demonstragao (do Teorema 3.1).

(Existéncia.) Dado b € (0,T), se u € Hy, com |lul|, < R/4b definamos para t € I’ e s € (0,1)

a funcdo G(u)(t) = F(t,u(t)).

Observe que F' esta bem definida, pois pelo Lema 3.1 temos

|a(t)|s < R. Segue de (3.2) que |F(t,0)|s < M/(1 — s), e utilizando os Lemas 3.2 e 3.3

G(u)(t) = F(t,0)]s =

‘F(t>??t)) - F(t>6Tt))’s

e utilizando a desigualdade triangular obtemos,

< of [ M
_ ¢ IU((T))ljmd
8Chllully [ b(1—s) 112
1—s (b(l—s)—|t|> ’
Gu)(B)], < 8CbHqu< b(1—s) )1/2 M
T 1—s \b(1—s)— |t 1—s

Portanto,

1G()lls =

IN

IN

sup [G(u)()](1 — 5)(1 - i )1/2
2111: [SC’bHqu(%)m +
02%)1 [806||u||b(m> " (1 — b(1|71 s)>1/2 + M]

0<s<1 b(l — S)
NG
0<s<1 M] (1 b(l — S))
b(1 —s)
8CD||ullp + M.

Em suma, vale a seguinte estimativa

|G (u)ls < 8Cbully + M.

(3.12)

Consideremos agora u € H,,v € Hy, com a € (0,7/2) tais que ||ull, < R/4a e ||v||2a < R/8a.
Resulta trivialmente de (3.12) que G(u) e G(v) estdao em H,. Além disso, os Lemas 3.2 e 3.3

implicam que

G(u)(t) = G))]s =

e de (3.6) concluimos que

Supondo

 Cjf
SCaOHu—vHa a(l—s) \1/2
- 1—s <a(1—s)—|t|> ’

|G(u) = G(v)la < 8Callu — vl

0<a<intdl R
SN2 6RO 180 [
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definimos o conjunto X = {u € Hag; ||u|l2e < R/8a}. Entdao X C H,. Com efeito, se u € Hy,
entao u é continua em I2* para todo s € (0,1). Em particular, ela serd continua em I para todo

s € (0,1) e como

2t]  \1/2
o= sup (@l -9 (1 - L)
Julla = s @l =5) (1= 52—
telg

< swp u(®)(1-5)(1- 1)
o OS<151£)1 ¢ B s 2&(1 — S)
telg

< |lull2a,

segue-se que u € H,. Mais precisamente, X C {u € H,;||u|ls < R/8a}. Definamos H = X'
como sendo o fecho de X em H,. Assim H C {u € Hg;||lull« < R/8a} é um espago métrico
completo. Provaremos a seguir que G(H) C H e G é uma contragdo. Comegamos observando
que se u € H, existird uma seqiiéncia {u, } € X tal que lim,, ||u, —ul/, = 0. Como u € H, e ||lu|l, <
R/4a, resultade (3.13) que ||G(u,)—G(u)|ls < 8Callu,—ull,, e portanto lim,, |G (u,)—G(u)|l, = 0.
Agora, sejam u,v € H e {u,},{v,} € X tais que lim,, ||u,, — u||, = 0 e lim, ||v, — v||, = 0. Para
cada n € N temos u, € Hy, ||unlle < R/4a ¢ v, € Hag, ||vn|l2a < R/8a, e portanto utilizando as
condigoes (3.13) e (3.14), tem-se

1G(w) = G(v)]la

h??l 1G(un) — G(va)lla
lim[8Ca|w, — vy |al

) 8CR
16RC + 8M

lim |t = vl
n L2

IN

IN

im |

lttn = alla]

IN

Sl = ol

Isto mostra que G é uma contracdo. Para verificar a inclusao G(H) C H é suficiente provar que
G(X)C X pois,sex € H e {x,} CX étal que lim,, ||z, —z|, = 0, entdo lim,, ||G(x,)—G(z)|l, = 0,

donde G(z) € G(X)Ha. Assim,

H

GH)caX)“cx™=m.
Seja entao u € X. Por (3.14) temos 2a < T, e de (3.12) obtemos
|G (u)]|2a < 16Cal|ul|2q + M < 2RC + M.

Mas,
R

< —
“ = 16RC +8M
donde ||G(u)||2a < R/8a e consequentemente G(u) € X, isto é, G(X) C X. Portanto, pelo

Teorema do Ponto Fixo para contragoes, existe um unico w € H tal que G(w) = w e dai

<:>2RC+M<£,
8a

w(t) = F(t,w(t)) verifica (3.5) demonstrando a existéncia de solugao.
Passemos a unicidade.
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(Unicidade.) Sejam u e v duas solugdes do Teorema 3.1 e definamos w = u — v. Entdo
w(t) = fot [F(7,u(t)) — F(r,v(7))]dr, e devido a hipétese (3.1) temos

IR
Jo =

sendo s(7 :ll+s—m.0bservequeO<s<sr <1lsert el Como
2 a s

jw(t)]s < C

: (3.15)

sup [u(t)ls < R ¢ sup [v(t)], < R,
0<s<1 0<s<1
terg terg

resulta que w € H,, pois ||w]|, < 2R. A partir de (3.15) e do Lema 3.2 obtemos

|t| 1/2
= 1 — 1—
il = s, () - wisy)
telg
() [t V2
< —————d1| (1 — l———
- oilsllg [O /0 s(t) —s | 8)( a(1—3)> }
telg
< 8aC||wl|,.

A partir da condigao (3.14) concluimos que a < 1/8C, e portanto w = 0.

Observacgao: Uma versao holomorfa do Teorema 3.1 também esta disponivel.

Teorema 3.2. Com as notagoes do Teorema 3.1 et € B(0,T) = {t € C;|t| < T}, considere o
problema de Cauchy

(1o

Além das hipdteses (3.1) e (3.2) suporemos a sequinte condi¢ao sobre F':

(%) Dados 0 < §' < s <1, se a fungao u for holomorfa no disco B(0,T) com valores em E e

sup |u(t)|s < R,
[t|<R

entio t — F(t,u(t)) é uma fung¢ao holomorfa em B(0, R) com valores em Eg .
Nestas condigoes, existe um a € (0,T) e uma unica func¢ao u(t), a qual para cada s € (0, 1)
serd holomorfa no disco B® = B(0,a(1 —s)), com valores em E e satisfaz o problema de Cauchy

(8.16).
Neste caso, algumas observacoes devem ser realizadas com respeito a sua demonstracao.
(1) O espago H, agora serd definido por
H, ={u: B¢ = Eg;u é holomorfa em B? para todo s € (0,1) e ||ull, < 0o},

sendo

1/2
lulle = sup |u<t>|s<1—s>(1—'#')) .

teBe, 0<s<1 a(l —s

Ele sera completo devido ao Teorema 1.6.
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(2) As integragoes agora serao feitas sobre o plano complexo. Sendo cada elemento de H, uma
funcao holomorfa, o Teorema de Cauchy nos permite realizar as integracoes sobre qualquer
caminho ligando a origem a t. Sendo assim, escolhemos o caminho “mais simples” possivel,
a saber, v : [0,1] = C;~(1) = 7t, t € C fixo.

(3) A condi¢do u € H, implica que para todo s € (0,1), u é uma fun¢ao holomorfa em B,
com valores em FEj, e consequentemente, 0 mesmo ocorrerd com (t) = fot u(z)dz. Assim,
a partir da hipé6tese (x), concluimos que G(u)(t) = F(t, u(t)) serd holomorfa em B¢, com
valores em Fy, sendo 0 < s’ < s < 1. Portanto, faz sentido calcular a norma ||G(u)||,-

Feitas estas pequenas adaptacoes, sua demonstracao seguird praticamente o mesmos passos
da exibida para o Teorema 3.1.

O estudo da regularidade analitica de solucoes de problemas de Cauchy através do procedi-
mento apresentado neste capitulo, tem suas origens em [13]|. Posteriormente, tal abordagem foi
intensamente desenvolvida em outros trabalhos, como por exemplo, em [1] e [17]. Na literatura

sobre o assunto, o Teorema 3.1 é comumente referenciado como Teorema de Ovcyannikov.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos duas aplicacoes, cada uma delas com seu valor proprio. A primeira
nos dird que o Teorema 3.2 generaliza o Teorema de Cauchy-Kowalevski cldssico, enquanto a se-
gunda justifica a importancia desta generalizacao, uma vez que o Teorema de Cauchy-Kowalevski
cldssico nao se aplica a equagao de Camassa-Holm. As referéncias [16] e [17] contém muitas outras

aplicagoes sobre o assunto.

4.1 O Problema de Cauchy para uma EDP Analitica Nao-

Linear

Consideremos o problema de Cauchy

F(.%, (aau)m‘gk) = 0, r € R" (4 1)
du(x) = ¢j(x), e M, 0<j<k—1, '
onde u é uma funcao real e F, ¢, ..., ¢r—1 juntamente com a hipersuperficie M sao analiticas.

Lembremos que 0,u denota a derivada normal de u em M. Apds uma mudanca de coordenadas,
podemos supor que M contenha a origem, e préximo a ela, coincida com o hiperplano z,, = 0.
Identificaremos o R" com o produto R"~! xR e denotaremos um ponto deste espago com (z,t), x =
(z1,...,%n_1). Escreveremos 0% o = (v, ..., an_1) € &/ para as derivadas com respeito a = e t
respectivamente. Além disso, assumiremos que o problema (4.1) é nao caracteristico, isto é, a
equacdo F' = 0 pode ser expressada em fungao de dFu, fornecendo-a, como uma funcio analitica
G das varidveis restantes. Desta maneira, o problema de Cauchy (4.1) assume a seguinte forma

(4.2)

afu = G<5B7 t, (agagu)|a|+j§k,j<k)
Hu(z,0) =pj(x), e M, 0<j<k—1.

Como feito no Capitulo 2, podemos transformar o problema (4.2) num sistema quase-linear de 1¢

ordem do tipo

(4.3)

Ow = (I)(l’; t,w, (amiw)lgignfl)
w(z,0) =0, z € M.
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Neste caso, ® serd uma fungao analitica num aberto contendo a origem da forma Q = €y x )y,
sendo O C R* ! e Qy C R™ para algum inteiro positivo m. Suporemos também que w assuma
seus valores num espaco RP para algum inteiro positivo p.

Escolhamos r > 0 de modo que {z = (x1,...,%,-1); |z;| < 7} C Q4, e considere para cada
s € (0,1) o espago de Banach

E, = {u: By, — RP;ué continua em B, e analitica em B}, (4.4)
equipado com a norma |u|s = sup,g, |u(z)|. Na defini¢ao acima,
By={z=(21,...,201) € R" ' |z;| < s1}.

Claramente Es C Eg e |u|ly < |u|sseu € Ese0 < s <s < 1. Agora, dados R,T > 0e s € (0,1),
defina U = [-T,T] x {u € E,,|uls < R} e considere a aplica¢ao

F:U— Ly
(t,u) — F(t,u),
onde F(t,u)(x) = ®(x,t,u, (0z,u)1<i<n—1)- Note que F(U) C Egy se 0 < s’ < s < 1, e sendo I

continua, existe M > 0 tal que

M
sup |F(t,0)]s < M < ,
< l—s

para todo s € (0,1). Além disso, como F é localmente lipschitziana, existe C' > 0 tal que

sup |F(t,u) — F(t,v)]y < Clu—vl|s <

H<T s e

sempre que 0 < §' < s < 1,u,v € E,, |uls < R e |v]y < R. Com as notagoes acima, podemos
reescrever problema de Cauchy (4.3) como

(4.5)

onde w(t) € Ey e w(t)(r) = w(x,t). Assim, a condi¢do (x) do Teorema 3.2 é automaticamente
verificada, e o mesmo, nos garante a existéncia de uma constante a > 0 e de uma tunica fungao
w(t), a qual para cada s € (0,1) serd analitica no intervalo (—a(1 — s),a(1l — s)), com valores em
E e satisfaz o problema de Cauchy (4.5). Acabamos de provar (novamente) o

Teorema 4.1. (Cauchy-Kowalevski)
Nas condigoes acima, se G, g, ..., pr_1 forem analiticas numa vizinhanga da origem, entao
existe uma vizinhanga da origem na qual o problema de Cauchy (4.2) possui uma unica solugao

analitica.

Este fato mostra que o Teorema 3.2 realmente generaliza o Teorema de Cauchy-Kowalevski
classico, e explica a expressao “Versao Abstrata do Teorema de Cauchy-Kowalevski”.
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4.2 A Equacao de Camassa-Holm

Nesta secao consideraremos o problema de Cauchy periédico

{ O — 0,0%u + 3ud,u — 20,ud*u — udu =0

u(z,0) = up(z), (z,t) e TxR (4.6)

e provaremos a analiticidade de suas solugdes u = u(z,t) nas duas varidveis x e t, com x € T =
{z € R?* |z| = 1} e t numa vizinhanga da origem, desde que a condicao inicial ug seja analitica
em T. Faremos isto com a ajuda do Teorema 3.2. E importante ressaltar que o Teorema de
Cauchy-Kowalevski cldssico ndo se aplica neste caso, ja que a hipersuperficie M = {(z,0);z € T}
é caracteristica para a equacdo de Camassa-Holm em (4.6). A abordagem que utilizaremos é
baseada no artigo [8] do A. Himonas e G. Misiolek.

O resto deste capitulo serd destinado a prova do

Teorema 4.2. Seja uyg uma fungao analitica em T. FExiste um € > 0 e uma unica solucdo u do
problema de Cauchy (4.6), analitica em (—e,€) x T.

A idéia da demonstracao é muito simples. Construiremos uma escala de espacos adequada a
fim de aplicarmos o Teorema 3.2. Sendo assim, para cada s € (0, 1), definamos

Sk|5ku|H (T)
E,=<ueC®T);|ul, = sup ——brs ,
{ (T); keZp+ kl/(k+ 1) }

onde Hy(T) é o espago de Sobolev de ordem 2 em T. Algumas caracteristicas importantes de
cada espaco Ey sao exibidas nos lemas seguintes.

Lema 4.1. Equipados com a norma |- |s, cada Es é um espaco de Banach.

Demonstracao. De fato, se {u,} é uma sequéncia de Cauchy em E;, entdo dado € > 0, existe

no € N tal que |u, — un,|s < €/3 sempre que m,n > ng. Logo,

5k|ak(un - um)|H2(T)
k! (k+1)2

< €/3, Ym,n > ng,k € N. (4.7)

Fixado k € N, a expressao (4.7) implica que a sequéncia {0%u, } é de Cauchy em H(T), e portanto
converge (em Hy(T)) para uma funcio u* € Ho(T). Em particular, u, — u° em 2'(T) e daf,
OFu,, — 0*u® em 2'(T). Por outro lado, como d*u, — v em 2'(T), segue-se que u* = 9*u°,
devido & unicidade do limite. Assim, O*u, — 0*u" em Hy(T). Agora, fazendo m — oo na

expressao (4.7), resulta que

s*10% (tn, — u°) |y
Kk 1)2

<€/2, ¥Yn>ng, k€N,

e consequentemente |u, — u’|s < € se n > ng, ou seja, u, — u’ em FE,. Além disso, se 0 < s’ <
s <1, temos Fy C Ey com |uly < |u|s sempre que u € E. O
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Lema 4.2. Dado s € (0,1), cada elemento do espa¢o Es é uma fungao analitica em T.

Demonstracao. Também resulta das defini¢des que todo elemento de E é uma funcao analitica
em T. Com efeito, fixado s € (0, 1), existe A > 0 tal que |u|; < Aseu € Fy. Assim, dado k € Z
temos [0 u| g, (1) < As™Fk!. Pondo C' = max{s™', A} obtemos |0%u| ) < C*k!. Pelo Teorema
1.8 temos |0%u|r2(ry < [0%u|y(r), € portanto |0%ulr2(ry < C*E! para todo compacto K C T. O
resultado segue da Proposicao 1.1. O]

Neste ponto uma questao surge naturalmente. A condicao inicial analitica, ug, do problema
(4.6) pertence a algum espaco F,? A resposta é afirmativa e trata-se do contetido do lema a

seguir.

Lema 4.3. Seja u uma func¢ao analitica em T. Entdo existe 6 > 0 tal que u € Es_. para todo
e€(0,9).

Demonstra¢ao. A Proposigao 1.2 garante a existéncia de constantes C' > 0 e § > 0 tais que
[a(€)] < Ce™l para todo € € Z. Assim,

O ulirmy = D 1@ ) (PO +€)?

< %I(WU)A(OIQ(HKD‘*

= %W(&)\ZE\Q’“(H!&D“

< S eI )

- (2 %(1—}—’6‘)4646(‘&%6(256)£|),
=/

para todo € > 0.

Fixado a > 0, a estimativa a**e=® < (k!)?22* ¢ vélida para todo k € Z,. Com efeito,

a2k’e—a S (k,|)222k

ZO:O% > i—lf para quaisquer x € R e k € Z,. Seja entao

e € (0,0). Utilizando a estimativa acima com a = (26 — €)|{], £ € Z, obtemos

Agora basta observar que e* =

. 9 2k
O ullrm < YL+ el ek (55—
el N

= CQ(k!)2<m)2k Z(l + ‘5’)46*6\5

ez

_ (AC)Q(k:!)2<252_ 6>2k,
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onde A% =", (1 + [£])*e~*l < oo. Portanto,

k
k < ! :
0%l g, 0m) < ACK (25 - 6) L kez,
Equivalentemente,
1 k
0 ul iy < ACk!<5_€/2>
1 \Nk/ 60—€ \*
pu— '
ACk'((S — e) (5 — e/2> ’
e dai,

— (0 — <
k;!(5 €)"[0"u| gry(my) < AC(5_6/2) .

k
Observando que a série Y, (k + 1) (;—_252> converge, segue-se que

(6 — E)k|5kU\H2(1r) of 0 —€\k
Uuls_e = su <AC sup (k+1 < 00.
fula keZIi kl/(k+1)2 kele_< ) (5—6/2)

Isto implica que u € Es_. para todo € € (0,9). O

Redefinindo a escala {F;}o<s<1 (se necessario) pondo Es = Fgs, concluimos que u € Fy para
todo s € (0,1). Esta observagao é importante pois, com ela a disposigao, podemos assumir desde
o fnicio que a condi¢ao inicial analitica do problema de Cauchy (4.6) pertenca a todo espaco Ej
da escala.

Outra propriedade interessante dos espacos E, é fornecida pela proposicao abaixo. Ela nos
diz que sob a multiplicacao pontual de funcoes, cada F, forma uma &algebra.

Proposicao 4.1. Seja s € (0,1). Eziste uma constante ¢ > 0 independente de s, tal que para
quaisquer u e v em Eg, tem-se |uv|s < cluls|vls.

A demonstragao deste resultado fara uso dos dois lemas seguintes.
Lema 4.4. Seu,v € Hy(T), entdo existe uma constante co > 0 tal que |uv| g,y < co|t|m, ) |v] my(T)-

Demonstragao. De fato, se u,v € Hy(T), entao
. 1 . .
(o) (€) = o= i€ = mo(n),

nez

para todo & € 7Z, pois,

(o) (€) = /fr &% (u) (z)

1 neL
= — ﬁ(n)/e W&y (x)da
2 T
1 s
= o it~ min)
T
neL



Agora, observando que 1+ &2 < 2(1 + (£ — n)?)(1 4+ 7?), e utilizando a Desigualdade de Cauchy-
Schwarz, obtemos

|UU|%{2(T) = Z| wo) (€)(1 4 €%)?

§€Z
< i (st mllem)l) @+’
(€L neZ )
- 4W2€§€;(;ms DIEOICERS)
< 53 (Sl - mla + € )l + )
(€L neL
< STl mPO + €~ PO+ )
EEL nEL
— % <|v 2L+ laE — )P+ (€ - 77))>
nez I3/
=l 3 P+ )
neL
1

2 2
= F|U|H2(T)|U|H2(T)'
Extraindo as raizes e pondo ¢y = 1/7 segue-se que

[uv| () < colulmyem) V] o)

O
Lema 4.5. Para todo inteiro k > 1 tem-se
k
P
— I+ 1 —1+1)2~
Demonstracao. De fato,
i l~<;+1)2 - i (k +1)2
— k—l+1)? = = Pk-1+1)
D
l? I k—-1+1
2 2
< .
- 2(12 (k—l—i—1)2)
22
= 2 (Eta)
=1
< 8,
para todo inteiro k£ > 1. ]

44



Demonstragao. (da Proposi¢ao 4.1)
Pelo Lema 4.4, existe ¢y > 0 tal que [uv|pg,(1y < Colt|m,(m)|v] (1), Para quaisquer u, v € Hy(T).

Utilizando a regra de Leibniz

10" (wo) |y () = ‘i(k)(ak—lu)(alv)

=0

k
2> ( ) 10l 1m) 0" )
=0

k
k _
= ol ulmym vl + 0 Y <z)|8k " () [0"0 )

=1

Hz(T)

IN

IN

k
k _
ol ulmmy ol +c0 S (z) 0%l 1) |00y
=1

Observando que

"k
> (l> 10"l 1y (|00 1y )

=1

i SN ulpyry SO0y (k= 1)
(k—=0D/(k —z+1) /(14 1)2 skl +1)2(k —1+1)2

=1

< fulslols Zsk l+1 2(1+1)%

e utilizando o Lema 4.5, obtemos

oF k k!
s < TV /77. . 4\o 8k s s s
urls =0 S BT 1y [0 ulaao ol -+ el lzls’ﬂ(l<:—z+1)2(l+1)2
k+1)2
< + S }
< coffulafols + fulfol, sup > Z TR
< cluls|vls.
sendo ¢ = 9¢y. ]

Nosso préoximo objetivo serd transformar o problema de Cauchy (4.6) num sistema equivalente.

Observando que

dyu — 8,0%u + 3udyu — 20,ud?u — udPu=0 < (1 — 92)Ou + 0, (v +5(0,u)?) + (1 — 02)(udyu) =

T

& O+ udyu + (1 — 92)710, (u2 + %(Gxu)z) =0,
reescrevemos o problema (4.6) na seguinte forma

{ du+ udyu + (1 — 92) 10, (u? + 1(0,u)*) =0 (4.8)

u(z,0) = ug(x),

uo analitica em T. Pondo
f($) = x27 Pu = _aa:uy e Pou= _[(1 - 35)_lax]u,
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a equacao em (4.8) se torna
O = (%P1 + P f(u) + %sz(Plu). (4.9)
A seguir transformaremos a equacao (4.9) num sistema. Para isto, pomos
Uy =u e Uy = Piu= —0,u;.

Entao
duy = (3P +P) f(w) + 1P f (us)

Opug = %Pff(m) +P1P2f(ul)+%P1P2f(U2)
= _%Plam(u%) + PP f(ur) + %P1P2f(u2)
= Pl(U1UQ) + PlPQf(ul) + %PlPQf(u2>

Portanto, o problema de Cauchy (4.6) é equivalente a

Oyuy = Fy(uy, us)
8,5'&2 = F2<ula u?) (4 10)
ui(z,0) = uo(x) |

ug(z,0) = —0up(x),

sendo
Fi(ui,up) = (%Pl + P) fuy) + %PQf(Uz)
e
Fifun, ua) = Pi(ws) + P Pof(us) + 5 P Pa ().
Definindo
F(uy,ug) = (Fy(uq,us), Fo(uq, ug)),
e pondo

|F(uy,u2)|s = |Fi(ur, ug)|s + | Folur, us)ls,

podemos enunciar a

Proposicao 4.2. Fizado r > 0, existe uma constante C' > 0 tal que, dados arbitrariamente

0<s<s<l1 c
|F(ur, uz) — F(vr,v2)|s < P S,|(U17U2) — (v1,02)]s,

para quaisquer u;,v; na bola aberta B(0,r) C E,.

Acima, estamos utilizando a escala {E,}, onde Fy = Ey x E; com norma |(a, b)|s = |a|s + |b]s
para todo s. Antes de provarmos a Proposicao 4.2, estabeleceremos um lema técnico que fornecera
boas estimativas para os operadores P, e Ps.
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Lema 4.6. Para quaisquer 0 < s’ < s < 1, tem-se

|P1u|5/ S |U|S (§] |P2u|5 S |U|$

s—s'

Demonstragao. Para todo k € Z,

0" Poulfpmy = D (1+E)|(0" Pou) (O

= S e

— Saseritugrien + e
< S0P

= Pull,

e portanto

Sk|akP2u|H2(T)
ver, KJ(k+1)2
“up s*|0%ul my(m)
k€Zy k'/(/{ + 1)2

= |u|s

Sejam agora 0 < s’ < s < 1. Entao

(s")¥0" Prul ym)
P, s = S
[Pl ver. KUk +1)?
. (S/)k|ak+1u|H2(T)
rez+ Kkl (k+1)°
Sk+1|ak+1u|H2(T) (S/)k(k+ 1)3
= sup .
wez, (K+ 1)1/ (k+2)? sktl(k+2)2
Nk k 1 3
|u|s - sup (izl(——i_)
keZ S (k + 2)2

IN

Escrevamos s’ = As. Uma vez que

1
k+DMN <14+ A4+ A< Y
segue-se que
Nesk k412 1
— ) (k+1) <
skl <k—|—2> (k+1) 5— s
e consequentemente
1
|Pruly < |uls.
5§— 358

Neste ponto, estamos aptos a exibir a
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Demonstragao. (da Proposi¢ao 4.2)
Os termos nao-lineares podem ser facilmente manuseados com a ajuda da Proposicao 4.1, ja
que para cada s > 0 temos | f(u) — f(v)|s < clu + v|s|u — v]s. Esta desigualdade juntamente com

o Lema 4.6, nos permitem estimar o valor de |F(uy,us) — F(v1,v2)|s. De fato,

|F(U1,U2) - F(U17U2)|s’ = ’(Fl(UDUZ) - Fl(U17@2),F2(U1,U2) - F2(U1,U2))|s/
= |Fi(uy,u2) — Fi(vy,va)|s + | Fo(ug, us) — Fo(vy, v)|s

< SIAU ) = @)l + P ) = F@)le
+ 1P () = o))l + PP (u) = f(01))]o

+ SIPP(F(2) = F(02)) o+ [ Pi(urus — vies)]

1 ¢
< 5 /|u1 + v1]s|ur — v1]s + clur + vi|gur — o1y
25—s
c c
+ g lus +valgfuz = valy + ———fur +vifs|ur — il
s—s
c
3 -|ug + va|s|ug — ol + Uy — v10s]s
s—s s—s
c
< s _ o [R‘Ul —vils + 2R|uy — vis + Rlug — U2’s:|
c
+ s _ o [2R|U1 —v1]s + Rlug — va|s + |ugls|ur — 01\3]
S_S,|U1’5|U2 — g5
c
S s _ o [6R|U1 — Ulls + 3R’U2 — ’Ug‘s]
6Rc
< s _ o Uul — v1|s + Jug — UQ\S]
C

- S_S/Ku’lauZ)_('Ul,Ug”s,

onde C' = 6Rc independe de s € (0,1). Em suma,
C
|F(ur, uz) — F(vi,v2)|s < m‘(ulal@) = (v1,02)]s,
para quaisquer u;,v; € B(0,7) C Ejs, sendo C' > 0 independente de 0 < s’ < s < 1. O

Com os resultados desta secao, o Teorema 4.2 serd uma consequéncia imediata do Teorema
3.2. Devemos apenas verificar as condi¢oes que nos permitem aplica-lo. O problema de Cauchy
(4.10) é dado por

Opuy = F1<u17U2>
Opug = F2<u17 Uz)
u1(x,0) = ug(x)
us(x,0) = —0up(x),

onde u; = u,uy = —0,u; e up é analitica em T. Pondo w = (uy,us) e wo(z) = w(z,0), obtemos

Ow = F(w),  F(w) = (F(w), F(w))
w(z,0) = wy(x).

48



Em seguida, escrevamos v(z,t) = w(z,t) — wo(z). Assim, o problema de Cauchy (4.10) é equiva-

{ v = G(v) (4.11)

lente a

v(x,0) =0,
sendo G(v(x,t)) = F(v(x,t) + wo(z)).

Finalmente, verifiquemos tais condigoes.

(1) Dados0 < s’ < s < 1,seafuncaot — v(t) € Eq, (v(t)(z) = v(x,t)) for analitica em (-7, T,
entdo t — u(t) € E, (u(t)(z) = u(x,t)) também o serd. Como F depende apenas da
variavel u, segue-se que F' é analitica, e portanto, a fungao ¢t — G(v(t)) € Ey, (G(v(t))(x) =
G(v(x,t))) serd analitica em (=7, 7).

(2) Se0< s <s<1lewy,vy € B(0,r) C Es, a Proposigao 4.2 nos diz que

G(v1) = G(a)]s <

5 _ S/‘Ul — Va5,

onde C' > 0 é uma constante independente de 0 < s’ < s < 1. Com efeito, escrevendo

v; = w; —wp e w; = (u},ub) para i=1,2, temos

|G (v1) = G(wa)]s |[F(wn) = F(wa)ls = [F(uy, up) = Flui, u3)]s

S s /|(u%’u;> - (u%7 §)|S = s — S/|U}1 - w2|5
= |'Ul —UQ|s
S_

(3) Como G(0)(z) = F(wo)(z) = F(wy(z)) para todo x € T, vemos que G(0) independe da
varidvel ¢. Entao, considerando M = |G(0)|s segue-se que

sup |G(0)]s < M

)
|t <T l—s

para todo s € (0,1).

Assim, o Teorema 3.2 garante a existéncia de a € (0,7"), e uma tunica u(t) tal que para cada
s € (0,1), a aplicagao
I{ S t—u(t) € Es, u(t)(z) =u(z,t),

¢ analitica em I? = (—a(1 —s),a(l — s)) e satisfaz o problema de Cauchy (4.11). A analiticidade
de u(z,t) na varidvel = é garantida por construcao. Isto finaliza a demonstragao. U
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