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Resumo

Neste trabalho, procuramos estabelecer um primeiro contato com a Anélise Geométrica,
tendo como objetivo a compreensao do Principio da Boa Sombra de Fontenele e Xavier ([FX11]),
que é uma generalizagao do Principio de Omori-Yau.

Apresentaremos resultados béasicos necessarios para sua compreensao, além de estender o
estudo para outros topicos da Anilise Geométrica, como nicleo do calor, fungoes exaustao e
estimativas do gradiente de func¢bes harmonicas e de subsolugbes da equagao do calor.

Uma vez compreendido o Principio da Boa Sombra, visamos estendé-lo provando que a
classe de variedades introduzida por Azagra e Fry em [AF10] (second order uniformly bumpable

manifolds) também satisfaz este principio.



Abstract

In this work we seek to establish a first contact with Geometric Analysis, aiming the unders-
tanding of the Good Shadow Principle of Fontenele and Xavier ([FX11]), which is a generalization
of the Omori-Yau Principle.

We will expose the basic results that are needed for their comprehension, and extend the
study to other topics of Geometric Analysis, as the heat kernel, the existence of exhaustion
functions and estimates to the gradient of harmonic functions and subsolutions of the heat
equation.

Once understood the Good Shadow Principle, we intend to extend it by proving that the class
of the second order uniformly bumpable manifolds, introduced by Azagra and Fry in [AF10],

also satisfies this principle.

ii
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Introducao

Sabemos que se M é uma variedade riemanniana e f : M — R é uma funcio de classe C? e

p € M é um ponto de minimo para f, entao
IVf(p)[ =0 e Hessf(p)(X, X) >0,

para qualquer vetor X tangente a p (os resultados que enunciaremos também tem versoes
andlogas no caso em que p é um ponto de maximo). Este resultado é conhecido como Principio
do Minimo (Méximo).

Para o caso em que f nao assume minimo mas é limitada inferiormente, Omori provou em
1967 (veja [Omo67]) que se a curvatura seccional de M é limitada inferiormente, entao existe

uma sequéncia (p,) em M satisfazendo

f(pn) — iz\an fy IVf(pn)| — 0, lirginf Hess f(pn) > 0.

Em 1975, Yau obteve um resultado semelhante para outra classe de variedades (veja [Yau75|).
Ele mostrou que se a curvatura de Ricci de M é limitada inferiormente, entdo existe uma

sequéncia (p,,) satisfazendo

f(pa) =i f, [V f(pa)] = 0, liminf Af(pn) 2 0.

Estes dois resultados sdo conhecidos como Principio do Minimo (Méximo) de Omori-Yau, ou
simplesmente Pricipio de Omori-Yau.

Usando os Teoremas de Comparagao (veja o Capitulo , Fontenele e Xavier obtiveram em
2011 um refinamento para o Principio de Omori-Yau: o Principio da Boa Sombra. Este resultado
nos garante que se M tem curvatura de Ricci (resp. seccional) limitada inferiormente, entao
para qualquer sequéncia minimizante (p,) para f, existe uma sequéncia (g, ), que dizemos ser

uma boa sombra de (p,), que satisfaz

d(pns gn) = 0, flgn) — i]r\}f [ IVflgn)| =0

liminf Af(g,) >0 <resp. lim inf Hess f(¢,) > O) .
n—oo

n—o0



INTRODUCAO 2

No Capitulo[L1] apresentamos uma versao do Principio da Boa Sombra para uma classe diferente
de variedades riemannianas: variedades que admitem bump functions, “espalhadas” uniforme-
mente em M, com suas derivadas de primeira e segunda ordem limitadas (veja a defini¢ao na
Pégina . Essa classe de variedades foi introduzida por Azagra e Fry em [AF10] que a deno-
minaram second order uniformly bumpable. Temos assim, que essa classe de variedades também
satisfaz o Principio de Omori-Yau.

Observamos que, a priori, nao é possivel dizer se o resultado obtido no Capitulo[11] generaliza
ou nao o Principio da Boa Sombra de Fontenele e Xavier, uma vez que nao se sabe precisamente
quais caracteristicas geométricas determinam a familia das variedades second order uniformly
bumpable. O Capitulo[11|é encerrado com uma conjectura que propoe uma solucao parcial para

esta questao.

A organizacao do texto se encontra da seguinte forma: na Parte [ apresentamos o bésico
da teoria da Geometria Riemanniana que serd necessaria para a compreensao dos resultados
enunciados na Parte [l

Na Parte[Ml] Capitulo[8] no intuito de fornecer um primeiro contato com a Anélise Geométrica,
sao apresentados os Teoremas de Comparagao da Hessiana e do Laplaciano (estes resultados sao
utilizados na demonstragdo do Principio da Boa Sombra em [FX11]). Ainda com o mesmo
objetivo, apresentamos estimativas para o gradiente de func¢oes harmonicas.

No Capitulo[9] exibimos uma construgao do nicleo do calor de variedades fechadas, utilizando
o método da parametriz.

Usando resultados apresentados nos Capitulos[§|e[d] no Capitulo[I0]estudamos subsolugoes da
equacao do calor afim de compreender a demonstragao do Teorema (provado em [Tam10]);
é com base neste teorema que formulamos a conjectura enunciada acima.

Finalmente, no Capitulo discutiremos o Principio da Boa Sombra.



Parte 1

Pré-requisitos de geometria

riemanniana



Capitulo 1

Métrica riemanniana

Neste capitulo introduziremos o conceito de métrica riemanniana e medida Tiemanniana.
Assumimos o conhecimento prévio de variedades suaves, que pode ser encontrado, por exemplo,
em [Leel3| e [Spi79).

1.1 Definicao

Seja M uma variedade suave. Uma métrica riemanniana em M é um campo tensorial do
tipo (g) que é simétrico (i.e., g(X, Y) = g(Y, X) e positivo definido (g(X, X) > 0 se X # 0).
Entao uma métrica riemanniana determina um produto interno em cada espaco tangente
T,M, escrito como
(X, Y) = g,(X, ), (L.1)

para X,Y € T,M. Uma variedade suave munida de uma métrica riemanniana é chamada
de variedade riemanniana. Podemos também escrever que o par (M, g) é uma variedade
riemannina.

Como temos agora um produto interno em cada espaco tangente 7),M, podemos definir a
norma de um vetor X € T,,M por | X| = (X, X>1/2. Dois vetores X, Y € T),M sao ortogonais
se (X,Y) = 0. Mais ainda, dizemos que vetores Ei, ..., By € T,M sao ortonormais se
(Ei, Ej) = bij-

Seja (Fjq, ..., E,) um referencial local em M, ou seja, cada F; é um campo vetorial num
aberto de M e para cada p neste aberto, (Eilp, ..., Ex|p) é uma base para T,M. Entao, se
consideramos o seu correferencial dual (¢1, ..., ¢,), podemos escrever a métrica riemanniana

localmente como
9= gij¢' @ ¢, (1.2)

onde g;; é dada por g;; = (F;, E;). Em particular, se consideramos o referencial (01, ..., 0n)
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dado pelas coordenadas, temos
g= gijdaci ® da?
_ % (gijda’ ® da? + gizda’ ® da?)
= % (gijda’ ® da? + gjida’ @ da') (1.3)
- % (gijda’ ® da? + g;;da’ @ da')
= gijdxidxj,

sendo que, na ultima igualdade, estamos usando a identidade wn = %w ®n (produto simétrico).

Em R" definimos a métrica euclidiana g (com relacao as coordenadas naturais) por
g = (Swdm’Z ® da? . (1.4)

2

Usando a notagao w* = ww para o produto simétrico, temos

g=>_ (d)". (1.5)

i=1

Assim, dados vetores v, w € R", temos
gp (v, w ) = dijv'w! = va =0v-w. (1.6)

Consideremos agora uma variedade riemanniana (M, g). J4 sabemos que, para cada ponto

p € M, g, é um produto interno positivo-definido. Definimos entao
Gp: TyM — TyM = (T,M)* (1.7)
por
Gp(X)(Y) =gp(X,Y) = (X, Y). (1.8)
Note que dados A € R e X1, Xo,Y € T, M, temos
Gp (AX1 4+ X2) (V) = (AX1 + X, Y)
=A <)(17 Y) + <X2, Y>

= AGp(X1)(Y) + Gp(X2)(Y)
= (Agp(X1) + Gp(X2)) (V).

(1.9)

Logo, gp € linear. Além disso,

Gp(X)=0 = ,(X)(X)=0 = (X, X)=0 = X =0, (1.10)
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e assim g, ¢ injetora. Como dimT,M = dim T, M, temos que g, é um isomorfismo linear.
Portanto, por meio da métrica g,, podemos identificar o espago tangente T,M e o espago co-
tangente 77 M. Estendemos este fato identificando o espago dos campos vetoriais suaves em M,
que denotaremos por T(M), e o espaco das 1-formas, que denotaremos por T!(M). Deste modo,
X € T(M) é identificado com w € T'(M) se, e somente se,

(X,Y)=w(Y), VY € T(M). (1.11)

Nesse caso, denotamos X” = w e w! = X. Observe, por exemplo, que o campo local (daci)ti é

dado por (dz®)* = ¢¥9;. De fato, o campo (dz’)* é o tinico que satisfaz
<(dxi)ﬁ, Ykak> — dat(Y*ay) = Y7, (1.12)
para qualquer campo local Y*9;,. Mas,
<giﬂ'aj, Yk8k> = gligV* =6, YF =Y. (1.13)
Portanto, (dz?)! = g 0;. Deste modo, dada uma 1-forma w, temos que wf tem coordenadas
w' = gw;. (1.14)
Definigiao. O gradiente de uma funcdo f € C*°(M) é o campo vetorial grad f = df.
Ou seja, grad f é o tinico campo vetorial tal que
df(Y)=(grad f,Y), VY € T(M). (1.15)
Pela observacao feita acima, temos que o gradiente é escrito em coordenadas locais como
grad f = gijaifaj. (1.16)

Usaremos a notagao grad f = V f.

1.2 Medida riemanniana

Seja M uma variedade suave de dimensao n. Seja B(M) a menor o-dlgebra que contém
todos os subconjuntos aberto de M. Os elementos de B(M) sao chamados de conjuntos de

Borel ou borelianos.

Definigao. Dizemos que um conjunto £ C M é mensuravel se, para cada carta (U, ¢) em M,

o conjunto (U N E) C R™ é Lebesgue mensurdvel.

Proposicao 1.1. A familia de todos os conjuntos mensurdveis em M € uma o-dlgebra, que

denotaremos por A(M).
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Demonstragao. Como todos os abertos de R™ sdo Lebesgue mensuraveis, dada uma carta (U, ¢),
e(UNg)=o e pUNM) também é um aberto de R", portanto &, M € A(M).
Seja {Ei};cny € A(M) e seja (U, ¢) uma carta em M. Entao,

e (UN(UE)) =9 U(END)) =Up(E;NT), (1.17)
que é Lebesgue mensurdvel em R™. Agora, se E € A(M), entao
e(MNE)NU)=R"No(ENU))Ne(), (1.18)

que é Lebesgue mensuravel. O
Observagao. Como todo aberto de M é mensuravel, temos que B(M) C A(M).

Seja (U, ¢) uma carta em M e consideremos a o-algebra formada pelos subconjuntos £ C U
que sdo mensuraveis, ou seja, F € A(M). Denotaremos esta o-algebra por A(U). A partir da
medida de Lebesgue X em R™, podemos definir uma medida A em U da seguinte forma: dado
E € A(U), definimos

AME) = X(p(E)). (1.19)
A medida A serd chamada medida de Lebesgue em U.

Teorema 1.2. Seja (M, g) uma n-variedade riemanniana. Existe uma tnica medida v em

A(M) tal que, um qualquer carta U,

dv = +/det g dX, (1.20)

onde g = (gij) € a matriz da métrica g em U, e X é a medida de Lebesgue em U.

Além disso, a medida v é completa, v(K) < oo para qualquer compacto K C M, v(2) > 0
para qualquer aberto ndo vazio 2 C M, e v € regular no sequinte sentido: para qualquer conjunto
ACAM),

v(A) =sup{rv(K) : K C A, K compacto} (1.21)

v(A) =inf {vr(2) : ACQ, Q aberto}. (1.22)

Lema 1.3. Sejam (U, (azz)) € (V, (yj)) dots sistemas de coordenadas em M. Denotemos por g*

e g¥ as matrizes de g com relacdo as coordenadas (U, (m’)) e (V, (yj)), respectivamente. Seja

J = (Jf)lk:ln a matriz jacobiana da mudanga de varidveis y = y(x) definida em U NV por

o=

. %7 (123)

sendo k o indice das linhas e i o indice das colunas. Entdo, temos a segquinte identidade em
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unv:
g =J" ¥, (1.24)

onde J' é a matriz transposta da jacobiana.

Demonstragao. Pela regra da cadeia:

o aF o 0
: —. 1.2
oxt  Ox' Oyk b Oyk (1.25)
Logo,
2 [0 O
i Oxt’ OxJ
o 0
—Jkjt{ = =
t <8y’“’ 6y€> (1.26)
:Jzkgyke']f
= (17gJ). .
ij
]

Demonstragao do Teorema. Note que (1.20)) é vélida para toda carta U em M se, e somente se,

v(A) = / Vdetgd\, V AC U, mensuravel. (1.27)
A

Sabemos que (veja [Fol99]), como /det g é uma fungao continua e positiva, a identidade (|1.27)
define uma medida v na o-dlgebra A(U) dos conjuntos mensurédveis em U. Mostraremos que a

medida v definida em cada carta, pode ser unicamente extendida a A(M).

Afirmacgao 1.4. Se U eV sao cartas em M e A € um conjunto mensurdvel em U NV, entao
v(A) definida por (1.27)) tem o mesmo valor em ambas as cartas.

Demonstragdo da Afirmacdo. Sejam (3:@) e (yj) sistemas de coordenadas em U e V, respectiva-
mente. Denotemos por g* e g¥ as matrizes de g nas coordenadas (a:l) e (yj ), respectivamente.
Seja A C W :=U NV um conjunto mensuravel. Por ([1.24)), temos

det g% = (det .J)* det . (1.28)
Pelo Teorema de Mudanca de Varidveis, se f é uma fungdo mensurdvel nao-negativa em W,

/fdy:/ f|det J| dx, (1.29)
w w

onde dr e dy sao as medidas de Lebesgue em U e V, respectivamente. Aplicando isto para a
funcao nao-negativa f := {4/detg¥ (onde £4 é a fungao caracterista de A) e usando ((1.28)),

entao
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obtemos
/ Vdet g¥dy = / Vdet g¥ |det J| dx = / Vdet g% dzx, (1.30)
A A A
o que demonstra a afirmacao. O

Provemos agora a unicidade da medida v. Lembremos que toda variedade suave admite uma
cobertura {U;},.y por cartas relativamente compactas tais que cada compacto U; estd contido
em uma carta. Tomemos tal cobertura para M.

Dado um conjunto mensuravel A de M, definimos uma sequéncia de conjuntos A; C U;, por
A1 =ANU, Ao=ANnUs\NUy, ..., A;=ANU; ~NUp ~---~NUj_q,... (1.31)

Deste modo, A é a unido disjunta dos conjuntos A;. Logo, para qualquer extensao de v, devemos

ter

v(A) =) v(4). (1.32)

No entanto, o valor v (4;) é unicamente determinado, visto que A; estd contido na carta Us.
Portanto, v(A) estd unicamente definido.

Para provar a existéncia de v, usamos a mesma construgdao. Dado um conjunto mensuravel
A, quebramos A como uniao enumeravel de conjuntos A;, como feito anteriormente, de modo que
cada A; esteja contido em uma carta, e definimos v(A) usando e . Mostremos que,
definida assim, v é uma medida, ou seja, v é g-aditiva. Seja {Ak} uma sequéncia de conjuntos

mensuraveis em M e seja

A=]]4% (1.33)
k
onde [] denota que a uniao é disjunta. Definindo os conjunto Af como em (|1.31]), obtemos
A =J]Ar. (1.34)
k
Como v é g-aditiva em cada carta U;, temos

v(A) = v (Af) . (1.35)
k

Somando em 4, obtemos

o que demonstra a existéncia de v.

Mostremos que a medida v é completa, i.e., mostremos que todo conjunto N contido num

conjunto de medida nula A é mensurdvel. Para isso, definimos N; e A; como em ([1.31)); clara-
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mente, teremos N; C A;. Como v(A;) = 0, usando (1.27) em U; e o fato de y/det g > 0, temos
que A\(A;) = 0. Entao, como a medida de Lebesgue é completa, concluimos que N; é mensurével

e, assim, N é mensuravel.

Dado um conjunto compacto K C M, podemos cobri-lo por um ntmero finito de cartas U;
e entdo K é unido finita de conjuntos K; = K NU;. Usando (1.27)) nas cartas que contém U; e o
fato da fungao /det g ser limitada em U;, temos que v(K;) < co e concluimos que v(K) < cc.

Dado um conjunto aberto Q C M, temos que 2 contém uma carta U. Usado ([1.27]), obtemos
v(Q)>vU) = / Vdet gd\ >0, (1.37)
U
visto que y/det g > 0.

Mostremos agora que v é regular, ou seja, satisfaz e . Seja A um subconjunto
relativamente compacto e mensurdvel de M. Entdo, existe uma familia finita de cartas {U;};-,
que cobre A. Podemos assumir que cada conjunto U; é compacto e esta contido em uma carta V;.
Pela regularidade da medida de Lebesgue (em cada carta), cada conjunto A = A N U; pode ser
aproximado por um conjunto compacto K; C A; tal que A (4; \ K;) < g; onde \; é a medida de
Lebesgue na carta V; e ; > 0 é um nimero real dado. Sejam C; = supy, Vdetg, K = U;Zl K;;

observemos que
m

m
I/(A\K) SZV(AZ\KZ) §ZCZ€Z (138)
i=1 i=1
Como cada €; pode ser tomado arbitrariamente pequeno, o lado direito da expressao acima
pode ser tomado arbitrariamente pequeno, o que prova no caso em que A é relativamente
compacto. Agora, se A é um subconjunto mensuravel qualquer de M, entdo tomemos uma
exaustao por compactos {2} de M e apliquemos o argumento anterior para Ay = AN Q. Seja
K}, um subconjunto compacto de Ay tal que v (A \ Ki) < &g, onde (¢;) é uma sequéncia tal
que € — 0 quando k — co. Entao temos

lim v (Ky) = kli_}r{)lou (Ar) = v(A4), (1.39)

k—o0

o que prova ((1.21)).

Finalmente, provemos que v satisfaz . Seja {U;} uma familia enumerdvel de cartas que
cobrem M tal que cada U; estd contida em uma carta V;, e tal que cada V; estd por sua vez
contida em outra carta. Pela regularidade da medida de Lebesgue, o conjunto A; = ANU; pode
ser aproximado por um conjunto aberto €; D A; de modo que ; C V; e A\; (2N 4;) < ¢;, onde

Ai € a medida de Lebesgue em V; e g; > 0 é um nimero dado. Tomando C; = supy, v/det g e
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Q = JQ;, obtemos como anteriormente
o0
v(QNA) <D Ci (1.40)
i=1

Como o lado direito pode ser tomado arbitrariamente pequeno pela escolha dos ¢;, obtemos
(1.22]), o que encerra a demonstracao do teorema. O

Proposicao 1.5. Se f: M — R é uma func¢ao continua e

/ fedv =0, (1.41)
M

para toda fungdo ¢ € Cg°(M), entao f =0.

Demonstragdo. Suponhamos que f(xg) # 0 para algum zo € M, digamos f(zg) > 0. Entao,
pela continuidade, f é positiva em uma vizinhanca €2 de xg. Seja ¢ uma bump function em M

tal que ¢ = 1 em uma vizinhanga de xg e supp ¢ C Q. Como v(U) > 0, segue que

/Mfgody:/gfcpdVZ/del/>0, (1.42)

o que contradiz a hipétese. O



Capitulo 2

Conexoes

Neste capitulo, introduziremos o conceito de conexdao em uma variedade suave, que pode ser
entendida como uma derivada de campos vetoriais e é independente de coordenadas.

Comegaremos definindo o que é uma conezdo (ou derivada covariante) em uma variedade
suave M (ndo necessariamente munida de uma métrica riemaniana) associada a um fibrado
vetorial £ de M. Depois disso, focaremos nosso estudo no caso que nos interessa: o caso em
o fibrado F é simplesmente o fibrado tangente T'M. Neste caso, a conexao serd chamada de
conezxao linear — que é a derivada de um campo vetorial na diregdo de outro. Veremos que
cada conexao linear em M é definida pelos simbolos de Christoffel Ffj Nesse caso a conexao
linear nao é unica, como veremos na Proposicao [2.6

Feito isso, restringiremos as conexdes lineares a campos vetoriais sobre curvas suaves, o que
nos permitird definir a aceleracdo de uma curva em M e definir curvas especiais, as geodésicas,
que sdo curvas onde a aceleracao é zero. Tais curvas generalizam o conceito de retas (em um
espaco euclidiano, uma curva é uma reta se, e somente se, sua aceleragao é zero). Nesse sentido,
temos também que as geodésicas sao as curvas que minimizam — para pontos préximos — a

distancia.

2.1 Definicao de conexao

Lembremos que um fibrado vetorial (de dimensao k) sobre M é uma variedade suave
F juntamente com uma funcao suave e sobrejetora w : E — M satisfazendo: cada fibra E, =
77 1({p}) é um espaco vetorial real de dimensdo k, e E é localmente trivilizdvel, i.e., cada ponto
p € M tem uma vizinhanca U em M de modo que, nesta vizinhanca, E é difeomorfo a U x R¥.
Uma segao do fibrado F é uma funcao suave ¢ : M — E tal que wo ¢ = idy, ou seja, ¢ leva
cada ponto p na sua fibra E,. Denotemos por £(M) o conjunto de todas as se¢oes de E. Uma

conexao ¢ uma funcao

YV T(M) x (M) — E(M),

cujo valor em (X, Y) serd denotado por VxY', que satisfaz as seguintes propriedades:

12
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Cl. VxY é linear sobre C*°(M) em X, i.e.,

VfX1+X2Y = fVx, Y +Vx,Y, Vfgc¢€ COO(M).

C2. VxY é linear sobre R em Y:

Vy(aY; +bYs) = aVxY; +bVyYs, Va,beR.

C3. Para qualquer f € C°°(M), vale a regra do produto:

Vx(fY) = fVxY + (Xf)Y, Y feC®(M).

Chamamos VxY de derivada covariante de Y na direcao de X.

Proposicao 2.1. Seja V uma conexdo em um fibrado w: E — M. Se X € T(M),Y € E(M) e
p € M, entio VxY|, depende apenas dos valores de X e Y em uma vizinhanca de p. Ou seja,

se X=X eY =Y em alguma vizinhanca de p, entdo VxY|, = foﬂp.

Demonstragao. Consideremos primeiramente Y. Trocando Y por Y — }7, temos que ¢ suficiente
provar que se Y zera em uma vizinhanca U de p, entdo VxY|, = 0.
Suponhamos entao que Y zera em uma vizinhanca U de p. Tomemos uma bump function

@ € C*°(M) com suporte em U e tal que ¢(p) = 1. Temos entao que pY =0 em M. Logo,
Vx(@Y)=Vx(0-¢Y)=0Vx(pY)=0. (2.1)
Assim, dado X € T(M), a regra do produto nos da
0=Vx(pY)=(Xp)Y +o(VxY). (2.2)
Mas (X¢)Y =0 em M, pois

0em U (pois Y =0 em U)

| (2.9
0 fora de U (pois supp ¢ C U)

(X)Y], = (Xo)(p)Y]y = Xp(9)V ], = {

Agora mostraremos o mesmo para X. Suponhamos que X zera em uma vizinhanca U de p.

Seja ¢ uma bump function com suporte em U e tal que p(p) = 1. Assim, X =0 em M e entao
VoxY =VoexY =0-VyuxY =0. (2.4)

Portanto,
0= v@)(Y =oVxY = (p(p)VXY‘p =0 = V)(Y|p =0, (2.5)

0 que encerra a demonstragao. O
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Proposicao 2.2. Com a notac¢do da Proposi¢do VxY|, depende apenas dos valores de Y

em uma vizinhanca de p e do valor de X em p.

Demonstragdo. Pela linearidade, é suficiente provar que VxY|, = 0 se X, = 0. Tomemos uma
carta (U, (z')) em torno de p e escrevemos X = X'0; em U com X‘(p) = 0. Entdo, para
qualquer Y € &(M), temos

VXY’I) = vX101Y|p = Xz(p)valy‘p = 07

sendo que a primeira igualdade acima é valida pois, pela Proposigao o valor de VxY|, s6

depende do seu valor em U. ]

Por conta da Proposicao podemos definir a seguinte notagao: Vx,Y := VxY|,. Pode-

mos pensar VxY|, como sendo a derivada direcional de Y em p na diregao de X,,.

Proposicao 2.3. O vetor Vx,Y depende apenas do valor de'Y sobre qualquer curva tangente
a X,. Ou seja, dada uma curva v : (—¢, €) — M satisfazendo v(0) =p e ¥(0) = X, se Y e Y

sao campos vetoriais que coincidem sobre vy, entio Vx,Y = Vx, Y.

2.2 Conexoes lineares

Nesta se¢ao consideraremos o caso particular em que as segoes entao definidas sobre o fibrado

tangente T'M. Uma conexao linear é uma conexao em T'M, i.e., uma fungao
V:T(M)xT(M)— T(M)

satisfazendo as propriedades C1-C3.
Seja (F;) um referencial local para TM em um aberto U C M. Sendo assim, para quaisquer
indices ¢ e j podemos escrever

Vg, Ej = F’ZEku (2.6)

o que define n? funcdes Ffj em U, chamadas simbolos de Christoffel de V com respeito
ao referencial dado. A proposicdo que segue nos mostra que a agdo da conexao V em U é

completamente determinada pelo seus simbolos de Christoffel.

Proposicao 2.4. Seja V uma conezxdo linear e sejam X, Y € T(M) escritos com relagdo a um
referencial local como X = X'E; e Y = YjEj. Entao,

VxY = (XY* + X'YIT}) Ey,. (2.7)

Demonstragao. Basta fazermos a conta, usando os aximos C1 e C3:
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VxY = Vx(Y/Ej)
= (XY)E; + YV xip, E;

) o (2.8)
= (XYJ)E] =+ XZYJVEZ.E]‘
= XY'E; + X'YT}, Ey,
e o resultado segue reindexando a soma. O
Exemplo 2.5. Em R", definimos a conexao euclidiana por
Vx(Y79;) := (XY7)0;. (2.9)

Ou seja, VxY é o campo vetorial cujas componentes sao as derivadas direcionais das compo-

nentes de Y na direcao de X.

De fato, V é uma conexdo linear, pois satisfaz os aximas C1, C2 e C3 que definem uma

conexao:
C1. Para quaisquer X, Xs € T(R") e qualquer f € C*R",

va1+X2(Yj8j) = ((le + XQ)Yj)aj
((fX1)Y7)0; + (X2Y7)9; (2.10)
FVx,(Y70;) + Vi, (Y7 9;).

C2. Para quaisquer campos Y] = Ylj 0jeYy = YQj 0; em T(R") e qualquer a € R,

Vi (aY{0; + Y4 9;) = Vx((aY{ +Y)9;)
= (X(aY{ +Y))9;

A A (2.11)
= a((XY{)0;) + (XY3)0;
= aVx(Y{9;) + Vx(Y])).
C3. Para qualquer f € C*°(R"),
Vx(f(Y70))) = Vx((fY7)0;)
= (X(fY7))9;
= ((fX)Y? + (Y?X)[)0; (2.12)

= (fX)Y7)0; + (V' X) f)0;
=Vix(Y70)) + (X f)Y70;
= [Vx(Y90;) + (X f)Y70;.
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Além disso, os simbolos de Christoffel nas coordenadas usuais sao todos zero, visto que

Vo.d; = (0:(1))9; =0, (2.13)

onde 1 € C*°(R") esta denotando a fungao constante igual a 1.

Proposicao 2.6. Suponhamos que M € uma variedade que pode ser parametrizada por uma
unica carta. Entdo existe uma correspondéncia biunivoca entre as conexoes lineares em M e as

escolhas de n® fungées suaves {Ffj} em M, pela regra

VxY = (X'0;Y* + X'YITE) 0. (2.14)

Demonstracao. Observemos que é a equacao no caso em que F; = 0; é o referencial
coordenada. Entao, para cada conexao, as fungoes {Ffj} definidas em satisfazem .
Por outro lado, dadas n? fungdes suaves {I' Z}, definimos V : T(M) x T(M) — T(M) pela
expressao . Notemos que se X e Y sao suaves, entao o lado direito de é suave e
assim VxY € T(M). Além disso, é facil verificar que tal funcao é linear sobre C*°(M) em X e

linear sobre R em Y. Resta mostrar que satisfaz a regra do produto C3:

Vx(fY) = (X*0) fY* + X' fYIT};)0%
= (F((X'0)Y®) + YF(X'0:) f) + FXYITE) 0
= f((X' )Y + XYITE)O + (YH(X'9,)) f)Oh
= fVxY + (X f)Y.

(2.15)

Portanto, V é uma conexao. O
Proposicao 2.7. Toda variedade riemanniana admite uma conexao linear.

Demonstragao. Tomemos uma cobertura {U,} de M por dominios de cartas. Pela Proposicao
temos que existe uma conexao V® em cada U,.

Tomemos uma particao da unidade {p,} subordinada a {U,}. Definimos
VxY =) 0 V&Y. (2.16)

Claramente, tal fungao é suave, linear sobre R em Y e linear sobre C*°(M) em X. Além disso,
Vx (1Y) =Y aV& (1Y)
=Y ¢a (XHY + fVEY)
a (2.17)
= (XAHY + 1D aV&Y

— (X[)Y + fVxY.
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e portanto satisfaz a regra do produto C3. 0

2.3 Derivadas covariantes de campos tensoriais

Na se¢ao anterior, vimos que através da conexao linear, podemos calcular a derivada co-
variante de campos vetoriais. Veremos agora que cada conexao linear em M induz conexoes
em todos os fibrados tensoriais sobre M, e podemos entdo calcular a derivada covariante de

quaisquer campos tensoriais.

Teorema 2.8. Seja V uma conexdo linear em M. Eziste uma tunica conexdo linear em cada

fibrado tensorial leM, também denotada por V, satisfazendo as sequintes condi¢des:

(a) Em TM, ¥V coincide com a conexdo jd definida.

(b) Em T°M, V ¢é a derivada usual de funcées:

Vxf=XJ. (2.18)

(c) V satisfaz a sequinte regra do produto:

Vx(F®G)=(VxF)@ G+ F® (VxG). (2.19)

(d) Se “tr” denota o trago em qualquer par de indices, entao

Vx (trY) =tr(VxY). (2.20)

Além disso, esta conexdo satisfaz as sequintes propriedades:

(i) Dado um campo covetorial w e um campo vetorial Y, temos

Vx <w, Y> = <wa, Y> + (w, VXY> . (2.21)

(i) Dados F' € ‘J'éf(M), campos vetoriais Y; e 1-formas w’, temos

(VxF) (wl,...,wf, Yl,...,Yk):X(F(wl,...,wf, Yl,...,Yk))
L

- F(wl,...,Vij,...,we,Yl,...,Yk>
; (2.22)

k
—ZF(wl,...,w‘f,Yl,...,VXY;,...,Yk).
=1
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Proposicao 2.9. Se V € uma conexao linear em M e F € ‘J'éf(M), a fungao
VE :TYM) x - x THM) x T(M) x --- x T(M) — C*°(M) (2.23)

dada por
VF(w!, ..., Yk) :VXF(wl, BTN TR Yk), (2.24)
1

define um campo (k'g )—tensom’al.

O campo tensorial VF é chamado de derivada covariante total de F. Notemos que se
u € C°(M), entdo Vu € TH(M) é a 1-forma du, pois

(Vu, X) =Vxu=Xu= (du, X). (2.25)

O 2-tensor V?u = V(Vu) é chamado de hessiana covariante de u, que denotaremos por

Hess u.

Proposicao 2.10. Seu € C*°(M) e X, Y € T(M), entdo
Hessu(X,Y) =Y (Xu) — (VyX)u. (2.26)

2.4 Campos vetoriais e derivadas covariantes sobre curvas

Uma curva em uma variedade M é uma funcao suave v : I C R — M, onde I é um intervalo.

Se I é fechado e limitado, dizemos que v é um segmento de curva.

Dada uma curva v : I — M, dado um instante tg € I, a velocidade de v no intante ¢g é o
vetor
d

Y(to) = 7« (dt > (2.27)

Como a velocidade de v no instante ¢ € I é um vetor tangente a y(t), podemos considerar sua

agao sobre fungoes f € C*°(M), que é dada por

) d
$(1)7 = S (F o) (228)
Dadas coordenadas em M, se escrevermos 7 localmente como () = (y'(t), ..., v™(t)),
entao
A(t) =4 (1)0; (2.29)

sendo que, como de costume, o ponto sempre denota a derivada usual com respeito a variavel ¢.

Defini¢cao. Um campo vetorial sobre uma curva v : I — M é uma funcao suave V : I —
TM tal que V(t) € T, M para todo t € I. O conjunto de todos os campos suaves sobre uma

curva v serd denotado por T(7y).
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Temos como primeiro exemplo de campo vetorial sobre uma curva, o campo velocidade: dada

uma curva 7y : I — M, definimos V : I — T'M por

V(t) =) € Tyymr- (2.30)

Como V (t) = 4'(t)0;, temos que V é suave e, portanto, V é um campo sobre a curva 7.

Exemplo 2.11. Seja v uma curva em R? e seja N(t) = J¥(t), onde J é a rotacdo de m/2 no
sentido anti-hordrio. Em componentes, N(t) = (—52(t), ¥'(t)); entdo N é suave e é um campo

sobre 7.

Exemplo 2.12. Seja v : I — M uma curva e seja Ve T(M) um campo vetorial em M. Para

cada t € I, definimos V (t) = V.

(1) Claramente, V' é um campo sobre 7.

Definigao. Dizemos que um campo V sobre uma curva é estendivel se existe um campo

vetorial V definido numa vizinhanga da imagem de ~ tal que V (¢) = V.

~(t) bara todo t € 1.

Notemos que nem todo campo sobre curvas é estendivel. Por exemplo, se y(t1) = y(t2) mas
A(t1) # (t2), entdo o campo t — 5(t) nao é estendivel. A proposicao que segue estende o

conceito de derivada covariante para campos sobre curvas.

Proposicao 2.13. Seja V é uma conexdo linear em M. Para cada curva v : I — M, V
determina um unico operador

Di:7(7) = T(7)
que satisfaz as sequintes propriedades:

DC1. Linearidade sobre R:

Di(aV +bW) =aD;V +bD:W, VY a,beR. (2.31)

DC?2. Regra do produto:
Di(fV)=fV+ fD,V, V¥V feC™(). (2.32)

D(C3. Se 'V é estendivel, entdo para qualquer extensdo V de V,

DV (t) = Vi V. (2.33)

Para cada V € T(v), D,V é chamado de derivada covariante de V sobre 7.

Demonstragdo. (Unicidade) Suponhamos que D; é um tal operador e seja typ € I. Usando
argumentos anteriores (vide Demonstracao da Proposigao , temos que D;V em ty depende
apenas dos valores de V' em qualquer intervalo (t9—¢, to+¢) contendo . (Se I tem um extremo,
estendemos v a um intervalo aberto um pouco maior, provamos a proposi¢ao para este caso, e

restringimos de volta a I).
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Tomamos coordenadas em uma vizinhanga de y(tp) e escrevemos localmente
V(t) = VI(t)o;.
Entao, pelas propriedades que definem D; (e usando que o campo 0; é estendivel), temos

DV (to) = VI(t0)d; + VIVs4)0;

. , , 2.34
= (V(t0) + V7 (t0)3" (t)T% (1(t0)) ) O .

Portanto, se tal operador existe, ele é tinico.

(Existéncia) Suponhamos que o conjunto () estd contido em um unica carta. Entao pode-
mos definir D;V pela expressao ; definido assim, este operador satisfaz DC1-DC3.

Para o caso geral, tomemos um cobertura de y(I) por cartas. Podemos entao definir D;V em
cada carta pela expressao (2.34]). Pela unicidade, temos que estas varias defini¢Oes coincidem

na intersecao de quaiquer duas cartas. O

2.5 Geodésicas

Seja M uma variedade com uma conexao linear V e seja v uma curva em M. A aceleragao
de v é o campo vetorial D sobre v. Uma curva v é uma geodésica com respeito a V se sua

aceleracao é zero, i.e., D}y = 0.

Teorema 2.14. Seja M wuma variedade e seja V uma conexdo em M. Para cada p € M,
cada V € T,M e cada ty € R, existe um intervalo aberto I C R contendo ty e uma geodésica
v : I — M satisfazendo v(tg) = p e ¥(to) = V. Quaisquer duas geodésicas coincidem na

intersecao de seus dominios.

Segue do Teorema que para cada p € M e cada V' € T),M, existe uma tnica geodésica
maximal (que nao pode ser estendida a um intervalo maior) v : I — M com y(0) = p e
4(0) =V, definida em algum intervalo aberto I C R. De fato, basta tomarmos I como sendo a
uniao de todos os intervalos abertos onde temos uma tal geodésica definida e observarmos que
todas elas coincidem na intersecao dos seus dominios.

Tal geodésica maximal é chamada de geodésica com ponto inicial p e velociade inicial

V', e é denotada por vy .

Demonstracdo. Tomemos uma carta (U, (z*)) contendo p. Da equacdo (2.34), uma curva ~ :
I — M é uma geodésica se, e somente se, suas componentes y(t) = (z(t), ..., 2™(t)) satisfam
a equacao

i (t) + &' (a7 ()T (x(t) = 0 (2.35)

Escrevendo v* = z*, trasformamos a equagao anterior no sistema de primeira ordem com o dobro
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de variaveis

2k (t) = v*(t)

oF(t) = —v' ()07 ()T ((t))
Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de EDOs de primeira ordem, para qualquer (p, V') € U x
R™, existe € > 0 e uma tnica solugao 1 : (to —e, to+¢&) — U x R™ para esse sistema, satisfazendo
a condigdo inicial n(tg) = (p, V). Escrevendo as componentes de n como n(t) = (zi(t), vi(t)),
temos que a curva y(t) = (x'(t), ..., 2"(t)) em U satisfaz a existéncia.

Provemos agora a unicidade. Suponhamos que v, o : I — M sao geodésicas definidas em
um intervalo aberto com (tg) = n(to) e ¥(to) = (to). Pela parte de unicidade do teorema
de EDO mencionado, elas coincidem numa vizinhanga de tg. Seja S o supremo dos niimeros b
tais que v e o coincidem em [tg, b]. Se B € I, entao v(B) = o(B) e ¥(B) = &(B) e aplicando
a unicidade local em uma vizinhanca de 3, concluimos que v e ¢ coincidem num intervalo um
pouco maior, o que é uma contradi¢ao. Repetindo este argumento a esquerda de tg, concluimos

a demonstragao. O

2.6 Transporte paralelo

Seja M uma variedade com uma conexao V. Um campo vetorial V sobre uma curva ~ é
paralelo sobre ~ com respeito a V se D;V = 0. Tomemos, e.g., como curva uma geodésica.
Entao, o campo vetorial velocidade é paralelo sobre esta curva.

De modo geral, dizemos que campo vetorial V' sobre M é paralelo se este é paralelo sobre
toda curva em M. Observe que, pela Proposigao temos que um campo vetorial V' € T(M)

é paralelo se, e somente se, VxV = 0 para qualquer campo vetorial X em M.

Teorema 2.15 (Transporte paralelo). Dada uma curva v : 1 — M, tg € I e V) € Ty M,

existe um unico campo vetorial paralelo V' sobre v tal que V (ty) = Vj.

O campo vetorial obtido é chamado de transporte paralelo de 1} sobre v. Para provarmos

a existéncia e unicidade de traslagdo paralela, precisaremos do seguinte resultado sobre EDOs:

Teorema 2.16. Seja I C R um intervalo e, para 1 < j, k < n, sejam Af : I — R funcgades

suaves. Entao, o PVI

{ V() = AF()V (1) (236)

VE(tg) = B*
tem uma tinica solugio em todo I para todo to € I e todo vetor inicial (B, ..., B™).

Demonstragao do teorema do transporte paralelo. Suponhamos que a imagem (/) estd contida
em uma Unica carta. Entao, usando a equagao ([2.34]), temos que V' é um campo paralelo sobre

7 se, e somente se,

VE(t) = —Vj(t)ﬁi(t)l“fj(v(t)), V ke{l,...,n}. (2.37)
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Temos aqui um sistema linear de EDOs para (V1(¢), ..., V™(t)). Assim, o Teorema nos
garante a existéncia e unicidade de uma solu¢do definida em todo I para qualquer condigao
inicial V' (t9) = V.

Agora, suponhamos que o conjunto v(/) nao é coberto por uma tnica carta. Seja 5 o supremo
dos b > ty tais que existe um tnico transporte paralelo em [tg, b]. Claramente, S > ty pois para
b suficientemente préximo de tg, y[to, b] estd contido em uma tnica carta e o argumento acima
se aplica.

Deste modo, um tnico transporte paralelo V existe em [tg, §]. Se § € I, tomamos coorde-
nadas em um aberto contendo (5 — d, 8 + §) para algum 6 > 0 (assumindo que v pode ser
estendida a um intervalo aberto se necessario). Logo, existe um dnico campo vetorial paraleleo
V em (8 — 6, B+ 0) satisfazendo a condicdo inicial V(8 — 6/2) = V(8 — 6/2. Pela unicidade,
V = V onde seus dominios coincidem, portanto V é uma extensio de V. por B, o que é uma

contradigao. O

Sey:I — M é uma curva e tg, t; € I, o transporte paralelo define um operador
Pty * Tyto) M — Tyu)M

por Py ¢, Vo = V (1), onde V é o transporte paralelo de V{ sobre . Além disso, a fungao P+,

é um isomorfismo linear entre T’ ;)M e T\, ) M.



Capitulo 3

(Geodésicas riemannianas e a

aplicacao exponencial

Vimos na secao anterior que, em geral, existem varias conexoes lineares sobre uma variedade
suave. Neste capitulo, veremos que se M é uma variedade riemannina, entao existe uma conexao
especial em M, chamada de conezxdo riemanniana ou conexdo de Levi-Civita, que estd associada
com a métrica de M e é Unica em certo sentido.

Como vimos anteriormente, associada a conexao riemanniana temos as geodésicas, nesse caso
chamadas de geodésicas riemannianas. Usando a métrica riemanniana de M, podemos definir a
velocidade de uma curva; concluiremos que as geodésicas riemannianas tém velocidade constante
(como esperado).

As geodésicas riemannianas nos permitem definir a aplicacdo exponencial, que guarda in-
formagoes sobre o “comportamento” geral das geodésicas e sobre a topologia de M. Por fim,

definimos coordenadas em M que preservam as geodésicas radiais, as coordenadas normais.

3.1 Conexoes riemannianas

Seja M C R™ uma subvariedade mergulhada. Sabemos que todo campo vetorial sobre M

pode ser estendido suavemente para um campo vetorial em R™. Definimos uma fungao
VT T(M) x T(M) = T(M)

por
ViVi=x" (VxY), (3.1)

onde X e Y sao estendidos arbitrariamente para R", V é a conexao euclidiana em R" e, para

cadape M, ' : T,R™ — T, M ¢ a projegao ortogonal.
Proposicao 3.1. O operador V' estd bem definido e é uma conexdo em M.

Demonstragio. Como o valor de VxY num ponto p € M depende apenas de X,,, temos que

23
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V;—(Y nao depende da escolha do campo vetorial que estende X. Por outro lado, temos que o
valor de VxY em p depende apenas dos valores de Y em uma curva cujo ponto inicial é p e o
vetor tangente inicial é X,.

Tomando uma curva inteiramente contido em M, temos que V)T(Y depende apenas do campo
vetorial original Y € T(M). Logo, V' est4 bem definido. Além disso, escrevendo em termos de
um referencial ortonormal adaptado, temos que V' é suave.

Diretamente de sua definigio, temos que VY é linear sobre C*°(M) em X e linear sobre
R em Y'; resta mosrarmos que ele satisfaz a regra do produto.

Seja f € C°(M) e consideremos um estensao suave (também denotada por f) arbitraria a

R™. Calculando sobre M, temos

Vi(fY)=7" (Vx(fY))
= (XHr'Y + fr' (VxY) (3.2)
= (X[)Y + fVxY,

o que encerra a demonstracao. O

Seja g uma métrica riemanniana numa variedade M. Dizemos que uma conexao linear V

em M é compativel com g se satisfaz a regra do produto
Vx (Y, Z) = (VxY, Z)+ (Y, VxZ), V X,Y,ZeT(M). (3.3)

Note que a conexao eclidiana é riemanniana, i.e., é compativel com métrica euclidiana. De

fato, temos

Vx (Y, 2)=X (Y, Z)=X (Z Yizi> => (Y'XZ'+ Z’XY") (3.4)

2

e usando que a métrica é euclidiana, ou seja, gi; = (0;, 0;) = d;5, temos
(VxY, Z)+ (Y, VxZ) = (XY")0;, Z'0;) + (Y70;, (X Z")0;)

=X (Z Y@') => (Y'XZ'+ Z'XY") (3.5)

)

Vx (Y, Z).

Proposicao 3.2. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) V é compativel com g.
(b) Se Ve W sao campos vetoriais sobre uma curva p,

%um:@um+MQM~ (3.6)
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A condicao de compatibilidade da métrica nao é suficiente para nos garantir a unicidade da
conexao, i.e., em geral nao existe apenas uma conexao em M que é compativel com a métrica.
Impondo mais uma propriedade a conexao, temos a unicidade desejada: dizemos que a conexao

V é simétrica se ela satisfaz a equagao
VxY -VyX =[X,Y]. (3.7)

Temos, e.g., que a conexao tangente em uma variedade mergulhada M C R"™, definida anterior-
mente, é simétrica.
O seguinte teorema nos diz que se exigirmos a compatibilidade com a métrica e a simetria,

a conexao obtida é tunica.

Teorema 3.3. Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Existe uma tinica conexao V em M

que € compativel com g e € simétrica.

Tal conexao é chamada de conexao riemanniana ou conexao de Levi-Civita de g.

Geodésicas com respeito a conexao riemanniana sao chamadas de geodésicas riemannianas.

Definigao. Se v é uma curva em uma variedade riemanniana, a velocidade de  no instante
t é o comprimento do vetor velocidade |¥(¢)|. Dizemos que  é uma curva de comprimento

constante se |¥(t)| ndo depende de t.
Proposicao 3.4. Geodésicas riemannianas tem velocidade constante.

Demonstragdo. Seja v uma geodésica riemanniana. Como o campo + é paralelo sobre v, seu
comprimento || = (¥, 4)/? é constante pela Proposicao O
3.2 A aplicacao exponencial

Comegamos definindo um subconjunto &€ C T M, chamado dominio para a aplicagao

exponencial, por
E:={V €TM : ~y estd definido num intervalo contendo [0, 1]}. (3.8)
A aplicagao exponencial exp : & — M ¢é definida por
exp(V) :== v (1). (3.9)

Para cada p € M, a aplicagao exponencial restrita ¢ a restricao de exp ao conjunto &, :=
ENT,M.

Proposicao 3.5. Para qualquer V.€ TM e quaisquer c, t € R, temos que

'YCV(t) = VV(Ct)a (310)
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sempre que ambos os lados estdo definidos.

Demonstragdo. Notemos primeiramente que é suficiente mostrar que 7.y (t) existe, pois o lado
direito pode ser obtido trocando V por ¢V, t por ct e ¢ por 1/c.

Suponhamos que o dominio de ~y é um intervalo aberto R. Por simplicidade, escrevemos
v = qv, e definimos uma curva 5y por ¥(t) = ~(ct), definidaem ¢~ = {t : ct € I}. Mostraremos
que v é uma geodésica por p com velocidade ¢V'; logo pela unicidade ¥ = v,y .

Primeiramente, 7(0) = v(0) = p. Escrevendo localmente y(t) = (y(¢), ..., v"(t)), pela

regra de cadeia temos

5(0) = S (et) = 3 (ct). (3.11)

Em particular, segue que ?(0) = c¥(0) = ¢V. Sejam D, e Dy os operadores derivada covariante

sobre v e 7, respectivamente. Usando a regra da cadeia novamente, temos

D) = <5ﬁ’“ + T8 (3(t) ﬁi(tﬁj(t)> O

= (" (et) + T () ()i (ct)) O (3.12)
= 2Dy(ct) = 0.
Entao 4 é uma geodésica e ¥ = .y . O
Proposigao 3.6. Sdo vdlidas as sequintes afirmacoes:

(a) € € um subconjunto aberto de TM contendo a se¢io nula e cada conjunto &, € estrelado

com respeito a 0.

(b) Para cada V€ TM, a geodésica vy € dada por

Y (t) = exp(tV), (3.13)

para todo t tal que o lado direito estd bem definido.
(¢c) A aplicagao exponencial é suave.

Demonstragdo. Pela Proposicao (tomando t = 1), temos que

exp(cV) =vev (1) = v (e), (3.14)

quando ambos os lados estdo bem definidos; com isso temos (b). Além disso, se V' € &, temos
que 7y estd bem definido pelo menos em [0, 1]. Entao, para 0 <t < 1, a Proposi¢ao nos diz
que o valor

exp(tV) = v (1) =y (t) (3.15)

esta definido. Logo &, é estrelado.

Resta mostrar que € é aberto e exp é suave.
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Sejam (z°) coordenadas locais em um aberto U C M, e sejam (2!, v*) as coordenadas usuais
em 7 1(U) C TM. Seja G o campo vetorial em 7~ (U) dado por

Gle,v) = P vivjffj(x)—. (3.16)

ork Ovk

As curvas integrais de G satisfazem o sistema de EDOs

() = k() (3.17)

R (t) = —v' (t)o? ()T (2 (1))

Este é exatamente o sistema de primeira ordem equivalente ao da equacgdao geodésica sob a
substituicio v¥ = #¥. Assim, as curvas integrais de G em 7~ !(U) sdo levadas em geodésicas
pela projecao m : TM — M (w(x(t), v(t)) = z(t)). Reciprocamente, qualquer geodésica y(t) =

(x1(t), ..., 2™(t)) se levanta a uma curva integral em G se escolhermos v¢(t) = *(t).

Afirmacao 3.7. O campo G se estende a um campo vetorial global (i.e., definido em M ),

chamado campo vetorial geodésico.

Afirmacao 3.8. Dada f € C*®°(TM), G age em f por

Gfp, V) = FOw (), Av (). (3.18)

dt|,_o
Visto que e expressao (3.18)) nao depende de coordenandas, temos que as varias defini¢oes de
G dadas por coincidem nos diferentes sistemas de coordenadas. Logo, a segunda afirmagao
implica a primeira.
Demonstremos agora a Afirmacao 2. Escrevemos as componentes da geodésica 7y (t) como

7'(t) e as coordenadas do seu campo vetorial velocidade por v(t) = #%(t). Usando a regra da

cadeia e a equagao geodésica (3.17)), o lado direito de (3.18)) fica

D) w0 + S0, 0] = Jhevvi- e vt
~ 61, V),

(3.19)

Um resultado sobre fluxo global de campos vetoriais nos da que existe uma vizinhanca aberta
O de {0} x TM em R x T'M e uma fungao suave ¢ : O — T'M tal que cada curva 0, y)(t) =
0(t, (p, V)) é uma curva integral de G comegando em (p, V'), defininida num intervalo aberto
contendo O.

Agora, suponhamos que (p, V) € €. Logo, vy estd definida pelo menos em [0, 1] e portanto
0 mesmo ocorre com a curva integral de G comegando em (p, V') € TM. Como (1, (p, V)) € O,
existe uma vizinhanga de (1, (p, V')) em RxTM onde o fluxo em G estd definido. Em particular,
existe uma vizinhanca de (p, V') onde o fluxo existe para ¢ € [0, 1] e, portanto, onde a aplicagao

exp estd bem definida. Logo, € é aberto.
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Finalmente, como as geodésicas sao projegoes de curvar integrais em G, segue que a aplicagao

exponencial pode ser escrita como

exp(V) = (1) =7 0(1, (p, V)), (3.20)

sempre que esta definida. Portanto exp é suave. O

3.3 Coordenadas normais

Para cada p € M, a aplicagao exp,, leva um subconjunto aberto &, de T, M em M.

Proposicao 3.9. Dado p € M, existe uma vizinhanca V da origem em T,M e uma vizinhanca

U de p em M tal que exp, : V — U € um difeomorfismo.

Demonstragdo. Mostraremos que (exp, )« é invertivel em 0 e o resultado seguird diretamente do
Teorema da Fungao inversa. Usaremos a identificacao Ty (T, M) = T,,M e, sob estd identificacao,
mostraremos que (exp,)« : To(Tp,M) = T,M — T, M ¢ a identidade.

Para calcularmos (expp)*V para um vetor arbitrdrio V' € T),M, devemos tomar uma curva
7 em T, M com ponto inicial 0 e vetor tangente inicial V', e calcular o vetor tangente inicial da

curva exp, or. Tomemos 7(t) = tV. Entao,

d d d
Vo= — t) = — tV) = — t)y=1V, 3.21
(0 V = | (exmyon)(t) = G exnyV) = i) (3.21)
e portanto (exp,). é invertivel em 0. O

Toda vizinhanga U de p que é a imagem difeomorfa sob exp,, de um aberto estrelado contendo
0 € T,M, como na proposicao anterior, ¢ chamada de vizinhanca normal de p. Podemos
entao considerar a maior vizinhanga normal de p, que serd a imagem por exp,, do maior aberto
estrelado contendo 0 € T;,M onde exp, ¢ um difeomorfismo; tal vizinhanga normal é chamada
de vizinhanga normal maximal de p.

Se ¢ > 0 é tal que exp, ¢ um difeomorfismo na bola B.(0) € T,M, entdao o conjunto
exp,(B:(0)) é chamada de bola geodésica em M. Se B.(0) estd contido em um aberto V C T;, M
onde exp, ¢ um difeomorfismo, entdo a imagem exp,(B:(0)) é chamada de bola geodésica
fechada e a imagem exp,(9B:(0)) é chamada de esfera geodésica.

Dada uma base ortonormal {E;} para T,M, temos um isomorfismo E : R" — T),M dado por

E(x', ..., 2") = 2°E;. Se U é uma vizinhanca normal de p, podemos obter uma carta

p:=E"1o e:x;p][1 U — R"™. (3.22)

Qualquer carta dessa forma é chamada sistema de coordenadas normais (riemannianas)

centradas em p.
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Observagao. Dado p € M, existe uma correspondéncia biunivoca entre os sistemas de coorde-

nadas normais e as bases ortonormais em p.

Dada um sistema de coordenadas normal em p, definimos a funcgao distancia radial por

1/2
r(z) = <Z(mi)2> , (3.23)

0 b 0
o= v o (3.24)
Note que
1/2 ) —-1/2 1/2
0 (z W) -3 (Z W) 0 (Z W)
~1/2
-1 (Z (mi)2> S 200 (3.25)
i " i
- (Z (xi)2> 2/
Portanto, 5
ET‘(JJ) =1 (3.26)

Observemos ainda que no espago euclidiano, r(z) é a distancia até a origem e 9/0r é o campo

vetorial unitario tangente as retas pela origem.

Proposigao 3.10. Seja (U, (x%)) um sistema de coordenadas normais centrado em p.

(a) Dado V = Vi9; € T,M, a geodésica vy com ponto inicial p e velocidade inicial V' € repre-

sentada nas coordenadas normais pelo segmento de reta radial
w(t) =@tV ...tV (3.27)
para os valores de t tais que vy (t) € U.
(b) As coordenadas normais de p sao (0, ..., 0).
(c) As componentes da métrica em p sao g;; = 0i;.
(d) Qualquer bola euclidiana {x : r(x) < e} contida em U € uma bola geodésica em M.

(e) Em qualquer ponto ¢ € U~ {p}, 0/0r é o vetor velocidade da geodésica com wvelocidade

unitdria ligando p e q, e portanto tem comprimento unitdrio com respeito a g.
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(f) As derivadas parciais de g;; e os simbolos de Christoffel zeram em p.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [O’N83].



Capitulo 4

(Geodésicas e distancia

4.1 Comprimento de curvas em variedades riemannianas

Se v : [a, b = M é um segmento de curva, definimos o comprimento de v por

b
L) = [ i)t (4.1)

Em alguns casos, para enfatizar a dependéncia da métrica riemannina escreve-se Ly no lugar de
L.

Uma reparametrizagao de v é um segmento de curva da forma 5 = yoy, onde ¢ : [¢, d] —
[a, b] é um difeomorfismo suave. Diremos que 7 é uma reparametrizagao positiva (negativa)

de ~y se preserva (inverte) orientacao.

Proposicao 4.1. Seja 7 : [a, b] — M wuma curva. Para qualquer reparametrizacio v de v,

L(y) = L(7). Ou seja, o comprimento de uma curva nao depende de sua parametrizagao.

Se v : I — M ¢é uma curva suave tal que ¥(t) # 0 para todo t € I, dizemos que 7y é
uma curva regular. Observemos que, como (t) é o pushforward ~.(d/dt), uma curva regular
~v: I — M é uma imersao de I em M. Como primeiro exemplo, lembremos que uma geodésica
tem velocidade constante e nao nula, portanto é uma curva regular.

Na sequéncia definiremos o comprimento de curvas admissiveis (curvas regulares por partes),
o0 que nos permitird definir uma distancia em M. Uma fungao continua v : [a, ] — M é chamada
de curva admissivel se existe uma subdivisdao a = ap < a1 < --- < a; = b de [a, b] tal que
'y|[ai717 a;) ¢ uma curva regular para cada i € {1, ..., k}. E conveniente assumirmos que a curva
trivial v : {a} — M, v(a) = p, é uma curva regular.

Sendo continua e regular por partes, a curva admissivel v : [a, b] — M é suave em cada

intervalo (a;_1, a;) e os limites laterais

ooy e Tim AL
Y(a; ) t%lﬂ(t)’
. + :: l .t
Y(a;") tggiv( ),

31
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devem existir (e podem ser diferentes).
Se v : [a, b] = M é uma curva admissivel e a = a9 < a1 < -+ < a = b é uma subdivisao
de [a, b] como acima, definimos o comprimento de 7 simplesmente como sendo a soma dos

comprimentos de cada segmento de curva suave ’y\[a, ie.,
1

—1,04]

L(y) = iL (Morsrar]) (42)

Uma reparametrizagdo de uma curva admissivel v : [a, ] — M é um curva admissivel
v =70, onde ¢ : [c, d — [a, b] ¢ um homeomorfismo cuja restrigao a cada intervalo [¢;_1, ¢]
é um difeomorfismo suave, para alguma subdivisao finita ¢ = ¢y < ¢1 < -+ < ¢ = d de [c, d].
Notemos que a Proposicao [4.1] também ¢é vélida para curvas admissiveis, i.e., o comprimento de
uma curva admissivel independe de reparamentrizagao.

Podemos ainda definir uma funcao s : [a, b] — R, chamada fungdo comprimento de arco

de v : [a, b = M, por
t
s(t) = L3l ) = [ i) do (4.3)
a
Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos que s é suave, sempre que v é suave. Além disso,
5(t) = [y (@)l

Proposicao 4.2. Seja vy : [a, b] = M uma curva admissivel e seja £ = L(7).

(a) Existe uma unica reparametriza¢ao positiva v : [0, ¢] — M de v tal que 7 € uma curva de

velocidade unitdria em cada intervalo onde € regular.

(b) Se”y € uma curva com velocidade unitdria definida num intervalo da forma [0, £], entdo o
comprimento de arco da curva -y é s(t) =t. Neste caso, dizemos que 7y estd parametrizada

pelo comprimento de arco (p.p.c.a.).

Se v : [a, b] - M é uma curva admissivel e a = a9 < a1 < -+ < a = b é uma subdivisao
de [a, b] como anteriormnete. Uma funcio continua V' : [a, b] — T'M tal que V; € T, ;)M para
todo t é chamada de campo vetorial suave por partes sobre v se existe uma subdivisao
finita a = ap < a1 < -+ < @y, = b (possivelmente mais fina) de [a, b], tal que V' é suave em cada

intervalo [Zil_ 1, Ziz] .

Observagao. Dado um vetor V;, € T )M, temos que V, possui um unico transporte paralelo
suave por partes sobre . De fato, basta definirmos o transporte paralelo da V, no primeiro
segmento suave de v até y(ay), depois o transporte paralelo de V,, no segundo segmento suave

até y(az) e assim por diante. Tal transporte paralelo serd suave sempre que 7y é suave.

Suponhamos agora que M é uma variedade riemanniana conexa. Se p e g sdo quaisquer dois
pontos em M, entdo existe pelo menos uma curva suave por partes 7 : [a, b] — M ligando p e
q. De fato, como toda variedade conexa é conexa por caminhos, existe um caminho continuo

o : la, b] - M (n@o necessariamente suave) que liga p e q. Por compacidade, existe uma
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subdivisao finita de [a, b] de modo que a imagem o([a;—1, a;]) estd contida em uma unica carta,
para cada ¢. Podemos entao substituir cada um desses segmentos por curvas suaves, obtendo
uma curva admissivel 7 ligando p e q. Podemos entao definir a distancia riemanniana d(p, q)

entre p e q por
d(p, q) = inf {L(y) : 7 é uma curva admissivel ligando p e ¢} . (4.4)

Estéd claro que d(p, q) > 0 e d(p, p) = 0. Além disso, se r € M é um terceiro ponto, entao
para qualquer £ > 0, podemos escolher curvas admissiveis v; : [a, b] — M ligando p e q e

v2 : ¢, d] = M ligando g e r de modo que

L(y1)—d(p,q)<e e L(y2)—d(gr)<e. (4.5)

Se definirmos entao v : [a, ¢] = M como sendo ;1 em [a, b] e 2 em [b, ¢], teremos que v é uma

curva admissivel ligando p e r, satisfazendo

L(v) = L(m) + L(y) <d(p, q) +d(g, r) + 2. (4.6)

Como essa desigualdade ¢é valida para todo € > 0, concluimos que

d(p, r) < d(p, q) +d(q, r). (4.7)

Logo, para provarmos que a funcao d : M x M — R que definimos é uma métrica em M, resta

provarmos que d(p, q) > 0 se p # q, o que serd feito na demonstracao do préximo teorema.

Teorema 4.3. Se M € uma variedade riemanniana conexa, a funcdo d definida acima é de fato
uma distancia em M. Além disso, a topologia induzida em M por d coincide com a topologia
de variedade de M.

4.2 Curvas minimizantes

Dizemos que uma curva admissivel v é minimizante se L(vy) < L(¥) para qualquer outra
curva admissivel 7. Ou seja, v é minimizante se, e somente se, L(7) ¢ igual a distancia rieman-
niana entre seus extremos. O objetivo desta segdo é provar que toda curva minimizante é uma
geodésica. Comegamos introduzindo o conceito de familias admissiveis.

Uma familia admissivel de curvas é uma funcao continua I' : (—¢, €) X [a, b] — M que é
suave em cada retangulo da forma (—¢, €) X [a;—1, a;], para alguma subdivisao a = ag < -+ <
ar = b, e tal que I's(t) = I'(s, t) é uma curva admissivel para cada s € (—¢, ). Um campo
vetorial sobre uma familia admissivel I' é uma fungao continua V : (—¢, €) X [a, b] - TM
tal que V (s, t) € Tr(s,M para cada (s,t), e tal que V ‘(—s,a)x[ﬁi,l,ai] ¢ suave para alguma
subdivisao (possivelmente mais fina) a =ag < -+ < @y, = b.

Dada uma familia admissivel I', temos duas familias de curvas associadas a I': as curvas
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Is : [a, b] = M dadas por I's(t) = I'(s, t), que chamaremos de curvas principais, e as curvas
I'®) : (¢, &) — M definidas por I'V)(s) = I'(s, t), que chamaremos de curvas transversais.
Note que as curvas transversais sao suaves, enquanto as curvas principais sao, em geral, apenas
suaves por partes. Se I' é suave, os vetores velocidade destas duas familias de curvas sdo exemplos

de campos vetoriais sobre I', que denotaremos por

d d
ZTu(t) e OT(s, 8) = =T 0(s). (4.8)

T =
81? (37 t) dt

Na verdade, o campo 0,I" é sempre continuo em todo (—¢, €) x [a, b]. De fato, seu valor no
segmento (—¢, €) x {a;} depende apenas dos valores de I' neste segmento, visto que as derivadas
sao tomadas apenas com relagao a variavel s. Por outro lado, este campo é continuo (na verdade
suave) em um dos sub-retangulos (—¢, €) X [a;—1, a;] € (—¢, €) X [a;, a;—1], € entdo os limites
laterais devem ser iguais. Portanto, dsI' é sempre um campo vetorial suave sobre I'. O mesmo
nao ocorre para J¢I' que, em geral, ndao é continuo em t = a;.

Dado um campo vetorial V sobre I', podemos calcular a derivada covariante de V sobre as
curvas principais (pelo menos nos pontos em que estas sdo suaves) ou sobre as curvas transversais.

Denotaremos os campos vetoriais resultantes por DV e D,V respectivamente.

Lema 4.4 (Lema de Simetria). SejaI': (—¢, €) X [a, b] = M uma familia admissivel de curvas

em uma variedade riemanniana M. Em cada retingulo (—¢, €) X [a;—1, a;] onde T' € suave,
D;oI' = D;0,T. (4.9)

Demonstracdo. Como esta é uma questao local, devemos considerar coordenadas (z°) em torno
de um ponto qualquer I'(sg, tp). Escrevendo as componentes de I' em coordenadas como
I'(s, t) = (z'(s, t), ..., 2"(s, t)), temos

oxk oxk
Logo, usando ([2.34)), obtemos
0%zk 02 9xd
Do,T = (85875 + asrg) e, (4.11)

(4.12)

0%zk oxt 0xd
Do = (G, 3y i) 0

Trocando os indices ¢ e j na segunda equacgao e usando as condigoes de simetria Fi-“j = Ffj (que

segue da equacao ([3.7))), vemos que as expressoes acima sao iguais. O

Se v : [a, b] = M é uma curva admissivel, definimos uma variagao de vy como sendo uma
familia admissivel I' : (—¢, ) X [a, b] — M tal que I'g(t), para todo t. Dizemos que I' é uma

variagdo prépria ou uma variagao que mantém os extremos fixados se I';(a) = v(a) e
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[s(b) = ~v(b), para todo s € (—e¢, ).
Se I" é uma variagao de 7y, o campo variacional de I" é o campo vetorial V(t) = 95I'(0, t)
sobre . Um campo vetorial V' sobre v é préprio se V(a) = V(b) = 0. Note que o campo

variacional de uma variacao é prépria é proéprio.

Proposicao 4.5. Se v d uma curva admissivel e V. é um campo vetorial sobre v, entdo V € o
campo variacional de alguma variacdo de . Se o campo V € prdprio, entdo a varia¢do pode ser

tomada propria.

Proposicao 4.6 (Primeira férmula variacional). Sejam v : [a, b — M wuma curva admissivel

de velocidade unitaria, I' uma varitagao propria de v e V seu campo variacional. Entao

d b . k—1 ‘
o rmy == [ 3 i), an), (413)
Fls=0 a i=1
onde a = ag < -+ < a = b é uma subdivisao tal que v € suave em cada intervalo [a;—1, a;] e

Ay = ’Y(%‘ﬂ —J(a;7).

Demonstragao. Temos que

L(Fs“ai_l,ai}) Z/ai 0, dt

o (4.14)
- / (O, )2 d.
ai—1
Entao

d o 1o
L (rshai_w]) - ds/ai_l (0.7, 8,0)2 dt, (4.15)

mas como em cada subintervalo [a;—1, a;] o integrando do lado direito é suave e o dominio de

integracao é compacto, podemos derivar sob o sinal da integral. Logo,

d = w0 1/2
£L <Fs‘[ai,1,ai]> = /ail Bs <8t1“, atf>

- / Z %@tr, a,0) "% 2(Dya,T, 9,7 dt (4.16)

a; 1
— [ L (DT, o) dt,
/ai_l EXNRa '

sendo que, na ultima linha, usamos o Lema [£.4] Calculando em s = 0 e lembrando que

0,1'(0,t) = V(t) e 3 I'(0,t) = 4 (e como ~y estd parametrizada pelo comprimento de arco,
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9l =1),

d

ds

L (FS‘{ai-l,m) = /a1 (DyV, 7 dt

-/ (g 3 - v D)) (4.17)

s=0

= (V(@i), 9(a;7)) = (V(ai-1), F(a;1)) — / (V, Dy) dt.
ai—1
Somando sobre i e lembrando que V(ag) = V(ag) = 0, visto que I' é uma variagao prépria,

obtemos o desejado. ]

Teorema 4.7. Toda curva minimizante € uma geodésica quando parametrizada pelo compri-

mento de arco.

Demonstragao. Suponhamos que v : [a, ] — M é uma curva minimizante com velocidade
unitaria e seja a = ap < --- < ax = b uma subdivisao tomada de modo que v é suave em cada

intervalo [a;_1, a;]. Se I' é uma variacao prépria de -, temos que
— L(T,) =0. (4.18)

Logo, pela primeira férmula variacional, para qualquer campo variacional V' de uma variacao
prépria I', o lado direito de ¢é igual a zero. Pela Proposicao temos que, na verdade,
isso ocorre para qualquer campo vetorial préprio sobre ~.

Usando isto, mostremos primeiramente que D;y = 0 em cada subintervalo [a;—1, a;]. Basta
considerarmos uma bump function ¢ € C*(R) tal que ¢ > 0 em (a;—1, a;) e ¢ = 0 caso

contrario. Assim, V = ¢Dy¥ é um campo vetorial préprio sobre v e entao

b k—1 a;
0= [[v.Daya-Y V@) ad =~ [ ¢lDif (4.19)
a a;—1

i=1 i—
Como a funcao ¢ ]th'y|2 é nao negativa, concluimos que Dy = 0 em cada subintervalo [a;—1, a;].
Agora, precisamos provar que A;y = 0, concluindo que v é suave. Para isso, fixado 1 <
i < k — 1, consideremos um campo vetorial préprio sobre « tal que V(a;) = Ay e V(aj) =0
para todo j # i (para criarmos um tal campo, basta usarmos transposte paralelo e uma bump

function). Temos entao
0==> (V(ai), Ari) = — (A, AiA) . (4.20)

Portanto, |A#|* = 0 e 7 é suave. O

z

Corolario 4.8. Uma curva admissivel parametrizada pelo comprimento de arco € um ponto
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critico para L se, e somente se, ¢ uma geodésica.

Demonstragao. Pela demonstracao do teorema anterior, temos que se v é um ponto critico de
L, entao v é uma geodésica. Reciprocamente, se v é uma geodésica, temos que Dy = 0 e, como

v é suave, A;¥ = 0. Portanto, o lado direito da equagao (4.13) zera. O

4.3 Geodésicas sao localmente minimizantes

Nesta se¢do, obteremos uma reciproca para o Teorema [£.7] mostrando que as geodésicas sao

localmente minimizantes.

Lema 4.9 (Lema de Gauss). Seja U uma bola geodésica centrada em p € M. O campo vetorial

radial unitdrio 0/0r € ortogonal (com respeito a g) as esferas geodésicas em U.

Corolario 4.10. Sejam (x') coordenadas normais em wma bola geodésica U centrada em p € M,

e seja r a fungdo distancia radial (definida em (3.23)). Entao gradr = 9/0r em U~ {p}.

Demonstragdo. Precisamos provar que, para qualquer ¢ € U\ {p} e qualquer Y € T, M,

dr(Y) = <§r, Y> . (4.21)

A esfera geodésica exp, (0BR(0)) que passa por p é determinada em coordenadas normais pela
equagao r = R. Como, pelo Lema de Gauss, 9/0r é ortogonal a esta esfera, podemos decompor
Y como ad/0r + X para alguma constante « e algum vetor X tangente a esfera. Observe que,
fazendo o calculo em coordenadas, obtemos dr(0/dr) = 1, e como X é tangente a um conjunto

de nivel de 7, temos também que dr(X) = 0. Temos assim que

dr(Y) = dr (O‘aar + X> = adr (i) +dr(X) = a. (4.22)

Por outro lado, pela Proposicao 0/0r é um vetor unitdrio. Logo,

0 0 0 0

onde usamos o Lema de Gauss, que nos diz que 9/0r é ortogonal a X. O

Proposicao 4.11. Suponhamos que p e q estdo contidos em uma bola geodésica centrada em p.
Entao a geodésica radial que parte de p e chega em q € a unica curva minimizante (a menos de

reparametrizacdo) ligando p e ¢ em M.

Demonstragio. Tomemos € > 0 de modo que exp,(B:(0)) é uma bola geodésica contendo gq.
Seja v : [0, R] — M a geodésica radial ligando p e ¢, parametrizada pelo comprimento de

arco; entdo podemos escrever () = exp,(tV) para algum vetor unitario V' € T,M. Deste
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modo, L(y) = R e precisamos mostrar que qualquer outra curva admissivel ligando p e ¢ tem
comprimento estritamente maior que R. Seja Sg = exp,(0Bg(0)) a esfera geodésica de raio R.

Seja entao o : [0, b] — M uma tal curva, que assumiremos sem perda de generalidade que
estd parametrizada pelo comprimento de arco. Seja ag € [0, b] o ultimo instante de tempo que
v(t) =p e by € [0, b] o primeiro instante depois de ag que (t) € Sg. Para qualquer ¢ € (ag, bo],

podemos decompor &(t) como

o(t) = a(t)% + X(t), (4.24)
onde X(t) é um vetor tangente a esfera geodésica que passa por o(t). Pelo Lema de Gauss,
temos que

611 = a(t)® + X ()] = a(t). (4.25)

Além disso, pelo Corolério a(t) = (0/0r, 6(t)) = dr(a()r)). Logo,

L(o)> L (Ul[ao,w)

bo
= lim lo(t)| dt
0—0 a0+6
bo
> lim a(t)dt
0—0 a0+6
bo 4.26
= lim dr(o(t))dt (4.26)
6—0 ao+9d
bo

= lim —r
6—0 ao+o dt

=1(o(bo)) — r(o(ao))
=R=L(v).

(o())dt

Segue que v é uma curva minimizante. Provemos agora a unicidade.

Suponhamos que L(c) = R. Entao, ambas a desigualdades em sao igualdades. Como
estamos supondo que ¢ tem velocidade unitaria, a primeira igualdade implica que ag = 0 e
bp = b = R. A segunda igualdade implica que X(t) = 0 e «(t) > 0, entdo ¢ é um miltiplo
positivo de 9/9r. Como o tem velocidade unitaria, temos que ¢(t) = 9/9r. Portanto, o e v sdo

curvas integrais de 9/0r passando por g em t = R e assim o = 7. O

Corolario 4.12. Em qualquer bola geodésica centrada em p € M, a func¢do distancia radial r(x)
definida em (3.23) € igual a distancia riemanniana entre p e x.

Deste modo, se U = exp,, (Bg(0)) é uma bola geodésica em torno de p, pelo Corolario m
temos que U é igual bola métrica de raio R centrada em p. Segue também que a esfera geodésica
de raio R é o conjunto de pontos cuja distancia até p é exatamente R. Entao usaremos a seguinte

notagao: Br(p)

Teorema 4.13. Toda geodésica riemanniana € localmente minimizante.
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4.4 Completude

Dizemos que uma variedade riemanniana é geodesicamente completa se toda geodésica

maximal estd definida para todo ¢t € R.

Teorema 4.14 (Hopf-Rinow). Uma variedade riemanniana coneza € geodesicamente completa

se, e somente se, € completa como espaco métrico.

Sendo assim, diremos apenas que uma variedade riemanniana conexa é completa para
indicar que ela é completa em qualquer um dos sentidos equivalentes discutidos no Teorema de

Hopf-Rinow.
Corolario 4.15. Se M € uma variedade riemanniana, entao sao vdlidas as sequintes afirmagoes:

1. Se existe p € M tal que exp,, estd definida em todo T,M, entao M € completa.

2. M ¢é completa se, e somente se, dados dois pontos em M existe uma geodésica minimizante

ligando ambos.

3. Se M € compacta, entao M € geodésicamente completa.



Capitulo 5

Curvaturas

5.1 Tensor de curvatura

Seja M uma variedade riemanniana e seja V a conexao riemanniana em M. A funcao
R:T(M)xT(M)x T(M)— T(M) definida por

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ —VixyZ (5.1)

é chamada de endomorfismo de curvatura. Observe que se M = R" com a métrica usual,
entdo R(X,Y)Z = 0. De fato, lembremos que nas coordenadas naturais de R", temos que
VxY = (X Y’) 9; é a conexdo euclidiana. Logo, se (Vy Z)! denota a i-ésima fungdo coordenada
de Vy Z, temos

VxVyZ = (X (Vy2)') o,
0 (5.2)

= (X (¥z))o
= (XY Z") 0.

Analogamente, VyVxZ = (YXZi) 0; e entao

VxVyZ —-VyVxZ

(XYZZ YXZ) 9
(X, Y)Z") 0 (5.3)

V[X, v1Z

e segue que R(X, Y)Z = 0. Sendo assim, podemos pensar que R mede o quanto M deixa de ser

euclidiano.
Proposicao 5.1. O endomorfismo de curvatura é um campo (‘f) -tensorial.

Demonstragdo. Devemos provar que R é multilinear sobre C°°(M). Dada f € C°°(M ), notemos

40
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primeiramente que para qualquer g € C*(M),

X, fY]g = X(fY)g— (fY)Xg = fXYg+YgXf— fYXg=F[X,V]g+(XP)Y. (54)
Logo,

R(X, fY)Z =VxVyyZ —VyyVxZ —Vx, v|Z
=Vx (fVyZ) = fVyVXZ = Vix v+ (xpyy Z

= (Xf)VyZ + fVxVyZ - fVxVyZ (5.5)
~ [VYyVxZ — fVix v Z — (Xf)VyZ
= fR(X,Y)Z,

e R é linear sobre C°°(M) na segunda entrada. Para provarmos o mesmo para a primeira
entrada, basta notarmos que R(X,Y)Z = —R(Y, X)Z e assim

R(fX,Y)Z=—-R(Y, fX)Z=—fR(Y, X)Z = fR(X,Y)Z. (5.6)
Finalmente,
R(X,Y)fZ=VxVyfZ -VyVxfZ -V xy
=Vx (fVyZ+ (Y )Z)-Vy (fVxZ +(Xf)Z)
- (fV[X,Y]Z+ ([X, YIf) Z) (5.7)
== f (VXVYZ - VYVXZ - V[)Qy}Z)
= fR(X,Y)Z,
0 que encerra a demonstragao. O

Sendo um campo tensorial do tipo (i’), podemos escrever R em coordenadas como

R=R.,"ds' @ d2’/ @ da* ® 8y, (5.8)

ijk
onde os coeficientes R, j,f sao dados por

R(3;, 0;)0 = R, 0L. (5.9)

Ou seja, R é identificado com o tensor
R(3;, 05, Ok, da') = da* (R(0;, 9;)0k) = da' (R, Om) = R (5.10)

Definigao. O tensor de curvatura é o campo (é)—tensorial Rm = R’, obtido do (:;’) -tensor R

descendo o ultimo indice.
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Logo, o tensor de curvatura Rm ¢é dado por
Rm(X,Y, Z, W)=(R(X,Y)Z, W), (5.11)

e em coordenadas locais
Rm = Rijpedr’ @ do? @ da® @ da’, (5.12)

m
onde R;jre = gngijk .

Proposicao 5.2 (Simetrias do tensor de curvatura). Para quaisquer campos vetoriais W, X,
Y eZ:

(a) Rm(W, X,Y, Z)=—-Rm(X, W, Y, Z);
(¢) Rm(W, X, Y, Z) = Rm(Y, Z, W, X);

(d) Rm(W, X, Y, Z) + Rm(X, Y, W, Z) + Rm(Y, W. X, Z) = 0.

5.2 Curvatura de Ricci

Até o momento definimos o endomorfismo de curvatura e o tensor de curvatura que sao, res-
pectivamente, campos tensoriais do tipo (‘z’) e (3). Nesta secao, “simplificaremos” tais defini¢oes
obtendo um tensor que “resume” as informagoes contidas nestes tensores.

A curvatura de Ricci ou tensor de Ricci, denotado por Ric, é um 2-tensor covariante
definido como sendo o traco do endomorfismo de curvatura tomado com relagdo ao primeiro e

ultimo 11 (]ices, ou se'a, Ric é o tensor com C()III[)()IleIIleS
R.:.=R E_ k“LR.. (5]3)
(/e g kijm- .

Note que Ric é dada em coordenadas locais por

Ric(X, Y) = zn: (R(E;, X)Y, E}), (5.14)
=1

visto que
Ric(E;, Eg) = > (R(E;, E;)Eq, E;)

=1
n

= <Rij£kEk’ E@> (5.15)

i=1

B k
=Ry,
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5.3 Curvatura seccional

Dados vetores X, Y € T, M, definimos

KX, v) e BEmE YY) (RX, V)Y, X) (5.16)
L XPIYRE (XY XY - (XY '

Proposicao 5.3. Seja II um subespaco vetorial de dimensao 2 de T,M e sejam X,Y € II

vetores linearmente independentes. Entio K(X,Y') nao depende da escolha de X eY.

Seja p € M. Dado um subespaco II de T,M de dimensao 2 e uma base {X, Y} de II, o
numero real K(II) := K(X, Y) é chamado de curvatura seccional de Il em p. Pela proposigao

anterior, a curvatura seccional estd bem definida.

Lema 5.4. Seja V' um espago vetorial com dim'V > 2. Suponhamos que sao dados dois tensores
4-covariantes (aplicagoes trilineares) R1, Ry : V XV xV — V| ambos satisfazendo as condi¢oes
de simetria satisfeitas pelo tensor de curvatura (Proposi¢do . Se para qualquer par de vetores

linearmente independentes X, Y € V,

Rl(XaKY’ X) _ RQ(Xa Y, Y, X)
IXPIY]2— (X, Y)®  [XP|Y]2—(X,Y)*

entdo R1 = Rs.

Proposicao 5.5. Suponhamos que (M, g) é uma variedade riemanniana com curvatura secci-

onal constante C'. Entdo o endomorfismo curvatura ¢ dado pela expressao
RX, Y)Z=C{Y,Z)X —(X,2)Y).
Em termos de qualquer base, temos
Rijr = C (9a9jx — 9irgjt) -
Demonstragdo. Considermos o (é)—tensor dado por

R(X,Y, Z, W) =C (Y, Z) (X, W) — (W, Z) (Y, W)). (5.17)

E facil ver que R satisfaz as condigoes de simetria da Proposicao Como, por hipétese, a

curvatura seccional de M é constante igual a C, para quaisquer campos X e Y em M,
R(X, Y, Y, X) = C (IXP|Y 2= (X, ¥)?) = CR(X, Y Y, X). (5.18)

Segue do Lema que R = CR. O



Capitulo 6

Campos de Jacobi

6.1 Equacoes de Jacobi

Suponhamos que v : [a, b] — M é um segmento geodésico, e I : (—¢, &) X [a, b] — M é
uma variagao de . Dizemos que I' é uma variagao por geodésicas se cada uma das curvas
[s(t) =T'(s, t) também é um segmento geodésico (notemos que nesse caso temos, em particular,
que I' é suave).

Escrevamos T'(s, t) = 0I'(s, t) e S(s, t) = 9,I'(s, t). A equacao geodésica nos diz que
DT =0, (6.1)

para qualquer par (s, t). Como, para cada t € [a, b] fixado, D;T é ainda um campo sobre as

“curvas verticais” T'V), podemos considerar a derivada covariande da expressio acima obtendo
D;D,T = 0. (6.2)

Proposigao 6.1. Se I' € uma familia admissivel suave de curvas e V' € um campo vetorial sobre
I, entao

D,D,V — DD,V = R(S, T)V. (6.3)

Demonstracao. Notemos que esta afirmacao é local, logo basta calcularmos em coordenadas

locais. Localmente, escrevemos V (s, t) = V¥(s, t)9; e calculamos

Logo,
92Vi(s, t) Vi oV oV i
DsDtV - <888t> az + WDsaz + th& + th& + V DsDtaL. (65)

44
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Trocando t <+ s calculamos D;DsV e subtraindo, obtemos
D,D;V — D;D,V = V' (DyD;d; — D;D0;) . (6.6)

Agora, se escrevemos as fungoes coordenadas de I' como 27 (s, t), entao

B ok oxd

Podemos ver os campos 0; como campos sobre as geodésicas horizontais I'y (campos trivialmente

estendiveis), logo
ox7

e como Vy,0; também ¢ estendivel,

_ 0%l 0w’ . (6.9)

Trocando s <> t, j <+ k e subtraindo, obtemos

oxd dxk
DsDtai - DtDsai — EE (VakVaj 81' — Vaj Vakai)
Oxd Ox* (6.10)
= EgR(alm 0;) 0;
= R(S, T)0;.
O

Teorema 6.2 (Equagao de Jacobi). Seja v uma geodésica e V- um campo vetorial sobre . Se

V € um campo variacional de uma varia¢do de v por geodésicas, entdo V satisfaz a equagdo

D2V + R(V, 4)% = 0. (6.11)
Demonstragao. Sejam S e T como anteriormente. Pela proposicao anterior, temos

0= D,D,T
= D,D,T + R(S, T)T (6.12)
= D:DyS + R(S, T)T,
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onde a ultima igualdade segue do Lema Calculando em s = 0, onde S(0,¢) = V(t) e

T(0, t) = 4(t), concluimos a demonstragao. O

Um campo vetorial sobre uma geodésica que satisfaz a equagao (6.11)) é chamado de campo

de Jacobi. A préxima proposicao é a reciproca do Teorema [6.2

Proposigao 6.3. Todo campo de Jacobi sobre uma geodésica v € um campo variacional de uma

variacao de vy por geodésicas.

Demonstragdo. Seja v : [a, b] — M uma geodésica e seja V' : [a, b] — T M um campo de Jacobi

sobre . Consideremos a variacao I' : (—¢, €) x [a, b] — M dada por
[(s, t) = exp, ) sV (1) (6.13)

Entdo, I' é uma variagao de ~, pois I'(0, ) = exp, ;) 0 = ¥(¢). Além disso, I é uma variagao por

geodésicas, pois para cada s fixado,

Ls(t) =T(s, t) = expyyy sV (¢) (6.14)
é uma geodésica. Como,
d
@rm,wzigrwan:x«w, (6.15)
temos que V' é o campo variacional da variagao I'. O

Teorema 6.4 (Existéncia e unicidade de campos de Jacobi). Sejam v : 1 — M uma geodésica,
a €l ep=~(a). Para quaisquer vetores X eY em T,M, existe um unico campo de Jacobi J

sobre v satisfazendo as condi¢des iniciais:
J@)=X e DiJ(a)=Y. (6.16)

Demonstragao. Seja {E;} base ortonormal de T,M. Usando transporte paralelo, estendemos

esta base a um campo ortonormal sobre 7. Escrevendo J(t) = J(t)E; e 4(t) = 4'(t) E;, temos

0= D,2J + R(J, %)%
= D2(J(OE) + R (J (OB, 4*(t)B) 4 () Eo
— D, (Ji(t)Ei + Ji(t)DtEi) + R,y JIAE, (6.17)
= J'Ei+ J'DE; + R, J44 B,

= (J'+ Ry 7444") B

Logo, encontrar um campo de Jacobi J sobre v é equivalente a encontrar n (dimensao de M)
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funcoes J : I — R que satisfazem o sistema linear de segunda ordem:
T+ Ryt k8 = 0. (6.18)

Fazendo a substituicdo usual V? = J*, tal sistema é convertido num sistema linear de primeira
ordem para 2n icégnitas {Ji, Vi}. O Teorema garante a existéncia e unicidade de uma
solucdo definida em todo o intervalo I, satisfazendo as condigdes iniciais Ji(a) = X, Vi(a) =
Y?. O

Corolario 6.5. Sobre qualquer geodésica v, o conjunto dos campos de Jacobi € um subespago

vetorial de T(vy) de dimensao 2n.

Demonstragdo. Seja p = y(a) um ponto de . Consideremos a funcao que sai do conjunto dos
campos de Jacobi sobre v e chega em T, M &T,M que leva J em (J(a), DiJ(a)). Pela proposicao

anterior, temos que esta aplicacdo é um isomorfismo linear. ]
Exemplo 6.6. Sobre qualquer geodésica, sempre existem os seguinte campos de Jacobi triviais:

1. O campo Jo(t) = 5(t), sobre a geodésica v : [a, b] = M. Este campo é de Jacobi, pois
D4 = 0 (visto que v é uma geodésica) e R(¥, 4)% = 0, pois R é um tensor antissimétrico.

Além disso, este campo satisfaz as condigoes iniciais

J()(O) = ’Y(O) € DtJ()(O) =0. (6.19)

2. Do mesmo modo, temos o campo Ji(t) = t¥(t), que é um campo de Jacobi, pois

DyJi(t) = Dyt(t) = 4(t) + tDy - y(t) = 7(t) = D,J1 = Dy =0, (6.20)

R(Ji,9) 7 =tR (Y, 7)7 =0. (6.21)

Além disso, esse campo satisfaz as condi¢oes iniciais

J0)=0 e DuJi(0) =4(0). (6.22)

Notemos que Jy é o campo variacional da variagao I'(s, t) = y(s+t), e J; é o campo variacional
da variacao I'(s, t) = y(e®t). De fato, para I'(s, t) = (s + t),

B0, 1) = STO©0) = L o(s + )], = A+ Dlug =30 = o), (629
e para I'(s, t) = y(e’t),
.10, 1) = %F(t) (0) = %y(e%) — ()| _ = 50 = K. (6.24)
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Afim de separar tais campos de Jacobi triviais de outros casos mais interessantes, temos a
seguinte definigao:

Definicao. Um campo vetorial tangencial sobre a curva v é um campo vetorial V' tal que
V(t) é um multiplo de 4(¢) para todo t, e um campo vetorial normal é um campo V tal que
V(t)LA(t) para todo t.

Os campos de Jacobi triviais do exemplo anterior sao exemplos de campos de vetoriais

tangenciais.
Proposigao 6.7. Seja v : 1 — M uma geodésica e a € 1.

1. Um campo de Jacobi sobre ~v € normal se, e somente se,

J(a)Ly(a) e DiJ(a)LA(a). (6.25)

2. Qualquer campo de Jacobi ortogonal a v em dois pontos é normal.

Demonstragao. Calculemos

=4 (Ew)

T dt
d : .
= = (Ded, 4) +(J, Di))
= (D], %) (6.26)
= —Rm (Ja ’77 ;Y’ 7)
=0,
pelas simetrias do tensor de curvatura Proposigao Logo, a funcao f(t) = (J(t), 4(t)) é uma
funcéo afim de t. Notemos ainda que f(a) = (J(a), ¥(a)) e f(a) = (DyJ(a), 4(a)). Entdo J(a)
e D;J(a) sdo ortogonais a y(a) se, e somente se, f e sua derivada zeram em a, o que ocorre se,

e somente se, f = 0. Analogamente, se J é ortogonal a 4 em dois pontos, entao f zera em dois

pontos e portanto f = 0. ]

Proposicao 6.8. Seja v : I — M uma geodésica.

1. O espago dos campos de Jacobi normais sobre v é um subespago de dimensdo 2n — 2 de
T();

2. O espago dos campos de Jacobi tangenciais sobre vy € um subespaco de dimensao 2 de T (7).

Corolario 6.9. Cada campo de Jacobi se decompde unicamente como soma de um campo de

Jacobi tangencial e um campo de Jacobi normal.
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6.2 Calculando campos de Jacobi

Nesta secao, calcularemos o campo de Jacobi nas coordenadas normais.

Proposi¢ao 6.10. Sejam p € M e (x%) um sistema normal de coordenadas em uma vizinhanca
U de p, e seja v uma geodésica radial partindo de p. Para qualquer W = W0, € T,M, o campo
de Jacobi J sobre v tal que J(0) =0 e Dy J(0) = W € dado com relagdo as coordenadas normais
por

J(t) = tW'o;. (6.27)

Demonstragao. Primeiramente, notemos que se o campo J é definido por (6.27)), entao J(0) =0
e
DyJ(t) = Dy (tW'0;) = W'0; + tW'D9; = DyJ(0) = W'0; = W. (6.28)

Pelo Teorema resta mostrar que J é, de fato, um campo de Jacobi. Seja V' = 4(0) € T,M.
Escrevendo V = V9; temos, pela Proposicao que v é dada nas coordenadas normais pela

formula

V() = (V. V). (6.29)
Agora, consideremos a seguinte variagao I' dada em coordenadas por
D(s, t) = (V' +sWh, ..., t(V" +sW™)). (6.30)

Usando novamente a Proposi¢ao vemos que I' é uma variacao de ~ por geodésicas. Logo,
pelo Teorema 9sI'(0, t) é um campo de Jacobi. Mas,

AsT(0, t) = tW'; = J(t), (6.31)

O que encerra a prova. OJ
Para variedades com curvatura constante, temos a seguinte férmula explicita para J.

Teorema 6.11. Seja (M, g) uma variedade riemanniana com curvatura seccional constante K
e seja v uma geodésica com velocidade unitdria em M. Os campos de Jacobi normais sobre ~

que zeram em t = 0 sao exatamente os campos vetoriais
J(t) = u(t)E(t), (6.32)
onde E € um campo vetorial normal paralelo sobre v e a fun¢ao u(t) é dada por
r .
——sin (\/Et) , K >0
K=0 . (6.33)
sinh (\/—Kt) , K <0

-7 H

h
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Demonstragcao. Como g tem curvatura constante igual a K, pela Proposicao[5.5] o endomorfismo

de curvatura é dado por
RX, Y)VZ=K{Y,Z)X — (X, Z2)Y). (6.34)
Temos entao que um campo de Jacobi normal sobre ~y satisfaz:
0=D>2J+R(J, %)y =D2J+ K (% %) J = (J, 4) %) = D,>°J + K J, (6.35)

visto que || =1 e (J, 4) = 0. Temos entao que, nesse caso, a segunda derivada covariante de J
é um multiplo de J. Sendo assim, é razodvel tentar contruir uma solu¢do tomando um campo
vetorial normal E sobre v e tomando J(t) = u(t)E(t) para alguma fungdo u a ser determinada.

Temos entao que tal campo J satisfaz a equacao de Jacobi se, e somente, se
i(t) + Ku(t) = 0. (6.36)

Da EDO, sabemos que as solugoes desta equagao que satisfazem u(0) = 0 sdo multiplos das

fungoes dadas em ((6.33]). O

6.3 Pontos conjugados

Seja v um segmento geodésico ligando pontos p, ¢ € M. Dizemos que g é conjugado a p
sobre v se existe um campo de Jacobi sobre v que zera em p e ¢ mas nao é identicamente nulo.
A ordem ou multiplicidade dessa conjugacao é a dimensao do espago dos campos de Jacobi

que zeram em p e q.

Proposigao 6.12. Suponhamos que p € M, V € T,M e q = exp,V. Entao exp, € um
difeomorfismo local em uma vizinhanga de V' se, e somente se, ¢ ndo € conjugado a p sobre a

geodésica ~(t) = exp, tV, t € [0, 1].

Demonstragdao. Pelo Teorema da Fungao Inversa, exp, é um difeomorfismo local em uma vizi-
nhanca da V se, e somente se, (expp)* é um isomorfismo em V e, claramente, isso ocorre se, e
somente se, (exp,)« ¢ injetora em V.

Identificando Ty (T, M) com T, M, podemos calcular o pushforward (exp, )« em V' como segue:

d
(exp,) W = s exp, (V + sW). (6.37)
s=0

Para realizar tal célculo, definimos uma variagao de v por geodésicas pela expressao

Ly (s, t) = exp, t(V + sW). (6.38)



CAPITULO 6. CAMPOS DE JACOBI 51
O campo variacional Jy (t) = 9sI'w (0, t) é um campo de Jacobi sobre v e
Jw (1) = (exp,)«W. (6.39)

Como W € T,,M ¢ arbitrario, existe um espaco de dimensao n de tais campo de Jacobi e entao
esses sao todos os campos de Jacobi que zeram em p.

Logo, (expp)* nao é um isomorfismo em V quando existe um vetor W tal que (expp)*W =0,
o que ocorre exatamente quando existe um campo de Jacobi Jy sobre v com Jy (0) = Jw(q) =
0. O

Proposicao 6.13. Seja J um campo de Jacobi sobre uma geodésica vy : [0, a]| — M. Entdo
(J(t), 7(2)) = (D:(0), 7(0)) t + (J(0), ¥(0)), V¢ €0, a]. (6.40)
Demonstracao. Pela equagao de Jacobi
Dy Dy, ) = (D32, %) = = (R(V, 4)%, 4) = 0. (6.41)
Portanto, (DyJ, %) = (DJ(0), (0)). Além disso,
Dy (J, 4) = (DiJ, 7) = (D:J (0), 4(0)) . (6.42)
Integrando a ultima equacao em ¢, obtemos
(J; 4) = (D:J(0), 7(0)) ¢ + (D1J (0), (0)) , (6.43)

o que encerra a demonstracao. O

Coroldrio 6.14. Se existem ty, ta € [0, a], t1 # ta, tais que (J, ¥) (t1) = (J, §) (t2), entdo (J, )
nao depende de t. Em particular, se J(0) = J(a) =0, entdo (J, ) = 0.

Proposicao 6.15. Seja v : [0, a] = M uma geodésica e sejam X € T,o)M e Y € Ty M.
Se v(a) nao € conjugado v(0) sobre ~y, entdo existe um tunico campo de Jacobi J sobre v com

JO)=X eJ(a) =Y.

6.4 Segunda formula variacional

Anteriormente introduzimos a Primeira Férmula Variacional, usando a ideia de que se uma
curva 7y é minimizante, entdao a derivada do funcional de comprimento deve zerar em . Nesta
secao, usaremos o seguinte para obter a Sequnda Formula Variacional: se v é minimizante, enao

a segunda derivada deve ser nao negativa em .
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Teorema 6.16 (Segunda férmula variacional). Sejam 7 : [a, b] — M wuma geodésica com velo-

ctdade unitaria, I' uma variagao propria de v e V seu campo variacional. Entao

d2 b 2
5L —/ <‘DtVL’ — Rm (VL, A A, VL>) dt, (6.44)

onde V* € a componente normal de V.

Definimos uma forma bilinear I, chamada de forma indice, definida no espago dos campos

vetoriais proprios sobre v por
b
1V, W) = [ (D, DAV) — Bon (V. 5,4, W) i (6.45)

A demonstragao do préximo resultado pode ser encontrada em [dC92].

Lema 6.17 (Lema do Indice). Seja v : [0, a] — M wma geodésica ligando p = v(0) e ¢ = v(a)
sem pontos conjugados a p. Seja J um campo de Jacobi sobre v com (J,5) = 0, e seja V
um campo suave por partes sobre v com (V,5) = 0. Suponha que J(0) = V(0) = 0 e que
J(to) = V(to) para algum ty € (0, a]. Entdo

I, (J, )< I, (V, V), (6.46)

e a igualdade ocorre se, e somente se, V.= J em [0, to].



Capitulo 7

Formula de Bochner-Weitzenbock

7.1 Referencial geodésico

Nesta se¢ao provaremos a existéncia de um referencial geodésico numa variedade riemanniana
M. Tal referencial serd usado para dar representacoes locais mais simples para o gradiente, o

divergente e o laplaciano, que usaremos para provar a Férmula de Bochner-Weitzenbdck.

Teorema 7.1 (Referencial geodésico). Seja M uma variedade riemanniana de dimensdo n e
seja p € M. Dada uma base ortonormal X1, ..., X, de T,M, existe uma vizinhangca U C M de

p e n campos vetoriais Fy, ..., E, € T(U) satisfazendo:
1. Os campos Ey, ..., E, sdo ortonormais em cada ponto de U;
2. Ei(p) = X1, ..., En(p) = X,.
3. Em p, Vg, Ej(p) =0, para quaisquer indices i e j.

O referencial local (Fy, ..., E,) dado pelo teorema anterior é chamado de referencial

geodésico.

Demonstragdo. Seja p € M e ((z'), U) um sistema normal de coordenadas em p. Usando o

processo de ortonormalizagao de Gram-Schmidt no referencial coodenada (91, ..., 0,), cons-
truiremos um referencial ortonormal em U. Definimos, para k € {1, ..., n},
Vimoy, Va—y— 2 Vy oy 3 0 V) (7.1)
1 — 1 2 — 2 <‘/1"/1> 1y - -- k= k — ]:1 V]7V> .

¢ Vi
k

Ey=—. 7.2

[Vl (72

Entao (F1, ..., E,) é um referencial ortonomal em U. A demonstragao segue das trés afirmacoes

que seguem:
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Afirmacio 7.2. Se Vo, Vil, = 0, entdo Vs, %‘ —0
p

De fato,

M\DO

Vo Vi — 5 (Vi, Vi) 2 (0 (Vi, Vi)

\V!

l\.’)\w

Vi
Vo = |WJV6”“*<3|V\>
1
2
1
2

— Vo, Vi — = (Vie, Vi) "2 ((Va, Vi, Vi) + (Vi, Vo, Vi) =

IV!

Afirmacgao 7.3. Seja X um campo vetorial em M. Se Vo, X|, = 0 para todo i € {1, ...

entio Vg, X|, =0 para cada i € {1, ..., n}.
Escrevendo E; = EJ 0j, temos
Vi Xlp = ijan‘p = EjV@iX’p =0.
Afirmacao 7.4. Vy,Vi|, =0, para todo k € {1, ..., n}.

A prova desta afirmacao segue por inducao finita: para k = 1 temos

v@z‘vﬂp = vai‘/l|p = vaial |p = 0.

Agora suponhamos que Vy,Vj|, = 0 para todo j € {1, ..., k}, kK < n. Entao, no ponto p,
(D1, V)
VoVir1 = Vo, | O — Y 20
0; Vk+1 0; k+1 o <‘/]7 ij> j

(Ok+1,
= V@ak_,_l (Z l‘f/—vl—lv ])
j=1 P

k
_ (Ok41, Vi)
= Vo |\ Ly Y
j=1 VEERY)

e (B)
=1 V7’ V7> !

Mas, para j € {1, ..., k}, temos
(Ok+1, V) > (Ok+1, Vi) (Ok11, Vj)
Va, <V4 = 7Va Vi+0i | 5V
Vi, vj) VJ,V> Vi, vj)

0i (Ok41, Vi) + (Ok41, Vj) 0 (<‘/j71‘/j>>> Vi

o

o4

(7.4)

(7.5)

(7.6)
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o que demonstra a ultima afirmacao e encerra a demonstracao do teorema. O

7.2 Gradiente, divergente e laplaciano

Na Segao definimos o gradiente Vf de uma funcao f € C°°(M). Listaremos algumas
propriedades do gradiente.

Proposicao 7.5. Dadas funcoes f, g € C°(M) e uma fungao j : A C R — R suave no aberto
A C R, temos

V(f+g9)=Vf+Vyg;
V(f-g9)=fVg+gVf;
3. V(of)=("of)-Vf.

Demonstragao. Nesta prova, usaremos que dados campos vetoriais X e Z, se (X, Y) = (Z,Y)

para qualquer campo Y, entdao X = Z. Temos,

(V(f+9),Y)=d(f +9)(Y)

=df(Y) +dg(Y) (7.8)
=(Vf,Y)+Vyg, Y
=(Vf+Vg, Y);
(V(f-9),Y)=d(f g)Y)
= fdg(Y) + gdf(Y) (7.9)
=f(Vg, Y)+g(VFfY)
=(fVg+gVf Y);
(Vo f),Y)=d(jo f)(Y)
= ("o f)-df(Y) (7.10)
= (' o /)(VSY)
= (' IV, Y),
como queriamos. -

Lembremos, vide pagina que a hessiana de uma funcao f é o tensor Hess f : T(M) x
T(M) — C*°(M) dado por Hess f(X,Y) = X(Yf) — (VxY)f. Seguem algumas propriedades

da hessiana.

Proposicao 7.6. Dadas funcoes f, g € C°(M) e uma fungao j : A C R — R suave no aberto
A C R, temos
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1. Hess (f 4+ g) = Hess f + Hess g;

2. Hess f(X, Y) = Hess f(Y, X);

3. Hess (f - 9)(X, V) = (X[)(Yg) + (Xg)(Yf) + f Hess g(X, Y) + g Hess f(X, Y);
4. Hess (j o f)(X,Y) = (X[)(Y[)j" o f+j o fHess f(X, Y).

Definimos agora o operador divergéncia div : T(M) — C*°(M) por

divX = tr(Z — VzX). (7.11)
Entao, se (E1, ..., E,) é um referencial local em M, podemos escrever
divX =) (Vg X, E;). (7.12)
i=1

Proposicao 7.7. Dados campos X, Y € T(M) e uma fungao f € C>°(M). temos
1. div(X +Y) =divX + divY;
2. div(fX) = fdivX + (Vf, X).

Demonstragdo. Seja p um ponto de M e seja (Eq, ..., E,) um referencial geodésico em torno
p.
1. Usando a representacao local ([7.12]), temos
div(X+Y)=tr(Z— Vz(X+Y))
= Z <VEZ(X +Y), Ei)
=> (Ve X +VgY, E)
i (7.13)
=> (VEX,E)+)Y (VgY, E)
=tr(Z+— VzX)+tr(Z— VzY)
= divX + divY.

2. Escrevendo X = X'E;jeY = YjEj, obtemos:

div(fX) = tr(Z — Vz(fX))

= (Ve[fX, E)

7.14
= fz (Vg X, E;) + Z (B f)X, E;) (710

= fdivX +(Vf, X),
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e concluimos a demonstracao. O

Dada uma funcao f € C*°(M), definimos o laplaciano de f como sendo a funcao
Af =div(VY). (7.15)

Dizemos que f € C°°(M) é harménica se Af = 0.

Proposicao 7.8. Dadas funcoes f, g € C°(M) e uma func¢ao j : A C R — R suave no aberto
A CR, temos

1 A(f+g)=Af+Ag;
3. A(jof)=(of) Af+ ("o f) |V

Demonstragao. Usaremos as propriedades ja conhecidas sobre o gradiente e a divergéncia:

A(f +g) = div(V(f + 9))
=div(Vf+ Vg)
=divVf +divVyg
=Af+Ag;

(7.16)

A(f-g) = div(V(f-g))
=div(fVg+gV/f)
=div(fVyg) + div(gV f) (7.17)
= fdivVg + (Vf, Vg) + gdivV f + (Vg, V)
= fAg+gAf+2(Vf, Vg);

A(jof)=div(V(jof))
= div((j'o f) V)
= (j' o /)divVf +(V(j' o f), V)
= ("o f)-Af+ ("o ) IVF,

(7.18)

e estd provado.
O

Proposigao 7.9. Se (Ey, ..., E,) é um referencial geodésico em um aberto W C M, entdo em
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U temos

V=Y (Ef)E;

i=1

divX = i Ezfz,

i=1

Af = zn:E,(EZf) = tr Hess (f).

=1
7.3 Formula de Bochner-Weitzenbock

Proposigao 7.10 (Férmula de Bochner-Weitzenbock). Seja M uma n-variedade riemanniana.
Se f € C3(M), entdo

%A (IV51) = [Hess f2 + (V1. V(Af) + Ric(VF, V). (7.19)

Demonstragdo. Seja p € M um ponto fixado e seja (F1, ..., E,) um referencial geodésico (vide

Teorema em torno de p. Usando a Proposicao temos

%A (|Vf|2> = ;ZEE (VI V)
— ZE (Ve,Vf, Vf)
= iEZ Hess f(E;, Vf)
= i E;Hess f(Vf, E;) (hessiana é simétrica)
= ZEz VeV, Ei)
— ZZ: (VE,VviVf, E)+ (VyVf, Vi E;)] (compatibilidade da conexao)
= Z (Ve VvV, Ei)

—Z Ei, V)V, E; +Z Vv;VEe VS, E; +Z Vig, vV, E)
(7.20)

O primeiro termo desta soma é, por defini¢ao, Ric(V f, Vf). Para o segundo termo, temos que

> (VpVeVf E)=> VI(VeVf E) =Y (Vg Vf, VyE)
i i i 7.21
=Vf Z (VEg,Vf, E;) (atltima soma zera em p), (721)
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e além disso, em p,
Af = Z Ei(E;if)
= (VB V) + (B, Vi,V )]

=> (Vg V/f, Ej).

Logo, o segundo tempo em p é dado por

> VvV VY, E) = VI(Af)

i

=(V/f, V(Af)).

Para o terceiro termo, temos

7

> (Vin,vn Vi Ei) = 3 Hess f (i, V], E)

= ZZ:Hessf (Vg Vf—=VyrE;, E;)

= Z Hess f (Vg Vf, Ei) =Y Hess f (VysEi, E;)
= XZ:Hessf (VE,Vf, Ei) (elm )

=> (Ve VS, Ve V).

Agora, com relacao ao referencial geodésico, temos que Vf = 3;(E; f)E;. Assim,

VEVf =V ) (Eif)E
J
= Z Ve, [(E;f)E;] (linearidade sobre R)
J
= Z (E;jf)VEE; + (E:E;f)E;]  (regra do produto)

= Z (E:E;jf)E; (em p).

99

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)
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Segue que

(Ve,Vf, Vi Vf) = <Z E,E;f) E;, Y (EiEnf)E >
k

J
= Z (EiE;f) Ej, (EiEyf) Ex)

= ZZ (EiE;f) (EiExf) (Ej, Ef) (7.26)
:ZZ (EiE; f) (EiEgf) 0

ik
= Z (E:E;f)?

Portanto, no ponto p,

Y (Vig.vaVi E) =YY (EE;f)
‘ i (7.27)
— [Hess |2,

0 que encerra a demonstragao. O

Corolario 7.11. Suponhamos que estamos nas condi¢oes da Proposi¢ao [7.10. Suponhamos
ainda que Ric(M) >0, [Vf|=1 e Af =0. Entdo Vf é um campo vetorial paralelo.

Demonstragdo. Seja p um ponto de M e seja (U, (z°)) um sistema normal de coordenadas

centrado em p. Pela Férmula de Bochner-Weitzenbock (usando Af = 0), temos

= LA (V1) + Rie(Vf, Vi) > [Hess fI% (7.28)

Como, em p, |Hess f|= >, j(aiaj f)?, conclufmos que para quaisquer fndices i e j, 9;0;f = 0.
Portanto, V(V f) = 0 e, por defini¢ao, V f é um campo paralelo. O
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Capitulo 8
Teoremas de comparacao

Neste capitulo, seguindo [SY94], provaremos Teorema de Comparacao da Hessiana, obtere-
mos estimativas para o gradiente de fungdes harmonicas e exibiremos um certo tipo de funcao

exaustao que, de certo modo, é “equivalente” a funcao distancia.

8.1 Teorema de Comparacao da Hessiana

Lembremos alguns fatos que introduzimos na Parte I e que usaremos neste capitulo. Seja
M uma n-variedade riemanniana completa. Dado p € M, consideremos a aplicacao exponencial
exp, : TpM — M, definida em T}, M pois M é completa.

Seja Sp = {X € T,M : || X| =1} a esfera unitdria em T),M; para cada X € S, existe no
méximo um cut point na geodésica exp,(tX), t > 0. Se exp,(toX) = ¢ é um cut point de p,
definimos p(X) := d(p, q) (distancia riemanniana entre p e q); se a geodésica exp,(tX), t > 0,

nao possui cut point, definimos p(X) := co. Consideremos o conjunto
E,={tX : 0<t<pu(X), X €S,}. (8.1)

Proposicao 8.1.
1. exp, : E), — exp,(E)) € um difeomorfismo.
2. Cut (p) = dexp,(Ep).
3. Cut (p) tem medida n-dimensional zero.
4. M = exp,(E,) U Cut (p).
5. expy, : Bp — M \ Cut (p) € um sistema mazimal de coordenadas normais em p.

Seja f € C%(M). Redefiniremos a hessiana de f (esta definicdo é equivalente a anterior)
da seguinte forma: Sejam X, Y € T, M; estendendo X e Y a campo vetoriais suaves X e }7,

respectivamente, em uma vizinhanga de x, definimos:

62
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Hess f(X, Y) = (XY f)(x) — (VY f)(2), (82)

onde V denota a conexao riemanniana em M. Pode-se verificar que tal definicdo nao depende
das extensoes X e Y.

Seja p € M. Para z € M ~ Cut (p), seja o a geodésica minimizante ligando p e x, parame-
trizada pelo comprimento de arco, tal que (0) = p e o(r) = z (r é a distancia radial). Seja X
um vetor em T, M tal que (X, 9/9r) (z) = 0. Como x nao é um ponto conjugado de p, podemos
estender X a um campo de Jacobi X sobre o, que satisfaz X (6(0)) = 0, X(o(r)) = X. Além
disso, tal campo satisfaz [)Z' , 0/0r] = 0. Temos entao que se X ¢ uma extensio de X definida

na vizinhanca normal de p M ~ Cut p, entao

onde X é uma extensio do campo de Jacobi X a vizinhanca normal de p, e na ultima igualdade
usamos [f( , 0/ 87"} = 0. Portanto

Hess p(X, X) = <)? v%@ (). (8.4)

Notemos ainda que <)2, V8@> (¢(0)) = 0, pois X(O‘(O)) = X(0(0)) = 0 e assim, pelo Teorema

Fundamental do Calculo, temos

(8.5)
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sendo que a udltima igualdade é vélida pois

Dy(X 00)(t) = Vo X
=V o

W‘g(t)

- [(v@f() oo’} (t)

or

Dy [(V@X) OO':| (t) = Vs (V%X\)

or R (8.7)
= [(vavaX)eo]
Como X é um campo de Jacobi, ou seja, satisfaz
D2X + R(X, 6)é =0, (8.8)

onde R(-, -)- é a curvatura riemanniana de M (endomorfismo de curvatura), temos que o campo

X satisfaz (sobre os pontos da curva o)
S s 0\ 0
VaVaX—l—R(X )zO. (8.9)

Concluimos que

Hess p(X, X) = /0 (‘ (v%@ 00‘2 . <R (f( aar) %, )?> oo) dt. (8.10)

Observagao. O lado direito da equagao 1' ¢ a forma indice I} ()N( ) para um campo vetorial

X sobre o.

Teorema 8.2 (Teorema de Comparacao da Hessiana). Sejam M; e My duas n-variedades
riemannianas completas. Suponhamos que v; : [0, a] — M;, (i = 1,2), sdo duas geodésicas
parametrizadas pelo comprimento de arco e v; ndo intersecta o cut locus de v;(0). Seja p; a
fungao distancia até o ponto ~;(0) em M; e seja K; a curvatura seccional de M;. Suponhamos

ainda que em 1 (t) e y2(t), 0 <t < a, temos
K1 (X1, 1) > Ka (X2, 42), (8.11)
onde X; é um vetor unitdrio em T, M; perpendicular a ;. Entao,
Hess p1(X1, X1) < Hess pa(X2, X2), (8.12)

onde X; € T, (o)M; com (Xi, 7i) (vi(a)) =0 e | X;| = 1.

Demonstragdo. Como a imagem de ; nao intersecta Cut (7;(0)), 7; estd contida na vizinhanca
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normal maximal de 7;(0). Sejam (E,', ..., E,}) e (E,?, ..., E,?) dois referenciais ortonormais
sobre 41 e 7o, respectivamente (i.e., para cada instante t, {E,%(t), ..., E,*(t)} é uma base

ortonormal para T, ;) M, i € {1, 2}), com
El=4 e E,?="4. (8.13)

Para i € {1, 2}, consideremos o campo de Jacobi X; sobre v; que satisfaz X;(7;(0)) = 0 e

Xi(vi(a)) = X;. Consideremos entdo uma extensdo X; do campo X; definida numa vizinhanca
de 4;(0). Da equacao ({8.10)), temos (no ponto ~;(a))

a ~ 2 ~ ~
Hess pi(X;, X;) = / (‘ (V%XZ) oY — <R¢ <X¢ ° Vi, %’) i, X0 %>> dt, (8.14)
0

Como (X, 45) =0, X, é perpendicular a E,* em cada ponto de ; (Corolario . Deste modo,

o campo de Jacobi X5 pode ser escrito como

n—1
Xo=> NE? X\ eC™0,a]. (8.15)
j=1
Tomemos {Ejl} de modo que
_ n—1
X1 =Xi(a) =Y Ma)E;' (11(a)). (8.16)
j=1

Definimos entao um campo vetorial sobre 1 por
n—1

Z =Y MNE;. (8.17)
j=1

Assim, Z(0) = X1(0) e Z(a) = X1(a). Além disso, |Z| = |Xs| e
‘v%)?g‘ - ’Z A;(t)Ef’ - ‘Z A;(t)Ejl‘ =V, Z]. (8.18)

Nestas codicdes temos, pelo Lema do Indice (Lema [6.17), que Ig(f( 1) < I§(Z) e entao

(Vi 2) ol = (R(Zom, 1) 51, Z o)) dt

. 2 .
’(V‘m)@) 072‘ - Ky <X2 0 Y2, ’Vz)) dt

I
:/Da(‘(vwf@)072‘2_K1(2071,71)> dt (8.19)
I
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e o teorema estd demonstrado. O

O seguinte teorema é um resultado andlogo ao anterior para o caso em que a curvatura de

Ricci de M é limitada inferiormente.

Teorema 8.3 (Teorema de Comparacao do Laplaciano). Seja M uma n-variedade riemanniana
completa com Ric(M) > —(n — 1)k%, onde k > 0. Seja N um espago forma com curvatura
seccional constante igual a —k?. Sejam pyr e pn as funcées distancia (a um ponto fizado) em

M e N, respectivamente. Se x € M e pps € diferencidvel em x, entdo para qualquer y € N com

pN(y) = pu(x),
Apm () < Apn(y). (8.20)

Deste modo, calculando o laplaciano da funcéo distancia no espaco forma, temos que se
Ric(M) > —(n — 1)k, entao
-1
Ap< o (1 v \/Ep) (8.21)
p

no sentido das distribuicoes.

8.2 Estimativas do gradiente de funcoes harmonicas

Teorema 8.4. Seja M uma variedade riemanniana completa de dimensdao n, n > 2, com
Ric(M) > —(n—1)K, onde K > 0 € uma constante. Suponhamos que u € uma fun¢ao harmonica

positiva em M e que B,(x) é uma bola geodésica em M. Entao,

[Vl <O, (HZ\/F> em Ba(z), (8.22)

u
onde Cy, € uma constante positiva que depende apenas de n.

Demonstragao. Dado p € M, pela Proposicao temos que no ponto p

1 2 2 .
—A [ |Vu|®) = |Hessu|” + (Vu, V (Au)) + Ric (Vu, Vu
A (I9u?) = [Hess > + (Vu, ¥ (Au) + Ric (Vu, Vu) o

> [Hessul> — (n — 1)K |Vu?.
Consideremos agora um sistema normal de coordenadas (¢, U) centrado em p satisfazendo
ou(p) = |Vu|(p) e Ou(p) =0 para i> 2. (8.24)

Seja (Eq, ..., E,) um referencial geodésico em torno de p (vide Teorema tal que E;i|, = 0ilp
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para cada indice i. Usando a Proposicao temos em U

i

E; ([Vul) = Ej ( Z(EW)Q)

Assim, em p

Ej (IVul) = 9; (|[Vul) = 0,01 u,

e entao
IV (Vu)]? =" (9 [Vul)®
J
=> (9;00u)*.
J

Mas,
A (I9ul?) = 2|Vul A(|Vul) + 2|V (IVul) .

Combinando (8.23), (8:27) e (8.28)), temos

[Hess u|®> — (n — 1)K |Vu|* < |Vu| A (|Vul]) + Z (8;01u)° .

J

Entéo, como |[Hess u|* = Do (8;0;u)?,

|Vu|A(|Vu]) + (n — 1) K|Vul? > Z (0:05u)” = (0;00u)?

% J
> Z (8281u)2 + Z (&&u)Z
i#1 i#1

i#1 i#l

)2.
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(8.25)

(8.26)

(8.27)

(8.28)

(8.29)

(8.30)

Como, em p, Au = 29;0;u = 0, temos que (810,u)* = (Zi210:0;u)?. Segue de (8.27) e da
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desigualdade acima que
1
[VulA(IVul) + (n = DE[Vuf* > ——|V(|Vu])|.

Agora, seja ¢ = Wu—“|. Queremos uma estimativa inferior para ¢. Temos,
_ VIVu|  |Vu|Vu

2

Vo

u u

Como |Vu| = ¢u temos, por (8.31)), que em qualquer ponto onde Vu # 0,

A(|Vu|) = uldp + pAu+ 2 (Ve, Vu)
=ulA¢+2(Vo, Vu) .

Assim,
pg = AUTHD (95, Vu

u U

_IVuA(Vu])  2(V¢, Vu)

B [Vulu U
1 1 2 9 2<v¢’ VU)

= Valu <n_1|V(|W!)| — (n—1)K|Vul > - e T

2(V¢, Vu)

= ey VTR = (= Drcp - ST

Tomando € = 2/(n — 1) > 0, segue de (8.32)) que

2(Vo, Vu) (2—-¢)(Vo, Vu) I (Vo, Vu)

u u u

=(2-¢)

u u? ud
oo TO T VTV
u u
Por outro lado,
AVIVUl[[Va| V[Vl |Vul[*/2
u? O ([Vulu)l/2 ud/?
e (IV[Vul* | [Vul?
< —
— 2 ( |Vulu + u?
1 (VIVul? 4
_n—1< |Vulu o)

Usando (8.35)) e (8.36]), obtemos

¢°.

2 (Vo, Vu) 1
A¢2—(n—1)K¢—<2—n_1> " +n—1

(Vo Vu) | _(V(Val), Vu) __|Vuf
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(8.31)

(8.32)

(8.33)

(8.34)

(8.35)

(8.36)

(8.37)
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Consideremos agora a fungao F' : By(z) — R definida por

Vu
2 p2)u

F(y) = (a* = p*)¢(y) = (a (),

u

onde p(y) = d(y, z). Como Flyp ,) = 0, se Vu # 0 (em By(z)), entao F' deve atinge seu
maximo e algum ponto zg € B,(x). Suponhamos que z¢ nao é um cut point de x. Entao F é

suave numa vizinhanca de x e, pelo principio do maximo

VF(zg) = 0, (8.38)
AF(zg) < 0. (8.39)
Por (8.38]) e (8.39), temos em xg
Vp* V¢
2_ .2 4
= 9 (8.40)

Ap* A¢ 2(Vp’,V9)

_ LA — L 0.
-2 T @ =
Segue que
Ap  Ap? 2|Vp*?
—_— = — <0. 8.41
o (@ —p?) (a2—p22 = (8.41)
Notemos que
IVp*| = 2p|Vp| = 2p, (8.42)
e por ([8.21)), temos
Ap® =2p|Vpl?
=2+ 2pAp
8.43
§2+2(n—1)(1+\/Ep) (8.43)
<C (1 + \/Ep) ,

onde C' é uma constante que depende apenas de n. Usando a desigualdade anterior e as equagoes

(8-37) e , obtemos

ro C(1+VEDp) 82
02?_ aZ — p2 _(a2—p2)2
(1+\/E) (8.44)
2 \ (Vo V) 1 5, © , 8p*
2—(n—1)K—<2—n_1> o +n—1¢ - aZ — p? _(a2—p2)2
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Temos ainda, por (8.40)),

Vo, V 20 (Vp-V 2
< bu “ - (pa<2 _pp2)3> = 2 _pp2 2 (8.45)

Substituindo em (8.44)) e usando F = (a? — p?)¢, temos

0> —(n-1)K—[2- — 2y Ly (14 Vi) 8
[R— n pe— [e— [e— [e— [—
= n—1)a2— p2 n—1 a2 — p? (a® — p2)2
2
e 0> —(n— 1)K (a? - ) (2 - 1) 20(a® — )0
n —
1
+ mqﬁz((f - P2)2 -C (1 + \/EP) (a2 - /72) —8p?
_ 1 F2—4(n_2)pF—C(1+\/Ep) (aQ—pZ) —8p2—(n—1)K(a2—p2)2
n—1 n—1
1
> 1F2—201aF—C<1+\/Ep>a2—8a2—(n—l)Ka4
n —
1 2
> F2 —2C,aF — Cy (1+\/Ea) a2,
n—1
(8.46)
onde C7 e (5 sao constantes que dependem apenas de n. Dali,
F(zg) = sup F(y)
yEBq ()
2 Ca ? 47
<(n—1)|Cia+4/C a2—|—n_1a2(1+\/ﬁa) (8.47)
<Cla (1 + \/Ea) .
Entao, na bola Be(x), temos
2
S sup [Vl <Cla (1 + \/Ea) , (8.48)
4 B%(m) u
ie.,
1 K
sap U g 1+ VKa : (8.49)
B%(:p) u a

onde (), é uma constante que depende apenas de n. O teorema estd demonstrado para o caso
em que xg nao é um cut point de x.

Suponhamos agora que o ponto de maximo xg de F' é um cut point de x. Seja o a geodésica
minimizante ligando x e . Seja € > 0 pequeno e seja T outro ponto de Imo com d(Z, =) <
€. Notemos que, em Im o, nao existem pontos conjugados a T, entao existe uma vizinhanca

regular Nz da geodésica o que nao contém pontos conjugados de T. Seja pz(y) = d(y, ). Pela
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desigualdade triangular,

(8.50)
pz(0) + & = p(xo)
Consideremos a funciao F dada por
— Vu
F(y) = [a? ~ (pale) + 2] 24, (851)
Por (8.50)), temos
F(y) < F(y) e F(xg) = F(x). (8.52)

Deste modo, xy também é ponto de maximo para F. Como p é suave numa vizinhanca de o,
aplicamos o principio do maximo para obter a estimativa para F. Tomando os limites T — x e
e — 0, obtemos (8.22)). O

Corolario 8.5. Em uma variedade riemanniana completa M como curvatura de Ricci ndo

negativa, nao existem fungoes harmaénicas positivas ndo-constantes.

Demonstragcao. Notemos que se a variedade M é compacta, entao este resultado é verdadeiro
mesmo sem nenhuma hipdtese sobre a curvatura de Ricci (pois fungoes harmonicas nao cons-
tantes nao assumem maximo ou minimo interiores). Suponhamos entao que M nao é compacta.
Como, por hipétese, Ric(M) > 0, temos que ¢é valida com K = 0. Tomando o limite
a — 400, obtemos |Vu| = 0. Portanto, qualquer fungdo harménica positiva em M é cons-
tante. O

Corolario 8.6. Seja M uma variedade riemanniana com Ric(M) > —(n — 1)K. Suponhamos

que B, € uma bola geodésica de raio a em M e que u é uma funcao harmonica em B,. Entao,

1+vVK
sup |Vu| < C, <+aa> sup |ul, (8.53)
Ba

a

2

para alguma constante positiva C,, que depende apenas de n.

Demonstragdo. Seja A := supp, |u|. Entao v := u+ A+ ¢ > 0. Além disso, v é uma funcao

harmonica positiva, podemos aplicar o Teorema para v, obtendo

sup |Vu| = sup |V
Ba Ba

2

Ch, (H\/Ea> sup (u+ A +¢) (8.54)

IN

a Ba

2

1+VK
Ch <—|—a> <2 sup |u| +e> .
a Ba

IN
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Fazendo € — 0, concluimos a demonstracao. O

Corolario 8.7. Seja M uma wvariedade riemanniana completa e nao-compacta satisfazendo

Ric(M) > K. Se u € uma fungdo harménica positiva em M, entao

\Y
Nul <n \/K) . (8.55)
u
Demonstragdo. Basta aplicarmos o Teorema [8.4] com a > 1. O

Teorema 8.8. Seja M uma variedade riemanniana completa com Ric(M) > —(n —1)K. Su-
ponhamos que u > 0 € uma solucdo de Au = Au em M, onde A € uma constante positiva.

Entao,

'Vu“’ < O(n, K, \). (8.56)

Demonstragcao. Para provar este resultado usaremos a mesma técnica usada para demonstrar o

Teorema [8.4] Dado p € M, temos que no ponto p

%A (|Vu|2) = |Hess u|* + (Vu, V (Au)) + Ric (Vu, Vu)
= |Hessu|* + (Vu, V (\u)) + Ric (Vu, V)
= |Hessu|* + A (Vu, Vu) + Ric (Vu, Vu) (8.57)
= |Hessu|* + X |Vu|? + Ric (Vu, Vu)
> [Hessul* + (A — (n — 1)K) |Vul*.

Consideremos agora um sistema normal de coordenadas ((xz) , U) centrado em p satisfazendo
O1u(p) = |Vul (p) e dmu(p) =0, Vi>2. (8.58)

Seja (Eq, ..., E,) um referencial geodésico definido em U tal que Ej;|, = 0;|, para todo i €
{1, ..., n} (Teorema[7.1)). Temos em U:

B, (V) = g 30 (y55) B (8.59)
logo, em p (daqui pra frente as fungoes sdo todas calculadas no ponto p),
E; ([Vu]) = 9 (|Vu)) = 8501, (8.60)
o que implica que

IV (Vu)* =) (9;01u)*. (8.61)
J
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Combinando (8.60)), (8.61)) e (8.28)), temos

[Hessul? — ((n — 1)K — \) |[Vul® < |[Vu|A (|Vu|) + Z (8;01u)” . (8.62)

J

Segue que, repetindo o argumento em ([8.30]), temos

2
IVul A (|Vu]) + ((n = K = X)|[Vul> > > (8:01u)* + ﬁ (Z éh-aiu) . (8.63)
i#1 i#1

2
Como, em p, Au = > 0;0; = A\u, segue que (Z#I @aiu) = (0101w + )\u)z. Dai, usando o fato
deA>0eu>0
1
IVul A (|Vu]) + ((n = DK = X)|[Vu]> > > (9:05u)” + —— (@10 + M)
i#1
1
> o)+ —— 2 .
> Z (9:0u)” + —— (D101u) (8.64)
1#1
> L7 (V)
“n-—1 uor

[V

Agora, definimos ¢ = =~. Como anteriormente, queremos um estimativa inferior para ¢.
Temos vIv ol v
v Y VUl “'2 “ (8.65)
u u
Como |Vu| = ¢u, temos que em qualquer ponto onde Vu # 0:
A (|Vu|) = ulA¢ + ¢Au+2(Ve, Vu) (8.66)
= ulA¢ + ¢ (\u) +2(Ve, Vu). '
Segue que
Y ) B
U U u
[Vul A([Vul) 2(Vg, Vu)
=P -
|Vu|u u
1 1 2 2 2(V¢, Vu)
> —_— - - 1K — —Ap— ——+
> o (e VAV = (0= DK = 2 7 = 2 - 2572
R (- DK - a0 g 2070 V)
1 s o 2(Ye, Vu)
(8.67)

Note que a desigualdade acima é a mesma da desigualdade (8.34]). Além disso, o que segue de
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(8.34)) nao utiliza o fato de u ser harmoénica. Portanto, agora basta repetirmos os agumentos da
demonstracao do Teorema [8.4] O
8.3 Variedades com curvatura de Ricci limitada inferiormente

Teorema 8.9. Seja M uma variedade riemanniana completa com Ric(M) > —(n—1)K. Dado

p € M, existe uma constante C = C(n, K) tal que
Vol B, (1) > e~ “P@Vol B,(1), Yz € M, (8.68)

onde p(x) = d(z, p).

Demonstragao. Seja x um ponto de M e seja o a distancia até x, i.e., o(y) = d(x, y). Denotemos

por B;(t) a bola geodésica de centro x e raio t. Afirmamos que a func¢ao
F(t) = t e~ “*Vol B, (t) (8.69)

é decrescente para t > 0, onde C' é uma constante com C > (n — 1)VK.
De fato, como Ric(M) > —(n — 1)K, temos por (8.21) que, em M ~ (Cut (z) U {z})

Ao? =20A0 +2(Vo, Vo)
=20A0 +2

<20 <n;1(1 + \/Eo)> +2

=20+ 2(n — 1)VKo.

(8.70)

Como Cut () U {z} é um conjunto de medida nula, temos que Ac? < 2n + 2(n — 1)vVK ¢ no
sentido das distribuigoes. Ou seja, dada ¢ € C3°(M), temos

/M (Ac?)p < /M (2n +2(n — 1)\/.7(0) 0. (8.71)

Tomemos uma sequéncia de conjuntos compactos () de modo que: Q1 C €y, para todo k,
e UQ; = By(t). Para cada k € N, seja ¢, € C§°(M) tal que Qi C supp g, v = 1 em Qe
v =0 em M ~\ B,(t). Tais funcoes tem, de fato, suporte compacto pois M é uma variedade
completa e B, (t) é fechado e limitado. Por , temos

/M (Ac?) gr < /M <2n +2(n — 1)\/Ea) Ok

2 (8.72)
o /Bz(t) (Ad®) ¢, < /Bx(t) <2n—i— 2(n — 1)\/?0> Ok-
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Além disso, em B,(t), temos que

(AO’Q) o — Ad?  q.t.p.,
(2n +2(n — 1)\/?0’) or = 2n+2n—1)VKo qt.p.

e 2n+ 2(n — 1)V K ¢ é uma fungao positiva em B,(t) tal que

’(AO‘Q) or| < ‘(271 +2(n — 1)\/?0) gok‘ <2m+2n—1)VKo qtp., VkeN

Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que
Ac? < / o2n +2(n — 1)VKo.
By (t) Bx(t)

Portanto,

Ao? < 2nVol B,(t) + 2(n — 1)WWK 0.
B (t) Bq(t)

Por outro lado, usando a identidade de Green

/ uAUdVg—l—/ (Vu, Vv) dVg:/ uNwv dVy,
M M oM

temos

Ac? :/ No?
B (t) OB (t)

:/ gag (Lema de Gauss)
0B, (t) Or

= / 2t <8, VU>
oBs(1) \Or

_ / 2 (Vor, Vo)
OB.(t)

= 2t Vol 0B, (t)
; OVol B, (s)

=2 Js

s=t

Se V(t) = Vol B,(t), por (8.71f), temos que

2V (t) < 20V (t) + 2(n — 1)\/?/ o

B (t)
<2nV(t)+2(n — 1)VK tV(t).
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(8.73)

(8.74)

(8.75)

(8.76)

(8.77)

(8.78)

(8.79)
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Entdo, para C' > (n — 1)V K, temos que
tV! < nV + CtV, (8.80)

0 que é equivalente a

% (te V(1) <0, (8.81)

e provamos assim a afirmagao. Entao, se ¢t > 1, temos que F(1) > F(t), i.e.,
e Vol B, (1) > t e~ Vol B,(t). (8.82)
Tomando entdo ¢t = d(zx, p) + 1, obtemos

e Vol B,(1) > (p(z) + 1) e~ @+l B, (p(z) 4+ 1)
e~ @+ Vol B, (p(z) +1) (8.83)
e~ @Yol B, (1),

v

v

onde na tltima desigualdade acima usamos Bp(1) C B;(1 4+ p(z)). Portanto,
Vol B, (1) < e~ “P(®) Vol B, (1), (8.84)

0 que demonstra o teorema. ]

Teorema 8.10. Seja M uma variedade riemanniana completa com Ric(M) > —K, onde K > 0

é constante. Entao existe uma funcao prépria f € C°°(M) tal que
VI<C, f=Cp e |Af<C, (8.85)

onde C € uma constante e p € a funcdo distancia a um ponto fizado de M.

Demonstracao. A demonstragao sera relizada em 3 passos.
Passo 1. Seja p € M e p(x) = d(x, p). Denotaremos a bola geodésica com centro em p e raio

R por Br. Para R > 1, resolvemos em Bpr \ Bj o seguinte problema de Dirichlet:

AhR = )\hR e1m BR AN Bl,
hrlop, = 1, (8.86)
hrloB, = 0,

onde A é uma constante a ser determinada depois. Da teoria de equagoes elipticas de segunda
ordem, sabemos que existe uma solu¢ao hr para o problema (8.86)). Além disso, pelo principio

do méximo, esta solugao satisfaz

0< hg(zx)<1l, Vazxé€Bg-\ B. (8.87)
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Suponhamos que Ry > Ry > 1. Entao, a fun¢ao v = hg, — hg,, satisfaz

Av = M em Bpg \ DB,
vlep, = 0, (8.88)
vloBr, = hryloBg,

pois

A(hg, — hg,) = Ahg, — Ahg, = Mhpg, — hg,),
( 2 1) 2 1 ( 2 1) (889)

hR2’831 == 07 hR1|aBl = ]. e hR1|8BR1 ==

Novamente pelo principio do méaximo, temos que v = hr, — hr, > 0 em Bpr, \ B;. Assim, para

cada x € M, a familia {hr(z)} é crescente e limitada superiormente. Segue que o limite

h(z) = lim hgr(x) (8.90)

R—o00

existe.
Seja (R;) uma sequéncia de ndimeros reias, R; > 1, com R; — oo e seja Q; = Bpg, \ Bi.
Como hp é uniformemente limitada (0 < hr < 1), temos pela estimativa de Schauder para hp

com R > R; + 1 que, para cada inteiro positivo k,
1hellorayy < Cks ). (8.91)

Portanto, tomando uma subsequéncia diagonal, podemos mostrar que existe uma sequéncia

(hg,) que converge em C*(Q;) para h em €;. Segue que h € C°(M) e satisfaz

Ah=Mh em M
hlop, =1 : (8.92)
0<h<l1 em M~ B;

Passo 2. Provaremos agora que h(z) = O(e~P(*)) quanto p — oo (provaremos que h(z) <
Ce=Cr(@ para uma constante C > 0 e z suficientemente distante de p.)

Seja C' > 0 uma constante. Usando a férmula de integral por partes

/M (Vu, X) = —/MudivX —|—/6Mu<X, N, (8.93)

onde N é o campo vetorial unitdrio normal a M, temos

/ (V (e“PhR), Vhg) = —/ e“Php div (VhR)+/ e“’hg (Vhg, N).
BR\El BR\El 6(BR\§1)
(8.94)
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Entao, lembrado que hp| oy = 0;

/ ~ e“PhpAhp = / e“Php <VhR, §>— / _ {V (e“PhR), Vhg)
Br~B1 8B r Br~B1

0
= ¢ hi — / _ {e“PVhp + CeCPhrVp, Vhpg)
B

op, Or r B (8.95)
= ¢ 2hR — / e“Php |Vhg|?
0B, or Br~B1
- C _ e“Phr (Vhg, Vp).
BR\Bl

Tomando R suficientemente grande (e.g. R > 2), temos por (8.91) que a primeira integral do
lado direito é uniformemente limitada por uma constante C > 0. Portanto, como Ahr = A\hpg,

temos que

A/ Pt <O - _ YPhy|Vhg)* - C ~ e“Phgr (Vhg, Vp). (8.96)
BR\Bl BR\Bl BR\Bl

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que | (Vhg, Vp) | < |Vhg]| - |Vp|; além disso

|Vp| =1, assim
)\/ eCPh? < C+C e“Phr |Vhi| — / e“Phr |Vhig|*. (8.97)
BR\El BR\El BR\El
Como
2 2
C cc o5 9
§hR —|Vhg| >0 = Chg|Vhg| < ThR + |Vhg|®, (8.98)
temos que
~ (2
)\/ _ ePh2 <O+ 4/ _eYPhg? (8.99)
Br~B1 Br\B1
ou seja,
02 C 2 ~
A—— e“Php” < C. (8.100)
4 BR\El

Suponhamos entao que A > %2 + 1. Tomando o limite R — +o00, obtemos
/ e“Php? < C. (8.101)
M~ B,

Agora, fixemos z € M \ By e seja y € B,(1), onde B,(1) é a bola geodésica de centro x e raio

1. Dado z € M, temos pela desigualdade triangular que
d(z, z) <d(z,y) +d(y, z) = d(y, z) > d(z, z) — 1, (8.102)

entao,
p(y) = p(x) — 1. (8.103)



CAPITULO 8. TEOREMAS DE COMPARACAO 79
Como B, (1) C M ~\ By, temos por (8.101) que

C> / e“Pn? > / eCPp? > Clrl@=1) / h2. (8.104)
M~ B Bz (1) B (1)

Segue que

/ h? < Ce Cle@)=1), (8.105)
Ba(1)

Observagao. Em geral, B nao é um dominio suave. O que precisamos fazer é substituir Bgr
por um dominio suave Dpg tal que Dgr C Bgry1 ~ Br. A demonstragdo segue exatemente da

mesma forma.

Notemos que

IV (log o h)| = ‘th - |th‘ (8.106)
Assim, pelo Teorema temos que
IV(logoh)| < C (n VE, /\). (8.107)

Agora, seja o : [0, {] — M uma geodésica p.p.c.a. com o(0) =y e o(f) = x. Pelo Teorema do
Valor Médio (podemos aplicé-lo, visto que logoh o o é uma funcao real [0, {] — R), temos que
existe £ € [0, /] tal que

(logohoo)() — (logohoa)(0) < (logohoa) (£)(¢—0). (8.108)
Mas,
(logoh o)) = (V(logoh)(a(§)), 6(¢)) , (8.109)
[(logohoo)(f) — (logohoo)(0)] < [(V(ogoh)(a(£)), 6(£))] - €
< [V(logoh)(a ()] - [a(E)] - £ (110)
< [V(logoh)(a(§)) ‘
<C (n, VK, A)
Portanto,
l(log o h)(z) — (log o k) (y)| < C (n VE, A) . (8.111)
Segue que
h(y) > Cih(z), onde Cp =exp [—C’ (n, VK, /\)} : (8.112)

Por (8.105)), temos
C1Vol By (1) - h(z)? < CeClr@)—1), (8.113)
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Pelo Teorema [8.9] existe Co > 0 (Ca(n, K, Vol By(1))) tal que
Vol B, (1) > e~ ¢20(@), (8.114)

Devemos entao escolher uma constante C' > Cy e entao (8.113]) implica que h(z) = 0(6_03’)(‘”)),
onde C3 = £(C' — C»).
Passo 4. Seja
f(z) = (1 —n(x))log h(z) + n(z), (8.115)

onde n € C®(M) é uma bump function tal que n(x) = 1 em By, n(z) = 0 em M ~ By e

0 <n(x) <1 para x € By \ By. Entdo, f é justamente a fungdo que procuramos, pois:

a. Como h < Ae~%3°, para p(z) > 2,

f(z) = —log h(x) > Csp(z) — log A, (8.116)
o que implica que f é proépria.

b. Temos que |V f| = |V(logoh)| < C para p > 2, enquanto que para p < 2, |V f| é claramente

limitada. Também temos

Ah
Vf=-=+|V(logoh)” = —A+[V(ogoh)’, (8.117)

para p(x) > 2. Segue que |[Af| < C em M.

Isto encerra a demonstragao. O



Capitulo 9

Ntcleo do calor

Neste capitulo, exibiremos uma construcao do nicleo do calor de uma variedade compacta
e sem bordo (uma variedade fechada). Para tal construgao seguimos [Ros97]. A construgao do

ntcleo do calor para uma variedade nao compacta pode ser encontrada em [Cha84].

9.1 Uma expressao para o nucleo do calor em uma variedade

riemanniana

Suponhamos que (M, g) é uma variedade riemanniana compacta e sem bordo. Nesse caso,

A é um operador auto-adjunto em L?(M) e seus autovalores formam uma sequéncia infinita
0< M <A< A3 <+ — 400.

Além disso, temos uma base ortonormal {¢;} de L?(M) satisfazendo A¢; = \;¢;. Lembremos

que, como L%(M) é um espaco de Hilbert como o produto interno

(f, 9) = /M fgdv, ©.1)

é valida neste espago a indentidade de Parseval: se {e,} é uma base ortonormal de um espago

de Hilbert (X, (-, -)), dados vetores = z%, e y = y“e,, entao

(@, y) = _(x, ea) (Y, €a) = D _ 2%y, (9.2)

«

No que segue, o conjunto R denota o conjunto dos reais nao negativos {xr € R : = >0} e

R* denota o conjunto dos reais positivos {x € R : x > 0}.

Proposigao 9.1. Suponhamos que exista uma funcao e(t, x, y) € C(Ri. xM x M) satisfazendo

(O + Ay) e(t, z, y) =0; (9.3)

81
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lim e(t, z, y)f(y)dVg(y) = f(z), (9'4)

t—o00 M

para qualquer funcdo f € L?>(M). Entdo € vdlida a convergéncia pontual

e(t, z, y) = Z e Niy(x)di(y). (9.5)

Além disso, e(t, x, y) € o nicleo do calor.

Demonstragdo. Seja {¢;} a base ortonormal de L?(M) formada por autovetores do laplaciano,
como feito anteriormente. Sendo assim, fixados ¢ e z, podemos escrever e(t, x, -) = X f;(t, z)oi(+),
onde fi(t, z) = [,,e(t, z, y)di(y)dVy(y). Logo, (usando aqui o fato de M ser uma variedade

compacta)

afit, ) =y / e(t, @, )dily) AV, (y)

M
_ / Dre(t, z, y)dnly) dV(y)
M
__ / [Aye(t, x, y)] dily) dVy(y)
M
_ / e(t, @, y)Aydily) dVy(y)
M
_ /Meos, 2, 1)6i(y) dVi(y)
= *)\i fi(t7 CC)

Entao,

fi(t, x) = ki(;v)e_Ait. (9.7)

Mas, dada uma funcdo arbitraria g € L?(M), escrita com relacdo a base como g = Ya;¢;, temos

g(x) = lm [ e(t, z, y)g(y) dVy(y)
M

— lim /M Z e N () di(y) EJ: a;d;(y) dVy(y)

t—0

= i —Ait .. .
lim > e ki(x)a;

= Zkz(a:)az

Dai, concluimos que k;(z) = ¢;(x) e
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elt a.9) = e Mou(@)an(y). (0.8

Tal igualdade é vélida em L?(M) na varidvel y para t e x fixados. Segue que existe uma sequéncia

de ntimeros naturais i, — +oo tal que

Ze_)\it(bi(x)¢i(y> - e(tv €, y) (99)
1=0

pontualmente para quaisquer t e x e q.t.p. em y. Mostremos que tal convergéncia é, de fato, é

pontual para todo y. Pela identidade de Parseval, temos

(e(t/2, x, ), e(t)2, 2/, ")) = Ze*¥¢i(g¢)e*¥¢i(z')
= > e Ngi(z)gi().

)

Portanto, Eie*Aitqbi(x)@-(x' ) converge pontualmente com limite continuo em ¢, z e 2’ e con-

cluimos o desejado. O

9.2 Construgao do nicleo do calor: parametriz

Seja (M, g) uma variedade riemanniana fechada (compacta e sem bordo). Consideremos a

seguinte vizinhanca da diagonal em M x M:
Us={(x,y) e M x M : ye B(x)} (9.10)

Seja G € C*°(R%. x Ue) a fungao dada por

_r(z,y)?

G(t, z,y) = (drt) 2 e at . (9.11)

Note que G é o ntcleo do calor que encontramos em R". Agora, dado k € Z, definimos outra
funcao S, € C*°(R%. x Ue) por

_r(zy

Sk(t, z, y) = (47Tt)_% e T)Z (uo(x, y) + -+ ug(x, y)tk) , (9.12)

para fungoes u; € C*°(U:) que, por enquanto, podem ser consideradas desconhecidas. Temos

que

oS n o r? i 1
at—G'<<—2t+4t2> (uo—l-"-—i-ukt>+<u1—|—2uzt+'~+kzukt )), (913)
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e, pela Proposicao
AyS = (AG) (uO + - Uktk> —2 <VG, \% (uo ot uktk> +GA (uo ot uktk>> . (9.14)

Usando coordenadas polares, temos

0?’G oG 1 0 n—1
AG = ——5 — — | ——————det «+—
or?  or <det(expp)* ar °° (expp) + r >
n o r? r D'
= (- g+ =2 9.15
<2t 4t2) +2tD ’ ( )
onde D = det(exp,)« e D' = 9,D. Pelo Lema de Gauss,
0 0
G tk> - (& e th = G. 9.16
<V , V(up + + ugt”) 5 aTUQ + + 8ruk ( )
Combinando as equagoes acima, obtemos
k-1 r D' k
(O +Ay)S, = G- ur+---+Fkt uk—l—;tf(u()—i-"'—kukt) (9.17)
T 5 k 8 k
+E <8TU()—|—"'+7§ aruk) +Ayup+ -t Ayuk) . (9.18)
Escolheremos as fungoes u;, i € {0, ..., k}, de modo que Sy seja solicao da equagao
n _ry?
(0 +A)S = (4nt) " Ze @ t*Ayug(z, y). (9.19)
Faremos isso zerando os coeficientes que acompanham ¢, para i € {0, ..., k — 1}. Entdo, temos
que resolver
0 r D'
il —Zup = 2
TaTuO—i—QDuO 0 (9.20)
‘ o [rD
rm + <2D + z) + Ayui—1 =0, parai e {1, ..., k}. (9.21)
Podemos reescrever (9.20]) como
0 10
—1 =———1InD 9.22
ar 10 20r (9.22)

e entao ug = k:D_%, onde k = k(f). Como queremos que ug esteja definida pra r = 0, temos

que k deve ser uma constante. Fscolhendo k£ = 1, obtemos
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1 B 1

uo(z, y) = — = — (9.23)
VD (expa7 () y/det(exp, ). (expa (1)
em particular,
uo(x, x) = 1. (9.24)
Resolvendo ((9.21]), obtemos
ui(x, y) = —r(z, y) = *% / D2 NAu;—1(z(s), y)s* tds. (9.25)

Assim definidas as fungoes u;, temos que a equagao é satisfeita. Além disso, um argumento
de indugdo nos mostra que u; € C°(Uy).

Seja n € C®°(M x M) uma bump function tal que n(z, y) € [0, 1], n=0em (M x M) \ U.
en=1em U, /. Definimos entao Hy, = nSi € C°(RY x M x M).

Definicao. Uma parametriz para o operador do calor d; + A, é uma funcao H(t, z, y) €
C>®(R% x M x M) que satisfaz

(a) (O +Ay)H € CO(Ry x M x M);
(b) limy 0 fM H(t7 €, y)f(y)dVg(y) = f(:E)

Lema 9.2. Se k > n/2, entdo Hy é uma parametriz. Além disso, se k > { 4+ n/2, entdo
(O + Ay)Hg € C*(Ry x M x M).

Demonstragdo. Devemos mostrar que (0; + A,)Hy, admite uma extensao continua para t = 0.
Notemos primeiramente que Hy = 0 em R* x (M x M) \ U;), entao (0; + Ay)H}, se estende

trivialmente nesse caso. Em R X U, /5, temos
(Or +Ay)Hy = (0 + Ay) Sy = (47rt) he~ A y U (9.26)

Seja (tn, Tn, yn) uma sequéncia em R* x U, /o convergindo para (0, z, y). Temos que,

k — r(zn, yn)

(at + Ay)Sk(tm Tn, yn) = (47Ttn)_%t din Ayuk(mm yn) (9'27)

Como a variedade M é compacta, temos que 7(x,, y,) é limitado; sendo assim, o pior dos casos

é quando r(z,, y,) = 0 para todo n € N. Mas, nesso caso, temos

(81& + Ay)sk(tm L, yn) = — 0, (9'28)

pois k > n/2.
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Agora, em U \ U, /3, temos

(8 + Ay) Hy, = 8, Hy, + A, Hy
= 0u(nSk) + Ay(nSk)
= 10iSk + (Ayn) Sk, — 2(Vn, VSk) +nAySk (9.29)
= (0 + Ay)Sk — 2(Vn, VSk) + (Ayn)Sk

n 7‘2
= (4nt)"2e” W o(t, x, y),

para alguma fungdo ¢(t, z, y) € C°(R% x M x M) com no mdximo um polo de ordem ¢! em

2 ~ .
/4 nunca se anula. Logo, dada uma sequéncia

t = 0. Como r > £/2, temos que o termo e
(tn, n, yn) = (0, z, y) temos que (O;+Ay)Hy(t, z, y) — 0. Com isso, mostramos que podemos
estender continuamente (0 + Ay)Hy a Ry x M x M definido (0 + Ay)Hy(0, z, y) = 0 para
quaisquer pontos x e y de M.

Para a parte (b), precisamos mostrar que

2

lim [ (4rt) Fe Tn(e, y) (uole, y) + - +wle, ) Fy) dVly) = F@). (930)

t—o0 M

Temos,

im [ (drt) ST, yuie, ) fy) dVy(y) =

t—00 M
n T2
=l | ()(47715)*5@*@77(1;, yui(z, y) f(y) dVg(y) (9.31)
e/2(T
n 12
=+ lim (4rt)"2e” win(z, y)ui(z, y) f(y) dVy(y).

t=00 J M B, )5 (x)

Notemos que, como r > 0 em M \ B, /2(:E), temos que o ultimo termo na expressao anterior é

zero. Usando o sistema normal de coordenadas em x e lembrado que n = 1 em B, /o (z), obtemos

/ (4ﬂt)’%e’%n(w, yui(z, y) fy) dVy(y) =
B, /2 ()

n o r(0, “)2

(4mt)"2e” " 4t w,(z, exp, v)f(exp, v)D(v)dv' - - - dv™ (9.32)

/Bg /2(0)CTy MR™

_ (0, v)2

= / (4mt)"2e” @t u;(xw, exp, v)f(exp, v)D(v)dv' - - - dv™,
T MR

sendo que, na ultima integral, estendemos u; como sendo zero fora de B, s (z). Em R", temos

n 7’2
que (4mt)~2e” % é o nicleo do calor, logo quando ¢ — 0 a ultima integral converge para

ui(2; expy 0) f(exp, 0)D(0) = wi(z, z) f (). (9.33)
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Como ug(z, z) = 1, temos que

2

fm | (dmt) "2 e n(x, y)uo(e, y)f(y) dVy(y) = f(x) (9.34)

€ 2
Jm | (4mt) "2 e Tn(x, y)ui(z, y) f(y) dVyly) =0, (9.35)
para i > 0, o que encerra a demonstracao. ]

9.3 Construcao do nicleo do calor: operadores do calor

Sejam X e Y operadores em um espaco de Hilbert de funcoes 3 denso em L?*(M). Su-

tX tY

ponhamos que X e Y tém operadores de calor bem definidos e™** e e™*", i.e., um semigrupo

(emt1Xe=t2X — =(l1t+2)X) de operadores limitados e auto-adjuntos satisfazendo
o (0 + X)e ™ f =0;
o limy_,ge X f=f.

(e 0 mesmo ¢ valido para Y). No que segue nesta secdo, denotaremos frequentemete e tXf
apenas por e~ X,

Proposicao 9.3 (Férmula de Duhamel). Se e UXHY) egiste, temos

t
e tXHY) _ —tX _/ e (t=8)(X+Y)y o—sX o (9.36)
0

tX ¢ injetor e auto-adjunto, portanto é sobrejetor; denotaremos

X+Y)

Demonstracao. O operador e~

sua inversa por e/X. Seja B(t) = e ! etX; temos

%(w _ e_t(X—FY)(f(X + Y))etX + e—t(X—‘rY)etXX

(9.37)
— _eft(XJrY)YetX’
visto que e!* X = Xe!X. Entdo, pelo Teorema Fundamental do Célculo,
t
e HXHX _ 1 = —/ e Xy esX s, (9.38)
0
dai
t
X Hy) _ X _ _/ o S(XHY)y (51X g
0 (9.39)

t
:_/ (=) (XY y o=sX g
0

como queriamos demonstrar. O
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Dados dois operadores A(t) e B(t) em nosso espago de Hilbert, definimos a convolugao destes
por

t
Ax B = / A(t — s)B(s)ds. (9.40)
0
Com isso, a férmula de Duhamel pode ser escrita na seguite forma:
e HXAY) = omtX _ o—t(XHY) (Ye_tX) . (9.41)
Denotemos a convolucdo de A-termos A - -- ¥ A por A** e A*! = A.

Corolario 9.4. Temos que

n

e UXHY) _ Xy Z(_l)ibj + (=1)"* i, (9.42)
j=1
onde
by, = !X 5 (Ve tX)™ (9.43)
(&
= e YD (YeftX)*n. (9.44)

Demonstracao. A demonstragao segue por inducao. Para n = 0, o corolario é simplesmente a

férmula de Duhamel com bg = 0. Suponhamos que a afirmacao seja vélida pra n — 1, i.e.,
n—1

e HXHY) — X Z(—l)ibj +(=1)"r,
j=1

—t(X+4Y)

Aplicando a férmula de Duhamel no termo e de r,, obtemos

ry = <e—tX e HXHY) (Ye—tX)> % (Ye_tX)*n

= b, — Tn+1,

e o corolario estd demonstrado. O

X+Y)

Dados operadores X e Y, pelo coroldrio anterior, temos que se existe e existe e

rn+1 — 0, entao podemos encontrar o operador do calor de X 4+ Y a partir do operados do calor

de X, pois
> A
e ) = ¢TI XN ()M (Ve )T (9.45)
A=1

Seja A(t) um operador em H com nicleo H(t, x, y) = Hi(t, z, y), i.e.,
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(A(t)f)(x) = /M H(t, 2. 9)f () dVy(y). (9.46)

Assumimos que A(t) é como um operador de calor, ou seja, existe um operador X em L?(M)
tal que (0; + X)A(t) = 0. Entao,

e = A(t) e (0;+X)H=0. (9.47)

SejaY =A,—X e K= (0, +Ay)H.
Notemos que se B(t) é um operador com nucleo B(t, x, y), o nicleo do operador A x B é

dado por

[ ] 0.2 08004, avgas (9.45)
0 JM

pois, denotando dV;(q) e dV,(y) simplesmente por dg e dy, temos

/M [/ot /M H(6. @, 9Bt =0, q y)dqu] f(y)dy

N /ot /M H(®, 2, q) [/M Bt -0, q, y)f(y)dy} dqdf
= /Ot /M H(0, =, q) [B(t — 0) f] (q)dqdb

— [ 1405~ 0)1) ()0

0

= [(Ax B)()f] (x).

Podemos reinterpretar (9.45)), obtendo

o0

e(ta €T, y) = H(ta €, y) + | H * Z(_l)/\((A - X)H)*A] (tv €L, y)
A=1

o0

= H(t, z,y)+ H*Z(—l)A((amLA)H)*A] (t, =, y)
A=1

= H(t,z,y)+ [Hx Y (1)K
A=1

(t, z, y).

Para o que segue, dadas fungoes A, B € C°(R, x M x M), definimos AxB € C°(R x M x M)

por

(AxB)(t, z,y) = /0 /M A0, z, q)B(t—0, q, y) dV(q)dd (9.49)

Lema 9.5. Seja Kj, = (0 + Ay)Hy. Entdo
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o0

Qr =Y (-D)MK, (9.50)

A=1

existe e pertence a C*(Ry x M x M), se k > { + n/2. Além disso, dado T > 0, existe uma
constante C = C(T') tal que

Qk(t, z, y)| < C-tF72, Vielo, T). (9.51)

Demonstmgdo Escrevendo Kj, = (0; + Ay)(nSk) e derivando como feito na demonstragao do

Lema[9.2] obtemos

n

|K3| < A(T)tF~2 < A(T)T* 2 = B, (9.52)

para constantes A(T") e B, visto que |Kj| nao explode quanto t — oo, pois V7 e An tém suporte
limitado fora de diagonal M x M. Afirmamos que

AB)\—lv)\—ltk—%—i-)\—l
(k=2+1)(k—%4+2)-(k—2+A-1)
onde V = Vol(M). Pela equacao (9.52)), a afirmagdo é valida para A\ = 1, basta escolher A(T)

apropriado. Assumindo que a afirmacao é valida para A — 1, temos

K\ o, y)‘ (9.53)

t
K // K, 00, 2, )] 1Kt = 0, 0, 9)| aV()ao

AB)\ 2v)\ 29k—2+)\—2
/ / (k-5 +A2-2)

>\ 1 )\ 2
— ABTVITV / gF—2+2=2 qg, (9.54)
(k—%+1)---(k=54+Xx-2) Jo

IN

IN

0 que prova a afirmacao.

Agora, notemos que o lado direito da equagao (9.53]) é limitado por uma constante vezes

(BVt) k=2
—2+1)- (k=% +X-2)
k—2 k—2+)\

(9.55)

Aplicando o teste da razao, temos que Z ’K *’\} converge. Logo, +°°( DMK k*’\ converge
para uma fungao continua em ¢, x e y, se k > n/2. Além disso, a estimativa também
implica que |Qg| < C th=3 para alguma constante C. Estimando as derivadas de K ,’;)‘ podemos
provar que Qy, € C* se k > { +n/2. O

Lema 9.6. Sdo vdlidas as afirmacoes:

(i) Se P € C*(Ry x M x M), entdo P H, € CY(R* x M x M) se k> {+n/2.
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(i1) (Or+ Ay) (P*Hy) =P+ PxHy, sek>2+n/2.
Demonstragao. (i) Lembremos que, pelo Lema H;. é uma parametriz. Logo,

lim [ PO, z, q)Hg(t—0, q,y) dV(q) = lim [ P(0, x, q)Hi(s, q, y) dV(q)
NG J s sN\O J s

= P, z,y) (9.56)
Entao, a funcao

F(t, 0) = /M P(6, =, o) Hy(t — 6, . y) dV(q) (9.57)

é de classe C* em R% x M x M e ¢ limitada em R, x M x M. Portanto,

_ t
(P* Hy)(t, z, y) = ll\r‘%/s F(t, 0) do (9.58)

é de classe C* em Ry x M x M.

(ii) Da Anélise Real, temos a seguinte regra, chamada de regra de Liebniz:

d 9N
),

9N g

flx, N) dz = f(g(\), \) g'(\) +/t a(:ﬂ, A) dx. (9.59)

Usando entao a regra de Liebniz, temos

O+ D) (P Hy) (L1, y) = (D400 / /MPw, . Q)Hy(t — 0, ¢, ) dV(q)do

= lim P(Sv Ly Q)Hk(t -5, 4, y) dV(q)
s/t J g

t
+/ / PO, , q) - O Hi(t — 0, g, y) dV (g)df
0o JM

t
+/ / P, x, q) - AyH(t -0, q, y) dV(q)do
0o Jm
- P(t7 Z, y)
t
+/ / PO, x, q) - (0 + Ay) He(t — 0, q, y) dV (q)db
0o Jm
= (P+PxKy)(t, z, ), (9.60)
o que encerra a demonstracao. O

Encerramos a contrucao do nicleo do calor com o seguinte teorema:

Teorema 9.7. Seja
e(t, z, y) = H(t, =, y) — (Qr * Hi)(L, 2, y). (9.61)

Entao e € C®°(R% x M x M), ndo depende de k se k > 2+n/2 e é o nicleo do calor em M.
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Demonstragao. Como por hipétese k > 2+ n/2, pelo Lema temos que e(t, z, y) é de classe

C? (podemos entdo realizar os cdlculos que seguem). Ainda pelo Lema temos

(0 + Ay)e(ta r,y) = (O + Ay) (Hi — Qi * Hy)
= Kp—Qr—QpxKy

+oo +oo
= Kp— ) (-DMEAM - ()M« K,
A=1 A=1
= 0. (9.62)

Também temos que,

tim [ e(t, 2 9)f(y) dV(y) = lim ( |ttt )5 v )

t—=0 s t—0

- [ @B i) dv<y>>
M

= J@) ~lm [ Qe H) (12 ) f) V(). (9.63)
Agora, pela equagao (9.51)), temos que R; := Qy/ (tk_(”/ 2)) ¢ limitado para t num intervalo
finito; entao pelo Lema temos para k > n/2,

lim [ (Qk* Hy) (¢, z, y) f(y) dV(y) = lim tk_g/ (R = H) (¢, z, y) f(y) dV(y) = 0. (9.64)
t—0 M t—0 M

Entao e(t, x, y) é o nicleo do calor e, pela unicidade do ntcleo do calor deve ser independente

de k. Além disso, Hy — Qy, * Hy, é de classe C*—("/2) em R*% x M x M para todo k; portanto

e(t, z, y) € C°(RY x M x M). O



Capitulo 10

Subsolucoes da equacao do calor

10.1 Unicidade de solugoes da equacao do calor

Apresentaremos nesta segdo um teorema que se encontra em [KL|, cuja técnica usada em
sua demonstragao serd frequentemente usada no que segue. Este teorema nos diz que, sob
certas condigoes, as solugoes L>° da equacao do calor em uma variedade dependem apenas das

condicoes iniciais.

Teorema 10.1 ([KL|). Seja M uma variedade riemanniana. Se existe um ponto p € M e uma

constante C tal que toda bola geodésica de raio R centrada em p satisfaz
V,(R) < % (10.1)
entdo qualquer solu¢ao fraca F € L*°(M) da equagdo do calor
AF(z,t) — O F(xz,t) =0 (10.2)
€ unicamente determinada pela condi¢do inicial
F(xz,0) = Fy(x). (10.3)

Demonstragdo. Mostraremos que F(x, t) = 0 se F(z, 0) = 0, o que ¢ suficiente, pois se F} e
F, sao duas solugoes da equacao do calor com condicao inicial Fy, entao F; — Fb é solucao da
equagcao do calor com condic¢ao inicial constante igual a 0.

Seja p a funcao distancia até p em M. Dado T' > 0, definimos a fungdo g : M x [0, T) — R
por
—0*(y)

T (10.4)

9(y, 8) =

93
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Notemos que, sendo V o gradiente em M (na primeira coordenada),

9
Wt o) = |7 (1)
_ '2p(y)Vp(y) ’
A(2T — s)
2

2

(10.5)

__r)
42T — 5)?’

onde usamos que |Vp| = 1. Por outro lado,

9 =Py 2 1\ py)?
59w 9= =1 5 <2T—s> T TIRr 8 (106)

Logo,
0
Vgl* + —
Vgl + 5.9

Dado R > 0, consideremos uma bump function ¢r : M — R definida por

=0. (10.7)

0, fora de By(R +¢)

1, em By(R) ’ (108)

or(y) = {

com 0 < ¢r < 1e |Vegr| < 2, (aqui By(R) denota a bola geodésica de centro p e raio R). Como

g’

F' é uma solucao fraca de ([10.3)), temos que para 0 < 7 < T,

oz/ / ¢R%9FAF—/ / ¢R269FQF
o Ju o Jum s

b /OT/M (Vv (¢R269F),VF>/M /0T¢R2egF %F

(10.9)

Agora,

V (¢r2eIF) = e9FV¢r? + ¢V (e7F)
= 20ReIFV¢Rr + ¢5° (I9VF + FVed) (10.10)
= 20ReIFV R + ¢p°eIVF + ¢ FVeY,

o que implica que
/0 /M< ( )’ > /0 /M re® (Vor, )

+ [7 ] egerore (10.11)
- /OT /M ¢p°F (VeI VF).

1Como ¢r%eF é uma funcéo de suporte compacto, podemos usar a Férmula de Green.
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Temos também que
) )

IF) — 9 Y9
(e9F) 68F+F856

0 0
g Y
8sF+F6 95 —gq,

T 0 T 0
29FF:// 2e9F —F
/0/M¢R€ Js MO¢R€ ds
M
1 [ 0
9F2 _ - F2e9
/¢R[e 2/0 e@sg}
_ 2 912
2/M¢R€F
1/ 2 912
=5 | ¢ e'F -
2 M s=T1
_1 ’ 2.9 2ﬁ
2/]\/[/0 (Z)ReFaSg

1
g/ ORI F?
2 Ju

Usando ((10.9)), (10.11]) e (10.13|), obtemos

Oz/oT/quRZeg]VF]Q—Q/OT /M 6re9F (Yo, VF)

- [Corerr g, vE) = [ o err?
0 2 M S=T

e J i
+QA /M¢Re 689

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

9
O0s

e entao

[ oserr (v w>\s | [ oserricwg vr)
0 M 0 M

< / / b2 F Vgl [VE|.
0 M

0< (F|Vg| - |VF|)?®=F?|Vg]> - 2F |Vg| [VF| +|VF|*,

Mas

e entao

*Pois F(y, 0) = 0.

S Fe—
s=T 2 /M /0 (bR ¢ 889

OT/M¢R269F<V9, VF}' //¢R IF2|Vg® + = //¢R eI |VF[.

95

(10.12)

(10.13)

(10.14)

(10.15)

(10.16)

(10.17)
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Da mesma forma temogd
/¢R69F Vo, VF‘ //¢ 29 |VF|? +/ / eIF? |Vopl*. (10.18)
Assim, de (10.14]), obtemos
T 2 2 1 i 2 2 2
<2 [ o von +/ | onerr vl
—/ bR egFQS . / /¢ enga g (10.19)
2/ / engwaF—/ o eIF?| _
o Ju 2 Ju =T

eIF?| g/ bp2 eIF?|
LP(R) ‘S*’T M R ‘S*’T
T
<" [ erTonf
0 M

s er v
Ap(R+e, R)

fl
= 36/ / 92,
(R+¢, R)

onde Ap(R+¢, R) = Bp(R+¢) \ Bp(R). Além disso, pela definicao da funcao g, temos

|| me=|

Logo,

(10.20)

1
g 10.21
B (vIA) <01 = eXp< 16) (10.21)
(§]
RQ
¢ |4, (Rte, R)x[o, 7] < €XP <_8T> : (10.22)

Tomando R > /T/4, e usando ((10.20)), (10.21)) e (10.22)), obtemos

exp (-%) /JBP(W) F2(y, 7)dy < 36exp< 2> /OT /AP(Rﬁ’R) F%(y, s)dyds, (10.23)

para todo 0 < 7 < T'. Deste modo,

36 1 R? r
, 8)dyds < — exp < - ) -T/ / F2(y, s)dyds. (10.24)
/ /;p T/ E 16 8T 0 Ap(R-l-E,R)
3Nesse caso, usamos que 0 < (¢r |VF| — 2F |Vor|)> = ¢rF|VF||V¢| < 10R°|VF > + F2|Vér|*.
“Por (10.7).

®Pois |[V¢r| < 3/c.
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Por outro lado, o método de iteragao de Moser nos diz que

n+2

T
\F(p, T)? < C(p, T)T~(*3) /0 /B (i F(y, 5) dyds, (10.25)

onde C(p, T') é uma constante que depende de p e T' (depende da constante de Sobolev na bola
geodésica B,(v/T)). Combinando (10.24)) e (10.25), obtemos

5 T
F(p, T) < C(p, T)T~("5*) /0 /B : m>F2<y, ) dyds

n 36 1 Rr%\ (T
SCp,TT2exp<—>/ / F2(y, s) dyds.
@ T) g2 16 8T/ Jo Ja,(R+e,R) : <)

Seja || F|loo, R 0 méximo da funcao F' em A,(R+¢, R) x [0, T] (que depende de R). Entao,

(10.26)

T T
/ / F2(y, 5) dyds < / IFI% 5 (V(R +¢) — Vo(R))
0 JAy(R+e, R) 0

10.27

<Pk (Vo(R + )~ Vy(R) T (10.27)

< IF% Vo(R+2)T.

Portanto,
n 1) 36 1 R?
2 —2+1 2
Pl DF < Co. T Ry (g - ) 1P hlR+2)

(10.28)

n )36 1 R? 2
< T T(_7+1)— _ F 2 )
>~ C(p, ) 2 62 exp 16 8T + C(R + 5) H Hoo,R

Segue que, tomando T < % (com alguma hipétese de crescimento sobre F', como no espago de
Schwartz), concluimos que
F(p, T)=0. (10.29)

Como a condigao de crescimento de volume do enunciado é independente do ponto p, temos
F(p,T) =0, (10.30)

paratodope M e <T < %. Usando a propriedade de semigrupo das solugao da equacao do

calor, concluimos que F(p, t) = 0. O

10.2 Estimativas para subsolucoes da equacao do calor

Usando argumento andlogo ao encontrado na demonstragao do Teorema derivaremos
alguns resultados sobre subsolugoes positivas da equagao do calor. Provaremos que, se F'(x, t) é

uma subsoluc¢ao da equacao do calor em uma variedade M, onde colocaremos algumas restrigoes,
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e F(x, 0) é limitado para todo x em M, entdao F(x, t) também serd limitada para instantes ¢

em um intervalo [0, ).

Teorema 10.2 ([NT04]). Seja M uma n-variedade riemanniana completa e nao-compacta.

Suponhamos que F : M x [0, oc0) = R € uma fungao tal que

(A - gt> F(z,t) >0, sempre que F(x,t)>0. (10.31)

Suponhamos ainda que existem a >0 e T > 0 tais que

T
/ / exp (—apQ(:U)) F2(z, s)dzds < oo, (10.32)
0 M

onde p € a funcao distincia a um ponto fizado p € M. Se F(z, 0) <0 para todo x € M, entdo
F(z,t) <0 para todo (z, t) € M x [0, T1.

Demonstragao. Como na demonstracao do Teorema definamos

2
gy, s) = 4(221(_‘”?9), 0<s<T. (10.33)

J4 vimos que tal funcio satisfaz |Vg|> + 9sg = 0. Para cada R > 0, definamos uma bump

function ¢r : M — R tal que

] 1, em By(R)
¢r(y) _{ 0, forade B,(2R) (10:34)

Por hipétese, dado 0 < 7 < T,

og/ / ¢R269F+AF—/ / ¢R269F+QF
o Ju 0o Jum Os

T E A (10.35)
:/ / ¢R269F+AF+—/ / ¢R269F+7F+.
0 Jm o Ju s
Mas,
//¢R299F+AF+:—/ / ¢p’e? (VFy, VFy)
0o Jum o Jum
—/ / ¢r°e'Fy (Vg, VFy)

0 JM (10.36)

- 2/07 /M ¢re!Fy (Vor, VIy)

T 1 T
< 2/ / eIF 2 |Vér|” + 2/ / ¢r’eF2 Vgl
0o Jm 0o Jm

T o 1 I 0
- 29F, —F _—/ 29 2| // 29F 2 —g. 10.37
/O/M¢R€ + 95 5 M¢R e +‘0+2 ; M¢R€ + 559 ( )
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Logo,
/ R §4/ / IF 2| Vor|®. (10.38)
M 0 M

Como, por hipétese F(x, 0) < 0 para todo = € M, temos que F4(z, 0) = 0. Entao,

| ol < //e””
= // 9@ P 2(g.t) dedt
- Rg/o /M exp <4(_2T_)t)> F2(x, t) dedt

36 (7 —p*(z) 2
R2/0 /M exp ( ST F“(x, t)dxdt.

temos que o lado direito converge para zero quando R — oo. Portanto,

(10.39)

IN

Tomando T < &

8a?
F2(z, t) = 0 para todo (z,t) € M x [0, T] e concluimos assim que F(z, t) < 0 para todo
(z,t) € M x [0, T]. O

Corolario 10.3. Seja M uma n-variedade riemanniana completa e nao-compacta. Suponhamos

que F : M x [0, o0) — R € uma subsolu¢do nao-negativa da equagdao do calor, i.e.,

(A—;)FZO e FF>0. (10.40)
Suponhamos ainda que
/ e " < . (10.41)
M
e que existem a > 0 e T > 0 tais que
T
/ / exp (fap2(:n)) F%(x, s) dzds < oo, (10.42)
0 JM

onde p € a fungao distancia a um ponto fizado p € M. Com essas hipdteses, se F(x, 0) < C
para todo x € M, entao F(z, t) < C para quaisquer (x,t) € M x [0, T1.

Demonstragao. Definamos G(z, t) = F(x, t) — C. Entao

<A - ;) Gz, t) = (A - §t> F(z, t) > 0. (10.43)
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Além disso, como Gf < G?,

T T
/ / exp (—ap®(z)) G{(, t) dadt < / / exp (—ap®(z)) G*(z, t) dudt
0o Jm 0o Jm

= [ [ o (o) [P0

— 2CF(z, t) 4+ C?] dadt

/ / exp (—ap(2)) F(z, 1) dudt

+C? /O /Mexp (—ap®(z)) dudt

Como F(z, 0) < C para todo xz € M, temos que G(z, 0) < 0 para todo x € M. Logo, pelo

(10.44)

Teorema temos que G(z, t) < 0 para quaisquer (x, t) € M x [0, T], o que implica que
F(z, t) < C para todo par (z, t) € M x [0, T1. O

Corolario 10.4. Seja M wma n-variedade riemanniana completa e ndo-compacta tal que, para

algum p € M,
/ e " < oo, (10.45)
M

onde p € a fungao distincia a p. Seja F : M x [0, 00) — R wuma subsolu¢ao nao-negativa da

equagdo do calor, i.e.,

(A—i)FZO e F>0, (10.46)

e suponhamos que que existem a >0 e T > 0 tais que
T
/ / exp (—ap®(z)) F*(z, s) dzds < <. (10.47)
0 JM

Com essas hipdteses, se existe uma fungao harmonica nao-negativa u : M — R de modo que
F(z,0) < wu(z) para todo v € M e

/ exp (fa,o2(x)) u?(z) dr < oo, (10.48)
M

entio F(z, t) < u(x) para quaisquer (x, t) € M x [0, T.

Demonstragdo. Basta definir G(z, t) = F(x, t) — u(x) e prosseguir como na demonstragao do

corolario anterior. O
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10.3 Estimativas para o gradiente de solucoes da equagao do

calor

Proposicao 10.5. Seja M uma n-variedade riemanniana completa e nao-compacta satisfazendo
Ric(M) > —(n— 1)K, para alguma constante K > 0. Seja F' > 0 tal que (A — 9;) F = 0. Entao
a funcgdo

G(z, t) = exp <—(n . 1)f(t) IVF|(z, 1), (10.49)
onde K = K + L=, satisfaz:
(i) (A—0)G2x, 1) >0 ;
(ii) (A —8,) Gl £) > 0.

Demonstracao. Temos,

<A - st) (exp <—2(n - 1)I~(t) |VF|2) = exp (—2(n - 1)I~(t) A|VF|?

) (10.50)
~ 2
- (eXp( 2(n — 1)Kt) V| ) .
Mas, usando a Férmula de Bochner-Weitzenbock (Proposicao ,
exp (—Q(n - 1)I~(t) A|VF]* = exp (—Z(n - 1)[~(t> X
(10.51)
[2 |Hess F|? + 2Ric (VF, VF) + 2 (VAF, VF)} .
Temos também,
0 (exp ( 2(n — 1)Kt) IVF| ) 2(n — 1)K exp ( 2(n — 1)}?7:) Mk
ot (10.52)
p— R— 2 J— J— 17 .
(815 |VF| > exp( 2(n 1)Kt) ,
e
0 2 0
— |VF — (VF F
(5177 = 5 (VF (. ), VF(z. 1)
=2 QVF F(z, t)
ot (10.53)
3}
=2 <VatF Flz, t)>

2 (VAF(z, t), VF(z, 1))
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Entio, usando Ric (VF, VF) > —(n — 1)K|VF|? e lembrando que K = K + -1,

(A - ;) G2 = exp ( (n—1) Kt) [2 |Hess F|? + 2 Ric (VF, VF) + 2 (VAF, VF>}

+2(n — 1)K ex p( 2n—1Kt> vk —exp( 2(n—1)f{t> 2(VAF, VF)]

— exp ( 2(n — 1) Kt) [2 |Hess F|? + 2Ric (VF, VF) + 2(n — 1)K yVFﬂ
2exp< 2(n Kt) [2|HessF! —2(n— 1)K |[VF)* +2(n - 1)K |VF| }
:exp( 2(n — 1 Kt) [2|HessF| +2|VF| }
>0
(10.54)
Portanto, (A — ;) G?> > 0, e com isso provamos (i). Para provar (ii), notemos que
2G(z, t) (A —3y) G(x, t) = (A — ;) G*(z, t) — 2|VG|* (x, t). (10.55)
De fato,
(A —0;) G*(x, t) = AG*(w, t) — 0,G*(x, 1)
=2GAG+2(VG, VG) - 2Go,G (10.56)
=2G (A - 9)G+2|VG]?.
Mas,

VG| (z, t) = (VG(z, t), VG(z, t))

- <exp(—(n ~1)KH)VF(z, t), exp(—(n — 1) Kt)VF(xz, t)>
exp(—2(n — 1)Kt) (VF(z, t), VF(z, t))
= exp(—2(n — 1)Kt) |VF)? (z, t).

(10.57)
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Entao, usando (10.54)) e o fato de Ric(M) > —(n — 1)K, obtemos
2G (A — ) G = exp (—2(n - 1)f(t) 2 [Hess F|® + 2 Ric (VF, VF) +
+2(n— DK |VF|2} — 2exp (—2(n - 1)[?’t) IVF|?
— exp <—2(n - 1)?@) (2 [Hess F|2 + 2Ric(VF, VF)+

+2(n~ 1)K [VF]* - 2|VFP’|

o (10.58)
> exp (—2(n - 1)Kt) 2 [Hess F|% — 2(n — 1)K |VF|2 +
+2(n— 1)K |F]* =2 |VFP?]
= exp (—2(71 - 1)kt> P |Hess F|2}
> 0.
Concluimos que 2G (A — 0;) G > 0 e, como G > 0,
0
A-Z) G, t) >0, (10.59)
ot
o que encerra a demonstragao. O

Corolario 10.6. Seja M uma n-variedade riemanniana completa e nao-compacta satisfazendo
Ric(M) > —(n — 1)K, para alguma constante K > 0. Seja u € C*°(M) uma fungdo tal que
|Vu| < C, para alguma constante C > 0. Seja F': M x [0, c0) — R a solugdo da equagio do
calor com condi¢do inicial u e suponhamos que F' satisfaz a sequinte condicdo: existem a > 0 e
T > 0 tais que

T
/ / exp (—a,oQ(a:)) IVF|? (z, s)deds < co. (10.60)
o Jum

Entao existe uma constante C71 > 0 tal que
\VF|(z,t) <Cy, V (x,t)€ M x |0, T]. (10.61)

Demonstragio. Defina G(z, t) = exp(—(n — 1)Kt) |VF|? (z, t), onde K = K + —L-. Pela
Proposigao temos que (A — 9y) G(z, t) > 0. Além disso, como

G?(z, t) < exp(=2(n — 1)KT) |[VF|? (2, t), (10.62)
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para 0 <t <7T e todo x € M, temos por hipdtese que

T
/ / exp (—ap®(z)) G*(z, t)dzds < exp (—2(n = 1)I~(T> X
0o Jum

X /T/ exp (fapz(x)) \VF|? (2, s) dzds (10.63)
0 M
< 0.

Entao, como G(z, 0) = |[VF|(z, 0) = |Vu| (z) < C para todo = € M, pelo Corolario temos
que G(z, t) < C para todo par (z, t) € M x [0, T]. Segue que

exp (—(n - 1)f(T) IVF|(z, 1) < C, ¥ (z,t) € M x [0, T). (10.64)

Portanto, tomando Cy = C exp(—(n — 1)KT) concluimos a demonstragao. O

10.4 Integrais

Lembremos que se 8i ¢é a funcao definida por

(%K)sm (\/Et) K >0
Swlt) = t, K=0 , (10.65)
(ﬁ) sinh (\/jt) , K<0

entao se Mg é um espago forma n-dimensional simplesmente conexo com curvatura constante
K, e A(r) denota a drea do bordo da bola dB(r) (bola de raio 7 com centro em um ponto
qualquer de M), temos que

A(r) = a1 8% (r), (10.66)

onde ay,_1 é a drea da esfera canénica S™ 1.

No que segue, usaremos os seguintes teoremas de comparagao

Teorema 10.7 ([Lil2]). Seja M uwma n-variedade completa com Ric(M) > (n—1)K. Suponha-
mos que My € um espaco forma simplesmente conexo de dimensdo n com curvatura seccional
constante K. Seja A,(r) a drea do bordo da bola geodésica B,(r) em M e A(r) a drea do bordo

da bola B(r) em My . Entdo, para quaisquer 0 < rq < re < 00,
Ap(r1)A(rz) > Ap(ra) A(r). (10.67)
Em particular, existe uma constante C' tal que

Ap(r) < CA(r), Yr=>0. (10.68)

Teorema 10.8 (Teorema de Comparacao do Volume de Bishop). Seja M wuma n-variedade
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riemanniana completa com Ric(M) > (n—1)K, para alguma constante K. Entdo, para qualquer

x € M e qualquer R > 0, a razao
Vol(B;(R))

AR (10.69)

onde V(K, R) é o volume da bola geodésica de raio R no espago forma M, é nao-crescente em

R. Em particular
Vol(B,(R)) < V(K, R). (10.70)

Corolario 10.9. Se Ry > Ry > 0, entao

Vol(Bz(R1))
Vol(Bz(Rz2))

V(K, Ry)

VK, Ry) (10.71)

<

Usando estes teoremas, queremos provar que se uma variedade M tem sua curvatura de Ricci

limitada inferiormente, entao

/ e " < o0, (10.72)
M

onde p é a distancia a um ponto fixado p € M. Mais do que isso, provaremos também que se
F: M — R é um polinémio em p, a integral [ M e’ F também ¢ finita. Para isso, comecgamos

com os seguintes lemas:

Lema 10.10. Para qualquer a > 0,

+o0 9
/ e ¥ sinh®(t) dt < oco. (10.73)
0
Demonstracdo. Como
ot — ot
sinh(t) = 5 (10.74)
eel —e !t < et temos que
eat
sinh®(¢) < 5 (10.75)
Entao,

2
S L / T et gy (10.76)
2a
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O
Lema 10.11. Se p: R — R é um polinomio, entdo
“+oo
/ e p(t) dt < oo. (10.77)
0
Demonstrag¢ao. Note que basta provarmos que
+oo
/ e thdt < 0o (10.78)
0
para qualquer k£ € N. Usando integral por partes, obtemos a expressao
k il
-0
/ettk = [Z(—l)k it el + C. (10.79)
£=0
Portanto,
Tk : k zk' t
_ _ |
/0 e Hhdt = —(—1 k+tllgloo ZZ e, (10.80)
e usando a regra de 'Hopital, obtemos o desejado. O

Proposicao 10.12. Se M € uma variedade riemanniana completa com Ric(M) > —(n — 1)K,

para alguma constate K > 0, entdo
/ e " < o0, (10.81)
M

onde p € a fungdo distancia até um ponto qualquer fixado p € M.

Demonstrag¢ao. Temos,

2 +oo 2
/ e @ qv (z) :/ </ et dA) dt
M 0 9B, (1)
+o0 9
= / et / dA | dt (10.82)
0 8B, (1)

+o0 2
= / e " Ap(t) dt.
0

Mas existe uma constante C; > 0 que s6 depende de n e K tal que A,(t) < C1A(t), para todo

SPara t > 0, temos —t2 4+ at < —at <= —t2 < —2at <= t>2a
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0 <t < oo. Entao,

2 oo 2—
/ e @ v (x) < Cl/ e UA(t) dt
M 0

+0o0 5
:(?1an_1j/ e 8" (t) dt
0

(10.83)
+oo
< C’g/ et sinh™ ! (\/I?t) dt
0
< 00,
onde a tultima desigualdade segue do Lema [10.10 O

Proposicao 10.13. Seja M uma variedade riemanniana completa com Ric(M) > —(n — 1)K,
para alguma constate K > 0. Seja p a funcdo distancia a um ponto fixrado p € M e seja

P: M — R um polinomio em p, i.e.,
P(z) = ag + a1p(x) + azp®(x) + -+ + amp™ (), (10.84)

entao,
/ =@ P(a) AV () < 0. (10.85)
M

Demonstragcao. Como na demonstragao da Proposicao [10.12] temos

/M ¢~ 7@ P(2) dV () = /O o ( /8 » e B(1) dA) it

= / o eV P(t) Ay(t) dt (10.86)
0

+o0 9~
< Cl/ e " P(t)sinh™ ! (\/Kt) dt,
0

onde P é o polinémio real ﬁ(t) =ap+ait+ -+ ant™. Logo, usando os Lemas [10.10/e|10.11
concluimos que a ultima integral acima é finita. O
10.5 Aplicagao: funcoes exaustao

O objetivo nesta segao é provar o seguinte teorema, que nos garante a existéncia de um certo
tipo de funcao exaustao (resultado semelhante ao Teorema [8.10)).

Teorema 10.14 ([Taml0]). Seja M uma n-variedade riemanniana completa e ndo compacta

com curvatura seccional limitada por K. Entao existe F € C(M) tal que

Cl1+p) <F<C(+p), |VF|SC e |HessF|<C, (10.87)
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onde C' > 0 é uma constante que depende apenas de n e K e p é a distancia a um ponto fixado
de M.

Para demonstrar este resultado, estudaremos as solugoes da equacgao do calor que possuem
condicao inicial “préxima” da funcgao distédncia p e com gradiente limitado.

Primeiramente, notemos que funcao distancia p do enunciado é lipschitziana com constante

de Lipschitz 1, e vejamos o seguinte resultado:

Teorema 10.15 (Proposition 2.1, [GWT79]). O conjunto das fung¢oes C*° f : M — R tais que
IVfl < B em M € denso no conjunto de todas as fungdes continuas em M que sdo localmente

lipschitzianas em M com constante de lipschitz menor que B.

O Teorema [10.15/nos garante a existéncia uma fungao suave u : M — R tal que |Vu| (z) < 2
e |u(z) — p(z)| <1 para todo x € M. Seja H(z, y, t) o nicleo do calor de M e seja

F(z, t) / H(z, y, t)u(y)dy, (10.88)

ou seja, F'(x, t) é solugdo da equacao do calor com condigao inicial u. Seja = € M um ponto

fixado e seja d(z, y) a distancia em M. Usando |Vu| < 2, o Teorema do Valor Médio e que

/ H(z,y, t)dy =1, (10.89)
M

visto que a curvatura de Ricci de M ¢é limitada inferiormente (veja [Yau78]), temos

Pl ) =u(@)] = | [ Ha, v Oul)dy = ula)
_ / H(x, y, Huly)dy — u(x /Hx " )dy’

=| [ v ) - u(w))dy\

(10.90)
</ H(, y, 1) luly) — u(z)| dy
<2/MH(33 y, t)d(z, y)d
—T+11
onde
I=2 H(z, y, t)dy <2
B.(1)
(10.91)

IT = 2/ H(z, y, t)d(z, y)dy.
M~ Bz (1)

Para limitar 71 usamos a seguinte estimativa para o nicleo do calor:
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Teorema 10.16 (Corollary 3.1, [LY86]). Seja M uma n-variedade riemanniana completa e sem
bordo. Se a curvatura de Ricci de M € limitada inferiormente por —K, para alguma constante

K >0, entdo para qualquer 1 < a < 2 e qualquer 0 < € < 1, o nicleo do calor satisfaz

H(z, y, t) < Cy(e)*V, /2 (\/E) v, ~1/2 (\/i) exp [02 ela— )UK — C(liii;i] . (10.92)

A constante Cy depende apenas de n e Ci(e) depende de € com C(e) — oo quanto € — 0.

Segue que, para t < 1,

H(z, y, t) < CV, "2 (\/i) Vi —1/2 (\ﬁ) exp [— d(xéty)T ) (10.93)

onde C7 é uma constante positiva que depende apenas de n e K e Vy(s) é o volume da bola
geodésica By (s) de raio s e centro y. No que segue, usaremos que ¢t < 1.

Pelo Teorema de Comparagao de Volume de Bishop, temos

V, (d(z, y) + V1) _v (-K, d(z, y) + \/i)'

GOV T VRV e
Logo,
Ve (VE) <V, (dee, 9) + Vi)
(10.95)
<V (ﬁ) Cot™ 2 exp (03 (d(m, y)+ ﬂ)) ,
onde Cy e C3 sdo constantes positivas que dependem apenas de n e K. Assim,
Vy = (ﬂ) < 02_% i Vm_% <\/7E) exp <02 ( (x, y)+ \/)) (10.96)
Segue que
H(z, g, ) <Cit 5V, 2 (Vi ( t) Vv, 2 ( < (=, y 023 (d(x, y) +\/E)>
=Cyt71 Y, 7! (\/Z) exp ( d(z, ) 02 ( (x, y) + \f)) (10.97)
<Cyt7i v, ! (\/f) exp (_d(:cg),ty) + %d(:c, y)> ,

onde Cy é uma constante que depende apenas de n e K. Provaremos agora a seguinte afirmagao:

Afirmagao 10.17. Se t < min{1, (10C3)~!} e s > 1, entdo

s? s?
exp <_5t + Cgs> < exp <_10t> (10.98)
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Demonstracao. Temos

2 1
exp (—;t + 2035) = exp (_1it)t (2s — 50315)) :

1 1
Usando t < ToC; (—t > —m> e s > 1, temos

5C 1 1
28—503t>28—105’3:23—2:3+<3_) > g,

0 que encerra a prova da afirmacao.

Suponhamos que ¢ < min{1, (10C3)~!}. Pela afirmacio feita,

2
Hie. 0 < Cor v (Vi) e (<1520,

Entao,

110

(10.99)

(10.100)

(10.101)

(10.102)

onde A,(s) é a drea de B,(s) e Cs-Cs sao constante que dependem apenas de n e K. Segue
de ((10.90)), (10.91)) e (10.102)) que existem constantes 0 < ¢y < 1 e Cg > 0 que dependem apenas

de n e K tais que
|F(z, t) —u(x)|] < Cy, ¥ 0 <t<t.

Assim, para 0 < t < t,
p(x) —Cy—1 < F(z, t) < p(x) + Cy + 1.

Com isso, provamos o seguinte resultado:

Proposigao 10.18. Suponhamos que Ric(M) > —(n — 1)K e seja u € C*°(M) tal que

u(z) = p(z)| < C1 e [Vul(z) <Cy Ve,

onde p € a distancia até um ponto fixado o € M. Se

me:&ﬂm%mww

(10.103)

(10.104)

(10.105)

(10.106)
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entao, existe to > 0 e uma constante C = C(n, K) > 0 tal que
CHA+p(x) <|F(z, t)] <CA+p(x)), YaeM, Ytec]|,t. (10.107)

Agora, pelo Corolario para obtermos alguma limitacao sobre o gradiente de F', basta
provarmos que F' satisfaz (10.60)) para algum a > 0. De fato, se definirmos g como em ([10.4)) e

¢r como em ([10.8) (agora tomando as bolas com centro em o), e fazendo argumento anilogo ao

utilizado para obter (10.14)), obtemos

to to
/ / ¢R269|VF|2§/ /69F2|V¢R|2+/ oR egFQ}S_T+/ ¢’ IF?| _,, (10.108)
0 JM 0 JM M - M o

0 que implica que

to to
/ / eQIVFlzg/ / 69F2+/ egFQ\S_T+/ efu?, (10.109)
0 o(R) 0 M M N M

para todo R > 0. Lembrado que |u(x)—p(x)| < 1 e usando ((10.107)) jutamente com a Proposicao
10.13] concluimos que o lado direito da desigualdade acima é finito. Logo,

to
/ / eI |VF|* < o0, (10.110)
0 M

e F satisfaz (10.60). Portanto, |VF|(x, t) é limitado por uma constante para todo =z € M e

todo t € [0, to], provando assim, o seguinte resultado parcial:

Proposigao 10.19. Suponhamos que Ric(M) > —(n — 1)K e seja u € C*°(M) tal que
lu(z) — p(z)| <C1 e |Vu|(z) <Ci YzeM, (10.111)
onde p € a distancia até um ponto fixado o € M. Se
F(z, t) = /M H(z, y, t)u(y) dy, (10.112)
entdo, existe tg > 0 e uma constante C = C'(n, K) > 0 tal que
IVE|(z,t) <C, YzeM, Vtel0,t). (10.113)

Note que, até o momento, nao usamos a hipdtese de M ter curvatura seccional limitada
superiormente; tal hipétese sera necessaria para obtermos uma limitagao para a hessiana de F'.

Dado um ponto g em M, se p € M é um ponto conjugado de ¢, entao

d(p, q) > ——, 10.114
(p, q) = ( )

(vide Teorema I1.6.3., [Cha06]). Temos assim que, se tomarmos R < 7/VK, exp, ¢ serd difeo-
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morfismo local em EO(R) C TyM para cada ¢ € M (veja Proposicao 10.11 [Lee97] e Proposigao
3.5 Chap. 5 [dC92]). Denotemos por g a métrica em M e consideremos em By(R) a métrica
G = (exp,)" (9), e

9JX,Y)=g ((equ)*X, (equ)*Y> . (10.115)

Defina,

~

F(y, t) = F(exp,(y), t) — u(q)- (10.116)

Entao,

(10.117)

‘Hess F(0, t)‘ = [Hess F'(q, t)],,

g
logo, para estimar a hessiana de F ¢é suficiente estimar [Hess F(0, t)lg-

Notemos que F satisfaz a equacao do calor em EO(R), ’ﬁ ‘ < Chp em EO(R) x [0, to] para
alguma constante C1p > 0 que depende apenas de n e K. Como a curvatura de g é limitada
superiormente, e o raio de injetividade na origem com respeito a g é limitado inferiormente
por 7/ VK, existe Ry > 0 que depende apenas de n e K de modo que existem coordenadas

harménicas em Bo(Rg) (veja [Jos84]). Nessas coordenadas, a norma C"3 do tensor gij satisfaz
@‘jh% < (i, (10.118)

onde (11 > 0 ¢ uma constante que depende apenas de n e K, e g;; é equivalente a métrica

euclidiana por um fator que depende apenas de n e K. Nessas coordenadas, temos

2
T

1 N9~
. ~~ij\ _ Y95 _
7 et 7o (\/59) S =0. (10.119)

Assim, ﬁwm ; (0) é limitado por uma constante que depende apenas de n e K pela Estimativa de

Schauder. Logo, temos a limitacao da hessiana de Fem 0.



Capitulo 11
O principio da boa sombra

Nesse capitulo, M serda sempre uma variedade completa. Se f : M — R é uma funcao de
classe C? que assume minimo em um ponto p € M, entdo |V f(p)| = 0 e Hess f(p)(X, X) >0
para todo X € T,M. No caso em que M ¢é uma variedade compacta, tal ponto de minimo
sempre existe. No entanto, se M nao é compacta, tal ponto pode nao existir mesmo quando
infps f > —o0.

Para o caso em que M nao é compacta, Omori provou em [Omo67] o seguinte resutado:

Teorema 11.1 (Omori). Seja M uma variedade riemanniana com curvatura seccional limitada
inferiormente. Se f: M — R é uma funcio de classe C? que € limitada inferiormente, entdo

existe uma sequéncia (p,) em M satisfazendo

f(pn) — i]r\l/[ff, |V f(pn)| — 0, linrr_l)ioréfHess f(pn) > 0. (11.1)

A condigao liminf Hess f(p,,) > 0 significa que para todo € > 0 existe ng € N tal que
Hess f(pn)(X, X) > —¢|X|*,V X € T,M, n > ny. (11.2)
Mais tarde, Yau provou em [Yau75] uma versao do teorema acima para o caso em que a

curvatura de Ricci é limitada inferiormente.

Teorema 11.2 (Yau). Seja M uma variedade riemanniana com curvatura de Ricci limitada
inferiormente. Se f: M — R é uma funcio de classe C? que € limitada inferiormente, entdo

existe uma sequéncia (p,) em M satisfazendo

Fon) =it . [V (pa) 0, Timint Af(p,) > 0. (11.3)

Os dois teoremas acima s@o conhecidos como Principio do Maximo (Minimo) de Omori-Yau.

Em [FX11], Fontenele e Xavier provaram a seguinte generaliza¢ao do Principio de Omori-Yau:

Teorema 11.3 (Principio da Boa Sombra). Seja M uma variedade riemanniana com curvatura

de Ricci (resp. seccional) limitada inferiormente. Se f : M — R é uma funcdo de classe C? que

113
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é limitada inferiormente, entio dada uma sequéncia minizante (p,) (ou seja f(pp) — infar f),

existe uma sequéncia (qn) em M satisfazendo

d(pn 4n) = 0, f(gn) =t f, [V f(gn)] =0 (11.4)
e
linniicgf Af(gn) >0 <resp. I%lni\iolgf Hess f(qn) > O) . (11.5)

A sequéncia (gy,) obtida no teorema acima é chamada de boa sombra da sequéncia (py,).
Dizemos ainda que a variedade M satisfaz o principio da boa sombra , se dada uma funcao

f € C?*(M) limitada inferiormente, toda sequéncia minimizante (p,) admite uma boa sombra

(qn)-

11.1 Variedades uniformly bumpable

Em [AF10], Azagra e Fry, definiram a seguinte classe de variedades riemannianas:

Definigao. Dizemos que uma variedade riemanniana é second order uniformly bumpable
se existem C' > 1 (possivelmente grande) e ¢ > 0 (pequeno) tais que para todop € M e § € (0, ¢)

existe uma funcio ¢ : M — [0, 1] de classe C? satisfazendo:
(a) o(p) =1,

(b) ¢(x) =0if d(z, p) =0,

(c) supgen [Vo(2)| < C/,

(d) supgepr [Hess ¢(x)] < C/67.

Observagao. Note que se M é second order uniformly bumpable, entao para quaisquer p € M

e d € (0, ¢), existe uma fungao ¢ : M — [0, 1] satisfazendo:
(a) o(p) =0,

(b)) ¢(z) = 1if d(z, p) >0,

(¢?) sup,enr V()| < C/9,

(d') sup,epr [Hess p(x)| < C/62.

Seguindo a demonstracao do Principio da Boa Sombra em [FX11], obtemos o seguinte resul-
tado:

Teorema 11.4. Se M ¢ second order uniformly bumpable e f € C*(M) é uma funcdo tal que
infy; f > —o0, entdo toda sequéncia minimizante para f admite uma boa sombra (com relagdo

a hessiana).
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Demonstragao. Como M é second order uniformly bumpable, existem constante C' > 1e c >0
de modo que para todo p € M e 0 < § < ¢, existe uma funcio ¢ de classe C? satisfazendo
(a’)-(d’) da observagao acima. Seja (p,) uma sequéncia minimizante para f. Suponhamos que

f(pn) —infys f < ¢ para todo n. Defina
rn=f(pn) —inf [ and e, = /3. (11.6)

Para cada n, seja ¢, : M — [0, 1] uma funcio C? satisfazendo (a’)-(d’) para p = p, e § = &,.
Considere a funcao:

fo(z) = f(x) + 6n3¢n(x), VaxeM, (11.7)

que é de classe C2 para cada n. Note que se x ¢ B(py, €,), entdo

(

(

(z) + 74 (11.8)
(

(

Segue que infys f,, é atingido, e se definimos ¢, como um ponto tal que f,(g,) = infy/ f,,, entéo

d(Gn, pn) < en € d(qn, Pn) — 0. Além disso,

f(n) = fu(pn) = folan) = flgn) + 5n3¢n(Qn) > f(qn)- (11.9)

Logo, f(qn) < f(pn) e a sequéncia (g,) também é minimizante para f. Usando que g, é um

minimo para f, obtemos

0=V fulgn) = Viqn)+ 5n3v¢n(Qn)a (11.10)

entao

IV f(gn)l < &,° [Von(an)| < e,C. (11.11)

Usando este fato novamente,

0 < Hess fn(Qn)(Xv X)

= Hess f(q,)(X, X) +¢,>Hess ¢, (g,) (X, X)
3 C (11.12)

< Hessf(qn)(X, X) +€n 672

= Hess f(Qn)(Xa X) + enC,

que implica que
Hess f(qn)(X, X) > —¢&,C. (11.13)
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De (11.11)) e (11.13) nds concluimos que |V f(g,)| — 0 e liminf,_, Hess f(¢,) > 0, como
desejado. O

Em particular, toda variedade second order uniformly bumpable satisfaz o Principio de
Omori-Yau. Além disso, observando a demonstragao do teorema anterior, temos as seguintes

generalizacoes:

Teorema 11.5. Suponhamos que M satisfaz a sequinte condicdo: existem C >1 ec>0 e um
nimero natural k tais que para quaisquer p € M e ¢ € (0, ¢), existe uma fungdo ¢ : M — [0, 1]

de classe C? tal que

(i) ¢(p) =1,
(i) ¢(x) =0 if d(z, p) > 6,
(i) sup,ep [Vo(z)| < C/6%,

(1) sup,eny [Hess ¢(x)] < C/5%+1.

Seja f € C%*(M) tal que infy; f > —co. Entdo toda sequéncia minimizante para f admite uma

boa sombra (com relagdo a hessiana).

Demonstragao. Primeiramente, observemos novamente que podemos supor, sem perda de gene-

ralidade, que para cada p € M e § € (0, ¢), a fungao ¢ da hipdtese satisfaz:
(") ¢(p) =0,

(i) ¢(x) =1 if d(x, p) > 6,

(iii") sup,en |Vo(2)| < C/0F,

(iv’) supyeps [Hess p(z)| < C/F+L.

Seja (py) uma sequéncia em M com f(py)infys f, e suponha que f(p,) — infys f < ¢ para todo

n. Defina

rn=f(pn) —inf f, e =, /2, (11.14)

e seja ¢, : M — [0, 1] uma funcio de classe C? satisfazendo (i’)-(iv’) para p = p, e § = &p.

Agora, s6 precisamos considerar a funcio C?

fal@) = f(2) + &, 2o (), (11.15)
e o resultado segue como na prova do Teorema O

Teorema 11.6. Suponhamos que M satisfaz a sequinte condi¢do: existem C >1ec >0 e um
numero natural k tais que para quaisquer p € M e ¢ € (0, ¢), existe uma fungdo ¢ : M — [0, 1]

de classe C? tal que
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(i) o(p) =1,

(ii) ¢(x) =0 if d(x, p) > 0,
(iti) sup,cpr [Vo()| < C/8%,
(iv) Hess d(z)(X, X) < 557 [X].

Seja f € C?(M) tal que infy; f > —oo. Entdo toda sequéncia minimizante para f admite uma

boa sombra (com relagdo a hessiana).
Demonstragdo. A demonstracao é exatemente igual a do teorema anterior. O

Em [AF10], Azagra e Fry demonstraram que toda variedade com curvatura seccional limi-
tada (inferiormente e superiormente), raio de injetividade positivo e uniformemente localmente
convexa é second order uniformly bumpable.

A ideia de definir tal classe de variedades comegou no artigo [AFLMO05)], onde é definido o
conceito de variedades uniformly bumpable. Posteriormente, em [AFLMROT], vemos que toda va-
riedade riemanniana (de dimensao finita) é uniformly bumpable, sendo que a demonstragao dessa
afirmacao segue diretamente do fato de que podemos aproximar uniformemente fungoes lipschit-
zianas, em variedades riemannianas, por funcoes que tem gradiente limitado (veja |[GWT9]).
No sentido de estabelecer uma possivel continuacao deste trabalho, observa-se que a partir da

andlise de tal demonstracao, podemos formular a seguinte conjectura:

Conjectura. Seja M uma variedade riemanniana completa. Se existe uma constante C' > 0 tal

que para cada ponto p € M existe uma funcio ¢ : M — R de classe C? tal que
1. C7Y(1+ p(@) < 6(x) < C(1+ pla));
2. |Vo| < C;
3. |Hess¢| < C,

onde p € a fungdo distancia até p, entdo M € second order uniformly bumpable.

Pelo Teorema se esta conjectura se mostrar verdadeira, teremos que toda variedade
com curvatura seccional limitada é second order uniformly bumpable. Assim, pelo Teorema
teriamos que toda variedade que obedece as condi¢es enunciadas na conjectura satisfaz o

Principio da Boa Sombra e, consequentemente, o Principio de Omori-Yau.



Referéncias Bibliograficas

[AF10]

[AFLMO5]

[AFLMRO7]

[Cha&4]

[Cha06]

[dC92]

[Fol99)]

[FX11]

[GHLOA4]

[GWT9]

D. Azagra and R. Fry. A second order smooth variational principle on Riemannian
manifolds. Canad. J. Math., 62(2):241-260, 2010.

D.l Azagra, J. Ferrera, and F. Lopez-Mesas. Nonsmooth analysis and Hamilton-
Jacobi equations on Riemannian manifolds. J. Funct. Anal., 220(2):304-361, 2005.

D. Azagra, J. Ferrera, F. Lopez-Mesas, and Y. Rangel. Smooth approximation of
Lipschitz functions on Riemannian manifolds. J. Math. Anal. Appl., 326(2):1370~
1378, 2007.

I. Chavel. Figenvalues in Riemannian geometry, volume 115 of Pure and Applied
Mathematics. Academic Press Inc., Orlando, FL, 1984. Including a chapter by
Burton Randol, With an appendix by Jozef Dodziuk.

I. Chavel. Riemannian geometry, volume 98 of Cambridge Studies in Advanced
Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, second edition, 2006. A

modern introduction.

M. P. do Carmo. Riemannian geometry. Mathematics: Theory & Applications.
Birkh&auser Boston Inc., Boston, MA, 1992. Translated from the second Portuguese
edition by Francis Flaherty.

G. B. Folland. Real analysis. Pure and Applied Mathematics (New York). John
Wiley & Sons Inc., New York, second edition, 1999. Modern techniques and their

applications, A Wiley-Interscience Publication.

F. Fontenele and F. Xavier. Good shadows, dynamics and convex hulls of complete
submanifolds. Asian J. Math., 15(1):9-31, 2011.

S. Gallot, D. Hulin, and J. Lafontaine. Riemannian geometry. Universitext.
Springer-Verlag, Berlin, third edition, 2004.

R. E. Greene and H. Wu. C* approximations of convex, subharmonic, and pluri-
subharmonic functions. Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4), 12(1):47-84, 1979.

118



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 119

[Jos84]

[Lee97]

[Leeld]

[Li12]

[LYS6]

[NT04]

[Omo67]

[O'N83]

[Ros97]

[Spi79]

[SY94]

[Tam10]

[YauT7s]

J. Jost. Harmonic mappings between Riemannian manifolds, volume 4 of Proce-
edings of the Centre for Mathematical Analysis, Australian National University.

Australian National University Centre for Mathematical Analysis, Canberra, 1984.

L. Karp and P. Li. The heat equation on complete Riemannian manifolds. (unpu-
blished). http://math.uci.edu/~pli/heat.pdf.

J. M. Lee. Riemannian manifolds, volume 176 of Graduate Texts in Mathematics.

Springer-Verlag, New York, 1997. An introduction to curvature.

J. M. Lee. Introduction to smooth manifolds, volume 218 of Graduate Texts in

Mathematics. Springer, New York, second edition, 2013.

P. Li. Geometric analysis, volume 134 of Cambridge Studies in Advanced Mathe-
matics. Cambridge University Press, Cambridge, 2012.

P. Li and S.-T. Yau. On the parabolic kernel of the Schrédinger operator. Acta
Math., 156(3-4):153-201, 1986.

L. Ni and L.-F. Tam. Kahler-Ricci flow and the Poincaré-Lelong equation. Comm.
Anal. Geom., 12(1-2):111-141, 2004.

H. Omori. Isometric immersions of Riemannian manifolds. J. Math. Soc. Japan,
19:205-214, 1967.

B. O’Neill. Semi-Riemannian geometry, volume 103 of Pure and Applied Mathe-
matics. Academic Press Inc., New York, 1983. With applications to relativity.

S. Rosenberg. The Laplacian on a Riemannian manifold, volume 31 of London
Mathematical Society Student Texts. Cambridge University Press, Cambridge,

1997. An introduction to analysis on manifolds.

M. Spivak. A comprehensive introduction to differential geometry. Vol. I. Publish
or Perish Inc., Wilmington, Del., second edition, 1979.

R. Schoen and S.-T. Yau. Lectures on differential geometry. Conference Proceedings
and Lecture Notes in Geometry and Topology, I. International Press, Cambridge,
MA, 1994.

L.-F. Tam. Exhaustion functions on complete manifolds. In Recent advances in
geometric analysis, volume 11 of Adv. Lect. Math. (ALM), pages 211-215. Int.
Press, Somerville, MA, 2010.

S.-T. Yau. Harmonic functions on complete Riemannian manifolds. Comm. Pure
Appl. Math., 28:201-228, 1975.


http://math.uci.edu/~pli/heat.pdf

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 120

[Yau7s] S.-T. Yau. On the heat kernel of a complete Riemannian manifold. J. Math. Pures
Appl. (9), 57(2):191-201, 1978.



Indice Remissivo

Aceleracao,
Aplicacao exponencial,

Boa sombra,

Campo
variacional,
Campo vetorial

paralelo,

sobre uma curva,

sobre uma familia admissivel,

Conexao, [12]
euclidiana,
riemanniana, [25]
simétrica,

Curva
admissivel,

minimizante, [33]

regular, [3T]
Curvatura
de Ricci, [42]

seccional,

Derivada covariante,
total, [I§]
Distancia riemanniana,

Divergéncia, [56]
Endomorfismo de curvatura, [40]

Familia admissivel, [33]
Forma indice,
Funcao
comprimento de arco,
harmoénica,

Geodésica,
maximal,
riemanniana, [25]
Geodésicamente completa,
Gradiente, [0]

Hessiana

covariante, [L§]
Laplaciano,

Métrica
euclidiana,

riemanniana, [4]
Norma, [4]

Principio
da boa sombra, [114]
de Omori-Yau, [I13]

Referencial local, [4]

Simbolo de Christoffel,

Tensor
de curvatura,
de Ricci, 42]

Transporte paralelo,

Variacao
de uma curva,
prépria de uma curva, [34]
Variedade
completa, [39]
riemanniana, []

Velocidade de uma curva, [I§]

121



INDICE REMISSIVO

Vetores
ortogonais, [4]
ortonormais, [4]
Vizinhanga normal,

122



	Resumo
	Abstract
	Introdução
	I Pré-requisitos de geometria riemanniana
	Métrica riemanniana
	Definição
	Medida riemanniana

	Conexões
	Definição de conexão
	Conexões lineares
	Derivadas covariantes de campos tensoriais
	Campos vetoriais e derivadas covariantes sobre curvas
	Geodésicas
	Transporte paralelo

	Geodésicas riemannianas e a aplicação exponencial
	Conexões riemannianas
	A aplicação exponencial
	Coordenadas normais

	Geodésicas e distância
	Comprimento de curvas em variedades riemannianas
	Curvas minimizantes
	Geodésicas são localmente minimizantes
	Completude

	Curvaturas
	Tensor de curvatura
	Curvatura de Ricci
	Curvatura seccional

	Campos de Jacobi
	Equações de Jacobi
	Calculando campos de Jacobi
	Pontos conjugados
	Segunda fórmula variacional

	Fórmula de Bochner-Weitzenböck
	Referencial geodésico
	Gradiente, divergente e laplaciano
	Fórmula de Bochner-Weitzenböck


	II Tópicos de análise geométrica
	Teoremas de comparação
	Teorema de Comparação da Hessiana
	Estimativas do gradiente de funções harmônicas
	Variedades com curvatura de Ricci limitada inferiormente

	Núcleo do calor
	Uma expressão para o núcleo do calor em uma variedade riemanniana
	Construção do núcleo do calor: parametriz
	Construção do núcleo do calor: operadores do calor

	Subsoluções da equação do calor
	Unicidade de soluções da equação do calor
	Estimativas para subsoluções da equação do calor
	Estimativas para o gradiente de soluções da equação do calor
	Integrais
	Aplicação: funções exaustão

	O princípio da boa sombra
	Variedades uniformly bumpable

	Referências bibliográficas
	Índice Remissivo


