
O Prinćıpio do Máximo de Omori-Yau e

Generalizações

Felipe de Aguilar Franco

Orientador: Prof. Dr. Luiz Roberto Hartmann Junior

9 de junho de 2014



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ficha catalográfica elaborada pelo DePT da 
Biblioteca Comunitária da UFSCar 

 
 
 
F825pm 

 
Franco, Felipe de Aguilar. 
    O princípio do máximo de Omori-Yau e generalizações / 
Felipe de Aguilar Franco. -- São Carlos : UFSCar, 2014. 
    122 p. 
 
    Dissertação (Mestrado) -- Universidade Federal de São 
Carlos, 2014.  
  
    1. Geometria diferencial. 2. Heat Kernel. 3. Princípio do 
Máximo de Omori-Yau. 4. Boa Sombra. 5. Funções 
exaustão.  I. Título. 
 
 
                                                      CDD: 516.36 (20a) 
 

 







Resumo

Neste trabalho, procuramos estabelecer um primeiro contato com a Análise Geométrica,

tendo como objetivo a compreensão do Prinćıpio da Boa Sombra de Fontenele e Xavier ([FX11]),

que é uma generalização do Prinćıpio de Omori-Yau.

Apresentaremos resultados básicos necessários para sua compreensão, além de estender o

estudo para outros tópicos da Análise Geométrica, como núcleo do calor, funções exaustão e

estimativas do gradiente de funções harmônicas e de subsoluções da equação do calor.

Uma vez compreendido o Prinćıpio da Boa Sombra, visamos estendê-lo provando que a

classe de variedades introduzida por Azagra e Fry em [AF10] (second order uniformly bumpable

manifolds) também satisfaz este prinćıpio.
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Abstract

In this work we seek to establish a first contact with Geometric Analysis, aiming the unders-

tanding of the Good Shadow Principle of Fontenele and Xavier ([FX11]), which is a generalization

of the Omori-Yau Principle.

We will expose the basic results that are needed for their comprehension, and extend the

study to other topics of Geometric Analysis, as the heat kernel, the existence of exhaustion

functions and estimates to the gradient of harmonic functions and subsolutions of the heat

equation.

Once understood the Good Shadow Principle, we intend to extend it by proving that the class

of the second order uniformly bumpable manifolds, introduced by Azagra and Fry in [AF10],

also satisfies this principle.
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I Pré-requisitos de geometria riemanniana 3

1 Métrica riemanniana 4

1.1 Definição . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.2 Medida riemanniana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Conexões 12

2.1 Definição de conexão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Conexões lineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 Derivadas covariantes de campos tensoriais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.4 Campos vetoriais e derivadas covariantes sobre curvas . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.5 Geodésicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.6 Transporte paralelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3 Geodésicas riemannianas e a aplicação exponencial 23

3.1 Conexões riemannianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.2 A aplicação exponencial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.3 Coordenadas normais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4 Geodésicas e distância 31
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Introdução

Sabemos que se M é uma variedade riemanniana e f : M → R é uma função de classe C2 e

p ∈M é um ponto de mı́nimo para f , então

|∇f(p)| = 0 e Hess f(p)(X, X) ≥ 0,

para qualquer vetor X tangente a p (os resultados que enunciaremos também tem versões

análogas no caso em que p é um ponto de máximo). Este resultado é conhecido como Prinćıpio

do Mı́nimo (Máximo).

Para o caso em que f não assume mı́nimo mas é limitada inferiormente, Omori provou em

1967 (veja [Omo67]) que se a curvatura seccional de M é limitada inferiormente, então existe

uma sequência (pn) em M satisfazendo

f(pn)→ inf
M
f, |∇f(pn)| → 0, lim inf

n→∞
Hess f(pn) ≥ 0.

Em 1975, Yau obteve um resultado semelhante para outra classe de variedades (veja [Yau75]).

Ele mostrou que se a curvatura de Ricci de M é limitada inferiormente, então existe uma

sequência (pn) satisfazendo

f(pn)→ inf
M
f, |∇f(pn)| → 0, lim inf

n→∞
∆f(pn) ≥ 0.

Estes dois resultados são conhecidos como Prinćıpio do Mı́nimo (Máximo) de Omori-Yau, ou

simplesmente Prićıpio de Omori-Yau.

Usando os Teoremas de Comparação (veja o Caṕıtulo 8), Fontenele e Xavier obtiveram em

2011 um refinamento para o Prinćıpio de Omori-Yau: o Prinćıpio da Boa Sombra. Este resultado

nos garante que se M tem curvatura de Ricci (resp. seccional) limitada inferiormente, então

para qualquer sequência minimizante (pn) para f , existe uma sequência (qn), que dizemos ser

uma boa sombra de (pn), que satisfaz

d(pn, qn)→ 0, f(qn)→ inf
M
f, |∇f(qn)| → 0

e

lim inf
n→∞

∆f(qn) ≥ 0
(

resp. lim inf
n→∞

Hess f(qn) ≥ 0
)
.
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INTRODUÇÃO 2

No Caṕıtulo 11 apresentamos uma versão do Prinćıpio da Boa Sombra para uma classe diferente

de variedades riemannianas: variedades que admitem bump functions, “espalhadas” uniforme-

mente em M , com suas derivadas de primeira e segunda ordem limitadas (veja a definição na

Página 114). Essa classe de variedades foi introduzida por Azagra e Fry em [AF10] que a deno-

minaram second order uniformly bumpable. Temos assim, que essa classe de variedades também

satisfaz o Prinćıpio de Omori-Yau.

Observamos que, a priori, não é posśıvel dizer se o resultado obtido no Caṕıtulo 11 generaliza

ou não o Prinćıpio da Boa Sombra de Fontenele e Xavier, uma vez que não se sabe precisamente

quais caracteristicas geométricas determinam a famı́lia das variedades second order uniformly

bumpable. O Caṕıtulo 11 é encerrado com uma conjectura que propõe uma solução parcial para

esta questão.

A organização do texto se encontra da seguinte forma: na Parte I, apresentamos o básico

da teoria da Geometria Riemanniana que será necessária para a compreensão dos resultados

enunciados na Parte II.

Na Parte II, Caṕıtulo 8, no intuito de fornecer um primeiro contato com a Análise Geométrica,

são apresentados os Teoremas de Comparação da Hessiana e do Laplaciano (estes resultados são

utilizados na demonstração do Prinćıpio da Boa Sombra em [FX11]). Ainda com o mesmo

objetivo, apresentamos estimativas para o gradiente de funções harmônicas.

No Caṕıtulo 9, exibimos uma construção do núcleo do calor de variedades fechadas, utilizando

o método da parametriz.

Usando resultados apresentados nos Caṕıtulos 8 e 9, no Caṕıtulo 10 estudamos subsoluções da

equação do calor afim de compreender a demonstração do Teorema 10.14 (provado em [Tam10]);

é com base neste teorema que formulamos a conjectura enunciada acima.

Finalmente, no Caṕıtulo 11, discutiremos o Prinćıpio da Boa Sombra.



Parte I

Pré-requisitos de geometria

riemanniana
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Caṕıtulo 1

Métrica riemanniana

Neste caṕıtulo introduziremos o conceito de métrica riemanniana e medida riemanniana.

Assumimos o conhecimento prévio de variedades suaves, que pode ser encontrado, por exemplo,

em [Lee13] e [Spi79].

1.1 Definição

Seja M uma variedade suave. Uma métrica riemanniana em M é um campo tensorial do

tipo
(

2
0

)
que é simétrico (i.e., g(X, Y ) = g(Y, X) e positivo definido (g(X, X) > 0 se X 6= 0).

Então uma métrica riemanniana determina um produto interno em cada espaço tangente

TpM , escrito como

〈X, Y 〉 = gp(X, Y ), (1.1)

para X, Y ∈ TpM . Uma variedade suave munida de uma métrica riemanniana é chamada

de variedade riemanniana. Podemos também escrever que o par (M, g) é uma variedade

riemannina.

Como temos agora um produto interno em cada espaço tangente TpM , podemos definir a

norma de um vetor X ∈ TpM por |X| = 〈X, X〉1/2. Dois vetores X, Y ∈ TpM são ortogonais

se 〈X, Y 〉 = 0. Mais ainda, dizemos que vetores E1, . . . , Ek ∈ TpM são ortonormais se

〈Ei, Ej〉 = δij .

Seja (E1, . . . , En) um referencial local em M , ou seja, cada Ei é um campo vetorial num

aberto de M e para cada p neste aberto, (E1|p, . . . , Ek|p) é uma base para TpM . Então, se

consideramos o seu correferencial dual (ϕ1, . . . , ϕn), podemos escrever a métrica riemanniana

localmente como

g = gijϕ
i ⊗ ϕj , (1.2)

onde gij é dada por gij = 〈Ei, Ej〉. Em particular, se consideramos o referencial (∂1, . . . , ∂n)

4



CAPÍTULO 1. MÉTRICA RIEMANNIANA 5

dado pelas coordenadas, temos

g = gijdx
i ⊗ dxj

=
1

2

(
gijdx

i ⊗ dxj + gijdx
i ⊗ dxj

)
=

1

2

(
gijdx

i ⊗ dxj + gjidx
j ⊗ dxi

)
=

1

2

(
gijdx

i ⊗ dxj + gijdx
j ⊗ dxi

)
= gijdx

idxj ,

(1.3)

sendo que, na última igualdade, estamos usando a identidade ωη = 1
2ω⊗ η (produto simétrico).

Em Rn definimos a métrica euclidiana g (com relação às coordenadas naturais) por

g = δijdx
i ⊗ dxj . (1.4)

Usando a notação ω2 = ωω para o produto simétrico, temos

g =
n∑
i=1

(
dxi
)2
. (1.5)

Assim, dados vetores v, w ∈ Rn, temos

gp (v, w) = δijv
iwj =

n∑
i=1

viwi = v · w. (1.6)

Consideremos agora uma variedade riemanniana (M, g). Já sabemos que, para cada ponto

p ∈M , gp é um produto interno positivo-definido. Definimos então

ĝp : TpM → T ∗pM = (TpM)∗ (1.7)

por

ĝp(X)(Y ) = gp(X, Y ) = 〈X, Y 〉 . (1.8)

Note que dados λ ∈ R e X1, X2, Y ∈ TpM , temos

ĝp (λX1 +X2) (Y ) = 〈λX1 +X2, Y 〉

= λ 〈X1, Y 〉+ 〈X2, Y 〉

= λĝp(X1)(Y ) + ĝp(X2)(Y )

= (λĝp(X1) + ĝp(X2)) (Y ).

(1.9)

Logo, ĝp é linear. Além disso,

ĝp(X) = 0 =⇒ ĝp(X)(X) = 0 =⇒ 〈X, X〉 = 0 =⇒ X = 0, (1.10)
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e assim ĝp é injetora. Como dimTpM = dimT ∗pM , temos que ĝp é um isomorfismo linear.

Portanto, por meio da métrica gp, podemos identificar o espaço tangente TpM e o espaço co-

tangente T ∗pM . Estendemos este fato identificando o espaço dos campos vetoriais suaves em M ,

que denotaremos por T(M), e o espaço das 1-formas, que denotaremos por T1(M). Deste modo,

X ∈ T(M) é identificado com ω ∈ T1(M) se, e somente se,

〈X, Y 〉 = ω(Y ), ∀ Y ∈ T(M). (1.11)

Nesse caso, denotamos X[ = ω e ω] = X. Observe, por exemplo, que o campo local (dxi)] é

dado por (dxi)] = gij∂j . De fato, o campo (dxi)] é o único que satisfaz〈
(dxi)], Y k∂k

〉
= dxi(Y k∂k) = Y i, (1.12)

para qualquer campo local Y k∂k. Mas,〈
gij∂j , Y

k∂k

〉
= gijgjkY

k = δikY
k = Y i. (1.13)

Portanto, (dxi)] = gij∂j . Deste modo, dada uma 1-forma ω, temos que ω] tem coordenadas

ωi = gijωj . (1.14)

Definição. O gradiente de uma função f ∈ C∞(M) é o campo vetorial grad f = df ].

Ou seja, grad f é o único campo vetorial tal que

df(Y ) = 〈grad f, Y 〉 , ∀ Y ∈ T(M). (1.15)

Pela observação feita acima, temos que o gradiente é escrito em coordenadas locais como

grad f = gij∂if∂j . (1.16)

Usaremos a notação grad f = ∇f .

1.2 Medida riemanniana

Seja M uma variedade suave de dimensão n. Seja B(M) a menor σ-álgebra que contém

todos os subconjuntos aberto de M . Os elementos de B(M) são chamados de conjuntos de

Borel ou borelianos.

Definição. Dizemos que um conjunto E ⊂M é mensurável se, para cada carta (U, ϕ) em M ,

o conjunto ϕ(U ∩ E) ⊂ Rn é Lebesgue mensurável.

Proposição 1.1. A famı́lia de todos os conjuntos mensuráveis em M é uma σ-álgebra, que

denotaremos por Λ(M).
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Demonstração. Como todos os abertos de Rn são Lebesgue mensuráveis, dada uma carta (U, ϕ),

ϕ(U ∩∅) = ∅ e ϕ(U ∩M) também é um aberto de Rn, portanto ∅, M ∈ Λ(M).

Seja {Ei}i∈N ⊂ Λ(M) e seja (U, ϕ) uma carta em M . Então,

ϕ (U ∩ (∪Ei)) = ϕ (∪ (Ei ∩ U)) = ∪ϕ (Ei ∩ U) , (1.17)

que é Lebesgue mensurável em Rn. Agora, se E ∈ Λ(M), então

ϕ ((M r E) ∩ U) = (Rn r ϕ (E ∩ U)) ∩ ϕ(U), (1.18)

que é Lebesgue mensurável.

Observação. Como todo aberto de M é mensurável, temos que B(M) ⊂ Λ(M).

Seja (U, ϕ) uma carta em M e consideremos a σ-álgebra formada pelos subconjuntos E ⊂ U
que são mensuráveis, ou seja, E ∈ Λ(M). Denotaremos esta σ-álgebra por Λ(U). A partir da

medida de Lebesgue λ̃ em Rn, podemos definir uma medida λ em U da seguinte forma: dado

E ∈ Λ(U), definimos

λ(E) := λ̃ (ϕ(E)) . (1.19)

A medida λ será chamada medida de Lebesgue em U .

Teorema 1.2. Seja (M, g) uma n-variedade riemanniana. Existe uma única medida ν em

Λ(M) tal que, um qualquer carta U ,

dν =
√

det g dλ, (1.20)

onde g = (gij) é a matriz da métrica g em U , e λ é a medida de Lebesgue em U .

Além disso, a medida ν é completa, ν(K) < ∞ para qualquer compacto K ⊂ M , ν(Ω) > 0

para qualquer aberto não vazio Ω ⊂M , e ν é regular no seguinte sentido: para qualquer conjunto

A ⊂ Λ(M),

ν(A) = sup {ν(K) : K ⊂ A, K compacto} (1.21)

e

ν(A) = inf {ν(Ω) : A ⊂ Ω, Ω aberto} . (1.22)

Lema 1.3. Sejam
(
U,
(
xi
))

e
(
V,
(
yj
))

dois sistemas de coordenadas em M . Denotemos por gx

e gy as matrizes de g com relação às coordenadas
(
U,
(
xi
))

e
(
V,
(
yj
))

, respectivamente. Seja

J =
(
Jki
)
i, k=1,...,n

a matriz jacobiana da mudança de variáveis y = y(x) definida em U ∩ V por

Jki =
∂yk

∂xi
, (1.23)

sendo k o ı́ndice das linhas e i o ı́ndice das colunas. Então, temos a seguinte identidade em
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U ∩ V :

gx = J>gyJ, (1.24)

onde J> é a matriz transposta da jacobiana.

Demonstração. Pela regra da cadeia:

∂

∂xi
=
∂yk

∂xi
∂

∂yk
= Jki

∂

∂yk
. (1.25)

Logo,

gxij =

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
= Jki J

`
j

〈
∂

∂yk
,
∂

∂y`

〉
= Jki g

y
k`J

`
j

=
(
J>gyJ

)
ij
.

(1.26)

Demonstração do Teorema. Note que (1.20) é válida para toda carta U em M se, e somente se,

ν(A) =

∫
A

√
det g dλ, ∀ A ⊂ U, mensurável. (1.27)

Sabemos que (veja [Fol99]), como
√

det g é uma função cont́ınua e positiva, a identidade (1.27)

define uma medida ν na σ-álgebra Λ(U) dos conjuntos mensuráveis em U . Mostraremos que a

medida ν definida em cada carta, pode ser unicamente extendida a Λ(M).

Afirmação 1.4. Se U e V são cartas em M e A é um conjunto mensurável em U ∩ V , então

ν(A) definida por (1.27) tem o mesmo valor em ambas as cartas.

Demonstração da Afirmação. Sejam
(
xi
)

e
(
yj
)

sistemas de coordenadas em U e V , respectiva-

mente. Denotemos por gx e gy as matrizes de g nas coordenadas
(
xi
)

e
(
yj
)
, respectivamente.

Seja A ⊂W := U ∩ V um conjunto mensurável. Por (1.24), temos

det gx = (det J)2 det gy. (1.28)

Pelo Teorema de Mudança de Variáveis, se f é uma função mensurável não-negativa em W ,

então ∫
W
f dy =

∫
W
f |det J | dx, (1.29)

onde dx e dy são as medidas de Lebesgue em U e V , respectivamente. Aplicando isto para a

função não-negativa f := ξA
√

det gy (onde ξA é a função caracteŕısta de A) e usando (1.28),
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obtemos ∫
A

√
det gy dy =

∫
A

√
det gy |det J | dx =

∫
A

√
det gx dx, (1.30)

o que demonstra a afirmação.

Provemos agora a unicidade da medida ν. Lembremos que toda variedade suave admite uma

cobertura {Ui}i∈N por cartas relativamente compactas tais que cada compacto U i está contido

em uma carta. Tomemos tal cobertura para M .

Dado um conjunto mensurável A de M , definimos uma sequência de conjuntos Ai ⊂ Ui, por

A1 = A ∩ U1, A2 = A ∩ U2 r U1, . . . , Ai = A ∩ Ui r U1 r · · ·r Ui−1, . . . (1.31)

Deste modo, A é a união disjunta dos conjuntos Ai. Logo, para qualquer extensão de ν, devemos

ter

ν(A) =
∑
i

ν (Ai) . (1.32)

No entanto, o valor ν (Ai) é unicamente determinado, visto que Ai está contido na carta Ui.

Portanto, ν(A) está unicamente definido.

Para provar a existência de ν, usamos a mesma construção. Dado um conjunto mensurável

A, quebramos A como união enumerável de conjuntos Ai, como feito anteriormente, de modo que

cada Ai esteja contido em uma carta, e definimos ν(A) usando (1.20) e (1.32). Mostremos que,

definida assim, ν é uma medida, ou seja, ν é σ-aditiva. Seja
{
Ak
}

uma sequência de conjuntos

mensuráveis em M e seja

A =
∐
k

Ak, (1.33)

onde
∐

denota que a união é disjunta. Definindo os conjunto Aki como em (1.31), obtemos

Ai =
∐
k

Aki . (1.34)

Como ν é σ-aditiva em cada carta Ui, temos

ν(Ai) =
∑
k

ν
(
Aki

)
. (1.35)

Somando em i, obtemos

ν(A) =
∑
i

ν (Ai) =
∑
i

∑
k

ν
(
Aki

)
=
∑
k

∑
i

ν
(
Aki

)
=
∑
k

ν
(
Ak
)
, (1.36)

o que demonstra a existência de ν.

Mostremos que a medida ν é completa, i.e., mostremos que todo conjunto N contido num

conjunto de medida nula A é mensurável. Para isso, definimos Ni e Ai como em (1.31); clara-
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mente, teremos Ni ⊂ Ai. Como ν(Ai) = 0, usando (1.27) em Ui e o fato de
√

det g > 0, temos

que λ(Ai) = 0. Então, como a medida de Lebesgue é completa, conclúımos que Ni é mensurável

e, assim, N é mensurável.

Dado um conjunto compacto K ⊂ M , podemos cobri-lo por um número finito de cartas Ui

e então K é união finita de conjuntos Ki = K ∩Ui. Usando (1.27) nas cartas que contém U i e o

fato da função
√

det g ser limitada em U i, temos que ν(Ki) <∞ e conclúımos que ν(K) <∞.

Dado um conjunto aberto Ω ⊂M , temos que Ω contém uma carta U . Usado (1.27), obtemos

ν(Ω) ≥ ν(U) =

∫
U

√
det g dλ > 0, (1.37)

visto que
√

det g > 0.

Mostremos agora que ν é regular, ou seja, satisfaz (1.21) e (1.22). Seja A um subconjunto

relativamente compacto e mensurável de M . Então, existe uma famı́lia finita de cartas {Ui}mi=1

que cobre A. Podemos assumir que cada conjunto U i é compacto e está contido em uma carta Vi.

Pela regularidade da medida de Lebesgue (em cada carta), cada conjunto A = A ∩ Ui pode ser

aproximado por um conjunto compacto Ki ⊂ Ai tal que λ (Ai rKi) < εi onde λi é a medida de

Lebesgue na carta Vi e εi > 0 é um número real dado. Sejam Ci = supUi
√

det g, K =
⋃m
i=1Ki;

observemos que

ν (ArK) ≤
m∑
i=1

ν (Ai rKi) ≤
m∑
i=1

Ciεi. (1.38)

Como cada εi pode ser tomado arbitrariamente pequeno, o lado direito da expressão acima

pode ser tomado arbitrariamente pequeno, o que prova (1.21) no caso em que A é relativamente

compacto. Agora, se A é um subconjunto mensurável qualquer de M , então tomemos uma

exaustão por compactos {Ωk} de M e apliquemos o argumento anterior para Ak = A∩Ωk. Seja

Kk um subconjunto compacto de Ak tal que ν (Ak rKk) ≤ εk, onde (εk) é uma sequência tal

que εk → 0 quando k →∞. Então temos

lim
k→∞

ν (Kk) = lim
k→∞

ν (Ak) = ν(A), (1.39)

o que prova (1.21).

Finalmente, provemos que ν satisfaz (1.22). Seja {Ui} uma famı́lia enumerável de cartas que

cobrem M tal que cada U i está contida em uma carta Vi, e tal que cada V i está por sua vez

contida em outra carta. Pela regularidade da medida de Lebesgue, o conjunto Ai = A∩Ui pode

ser aproximado por um conjunto aberto Ωi ⊃ Ai de modo que Ωi ⊂ Vi e λi (Ω rAi) < εi, onde

λi é a medida de Lebesgue em Vi e εi > 0 é um número dado. Tomando Ci = supVi
√

det g e
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Ω =
⋃

Ωi, obtemos como anteriormente

ν (Ω rA) ≤
∞∑
i=1

Ciεi. (1.40)

Como o lado direito pode ser tomado arbitrariamente pequeno pela escolha dos εi, obtemos

(1.22), o que encerra a demonstração do teorema.

Proposição 1.5. Se f : M → R é uma função cont́ınua e∫
M
fϕ dν = 0, (1.41)

para toda função ϕ ∈ C∞0 (M), então f ≡ 0.

Demonstração. Suponhamos que f(x0) 6= 0 para algum x0 ∈ M , digamos f(x0) > 0. Então,

pela continuidade, f é positiva em uma vizinhança Ω de x0. Seja ϕ uma bump function em M

tal que ϕ ≡ 1 em uma vizinhança de x0 e suppϕ ⊂ Ω. Como ν(U) > 0, segue que∫
M
fϕ dν =

∫
Ω
fϕ dν ≥

∫
U
f dν > 0, (1.42)

o que contradiz a hipótese.



Caṕıtulo 2

Conexões

Neste caṕıtulo, introduziremos o conceito de conexão em uma variedade suave, que pode ser

entendida como uma derivada de campos vetoriais e é independente de coordenadas.

Começaremos definindo o que é uma conexão (ou derivada covariante) em uma variedade

suave M (não necessariamente munida de uma métrica riemaniana) associada a um fibrado

vetorial E de M . Depois disso, focaremos nosso estudo no caso que nos interessa: o caso em

o fibrado E é simplesmente o fibrado tangente TM . Neste caso, a conexão será chamada de

conexão linear — que é a derivada de um campo vetorial na direção de outro. Veremos que

cada conexão linear em M é definida pelos śımbolos de Christoffel Γkij . Nesse caso a conexão

linear não é única, como veremos na Proposição 2.6.

Feito isso, restringiremos as conexões lineares à campos vetoriais sobre curvas suaves, o que

nos permitirá definir a aceleração de uma curva em M e definir curvas especiais, as geodésicas,

que são curvas onde a aceleração é zero. Tais curvas generalizam o conceito de retas (em um

espaço euclidiano, uma curva é uma reta se, e somente se, sua aceleração é zero). Nesse sentido,

temos também que as geodésicas são as curvas que minimizam — para pontos próximos — a

distância.

2.1 Definição de conexão

Lembremos que um fibrado vetorial (de dimensão k) sobre M é uma variedade suave

E juntamente com uma função suave e sobrejetora π : E → M satisfazendo: cada fibra Ep =

π−1({p}) é um espaço vetorial real de dimensão k, e E é localmente trivilizável, i.e., cada ponto

p ∈M tem uma vizinhança U em M de modo que, nesta vizinhança, E é difeomorfo a U ×Rk.
Uma seção do fibrado E é uma função suave ϕ : M → E tal que π ◦ ϕ = idM , ou seja, ϕ leva

cada ponto p na sua fibra Ep. Denotemos por E(M) o conjunto de todas as seções de E. Uma

conexão é uma função

∇ : T(M)× E(M)→ E(M),

cujo valor em (X, Y ) será denotado por ∇XY , que satisfaz as seguintes propriedades:

12
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C1. ∇XY é linear sobre C∞(M) em X, i.e.,

∇fX1+X2Y = f∇X1Y +∇X2Y, ∀ f, g ∈ C∞(M).

C2. ∇XY é linear sobre R em Y :

∇X(aY1 + bY2) = a∇XY1 + b∇XY2, ∀ a, b ∈ R.

C3. Para qualquer f ∈ C∞(M), vale a regra do produto:

∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y, ∀ f ∈ C∞(M).

Chamamos ∇XY de derivada covariante de Y na direção de X.

Proposição 2.1. Seja ∇ uma conexão em um fibrado π : E →M . Se X ∈ T(M), Y ∈ E(M) e

p ∈M , então ∇XY |p depende apenas dos valores de X e Y em uma vizinhança de p. Ou seja,

se X = X̃ e Y = Ỹ em alguma vizinhança de p, então ∇XY |p = ∇
X̃
Ỹ |p.

Demonstração. Consideremos primeiramente Y . Trocando Y por Y − Ỹ , temos que é suficiente

provar que se Y zera em uma vizinhança U de p, então ∇XY |p = 0.

Suponhamos então que Y zera em uma vizinhança U de p. Tomemos uma bump function

ϕ ∈ C∞(M) com suporte em U e tal que ϕ(p) = 1. Temos então que ϕY ≡ 0 em M . Logo,

∇X(ϕY ) = ∇X(0 · ϕY ) = 0∇X(ϕY ) = 0. (2.1)

Assim, dado X ∈ T(M), a regra do produto nos dá

0 = ∇X(ϕY ) = (Xϕ)Y + ϕ(∇XY ). (2.2)

Mas (Xϕ)Y ≡ 0 em M , pois

[(Xϕ)Y ]p = (Xϕ)(p)Y |p = Xp(ϕ)Y |p =

{
0 em U (pois Y ≡ 0 em U)

0 fora de U (pois suppϕ ⊂ U)
. (2.3)

Agora mostraremos o mesmo para X. Suponhamos que X zera em uma vizinhança U de p.

Seja ϕ uma bump function com suporte em U e tal que ϕ(p) = 1. Assim, ϕX ≡ 0 em M e então

∇ϕXY = ∇0·ϕXY = 0 · ∇φXY = 0. (2.4)

Portanto,

0 = ∇ϕXY = ϕ∇XY =⇒ ϕ(p)∇XY |p = 0 =⇒ ∇XY |p = 0, (2.5)

o que encerra a demonstração.
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Proposição 2.2. Com a notação da Proposição 2.1, ∇XY |p depende apenas dos valores de Y

em uma vizinhança de p e do valor de X em p.

Demonstração. Pela linearidade, é suficiente provar que ∇XY |p = 0 se Xp = 0. Tomemos uma

carta (U, (xi)) em torno de p e escrevemos X = Xi∂i em U com Xi(p) = 0. Então, para

qualquer Y ∈ E(M), temos

∇XY |p = ∇Xi∂iY |p = Xi(p)∇∂iY |p = 0,

sendo que a primeira igualdade acima é válida pois, pela Proposição 2.1, o valor de ∇XY |p só

depende do seu valor em U .

Por conta da Proposição 2.2, podemos definir a seguinte notação: ∇XpY := ∇XY |p. Pode-

mos pensar ∇XY |p como sendo a derivada direcional de Y em p na direção de Xp.

Proposição 2.3. O vetor ∇XpY depende apenas do valor de Y sobre qualquer curva tangente

a Xp. Ou seja, dada uma curva γ : (−ε, ε)→M satisfazendo γ(0) = p e γ̇(0) = Xp, se Y e Ỹ

são campos vetoriais que coincidem sobre γ, então ∇XpY = ∇Xp Ỹ .

2.2 Conexões lineares

Nesta seção consideraremos o caso particular em que as seções então definidas sobre o fibrado

tangente TM . Uma conexão linear é uma conexão em TM , i.e., uma função

∇ : T(M)× T(M)→ T(M)

satisfazendo as propriedades C1-C3.

Seja (Ei) um referencial local para TM em um aberto U ⊂M . Sendo assim, para quaisquer

ı́ndices i e j podemos escrever

∇EiEj = ΓkijEk, (2.6)

o que define n3 funções Γkij em U , chamadas śımbolos de Christoffel de ∇ com respeito

ao referencial dado. A proposição que segue nos mostra que a ação da conexão ∇ em U é

completamente determinada pelo seus śımbolos de Christoffel.

Proposição 2.4. Seja ∇ uma conexão linear e sejam X, Y ∈ T(M) escritos com relação a um

referencial local como X = XiEi e Y = Y jEj. Então,

∇XY = (XY k +XiY jΓkij)Ek. (2.7)

Demonstração. Basta fazermos a conta, usando os aximos C1 e C3:
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∇XY = ∇X(Y jEj)

= (XY j)Ej + Y j∇XiEiEj

= (XY j)Ej +XiY j∇EiEj
= XY jEj +XiY jΓkijEk,

(2.8)

e o resultado segue reindexando a soma.

Exemplo 2.5. Em Rn, definimos a conexão euclidiana por

∇X(Y j∂j) := (XY j)∂j . (2.9)

Ou seja, ∇XY é o campo vetorial cujas componentes são as derivadas direcionais das compo-

nentes de Y na direção de X.

De fato, ∇ é uma conexão linear, pois satisfaz os aximas C1, C2 e C3 que definem uma

conexão:

C1. Para quaisquer X1, X2 ∈ T(Rn) e qualquer f ∈ C∞Rn,

∇fX1+X2(Y j∂j) = ((fX1 +X2)Y j)∂j

= ((fX1)Y j)∂j + (X2Y
j)∂j

= f∇X1(Y j∂j) +∇X2(Y j∂j).

(2.10)

C2. Para quaisquer campos Y1 = Y j
1 ∂j e Y2 = Y j

2 ∂j em T(Rn) e qualquer a ∈ R,

∇X(aY j
1 ∂j + Y j

2 ∂j) = ∇X((aY j
1 + Y j

2 )∂j)

= (X(aY j
1 + Y j

2 ))∂j

= a((XY j
1 )∂j) + (XY j

2 )∂j

= a∇X(Y j
1 ∂j) +∇X(Y j

2 ∂j).

(2.11)

C3. Para qualquer f ∈ C∞(Rn),

∇X(f(Y j∂j)) = ∇X((fY j)∂j)

= (X(fY j))∂j

= ((fX)Y j + (Y jX)f)∂j

= ((fX)Y j)∂j + ((Y jX)f)∂j

= ∇fX(Y j∂j) + (Xf)Y j∂j

= f∇X(Y j∂j) + (Xf)Y j∂j .

(2.12)
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Além disso, os śımbolos de Christoffel nas coordenadas usuais são todos zero, visto que

∇∂i∂j = (∂i(1))∂j = 0, (2.13)

onde 1 ∈ C∞(Rn) está denotando a função constante igual a 1.

Proposição 2.6. Suponhamos que M é uma variedade que pode ser parametrizada por uma

única carta. Então existe uma correspondência biuńıvoca entre as conexões lineares em M e as

escolhas de n3 funções suaves {Γkij} em M , pela regra

∇XY = (Xi∂iY
k +XiY jΓkij)∂k. (2.14)

Demonstração. Observemos que (2.14) é a equação (2.7) no caso em que Ei = ∂i é o referencial

coordenada. Então, para cada conexão, as funções {Γkij} definidas em (2.6) satisfazem (2.14).

Por outro lado, dadas n3 funções suaves {Γkij}, definimos ∇ : T(M) × T(M) → T(M) pela

expressão (2.14). Notemos que se X e Y são suaves, então o lado direito de (2.14) é suave e

assim ∇XY ∈ T(M). Além disso, é fácil verificar que tal função é linear sobre C∞(M) em X e

linear sobre R em Y . Resta mostrar que satisfaz a regra do produto C3:

∇X(fY ) = ((Xi∂i)fY
k +XifY jΓkij)∂k

= (f((Xi∂i)Y
k) + Y k((Xi∂i)f) + fXiY jΓkij)∂k

= f((Xi∂i)Y
k +XiY jΓkij)∂k + ((Y k(Xi∂i))f)∂k

= f∇XY + (Xf)Y.

(2.15)

Portanto, ∇ é uma conexão.

Proposição 2.7. Toda variedade riemanniana admite uma conexão linear.

Demonstração. Tomemos uma cobertura {Uα} de M por domı́nios de cartas. Pela Proposição

2.6, temos que existe uma conexão ∇α em cada Uα.

Tomemos uma partição da unidade {ϕα} subordinada a {Uα}. Definimos

∇XY =
∑
α

ϕα∇αXY. (2.16)

Claramente, tal função é suave, linear sobre R em Y e linear sobre C∞(M) em X. Além disso,

∇X(fY ) =
∑
α

ϕα∇αX(fY )

=
∑
α

ϕα ((Xf)Y + f∇αXY )

= (Xf)Y + f
∑
α

ϕα∇αXY

= (Xf)Y + f∇XY,

(2.17)
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e portanto satisfaz a regra do produto C3.

2.3 Derivadas covariantes de campos tensoriais

Na seção anterior, vimos que através da conexão linear, podemos calcular a derivada co-

variante de campos vetoriais. Veremos agora que cada conexão linear em M induz conexões

em todos os fibrados tensoriais sobre M , e podemos então calcular a derivada covariante de

quaisquer campos tensoriais.

Teorema 2.8. Seja ∇ uma conexão linear em M . Existe uma única conexão linear em cada

fibrado tensorial T kl M , também denotada por ∇, satisfazendo as seguintes condições:

(a) Em TM , ∇ coincide com a conexão já definida.

(b) Em T 0M , ∇ é a derivada usual de funções:

∇Xf = Xf. (2.18)

(c) ∇ satisfaz a seguinte regra do produto:

∇X(F ⊗G) = (∇XF )⊗G+ F ⊗ (∇XG) . (2.19)

(d) Se “tr” denota o traço em qualquer par de ı́ndices, então

∇X (trY ) = tr (∇XY ) . (2.20)

Além disso, esta conexão satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Dado um campo covetorial ω e um campo vetorial Y , temos

∇X 〈ω, Y 〉 = 〈∇Xω, Y 〉+ 〈ω, ∇XY 〉 . (2.21)

(ii) Dados F ∈ Tk` (M), campos vetoriais Yi e 1-formas wj, temos

(∇XF )
(
ω1, . . . , ω`, Y1, . . . , Yk

)
= X

(
F
(
ω1, . . . , ω`, Y1, . . . , Yk

))
−
∑̀
j=1

F
(
ω1, . . . , ∇Xωj , . . . , ω`, Y1, . . . , Yk

)

−
k∑
i=1

F
(
ω1, . . . , ω`, Y1, . . . , ∇XYi, . . . , Yk

)
.

(2.22)
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Proposição 2.9. Se ∇ é uma conexão linear em M e F ∈ Tk` (M), a função

∇F : T1(M)× · · · × T1(M)× T(M)× · · · × T(M)→ C∞(M) (2.23)

dada por

∇F
(
ω1, . . . , ω`, Y1, . . . , Yk

)
= ∇XF

(
ω1, . . . , ω`, Y1, . . . , Yk

)
, (2.24)

define um campo
(
k+1
`

)
-tensorial.

O campo tensorial ∇F é chamado de derivada covariante total de F . Notemos que se

u ∈ C∞(M), então ∇u ∈ T1(M) é a 1-forma du, pois

〈∇u, X〉 = ∇Xu = Xu = 〈du, X〉 . (2.25)

O 2-tensor ∇2u = ∇(∇u) é chamado de hessiana covariante de u, que denotaremos por

Hessu.

Proposição 2.10. Se u ∈ C∞(M) e X, Y ∈ T(M), então

Hessu(X, Y ) = Y (Xu)− (∇YX)u. (2.26)

2.4 Campos vetoriais e derivadas covariantes sobre curvas

Uma curva em uma variedade M é uma função suave γ : I ⊂ R→M , onde I é um intervalo.

Se I é fechado e limitado, dizemos que γ é um segmento de curva.

Dada uma curva γ : I → M , dado um instante t0 ∈ I, a velocidade de γ no intante t0 é o

vetor

γ̇(t0) = γ∗

(
d

dt

∣∣∣∣
t0

)
(2.27)

Como a velocidade de γ no instante t ∈ I é um vetor tangente a γ(t), podemos considerar sua

ação sobre funções f ∈ C∞(M), que é dada por

γ̇(t)f =
d

dt
(f ◦ γ)(t). (2.28)

Dadas coordenadas em M , se escrevermos γ localmente como γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)),

então

γ̇(t) = γ̇i(t)∂i, (2.29)

sendo que, como de costume, o ponto sempre denota a derivada usual com respeito a variável t.

Definição. Um campo vetorial sobre uma curva γ : I → M é uma função suave V : I →
TM tal que V (t) ∈ Tγ(t)M para todo t ∈ I. O conjunto de todos os campos suaves sobre uma

curva γ será denotado por T(γ).
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Temos como primeiro exemplo de campo vetorial sobre uma curva, o campo velocidade: dada

uma curva γ : I →M , definimos V : I → TM por

V (t) = γ̇(t) ∈ Tγ(t)M . (2.30)

Como V (t) = γ̇i(t)∂i, temos que V é suave e, portanto, V é um campo sobre a curva γ.

Exemplo 2.11. Seja γ uma curva em R2 e seja N(t) = Jγ̇(t), onde J é a rotação de π/2 no

sentido anti-horário. Em componentes, N(t) = (−γ̇2(t), γ̇1(t)); então N é suave e é um campo

sobre γ.

Exemplo 2.12. Seja γ : I → M uma curva e seja Ṽ ∈ T(M) um campo vetorial em M . Para

cada t ∈ I, definimos V (t) = Ṽγ(t). Claramente, V é um campo sobre γ.

Definição. Dizemos que um campo V sobre uma curva é estend́ıvel se existe um campo

vetorial Ṽ definido numa vizinhança da imagem de γ tal que V (t) = Ṽγ(t) para todo t ∈ I.

Notemos que nem todo campo sobre curvas é estend́ıvel. Por exemplo, se γ(t1) = γ(t2) mas

γ̇(t1) 6= γ̇(t2), então o campo t 7→ γ̇(t) não é estend́ıvel. A proposição que segue estende o

conceito de derivada covariante para campos sobre curvas.

Proposição 2.13. Seja ∇ é uma conexão linear em M . Para cada curva γ : I → M , ∇
determina um único operador

Dt : T(γ)→ T(γ)

que satisfaz as seguintes propriedades:

DC1. Linearidade sobre R:

Dt(aV + bW ) = aDtV + bDtW, ∀ a, b ∈ R. (2.31)

DC2. Regra do produto:

Dt(fV ) = fV + fDtV, ∀ f ∈ C∞(I). (2.32)

DC3. Se V é estend́ıvel, então para qualquer extensão Ṽ de V ,

DtV (t) = ∇γ̇(t)Ṽ . (2.33)

Para cada V ∈ T(γ), DtV é chamado de derivada covariante de V sobre γ.

Demonstração. (Unicidade) Suponhamos que Dt é um tal operador e seja t0 ∈ I. Usando

argumentos anteriores (vide Demonstração da Proposição 2.1), temos que DtV em t0 depende

apenas dos valores de V em qualquer intervalo (t0−ε, t0+ε) contendo t0. (Se I tem um extremo,

estendemos γ a um intervalo aberto um pouco maior, provamos a proposição para este caso, e

restringimos de volta a I).
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Tomamos coordenadas em uma vizinhança de γ(t0) e escrevemos localmente

V (t) = V j(t)∂j .

Então, pelas propriedades que definem Dt (e usando que o campo ∂j é estend́ıvel), temos

DtV (t0) = V̇ j(t0)∂j + V j∇γ̇(t0)∂j

=
(
V̇ k(t0) + V j(t0)γ̇i(t0)Γkij(γ(t0))

)
∂k.

(2.34)

Portanto, se tal operador existe, ele é único.

(Existência) Suponhamos que o conjunto γ(I) está contido em um única carta. Então pode-

mos definir DtV pela expressão (2.34); definido assim, este operador satisfaz DC1-DC3.

Para o caso geral, tomemos um cobertura de γ(I) por cartas. Podemos então definir DtV em

cada carta pela expressão (2.34). Pela unicidade, temos que estas várias definições coincidem

na interseção de quaiquer duas cartas.

2.5 Geodésicas

Seja M uma variedade com uma conexão linear ∇ e seja γ uma curva em M . A aceleração

de γ é o campo vetorial Dtγ̇ sobre γ. Uma curva γ é uma geodésica com respeito à ∇ se sua

aceleração é zero, i.e., Dtγ̇ ≡ 0.

Teorema 2.14. Seja M uma variedade e seja ∇ uma conexão em M . Para cada p ∈ M ,

cada V ∈ TpM e cada t0 ∈ R, existe um intervalo aberto I ⊂ R contendo t0 e uma geodésica

γ : I → M satisfazendo γ(t0) = p e γ̇(t0) = V . Quaisquer duas geodésicas coincidem na

interseção de seus domı́nios.

Segue do Teorema 2.14 que para cada p ∈M e cada V ∈ TpM , existe uma única geodésica

maximal (que não pode ser estendida a um intervalo maior) γ : I → M com γ(0) = p e

γ̇(0) = V , definida em algum intervalo aberto I ⊂ R. De fato, basta tomarmos I como sendo a

união de todos os intervalos abertos onde temos uma tal geodésica definida e observarmos que

todas elas coincidem na interseção dos seus domı́nios.

Tal geodésica maximal é chamada de geodésica com ponto inicial p e velociade inicial

V , e é denotada por γV .

Demonstração. Tomemos uma carta (U, (xi)) contendo p. Da equação (2.34), uma curva γ :

I → M é uma geodésica se, e somente se, suas componentes γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) satisfam

a equação

ẍk(t) + ẋi(t)ẋj(t)Γkij(x(t)) = 0 (2.35)

Escrevendo vi = ẋi, trasformamos a equação anterior no sistema de primeira ordem com o dobro
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de variáveis
ẋk(t) = vk(t)

v̇k(t) = −vi(t)vj(t)Γkij(x(t))

Pelo Teorema de Existência e Unicidade de EDOs de primeira ordem, para qualquer (p, V ) ∈ U×
Rn, existe ε > 0 e uma única solução η : (t0−ε, t0 +ε)→ U×Rn para esse sistema, satisfazendo

a condição inicial η(t0) = (p, V ). Escrevendo as componentes de η como η(t) = (xi(t), vi(t)),

temos que a curva γ(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) em U satisfaz a existência.

Provemos agora a unicidade. Suponhamos que γ, σ : I → M são geodésicas definidas em

um intervalo aberto com γ(t0) = η(t0) e γ̇(t0) = σ̇(t0). Pela parte de unicidade do teorema

de EDO mencionado, elas coincidem numa vizinhança de t0. Seja β o supremo dos números b

tais que γ e σ coincidem em [t0, b]. Se β ∈ I, então γ(β) = σ(β) e γ̇(β) = σ̇(β) e aplicando

a unicidade local em uma vizinhança de β, conclúımos que γ e σ coincidem num intervalo um

pouco maior, o que é uma contradição. Repetindo este argumento a esquerda de t0, conclúımos

a demonstração.

2.6 Transporte paralelo

Seja M uma variedade com uma conexão ∇. Um campo vetorial V sobre uma curva γ é

paralelo sobre γ com respeito a ∇ se DtV ≡ 0. Tomemos, e.g., como curva uma geodésica.

Então, o campo vetorial velocidade é paralelo sobre esta curva.

De modo geral, dizemos que campo vetorial V sobre M é paralelo se este é paralelo sobre

toda curva em M . Observe que, pela Proposição 2.2, temos que um campo vetorial V ∈ T(M)

é paralelo se, e somente se, ∇XV ≡ 0 para qualquer campo vetorial X em M .

Teorema 2.15 (Transporte paralelo). Dada uma curva γ : I → M , t0 ∈ I e V0 ∈ Tγ(t0)M ,

existe um único campo vetorial paralelo V sobre γ tal que V (t0) = V0.

O campo vetorial obtido é chamado de transporte paralelo de V0 sobre γ. Para provarmos

a existência e unicidade de traslação paralela, precisaremos do seguinte resultado sobre EDOs:

Teorema 2.16. Seja I ⊂ R um intervalo e, para 1 ≤ j, k ≤ n, sejam Akj : I → R funções

suaves. Então, o PVI {
V̇ (t) = Akj (t)V

j(t)

V k(t0) = Bk
(2.36)

tem uma única solução em todo I para todo t0 ∈ I e todo vetor inicial (B1, . . . , Bn).

Demonstração do teorema do transporte paralelo. Suponhamos que a imagem γ(I) está contida

em uma única carta. Então, usando a equação (2.34), temos que V é um campo paralelo sobre

γ se, e somente se,

V̇ k(t) = −V j(t)γ̇i(t)Γkij(γ(t)), ∀ k ∈ {1, . . . , n}. (2.37)
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Temos aqui um sistema linear de EDOs para (V 1(t), . . . , V n(t)). Assim, o Teorema 2.16 nos

garante a existência e unicidade de uma solução definida em todo I para qualquer condição

inicial V (t0) = V0.

Agora, suponhamos que o conjunto γ(I) não é coberto por uma única carta. Seja β o supremo

dos b > t0 tais que existe um único transporte paralelo em [t0, b]. Claramente, β > t0 pois para

b suficientemente próximo de t0, γ[t0, b] está contido em uma única carta e o argumento acima

se aplica.

Deste modo, um único transporte paralelo V existe em [t0, β]. Se β ∈ I, tomamos coorde-

nadas em um aberto contendo γ(β − δ, β + δ) para algum δ > 0 (assumindo que γ pode ser

estendida a um intervalo aberto se necessário). Logo, existe um único campo vetorial paraleleo

Ṽ em (β − δ, β + δ) satisfazendo a condição inicial Ṽ (β − δ/2) = V (β − δ/2. Pela unicidade,

V = Ṽ onde seus domı́nios coincidem, portanto Ṽ é uma extensão de V por β, o que é uma

contradição.

Se γ : I →M é uma curva e t0, t1 ∈ I, o transporte paralelo define um operador

Pt0 t1 : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M

por Pt0 t1V0 = V (t1), onde V é o transporte paralelo de V0 sobre γ. Além disso, a função Pt0 t1

é um isomorfismo linear entre Tγ(t0)M e Tγ(t1)M .



Caṕıtulo 3

Geodésicas riemannianas e a

aplicação exponencial

Vimos na seção anterior que, em geral, existem várias conexões lineares sobre uma variedade

suave. Neste caṕıtulo, veremos que se M é uma variedade riemannina, então existe uma conexão

especial em M , chamada de conexão riemanniana ou conexão de Levi-Civita, que está associada

com a métrica de M e é única em certo sentido.

Como vimos anteriormente, associada a conexão riemanniana temos as geodésicas, nesse caso

chamadas de geodésicas riemannianas. Usando a métrica riemanniana de M , podemos definir a

velocidade de uma curva; concluiremos que as geodésicas riemannianas têm velocidade constante

(como esperado).

As geodésicas riemannianas nos permitem definir a aplicação exponencial, que guarda in-

formações sobre o “comportamento” geral das geodésicas e sobre a topologia de M . Por fim,

definimos coordenadas em M que preservam as geodésicas radiais, as coordenadas normais.

3.1 Conexões riemannianas

Seja M ⊂ Rn uma subvariedade mergulhada. Sabemos que todo campo vetorial sobre M

pode ser estendido suavemente para um campo vetorial em Rn. Definimos uma função

∇> : T(M)× T(M)→ T(M)

por

∇>XY := π>
(
∇XY

)
, (3.1)

onde X e Y são estendidos arbitrariamente para Rn, ∇ é a conexão euclidiana em Rn e, para

cada p ∈M , π> : TpRn → TpM é a projeção ortogonal.

Proposição 3.1. O operador ∇> está bem definido e é uma conexão em M .

Demonstração. Como o valor de ∇XY num ponto p ∈ M depende apenas de Xp, temos que

23
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∇>XY não depende da escolha do campo vetorial que estende X. Por outro lado, temos que o

valor de ∇XY em p depende apenas dos valores de Y em uma curva cujo ponto inicial é p e o

vetor tangente inicial é Xp.

Tomando uma curva inteiramente contido em M , temos que ∇>XY depende apenas do campo

vetorial original Y ∈ T(M). Logo, ∇> está bem definido. Além disso, escrevendo em termos de

um referencial ortonormal adaptado, temos que ∇> é suave.

Diretamente de sua definição, temos que ∇>XY é linear sobre C∞(M) em X e linear sobre

R em Y ; resta mosrarmos que ele satisfaz a regra do produto.

Seja f ∈ C∞(M) e consideremos um estensão suave (também denotada por f) arbitrária a

Rn. Calculando sobre M , temos

∇>X(fY ) = π>
(
∇X(fY )

)
= (Xf)π>Y + fπ>

(
∇XY

)
= (Xf)Y + f∇>XY,

(3.2)

o que encerra a demonstração.

Seja g uma métrica riemanniana numa variedade M . Dizemos que uma conexão linear ∇
em M é compat́ıvel com g se satisfaz a regra do produto

∇X 〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y, ∇XZ〉 , ∀ X, Y, Z ∈ T(M). (3.3)

Note que a conexão eclidiana é riemanniana, i.e., é compat́ıvel com métrica euclidiana. De

fato, temos

∇X 〈Y, Z〉 = X 〈Y, Z〉 = X

(∑
i

Y iZi

)
=
∑
i

(
Y iXZi + ZiXY i

)
(3.4)

e usando que a métrica é euclidiana, ou seja, gij = 〈∂i, ∂j〉 = δij , temos〈
∇XY, Z

〉
+
〈
Y, ∇XZ

〉
=
〈
(XY j)∂j , Z

i∂i
〉

+
〈
Y j∂j , (XZi)∂i

〉
= X

(∑
i

Y iZi

)
=
∑
i

(
Y iXZi + ZiXY i

)
= ∇X 〈Y, Z〉 .

(3.5)

Proposição 3.2. As seguintes afirmações são equivalentes:

(a) ∇ é compat́ıvel com g.

(b) Se V e W são campos vetoriais sobre uma curva p,

d

dt
〈V, W 〉 = 〈DtV, W 〉+ 〈V, DtW 〉 . (3.6)
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A condição de compatibilidade da métrica não é suficiente para nos garantir a unicidade da

conexão, i.e., em geral não existe apenas uma conexão em M que é compat́ıvel com a métrica.

Impondo mais uma propriedade à conexão, temos a unicidade desejada: dizemos que a conexão

∇ é simétrica se ela satisfaz a equação

∇XY −∇YX = [X, Y ]. (3.7)

Temos, e.g., que a conexão tangente em uma variedade mergulhada M ⊂ Rn, definida anterior-

mente, é simétrica.

O seguinte teorema nos diz que se exigirmos a compatibilidade com a métrica e a simetria,

a conexão obtida é única.

Teorema 3.3. Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Existe uma única conexão ∇ em M

que é compat́ıvel com g e é simétrica.

Tal conexão é chamada de conexão riemanniana ou conexão de Levi-Civita de g.

Geodésicas com respeito a conexão riemanniana são chamadas de geodésicas riemannianas.

Definição. Se γ é uma curva em uma variedade riemanniana, a velocidade de γ no instante

t é o comprimento do vetor velocidade |γ̇(t)|. Dizemos que γ é uma curva de comprimento

constante se |γ̇(t)| não depende de t.

Proposição 3.4. Geodésicas riemannianas tem velocidade constante.

Demonstração. Seja γ uma geodésica riemanniana. Como o campo γ̇ é paralelo sobre γ, seu

comprimento |γ̇| = 〈γ̇, γ̇〉1/2 é constante pela Proposição 3.2.

3.2 A aplicação exponencial

Começamos definindo um subconjunto E ⊂ TM , chamado domı́nio para a aplicação

exponencial, por

E := {V ∈ TM : γV está definido num intervalo contendo [0, 1]}. (3.8)

A aplicação exponencial exp : E→M é definida por

exp(V ) := γV (1). (3.9)

Para cada p ∈ M , a aplicação exponencial restrita é a restrição de exp ao conjunto Ep :=

E ∩ TpM .

Proposição 3.5. Para qualquer V ∈ TM e quaisquer c, t ∈ R, temos que

γcV (t) = γV (ct), (3.10)
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sempre que ambos os lados estão definidos.

Demonstração. Notemos primeiramente que é suficiente mostrar que γcV (t) existe, pois o lado

direito pode ser obtido trocando V por cV , t por ct e c por 1/c.

Suponhamos que o domı́nio de γV é um intervalo aberto R. Por simplicidade, escrevemos

γ = γV , e definimos uma curva γ̃ por γ̃(t) = γ(ct), definida em c−1I = {t : ct ∈ I}. Mostraremos

que γ̃ é uma geodésica por p com velocidade cV ; logo pela unicidade γ̃ = γcV .

Primeiramente, γ̃(0) = γ(0) = p. Escrevendo localmente γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)), pela

regra de cadeia temos

˙̃γ
i
(t) =

d

dt
γi(ct) = cγ̇i(ct). (3.11)

Em particular, segue que ˙̃γ(0) = cγ̇(0) = cV . Sejam Dt e D̃t os operadores derivada covariante

sobre γ e γ̃, respectivamente. Usando a regra da cadeia novamente, temos

D̃t
˙̃γ(t) =

(
d

dt
˙̃γ
k

+ Γkij (γ̃(t)) ˙̃γ
i
(t) ˙̃γ

j
(t)

)
∂k

=
(
c2γ̈k(ct) + c2Γkij(γ(ct))γ̇i(ct)γ̇j(ct)

)
∂k

= c2Dtγ̇(ct) = 0.

(3.12)

Então γ̃ é uma geodésica e γ̃ = γcV .

Proposição 3.6. São válidas as seguintes afirmações:

(a) E é um subconjunto aberto de TM contendo a seção nula e cada conjunto Ep é estrelado

com respeito a 0.

(b) Para cada V ∈ TM , a geodésica γV é dada por

γV (t) = exp(tV ), (3.13)

para todo t tal que o lado direito está bem definido.

(c) A aplicação exponencial é suave.

Demonstração. Pela Proposição 3.5 (tomando t = 1), temos que

exp(cV ) = γcV (1) = γV (c), (3.14)

quando ambos os lados estão bem definidos; com isso temos (b). Além disso, se V ∈ Ep, temos

que γV está bem definido pelo menos em [0, 1]. Então, para 0 ≤ t ≤ 1, a Proposição 3.5 nos diz

que o valor

exp(tV ) = γtV (1) = γV (t) (3.15)

está definido. Logo Ep é estrelado.

Resta mostrar que E é aberto e exp é suave.
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Sejam (xi) coordenadas locais em um aberto U ⊂M , e sejam (xi, vi) as coordenadas usuais

em π−1(U) ⊂ TM . Seja G o campo vetorial em π−1(U) dado por

G(x, v) = vk
∂

∂xk
− vivjΓkij(x)

∂

∂vk
. (3.16)

As curvas integrais de G satisfazem o sistema de EDOs

ẋk(t) = vk(t)

v̇k(t) = −vi(t)vj(t)Γkij(x(t)).
(3.17)

Este é exatamente o sistema de primeira ordem equivalente ao da equação geodésica sob a

substituição vk = ẋk. Assim, as curvas integrais de G em π−1(U) são levadas em geodésicas

pela projeção π : TM → M (π(x(t), v(t)) = x(t)). Reciprocamente, qualquer geodésica γ(t) =

(x1(t), . . . , xn(t)) se levanta a uma curva integral em G se escolhermos vi(t) = ẋi(t).

Afirmação 3.7. O campo G se estende a um campo vetorial global (i.e., definido em M),

chamado campo vetorial geodésico.

Afirmação 3.8. Dada f ∈ C∞(TM), G age em f por

Gf(p, V ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(γV (t), γ̇V (t)). (3.18)

Visto que e expressão (3.18) não depende de coordenandas, temos que as várias definições de

G dadas por (3.16) coincidem nos diferentes sistemas de coordenadas. Logo, a segunda afirmação

implica a primeira.

Demonstremos agora a Afirmação 2. Escrevemos as componentes da geodésica γV (t) como

xi(t) e as coordenadas do seu campo vetorial velocidade por vi(t) = ẋi(t). Usando a regra da

cadeia e a equação geodésica (3.17), o lado direito de (3.18) fica[
∂f

∂xk
(x(t), v(t))ẋk(t) +

∂f

∂vk
(x(t), v(t))v̇k(t)

]∣∣∣∣
t=0

=
∂f

∂xk
(p, V )V k − ∂f

∂vk
(p, V )V iV jΓkij(p)

= Gf(p, V ).

(3.19)

Um resultado sobre fluxo global de campos vetoriais nos dá que existe uma vizinhança aberta

O de {0} × TM em R × TM e uma função suave θ : O → TM tal que cada curva θ(p, V )(t) =

θ(t, (p, V )) é uma curva integral de G começando em (p, V ), defininida num intervalo aberto

contendo O.

Agora, suponhamos que (p, V ) ∈ E. Logo, γV está definida pelo menos em [0, 1] e portanto

o mesmo ocorre com a curva integral de G começando em (p, V ) ∈ TM . Como (1, (p, V )) ∈ O,

existe uma vizinhança de (1, (p, V )) em R×TM onde o fluxo em G está definido. Em particular,

existe uma vizinhança de (p, V ) onde o fluxo existe para t ∈ [0, 1] e, portanto, onde a aplicação

exp está bem definida. Logo, E é aberto.
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Finalmente, como as geodésicas são projeções de curvar integrais em G, segue que a aplicação

exponencial pode ser escrita como

exp(V ) = γV (1) = π ◦ θ(1, (p, V )), (3.20)

sempre que está definida. Portanto exp é suave.

3.3 Coordenadas normais

Para cada p ∈M , a aplicação expp leva um subconjunto aberto Ep de TpM em M .

Proposição 3.9. Dado p ∈M , existe uma vizinhança V da origem em TpM e uma vizinhança

U de p em M tal que expp : V→ U é um difeomorfismo.

Demonstração. Mostraremos que (expp)∗ é invert́ıvel em 0 e o resultado seguirá diretamente do

Teorema da Função inversa. Usaremos a identificação T0(TpM) = TpM e, sob está identificação,

mostraremos que (expp)∗ : T0(TpM) = TpM → TpM é a identidade.

Para calcularmos (expp)∗V para um vetor arbitrário V ∈ TpM , devemos tomar uma curva

τ em TpM com ponto inicial 0 e vetor tangente inicial V , e calcular o vetor tangente inicial da

curva expp ◦τ . Tomemos τ(t) = tV . Então,

(expp)∗V =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(expp ◦τ)(t) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

expp(tV ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

γV (t) = V, (3.21)

e portanto (expp)∗ é invert́ıvel em 0.

Toda vizinhança U de p que é a imagem difeomorfa sob expp de um aberto estrelado contendo

0 ∈ TpM , como na proposição anterior, é chamada de vizinhança normal de p. Podemos

então considerar a maior vizinhança normal de p, que será a imagem por expp do maior aberto

estrelado contendo 0 ∈ TpM onde expp é um difeomorfismo; tal vizinhança normal é chamada

de vizinhança normal maximal de p.

Se ε > 0 é tal que expp é um difeomorfismo na bola Bε(0) ∈ TpM , então o conjunto

expp(Bε(0)) é chamada de bola geodésica emM . SeBε(0) está contido em um aberto V ⊂ TpM
onde expp é um difeomorfismo, então a imagem expp(Bε(0)) é chamada de bola geodésica

fechada e a imagem expp(∂Bε(0)) é chamada de esfera geodésica.

Dada uma base ortonormal {Ei} para TpM , temos um isomorfismo E : Rn → TpM dado por

E(x1, . . . , xn) = xiEi. Se U é uma vizinhança normal de p, podemos obter uma carta

ϕ := E−1 ◦ exp −1
p : U→ Rn. (3.22)

Qualquer carta dessa forma é chamada sistema de coordenadas normais (riemannianas)

centradas em p.
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Observação. Dado p ∈M , existe uma correspondência biuńıvoca entre os sistemas de coorde-

nadas normais e as bases ortonormais em p.

Dada um sistema de coordenadas normal em p, definimos a função distância radial por

r(x) :=

(∑
i

(xi)2

)1/2

, (3.23)

e o campo vetorial radial unitário ∂/∂r por

∂

∂r
:=

xi

r

∂

∂xi
. (3.24)

Note que

∂j

(∑
i

(
xi
)2)1/2

=
1

2

(∑
i

(
xi
)2)−1/2

∂j

(∑
i

(
xi
)2)1/2

=
1

2

(∑
i

(
xi
)2)−1/2∑

i

2xi∂jx
i

=

(∑
i

(
xi
)2)−1/2

xj

(3.25)

Portanto,
∂

∂r
r(x) = 1 (3.26)

Observemos ainda que no espaço euclidiano, r(x) é a distância até a origem e ∂/∂r é o campo

vetorial unitário tangente as retas pela origem.

Proposição 3.10. Seja (U, (xi)) um sistema de coordenadas normais centrado em p.

(a) Dado V = V i∂i ∈ TpM , a geodésica γV com ponto inicial p e velocidade inicial V é repre-

sentada nas coordenadas normais pelo segmento de reta radial

γV (t) = (tV 1, . . . , tV n) (3.27)

para os valores de t tais que γV (t) ∈ U.

(b) As coordenadas normais de p são (0, . . . , 0).

(c) As componentes da métrica em p são gij = δij.

(d) Qualquer bola euclidiana {x : r(x) < ε} contida em U é uma bola geodésica em M .

(e) Em qualquer ponto q ∈ U r {p}, ∂/∂r é o vetor velocidade da geodésica com velocidade

unitária ligando p e q, e portanto tem comprimento unitário com respeito a g.
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(f) As derivadas parciais de gij e os śımbolos de Christoffel zeram em p.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [O’N83].



Caṕıtulo 4

Geodésicas e distância

4.1 Comprimento de curvas em variedades riemannianas

Se γ : [a, b]→M é um segmento de curva, definimos o comprimento de γ por

L(γ) :=

∫ b

a
|γ̇(t)| dt. (4.1)

Em alguns casos, para enfatizar a dependência da métrica riemannina escreve-se Lg no lugar de

L.

Uma reparametrização de γ é um segmento de curva da forma γ̃ = γ ◦ϕ, onde ϕ : [c, d]→
[a, b] é um difeomorfismo suave. Diremos que γ̃ é uma reparametrização positiva (negativa)

de γ se preserva (inverte) orientação.

Proposição 4.1. Seja γ : [a, b] → M uma curva. Para qualquer reparametrização γ̃ de γ,

L(γ) = L(γ̃). Ou seja, o comprimento de uma curva não depende de sua parametrização.

Se γ : I → M é uma curva suave tal que γ̇(t) 6= 0 para todo t ∈ I, dizemos que γ é

uma curva regular. Observemos que, como γ̇(t) é o pushforward γ∗(d/dt), uma curva regular

γ : I →M é uma imersão de I em M . Como primeiro exemplo, lembremos que uma geodésica

tem velocidade constante e não nula, portanto é uma curva regular.

Na sequência definiremos o comprimento de curvas admisśıveis (curvas regulares por partes),

o que nos permitirá definir uma distância em M . Uma função cont́ınua γ : [a, b]→M é chamada

de curva admisśıvel se existe uma subdivisão a = a0 < a1 < · · · < ak = b de [a, b] tal que

γ|[ai−1, ai] é uma curva regular para cada i ∈ {1, . . . , k}. É conveniente assumirmos que a curva

trivial γ : {a} →M , γ(a) = p, é uma curva regular.

Sendo cont́ınua e regular por partes, a curva admisśıvel γ : [a, b] → M é suave em cada

intervalo (ai−1, ai) e os limites laterais

γ̇(a−i ) := lim
t↗ai

γ̇(t);

γ̇(a+
i ) := lim

t↘ai
γ̇(t),

31
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devem existir (e podem ser diferentes).

Se γ : [a, b] → M é uma curva admisśıvel e a = a0 < a1 < · · · < ak = b é uma subdivisão

de [a, b] como acima, definimos o comprimento de γ simplesmente como sendo a soma dos

comprimentos de cada segmento de curva suave γ|[ai−1, ai]
, i.e.,

L(γ) =

k∑
i=1

L
(
γ|[ai−1, ai]

)
. (4.2)

Uma reparametrização de uma curva admisśıvel γ : [a, b] → M é um curva admisśıvel

γ̃ = γ ◦ ϕ, onde ϕ : [c, d]→ [a, b] é um homeomorfismo cuja restrição a cada intervalo [ci−1, ci]

é um difeomorfismo suave, para alguma subdivisão finita c = c0 < c1 < · · · < ck = d de [c, d].

Notemos que a Proposição 4.1 também é válida para curvas admisśıveis, i.e., o comprimento de

uma curva admisśıvel independe de reparamentrização.

Podemos ainda definir uma funcão s : [a, b]→ R, chamada função comprimento de arco

de γ : [a, b]→M , por

s(t) := L(γ|[a, t]) =

∫ t

a
|γ̇(u)| du. (4.3)

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos que s é suave, sempre que γ é suave. Além disso,

ṡ(t) = |γ̇(t)|.

Proposição 4.2. Seja γ : [a, b]→M uma curva admisśıvel e seja ` = L(γ).

(a) Existe uma única reparametrização positiva γ̃ : [0, `] → M de γ tal que γ̃ é uma curva de

velocidade unitária em cada intervalo onde é regular.

(b) Se γ̃ é uma curva com velocidade unitária definida num intervalo da forma [0, `], então o

comprimento de arco da curva γ é s(t) = t. Neste caso, dizemos que γ está parametrizada

pelo comprimento de arco (p.p.c.a.).

Se γ : [a, b] → M é uma curva admisśıvel e a = a0 < a1 < · · · < ak = b é uma subdivisão

de [a, b] como anteriormnete. Uma função cont́ınua V : [a, b] → TM tal que Vt ∈ Tγ(t)M para

todo t é chamada de campo vetorial suave por partes sobre γ se existe uma subdivisão

finita a = ã0 < ã1 < · · · < ãm = b (possivelmente mais fina) de [a, b], tal que V é suave em cada

intervalo [ãi−1, ãi].

Observação. Dado um vetor Va ∈ Tγ(a)M , temos que Va possui um único transporte paralelo

suave por partes sobre γ. De fato, basta definirmos o transporte paralelo da Va no primeiro

segmento suave de γ até γ(a1), depois o transporte paralelo de Va1 no segundo segmento suave

até γ(a2) e assim por diante. Tal transporte paralelo será suave sempre que γ é suave.

Suponhamos agora que M é uma variedade riemanniana conexa. Se p e q são quaisquer dois

pontos em M , então existe pelo menos uma curva suave por partes γ : [a, b] → M ligando p e

q. De fato, como toda variedade conexa é conexa por caminhos, existe um caminho cont́ınuo

σ : [a, b] → M (não necessariamente suave) que liga p e q. Por compacidade, existe uma
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subdivisão finita de [a, b] de modo que a imagem σ([ai−1, ai]) está contida em uma única carta,

para cada i. Podemos então substituir cada um desses segmentos por curvas suaves, obtendo

uma curva admisśıvel γ ligando p e q. Podemos então definir a distância riemanniana d(p, q)

entre p e q por

d(p, q) = inf {L(γ) : γ é uma curva admisśıvel ligando p e q} . (4.4)

Está claro que d(p, q) ≥ 0 e d(p, p) = 0. Além disso, se r ∈ M é um terceiro ponto, então

para qualquer ε > 0, podemos escolher curvas admisśıveis γ1 : [a, b] → M ligando p e q e

γ2 : [c, d]→M ligando q e r de modo que

L (γ1)− d(p, q) ≤ ε e L (γ2)− d(q, r) < ε. (4.5)

Se definirmos então γ : [a, c]→M como sendo γ1 em [a, b] e γ2 em [b, c], teremos que γ é uma

curva admisśıvel ligando p e r, satisfazendo

L(γ) = L (γ1) + L (γ2) < d(p, q) + d(q, r) + 2ε. (4.6)

Como essa desigualdade é válida para todo ε > 0, conclúımos que

d(p, r) ≤ d(p, q) + d(q, r). (4.7)

Logo, para provarmos que a função d : M ×M → R que definimos é uma métrica em M , resta

provarmos que d(p, q) > 0 se p 6= q, o que será feito na demonstração do próximo teorema.

Teorema 4.3. Se M é uma variedade riemanniana conexa, a função d definida acima é de fato

uma distância em M . Além disso, a topologia induzida em M por d coincide com a topologia

de variedade de M .

4.2 Curvas minimizantes

Dizemos que uma curva admisśıvel γ é minimizante se L(γ) ≤ L(γ̃) para qualquer outra

curva admisśıvel γ̃. Ou seja, γ é minimizante se, e somente se, L(γ) é igual a distância rieman-

niana entre seus extremos. O objetivo desta seção é provar que toda curva minimizante é uma

geodésica. Começamos introduzindo o conceito de famı́lias admissiveis.

Uma famı́lia admisśıvel de curvas é uma função cont́ınua Γ : (−ε, ε) × [a, b] → M que é

suave em cada retângulo da forma (−ε, ε) × [ai−1, ai], para alguma subdivisão a = a0 < · · · <
ak = b, e tal que Γs(t) = Γ(s, t) é uma curva admisśıvel para cada s ∈ (−ε, ε). Um campo

vetorial sobre uma famı́lia admisśıvel Γ é uma função cont́ınua V : (−ε, ε) × [a, b] → TM

tal que V (s, t) ∈ TΓ(s, t)M para cada (s, t), e tal que V
∣∣
(−ε, ε)×[ãi−1, ãi] é suave para alguma

subdivisão (possivelmente mais fina) a = ã0 < · · · < ãm = b.

Dada uma famı́lia admisśıvel Γ, temos duas famı́lias de curvas associadas a Γ: as curvas
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Γs : [a, b] → M dadas por Γs(t) = Γ(s, t), que chamaremos de curvas principais, e as curvas

Γ(t) : (−ε, ε) → M definidas por Γ(t)(s) = Γ(s, t), que chamaremos de curvas transversais.

Note que as curvas transversais são suaves, enquanto as curvas principais são, em geral, apenas

suaves por partes. Se Γ é suave, os vetores velocidade destas duas famı́lias de curvas são exemplos

de campos vetoriais sobre Γ, que denotaremos por

∂tΓ(s, t) :=
d

dt
Γs(t) e ∂sΓ(s, t) :=

d

dt
Γ(t)(s). (4.8)

Na verdade, o campo ∂sΓ é sempre cont́ınuo em todo (−ε, ε) × [a, b]. De fato, seu valor no

segmento (−ε, ε)×{ai} depende apenas dos valores de Γ neste segmento, visto que as derivadas

são tomadas apenas com relação a variável s. Por outro lado, este campo é cont́ınuo (na verdade

suave) em um dos sub-retângulos (−ε, ε) × [ai−1, ai] e (−ε, ε) × [ai, ai−1], e então os limites

laterais devem ser iguais. Portanto, ∂sΓ é sempre um campo vetorial suave sobre Γ. O mesmo

não ocorre para ∂tΓ que, em geral, não é cont́ınuo em t = ai.

Dado um campo vetorial V sobre Γ, podemos calcular a derivada covariante de V sobre as

curvas principais (pelo menos nos pontos em que estas são suaves) ou sobre as curvas transversais.

Denotaremos os campos vetoriais resultantes por DtV e DsV , respectivamente.

Lema 4.4 (Lema de Simetria). Seja Γ : (−ε, ε)× [a, b]→M uma famı́lia admisśıvel de curvas

em uma variedade riemanniana M . Em cada retângulo (−ε, ε)× [ai−1, ai] onde Γ é suave,

Ds∂tΓ = Dt∂sΓ. (4.9)

Demonstração. Como esta é uma questão local, devemos considerar coordenadas (xi) em torno

de um ponto qualquer Γ(s0, t0). Escrevendo as componentes de Γ em coordenadas como

Γ(s, t) = (x1(s, t), . . . , xn(s, t)), temos

∂sΓ =
∂xk

∂t
∂k e ∂sΓ =

∂xk

∂s
∂k. (4.10)

Logo, usando (2.34), obtemos

Ds∂tΓ =

(
∂2xk

∂s∂t
+
∂xi

∂t

∂xj

∂s
Γkij

)
∂k, (4.11)

e

Dt∂sΓ =

(
∂2xk

∂t∂s
+
∂xi

∂s

∂xj

∂t
Γkji

)
∂k. (4.12)

Trocando os ı́ndices i e j na segunda equação e usando as condições de simetria Γkij = Γkij (que

segue da equação (3.7)), vemos que as expressões acima são iguais.

Se γ : [a, b] → M é uma curva admisśıvel, definimos uma variação de γ como sendo uma

famı́lia admisśıvel Γ : (−ε, ε) × [a, b] → M tal que Γ0(t), para todo t. Dizemos que Γ é uma

variação própria ou uma variação que mantém os extremos fixados se Γs(a) = γ(a) e
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Γs(b) = γ(b), para todo s ∈ (−ε, ε).
Se Γ é uma variação de γ, o campo variacional de Γ é o campo vetorial V (t) = ∂sΓ(0, t)

sobre γ. Um campo vetorial V sobre γ é próprio se V (a) = V (b) = 0. Note que o campo

variacional de uma variação é própria é próprio.

Proposição 4.5. Se γ á uma curva admisśıvel e V é um campo vetorial sobre γ, então V é o

campo variacional de alguma variação de γ. Se o campo V é próprio, então a variação pode ser

tomada própria.

Proposição 4.6 (Primeira fórmula variacional). Sejam γ : [a, b] → M uma curva admisśıvel

de velocidade unitária, Γ uma variação própria de γ e V seu campo variacional. Então

d

ds

∣∣∣∣
s=0

L(Γs) = −
∫ b

a
〈V, Dtγ̇〉 dt−

k−1∑
i=1

〈V (ai), ∆iγ̇〉 , (4.13)

onde a = a0 < · · · < ak = b é uma subdivisão tal que γ é suave em cada intervalo [ai−1, ai] e

∆iγ̇ = γ̇(a +
i )− γ̇(a −i ).

Demonstração. Temos que

L
(

Γs|[ai−1, ai]

)
=

∫ ai

ai−1

|∂tΓ| dt

=

∫ ai

ai−1

〈∂tΓ, ∂tΓ〉1/2 dt.
(4.14)

Então
d

ds
L
(

Γs|[ai−1, ai]

)
=

d

ds

∫ ai

ai−1

〈∂tΓ, ∂tΓ〉1/2 dt, (4.15)

mas como em cada subintervalo [ai−1, ai] o integrando do lado direito é suave e o domı́nio de

integração é compacto, podemos derivar sob o sinal da integral. Logo,

d

ds
L
(

Γs|[ai−1, ai]

)
=

∫ ai

ai−1

∂

∂s
〈∂tΓ, ∂tΓ〉1/2

=

∫ ai

ai−1

1

2
〈∂tΓ, ∂tΓ〉−1/2 2 〈Ds∂tΓ, ∂tΓ〉 dt

=

∫ ai

ai−1

1

|∂tΓ|
〈Dt∂sΓ, ∂tΓ〉 dt,

(4.16)

sendo que, na última linha, usamos o Lema 4.4. Calculando em s = 0 e lembrando que

∂sΓ(0, t) = V (t) e ∂tΓ(0, t) = γ̇ (e como γ está parametrizada pelo comprimento de arco,
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|γ̇| = 1),

d

ds

∣∣∣∣
s=0

L
(

Γs|[ai−1, ai]

)
=

∫ ai

ai−1

〈DtV, γ̇〉 dt

=

∫ ai

ai−1

(
d

dt
〈V, γ̇〉 − 〈V, Dtγ̇〉

)
dt

=
〈
V (ai), γ̇(a −i )

〉
−
〈
V (ai−1), γ̇(a +

i+1)
〉
−
∫ ai

ai−1

〈V, Dtγ̇〉 dt.

(4.17)

Somando sobre i e lembrando que V (a0) = V (ak) = 0, visto que Γ é uma variação própria,

obtemos o desejado.

Teorema 4.7. Toda curva minimizante é uma geodésica quando parametrizada pelo compri-

mento de arco.

Demonstração. Suponhamos que γ : [a, b] → M é uma curva minimizante com velocidade

unitária e seja a = a0 < · · · < ak = b uma subdivisão tomada de modo que γ é suave em cada

intervalo [ai−1, ai]. Se Γ é uma variação própria de γ, temos que

d

ds

∣∣∣∣
s=0

L (Γs) = 0. (4.18)

Logo, pela primeira fórmula variacional, para qualquer campo variacional V de uma variação

própria Γ, o lado direito de (4.13) é igual a zero. Pela Proposição 4.5, temos que, na verdade,

isso ocorre para qualquer campo vetorial próprio sobre γ.

Usando isto, mostremos primeiramente que Dtγ̇ = 0 em cada subintervalo [ai−1, ai]. Basta

considerarmos uma bump function ϕ ∈ C∞(R) tal que ϕ > 0 em (ai−1, ai) e ϕ = 0 caso

contrário. Assim, V = ϕDtγ̇ é um campo vetorial próprio sobre γ e então

0 = −
∫ b

a
〈V, Dtγ̇〉 dt−

k−1∑
i=1

〈V (ai), ∆iγ̇〉 = −
∫ ai

ai−1

ϕ |Dtγ̇|2 dt. (4.19)

Como a função ϕ |Dtγ̇|2 é não negativa, conclúımos que Dtγ̇ = 0 em cada subintervalo [ai−1, ai].

Agora, precisamos provar que ∆iγ̇ = 0, concluindo que γ é suave. Para isso, fixado 1 ≤
i ≤ k − 1, consideremos um campo vetorial próprio sobre γ tal que V (ai) = ∆iγ̇ e V (aj) = 0

para todo j 6= i (para criarmos um tal campo, basta usarmos transposte paralelo e uma bump

function). Temos então

0 = −
k−1∑
i=1

〈V (ai), ∆iγ̇〉 = −〈∆iγ̇, ∆iγ̇〉 . (4.20)

Portanto, |∆iγ̇|2 = 0 e γ é suave.

Corolário 4.8. Uma curva admisśıvel parametrizada pelo comprimento de arco é um ponto
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cŕıtico para L se, e somente se, é uma geodésica.

Demonstração. Pela demonstração do teorema anterior, temos que se γ é um ponto cŕıtico de

L, então γ é uma geodésica. Reciprocamente, se γ é uma geodésica, temos que Dtγ̇ = 0 e, como

γ é suave, ∆iγ̇ = 0. Portanto, o lado direito da equação (4.13) zera.

4.3 Geodésicas são localmente minimizantes

Nesta seção, obteremos uma rećıproca para o Teorema 4.7, mostrando que as geodésicas são

localmente minimizantes.

Lema 4.9 (Lema de Gauss). Seja U uma bola geodésica centrada em p ∈M . O campo vetorial

radial unitário ∂/∂r é ortogonal (com respeito a g) às esferas geodésicas em U.

Corolário 4.10. Sejam (xi) coordenadas normais em uma bola geodésica U centrada em p ∈M ,

e seja r a função distância radial (definida em (3.23)). Então grad r = ∂/∂r em Ur {p}.

Demonstração. Precisamos provar que, para qualquer q ∈ Ur {p} e qualquer Y ∈ TqM ,

dr(Y ) =

〈
∂

∂r
, Y

〉
. (4.21)

A esfera geodésica expp (∂BR(0)) que passa por p é determinada em coordenadas normais pela

equação r = R. Como, pelo Lema de Gauss, ∂/∂r é ortogonal a esta esfera, podemos decompor

Y como α∂/∂r +X para alguma constante α e algum vetor X tangente a esfera. Observe que,

fazendo o cálculo em coordenadas, obtemos dr(∂/∂r) = 1, e como X é tangente a um conjunto

de ńıvel de r, temos também que dr(X) = 0. Temos assim que

dr(Y ) = dr

(
α
∂

∂r
+X

)
= αdr

(
∂

∂r

)
+ dr(X) = α. (4.22)

Por outro lado, pela Proposição 3.10, ∂/∂r é um vetor unitário. Logo,〈
∂

∂r
, Y

〉
=

〈
∂

∂r
, α

∂

∂r
+X

〉
= α+

〈
∂

∂r
, X

〉
= α, (4.23)

onde usamos o Lema de Gauss, que nos diz que ∂/∂r é ortogonal a X.

Proposição 4.11. Suponhamos que p e q estão contidos em uma bola geodésica centrada em p.

Então a geodésica radial que parte de p e chega em q é a única curva minimizante (a menos de

reparametrização) ligando p e q em M .

Demonstração. Tomemos ε > 0 de modo que expp(Bε(0)) é uma bola geodésica contendo q.

Seja γ : [0, R] → M a geodésica radial ligando p e q, parametrizada pelo comprimento de

arco; então podemos escrever γ(t) = expp(tV ) para algum vetor unitário V ∈ TpM . Deste
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modo, L(γ) = R e precisamos mostrar que qualquer outra curva admisśıvel ligando p e q tem

comprimento estritamente maior que R. Seja SR = expp(∂BR(0)) a esfera geodésica de raio R.

Seja então σ : [0, b] → M uma tal curva, que assumiremos sem perda de generalidade que

está parametrizada pelo comprimento de arco. Seja a0 ∈ [0, b] o último instante de tempo que

γ(t) = p e b0 ∈ [0, b] o primeiro instante depois de a0 que γ(t) ∈ SR. Para qualquer t ∈ (a0, b0],

podemos decompor σ̇(t) como

σ̇(t) = α(t)
∂

∂r
+X(t), (4.24)

onde X(t) é um vetor tangente a esfera geodésica que passa por σ(t). Pelo Lema de Gauss,

temos que

|σ̇(t)|2 = α(t)2 + |X(t)|2 ≥ α(t)2. (4.25)

Além disso, pelo Corolário 4.10, α(t) = 〈∂/∂r, σ̇(t)〉 = dr(σ̇()r)). Logo,

L(σ) ≥ L
(
σ|[a0, b0]

)
= lim

δ→0

∫ b0

a0+δ
|σ̇(t)| dt

≥ lim
δ→0

∫ b0

a0+δ
α(t)dt

= lim
δ→0

∫ b0

a0+δ
dr(σ̇(t))dt

= lim
δ→0

∫ b0

a0+δ

d

dt
r(σ(t))dt

= r(σ(b0))− r(σ(a0))

= R = L(γ).

(4.26)

Segue que γ é uma curva minimizante. Provemos agora a unicidade.

Suponhamos que L(σ) = R. Então, ambas a desigualdades em (4.26) são igualdades. Como

estamos supondo que σ tem velocidade unitária, a primeira igualdade implica que a0 = 0 e

b0 = b = R. A segunda igualdade implica que X(t) ≡ 0 e α(t) > 0, então σ̇ é um múltiplo

positivo de ∂/∂r. Como σ tem velocidade unitária, temos que σ̇(t) = ∂/∂r. Portanto, σ e γ são

curvas integrais de ∂/∂r passando por q em t = R e assim σ = γ.

Corolário 4.12. Em qualquer bola geodésica centrada em p ∈M , a função distância radial r(x)

definida em (3.23) é igual a distância riemanniana entre p e x.

Deste modo, se U = expp (BR(0)) é uma bola geodésica em torno de p, pelo Corolário 4.12,

temos que U é igual bola métrica de raio R centrada em p. Segue também que a esfera geodésica

de raio R é o conjunto de pontos cuja distância até p é exatamente R. Então usaremos a seguinte

notação: BR(p)

Teorema 4.13. Toda geodésica riemanniana é localmente minimizante.
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4.4 Completude

Dizemos que uma variedade riemanniana é geodesicamente completa se toda geodésica

maximal está definida para todo t ∈ R.

Teorema 4.14 (Hopf-Rinow). Uma variedade riemanniana conexa é geodesicamente completa

se, e somente se, é completa como espaço métrico.

Sendo assim, diremos apenas que uma variedade riemanniana conexa é completa para

indicar que ela é completa em qualquer um dos sentidos equivalentes discutidos no Teorema de

Hopf-Rinow.

Corolário 4.15. Se M é uma variedade riemanniana, então são válidas as seguintes afirmações:

1. Se existe p ∈M tal que expp está definida em todo TpM , então M é completa.

2. M é completa se, e somente se, dados dois pontos em M existe uma geodésica minimizante

ligando ambos.

3. Se M é compacta, então M é geodésicamente completa.



Caṕıtulo 5

Curvaturas

5.1 Tensor de curvatura

Seja M uma variedade riemanniana e seja ∇ a conexão riemanniana em M . A função

R : T(M)× T(M)× T(M)→ T(M) definida por

R(X, Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (5.1)

é chamada de endomorfismo de curvatura. Observe que se M = Rn com a métrica usual,

então R(X, Y )Z = 0. De fato, lembremos que nas coordenadas naturais de Rn, temos que

∇XY =
(
XY i

)
∂i é a conexão euclidiana. Logo, se (∇Y Z)i denota a i-ésima função coordenada

de ∇Y Z, temos

∇X∇Y Z =
(
X
(
∇Y Z

)i)
∂i

=
(
X
(
Y Zi

))
∂i

=
(
XY Zi

)
∂i.

(5.2)

Analogamente, ∇Y∇XZ =
(
Y XZi

)
∂i e então

∇X∇Y Z −∇Y∇XZ =
(
XY Zi − Y XZi

)
∂i

=
(
[X, Y ]Zi

)
∂i

= ∇[X,Y ]Z,

(5.3)

e segue que R(X, Y )Z = 0. Sendo assim, podemos pensar que R mede o quanto M deixa de ser

euclidiano.

Proposição 5.1. O endomorfismo de curvatura é um campo
(

3
1

)
-tensorial.

Demonstração. Devemos provar que R é multilinear sobre C∞(M). Dada f ∈ C∞(M), notemos

40
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primeiramente que para qualquer g ∈ C∞(M),

[X, fY ] g = X(fY )g − (fY )Xg = fXY g + Y gXf − fY Xg = f [X, Y ] g + (Xf)Y. (5.4)

Logo,

R(X, fY )Z = ∇X∇fY Z −∇fY∇XZ −∇[X, fY ]Z

= ∇X (f∇Y Z)− f∇Y∇XZ −∇f [X,Y ]+(Xf)Y Z

= (Xf)∇Y Z + f∇X∇Y Z − f∇X∇Y Z

− f∇Y∇XZ − f∇[X,Y ]Z − (Xf)∇Y Z

= fR(X, Y )Z,

(5.5)

e R é linear sobre C∞(M) na segunda entrada. Para provarmos o mesmo para a primeira

entrada, basta notarmos que R(X, Y )Z = −R(Y, X)Z e assim

R(fX, Y )Z = −R(Y, fX)Z = −fR(Y, X)Z = fR(X, Y )Z. (5.6)

Finalmente,

R(X, Y )fZ = ∇X∇Y fZ −∇Y∇XfZ −∇[X,Y ]

= ∇X (f∇Y Z + (Y f)Z)−∇Y (f∇XZ + (Xf)Z)

−
(
f∇[X,Y ]Z + ([X, Y ]f)Z

)
= f

(
∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

)
= fR(X, Y )Z,

(5.7)

o que encerra a demonstração.

Sendo um campo tensorial do tipo
(

3
1

)
, podemos escrever R em coordenadas como

R = R `
ijk dx

i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ ∂`, (5.8)

onde os coeficientes R `
ijk são dados por

R(∂i, ∂j)∂k = R `
ijk ∂`. (5.9)

Ou seja, R é identificado com o tensor

R(∂i, ∂j , ∂k, dx
`) = dx` (R(∂i, ∂j)∂k) = dx`(R m

ijk ∂m) = R `
ijk . (5.10)

Definição. O tensor de curvatura é o campo
(

4
0

)
-tensorial Rm = R[, obtido do

(
3
1

)
-tensor R

descendo o último ı́ndice.
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Logo, o tensor de curvatura Rm é dado por

Rm(X, Y, Z, W ) = 〈R(X, Y )Z, W 〉 , (5.11)

e em coordenadas locais

Rm = Rijk`dx
i ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗ dx`, (5.12)

onde Rijk` = g`mR
m

ijk .

Proposição 5.2 (Simetrias do tensor de curvatura). Para quaisquer campos vetoriais W , X,

Y e Z:

(a) Rm(W, X, Y, Z) = −Rm(X, W, Y, Z);

(b) Rm(W, X, Y, Z) = −Rm(W, X, Z, Y );

(c) Rm(W, X, Y, Z) = Rm(Y, Z, W, X);

(d) Rm(W, X, Y, Z) +Rm(X, Y, W, Z) +Rm(Y, W, X, Z) = 0.

5.2 Curvatura de Ricci

Até o momento definimos o endomorfismo de curvatura e o tensor de curvatura que são, res-

pectivamente, campos tensoriais do tipo
(

3
1

)
e
(

4
0

)
. Nesta seção, “simplificaremos” tais definições

obtendo um tensor que “resume” as informações contidas nestes tensores.

A curvatura de Ricci ou tensor de Ricci, denotado por Ric, é um 2-tensor covariante

definido como sendo o traço do endomorfismo de curvatura tomado com relação ao primeiro e

último ı́ndices, ou seja, Ric é o tensor com componentes

Rij = R k
kij = gkmRkijm. (5.13)

Note que Ric é dada em coordenadas locais por

Ric(X, Y ) =
n∑
i=1

〈R(Ei, X)Y, Ei〉 , (5.14)

visto que

Ric(Ei, E`) =

n∑
i=1

〈R(Ei, Ej)E`, Ei〉

=

n∑
i=1

〈
R k
ij` Ek, Ei

〉
= R k

kij .

(5.15)
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5.3 Curvatura seccional

Dados vetores X, Y ∈ TpM , definimos

K(X, Y ) :=
Rm(X, Y, Y, X)

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2
=
〈R(X, Y )Y, X〉
|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2

(5.16)

Proposição 5.3. Seja Π um subespaço vetorial de dimensão 2 de TpM e sejam X, Y ∈ Π

vetores linearmente independentes. Então K(X, Y ) não depende da escolha de X e Y .

Seja p ∈ M . Dado um subespaço Π de TpM de dimensão 2 e uma base {X, Y } de Π, o

número real K(Π) := K(X, Y ) é chamado de curvatura seccional de Π em p. Pela proposição

anterior, a curvatura seccional está bem definida.

Lema 5.4. Seja V um espaço vetorial com dimV ≥ 2. Suponhamos que são dados dois tensores

4-covariantes (aplicações trilineares) R1, R2 : V ×V ×V → V , ambos satisfazendo as condições

de simetria satisfeitas pelo tensor de curvatura (Proposição 5.2). Se para qualquer par de vetores

linearmente independentes X, Y ∈ V ,

R1(X, Y, Y, X)

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2
=

R2(X, Y, Y, X)

|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2
,

então R1 = R2.

Proposição 5.5. Suponhamos que (M, g) é uma variedade riemanniana com curvatura secci-

onal constante C. Então o endomorfismo curvatura é dado pela expressão

R(X, Y )Z = C (〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y ) .

Em termos de qualquer base, temos

Rijkl = C (gilgjk − gikgjl) .

Demonstração. Considermos o
(

4
0

)
-tensor dado por

R̃(X, Y, Z, W ) = C (〈Y, Z〉 〈X, W 〉 − 〈W, Z〉 〈Y, W 〉) . (5.17)

É fácil ver que R̃ satisfaz as condições de simetria da Proposição 5.2. Como, por hipótese, a

curvatura seccional de M é constante igual a C, para quaisquer campos X e Y em M ,

R(X, Y, Y, X) = C
(
|X|2|Y |2 − 〈X, Y 〉2

)
= CR̃(X, Y, Y, X). (5.18)

Segue do Lema 5.4 que R = CR̃.



Caṕıtulo 6

Campos de Jacobi

6.1 Equações de Jacobi

Suponhamos que γ : [a, b] → M é um segmento geodésico, e Γ : (−ε, ε) × [a, b] → M é

uma variação de γ. Dizemos que Γ é uma variação por geodésicas se cada uma das curvas

Γs(t) = Γ(s, t) também é um segmento geodésico (notemos que nesse caso temos, em particular,

que Γ é suave).

Escrevamos T (s, t) = ∂tΓ(s, t) e S(s, t) = ∂sΓ(s, t). A equação geodésica nos diz que

DtT ≡ 0, (6.1)

para qualquer par (s, t). Como, para cada t ∈ [a, b] fixado, DtT é ainda um campo sobre as

“curvas verticais” Γ(t), podemos considerar a derivada covariande da expressão acima obtendo

DsDtT ≡ 0. (6.2)

Proposição 6.1. Se Γ é uma famı́lia admisśıvel suave de curvas e V é um campo vetorial sobre

Γ, então

DsDtV −DtDsV = R(S, T )V. (6.3)

Demonstração. Notemos que esta afirmação é local, logo basta calcularmos em coordenadas

locais. Localmente, escrevemos V (s, t) = V i(s, t)∂i e calculamos

DtV = Dt

(
V i(s, t)∂i

)
=

(
∂

∂t
V i(s, t)

)
∂i + V i(s, t)Dt∂i. (6.4)

Logo,

DsDtV =

(
∂2V i(s, t)

∂s∂t

)
∂i +

∂V i

∂t
Ds∂i +

∂V i

∂s
Dt∂i +

∂V i

∂s
Dt∂i + V iDsDt∂i. (6.5)

44
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Trocando t↔ s calculamos DtDsV e subtraindo, obtemos

DsDtV −DtDsV = V i (DsDt∂i −DtDs∂i) . (6.6)

Agora, se escrevemos as funções coordenadas de Γ como xj(s, t), então

S =
∂xk

∂s
∂k e T =

∂xj

∂t
∂j . (6.7)

Podemos ver os campos ∂i como campos sobre as geodésicas horizontais Γs (campos trivialmente

estend́ıveis), logo

Dt∂i = ∇Γ̇s
∂i = ∇T∂i =

∂xj

∂t
∇∂j∂i (6.8)

e como ∇∂j∂i também é estend́ıvel,

DsDt∂i = Ds

(
∂xj

∂t
∇∂j∂i

)
=
∂2xj

∂s∂t
∇∂j∂i +

∂xj

∂t
Ds∇∂j∂i

=
∂2xj

∂s∂t
∇∂j∂i +

∂xj

∂t
∇Γ̇(t)∇∂j∂i

=
∂2xj

∂s∂t
∇∂j∂i +

∂xj

∂t
∇S∇∂j∂i

=
∂2xj

∂s∂t
∇∂j∂i +

∂xj

∂t

∂xk

∂s
∇∂k∇∂j∂i.

(6.9)

Trocando s↔ t, j ↔ k e subtraindo, obtemos

DsDt∂i −DtDs∂i =
∂xj

∂t

∂xk

∂s

(
∇∂k∇∂j∂i −∇∂j∇∂k∂i

)
=
∂xj

∂t

∂xk

∂s
R (∂k, ∂j) ∂i

= R(S, T )∂i.

(6.10)

Teorema 6.2 (Equação de Jacobi). Seja γ uma geodésica e V um campo vetorial sobre γ. Se

V é um campo variacional de uma variação de γ por geodésicas, então V satisfaz a equação

D 2
t V +R(V, γ̇)γ̇ = 0. (6.11)

Demonstração. Sejam S e T como anteriormente. Pela proposição anterior, temos

0 = DsDtT

= DtDsT +R(S, T )T

= DtDtS +R(S, T )T,

(6.12)
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onde a última igualdade segue do Lema 4.4. Calculando em s = 0, onde S(0, t) = V (t) e

T (0, t) = γ̇(t), conclúımos a demonstração.

Um campo vetorial sobre uma geodésica que satisfaz a equação (6.11) é chamado de campo

de Jacobi. A próxima proposição é a rećıproca do Teorema 6.2.

Proposição 6.3. Todo campo de Jacobi sobre uma geodésica γ é um campo variacional de uma

variação de γ por geodésicas.

Demonstração. Seja γ : [a, b]→M uma geodésica e seja V : [a, b]→ TM um campo de Jacobi

sobre γ. Consideremos a variação Γ : (−ε, ε)× [a, b]→M dada por

Γ(s, t) = expγ(t) sV (t). (6.13)

Então, Γ é uma variação de γ, pois Γ(0, t) = expγ(t) 0 = γ(t). Além disso, Γ é uma variação por

geodésicas, pois para cada s fixado,

Γs(t) = Γ(s, t) = expγ(t) sV (t) (6.14)

é uma geodésica. Como,

∂sΓ(0, t) =
d

ds
Γ(t)(0) = V (t), (6.15)

temos que V é o campo variacional da variação Γ.

Teorema 6.4 (Existência e unicidade de campos de Jacobi). Sejam γ : I →M uma geodésica,

a ∈ I e p = γ(a). Para quaisquer vetores X e Y em TpM , existe um único campo de Jacobi J

sobre γ satisfazendo as condições iniciais:

J(a) = X e DtJ(a) = Y. (6.16)

Demonstração. Seja {Ei} base ortonormal de TpM . Usando transporte paralelo, estendemos

esta base a um campo ortonormal sobre γ. Escrevendo J(t) = J i(t)Ei e γ̇(t) = γ̇i(t)Ei, temos

0 = D 2
t J +R(J, γ̇)γ̇

= D 2
t

(
J i(t)Ei

)
+R

(
J j(t)Ej , γ̇

k(t)Ek

)
γ̇`(t)E`

= Dt

(
J̇ i(t)Ei + J i(t)DtEi

)
+R i

jk` J
j γ̇kγ̇`Ei

= J̈ iEi + J̇ iDtEi +R i
jk` J

j γ̇kγ̇`Ei

=
(
J̈ i +R i

jk` J
j γ̇kγ̇`

)
Ei.

(6.17)

Logo, encontrar um campo de Jacobi J sobre γ é equivalente a encontrar n (dimensão de M)
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funções J i : I → R que satisfazem o sistema linear de segunda ordem:

J̈ i +R i
jk` J

j γ̇kγ̇` = 0. (6.18)

Fazendo a substituição usual V i = J̇ i, tal sistema é convertido num sistema linear de primeira

ordem para 2n icógnitas
{
J i, V i

}
. O Teorema 2.16 garante a existência e unicidade de uma

solução definida em todo o intervalo I, satisfazendo as condições iniciais J i(a) = Xi, V i(a) =

Y i.

Corolário 6.5. Sobre qualquer geodésica γ, o conjunto dos campos de Jacobi é um subespaço

vetorial de T(γ) de dimensão 2n.

Demonstração. Seja p = γ(a) um ponto de γ. Consideremos a função que sai do conjunto dos

campos de Jacobi sobre γ e chega em TpM⊕TpM que leva J em (J(a), DtJ(a)). Pela proposição

anterior, temos que esta aplicação é um isomorfismo linear.

Exemplo 6.6. Sobre qualquer geodésica, sempre existem os seguinte campos de Jacobi triviais:

1. O campo J0(t) = γ̇(t), sobre a geodésica γ : [a, b] → M . Este campo é de Jacobi, pois

Dtγ̇ = 0 (visto que γ é uma geodésica) e R(γ̇, γ̇)γ̇ = 0, pois R é um tensor antissimétrico.

Além disso, este campo satisfaz as condições iniciais

J0(0) = γ̇(0) e DtJ0(0) = 0. (6.19)

2. Do mesmo modo, temos o campo J1(t) = tγ̇(t), que é um campo de Jacobi, pois

DtJ1(t) = Dt tγ̇(t) = γ̇(t) + tDt · γ(t) = ˙γ(t) =⇒ D 2
t J1 = Dtγ̇ = 0, (6.20)

e

R (J1, γ̇) γ̇ = tR (γ̇, γ̇) γ̇ = 0. (6.21)

Além disso, esse campo satisfaz as condições iniciais

J1(0) = 0 e DtJ1(0) = γ̇(0). (6.22)

Notemos que J0 é o campo variacional da variação Γ(s, t) = γ(s+ t), e J1 é o campo variacional

da variação Γ(s, t) = γ(est). De fato, para Γ(s, t) = γ(s+ t),

∂sΓ(0, t) =
d

ds
Γ(t)(0) =

d

ds
γ(s+ t)|s=0 = γ̇(s+ t)|s=0 = γ̇(t) = J0(t), (6.23)

e para Γ(s, t) = γ(est),

∂sΓ(0, t) =
d

ds
Γ(t)(0) =

d

ds
γ(est)

∣∣∣∣
s=0

= testγ̇(est)
∣∣
s=0

= tγ̇(t) = J1(t). (6.24)
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Afim de separar tais campos de Jacobi triviais de outros casos mais interessantes, temos a

seguinte definição:

Definição. Um campo vetorial tangencial sobre a curva γ é um campo vetorial V tal que

V (t) é um múltiplo de γ̇(t) para todo t, e um campo vetorial normal é um campo V tal que

V (t)⊥γ̇(t) para todo t.

Os campos de Jacobi triviais do exemplo anterior são exemplos de campos de vetoriais

tangenciais.

Proposição 6.7. Seja γ : I →M uma geodésica e a ∈ I.

1. Um campo de Jacobi sobre γ é normal se, e somente se,

J(a)⊥γ̇(a) e DtJ(a)⊥γ̇(a). (6.25)

2. Qualquer campo de Jacobi ortogonal a γ̇ em dois pontos é normal.

Demonstração. Calculemos

d2

dt2
〈J, γ̇〉 =

d

dt

(
d

dt
〈J, γ̇〉

)
=

d

dt
(〈DtJ, γ̇〉+ 〈J, Dtγ̇〉)

=
〈
D 2
t J, γ̇

〉
= −〈R (J, γ̇) γ̇, γ̇〉

= −Rm (J, γ̇, γ̇, γ̇)

= 0,

(6.26)

pelas simetrias do tensor de curvatura Proposição 5.2. Logo, a função f(t) = 〈J(t), γ̇(t)〉 é uma

função afim de t. Notemos ainda que f(a) = 〈J(a), γ̇(a)〉 e ḟ(a) = 〈DtJ(a), γ̇(a)〉. Então J(a)

e DtJ(a) são ortogonais a γ̇(a) se, e somente se, f e sua derivada zeram em a, o que ocorre se,

e somente se, f ≡ 0. Analogamente, se J é ortogonal a γ̇ em dois pontos, então f zera em dois

pontos e portanto f ≡ 0.

Proposição 6.8. Seja γ : I →M uma geodésica.

1. O espaço dos campos de Jacobi normais sobre γ é um subespaço de dimensão 2n − 2 de

T(γ);

2. O espaço dos campos de Jacobi tangenciais sobre γ é um subespaço de dimensão 2 de T(γ).

Corolário 6.9. Cada campo de Jacobi se decompõe unicamente como soma de um campo de

Jacobi tangencial e um campo de Jacobi normal.



CAPÍTULO 6. CAMPOS DE JACOBI 49

6.2 Calculando campos de Jacobi

Nesta seção, calcularemos o campo de Jacobi nas coordenadas normais.

Proposição 6.10. Sejam p ∈M e (xi) um sistema normal de coordenadas em uma vizinhança

U de p, e seja γ uma geodésica radial partindo de p. Para qualquer W = W i∂i ∈ TpM , o campo

de Jacobi J sobre γ tal que J(0) = 0 e DtJ(0) = W é dado com relação as coordenadas normais

por

J(t) = tW i∂i. (6.27)

Demonstração. Primeiramente, notemos que se o campo J é definido por (6.27), então J(0) = 0

e

DtJ(t) = Dt

(
tW i∂i

)
= W i∂i + tW iDt∂i =⇒ DtJ(0) = W i∂i = W. (6.28)

Pelo Teorema 6.4, resta mostrar que J é, de fato, um campo de Jacobi. Seja V = γ̇(0) ∈ TpM .

Escrevendo V = V i∂i temos, pela Proposição 3.10, que γ é dada nas coordenadas normais pela

fórmula

γ(t) =
(
tV 1, . . . , tV n

)
. (6.29)

Agora, consideremos a seguinte variação Γ dada em coordenadas por

Γ(s, t) =
(
t(V 1 + sW 1), . . . , t(V n + sWn)

)
. (6.30)

Usando novamente a Proposição 3.10, vemos que Γ é uma variação de γ por geodésicas. Logo,

pelo Teorema 6.2, ∂sΓ(0, t) é um campo de Jacobi. Mas,

∂sΓ(0, t) = tW i∂i = J(t), (6.31)

o que encerra a prova.

Para variedades com curvatura constante, temos a seguinte fórmula explicita para J .

Teorema 6.11. Seja (M, g) uma variedade riemanniana com curvatura seccional constante K

e seja γ uma geodésica com velocidade unitária em M . Os campos de Jacobi normais sobre γ

que zeram em t = 0 são exatamente os campos vetoriais

J(t) = u(t)E(t), (6.32)

onde E é um campo vetorial normal paralelo sobre γ e a função u(t) é dada por

u(t) =



1√
K

sin
(√

K t
)
, K > 0

t, K = 0

1√
−K

sinh
(√
−K t

)
, K < 0

. (6.33)
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Demonstração. Como g tem curvatura constante igual a K, pela Proposição 5.5, o endomorfismo

de curvatura é dado por

R(X, Y )Z = K (〈Y, Z〉X − 〈X, Z〉Y ) . (6.34)

Temos então que um campo de Jacobi normal sobre γ satisfaz:

0 = D 2
t J +R(J, γ̇)γ̇ = D 2

t J +K (〈γ̇, γ̇〉 J − 〈J, γ̇〉 γ̇) = D 2
t J +KJ, (6.35)

visto que |γ̇| = 1 e 〈J, γ̇〉 = 0. Temos então que, nesse caso, a segunda derivada covariante de J

é um múltiplo de J . Sendo assim, é razoável tentar contruir uma solução tomando um campo

vetorial normal E sobre γ e tomando J(t) = u(t)E(t) para alguma função u a ser determinada.

Temos então que tal campo J satisfaz a equação de Jacobi se, e somente, se

ü(t) +Ku(t) = 0. (6.36)

Da EDO, sabemos que as soluções desta equação que satisfazem u(0) = 0 são múltiplos das

funções dadas em (6.33).

6.3 Pontos conjugados

Seja γ um segmento geodésico ligando pontos p, q ∈ M . Dizemos que q é conjugado a p

sobre γ se existe um campo de Jacobi sobre γ que zera em p e q mas não é identicamente nulo.

A ordem ou multiplicidade dessa conjugação é a dimensão do espaço dos campos de Jacobi

que zeram em p e q.

Proposição 6.12. Suponhamos que p ∈ M , V ∈ TpM e q = expp V . Então expp é um

difeomorfismo local em uma vizinhança de V se, e somente se, q não é conjugado a p sobre a

geodésica γ(t) = expp tV , t ∈ [0, 1].

Demonstração. Pelo Teorema da Função Inversa, expp é um difeomorfismo local em uma vizi-

nhança da V se, e somente se, (expp)∗ é um isomorfismo em V e, claramente, isso ocorre se, e

somente se, (expp)∗ é injetora em V .

Identificando TV (TpM) com TpM , podemos calcular o pushforward (expp)∗ em V como segue:

(expp)∗W =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

expp(V + sW ). (6.37)

Para realizar tal cálculo, definimos uma variação de γ por geodésicas pela expressão

ΓW (s, t) = expp t(V + sW ). (6.38)
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O campo variacional JW (t) = ∂sΓW (0, t) é um campo de Jacobi sobre γ e

JW (1) = (expp)∗W. (6.39)

Como W ∈ TpM é arbitrário, existe um espaço de dimensão n de tais campo de Jacobi e então

esses são todos os campos de Jacobi que zeram em p.

Logo, (expp)∗ não é um isomorfismo em V quando existe um vetor W tal que (expp)∗W = 0,

o que ocorre exatamente quando existe um campo de Jacobi JW sobre γ com JW (0) = JW (q) =

0.

Proposição 6.13. Seja J um campo de Jacobi sobre uma geodésica γ : [0, a]→M . Então

〈J(t), γ̇(t)〉 = 〈Dt(0), γ̇(0)〉 t+ 〈J(0), γ̇(0)〉 , ∀ t ∈ [0, a]. (6.40)

Demonstração. Pela equação de Jacobi

Dt 〈DtJ, γ̇〉 =
〈
D 2
t J, γ̇

〉
= −〈R(V, γ̇)γ̇, γ̇〉 = 0. (6.41)

Portanto, 〈DtJ, γ̇〉 = 〈DtJ(0), γ̇(0)〉. Além disso,

Dt 〈J, γ̇〉 = 〈DtJ, γ̇〉 = 〈DtJ(0), γ̇(0)〉 . (6.42)

Integrando a última equação em t, obtemos

〈J, γ̇〉 = 〈DtJ(0), γ̇(0)〉 t+ 〈DtJ(0), γ̇(0)〉 , (6.43)

o que encerra a demonstração.

Corolário 6.14. Se existem t1, t2 ∈ [0, a], t1 6= t2, tais que 〈J, γ̇〉 (t1) = 〈J, γ̇〉 (t2), então 〈J, γ̇〉
não depende de t. Em particular, se J(0) = J(a) = 0, então 〈J, γ̇〉 ≡ 0.

Proposição 6.15. Seja γ : [0, a] → M uma geodésica e sejam X ∈ Tγ(0)M e Y ∈ Tγ(a)M .

Se γ(a) não é conjugado γ(0) sobre γ, então existe um único campo de Jacobi J sobre γ com

J(0) = X e J(a) = Y .

6.4 Segunda fórmula variacional

Anteriormente introduzimos a Primeira Fórmula Variacional, usando a ideia de que se uma

curva γ é minimizante, então a derivada do funcional de comprimento deve zerar em γ. Nesta

seção, usaremos o seguinte para obter a Segunda Fórmula Variacional : se γ é minimizante, enão

a segunda derivada deve ser não negativa em γ.
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Teorema 6.16 (Segunda fórmula variacional). Sejam γ : [a, b] → M uma geodésica com velo-

cidade unitária, Γ uma variação própria de γ e V seu campo variacional. Então

d2

ds2
L (Γs) =

∫ b

a

(∣∣∣DtV
⊥
∣∣∣2 −Rm(V ⊥, γ̇, γ̇, V ⊥)) dt, (6.44)

onde V ⊥ é a componente normal de V .

Definimos uma forma bilinear I, chamada de forma ı́ndice, definida no espaço dos campos

vetoriais próprios sobre γ por

I(V, W ) =

∫ b

a
(〈DtV, DtW 〉 −Rm (V, γ̇, γ̇, W )) dt. (6.45)

A demonstração do próximo resultado pode ser encontrada em [dC92].

Lema 6.17 (Lema do Índice). Seja γ : [0, a] → M uma geodésica ligando p = γ(0) e q = γ(a)

sem pontos conjugados a p. Seja J um campo de Jacobi sobre γ com 〈J, γ̇〉 = 0, e seja V

um campo suave por partes sobre γ com 〈V, γ̇〉 = 0. Suponha que J(0) = V (0) = 0 e que

J(t0) = V (t0) para algum t0 ∈ (0, a]. Então

It0 (J, J) ≤ It0 (V, V ) , (6.46)

e a igualdade ocorre se, e somente se, V = J em [0, t0].



Caṕıtulo 7

Fórmula de Bochner-Weitzenböck

7.1 Referencial geodésico

Nesta seção provaremos a existência de um referencial geodésico numa variedade riemanniana

M . Tal referencial será usado para dar representações locais mais simples para o gradiente, o

divergente e o laplaciano, que usaremos para provar a Fórmula de Bochner-Weitzenböck.

Teorema 7.1 (Referencial geodésico). Seja M uma variedade riemanniana de dimensão n e

seja p ∈M . Dada uma base ortonormal X1, . . . , Xn de TpM , existe uma vizinhança U ⊂M de

p e n campos vetoriais E1, . . . , En ∈ T(U) satisfazendo:

1. Os campos E1, . . . , En são ortonormais em cada ponto de U;

2. E1(p) = X1, . . . , En(p) = Xn.

3. Em p, ∇EiEj(p) = 0, para quaisquer ı́ndices i e j.

O referencial local (E1, . . . , En) dado pelo teorema anterior é chamado de referencial

geodésico.

Demonstração. Seja p ∈ M e
(
(xi), U

)
um sistema normal de coordenadas em p. Usando o

processo de ortonormalização de Gram-Schmidt no referencial coodenada (∂1, . . . , ∂n), cons-

truiremos um referencial ortonormal em U. Definimos, para k ∈ {1, . . . , n},

V1 = ∂1, V2 = ∂2 −
〈∂2, V1〉
〈V1, V1〉

V1, . . . , Vk = ∂k −
k−1∑
j=1

〈∂k, Vj〉
〈Vj , Vj〉

, (7.1)

e

Ek =
Vk
|Vk|

. (7.2)

Então (E1, . . . , En) é um referencial ortonomal em U. A demonstração segue das três afirmações

que seguem:

53
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Afirmação 7.2. Se ∇∂iVk|p = 0, então ∇∂i
Vk
|Vk|

∣∣∣
p

= 0.

De fato,

∇∂i
Vk
|Vk|

=
1

|Vk|
∇∂iVk +

(
∂i

1

|Vk|

)
Vk

=
1

|Vk|
∇∂iVk −

1

2
〈Vk, Vk〉−

3
2 (∂i 〈Vk, Vk〉)

=
1

|Vk|
∇∂iVk −

1

2
〈Vk, Vk〉−

3
2 (〈∇∂iVk, Vk〉+ 〈Vk, ∇∂iVk〉) = 0.

(7.3)

Afirmação 7.3. Seja X um campo vetorial em M . Se ∇∂iX|p = 0 para todo i ∈ {1, . . . , n},
então ∇EiX|p = 0 para cada i ∈ {1, . . . , n}.

Escrevendo Ei = Ej∂j , temos

∇EiX|p = ∇Ej∂jX|p = Ej∇∂iX|p = 0. (7.4)

Afirmação 7.4. ∇∂iVk|p = 0, para todo k ∈ {1, . . . , n}.

A prova desta afirmação segue por indução finita: para k = 1 temos

∇∂iV1|p = ∇∂iV1|p = ∇∂i∂1|p = 0. (7.5)

Agora suponhamos que ∇∂iVj |p = 0 para todo j ∈ {1, . . . , k}, k < n. Então, no ponto p,

∇∂iVk+1 = ∇∂i

∂k+1 −
k∑
j=1

〈∂k+1, Vj〉
〈Vj , Vj〉

Vj


= ∇∂i∂k+1 −∇∂i

 k∑
j=1

〈∂k+1, Vj〉
〈Vj , Vj〉

Vj


= −∇∂i

 k∑
j=1

〈∂k+1, Vj〉
〈Vj , Vj〉

Vj


= −

k∑
j=1

∇∂i
(
〈∂k+1, Vj〉
〈Vj , Vj〉

Vj

)
.

(7.6)

Mas, para j ∈ {1, . . . , k}, temos

∇∂i
(
〈∂k+1, Vj〉
〈Vj , Vj〉

Vj

)
=
〈∂k+1, Vj〉
〈Vj , Vj〉

∇∂iVj + ∂i

(
〈∂k+1, Vj〉
〈Vj , Vj〉

Vj

)
=

(
1

〈Vj , Vj〉
∂i 〈∂k+1, Vj〉+ 〈∂k+1, Vj〉 ∂i

(
1

〈Vj , Vj〉

))
Vj

= 0,

(7.7)
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o que demonstra a última afirmação e encerra a demonstração do teorema.

7.2 Gradiente, divergente e laplaciano

Na Seção 1.1 definimos o gradiente ∇f de uma função f ∈ C∞(M). Listaremos algumas

propriedades do gradiente.

Proposição 7.5. Dadas funções f, g ∈ C∞(M) e uma função j : A ⊂ R→ R suave no aberto

A ⊂ R, temos

1. ∇(f + g) = ∇f +∇g;

2. ∇(f · g) = f∇g + g∇f ;

3. ∇(j ◦ f) = (j′ ◦ f) · ∇f .

Demonstração. Nesta prova, usaremos que dados campos vetoriais X e Z, se 〈X, Y 〉 = 〈Z, Y 〉
para qualquer campo Y , então X = Z. Temos,

〈∇(f + g), Y 〉 = d(f + g)(Y )

= df(Y ) + dg(Y )

= 〈∇f, Y 〉+∇g, Y

= 〈∇f +∇g, Y 〉 ;

(7.8)

〈∇(f · g), Y 〉 = d(f · g)(Y )

= f dg(Y ) + g df(Y )

= f 〈∇g, Y 〉+ g 〈∇f, Y 〉

= 〈f ∇g + g∇f, Y 〉 ;

(7.9)

〈∇(j ◦ f), Y 〉 = d(j ◦ f)(Y )

= (j′ ◦ f) · df(Y )

= (j′ ◦ f) 〈∇f, Y 〉

=
〈
(j′ ◦ f)∇f, Y

〉
,

(7.10)

como queŕıamos.

Lembremos, vide página 18, que a hessiana de uma função f é o tensor Hess f : T(M) ×
T(M) → C∞(M) dado por Hess f(X, Y ) = X(Y f) − (∇XY )f . Seguem algumas propriedades

da hessiana.

Proposição 7.6. Dadas funções f, g ∈ C∞(M) e uma função j : A ⊂ R→ R suave no aberto

A ⊂ R, temos
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1. Hess (f + g) = Hess f + Hess g;

2. Hess f(X, Y ) = Hess f(Y, X);

3. Hess (f · g)(X, Y ) = (Xf)(Y g) + (Xg)(Y f) + f Hess g(X, Y ) + gHess f(X, Y );

4. Hess (j ◦ f)(X, Y ) = (Xf)(Y f)j′′ ◦ f + j′ ◦ f Hess f(X, Y ).

Definimos agora o operador divergência div : T(M)→ C∞(M) por

divX = tr(Z 7→ ∇ZX). (7.11)

Então, se (E1, . . . , En) é um referencial local em M , podemos escrever

divX =
n∑
i=1

〈∇EiX, Ei〉 . (7.12)

Proposição 7.7. Dados campos X, Y ∈ T(M) e uma função f ∈ C∞(M). temos

1. div(X + Y ) = divX + divY ;

2. div(fX) = fdivX + 〈∇f, X〉.

Demonstração. Seja p um ponto de M e seja (E1, . . . , En) um referencial geodésico em torno

p.

1. Usando a representação local (7.12), temos

div(X + Y ) = tr(Z 7→ ∇Z(X + Y ))

=
∑
i

〈∇Ei(X + Y ), Ei〉

=
∑
i

〈∇EiX +∇EiY, Ei〉

=
∑
i

〈∇EiX, Ei〉+
∑
i

〈∇EiY, Ei〉

= tr(Z 7→ ∇ZX) + tr(Z 7→ ∇ZY )

= divX + divY.

(7.13)

2. Escrevendo X = XiEi e Y = Y jEj , obtemos:

div(fX) = tr(Z 7→ ∇Z(fX))

=
∑
i

〈∇EifX, Ei〉

= f
∑
i

〈∇EiX, Ei〉+
∑
i

〈(Eif)X, Ei〉

= fdivX + 〈∇f, X〉 ,

(7.14)
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e conclúımos a demonstração.

Dada uma função f ∈ C∞(M), definimos o laplaciano de f como sendo a função

∆f = div(∇f). (7.15)

Dizemos que f ∈ C∞(M) é harmônica se ∆f = 0.

Proposição 7.8. Dadas funções f, g ∈ C∞(M) e uma função j : A ⊂ R→ R suave no aberto

A ⊂ R, temos

1. ∆(f + g) = ∆f + ∆g;

2. ∆(f · g) = f∆g + g∆f + 2 〈∇f, ∇g〉;

3. ∆(j ◦ f) = (j′ ◦ f) ·∆f + (j′′ ◦ f) · |∇f |2.

Demonstração. Usaremos as propriedades já conhecidas sobre o gradiente e a divergência:

∆(f + g) = div(∇(f + g))

= div(∇f +∇g)

= div∇f + div∇g

= ∆f + ∆g;

(7.16)

∆(f · g) = div(∇(f · g))

= div(f∇g + g∇f)

= div(f∇g) + div(g∇f)

= f div∇g + 〈∇f, ∇g〉+ g div∇f + 〈∇g, ∇f〉

= f∆g + g∆f + 2 〈∇f, ∇g〉 ;

(7.17)

∆(j ◦ f) = div(∇(j ◦ f))

= div((j′ ◦ f) · ∇f)

= (j′ ◦ f) div∇f +
〈
∇(j′ ◦ f), ∇f

〉
= (j′ ◦ f) ·∆f + (j′′ ◦ f) · |∇f |2 ,

(7.18)

e está provado.

Proposição 7.9. Se (E1, . . . , En) é um referencial geodésico em um aberto U ⊂M , então em
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U temos

∇f =
n∑
i=1

(Eif)Ei;

divX =
n∑
i=1

Eifi;

∆f =
n∑
i=1

Ei(Eif) = tr Hess (f).

7.3 Fórmula de Bochner-Weitzenböck

Proposição 7.10 (Fórmula de Bochner-Weitzenböck). Seja M uma n-variedade riemanniana.

Se f ∈ C3(M), então

1

2
∆
(
|∇f |2

)
= |Hess f |2 + 〈∇f, ∇(∆f)〉+ Ric (∇f, ∇f) . (7.19)

Demonstração. Seja p ∈M um ponto fixado e seja (E1, . . . , En) um referencial geodésico (vide

Teorema 7.1) em torno de p. Usando a Proposição 7.9, temos

1

2
∆
(
|∇f |2

)
=

1

2

∑
i

EiEi 〈∇f, ∇f〉

=
∑
i

Ei 〈∇Ei∇f, ∇f〉

=
∑
i

Ei Hess f(Ei, ∇f)

=
∑
i

Ei Hess f(∇f, Ei) (hessiana é simétrica)

=
∑
i

Ei 〈∇∇f∇f, Ei〉

=
∑
i

[〈∇Ei∇∇f∇f, Ei〉+ 〈∇∇f∇f, ∇EiEi〉] (compatibilidade da conexão)

=
∑
i

〈∇Ei∇∇f∇f, Ei〉

=
∑
i

〈R(Ei, ∇f)∇f, Ei〉+
∑
i

〈∇∇f∇Ei∇f, Ei〉+
∑
i

〈
∇[Ei,∇f ]∇f, Ei

〉
(7.20)

O primeiro termo desta soma é, por definição, Ric(∇f, ∇f). Para o segundo termo, temos que∑
i

〈∇∇f∇Ei∇f, Ei〉 =
∑
i

∇f 〈∇Ei∇f, Ei〉 −
∑
i

〈∇Ei∇f, ∇∇fEi〉

= ∇f
∑
i

〈∇Ei∇f, Ei〉 (a última soma zera em p),
(7.21)
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e além disso, em p,

∆f =
∑
i

Ei(Eif)

=
∑
i

[〈∇EiEi, ∇f〉+ 〈Ei, ∇Ei∇f〉]

=
∑
i

〈∇Ei∇f, Ei〉 .

(7.22)

Logo, o segundo tempo em p é dado por∑
i

〈∇∇f∇Ei∇f, Ei〉 = ∇f(∆f)

= 〈∇f, ∇(∆f)〉 .
(7.23)

Para o terceiro termo, temos∑
i

〈
∇[Ei,∇f ]∇f, Ei

〉
=
∑
i

Hess f ([Ei, ∇f ], Ei)

=
∑
i

Hess f (∇Ei∇f −∇∇fEi, Ei)

=
∑
i

Hess f (∇Ei∇f, Ei)−
∑
i

Hess f (∇∇fEi, Ei)

=
∑
i

Hess f (∇Ei∇f, Ei) (em p)

=
∑
i

〈∇Ei∇f, ∇Ei∇f〉 .

(7.24)

Agora, com relação ao referencial geodésico, temos que ∇f = Σj(Ejf)Ej . Assim,

∇Ei∇f = ∇Ei
∑
j

(Ejf)Ej

=
∑
j

∇Ei [(Ejf)Ej ] (linearidade sobre R)

=
∑
j

[(Ejf)∇EiEj + (EiEjf)Ej ] (regra do produto)

=
∑
j

(EiEjf)Ej (em p).

(7.25)
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Segue que

〈∇Ei∇f, ∇Ei∇f〉 =

〈∑
j

(EiEjf)Ej ,
∑
k

(EiEkf)Ek

〉
=
∑
j

∑
k

〈(EiEjf)Ej , (EiEkf)Ek〉

=
∑
j

∑
k

(EiEjf) (EiEkf) 〈Ej , Ek〉

=
∑
j

∑
k

(EiEjf) (EiEkf) δjk

=
∑
j

(EiEjf)2 .

(7.26)

Portanto, no ponto p, ∑
i

〈
∇[Ei,∇f ]∇f, Ei

〉
=
∑
i

∑
j

(EiEjf)2

= |Hess f |2,
(7.27)

o que encerra a demonstração.

Corolário 7.11. Suponhamos que estamos nas condições da Proposição 7.10. Suponhamos

ainda que Ric(M) ≥ 0, |∇f | = 1 e ∆f = 0. Então ∇f é um campo vetorial paralelo.

Demonstração. Seja p um ponto de M e seja (U, (xi)) um sistema normal de coordenadas

centrado em p. Pela Fórmula de Bochner-Weitzenböck (usando ∆f = 0), temos

0 =
1

2
∆
(
|∇f |2

)
+ Ric(∇f, ∇f) ≥ |Hess f |2. (7.28)

Como, em p, |Hess f |=
∑

i, j(∂i∂jf)2, conclúımos que para quaisquer ı́ndices i e j, ∂i∂jf = 0.

Portanto, ∇(∇f) = 0 e, por definição, ∇f é um campo paralelo.
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Caṕıtulo 8

Teoremas de comparação

Neste caṕıtulo, seguindo [SY94], provaremos Teorema de Comparação da Hessiana, obtere-

mos estimativas para o gradiente de funções harmônicas e exibiremos um certo tipo de função

exaustão que, de certo modo, é “equivalente” a função distância.

8.1 Teorema de Comparação da Hessiana

Lembremos alguns fatos que introduzimos na Parte I e que usaremos neste caṕıtulo. Seja

M uma n-variedade riemanniana completa. Dado p ∈M , consideremos a aplicação exponencial

expp : TpM →M , definida em TpM pois M é completa.

Seja Sp = {X ∈ TpM : ‖X‖ = 1} a esfera unitária em TpM ; para cada X ∈ Sp, existe no

máximo um cut point na geodésica expp(tX), t > 0. Se expp(t0X) = q é um cut point de p,

definimos µ(X) := d(p, q) (distância riemanniana entre p e q); se a geodésica expp(tX), t > 0,

não possui cut point, definimos µ(X) :=∞. Consideremos o conjunto

Ep = {tX : 0 ≤ t < µ(X), X ∈ Sp}. (8.1)

Proposição 8.1.

1. expp : Ep → expp(Ep) é um difeomorfismo.

2. Cut (p) = ∂ expp(Ep).

3. Cut (p) tem medida n-dimensional zero.

4. M = expp(Ep) ∪ Cut (p).

5. expp : Ep →M r Cut (p) é um sistema maximal de coordenadas normais em p.

Seja f ∈ C2(M). Redefiniremos a hessiana de f (esta definição é equivalente a anterior)

da seguinte forma: Sejam X, Y ∈ TxM ; estendendo X e Y a campo vetoriais suaves X̃ e Ỹ ,

respectivamente, em uma vizinhança de x, definimos:
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CAPÍTULO 8. TEOREMAS DE COMPARAÇÃO 63

Hess f(X, Y ) = (X̃Ỹ f)(x)− (∇
X̃
Ỹ f)(x), (8.2)

onde ∇ denota a conexão riemanniana em M . Pode-se verificar que tal definição não depende

das extensões X̃ e Ỹ .

Seja p ∈ M . Para x ∈ M r Cut (p), seja σ a geodésica minimizante ligando p e x, parame-

trizada pelo comprimento de arco, tal que σ(0) = p e σ(r) = x (r é a distância radial). Seja X

um vetor em TxM tal que 〈X, ∂/∂r〉 (x) = 0. Como x não é um ponto conjugado de p, podemos

estender X a um campo de Jacobi X̃ sobre σ, que satisfaz X̃(σ(0)) = 0, X̃(σ(r)) = X. Além

disso, tal campo satisfaz [X̃, ∂/∂r] = 0. Temos então que se X̂ é uma extensão de X̃ definida

na vizinhança normal de p M r Cut p, então

X̂X̂ρ−
(
∇
X̂
X̂
)
ρ = X̂

〈
X̂, ∇ρ

〉
−
〈
∇
X̂
X̂, ∇ρ

〉
= X̂

〈
X̂,

∂

∂r

〉
−
〈
∇
X̂
X̂,

∂

∂r

〉
=

〈
∇
X̂
X̂,

∂

∂r

〉
+

〈
X̂, ∇

X̂

∂

∂r

〉
−
〈
∇
X̂
X̂,

∂

∂r

〉
=

〈
X̂, ∇

X̂

∂

∂r

〉
=
〈
X̂, ∇ ∂

∂r
X̂
〉
,

(8.3)

onde X̂ é uma extensão do campo de Jacobi X̃ à vizinhança normal de p, e na última igualdade

usamos
[
X̃, ∂/∂r

]
= 0. Portanto

Hess ρ(X, X) =
〈
X̂, ∇ ∂

∂r
X̂
〉

(x). (8.4)

Notemos ainda que
〈
X̂, ∇ ∂

∂r

〉
(σ(0)) = 0, pois X̂(σ(0)) = X̃(σ(0)) = 0 e assim, pelo Teorema

Fundamental do Cálculo, temos

Hess ρ(X, X) =

∫ r

0

d

dt

(〈
X̂, ∇ ∂

∂r
X̂
〉
◦ σ
)
dt

=

∫ r

0

d

dt

〈
X̂ ◦ σ,

(
∇ ∂

∂r
X̂
)
◦ σ
〉
dt (X̂ ◦ σ é campo sobre σ)

=

∫ r

0

(〈
Dt

(
X̂ ◦ σ

)
,
(
∇ ∂

∂r
X̂
)
◦ σ
〉

+
〈
X̂ ◦ σ, Dt

((
∇ ∂

∂r
X̂
)
◦ σ
)〉)

dt

=

∫ r

0

(∣∣∣(∇ ∂
∂r
X̂
)
◦ σ
∣∣∣2 +

〈
X̂ ◦ σ,

(
∇ ∂

∂r
∇ ∂

∂r
X̂
)
◦ σ
〉)

dt,

(8.5)
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sendo que a última igualdade é válida pois

Dt(X̂ ◦ σ)(t) = ∇σ̇(t)X̂

= ∇ ∂
∂r |σ(t)

X̂

=
[(
∇ ∂

∂r
X̂
)
◦ σ
]

(t)

(8.6)

e

Dt

[(
∇ ∂

∂r
X̂
)
◦ σ
]

(t) = ∇σ̇(t)

(
∇ ∂

∂r
X̂
)

=
[(
∇ ∂

∂r
∇ ∂

∂r
X̂
)
◦ σ
]

(t).
(8.7)

Como X̃ é um campo de Jacobi, ou seja, satisfaz

D 2
t X̃ +R(X̃, σ̇)σ̇ = 0, (8.8)

onde R(·, ·)· é a curvatura riemanniana de M (endomorfismo de curvatura), temos que o campo

X̂ satisfaz (sobre os pontos da curva σ)

∇ ∂
∂r
∇ ∂

∂r
X̂ +R

(
X̂,

∂

∂r

)
∂

∂r
= 0. (8.9)

Conclúımos que

Hess ρ(X, X) =

∫ r

0

(∣∣∣(∇ ∂
∂r
X̂
)
◦ σ
∣∣∣2 −〈R(X̂, ∂

∂r

)
∂

∂r
, X̂

〉
◦ σ
)
dt. (8.10)

Observação. O lado direito da equação (8.10) é a forma ı́ndice Ir0(X̃) para um campo vetorial

X̃ sobre σ.

Teorema 8.2 (Teorema de Comparação da Hessiana). Sejam M1 e M2 duas n-variedades

riemannianas completas. Suponhamos que γi : [0, a] → Mi, (i = 1, 2), são duas geodésicas

parametrizadas pelo comprimento de arco e γi não intersecta o cut locus de γi(0). Seja ρi a

função distância até o ponto γi(0) em Mi e seja Ki a curvatura seccional de Mi. Suponhamos

ainda que em γ1(t) e γ2(t), 0 ≤ t ≤ a, temos

K1 (X1, γ̇1) ≥ K2 (X2, γ̇2) , (8.11)

onde Xi é um vetor unitário em Tγi(t)Mi perpendicular a γ̇i. Então,

Hess ρ1(X1, X1) ≤ Hess ρ2(X2, X2), (8.12)

onde Xi ∈ Tγi(a)Mi com 〈Xi, γ̇i〉 (γi(a)) = 0 e |Xi| = 1.

Demonstração. Como a imagem de γi não intersecta Cut (γi(0)), γi está contida na vizinhança
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normal maximal de γi(0). Sejam
(
E 1

1 , . . . , E 1
n

)
e
(
E 2

1 , . . . , E 2
n

)
dois referenciais ortonormais

sobre γ1 e γ2, respectivamente (i.e., para cada instante t, {E i
1 (t), . . . , E i

n (t)} é uma base

ortonormal para Tγi(t)M , i ∈ {1, 2}), com

E 1
n = γ̇1 e E 2

n = γ̇2. (8.13)

Para i ∈ {1, 2}, consideremos o campo de Jacobi X̃i sobre γi que satisfaz X̃i(γi(0)) = 0 e

X̃i(γi(a)) = Xi. Consideremos então uma extensão X̂i do campo X̂i definida numa vizinhança

de γi(0). Da equação (8.10), temos (no ponto γi(a))

Hess ρi(Xi, Xi) =

∫ a

0

(∣∣∣(∇γ̇iX̂i

)
◦ γi
∣∣∣2 − 〈Ri (X̂i ◦ γi, γ̇i

)
γ̇i, X̂i ◦ γi

〉)
dt, (8.14)

Como 〈Xi, γ̇i〉 = 0, X̂i é perpendicular a E i
n em cada ponto de γi (Corolário 6.14). Deste modo,

o campo de Jacobi X̃2 pode ser escrito como

X̃2 =

n−1∑
j=1

λjE
2
j , λj ∈ C∞ [0, a] . (8.15)

Tomemos {E 1
j } de modo que

X1 = X̃1(a) =

n−1∑
j=1

λ(a)E 1
j (γ1(a)). (8.16)

Definimos então um campo vetorial sobre γ1 por

Z =
n−1∑
j=1

λjE
1
j . (8.17)

Assim, Z(0) = X̃1(0) e Z(a) = X̃1(a). Além disso, |Z| = |X̃2| e∣∣∣∇γ̇2X̂2

∣∣∣ =
∣∣∣∑λ′j(t)E

2
j

∣∣∣ =
∣∣∣∑λ′j(t)E

1
j

∣∣∣ = |∇γ̇1Z| . (8.18)

Nestas codições temos, pelo Lema do Índice (Lema 6.17), que Ia0 (X̃1) ≤ Ia0 (Z) e então

Hess ρ1(X1, X1) = Ia0 (X̃1) ≤ Ia0 (Z)

=

∫ a

0

(
|(∇γ̇1Z) ◦ γ1|2 − 〈R (Z ◦ γ1, γ̇1) γ̇1, Z ◦ γ1〉

)
dt

=

∫ a

0

(∣∣∣(∇γ̇2X̂2

)
◦ γ2

∣∣∣2 −K1 (Z ◦ γ1, γ̇1)

)
dt

≤
∫ a

0

(∣∣∣(∇γ̇2X̂2

)
◦ γ2

∣∣∣2 −K2

(
X̂2 ◦ γ2, γ̇2

))
dt

= Ia0 (X̃2) = Hess ρ2(X2, X2),

(8.19)
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e o teorema está demonstrado.

O seguinte teorema é um resultado análogo ao anterior para o caso em que a curvatura de

Ricci de M é limitada inferiormente.

Teorema 8.3 (Teorema de Comparação do Laplaciano). Seja M uma n-variedade riemanniana

completa com Ric(M) ≥ −(n − 1)k2, onde k ≥ 0. Seja N um espaço forma com curvatura

seccional constante igual a −k2. Sejam ρM e ρN as funções distância (a um ponto fixado) em

M e N , respectivamente. Se x ∈M e ρM é diferenciável em x, então para qualquer y ∈ N com

ρN (y) = ρM (x),

∆ρM (x) ≤ ∆ρN (y). (8.20)

Deste modo, calculando o laplaciano da função distância no espaço forma, temos que se

Ric(M) ≥ −(n− 1)k, então

∆ρ ≤ n− 1

ρ

(
1 +
√
k ρ
)

(8.21)

no sentido das distribuições.

8.2 Estimativas do gradiente de funções harmônicas

Teorema 8.4. Seja M uma variedade riemanniana completa de dimensão n, n ≥ 2, com

Ric(M) ≥ −(n−1)K, onde K ≥ 0 é uma constante. Suponhamos que u é uma função harmônica

positiva em M e que Ba(x) é uma bola geodésica em M . Então,

|∇u|
u
≤ Cn

(
1 + a

√
K

a

)
em Ba

2
(x), (8.22)

onde Cn é uma constante positiva que depende apenas de n.

Demonstração. Dado p ∈M , pela Proposição 7.10, temos que no ponto p

1

2
∆
(
|∇u|2

)
= |Hessu|2 + 〈∇u, ∇ (∆u)〉+ Ric (∇u, ∇u)

≥ |Hessu|2 − (n− 1)K |∇u|2 .
(8.23)

Consideremos agora um sistema normal de coordenadas (xi, U) centrado em p satisfazendo

∂1u(p) = |∇u| (p) e ∂iu(p) = 0 para i ≥ 2. (8.24)

Seja (E1, . . . , En) um referencial geodésico em torno de p (vide Teorema 7.1) tal que Ei|p = ∂i|p
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para cada ı́ndice i. Usando a Proposição 7.9, temos em U

Ej (|∇u|) = Ej

√∑
i

(Eiu)2


=

1

2

1√∑
i (Eiu)2

(
Ej
∑
i

(Eiu)2

)

=
1

2

1

|∇u|

(∑
i

Ej (Eiu)2

)

=
1

2

1

|∇u|

(∑
i

2 [(EjEiu)Eiu]

)

=
1

|∇u|
∑
i

(EjEiu)Eiu.

(8.25)

Assim, em p

Ej (|∇u|) = ∂j (|∇u|) = ∂j∂1 u, (8.26)

e então

|∇ (∇u)|2 =
∑
j

(∂j |∇u|)2

=
∑
j

(∂j∂1u)2 .
(8.27)

Mas,

∆
(
|∇u|2

)
= 2 |∇u|∆ (|∇u|) + 2 |∇ (|∇u|)|2 . (8.28)

Combinando (8.23), (8.27) e (8.28), temos

|Hessu|2 − (n− 1)K |∇u|2 ≤ |∇u|∆ (|∇u|) +
∑
j

(∂j∂1u)2 . (8.29)

Então, como |Hessu|2 =
∑

i, j (∂i∂ju)2,

|∇u|∆(|∇u|) + (n− 1)K|∇u|2 ≥
∑
i, j

(∂i∂ju)2 −
∑
j

(∂j∂1u)2

≥
∑
i 6=1

(∂i∂1u)2 +
∑
i 6=1

(∂i∂iu)2

≥
∑
i 6=1

(∂i∂1u)2 +
1

n− 1

∑
i 6=1

∂i∂iu

2

.

(8.30)

Como, em p, ∆u = Σ∂i∂iu = 0, temos que (∂1∂1u)2 = (Σi 6=1∂i∂iu)2. Segue de (8.27) e da
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desigualdade acima que

|∇u|∆(|∇u|) + (n− 1)K|∇u|2 ≥ 1

n− 1
|∇(|∇u|)|2. (8.31)

Agora, seja φ = |∇u|
u . Queremos uma estimativa inferior para φ. Temos,

∇φ =
∇|∇u|
u

− |∇u|∇u
u2

. (8.32)

Como |∇u| = φu temos, por (8.31), que em qualquer ponto onde ∇u 6= 0,

∆(|∇u|) = u∆φ+ φ∆u+ 2 〈∇φ, ∇u〉

= u∆φ+ 2 〈∇φ, ∇u〉 .
(8.33)

Assim,

∆φ =
∆(|∇u|)

u
− 2 〈∇φ, ∇u〉

u

=
|∇u|∆(|∇u|)
|∇u|u

− 2 〈∇φ, ∇u〉
u

≥ 1

|∇u|u

(
1

n− 1
|∇(|∇u|)|2 − (n− 1)K|∇u|2

)
− 2 〈∇φ, ∇u〉

u

=
1

(n− 1)|∇u|u
|∇(|∇u|)|2 − (n− 1)Kφ− 2 〈∇φ, ∇u〉

u
.

(8.34)

Tomando ε = 2/(n− 1) > 0, segue de (8.32) que

2 〈∇φ, ∇u〉
u

=
(2− ε) 〈∇φ, ∇u〉

u
+
ε 〈∇φ, ∇u〉

u

= (2− ε)〈∇φ, ∇u〉
u

+ ε
〈∇(|∇u|), ∇u〉

u2
− ε |∇u|

3

u3

≤ (2− ε)〈∇φ, ∇u〉
u

+ ε
|∇(|∇u|)| |∇u|

u2
− εφ3.

(8.35)

Por outro lado,

ε
|∇|∇u|| |∇u|

u2
= ε

|∇|∇u||
(|∇u|u)1/2

· |∇u|
3/2

u3/2

≤ ε

2

(
|∇|∇u||2

|∇u|u
+
|∇u|3

u3

)
=

1

n− 1

(
|∇|∇u||2

|∇u|u
+ φ3

)
.

(8.36)

Usando (8.35) e (8.36), obtemos

∆φ ≥ −(n− 1)Kφ−
(

2− 2

n− 1

)
〈∇φ, ∇u〉

u
+

1

n− 1
φ3. (8.37)



CAPÍTULO 8. TEOREMAS DE COMPARAÇÃO 69

Consideremos agora a função F : Ba(x)→ R definida por

F (y) = (a2 − ρ2)φ(y) = (a2 − ρ2)
|∇u|
u

(y),

onde ρ(y) = d(y, x). Como F |∂Ba(x) = 0, se ∇u 6= 0 (em Ba(x)), então F deve atinge seu

maximo e algum ponto x0 ∈ Ba(x). Suponhamos que x0 não é um cut point de x. Então F é

suave numa vizinhança de x e, pelo prinćıpio do máximo

∇F (x0) = 0, (8.38)

∆F (x0) ≤ 0. (8.39)

Por (8.38) e (8.39), temos em x0

∇ρ2

a2 − ρ2
=
∇φ
φ
,

− ∆ρ2

a2 − ρ2
+

∆φ

φ
−

2
〈
∇ρ2, ∇φ

〉
(a2 − ρ2)φ

≤ 0.

(8.40)

Segue que
∆φ

φ
− ∆ρ2

(a2 − ρ2)
− 2|∇ρ2|2

(a2 − ρ2)2
≤ 0. (8.41)

Notemos que ∣∣∇ρ2
∣∣ = 2ρ |∇ρ| = 2ρ, (8.42)

e por (8.21), temos

∆ρ2 = 2ρ |∇ρ|2

= 2 + 2ρ∆ρ

≤ 2 + 2(n− 1)
(

1 +
√
K ρ

)
≤ C

(
1 +
√
K ρ

)
,

(8.43)

onde C é uma constante que depende apenas de n. Usando a desigualdade anterior e as equações

(8.37) e (8.41), obtemos

0 ≥ ∆φ

φ
−
C
(

1 +
√
K ρ

)
a2 − ρ2

− 8ρ2

(a2 − ρ2)2

≥ −(n− 1)K −
(

2− 2

n− 1

)
〈∇φ, ∇u〉

φu
+

1

n− 1
φ2 −

C
(

1 +
√
K ρ

)
a2 − ρ2

− 8ρ2

(a2 − ρ2)2 .

(8.44)



CAPÍTULO 8. TEOREMAS DE COMPARAÇÃO 70

Temos ainda, por (8.40),

〈∇φ, ∇u〉
φu

=
2ρ 〈∇ρ · ∇u〉
(a2 − ρ2)u

≤ 2ρ

a2 − ρ2
φ. (8.45)

Substituindo em (8.44) e usando F = (a2 − ρ2)φ, temos

0 ≥ −(n− 1)K −
(

2− 1

n− 1

)
2ρ

a2 − ρ2
φ+

1

n− 1
φ2 −

C
(

1 +
√
k ρ
)

a2 − ρ2
− 8ρ2

(a2 − ρ2)2

=⇒ 0 ≥ −(n− 1)K(a2 − ρ2)2 −
(

2− 2

n− 1

)
2ρ(a2 − ρ2)φ

+
1

n− 1
φ2(a2 − ρ2)2 − C

(
1 +
√
K ρ

)
(a2 − ρ2)− 8ρ2

=
1

n− 1
F 2 − 4(n− 2)

n− 1
ρF − C

(
1 +
√
K ρ

) (
a2 − ρ2

)
− 8ρ2 − (n− 1)K

(
a2 − ρ2

)2
≥ 1

n− 1
F 2 − 2C1aF − C

(
1 +
√
K ρ

)
a2 − 8a2 − (n− 1)Ka4

≥ 1

n− 1
F 2 − 2C1aF − C2

(
1 +
√
K a

)2
a2,

(8.46)

onde C1 e C2 são constantes que dependem apenas de n. Dáı,

F (x0) = sup
y∈Ba(x)

F (y)

≤ (n− 1)

[
C1a+

√
C 2

1 a2 +
C2

n− 1
a2
(

1 +
√
K a

)2
]

≤ C ′n a
(

1 +
√
K a

)
.

(8.47)

Então, na bola Ba
2
(x), temos

3a2

4
sup
Ba

2
(x)

|∇u|
u
≤ C ′n a

(
1 +
√
K a

)
, (8.48)

i.e.,

sup
Ba

2
(x)

|∇u|
u
≤ Cn a

(
1 +
√
K a

a

)
, (8.49)

onde Cn é uma constante que depende apenas de n. O teorema está demonstrado para o caso

em que x0 não é um cut point de x.

Suponhamos agora que o ponto de máximo x0 de F é um cut point de x. Seja σ a geodésica

minimizante ligando x e x0. Seja ε > 0 pequeno e seja x outro ponto de Imσ com d(x, x) <

ε. Notemos que, em Imσ, não existem pontos conjugados a x, então existe uma vizinhança

regular Nx da geodésica σ que não contém pontos conjugados de x. Seja ρx(y) = d(y, x). Pela
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desigualdade triangular,

ρx(y) + ε ≥ ρ(y),

ρx(x0) + ε = ρ(x0).
(8.50)

Consideremos a função F dada por

F (y) =
[
a2 − (ρx(y) + ε)2

] |∇u|
u

. (8.51)

Por (8.50), temos

F (y) ≤ F (y) e F (x0) = F (x0). (8.52)

Deste modo, x0 também é ponto de máximo para F . Como ρ é suave numa vizinhança de x0,

aplicamos o prinćıpio do máximo para obter a estimativa para F . Tomando os limites x→ x e

ε→ 0, obtemos (8.22).

Corolário 8.5. Em uma variedade riemanniana completa M como curvatura de Ricci não

negativa, não existem funções harmônicas positivas não-constantes.

Demonstração. Notemos que se a variedade M é compacta, então este resultado é verdadeiro

mesmo sem nenhuma hipótese sobre a curvatura de Ricci (pois funções harmônicas não cons-

tantes não assumem máximo ou mı́nimo interiores). Suponhamos então que M não é compacta.

Como, por hipótese, Ric(M) ≥ 0, temos que (8.22) é válida com K = 0. Tomando o limite

a → +∞, obtemos |∇u| = 0. Portanto, qualquer função harmônica positiva em M é cons-

tante.

Corolário 8.6. Seja M uma variedade riemanniana com Ric(M) ≥ −(n − 1)K. Suponhamos

que Ba é uma bola geodésica de raio a em M e que u é uma função harmônica em Ba. Então,

sup
Ba

2

|∇u| ≤ Cn

(
1 +
√
K a

a

)
sup
Ba

|u|, (8.53)

para alguma constante positiva Cn que depende apenas de n.

Demonstração. Seja A := supBa |u|. Então v := u + A + ε > 0. Além disso, v é uma função

harmônica positiva, podemos aplicar o Teorema 8.4 para v, obtendo

sup
Ba

2

|∇u| = sup
Ba

2

|∇v|

≤ Cn

(
1 +
√
K a

a

)
sup
Ba

2

(u+A+ ε)

≤ Cn

(
1 +
√
K a

a

)(
2 sup
Ba

|u|+ ε

)
.

(8.54)
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Fazendo ε→ 0, conclúımos a demonstração.

Corolário 8.7. Seja M uma variedade riemanniana completa e não-compacta satisfazendo

Ric(M) ≥ K. Se u é uma função harmônica positiva em M , então

|∇u|
u
≤ C

(
n,
√
K
)
. (8.55)

Demonstração. Basta aplicarmos o Teorema 8.4 com a ≥ 1.

Teorema 8.8. Seja M uma variedade riemanniana completa com Ric(M) ≥ −(n − 1)K. Su-

ponhamos que u > 0 é uma solução de ∆u = λu em M , onde λ é uma constante positiva.

Então,
|∇u|
u
≤ C(n, K, λ). (8.56)

Demonstração. Para provar este resultado usaremos a mesma técnica usada para demonstrar o

Teorema 8.4. Dado p ∈M , temos que no ponto p

1

2
∆
(
|∇u|2

)
= |Hessu|2 + 〈∇u, ∇ (∆u)〉+ Ric (∇u, ∇u)

= |Hessu|2 + 〈∇u, ∇ (λu)〉+ Ric (∇u, ∇u)

= |Hessu|2 + λ 〈∇u, ∇u〉+ Ric (∇u, ∇u)

= |Hessu|2 + λ |∇u|2 + Ric (∇u, ∇u)

≥ |Hessu|2 + (λ− (n− 1)K) |∇u|2 .

(8.57)

Consideremos agora um sistema normal de coordenadas
((
xi
)
, U
)

centrado em p satisfazendo

∂1u(p) = |∇u| (p) e ∂iu(p) = 0, ∀ i ≥ 2. (8.58)

Seja (E1, . . . , En) um referencial geodésico definido em U tal que Ei|p = ∂i|p para todo i ∈
{1, . . . , n} (Teorema 7.1). Temos em U:

Ej (|∇u|) =
1

|∇u|
∑
i

(EjEi)Eiu; (8.59)

logo, em p (daqui pra frente as funções são todas calculadas no ponto p),

Ej (|∇u|) = ∂j (|∇u|) = ∂j∂1u, (8.60)

o que implica que

|∇ (∇u)|2 =
∑
j

(∂j∂1u)2 . (8.61)
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Combinando (8.60), (8.61) e (8.28), temos

|Hessu|2 − ((n− 1)K − λ) |∇u|2 ≤ |∇u|∆ (|∇u|) +
∑
j

(∂j∂1u)2 . (8.62)

Segue que, repetindo o argumento em (8.30), temos

|∇u|∆ (|∇u|) + ((n− 1)K − λ) |∇u|2 ≥
∑
i 6=1

(∂i∂1u)2 +
1

n− 1

∑
i 6=1

∂i∂iu

2

. (8.63)

Como, em p, ∆u =
∑
∂i∂i = λu, segue que

(∑
i 6=1 ∂i∂iu

)2
= (∂1∂1u+ λu)2. Dáı, usando o fato

de λ > 0 e u > 0

|∇u|∆ (|∇u|) + ((n− 1)K − λ) |∇u|2 ≥
∑
i 6=1

(∂i∂iu)2 +
1

n− 1
(∂1∂1u+ λu)2

≥
∑
i 6=1

(∂i∂iu)2 +
1

n− 1
(∂1∂1u)2

≥ 1

n− 1
|∇ (|∇u|)|2 .

(8.64)

Agora, definimos φ = |∇u|
u . Como anteriormente, queremos um estimativa inferior para φ.

Temos

∇φ =
∇ |∇u|
u

− |∇u| ∇u
u2

. (8.65)

Como |∇u| = φu, temos que em qualquer ponto onde ∇u 6= 0:

∆ (|∇u|) = u∆φ+ φ∆u+ 2 〈∇φ, ∇u〉

= u∆φ+ φ (λu) + 2 〈∇φ, ∇u〉 .
(8.66)

Segue que

∆φ = ∆

(
|∇u|
u

)
=

∆ (|∇u|)
u

− λφ− 2 〈∇φ, ∇u〉
u

=
|∇u|∆ (|∇u|)
|∇u|u

− λφ− 2 〈∇φ, ∇u〉
u

≥ 1

|∇u|u

(
1

n− 1
|∇ (|∇u|)|2 − ((n− 1)K − λ) |∇u|2

)
− λφ− 2 〈∇φ, ∇u〉

u

=
1

(n− 1) |∇u|u
|∇ (|∇u|)|2 − ((n− 1)K − λ)φ− λφ− 2 〈∇φ, ∇u〉

u

=
1

(n− 1) |∇u|u
|∇ (|∇u|)|2 − (n− 1)Kφ− 2 〈∇φ, ∇u〉

u
.

(8.67)

Note que a desigualdade acima é a mesma da desigualdade (8.34). Além disso, o que segue de
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(8.34) não utiliza o fato de u ser harmônica. Portanto, agora basta repetirmos os agumentos da

demonstração do Teorema 8.4.

8.3 Variedades com curvatura de Ricci limitada inferiormente

Teorema 8.9. Seja M uma variedade riemanniana completa com Ric(M) ≥ −(n− 1)K. Dado

p ∈M , existe uma constante C = C(n, K) tal que

VolBx(1) ≥ e−Cρ(x)VolBp(1), ∀ x ∈M, (8.68)

onde ρ(x) = d(x, p).

Demonstração. Seja x um ponto de M e seja σ a distância até x, i.e., σ(y) = d(x, y). Denotemos

por Bx(t) a bola geodésica de centro x e raio t. Afirmamos que a função

F (t) = t−ne−CtVolBx(t) (8.69)

é decrescente para t ≥ 0, onde C é uma constante com C ≥ (n− 1)
√
K.

De fato, como Ric(M) ≥ −(n− 1)K, temos por (8.21) que, em M r (Cut (x) ∪ {x})

∆σ2 = 2σ∆σ + 2 〈∇σ, ∇σ〉

= 2σ∆σ + 2

≤ 2σ

(
n− 1

σ
(1 +

√
Kσ)

)
+ 2

= 2n+ 2(n− 1)
√
Kσ.

(8.70)

Como Cut (x) ∪ {x} é um conjunto de medida nula, temos que ∆σ2 ≤ 2n + 2(n − 1)
√
K σ no

sentido das distribuições. Ou seja, dada ϕ ∈ C∞0 (M), temos∫
M

(
∆σ2

)
ϕ ≤

∫
M

(
2n+ 2(n− 1)

√
K σ

)
ϕ. (8.71)

Tomemos uma sequência de conjuntos compactos (Ωk) de modo que: Ωk+1 ⊂ Ωk, para todo k,

e ∪Ωk = Bx(t). Para cada k ∈ N, seja ϕk ∈ C∞0 (M) tal que Ωk ⊂ suppϕk, ϕk = 1 em Ωk e

ϕk = 0 em M r Bx(t). Tais funções tem, de fato, suporte compacto pois M é uma variedade

completa e Bx(t) é fechado e limitado. Por (8.71), temos∫
M

(
∆σ2

)
ϕk ≤

∫
M

(
2n+ 2(n− 1)

√
K σ

)
ϕk

=⇒
∫
Bx(t)

(
∆σ2

)
ϕk ≤

∫
Bx(t)

(
2n+ 2(n− 1)

√
K σ

)
ϕk.

(8.72)
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Além disso, em Bx(t), temos que (
∆σ2

)
ϕk → ∆σ2 q.t.p.,(

2n+ 2(n− 1)
√
K σ

)
ϕk → 2n+ 2(n− 1)

√
K σ q.t.p.

(8.73)

e 2n+ 2(n− 1)
√
K σ é uma função positiva em Bx(t) tal que

∣∣(∆σ2
)
ϕk
∣∣ ≤ ∣∣∣(2n+ 2(n− 1)

√
K σ

)
ϕk

∣∣∣ ≤ 2n+ 2(n− 1)
√
K σ q.t.p., ∀ k ∈ N. (8.74)

Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada, temos que∫
Bx(t)

∆σ2 ≤
∫
Bx(t)

2n+ 2(n− 1)
√
K σ. (8.75)

Portanto, ∫
Bx(t)

∆σ2 ≤ 2nVolBx(t) + 2(n− 1)
√
K

∫
Bx(t)

σ. (8.76)

Por outro lado, usando a identidade de Green∫
M
u∆v dVg +

∫
M
〈∇u, ∇v〉 dVg =

∫
∂M

uNv dVg̃, (8.77)

temos ∫
Bx(t)

∆σ2 =

∫
∂Bx(t)

Nσ2

=

∫
∂Bx(t)

∂

∂r
σ2 (Lema de Gauss)

=

∫
∂Bx(t)

2σ
∂

∂r
σ

=

∫
∂Bx(t)

2t

〈
∂

∂r
, ∇σ

〉
=

∫
∂Bx(t)

2t 〈∇σ, ∇σ〉

= 2tVol ∂Bx(t)

= 2t
∂VolBx(s)

∂s

∣∣∣∣
s=t

(8.78)

Se V (t) = VolBx(t), por (8.71), temos que

2tV ′(t) ≤ 2nV (t) + 2(n− 1)
√
K

∫
Bx(t)

σ

≤ 2nV (t) + 2(n− 1)
√
K tV (t).

(8.79)
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Então, para C ≥ (n− 1)
√
K, temos que

tV ′ ≤ nV + CtV, (8.80)

o que é equivalente a
d

dt

(
t−ne−CtV (t)

)
≤ 0, (8.81)

e provamos assim a afirmação. Então, se t ≥ 1, temos que F (1) ≥ F (t), i.e.,

e−CVolBx(1) ≥ t−ne−CtVolBx(t). (8.82)

Tomando então t = d(x, p) + 1, obtemos

e−CVolBx(1) ≥ (ρ(x) + 1)−ne−C(ρ(x)+1)VolBx(ρ(x) + 1)

≥ e−C(ρ(x)+1)VolBx(ρ(x) + 1)

≥ e−C(ρ(x)+1)VolBp(1),

(8.83)

onde na última desigualdade acima usamos Bp(1) ⊂ Bx(1 + ρ(x)). Portanto,

VolBx(1) ≤ e−Cρ(x) VolBp(1), (8.84)

o que demonstra o teorema.

Teorema 8.10. Seja M uma variedade riemanniana completa com Ric(M) ≥ −K, onde K ≥ 0

é constante. Então existe uma função própria f ∈ C∞(M) tal que

|∇f | ≤ C, f ≥ Cρ e |∆f | ≤ C, (8.85)

onde C é uma constante e ρ é a função distância a um ponto fixado de M .

Demonstração. A demonstração será relizada em 3 passos.

Passo 1. Seja p ∈M e ρ(x) = d(x, p). Denotaremos a bola geodésica com centro em p e raio

R por BR. Para R > 1, resolvemos em BR rB1 o seguinte problema de Dirichlet:
∆hR = λhR em BR rB1,

hR|∂B1 = 1,

hR|∂BR = 0,

(8.86)

onde λ é uma constante a ser determinada depois. Da teoria de equações eĺıpticas de segunda

ordem, sabemos que existe uma solução hR para o problema (8.86). Além disso, pelo prinćıpio

do máximo, esta solução satisfaz

0 < hR(x) < 1, ∀ x ∈ BR rB1. (8.87)
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Suponhamos que R2 > R1 > 1. Então, a função v = hR2 − hR1 , satisfaz
∆v = λv em BR1 rB1,

v|∂B1 = 0,

v|∂BR1
= hR2 |∂BR1

,

(8.88)

pois

∆(hR2 − hR1) = ∆hR2 −∆hR1 = λ(hR2 − hR1),

hR2 |∂B1
= 0, hR1 |∂B1

= 1 e hR1 |∂BR1
= 0.

(8.89)

Novamente pelo prinćıpio do máximo, temos que v = hR2 − hR1 > 0 em BR1 rB1. Assim, para

cada x ∈M , a famı́lia {hR(x)} é crescente e limitada superiormente. Segue que o limite

h(x) = lim
R→∞

hR(x) (8.90)

existe.

Seja (Ri) uma sequência de números reias, Ri > 1, com Ri → ∞ e seja Ωi = BRi r B1.

Como hR é uniformemente limitada (0 ≤ hR ≤ 1), temos pela estimativa de Schauder para hR

com R ≥ Ri + 1 que, para cada inteiro positivo k,

‖hR‖Ck(Ωi) ≤ C(k, i). (8.91)

Portanto, tomando uma subsequência diagonal, podemos mostrar que existe uma sequência

(hRi) que converge em Ck(Ωi) para h em Ωi. Segue que h ∈ C∞(M) e satisfaz
∆h = λh em M

h|∂B1
= 1

0 < h < 1 em M rB1

. (8.92)

Passo 2. Provaremos agora que h(x) = O(e−Cρ(x)) quanto ρ → ∞ (provaremos que h(x) ≤
C̃e−Cρ(x) para uma constante C̃ > 0 e x suficientemente distante de p.)

Seja C > 0 uma constante. Usando a fórmula de integral por partes∫
M
〈∇u, X〉 = −

∫
M
udivX +

∫
∂M

u 〈X, N〉 , (8.93)

onde N é o campo vetorial unitário normal a ∂M , temos∫
BRrB1

〈
∇
(
eCρhR

)
, ∇hR

〉
= −

∫
BRrB1

eCρhR div (∇hR) +

∫
∂(BRrB1)

eCρhR 〈∇hR, N〉 .

(8.94)
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Então, lembrado que hR|∂BR = 0,∫
BRrB1

eCρhR∆hR =

∫
∂B1

eCρhR

〈
∇hR,

∂

∂r

〉
−
∫
BRrB1

〈
∇
(
eCρhR

)
, ∇hR

〉
= eC

∫
∂B1

∂

∂r
hR −

∫
BRrB1

〈
eCρ∇hR + CeCρhR∇ρ, ∇hR

〉
= eC

∫
∂B1

∂

∂r
hR −

∫
BRrB1

eCρhR |∇hR|2

− C
∫
BRrB1

eCρhR 〈∇hR, ∇ρ〉 .

(8.95)

Tomando R suficientemente grande (e.g. R ≥ 2), temos por (8.91) que a primeira integral do

lado direito é uniformemente limitada por uma constante C̃ > 0. Portanto, como ∆hR = λhR,

temos que

λ

∫
BRrB1

eCρh 2
R ≤ C̃ −

∫
BRrB1

eCρhR |∇hR|2 − C
∫
BRrB1

eCρhR 〈∇hR, ∇ρ〉 . (8.96)

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que | 〈∇hR, ∇ρ〉 | ≤ |∇hR| · |∇ρ|; além disso

|∇ρ| = 1, assim

λ

∫
BRrB1

eCρh 2
R ≤ C̃ + C

∫
BRrB1

eCρhR |∇hR| −
∫
BRrB1

eCρhR |∇hR|2 . (8.97)

Como (
C

2
hR − |∇hR|

)2

≥ 0 =⇒ ChR |∇hR| ≤
C2

4
h 2
R + |∇hR|2 , (8.98)

temos que

λ

∫
BRrB1

eCρh 2
R ≤ C̃ +

C2

4

∫
BRrB1

eCρh 2
R , (8.99)

ou seja, (
λ− C2

4

)∫
BRrB1

eCρh 2
R ≤ C̃. (8.100)

Suponhamos então que λ ≥ C2

4 + 1. Tomando o limite R→ +∞, obtemos∫
MrB1

eCρh 2
R ≤ C̃. (8.101)

Agora, fixemos x ∈ M r B2 e seja y ∈ Bx(1), onde Bx(1) é a bola geodésica de centro x e raio

1. Dado z ∈M , temos pela desigualdade triangular que

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) =⇒ d(y, z) ≥ d(x, z)− 1, (8.102)

então,

ρ(y) ≥ ρ(x)− 1. (8.103)
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Como Bx(1) ⊂M rB1, temos por (8.101) que

C̃ ≥
∫
MrB1

eCρh2 ≥
∫
Bx(1)

eCρh2 ≥ eC(ρ(x)−1)

∫
Bx(1)

h2. (8.104)

Segue que ∫
Bx(1)

h2 ≤ C̃e−C(ρ(x)−1). (8.105)

Observação. Em geral, BR não é um domı́nio suave. O que precisamos fazer é substituir BR

por um domı́nio suave DR tal que DR ⊂ BR+1 r BR. A demonstração segue exatemente da

mesma forma.

Notemos que

|∇(log ◦h)| =
∣∣∣∣∇hh

∣∣∣∣ =
|∇h|
h

(8.106)

Assim, pelo Teorema 8.8, temos que

|∇(log ◦h)| ≤ C
(
n,
√
K, λ

)
. (8.107)

Agora, seja σ : [0, `] → M uma geodésica p.p.c.a. com σ(0) = y e σ(`) = x. Pelo Teorema do

Valor Médio (podemos aplicá-lo, visto que log ◦h ◦ σ é uma função real [0, `] → R), temos que

existe ξ ∈ [0, `] tal que

(log ◦h ◦ σ)(`)− (log ◦h ◦ σ)(0) ≤ (log ◦h ◦ σ)′(ξ)(`− 0). (8.108)

Mas,

(log ◦h ◦ σ)′(ξ) = 〈∇(log ◦h)(σ(ξ)), σ̇(ξ)〉 , (8.109)

e assim,

|(log ◦h ◦ σ)(`)− (log ◦h ◦ σ)(0)| ≤ |〈∇(log ◦h)(σ(ξ)), σ̇(ξ)〉| · `

≤ |∇(log ◦h)(σ(ξ))| · |σ̇(ξ)| · `

≤ |∇(log ◦h)(σ(ξ))|

≤ C
(
n,
√
K, λ

)
.

(8.110)

Portanto,

|(log ◦h)(x)− (log ◦h)(y)| ≤ C
(
n,
√
K, λ

)
. (8.111)

Segue que

h(y) ≥ C1h(x), onde C1 = exp
[
−C

(
n,
√
K, λ

)]
. (8.112)

Por (8.105), temos

C1VolBx(1) · h(x)2 ≤ C̃e−C(ρ(x)−1). (8.113)
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Pelo Teorema 8.9, existe C2 > 0 (C2(n, K, VolBp(1))) tal que

VolBx(1) ≥ e−C2ρ(x). (8.114)

Devemos então escolher uma constante C > C2 e então (8.113) implica que h(x) = O(e−C3ρ(x)),

onde C3 = 1
2(C − C2).

Passo 4. Seja

f(x) = (1− η(x)) log h(x) + η(x), (8.115)

onde η ∈ C∞(M) é uma bump function tal que η(x) = 1 em B1, η(x) = 0 em M r B2 e

0 < η(x) < 1 para x ∈ B2 rB1. Então, f é justamente a função que procuramos, pois:

a. Como h ≤ Ae−C3ρ, para ρ(x) > 2,

f(x) = − log h(x) ≥ C3ρ(x)− logA, (8.116)

o que implica que f é própria.

b. Temos que |∇f | = |∇(log ◦h)| ≤ C para ρ > 2, enquanto que para ρ ≤ 2, |∇f | é claramente

limitada. Também temos

∇f = −∆h

h
+ |∇(log ◦h)|2 = −λ+ |∇(log ◦h)|2 , (8.117)

para ρ(x) > 2. Segue que |∆f | ≤ C em M .

Isto encerra a demonstração.



Caṕıtulo 9

Núcleo do calor

Neste caṕıtulo, exibiremos uma construção do núcleo do calor de uma variedade compacta

e sem bordo (uma variedade fechada). Para tal construção seguimos [Ros97]. A construção do

núcleo do calor para uma variedade não compacta pode ser encontrada em [Cha84].

9.1 Uma expressão para o núcleo do calor em uma variedade

riemanniana

Suponhamos que (M, g) é uma variedade riemanniana compacta e sem bordo. Nesse caso,

∆ é um operador auto-adjunto em L2(M) e seus autovalores formam uma sequência infinita

0 ≤ λ1 < λ2 < λ3 < · · · → +∞.

Além disso, temos uma base ortonormal {φi} de L2(M) satisfazendo ∆φi = λiφi. Lembremos

que, como L2(M) é um espaço de Hilbert como o produto interno

(f, g) =

∫
M
fg dVg, (9.1)

é válida neste espaço a indentidade de Parseval: se {eα} é uma base ortonormal de um espaço

de Hilbert (X, 〈·, ·〉), dados vetores x = xαeα e y = yαeα, então

〈x, y〉 =
∑
α

〈x, eα〉 〈y, eα〉 =
∑
α

xαyα. (9.2)

No que segue, o conjunto R+ denota o conjunto dos reais não negativos {x ∈ R : x ≥ 0} e

R∗+ denota o conjunto dos reais positivos {x ∈ R : x > 0}.

Proposição 9.1. Suponhamos que exista uma função e(t, x, y) ∈ C∞(R∗+×M×M) satisfazendo

(∂t + ∆y) e(t, x, y) = 0; (9.3)

81
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e

lim
t→∞

∫
M
e(t, x, y)f(y)dVg(y) = f(x), (9.4)

para qualquer função f ∈ L2(M). Então é válida a convergência pontual

e(t, x, y) =
∑
i

e−λitφi(x)φi(y). (9.5)

Além disso, e(t, x, y) é o núcleo do calor.

Demonstração. Seja {φi} a base ortonormal de L2(M) formada por autovetores do laplaciano,

como feito anteriormente. Sendo assim, fixados t e x, podemos escrever e(t, x, ·) = Σfi(t, x)φi(·),
onde fi(t, x) =

∫
M e(t, x, y)φi(y)dVg(y). Logo, (usando aqui o fato de M ser uma variedade

compacta)

∂tfi(t, x) = ∂t

∫
M
e(t, x, y)φi(y) dVg(y)

=

∫
M
∂t e(t, x, y)φi(y) dVg(y)

= −
∫
M

[∆ye(t, x, y)]φi(y) dVg(y)

= −
∫
M
e(t, x, y)∆yφi(y) dVg(y)

= −λi
∫
M
e(t, x, y)φi(y) dVg(y)

= −λi fi(t, x).

(9.6)

Então,

fi(t, x) = ki(x)e−λit. (9.7)

Mas, dada uma função arbitrária g ∈ L2(M), escrita com relação a base como g = Σaiφi, temos

g(x) = lim
t→0

∫
M
e(t, x, y)g(y) dVg(y)

= lim
t→0

∫
M

∑
i

e−λitki(x)φi(y)
∑
j

ajφj(y) dVg(y)

= lim
t→0

∑
i

e−λitki(x)ai

=
∑
i

ki(x)ai.

Dáı, conclúımos que ki(x) = φi(x) e
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e(t, x, y) =
∑
i

e−λitφi(x)φi(y). (9.8)

Tal igualdade é válida em L2(M) na variável y para t e x fixados. Segue que existe uma sequência

de números naturais ik → +∞ tal que

ik∑
i=0

e−λitφi(x)φi(y)→ e(t, x, y) (9.9)

pontualmente para quaisquer t e x e q.t.p. em y. Mostremos que tal convergência é, de fato, é

pontual para todo y. Pela identidade de Parseval, temos

〈
e(t/2, x, ·), e(t/2, x′, ·)

〉
=

∑
i

e−
λit

2 φi(x)e−
λit

2 φi(x
′)

=
∑
i

e−λitφi(x)φi(x
′).

Portanto, Σie
−λitφi(x)φi(x

′) converge pontualmente com limite cont́ınuo em t, x e x′ e con-

clúımos o desejado.

9.2 Construção do núcleo do calor: parametriz

Seja (M, g) uma variedade riemanniana fechada (compacta e sem bordo). Consideremos a

seguinte vizinhança da diagonal em M ×M :

Uε = {(x, y) ∈M ×M : y ∈ Bε(x)} (9.10)

Seja G ∈ C∞(R∗+ × Uε) a função dada por

G(t, x, y) = (4πt)−
n
2 e−

r(x, y)2

4t . (9.11)

Note que G é o núcleo do calor que encontramos em Rn. Agora, dado k ∈ Z+, definimos outra

função Sk ∈ C∞(R∗+ × Uε) por

Sk(t, x, y) = (4πt)−
n
2 e−

r(x, y)2

4t

(
u0(x, y) + · · ·+ uk(x, y)tk

)
, (9.12)

para funções ui ∈ C∞(Uε) que, por enquanto, podem ser consideradas desconhecidas. Temos

que

∂S

∂t
= G ·

((
− n

2t
+
r2

4t2

)(
u0 + · · ·+ ukt

k
)

+
(
u1 + 2u2t+ · · ·+ kukt

k−1
))

, (9.13)
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e, pela Proposição 7.8,

∆yS = (∆G)
(
u0 + · · ·uktk

)
− 2

〈
∇G, ∇

(
u0 + · · ·+ ukt

k
)

+G∆
(
u0 + · · ·+ ukt

k
)〉

. (9.14)

Usando coordenadas polares, temos

∆G = −∂
2G

∂r2
− ∂G

∂r

(
1

det(expp)∗

∂

∂r
det(expp)∗ +

n− 1

r

)
=

(
n

2t
− r2

4t2

)
G+

r

2t

D′

D
G, (9.15)

onde D = det(expp)∗ e D′ = ∂rD. Pelo Lema de Gauss,

〈
∇G, ∇(u0 + · · ·+ ukt

k)
〉

= − r

2t

(
∂

∂r
u0 + · · ·+ tk

∂

∂r
uk

)
G. (9.16)

Combinando as equações acima, obtemos

(∂t + ∆y)Sk = G ·
(
u1 + · · ·+ ktk−1uk +

r

2t

D′

D

(
u0 + · · ·+ ukt

k
)

(9.17)

+
r

t

(
∂

∂r
u0 + · · ·+ tk

∂

∂r
uk

)
+ ∆yu0 + · · · tk∆yuk

)
. (9.18)

Escolheremos as funções ui, i ∈ {0, . . . , k}, de modo que Sk seja solição da equação

(∂t + ∆)S = (4πt)−
n
2 e−

r(x, y)2

4t tk∆yuk(x, y). (9.19)

Faremos isso zerando os coeficientes que acompanham ti, para i ∈ {0, . . . , k− 1}. Então, temos

que resolver

r
∂

∂r
u0 +

r

2

D′

D
u0 = 0 (9.20)

e

r
∂

∂r
+

(
r

2

D′

D
+ i

)
+ ∆yui−1 = 0, para i ∈ {1, . . . , k}. (9.21)

Podemos reescrever (9.20) como

∂

∂r
lnu0 = −1

2

∂

∂r
lnD, (9.22)

e então u0 = kD−
1
2 , onde k = k(θ). Como queremos que u0 esteja definida pra r = 0, temos

que k deve ser uma constante. Escolhendo k = 1, obtemos
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u0(x, y) =
1√

D
(
exp −1

x (y)
) =

1√
det(expx)∗

(
exp −1

x (y)
) , (9.23)

em particular,

u0(x, x) = 1. (9.24)

Resolvendo (9.21), obtemos

ui(x, y) = −r(x, y)−i D−
1
2 (y)

∫ r

0
D

1
2 (x(s))∆yui−1(x(s), y)si−1ds. (9.25)

Assim definidas as funções ui, temos que a equação (9.19) é satisfeita. Além disso, um argumento

de indução nos mostra que ui ∈ C∞(Uε).

Seja η ∈ C∞(M ×M) uma bump function tal que η(x, y) ∈ [0, 1], η = 0 em (M ×M) r Uε

e η = 1 em Uε/2. Definimos então Hk = ηSk ∈ C∞(R∗+ ×M ×M).

Definição. Uma parametriz para o operador do calor ∂t + ∆y é uma função H(t, x, y) ∈
C∞(R∗+ ×M ×M) que satisfaz

(a) (∂t + ∆y)H ∈ C0(R+ ×M ×M);

(b) limt→0

∫
M H(t, x, y)f(y)dVg(y) = f(x).

Lema 9.2. Se k > n/2, então Hk é uma parametriz. Além disso, se k > ` + n/2, então

(∂t + ∆y)Hk ∈ C`(R+ ×M ×M).

Demonstração. Devemos mostrar que (∂t + ∆y)Hk admite uma extensão cont́ınua para t = 0.

Notemos primeiramente que Hk = 0 em R∗+ × ((M ×M) r Uε), então (∂t + ∆y)Hk se estende

trivialmente nesse caso. Em R∗+ × Uε/2, temos

(∂t + ∆y)Hk = (∂t + ∆y)Sk = (4πt)−
n
2 tke−

r2

4t ∆yuk. (9.26)

Seja (tn, xn, yn) uma sequência em R∗+ × Uε/2 convergindo para (0, x, y). Temos que,

(∂t + ∆y)Sk(tn, xn, yn) = (4πtn)−
n
2 t k
n e
− r(xn, yn)2

4tn ∆yuk(xn, yn) (9.27)

Como a variedade M é compacta, temos que r(xn, yn) é limitado; sendo assim, o pior dos casos

é quando r(xn, yn) = 0 para todo n ∈ N. Mas, nesso caso, temos

(∂t + ∆y)Sk(tn, xn, yn) =
t
k−n

2
n ∆yuk(xn, yn)

(4π)
n
2

→ 0, (9.28)

pois k > n/2.
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Agora, em Uε r Uε/2, temos

(∂t + ∆y)Hk = ∂tHk + ∆yHk

= ∂t(ηSk) + ∆y(ηSk)

= η∂tSk + (∆yη)Sk − 2 〈∇η, ∇Sk〉+ η∆ySk

= η(∂t + ∆y)Sk − 2 〈∇η, ∇Sk〉+ (∆yη)Sk

= (4πt)−
n
2 e−

r2

4t φ(t, x, y),

(9.29)

para alguma função φ(t, x, y) ∈ C∞(R∗+ ×M ×M) com no máximo um polo de ordem t−1 em

t = 0. Como r > ε/2, temos que o termo e−r
2/4t nunca se anula. Logo, dada uma sequência

(tn, xn, yn)→ (0, x, y) temos que (∂t+∆y)Hk(t, x, y)→ 0. Com isso, mostramos que podemos

estender continuamente (∂t + ∆y)Hk a R+ ×M ×M definido (∂t + ∆y)Hk(0, x, y) = 0 para

quaisquer pontos x e y de M .

Para a parte (b), precisamos mostrar que

lim
t→∞

∫
M

(4πt)−
n
2 e−

r2

4t η(x, y)
(
u0(x, y) + · · ·+ uk(x, y)tk

)
f(y) dVg(y) = f(x). (9.30)

Temos,

lim
t→∞

∫
M

(4πt)−
n
2 e−

r2

4t η(x, y)ui(x, y)f(y) dVg(y) =

= lim
t→∞

∫
Bε/2(x)

(4πt)−
n
2 e−

r2

4t η(x, y)ui(x, y)f(y) dVg(y)

= + lim
t→∞

∫
MrBε/2(x)

(4πt)−
n
2 e−

r2

4t η(x, y)ui(x, y)f(y) dVg(y).

(9.31)

Notemos que, como r > 0 em M r Bε/2(x), temos que o último termo na expressão anterior é

zero. Usando o sistema normal de coordenadas em x e lembrado que η = 1 em Bε/2(x), obtemos∫
Bε/2(x)

(4πt)−
n
2 e−

r2

4t η(x, y)ui(x, y)f(y) dVg(y) =

=

∫
Bε/2(0)⊂TxM∼=Rn

(4πt)−
n
2 e−

r(0, v)2

4t ui(x, expx v)f(expx v)D(v)dv1 · · · dvn

=

∫
TxM∼=Rn

(4πt)−
n
2 e−

r(0, v)2

4t ui(x, expx v)f(expx v)D(v)dv1 · · · dvn,

(9.32)

sendo que, na última integral, estendemos ui como sendo zero fora de Bε/2(x). Em Rn, temos

que (4πt)−
n
2 e−

r2

4t é o núcleo do calor, logo quando t→ 0 a última integral converge para

ui(x, expx 0)f(expx 0)D(0) = ui(x, x)f(x). (9.33)
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Como u0(x, x) = 1, temos que

lim
t→∞

∫
M

(4πt)−
n
2 e−

r2

4t η(x, y)u0(x, y)f(y) dVg(y) = f(x) (9.34)

e

lim
t→∞

∫
M

(4πt)−
n
2 e−

r2

4t η(x, y)ui(x, y)f(y) dVg(y) = 0, (9.35)

para i > 0, o que encerra a demonstração.

9.3 Construção do núcleo do calor: operadores do calor

Sejam X e Y operadores em um espaço de Hilbert de funções H denso em L2(M). Su-

ponhamos que X e Y têm operadores de calor bem definidos e−tX e e−tY , i.e., um semigrupo

(e−t1Xe−t2X = e−(t1+t2)X) de operadores limitados e auto-adjuntos satisfazendo

• (∂t +X)e−tXf = 0;

• limt→0 e
−tXf = f .

(e o mesmo é válido para Y ). No que segue nesta seção, denotaremos frequentemete e−tXf

apenas por e−tX .

Proposição 9.3 (Fórmula de Duhamel). Se e−t(X+Y ) existe, temos

e−t(X+Y ) = e−tX −
∫ t

0
e−(t−s)(X+Y )Y e−sXds. (9.36)

Demonstração. O operador e−tX é injetor e auto-adjunto, portanto é sobrejetor; denotaremos

sua inversa por etX . Seja B(t) = e−t(X+Y )etX ; temos

dB

dt
(t) = e−t(X+Y )(−(X + Y ))etX + e−t(X+Y )etXX

= −e−t(X+Y )Y etX ,

(9.37)

visto que etXX = XetX . Então, pelo Teorema Fundamental do Cálculo,

e−t(X+y)etX − Id = −
∫ t

0
e−s(X+Y )Y esXds, (9.38)

dáı

e−t(X+y) − e−tX = −
∫ t

0
e−s(X+Y )Y e(s−t)Xds

= −
∫ t

0
e−(t−s)(X+Y )Y e−sXds,

(9.39)

como queŕıamos demonstrar.
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Dados dois operadores A(t) e B(t) em nosso espaço de Hilbert, definimos a convolução destes

por

A ∗B =

∫ t

0
A(t− s)B(s)ds. (9.40)

Com isso, a fórmula de Duhamel pode ser escrita na seguite forma:

e−t(X+Y ) = e−tX − e−t(X+Y ) ∗
(
Y e−tX

)
. (9.41)

Denotemos a convolução de λ-termos A ∗ · · · ∗A por A∗λ e A∗1 = A.

Corolário 9.4. Temos que

e−t(X+Y ) = e−tX +
n∑
j=1

(−1)ibj + (−1)n+1rn+1, (9.42)

onde

bn = etX ∗
(
Y e−tX

)∗n
(9.43)

e

rn = e−t(X+Y ) ∗
(
Y e−tX

)∗n
. (9.44)

Demonstração. A demonstração segue por indução. Para n = 0, o corolário é simplesmente a

fórmula de Duhamel com b0 = 0. Suponhamos que a afirmação seja válida pra n− 1, i.e.,

e−t(X+Y ) = e−tX +
n−1∑
j=1

(−1)ibj + (−1)nrn

Aplicando a fórmula de Duhamel no termo e−t(X+Y ) de rn, obtemos

rn =
(
e−tX − e−t(X+Y ) ∗

(
Y e−tX

))
∗
(
Y e−tX

)∗n
= bn − rn+1,

e o corolário está demonstrado.

Dados operadores X e Y , pelo corolário anterior, temos que se existe e−t(X+Y ) existe e

rn+1 → 0, então podemos encontrar o operador do calor de X +Y a partir do operados do calor

de X, pois

e−t(X+Y ) = e−tX + e−tX ∗
∞∑
λ=1

(−1)λ
(
Y e−tX

)∗λ
. (9.45)

Seja A(t) um operador em H com núcleo H(t, x, y) = Hk(t, x, y), i.e.,
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(A(t)f)(x) =

∫
M
H(t, x, y)f(y) dVg(y). (9.46)

Assumimos que A(t) é como um operador de calor, ou seja, existe um operador X em L2(M)

tal que (∂t +X)A(t) = 0. Então,

e−tX = A(t) e (∂t +X)H = 0. (9.47)

Seja Y = ∆y −X e K = (∂t + ∆y)H.

Notemos que se B(t) é um operador com núcleo B(t, x, y), o núcleo do operador A ∗ B é

dado por ∫ t

0

∫
M
H(θ, x, q)B(t− θ, q, y) dVg(q)dθ, (9.48)

pois, denotando dVg(q) e dVg(y) simplesmente por dq e dy, temos

∫
M

[∫ t

0

∫
M
H(θ, x, q)B(t− θ, q, y)dqdθ

]
f(y)dy

=

∫ t

0

∫
M
H(θ, x, q)

[∫
M
B(t− θ, q, y)f(y)dy

]
dqdθ

=

∫ t

0

∫
M
H(θ, x, q) [B(t− θ)f ] (q)dqdθ

=

∫ t

0
[A(θ)B(t− θ)f ] (x)dθ

= [(A ∗B)(t)f ] (x).

Podemos reinterpretar (9.45), obtendo

e(t, x, y) = H(t, x, y) +

[
H ∗

∞∑
λ=1

(−1)λ((∆−X)H)∗λ

]
(t, x, y)

= H(t, x, y) +

[
H ∗

∞∑
λ=1

(−1)λ((∂t + ∆)H)∗λ

]
(t, x, y)

= H(t, x, y) +

[
H ∗

∞∑
λ=1

(−1)λK∗λ

]
(t, x, y).

Para o que segue, dadas funções A, B ∈ C0(R+×M×M), definimos A∗B ∈ C0(R+×M×M)

por

(A ∗B)(t, x, y) =

∫ t

0

∫
M
A(θ, x, q)B(t− θ, q, y) dV (q)dθ (9.49)

Lema 9.5. Seja Kk = (∂t + ∆t)Hk. Então
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Qk =
∞∑
λ=1

(−1)λ+1K ∗λ
k (9.50)

existe e pertence a C`(R+ ×M ×M), se k > ` + n/2. Além disso, dado T > 0, existe uma

constante C = C(T ) tal que

|Qk(t, x, y)| ≤ C · tk−
n
2 , ∀ t ∈ [0, T ]. (9.51)

Demonstração. Escrevendo Kk = (∂t + ∆y)(ηSk) e derivando como feito na demonstração do

Lema 9.2, obtemos

|Kk| ≤ A(T )tk−
n
2 ≤ A(T )T k−

n
2 = B, (9.52)

para constantes A(T ) e B, visto que |Kk| não explode quanto t→∞, pois ∇η e ∆η têm suporte

limitado fora de diagonal M ×M . Afirmamos que

∣∣∣K ∗λ
k (t, x, y)

∣∣∣ ≤ ABλ−1V λ−1tk−
n
2

+λ−1(
k − n

2 + 1
) (
k − n

2 + 2
)
· · ·
(
k − n

2 + λ− 1
) , (9.53)

onde V = Vol(M). Pela equação (9.52), a afirmação é válida para λ = 1, basta escolher A(T )

apropriado. Assumindo que a afirmação é válida para λ− 1, temos

∣∣∣K ∗λ
k

∣∣∣ ≤ ∫ t

0

∫
M

∣∣∣K ∗(λ−1)
k (θ, x, q)

∣∣∣ · |Kk(t− θ, q, y)| dV (q)dθ

≤
∫ t

0

∫
M

ABλ−2V λ−2θk−
n
2

+λ−2(
k − n

2 + 1
)
· · ·
(
k − n

2 + λ− 2
)

=
ABλ−1V λ−2V(

k − n
2 + 1

)
· · ·
(
k − n

2 + λ− 2
) ∫ t

0
θk−

n
2

+λ−2 dθ, (9.54)

o que prova a afirmação.

Agora, notemos que o lado direito da equação (9.53) é limitado por uma constante vezes

(BV t)λ−1tk−
n
2(

k − n
2 + 1

)
· · ·
(
k − n

2 + λ− 2
) . (9.55)

Aplicando o teste da razão, temos que
∑+∞

λ=1

∣∣K ∗λ
k

∣∣ converge. Logo,
∑+∞

λ=1(−1)λ+1K ∗λ
k converge

para uma função cont́ınua em t, x e y, se k > n/2. Além disso, a estimativa (9.55) também

implica que |Qk| ≤ C tk−
n
2 para alguma constante C. Estimando as derivadas de K∗λk podemos

provar que Qk ∈ C` se k > `+ n/2.

Lema 9.6. São válidas as afirmações:

(i) Se P ∈ C`(R+ ×M ×M), então P ∗Hk ∈ C`(R∗+ ×M ×M) se k > `+ n/2.
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(ii) (∂t + ∆y) (P ∗Hk) = P + P ∗Hk, se k > 2 + n/2.

Demonstração. (i) Lembremos que, pelo Lema 9.2, Hk é uma parametriz. Logo,

lim
t↘θ

∫
M
P (θ, x, q)Hk(t− θ, q, y) dV (q) = lim

s↘0

∫
M
P (θ, x, q)Hk(s, q, y) dV (q)

= P (θ, x, y) (9.56)

Então, a função

F (t, θ) =

∫
M
P (θ, x, q)Hk(t− θ, q, y) dV (q) (9.57)

é de classe C` em R∗+ ×M ×M e é limitada em R+ ×M ×M . Portanto,

(P ∗Hk)(t, x, y) = lim
s↘0

∫ t

s
F (t, θ) dθ (9.58)

é de classe C` em R+ ×M ×M .

(ii) Da Análise Real, temos a seguinte regra, chamada de regra de Liebniz:

d

dλ

∫ g(λ)

t0

f(x, λ) dx = f(g(λ), λ) g′(λ) +

∫ g(λ)

t0

∂f

∂λ
(x, λ) dx. (9.59)

Usando então a regra de Liebniz, temos

(∂t + ∆y) (P ∗Hk) (t, x, y) = (∂t + ∆y) ∂t

∫ t

0

∫
M
P (θ, x, q)Hk(t− θ, q, y) dV (q)dθ

= lim
s↗t

∫
M
P (s, x, q)Hk(t− s, q, y) dV (q)

+

∫ t

0

∫
M
P (θ, x, q) · ∂tHk(t− θ, q, y) dV (q)dθ

+

∫ t

0

∫
M
P (θ, x, q) ·∆yHk(t− θ, q, y) dV (q)dθ

= P (t, x, y)

+

∫ t

0

∫
M
P (θ, x, q) · (∂t + ∆y)Hk(t− θ, q, y) dV (q)dθ

= (P + P ∗Kk)(t, x, y), (9.60)

o que encerra a demonstração.

Encerramos a contrução do núcleo do calor com o seguinte teorema:

Teorema 9.7. Seja

e(t, x, y) = Hk(t, x, y)− (Qk ∗Hk)(t, x, y). (9.61)

Então e ∈ C∞(R∗+ ×M ×M), não depende de k se k > 2 + n/2 e é o núcleo do calor em M .
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Demonstração. Como por hipótese k > 2 + n/2, pelo Lema 9.6, temos que e(t, x, y) é de classe

C2 (podemos então realizar os cálculos que seguem). Ainda pelo Lema 9.6, temos

(∂t + ∆y) e (t, x, y) = (∂t + ∆y) (Hk −Qk ∗Hk)

= Kk −Qk −Qk ∗Kk

= Kk −
+∞∑
λ=1

(−1)λ+1K ∗λ+1
k −

+∞∑
λ=1

(−1)λ+1K ∗λ
k ∗Kk

= 0. (9.62)

Também temos que,

lim
t→0

∫
M
e(t, x, y)f(y) dV (y) = lim

t→0

(∫
M
Hk(t, x, y)f(y) dV (y)

−
∫
M

(Qk ∗Hk) (t, x, y)f(y) dV (y)

)
= f(x)− lim

t→0

∫
M

(Qk ∗Hk) (t, x, y)f(y) dV (y). (9.63)

Agora, pela equação (9.51), temos que Rj := Qk/
(
tk−(n/2)

)
é limitado para t num intervalo

finito; então pelo Lema 9.2, temos para k > n/2,

lim
t→0

∫
M

(Qk ∗Hk) (t, x, y)f(y) dV (y) = lim
t→0

tk−
n
2

∫
M

(Rk ∗Hk) (t, x, y)f(y) dV (y) = 0. (9.64)

Então e(t, x, y) é o núcleo do calor e, pela unicidade do núcleo do calor deve ser independente

de k. Além disso, Hk − Qk ∗Hk é de classe Ck−(n/2) em R∗+ ×M ×M para todo k; portanto

e(t, x, y) ∈ C∞(R∗+ ×M ×M).



Caṕıtulo 10

Subsoluções da equação do calor

10.1 Unicidade de soluções da equação do calor

Apresentaremos nesta seção um teorema que se encontra em [KL], cuja técnica usada em

sua demonstração será frequentemente usada no que segue. Este teorema nos diz que, sob

certas condições, as soluções L∞ da equação do calor em uma variedade dependem apenas das

condições iniciais.

Teorema 10.1 ([KL]). Seja M uma variedade riemanniana. Se existe um ponto p ∈M e uma

constante C tal que toda bola geodésica de raio R centrada em p satisfaz

Vp(R) ≤ eCR2
, (10.1)

então qualquer solução fraca F ∈ L∞(M) da equação do calor

∆F (x, t)− ∂tF (x, t) = 0 (10.2)

é unicamente determinada pela condição inicial

F (x, 0) = F0(x). (10.3)

Demonstração. Mostraremos que F (x, t) ≡ 0 se F (x, 0) ≡ 0, o que é suficiente, pois se F1 e

F2 são duas soluções da equação do calor com condição inicial F0, então F1 − F2 é solução da

equação do calor com condição inicial constante igual a 0.

Seja ρ a função distância até p em M . Dado T > 0, definimos a função g : M × [0, T )→ R
por

g(y, s) :=
−ρ2(y)

4(2T − s)
. (10.4)

93
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Notemos que, sendo ∇ o gradiente em M (na primeira coordenada),

|∇g(y, s)|2 =

∣∣∣∣∇( −ρ2(y)

4(2T − s)

)∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣2ρ(y)∇ρ(y)

4(2T − s)

∣∣∣∣2
=

ρ(y)2

4(2T − s)2
,

(10.5)

onde usamos que |∇ρ| = 1. Por outro lado,

∂

∂s
g(y, s) =

−ρ2(y)

4

∂

∂s

(
1

2T − s

)
= − ρ(y)2

4(2T − s)2
. (10.6)

Logo,

|∇g|2 +
∂

∂s
g ≡ 0. (10.7)

Dado R > 0, consideremos uma bump function φR : M → R definida por

φR(y) =

{
0, fora de Bp(R+ ε)

1, em Bp(R)
, (10.8)

com 0 ≤ φR ≤ 1 e |∇φR| ≤ 3
ε , (aqui Bp(R) denota a bola geodésica de centro p e raio R). Como

F é uma solução fraca de (10.3), temos que para 0 ≤ τ ≤ T ,

0 =

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF ∆F −

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF

∂

∂s
F

1

= −
∫ τ

0

∫
M

〈
∇
(
φ 2
R egF

)
, ∇F

〉
−
∫
M

∫ τ

0
φ 2
R egF

∂

∂s
F

(10.9)

Agora,

∇
(
φ 2
R egF

)
= egF∇φ 2

R + φ 2
R ∇ (egF )

= 2φRe
gF∇φR + φ 2

R (eg∇F + F∇eg)

= 2φRe
gF∇φR + φ 2

R eg∇F + φ 2
R F∇eg,

(10.10)

o que implica que ∫ τ

0

∫
M

〈
∇
(
φ 2
R egF

)
, ∇F

〉
= 2

∫ τ

0

∫
M
φRe

g 〈∇φR, ∇F 〉

+

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R eg |∇F |2

+

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R F 〈∇eg, ∇F 〉 .

(10.11)

1Como φ 2
R egF é uma função de suporte compacto, podemos usar a Fórmula de Green.
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Temos também que

∂

∂s
(egF ) = eg

∂

∂s
F + F

∂

∂s
eg

= eg
∂

∂s
F + Feg

∂

∂s
g,

(10.12)

e então ∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF

∂

∂s
F =

∫
M

∫ τ

0
φ 2
R egF

∂

∂s
F

=

∫
M
φ 2
R

∫ τ

0
egF

∂

∂s
F

=

∫
M
φ 2
R

[
1

2
egF 2

∣∣∣∣τ
0

− 1

2

∫ τ

0
F 2eg

∂

∂s
g

]
=

1

2

∫
M
φ 2
R egF 2

∣∣∣∣τ
0

− 1

2

∫
M

∫ τ

0
φ 2
R F 2eg

∂

∂s
g

=
1

2

∫
M
φ 2
R egF 2

∣∣∣∣
s=τ

− 1

2

∫
M
φ 2
R egF 2

∣∣∣∣
s=0

− 1

2

∫
M

∫ τ

0
φ 2
R egF 2 ∂

∂s
g

2

=
1

2

∫
M
φ 2
R egF 2

∣∣∣∣
s=τ

− 1

2

∫
M

∫ τ

0
φ 2
R egF 2 ∂

∂s
g.

(10.13)

Usando (10.9), (10.11) e (10.13), obtemos

0 =

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R eg |∇F |2 − 2

∫ τ

0

∫
M
φRe

gF 〈∇φR, ∇F 〉

−
∫ τ

0
φ 2
R egF 〈∇g, ∇F 〉 − 1

2

∫
M
φ 2
R egF 2

∣∣
s=τ

+
1

2

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF 2 ∂

∂s
g.

(10.14)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que∣∣∣∣∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF 〈∇g, ∇F 〉

∣∣∣∣ ≤ ∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF |〈∇g, ∇F 〉|

≤
∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF |∇g| |∇F | .

(10.15)

Mas

0 ≤ (F |∇g| − |∇F |)2 = F 2 |∇g|2 − 2F |∇g| |∇F |+ |∇F |2 , (10.16)

e então∣∣∣∣∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF 〈∇g, ∇F 〉

∣∣∣∣ ≤ 1

2

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF 2 |∇g|2 +

1

2

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R eg |∇F |2 . (10.17)

2Pois F (y, 0) ≡ 0.
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Da mesma forma temos3∣∣∣∣∫ τ

0

∫
M
φRe

gF 〈∇φ, ∇F 〉
∣∣∣∣ ≤ 1

4

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R eg |∇F |2 +

∫ τ

0

∫
M
egF 2 |∇φR|2 . (10.18)

Assim, de (10.14), obtemos

0 ≤ 2

∫ τ

0

∫
M
egF 2 |∇φR|2 +

1

2

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF 2 |∇g|2

− 1

2

∫
M
φ 2
R egF 2

∣∣
s=τ

+
1

2

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF 2 ∂

∂s
g

4

= 2

∫ τ

0

∫
M
egF 2 |∇φR|2 −

1

2

∫
M
φ 2
R egF 2

∣∣
s=τ

(10.19)

Logo, ∫
Bp(R)

egF 2
∣∣
s=τ
≤
∫
M
φ 2
R egF 2

∣∣
s=τ

≤ 4

∫ τ

0

∫
M
egF 2 |∇φR|2

= 4

∫ τ

0

∫
Ap(R+ε,R)

egF 2 |∇φR|2

5

≤ 36

ε2

∫ τ

0

∫
Ap(R+ε,R)

egF 2,

(10.20)

onde Ap(R+ ε, R) = Bp(R+ ε) rBp(R). Além disso, pela definição da função g, temos

eg
∣∣∣∣Bp(√T/4)×[0, T ]

≥ exp

(
− 1

16

)
(10.21)

e

eg
∣∣
Ap(R+ε,R)×[0, T ] ≤ exp

(
−R

2

8T

)
. (10.22)

Tomando R >
√
T/4, e usando (10.20), (10.21) e (10.22), obtemos

exp

(
− 1

16

)∫
Bp
(√

T/4
) F 2(y, τ) dy ≤ 36

ε2
exp

(
−R

2

8T

)∫ τ

0

∫
Ap(R+ε,R)

F 2(y, s) dyds, (10.23)

para todo 0 ≤ τ ≤ T . Deste modo,∫ T

0

∫
Bp
(√

T/4
) F 2(y, s) dyds ≤ 36

ε2
exp

(
1

16
− R2

8T

)
· T
∫ T

0

∫
Ap(R+ε,R)

F 2(y, s) dyds. (10.24)

3Nesse caso, usamos que 0 ≤ (φR |∇F | − 2F |∇φR|)2 =⇒ φRF |∇F ||∇φ| ≤ 1
4
φ 2
R |∇F |2 + F 2|∇φR|2.

4Por (10.7).
5Pois |∇φR| ≤ 3/ε.
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Por outro lado, o método de iteração de Moser nos diz que

|F (p, T )|2 ≤ C(p, T )T−(n+2
2 )
∫ T

0

∫
Bp
(√

T/4
) F 2(y, s) dyds, (10.25)

onde C(p, T ) é uma constante que depende de p e T (depende da constante de Sobolev na bola

geodésica Bp(
√
T )). Combinando (10.24) e (10.25), obtemos

|F (p, T )|2 ≤ C(p, T )T−(n+2
2 )
∫ T

0

∫
Bp
(√

T/4
) F 2(y, s) dyds

≤ C(p, T )T−
n
2

36

ε2
exp

(
1

16
− R2

8T

)∫ T

0

∫
Ap(R+ε,R)

F 2(y, s) dyds.

(10.26)

Seja ‖F‖∞, R o máximo da função F em Ap(R+ ε, R)× [0, T ] (que depende de R). Então,∫ T

0

∫
Ap(R+ε,R)

F 2(y, s) dyds ≤
∫ T

0
‖F‖2∞, R (Vp(R+ ε)− Vp(R))

≤ ‖F‖2∞, R (Vp(R+ ε)− Vp(R))T

≤ ‖F‖2∞, R Vp(R+ ε)T.

(10.27)

Portanto,

|F (p, T )|2 ≤ C(p, T )T (−n2 +1) 36

ε2
exp

(
1

16
− R2

8T

)
‖F‖2∞, R Vp(R+ ε)

≤ C(p, T )T (−n2 +1) 36

ε2
exp

(
1

16
− R2

8T
+ C(R+ ε)

)2

‖F‖2∞, R.
(10.28)

Segue que, tomando T < 1
8C (com alguma hipótese de crescimento sobre F , como no espaço de

Schwartz), conclúımos que

F (p, T ) = 0. (10.29)

Como a condição de crescimento de volume do enunciado é independente do ponto p, temos

F (p, T ) = 0, (10.30)

para todo p ∈M e 0 < T ≤ 1
8C . Usando a propriedade de semigrupo das solução da equação do

calor, conclúımos que F (p, t) ≡ 0.

10.2 Estimativas para subsoluções da equação do calor

Usando argumento análogo ao encontrado na demonstração do Teorema 10.1, derivaremos

alguns resultados sobre subsoluções positivas da equação do calor. Provaremos que, se F (x, t) é

uma subsolução da equação do calor em uma variedade M , onde colocaremos algumas restrições,



CAPÍTULO 10. SUBSOLUÇÕES DA EQUAÇÃO DO CALOR 98

e F (x, 0) é limitado para todo x em M , então F (x, t) também será limitada para instantes t

em um intervalo [0, t0].

Teorema 10.2 ([NT04]). Seja M uma n-variedade riemanniana completa e não-compacta.

Suponhamos que F : M × [0, ∞)→ R é uma função tal que(
∆− ∂

∂t

)
F (x, t) ≥ 0, sempre que F (x, t) ≥ 0. (10.31)

Suponhamos ainda que existem a > 0 e T > 0 tais que∫ T

0

∫
M

exp
(
−aρ2(x)

)
F 2

+ (x, s) dxds <∞, (10.32)

onde ρ é a função distância a um ponto fixado p ∈M . Se F (x, 0) ≤ 0 para todo x ∈M , então

F (x, t) ≤ 0 para todo (x, t) ∈M × [0, T ].

Demonstração. Como na demonstração do Teorema 10.1, definamos

g(y, s) =
−ρ2(y)

4(2T − s)
, 0 ≤ s ≤ T. (10.33)

Já vimos que tal função satisfaz |∇g|2 + ∂sg ≡ 0. Para cada R > 0, definamos uma bump

function φR : M → R tal que

φR(y) =

{
1, em Bp(R)

0, fora de Bp(2R)
(10.34)

Por hipótese, dado 0 < τ ≤ T ,

0 ≤
∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF+∆F −

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF+

∂

∂s
F

=

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF+∆F+ −

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF+

∂

∂s
F+.

(10.35)

Mas, ∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF+∆F+ = −

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R eg 〈∇F+, ∇F+〉

−
∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF+ 〈∇g, ∇F+〉

− 2

∫ τ

0

∫
M
φRe

gF+ 〈∇φR, ∇F+〉

≤ 2

∫ τ

0

∫
M
egF 2

+ |∇φR|
2 +

1

2

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF 2

+ |∇g|
2

(10.36)

e

−
∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF+

∂

∂s
F+ = −1

2

∫
M
φ 2
R egF 2

+

∣∣τ
0

+
1

2

∫ τ

0

∫
M
φ 2
R egF 2

+

∂

∂s
g. (10.37)
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Logo, ∫
M
φ 2
R egF 2

+

∣∣τ
0
≤ 4

∫ τ

0

∫
M
egF 2

+ |∇φR|
2 . (10.38)

Como, por hipótese F (x, 0) ≤ 0 para todo x ∈M , temos que F+(x, 0) ≡ 0. Então,∫
M
φ 2
R egF 2

+

∣∣
s=τ
≤ 36

R2

∫ τ

0

∫
M
egF 2

+

=
36

R2

∫ τ

0

∫
M
eg(x, t)F 2

+ (x. t) dxdt

=
36

R2

∫ τ

0

∫
M

exp

(
−ρ2(x)

4(2T − t)

)
F 2

+ (x, t) dxdt

≤ 36

R2

∫ τ

0

∫
M

exp

(
−ρ2(x)

8T

)
F 2

+ (x, t) dxdt.

(10.39)

Tomando T < 1
8a , temos que o lado direito converge para zero quando R → ∞. Portanto,

F 2
+ (x, t) = 0 para todo (x, t) ∈ M × [0, T ] e conclúımos assim que F (x, t) ≤ 0 para todo

(x, t) ∈M × [0, T ].

Corolário 10.3. Seja M uma n-variedade riemanniana completa e não-compacta. Suponhamos

que F : M × [0, ∞)→ R é uma subsolução não-negativa da equação do calor, i.e.,(
∆− ∂

∂t

)
F ≥ 0 e F ≥ 0. (10.40)

Suponhamos ainda que ∫
M
e−ρ

2
<∞. (10.41)

e que existem a > 0 e T > 0 tais que∫ T

0

∫
M

exp
(
−aρ2(x)

)
F 2(x, s) dxds <∞, (10.42)

onde ρ é a função distância a um ponto fixado p ∈ M . Com essas hipóteses, se F (x, 0) ≤ C

para todo x ∈M , então F (x, t) ≤ C para quaisquer (x, t) ∈M × [0, T ].

Demonstração. Definamos G(x, t) = F (x, t)− C. Então(
∆− ∂

∂t

)
G(x, t) =

(
∆− ∂

∂t

)
F (x, t) ≥ 0. (10.43)
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Além disso, como G 2
+ ≤ G2,∫ T

0

∫
M

exp
(
−aρ2(x)

)
G 2

+(x, t) dxdt ≤
∫ T

0

∫
M

exp
(
−aρ2(x)

)
G2(x, t) dxdt

=

∫ T

0

∫
M

exp
(
−aρ2(x)

) [
F 2(x, t)

− 2CF (x, t) + C2
]
dxdt

≤
∫ T

0

∫
M

exp
(
−aρ2(x)

)
F 2(x, t) dxdt

+ C2

∫ T

0

∫
M

exp
(
−aρ2(x)

)
dxdt

<∞.

(10.44)

Como F (x, 0) ≤ C para todo x ∈ M , temos que G(x, 0) ≤ 0 para todo x ∈ M . Logo, pelo

Teorema 10.2, temos que G(x, t) ≤ 0 para quaisquer (x, t) ∈ M × [0, T ], o que implica que

F (x, t) < C para todo par (x, t) ∈M × [0, T ].

Corolário 10.4. Seja M uma n-variedade riemanniana completa e não-compacta tal que, para

algum p ∈M , ∫
M
e−ρ

2
<∞, (10.45)

onde ρ é a função distância a p. Seja F : M × [0, ∞) → R uma subsolução não-negativa da

equação do calor, i.e., (
∆− ∂

∂t

)
F ≥ 0 e F ≥ 0, (10.46)

e suponhamos que que existem a > 0 e T > 0 tais que∫ T

0

∫
M

exp
(
−aρ2(x)

)
F 2(x, s) dxds <∞. (10.47)

Com essas hipóteses, se existe uma função harmônica não-negativa u : M → R de modo que

F (x, 0) ≤ u(x) para todo x ∈M e∫
M

exp
(
−aρ2(x)

)
u2(x) dx <∞, (10.48)

então F (x, t) ≤ u(x) para quaisquer (x, t) ∈M × [0, T ].

Demonstração. Basta definir G(x, t) = F (x, t) − u(x) e prosseguir como na demonstração do

corolário anterior.
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10.3 Estimativas para o gradiente de soluções da equação do

calor

Proposição 10.5. Seja M uma n-variedade riemanniana completa e não-compacta satisfazendo

Ric(M) ≥ −(n−1)K, para alguma constante K > 0. Seja F ≥ 0 tal que (∆− ∂t)F = 0. Então

a função

G(x, t) = exp
(
−(n− 1)K̃t

)
|∇F | (x, t), (10.49)

onde K̃ = K + 1
n−1 , satisfaz:

(i) (∆− ∂t)G2(x, t) ≥ 0 ;

(ii) (∆− ∂t)G(x, t) ≥ 0.

Demonstração. Temos,(
∆− ∂

∂t

)(
exp

(
−2(n− 1)K̃t

)
|∇F |2

)
= exp

(
−2(n− 1)K̃t

)
∆ |∇F |2

− ∂

∂t

(
exp

(
−2(n− 1)K̃t

)
|∇F |2

)
.

(10.50)

Mas, usando a Fórmula de Bochner-Weitzenböck (Proposição 7.10),

exp
(
−2(n− 1)K̃t

)
∆ |∇F |2 = exp

(
−2(n− 1)K̃t

)
×[

2 |HessF |2 + 2Ric (∇F, ∇F ) + 2 〈∇∆F, ∇F 〉
]
.

(10.51)

Temos também,

− ∂

∂t

(
exp

(
−2(n− 1)K̃t

)
|∇F |2

)
= 2(n− 1)K̃ exp

(
−2(n− 1)K̃t

)
|∇F |2

−
(
∂

∂t
|∇F |2

)
exp

(
−2(n− 1)K̃t

)
,

(10.52)

e (
∂

∂t
|∇F |2

)
=

∂

∂t
〈∇F (x, t), ∇F (x, t)〉

= 2

〈
∂

∂t
∇F (x, t), F (x, t)

〉
= 2

〈
∇ ∂

∂t
F (x, t), F (x, t)

〉
= 2 〈∇∆F (x, t), ∇F (x, t)〉

(10.53)
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Então, usando Ric (∇F, ∇F ) ≥ −(n− 1)K|∇F |2 e lembrando que K̃ = K + 1
n−1 ,(

∆− ∂

∂t

)
G2 = exp

(
−2(n− 1)K̃t

) [
2 |HessF |2 + 2 Ric (∇F, ∇F ) + 2 〈∇∆F, ∇F 〉

]
+ 2(n− 1)K̃ exp

(
−2(n− 1)K̃t

)
|∇F |2 − exp

(
−2(n− 1)K̃t

)
[2 〈∇∆F, ∇F 〉]

= exp
(
−2(n− 1)K̃t

) [
2 |HessF |2 + 2 Ric (∇F, ∇F ) + 2(n− 1)K̃ |∇F |2

]
≥ exp

(
−2(n− 1)K̃t

) [
2 |HessF |2 − 2(n− 1)K |∇F |2 + 2(n− 1)K̃ |∇F |2

]
= exp

(
−2(n− 1)K̃t

) [
2 |HessF |2 + 2 |∇F |2

]
≥ 0.

(10.54)

Portanto, (∆− ∂t)G2 ≥ 0, e com isso provamos (i). Para provar (ii), notemos que

2G(x, t) (∆− ∂t)G(x, t) = (∆− ∂t)G2(x, t)− 2 |∇G|2 (x, t). (10.55)

De fato,

(∆− ∂t)G2(x, t) = ∆G2(x, t)− ∂tG2(x, t)

= 2G∆G+ 2 〈∇G, ∇G〉 − 2G∂tG

= 2G (∆− ∂t)G+ 2 |∇G|2 .

(10.56)

Mas,

|∇G|2 (x, t) = 〈∇G(x, t), ∇G(x, t)〉

=
〈

exp(−(n− 1)K̃t)∇F (x, t), exp(−(n− 1)K̃t)∇F (x, t)
〉

= exp(−2(n− 1)K̃t) 〈∇F (x, t), ∇F (x, t)〉

= exp(−2(n− 1)K̃t) |∇F |2 (x, t).

(10.57)
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Então, usando (10.54) e o fato de Ric(M) ≥ −(n− 1)K, obtemos

2G (∆− ∂t)G = exp
(
−2(n− 1)K̃t

) [
2 |HessF |2 + 2 Ric (∇F, ∇F ) +

+2(n− 1)K̃ |∇F |2
]
− 2 exp

(
−2(n− 1)K̃t

)
|∇F |2

= exp
(
−2(n− 1)K̃t

) [
2 |HessF |2 + 2Ric(∇F, ∇F )+

+2(n− 1)K̃ |∇F |2 − 2 |∇F |2
]

≥ exp
(
−2(n− 1)K̃t

) [
2 |HessF |2 − 2(n− 1)K |∇F |2 +

+2(n− 1)K̃ |F |2 − 2 |∇F |2
]

= exp
(
−2(n− 1)K̃t

) [
2 |HessF |2

]
≥ 0.

(10.58)

Conclúımos que 2G (∆− ∂t)G ≥ 0 e, como G ≥ 0,(
∆− ∂

∂t

)
G(x, t) ≥ 0, (10.59)

o que encerra a demonstração.

Corolário 10.6. Seja M uma n-variedade riemanniana completa e não-compacta satisfazendo

Ric(M) ≥ −(n − 1)K, para alguma constante K > 0. Seja u ∈ C∞(M) uma função tal que

|∇u| ≤ C, para alguma constante C > 0. Seja F : M × [0, ∞) → R a solução da equação do

calor com condição inicial u e suponhamos que F satisfaz a seguinte condição: existem a > 0 e

T > 0 tais que ∫ T

0

∫
M

exp
(
−aρ2(x)

)
|∇F |2 (x, s) dxds <∞. (10.60)

Então existe uma constante C1 > 0 tal que

|∇F | (x, t) ≤ C1, ∀ (x, t) ∈M × [0, T ]. (10.61)

Demonstração. Defina G(x, t) = exp(−(n − 1)K̃t) |∇F |2 (x, t), onde K̃ = K + 1
n−1 . Pela

Proposição 10.5, temos que (∆− ∂t)G(x, t) ≥ 0. Além disso, como

G2(x, t) ≤ exp(−2(n− 1)K̃T ) |∇F |2 (x, t), (10.62)
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para 0 ≤ t ≤ T e todo x ∈M , temos por hipótese que∫ T

0

∫
M

exp
(
−aρ2(x)

)
G2(x, t)dxds ≤ exp

(
−2(n− 1)K̃T

)
×

×
∫ T

0

∫
M

exp
(
−aρ2(x)

)
|∇F |2 (x, s) dxds

<∞.

(10.63)

Então, como G(x, 0) = |∇F | (x, 0) = |∇u| (x) ≤ C para todo x ∈M , pelo Corolário 10.3, temos

que G(x, t) ≤ C para todo par (x, t) ∈M × [0, T ]. Segue que

exp
(
−(n− 1)K̃T

)
|∇F | (x, t) ≤ C, ∀ (x, t) ∈M × [0, T ]. (10.64)

Portanto, tomando C1 = C exp(−(n− 1)K̃T ) conclúımos a demonstração.

10.4 Integrais

Lembremos que se SK é a função definida por

SK(t) =


(

1√
K

)
sin
(√

K t
)
, K > 0

t, K = 0(
1√
−K

)
sinh

(√
−K t

)
, K < 0

, (10.65)

então se MK é um espaço forma n-dimensional simplesmente conexo com curvatura constante

K, e A(r) denota a área do bordo da bola ∂B(r) (bola de raio r com centro em um ponto

qualquer de MK), temos que

A(r) = αn−1S
n−1
K (r), (10.66)

onde αn−1 é a área da esfera canônica Sn−1.

No que segue, usaremos os seguintes teoremas de comparação

Teorema 10.7 ([Li12]). Seja M uma n-variedade completa com Ric(M) ≥ (n−1)K. Suponha-

mos que MK é um espaço forma simplesmente conexo de dimensão n com curvatura seccional

constante K. Seja Ap(r) a área do bordo da bola geodésica Bp(r) em M e A(r) a área do bordo

da bola B(r) em MK . Então, para quaisquer 0 ≤ r1 ≤ r2 <∞,

Ap(r1)A(r2) ≥ Ap(r2)A(r1). (10.67)

Em particular, existe uma constante C tal que

Ap(r) ≤ CA(r), ∀ r ≥ 0. (10.68)

Teorema 10.8 (Teorema de Comparação do Volume de Bishop). Seja M uma n-variedade
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riemanniana completa com Ric(M) ≥ (n−1)K, para alguma constante K. Então, para qualquer

x ∈M e qualquer R > 0, a razão
Vol(Bx(R))

V (K, R)
, (10.69)

onde V (K, R) é o volume da bola geodésica de raio R no espaço forma MK , é não-crescente em

R. Em particular

Vol(Bx(R)) ≤ V (K, R). (10.70)

Corolário 10.9. Se R1 > R2 > 0, então

Vol(Bx(R1))

Vol(Bx(R2))
≤ V (K, R1)

V (K, R2)
(10.71)

Usando estes teoremas, queremos provar que se uma variedade M tem sua curvatura de Ricci

limitada inferiormente, então ∫
M
e−ρ

2
<∞, (10.72)

onde ρ é a distância a um ponto fixado p ∈ M . Mais do que isso, provaremos também que se

F : M → R é um polinômio em ρ, a integral
∫
M e−ρ

2
F também é finita. Para isso, começamos

com os seguintes lemas:

Lema 10.10. Para qualquer a > 0,∫ +∞

0
e−t

2
sinha(t) dt <∞. (10.73)

Demonstração. Como

sinh(t) =
et − e−t

2
, (10.74)

e et − e−t ≤ e−t, temos que

sinha(t) ≤ eat

2a
. (10.75)

Então, ∫ +∞

0
e−t

2
sinha(t) dt ≤

∫ +∞

0
e−t

2 eat

2a
dt

=
1

2a

∫ +∞

0
e−t

2+at dt

=
1

2a

∫ 2a

0
e−t

2+at dt+
1

2a

∫ +∞

2a
e−t

2+at dt

6

≤ 1

2a

∫ 2a

0
e−t

2+at dt+
1

2a

∫ +∞

2a
e−at dt

<∞

(10.76)
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Lema 10.11. Se p : R→ R é um polinômio, então∫ +∞

0
e−tp(t) dt <∞. (10.77)

Demonstração. Note que basta provarmos que∫ +∞

0
e−ttk dt <∞ (10.78)

para qualquer k ∈ N. Usando integral por partes, obtemos a expressão

∫
ettk =

[
k∑
`=0

(−1)k−`
k!

`!
t`

]
et + C. (10.79)

Portanto, ∫ +∞

0
e−ttk dt = −(−1)kk! + lim

t→+∞

[
k∑
`=0

(−1)k−`
k!

`!
t`

]
et, (10.80)

e usando a regra de l’Hôpital, obtemos o desejado.

Proposição 10.12. Se M é uma variedade riemanniana completa com Ric(M) ≥ −(n− 1)K,

para alguma constate K > 0, então ∫
M
e−ρ

2
<∞, (10.81)

onde ρ é a função distância até um ponto qualquer fixado p ∈M .

Demonstração. Temos,

∫
M
e−ρ

2(x) dV (x) =

∫ +∞

0

(∫
∂Bp(t)

e−t
2
dA

)
dt

=

∫ +∞

0
e−t

2

(∫
∂Bp(t)

dA

)
dt

=

∫ +∞

0
e−t

2
Ap(t) dt.

(10.82)

Mas existe uma constante C1 > 0 que só depende de n e K tal que Ap(t) ≤ C1A(t), para todo

6Para t ≥ 0, temos −t2 + at ≤ −at ⇐⇒ −t2 ≤ −2at ⇐⇒ t ≥ 2a
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0 ≤ t ≤ ∞. Então, ∫
M
e−ρ

2(x) dV (x) ≤ C1

∫ +∞

0
e−t

2
A(t) dt

= C1 αn−1

∫ +∞

0
e−t

2
Sn−1
−K (t) dt

≤ C2

∫ +∞

0
e−t

2
sinhn−1

(√
K t
)
dt

<∞,

(10.83)

onde a última desigualdade segue do Lema 10.10.

Proposição 10.13. Seja M uma variedade riemanniana completa com Ric(M) ≥ −(n− 1)K,

para alguma constate K > 0. Seja ρ a função distância a um ponto fixado p ∈ M e seja

P : M → R um polinômio em ρ, i.e.,

P (x) = a0 + a1ρ(x) + a2ρ
2(x) + · · ·+ amρ

m(x), (10.84)

então, ∫
M
e−ρ

2(x)P (x) dV (x) <∞. (10.85)

Demonstração. Como na demonstração da Proposição 10.12, temos

∫
M
e−ρ

2(x)P (x) dV (x) =

∫ +∞

0

(∫
∂Bp(t)

e−t
2
P̃ (t) dA

)
dt

=

∫ +∞

0
e−t

2
P̃ (t)Ap(t) dt

≤ C1

∫ +∞

0
e−t

2
P̃ (t) sinhn−1

(√
K t
)
dt,

(10.86)

onde P̃ é o polinômio real P̃ (t) = a0 + a1t+ · · ·+ amt
m. Logo, usando os Lemas 10.10 e 10.11,

conclúımos que a última integral acima é finita.

10.5 Aplicação: funções exaustão

O objetivo nesta seção é provar o seguinte teorema, que nos garante a existência de um certo

tipo de função exaustão (resultado semelhante ao Teorema 8.10).

Teorema 10.14 ([Tam10]). Seja M uma n-variedade riemanniana completa e não compacta

com curvatura seccional limitada por K. Então existe F ∈ C∞(M) tal que

C−1(1 + ρ) ≤ F ≤ C(1 + ρ), |∇F | ≤ C e |HessF | ≤ C, (10.87)
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onde C > 0 é uma constante que depende apenas de n e K e ρ é a distância a um ponto fixado

de M .

Para demonstrar este resultado, estudaremos as soluções da equação do calor que possuem

condição inicial “próxima” da função distância ρ e com gradiente limitado.

Primeiramente, notemos que função distância ρ do enunciado é lipschitziana com constante

de Lipschitz 1, e vejamos o seguinte resultado:

Teorema 10.15 (Proposition 2.1, [GW79]). O conjunto das funções C∞ f : M → R tais que

|∇f | < B em M é denso no conjunto de todas as funções cont́ınuas em M que são localmente

lipschitzianas em M com constante de lipschitz menor que B.

O Teorema 10.15 nos garante a existência uma função suave u : M → R tal que |∇u| (x) ≤ 2

e |u(x)− ρ(x)| ≤ 1 para todo x ∈M . Seja H(x, y, t) o núcleo do calor de M e seja

F (x, t) :=

∫
M
H(x, y, t)u(y)dy, (10.88)

ou seja, F (x, t) é solução da equação do calor com condição inicial u. Seja x ∈ M um ponto

fixado e seja d(x, y) a distância em M . Usando |∇u| ≤ 2, o Teorema do Valor Médio e que∫
M
H(x, y, t)dy = 1, (10.89)

visto que a curvatura de Ricci de M é limitada inferiormente (veja [Yau78]), temos

|F (x, t)− u(x)| =
∣∣∣∣∫
M
H(x, y, t)u(y)dy − u(x)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
M
H(x, y, t)u(y)dy − u(x)

∫
M
H(x, y, t)dy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
M
H(x, y, t)(u(y)− u(x))dy

∣∣∣∣
≤
∫
M
H(x, y, t) |u(y)− u(x)| dy

≤ 2

∫
M
H(x, y, t)d(x, y)dy

= I + II,

(10.90)

onde

I = 2

∫
Bx(1)

H(x, y, t)dy ≤ 2,

II = 2

∫
MrBx(1)

H(x, y, t)d(x, y)dy.

(10.91)

Para limitar II usamos a seguinte estimativa para o núcleo do calor:
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Teorema 10.16 (Corollary 3.1, [LY86]). Seja M uma n-variedade riemanniana completa e sem

bordo. Se a curvatura de Ricci de M é limitada inferiormente por −K, para alguma constante

K ≥ 0, então para qualquer 1 < α < 2 e qualquer 0 < ε < 1, o núcleo do calor satisfaz

H(x, y, t) ≤ C1(ε)αV −1/2
x

(√
t
)
V −1/2
y

(√
t
)

exp

[
C2 ε(α− 1)−1Kt− d(x, y)2

(4 + ε)t

]
. (10.92)

A constante C2 depende apenas de n e C1(ε) depende de ε com C(ε)→∞ quanto ε→ 0.

Segue que, para t ≤ 1,

H(x, y, t) ≤ C1V
−1/2

x

(√
t
)
V −1/2
y

(√
t
)

exp

[
−d(x, y)2

5t

]
, (10.93)

onde C1 é uma constante positiva que depende apenas de n e K e Vy(s) é o volume da bola

geodésica By(s) de raio s e centro y. No que segue, usaremos que t ≤ 1.

Pelo Teorema de Comparação de Volume de Bishop, temos

Vy
(
d(x, y) +

√
t
)

Vy
(√
t
) ≤

V
(
−K, d(x, y) +

√
t
)

V
(
−K,

√
t
) . (10.94)

Logo,

Vx

(√
t
)
≤ Vy

(
d(x, y) +

√
t
)

≤ Vy
(√

t
)
C2t
−n

2 exp
(
C3

(
d(x, y) +

√
t
))

,
(10.95)

onde C2 e C3 são constantes positivas que dependem apenas de n e K. Assim,

V
− 1

2
y

(√
t
)
≤ C − 1

2
2 t−

n
4 V

− 1
2

x

(√
t
)

exp

(
C3

2

(
d(x, y) +

√
t
))

(10.96)

Segue que

H(x, y, t) ≤ C4 t
−n

4 V
− 1

2
x

(√
t
)
V
− 1

2
x

(√
t
)

exp

(
−d(x, y)2

5t
+
C3

2

(
d(x, y) +

√
t
))

= C4 t
−n

4 V −1
x

(√
t
)

exp

(
−d(x, y)2

5t
+
C3

2

(
d(x, y) +

√
t
))

≤ C4 t
−n

4 V −1
x

(√
t
)

exp

(
−d(x, y)2

5t
+
C3

2
d(x, y)

)
,

(10.97)

onde C4 é uma constante que depende apenas de n e K. Provaremos agora a seguinte afirmação:

Afirmação 10.17. Se t ≤ min{1, (10C3)−1} e s > 1, então

exp

(
−s

2

5t
+

1

2
C3s

)
≤ exp

(
− s2

10t

)
(10.98)
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Demonstração. Temos

exp

(
−s

2

5t
+

1

2
C3s

)
= exp

(
− s

10t
(2s− 5C3t)

)
. (10.99)

Usando t ≤ 1
10C3

(
−t ≥ − 1

10C3

)
e s > 1, temos

2s− 5C3t > 2s− 5C3

10C3
= 2s− 1

2
= s+

(
s− 1

2

)
≥ s, (10.100)

o que encerra a prova da afirmação.

Suponhamos que t ≤ min{1, (10C3)−1}. Pela afirmação feita,

H(x, y, t) ≤ C4 t
−n

4 V −1
x

(√
t
)

exp

(
−d(x, y)2

10t

)
. (10.101)

Então,

II ≤ C4 t
−n

4 V −1
x

(√
t
)∫ ∞

1
Ax(s) exp

(
− s2

10t

)
ds

≤ C5t
−n

4 V −1
x

(√
t
)∫ ∞

1

s

t
Vx(s) exp

(
− s2

10t

)
ds

≤ C6

∫ ∞
1

s

t
·
(
s2

t

) 3
4
n

exp

(
− s2

10t
+ C7

s√
t

)
ds

≤ C8,

(10.102)

onde Ax(s) é a área de ∂Bx(s) e C6-C8 são constante que dependem apenas de n e K. Segue

de (10.90), (10.91) e (10.102) que existem constantes 0 < t0 ≤ 1 e C9 > 0 que dependem apenas

de n e K tais que

|F (x, t)− u(x)| ≤ C9, ∀ 0 < t ≤ t0. (10.103)

Assim, para 0 < t ≤ t0,

ρ(x)− C9 − 1 ≤ F (x, t) ≤ ρ(x) + C9 + 1. (10.104)

Com isso, provamos o seguinte resultado:

Proposição 10.18. Suponhamos que Ric(M) ≥ −(n− 1)K e seja u ∈ C∞(M) tal que

|u(x)− ρ(x)| ≤ C1 e |∇u| (x) ≤ C1 ∀ x ∈M, (10.105)

onde ρ é a distância até um ponto fixado o ∈M . Se

F (x, t) :=

∫
M
H(x, y, t)u(y) dy, (10.106)
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então, existe t0 > 0 e uma constante C = C(n, K) > 0 tal que

C−1 (1 + ρ(x)) ≤ |F (x, t)| ≤ C (1 + ρ(x)) , ∀ x ∈M, ∀ t ∈ [0, t0]. (10.107)

Agora, pelo Corolário 10.6, para obtermos alguma limitação sobre o gradiente de F , basta

provarmos que F satisfaz (10.60) para algum a > 0. De fato, se definirmos g como em (10.4) e

φR como em (10.8) (agora tomando as bolas com centro em o), e fazendo argumento análogo ao

utilizado para obter (10.14), obtemos∫ t0

0

∫
M
φ 2
R eg |∇F |2 ≤

∫ t0

0

∫
M
egF 2 |∇φR|2 +

∫
M
φ 2
R egF 2

∣∣
s=τ

+

∫
M
φ 2
R egF 2

∣∣
s=0

, (10.108)

o que implica que∫ t0

0

∫
Bo(R)

eg |∇F |2 ≤
∫ t0

0

∫
M
egF 2 +

∫
M
egF 2

∣∣
s=τ

+

∫
M
egu2, (10.109)

para todo R > 0. Lembrado que |u(x)−ρ(x)| ≤ 1 e usando (10.107) jutamente com a Proposição

10.13, conclúımos que o lado direito da desigualdade acima é finito. Logo,∫ t0

0

∫
M
eg |∇F |2 <∞, (10.110)

e F satisfaz (10.60). Portanto, |∇F | (x, t) é limitado por uma constante para todo x ∈ M e

todo t ∈ [0, t0], provando assim, o seguinte resultado parcial:

Proposição 10.19. Suponhamos que Ric(M) ≥ −(n− 1)K e seja u ∈ C∞(M) tal que

|u(x)− ρ(x)| ≤ C1 e |∇u| (x) ≤ C1 ∀ x ∈M, (10.111)

onde ρ é a distância até um ponto fixado o ∈M . Se

F (x, t) :=

∫
M
H(x, y, t)u(y) dy, (10.112)

então, existe t0 > 0 e uma constante C = C(n, K) > 0 tal que

|∇F | (x, t) ≤ C, ∀ x ∈M, ∀ t ∈ [0, t0]. (10.113)

Note que, até o momento, não usamos a hipótese de M ter curvatura seccional limitada

superiormente; tal hipótese será necessária para obtermos uma limitação para a hessiana de F .

Dado um ponto q em M , se p ∈M é um ponto conjugado de q, então

d(p, q) ≥ π√
K
, (10.114)

(vide Teorema II.6.3., [Cha06]). Temos assim que, se tomarmos R < π/
√
K, expq é será difeo-
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morfismo local em B̂0(R) ⊂ TqM para cada q ∈M (veja Proposição 10.11 [Lee97] e Proposição

3.5 Chap. 5 [dC92]). Denotemos por g a métrica em M e consideremos em B̂0(R) a métrica

ĝ =
(
expq

)∗
(g), i.e.,

ĝ(X, Y ) = g
((

expq
)
∗X,

(
expq

)
∗ Y
)
. (10.115)

Defina,

F̂ (y, t) = F (expq(y), t)− u(q). (10.116)

Então, ∣∣∣Hess F̂ (0, t)
∣∣∣
ĝ

= |HessF (q, t)|g , (10.117)

logo, para estimar a hessiana de F é suficiente estimar |Hess F̂ (0, t)|ĝ.
Notemos que F̂ satisfaz a equação do calor em B̂0(R),

∣∣∣F̂ ∣∣∣ ≤ C10 em B̂0(R) × [0, t0] para

alguma constante C10 > 0 que depende apenas de n e K. Como a curvatura de ĝ é limitada

superiormente, e o raio de injetividade na origem com respeito a ĝ é limitado inferiormente

por π/
√
K, existe R0 > 0 que depende apenas de n e K de modo que existem coordenadas

harmônicas em B̂0(R0) (veja [Jos84]). Nessas coordenadas, a norma C1, 2
3 do tensor ĝij satisfaz

|ĝij |1, 2
3
≤ C11, (10.118)

onde C11 > 0 é uma constante que depende apenas de n e K, e gij é equivalente a métrica

euclidiana por um fator que depende apenas de n e K. Nessas coordenadas, temos

ĝij
∂2

∂xi∂xj
F̂ +

1√
ĝ

∂

∂xi

(√
ĝ ĝij

)
− ∂

∂t
F̂ = 0. (10.119)

Assim, F̂xixj (0) é limitado por uma constante que depende apenas de n e K pela Estimativa de

Schauder. Logo, temos a limitação da hessiana de F̂ em 0.



Caṕıtulo 11

O prinćıpio da boa sombra

Nesse caṕıtulo, M será sempre uma variedade completa. Se f : M → R é uma função de

classe C2 que assume mı́nimo em um ponto p ∈ M , então |∇f(p)| = 0 e Hess f(p)(X, X) ≥ 0

para todo X ∈ TpM . No caso em que M é uma variedade compacta, tal ponto de mı́nimo

sempre existe. No entanto, se M não é compacta, tal ponto pode não existir mesmo quando

infM f > −∞.

Para o caso em que M não é compacta, Omori provou em [Omo67] o seguinte resutado:

Teorema 11.1 (Omori). Seja M uma variedade riemanniana com curvatura seccional limitada

inferiormente. Se f : M → R é uma função de classe C2 que é limitada inferiormente, então

existe uma sequência (pn) em M satisfazendo

f(pn)→ inf
M
f, |∇f(pn)| → 0, lim inf

n→∞
Hess f(pn) ≥ 0. (11.1)

A condição lim inf Hess f(pn) ≥ 0 significa que para todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

Hess f(pn)(X, X) > −ε |X|2 , ∀ X ∈ TpM, n > n0. (11.2)

Mais tarde, Yau provou em [Yau75] uma versão do teorema acima para o caso em que a

curvatura de Ricci é limitada inferiormente.

Teorema 11.2 (Yau). Seja M uma variedade riemanniana com curvatura de Ricci limitada

inferiormente. Se f : M → R é uma função de classe C2 que é limitada inferiormente, então

existe uma sequência (pn) em M satisfazendo

f(pn)→ inf
M
f, |∇f(pn)| → 0, lim inf

n→∞
∆f(pn) ≥ 0. (11.3)

Os dois teoremas acima são conhecidos como Prinćıpio do Máximo (Mı́nimo) de Omori-Yau.

Em [FX11], Fontenele e Xavier provaram a seguinte generalização do Prinćıpio de Omori-Yau:

Teorema 11.3 (Prinćıpio da Boa Sombra). Seja M uma variedade riemanniana com curvatura

de Ricci (resp. seccional) limitada inferiormente. Se f : M → R é uma função de classe C2 que

113



CAPÍTULO 11. O PRINCÍPIO DA BOA SOMBRA 114

é limitada inferiormente, então dada uma sequência minizante (pn) (ou seja f(pn) → infM f),

existe uma sequência (qn) em M satisfazendo

d(pn, qn)→ 0, f(qn)→ inf
M
f, |∇f(qn)| → 0 (11.4)

e

lim inf
n→∞

∆f(qn) ≥ 0
(

resp. lim inf
n→∞

Hess f(qn) ≥ 0
)
. (11.5)

A sequência (qn) obtida no teorema acima é chamada de boa sombra da sequência (pn).

Dizemos ainda que a variedade M satisfaz o prinćıpio da boa sombra , se dada uma função

f ∈ C2(M) limitada inferiormente, toda sequência minimizante (pn) admite uma boa sombra

(qn).

11.1 Variedades uniformly bumpable

Em [AF10], Azagra e Fry, definiram a seguinte classe de variedades riemannianas:

Definição. Dizemos que uma variedade riemanniana é second order uniformly bumpable

se existem C > 1 (possivelmente grande) e c > 0 (pequeno) tais que para todo p ∈M e δ ∈ (0, c)

existe uma função φ : M → [0, 1] de classe C2 satisfazendo:

(a) φ(p) = 1,

(b) φ(x) = 0 if d(x, p) ≥ δ,

(c) supx∈M |∇φ(x)| ≤ C/δ,

(d) supx∈M |Hessφ(x)| ≤ C/δ2.

Observação. Note que se M é second order uniformly bumpable, então para quaisquer p ∈ M
e δ ∈ (0, c), existe uma função φ : M → [0, 1] satisfazendo:

(a’) φ(p) = 0,

(b’) φ(x) = 1 if d(x, p) ≥ δ,

(c’) supx∈M |∇φ(x)| ≤ C/δ,

(d’) supx∈M |Hessφ(x)| ≤ C/δ2.

Seguindo a demonstração do Prinćıpio da Boa Sombra em [FX11], obtemos o seguinte resul-

tado:

Teorema 11.4. Se M é second order uniformly bumpable e f ∈ C2(M) é uma função tal que

infM f > −∞, então toda sequência minimizante para f admite uma boa sombra (com relação

à hessiana).
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Demonstração. Como M é second order uniformly bumpable, existem constante C > 1 e c > 0

de modo que para todo p ∈ M e 0 < δ < c, existe uma função φ de classe C2 satisfazendo

(a’)-(d’) da observação acima. Seja (pn) uma sequência minimizante para f . Suponhamos que

f(pn)− infM f < c para todo n. Defina

rn = f(pn)− inf
M
f and εn = r 1/3

n . (11.6)

Para cada n, seja φn : M → [0, 1] uma função C2 satisfazendo (a’)-(d’) para p = pn e δ = εn.

Considere a função:

fn(x) = f(x) + ε 3
n φn(x), ∀ x ∈M, (11.7)

que é de classe C2 para cada n. Note que se x /∈ B(pn, εn), então

fn(x) = f(x) + ε 3
n φn(x)

≥ f(x) + ε 3
n

= f(x) + rn

= f(x) + f(pn)− inf
M
f

≥ f(pn) = fn(pn).

(11.8)

Segue que infM fn é atingido, e se definimos qn como um ponto tal que fn(qn) = infM fn, então

d(qn, pn) ≤ εn e d(qn, pn)→ 0. Além disso,

f(pn) = fn(pn) ≥ fn(qn) = f(qn) + ε 3
n φn(qn) ≥ f(qn). (11.9)

Logo, f(qn) ≤ f(pn) e a sequência (qn) também é minimizante para f . Usando que qn é um

mı́nimo para fn obtemos

0 = ∇fn(qn) = ∇f(qn) + ε 3
n ∇φn(qn), (11.10)

então

|∇f(qn)| ≤ ε 3
n |∇φn(qn)| ≤ ε 2

n C. (11.11)

Usando este fato novamente,

0 ≤ Hess fn(qn)(X, X)

= Hess f(qn)(X, X) + ε 3
n Hessφn(qn)(X, X)

≤ Hess f(qn)(X, X) + ε 3
n

C

ε 2
n

= Hess f(qn)(X, X) + εnC,

(11.12)

que implica que

Hess f(qn)(X, X) ≥ −εnC. (11.13)
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De (11.11) e (11.13) nós conclúımos que |∇f(qn)| → 0 e lim infn→∞Hess f(qn) ≥ 0, como

desejado.

Em particular, toda variedade second order uniformly bumpable satisfaz o Prinćıpio de

Omori-Yau. Além disso, observando a demonstração do teorema anterior, temos as seguintes

generalizações:

Teorema 11.5. Suponhamos que M satisfaz a seguinte condição: existem C > 1 e c > 0 e um

número natural k tais que para quaisquer p ∈M e δ ∈ (0, c), existe uma função φ : M → [0, 1]

de classe C2 tal que

(i) φ(p) = 1,

(ii) φ(x) = 0 if d(x, p) ≥ δ,

(iii) supx∈M |∇φ(x)| ≤ C/δk,

(iv) supx∈M |Hessφ(x)| ≤ C/δk+1.

Seja f ∈ C2(M) tal que infM f > −∞. Então toda sequência minimizante para f admite uma

boa sombra (com relação à hessiana).

Demonstração. Primeiramente, observemos novamente que podemos supor, sem perda de gene-

ralidade, que para cada p ∈M e δ ∈ (0, c), a função φ da hipótese satisfaz:

(i’) φ(p) = 0,

(ii’) φ(x) = 1 if d(x, p) ≥ δ,

(iii’) supx∈M |∇φ(x)| ≤ C/δk,

(iv’) supx∈M |Hessφ(x)| ≤ C/δk+1.

Seja (pn) uma sequência em M com f(pn) infM f , e suponha que f(pn)− infM f < c para todo

n. Defina

rn = f(pn)− inf
M
f, εn = r 1/(k+2)

n , (11.14)

e seja φn : M → [0, 1] uma função de classe C2 satisfazendo (i’)-(iv’) para p = pn e δ = εn.

Agora, só precisamos considerar a função C2

fn(x) = f(x) + ε k+2
n φn(x), (11.15)

e o resultado segue como na prova do Teorema 11.4.

Teorema 11.6. Suponhamos que M satisfaz a seguinte condição: existem C > 1 e c > 0 e um

número natural k tais que para quaisquer p ∈M e δ ∈ (0, c), existe uma função φ : M → [0, 1]

de classe C2 tal que
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(i) φ(p) = 1,

(ii) φ(x) = 0 if d(x, p) ≥ δ,

(iii) supx∈M |∇φ(x)| ≤ C/δk,

(iv) Hessφ(x)(X, X) ≤ C
δk+1 |X|.

Seja f ∈ C2(M) tal que infM f > −∞. Então toda sequência minimizante para f admite uma

boa sombra (com relação à hessiana).

Demonstração. A demonstração é exatemente igual a do teorema anterior.

Em [AF10], Azagra e Fry demonstraram que toda variedade com curvatura seccional limi-

tada (inferiormente e superiormente), raio de injetividade positivo e uniformemente localmente

convexa é second order uniformly bumpable.

A ideia de definir tal classe de variedades começou no artigo [AFLM05], onde é definido o

conceito de variedades uniformly bumpable. Posteriormente, em [AFLMR07], vemos que toda va-

riedade riemanniana (de dimensão finita) é uniformly bumpable, sendo que a demonstração dessa

afirmação segue diretamente do fato de que podemos aproximar uniformemente funções lipschit-

zianas, em variedades riemannianas, por funções que tem gradiente limitado (veja [GW79]).

No sentido de estabelecer uma posśıvel continuação deste trabalho, observa-se que a partir da

análise de tal demonstração, podemos formular a seguinte conjectura:

Conjectura. Seja M uma variedade riemanniana completa. Se existe uma constante C > 0 tal

que para cada ponto p ∈M existe uma função φ : M → R de classe C2 tal que

1. C−1(1 + ρ(x)) ≤ φ(x) ≤ C(1 + ρ(x));

2. |∇φ| ≤ C;

3. |Hessφ| ≤ C,

onde ρ é a função distância até p, então M é second order uniformly bumpable.

Pelo Teorema 10.14, se esta conjectura se mostrar verdadeira, teremos que toda variedade

com curvatura seccional limitada é second order uniformly bumpable. Assim, pelo Teorema

11.4 teŕıamos que toda variedade que obedece as condições enunciadas na conjectura satisfaz o

Prinćıpio da Boa Sombra e, consequentemente, o Prinćıpio de Omori-Yau.
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