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Resumo

Seja Φ = (φ1, . . . , φm) função anaĺıtica definida em vizinhança de uma bola Θ ⊂ Rn

centrada na origem tomando valores em Rm e considere os campos

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑
k=1

∂φk
∂tj

∂

∂xk

que geram uma estrutura do tipo tubo em Rm × Θ. Este trabalho traz um estudo de

regularidade Gevrey para os vetores Gevrey do sistema L, ou seja, sobre algumas hipóteses

de Φ, podemos garantir que se u é um s-vetor Gevrey para L, então u é uma função Gevrey

de ordem s′, sendo s′ ≥ s.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Se P é um operador diferencial linear anaĺıtico de ordem m em um aberto Ω ⊂ Rn e

s ≥ 1, dizemos que u ∈ D′(Ω) é um s-vetor Gevrey para P quando P ku ∈ L2
loc(Ω) para

todo k = 0, 1, . . . e para todo K ⊂ Ω compacto, existe C > 0 tal que

∥∥P ku
∥∥
L2(K)

≤ Ck+1k!ms, k = 0, 1, . . . .

Diversas referências, como por exemplo [7], [16], [10] e [4], estudam propriedades de tais

objetos. Uma das questões investigadas é a regularidade Gevrey dos s-vetores Gevrey

para P , ou seja, se u é um s-vetor Gevrey para P , existe s′ ≥ 1 tal que u é função Gevrey

de ordem s. Algumas hipóteses sobre P (elipticidade, por exemplo) nos dão uma resposta

afirmativa com s′ = s.

Neste trabalho, introduziremos o conceito (presente em [8]) de vetores Gevrey para

um sistema L de campos lineares de primeira ordem que geram uma estrutura do tipo

tubo. Mais precisamente, iremos considerar Φ uma função anaĺıtica em uma vizinhança

de uma bola Θ ⊂ Rn centrada na origem que toma valores em Rm e tal que Φ(0) = 0. Os

campos

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑
k=1

∂φk
∂tj

∂

∂xk
, j = 1, . . . , n,

geram uma estrutura involutiva do tipo tubo (nome dado pela não dependência de x da

função Φ) de posto n em Rm × Θ (φk são as coordenadas de Φ). O ortogonal de tal

estrutura é gerado pelos diferenciais de

Zk(x, t) = xk + iφk(t), k = 1, . . . ,m.

6



7

Se Ω = U × V ⊂ Rm × Θ é um aberto, dizemos que u ∈ D′(Ω) é um s-vetor Gevrey

para L quando Lαu ∈ L∞loc(V, L
1
loc(U)) para todo α ∈ Zn+, sendo Lα = Lα1

1 . . . Lαnn se

α = (α1, . . . , αn), e dado K = K1 ×K2 compacto, existe C = CK > 0 de modo que

‖Lαu‖L∞(K2,L1(K1)) ≤ C
|α|+1
K α!s,∀α ∈ Zn+.

O conjunto dos s-vetores Gevrey para L é denotado por Gs(Ω;L). O caso s = 1

também é tratado como o caso anaĺıtico. Assim como no caso em que n = 1, esta-

mos interessados em estudar inclusões Gs(Ω;L) ⊂ Gs′(Ω), com 1 ≤ s, s′, ou seja, obter

regularidade Gevrey dos vetores Gevrey para L.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar de forma detalhada os resultados

obtidos em [8] sobre regularidade Gevrey dos vetores Gevrey para o sistema L. Quando

colocamos mais algumas hipóteses sobre Φ, as referências [2] e [5] nos mostram que o

estudo de hipoelipticidade anaĺıtica em vizinhança de 0 de soluções de Lju = 0, j = 1, . . . n

está relacionada com o fato dos funcionais t −→ Φ(t)·ξ não terem mı́nimo em t = 0 quando

ξ 6= 0. Isso nos motivará a supor que tais funcionais são aplicações abertas.

Sob essas condições, a referência [8] demonstra que todo vetor anaĺıtico para L é uma

função anaĺıtica. No entanto, mesmo nessas hipóteses, se m = n = 2 podemos encontrar

um s-vetor Gevrey que não é função de classe C1, enquanto que se m = 1, conseguimos

garantir que todo s-vetor Gevrey é uma função Gevrey de ordem s′, sendo que s′ depende

tanto de s quanto do expoente de Lojasiewicz da função Φ. Todos esses resultados serão

detalhados no último caṕıtulo deste trabalho.



Caṕıtulo 2

Espaços Gevrey

Neste caṕıtulo introduziremos e desenvolveremos as ferramentas sobre as funções Ge-

vrey, com as quais trabalharemos nos principais resultados deste trabalho. Tais funções

surgem naturalmente no estudo do operador do calor L = ∂
∂t
−∆x em Rn+1 nas variáveis

(t, x) ∈ R× Rn. Uma exposição mais detalhada pode ser vista em [17].

2.1 Notações e desigualdades

Antes de tudo, fixaremos algumas notações ao longo desta seção e mostraremos algu-

mas desigualdades que nos serão úteis.

Um N -multi-́ındice é uma N -upla α = (α1, . . . , αN) ∈ ZN+ formada por inteiros não

negativos. Dado um multi-́ındice α, denotamos

∂α = ∂α1
x1
∂α2
x2
· · · ∂αNxN ,

sendo que ∂xj = ∂
∂xj

indica a derivada parcial com relação à variável xj. Denotamos

também

Dα = Dα1
x1
Dα2
x2
· · ·DαN

xN
,

sendo Dxj = 1
i
∂xj .

Dados dois multi-́ındices α = (α1, . . . , αN), β = (β1, . . . , βN) ∈ ZN+ , escrevemos β ≤ α

quando βj ≤ αj, para todo j = 1, . . . N . Definimos também o módulo de um multi-́ındice

α e seu fatorial respectivamente por

|α| = α1 + . . .+ αN

8



2.1. NOTAÇÕES E DESIGUALDADES 9

e

α! = α1! · . . . · αN !. (2.1)

O coeficiente binominal entre dois multi-́ındices α e β é definido quando β ≤ α e dado

por (
α

β

)
=

α!

β! (α− β)!
. (2.2)

Dados x = (x1, . . . , xN) ∈ RN e um multi-́ındice α ∈ ZN+ , denotamos também

xα = xα1
1 · . . . · x

αN
N . (2.3)

Se f, g ∈ C∞(RN), então uma indução sobre |α| nos mostra que vale a fórmula de Leibniz

∂α(f · g) =
∑
β≤α

(
α

β

)
∂α−βf · ∂βg. (2.4)

Além disso, a série de Taylor de uma função f ∈ C∞(Ω) em torno de x0 ∈ Ω, onde

Ω ⊂ RN é um aberto, é definida por

∑
α∈ZN+

∂αf(x0)

α!
(x− x0)α. (2.5)

Uma função é dita anaĺıtica em Ω quando todo ponto x0 ∈ Ω possui uma vizinhança V

que o contém e na qual f é dada por sua série de Taylor. O conjunto das funções anaĺıticas

de Ω será denotado por Cω(Ω).

As desigualdades que aqui serão obtidas seguem basicamente do Binômio de Newton

generalizado e da série de Taylor da função exponencial em torno de 0. Quanto ao

primeiro, dados t1, . . . , tn números reais e N > 0 um inteiro positivo, vale

(t1 + . . .+ tn)N =
∑
|α|=N

N !

α!
tα, (2.6)

onde a soma é feita com α ∈ Zn+. Se escolhermos tj = 1 para todo j = 1, . . . , n, temos

nN =
∑
|α|=N

N !

α!
. (2.7)
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Em particular, se fixarmos α ∈ Zn+ e N = |α|, obtemos

n|α| =
∑
|β|=|α|

|α|!
β!
.

Um dos termos da soma do lado direito é |α|!
α!

, o que nos dá

|α|! ≤ n|α|α!. (2.8)

Se considerarmos n = 2 na Equação (2.7), isto é, se trabalharos com ı́ndices duplos,

conclúımos que

2N =
∑

j+k=N

N !

j!k!
, (2.9)

uma vez que |(j, k)| = j + k. Além disso, a equação (2.8) nos mostra que

(j + k)! ≤ 2j+kj!k!. (2.10)

Da Equação (2.9), segue que ∑
β≤α

(
α

β

)
= 2|α|. (2.11)

De fato, se α, β ∈ Z+, então

∑
β≤α

(
α

β

)
=
∑
β≤α

α!

(α− β)!β!
=
∑
j+k=α

α!

j!k!
= 2α.

Para o caso geral, suponha α = (α1, . . . , αN) e β = (β1, . . . , βN). Então

∑
β≤α

(
α

β

)
=

∑
β≤α

α!

(α− β)!β!

=
∑

βi≤αi, i=1,...N

[
α1!

(α1 − β1)!β1!
· . . . · αN !

(αN − βN)!βN !

]
=

∑
β1≤α1

[
α1!

(α1 − β1)!β1!

]
· . . . ·

∑
βN≤αN

[
αN !

(αN − βN)!βN !

]
= 2α1 · . . . · 2αN

= 2|α|.
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�

Em particular, para todo β ≤ α, vale(
α

β

)
≤ 2|α|. (2.12)

Agora, analisemos a série de Taylor da função exponencial:

et =
∞∑
N=0

tN

N !
. (2.13)

Observe que se t > 0 e N é um inteiro não negativo, temos

tN ≤ N !et. (2.14)

Como N ! ≤ NN , ∀N = 1, 2, 3, . . ., segue que

tN ≤ NNet. (2.15)

Podemos melhorar a última desigualdade:

td ≤ ddet−d,∀t, d > 0. (2.16)

De fato, tomando o logaritmo, a desigualdade acima equivale a

d log t ≤ d log d+ (t− d).

Fixe d > 0 e defina f(t) = d log d+ (t− d)− d log t. Derivando,

f ′(t) = 1− d

t
.

Assim, f ′(t) > 0 se t > d e f ′(t) < 0 se t < d. Como f(d) = 0, segue a desigualdade

(2.16). Em particular, se d > 0, temos ed > 1, e portanto

tde−t ≤ dd,∀t, d > 0. (2.17)

�
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As seguintes desigualdades também serão úteis:

α! ≤ |α|!,∀α ∈ ZN+ . (2.18)

De fato, vamos fazer indução sobre |α| = k. Se k = 0, vale a igualdade. Podemos supor

que α1 > 0 e definir α′ = (α1 − 1, α2, . . . , αN). Então |α′| = n e

α′! ≤ |α′|!,

ou seja

(α1 − 1)!α2! · . . . · αN ! ≤ (α1 − 1 + α2 + . . .+ αN)!.

Observe que

α! = α1(α1 − 1)!α2! · . . . · αN !

≤ α1(α1 − 1 + α2 + . . .+ αN)!

e

|α|! = (α1 + . . .+ αN) · (α1 − 1 + α2 + . . .+ αN)!

≥ α1(α1 − 1 + α2 + . . .+ αN)!,

o que demonstra (2.18). �

|α|! ≤ |α||α|,∀α ∈ ZN+ . (2.19)

Esta segue pois |α|! possui |α| fatores, os quais são sempre menores do que ou iguais à

|α|. �

|α||α| ≤ e|α||α|!,∀α ∈ ZN+ . (2.20)

Tal desigualdade segue diretamente da desigualdade (2.14), se considerarmos t = N = |α|.
�

(α− β)! ≤ α!β!−1,∀α, β ∈ ZN+ , β ≤ α. (2.21)
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Basta observar que

1 ≤
(
α

β

)
=

α!

β!(α− β)!
.

�

α!β! ≤ (α + β)!,∀α, β ∈ ZN+ . (2.22)

Defina γ = α + β. Então α ≤ γ e, de (2.21), segue que

(γ − α)!α! ≤ γ!,

ou seja

β!α! ≤ (α + β)!.

�(
α

β

)
≤
(
|α|
|β|

)
,∀α, β ∈ ZN+ . (2.23)

A igualdade vale trivialmente no caso em que N = 1. Observe que, uma vez provado o

caso N = 2, o caso geral segue por indução em N . Já para o caso N = 2, fazemos indução

sobre |α|. Se |α| = 0, então devemos estudar apenas o caso β = α = 0, no qual vale a

igualdade. O caso |α| = 1 também segue sem maiores dificuldades. Supondo válido para

|α| = k, vamos considerar α = (α1, α2), β = (β1, β2) ∈ Z2
+, |α| = k + 1, com k ≥ 1. Neste

caso, (2.23) se escreve como

α1!

(α1 − β1)!β1!

α2!

(α2 − β2)!β2!
≤ (α1 + α2)!

(α1 + α2 − β1 − β2)! (β1 + β2)!
.

Assim, podemos supor também que 0 < β1 < α1 e 0 < β2 < α2. Observe que α2β1 ≤ α1β2

ou α1β2 ≤ α2β1. Se α2β1 ≤ α1β2, definimos α′ = α − e1, e obtemos |α′| = k e β ≤ α′.

Logo,

α1!

(α1 − β1)!β1!

α2!

(α2 − β2)!β2!
=

α1

α1 − β1

(
α′

β

)
≤ α1

α1 − β1

(
|α′|
|β|

)
=

α1

α1 − β1

(α1 + α2 − 1)!

(α1 + α2 − β1 − β2 − 1)! (β1 + β2)!
.
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Note ainda que

α1

α1 − β1

(α1 + α2 − 1)!

(α1 + α2 − β1 − β2 − 1)! (β1 + β2)!
≤ (α1 + α2)!

(α1 + α2 − β1 − β2)! (β1 + β2)!

equivale a dizer que
α1

α1 − β1

≤ α1 + α2

α1 + α2 − β1 − β2

,

e essa desigualdade segue da nossa hipótese α2β1 ≤ α1β2. O caso α1β2 ≤ α2β1 é feito de

maneira análoga, definindo α′ = α− e2. �

2.2 Espaços Gevrey

Introduziremos agora as funções Gevrey e deduziremos algumas de suas propriedades.

Definição 2.1 Sejam Ω ⊂ RN um aberto e s ≥ 1 um número real. O espaço das funções

Gevrey de ordem s, o qual será denotado por Gs(Ω), é o subespaço das funções de classe

C∞ de Ω tais que para cada compacto K ⊂ Ω, existe um constante C = C(K) > 0 que

satisfaz

|∂αf(x)| ≤ C |α|+1(α!)s, (2.24)

para quaisquer α ∈ ZN+ e x ∈ K.

Observe que Gs(Ω) ⊂ Gs′(Ω) quando s ≤ s′. Além disso, a estimativa (2.24) é equivalente

às seguintes estimativas (mudando a constante se necessário):

|∂αf(x)| ≤ RC |α|(α!)s, para algum R > 0. (2.25)

|∂αf(x)| ≤ C |α|+1(|α!|)s. (2.26)

|∂αf(x)| ≤ C |α|+1(|α|)s|α|. (2.27)

|∂αf(x)| ≤ C |α|+1((|α|+ A)!)s, para A ∈ Z+. (2.28)

De fato, se (2.24) vale, basta definir R = C para obter (2.25). Reciprocamente, defina

M = max {R,C} para obter

|∂αf(x)| ≤ RC |α|(α!)s ≤M |α|+1(α!)s,
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obtendo portanto, (2.24). Segue de (2.18) que 1 ≤ α! ≤ |α|! e portanto, (2.24) nos dá

(2.26) facilmente. Reciprocamente, se (2.26) vale, usamos (2.8) para obter

|∂αf(x)| ≤ N s|α|C |α|+1(α!)s ≤ (N sC)|α|+1(α!)s.

Se (2.24) vale, basta usar (2.18) e (2.19) para obter (2.27). Reciprocamente, suponha que

(2.27) seja válido. De (2.20), segue que

C |α|+1(|α|)s|α| ≤ C |α|+1(e|α||α|!)s ≤ (esC)|α|+1(|α|!)s.

Obtemos então (2.26). Como 1 ≤ α! ≤ (|α|+A)!,para todo A ∈ Z+, (2.24) implica (2.28).

Agora, se (2.28) é valido, usando (2.10), obtemos

((|α|+ A)!)s ≤ (2s)|α|(2s)A(A!)s(|α|!)s.

Escrevendo C ′ = (2s)A(A!)s, obtemos

|∂αf(x)| ≤ (C2s)|α|CC ′(|α|!)s.

Definindo M = max {C2s, CC ′}, segue que

|∂αf(x)| ≤M |α|+1(|α|!)s.

Proposição 2.2 O conjunto G1(Ω) coincide com o conjunto Cω(Ω).

Demonstração. Comecemos com f ∈ Cω(Ω) e considere K ⊂ Ω compacto. Defina

r = d(K,RN\Ω)
2

> 0 e considere U ⊂ CN tal que U ∩ RN = Ω e f admite uma extensão

holomorfa f̃ em U (ver [9, p. 209]). Segue que para todo x = (x1, . . . , xN) ∈ K, o polidisco

∆(x, r) =
{
z = (z1, . . . , zN) ∈ CN : |zj − xj| < r, j = 1, . . . , N

}
está contido em U . Como ∂αx f(x) = ∂αz f̃(x+ iy)

∣∣∣
y=0

, usamos a fórmula integral de

Cauchy para polidiscos e obtemos

∂αx f(x) =
α!

(2π)N

∫
|z1−x1|=r

. . .

∫
|zN−xN |=r

f̃(z1, . . . , zN)dz1 . . . dzN

(z1 − x1)α1+1 . . . (zN − xN)αN+1 .
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Dessa forma, se R = sup
z∈∆(x,r),x∈K

|f(z)|, então

|∂αx f(x)| ≤ R
α!

(2π)N
(2π)NrN

r|α|+N

≤ R
(
r−1
)|α|

α!,

o que mostra, por (2.25), que f ∈ G1(Ω).

Reciprocamente, suponha que f ∈ G1(Ω) e considere x0 ∈ Ω. Segue da Fórmula de

Taylor que

f(x0 + x) =
∑
|α|≤k

∂αf(x0)
xα

α!
+ rk(x), (2.29)

sendo

rk(x) =
∑
|α|=k+1

(k + 1)!

α!
∂αf(x0 + θx), (2.30)

0 < θ < 1, x = (x1, . . . , xN) ∈ Ω tal que [x0, x] ∈ Ω. Considere r > 0 tal que B =

B(x0, r) ⊂ Ω. Como f ∈ G1(Ω), existe C > 0 tal que

|∂αf(y)| ≤ C |α|+1 (α!)s ,∀y ∈ B,α ∈ ZN+ .

Assim, se |x| < min
{

1
2NC

, r
}

, então x0 + θx ∈ B e segue que

|rk(x)| ≤ C

(k + 1)!

∑
|α|=k+1

(k + 1)!

α!
Ck+1|x|k+1α!

≤ C(NC)k+1|x|k+1

≤ C

(
1

2

)k+1

.

Isso mostra que a série de Taylor de f converge para f em uma vizinhança de x0, o que

mostra sua analiticidade. �

O próximo passo é construir funções corte em Gs para s > 1, ou seja, funções de classe

Gs com suporte compacto que valem 1 em um compacto dado. Pelo o que acabamos de

demonstrar, não é posśıvel obter tais funções no caso s = 1, pois a única função anaĺıtica

com suporte compacto é a função nula.

Exemplo 2.3 Uma das ideias clássicas para se construir funções de classe C∞(Ω) com
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suporte compacto consiste em construir uma tal função no caso unidimensional e depois

utilizar translações, homotetias e produto de funções do mesmo tipo para obter no caso

geral. Já para conseguir tal função em R, constrúımos uma função de classe C∞(R) que

se anula se x < 0. A estratégia que seguiremos é a mesma, porém para obter função de

classe Gs o trabalho é um pouco mais árduo. Para s > 1, considere g : R −→ R dada por

g (t) =

{
e−1/t

1
s−1

se t > 0

0 se t ≤ 0.
(2.31)

Como lim
t−→0+

tαe−1/tβ = 0 quando β > 0, temos que g ∈ C∞(R). Vamos mostrar que existe

C > 0 tal que

|g(k)(t)| ≤ Ck(k!)s,∀k ∈ Z+.

Afirmamos que existe ρ = ρ(s) > 0 tal que se t > 0 e se

z ∈ γp(t) =
{
t(1 + ρeiθ) : 0 ≤ θ ≤ 2π

}
,

então

Re
(

1/z
1
s−1

)
> 1/2t

1
s−1 . (2.32)

De fato, primeiro note que se z = t(1 + ρeiθ), então

Re
(

1/z
1
s−1

)
=

Re
[(
t
(
1 + ρeiθ

)) 1
s−1

]
∣∣∣(t (1 + ρeiθ))

1
s−1

∣∣∣2
= 1/t

1
s−1

Re
[(

1 + ρeiθ
) 1
s−1

]
∣∣∣(1 + ρeiθ)

1
s−1

∣∣∣2 .

Considere a função cont́ınua

ψ(ρ) =
min

{
Re
(
1 + ρeiθ

) 1
s−1 : 0 ≤ θ ≤ 2π

}
max

{∣∣∣(1 + ρeiθ)
1
s−1

∣∣∣2 : 0 ≤ θ ≤ 2π

} .
Como ψ(0) = 1, para ε = 1

2
existe 0 < δ < 1 tal que se ρ < δ, então 1

2
< ψ(ρ) < 3

2
. Logo,

se ρ = δ
2
, vale (2.32) para todo z ∈ γρ(t), qualquer que seja t > 0. Na região do plano
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complexa definida por Re z > 0 podemos complexificar a variável t, ou seja, considerar

z = t+ iy e, utilizando a Fórmula de Cauchy e (2.32), obter

∣∣g(k)(t)
∣∣ =

∣∣∣∣∣ k!

2πi

∫
γρ(t)

g(z)

(z − t)k+1
dz

∣∣∣∣∣
≤ k!

2π

1

(ρt)k+1
sup
z∈γρ(t)

∣∣∣∣e−1/z
1
s−1

∣∣∣∣ 2πρt
≤ k!ρ−k

e−1/2t
1
s−1

tk
,

para todo k ∈ Z+. Da desigualdade (2.16) obtemos e−t ≤ t−ddde−d, para t, d > 0. Esco-

lhemos t = 1/2t
1
s−1 e d = (s− 1)k para concluir que

e−1/2t
1
s−1

tk
=

e−1/2t
1
s−1(

t
1
s−1

)(s−1)k

≤

(
1/2t

1
s−1

)−(s−1)k

[(s− 1) k](s−1)k e−(s−1)k(
t

1
s−1

)(s−1)k

≤ 2(s−1)k [(s− 1) k](s−1)k e−(s−1)k

=

[
e

2 (s− 1)

]−(s−1)k (
kk
)s−1

≤
[

e

2 (s− 1)

]−(s−1)k (
k!ek

)s−1

=

[
1

2 (s− 1)

]−(s−1)k

(k!)s−1 .

Dessa forma, para todo t > 0,

∣∣g(k)(t)
∣∣ ≤ k!

ρk

[
1

2 (s− 1)

]−(s−1)k

(k!)s−1

= Ck (k!)s ,

sendo C =
[

1
2(s−1)

]−(s−1)
1
ρ
, o que termina a demonstração.

�



2.2. ESPAÇOS GEVREY 19

Proposição 2.4 Dados s ≥ 1 e um aberto Ω ⊂ RN , o conjunto Gs(Ω) é espaço vetorial

e anel com as operações usuais no espaço de funções.

Demonstração. Mostraremos apenas que se f, g ∈ Gs(Ω), então fg ∈ Gs(Ω). Dado

K ⊂ Ω compacto, podemos escolher C > 0 tal que |∂αf(x)| ≤ C |α|+1 (α!)s e |∂αg(x)| ≤
C |α|+1 (α!)s, para todo x ∈ K e α ∈ ZN+ . Assim, se x ∈ K e α ∈ ZN+ , temos

|∂α (f · g) (x)| ≤
∑
β≤α

(
α

β

) ∣∣∂α−βf(x)
∣∣ ∣∣∂βg(x)

∣∣
≤

∑
β≤α

(
α

β

)
C |α|−|β|+1 [(α− β)!]sC |β|+1 (β!)s .

Usando (2.21) e (2.11), obtemos

|∂α (f · g) (x)| ≤ C |α|+2 (α!)s 2|α|.

Se definirmos C ′ = max {2C,C2}, obtemos

|∂α (f · g) (x)| ≤ C ′|α|+1 (α!)s , ∀x ∈ K,α ∈ ZN+ .

� Usando a notação do Exemplo 2.3, obtemos da Proposição 2.4 que se s > 1, então a

função

ψ(x) =
N∏
j=1

g(r + xj)g(r − xj), x = (x1, . . . , xN),

é uma função não negativa de classe Gs que possui suporte compacto contido na bola

B(x; r) (na norma do máximo). Consequentemente, se Gs
0(Ω) é formado pelas funções

f ∈ Gs(Ω) que possuem suporte compacto, então Gs
0(Ω) 6= {0} quando s > 1.

Proposição 2.5 Sejam ϕ ∈ Gs
0(RN), s > 1, tal que suppϕ ⊂ B(0; 1) e

∫
RN ϕ(x)dx = 1

e f ∈ L1
loc(RN). Defina, para ε > 0,

fε(x) =

∫
f(x− εy)ϕ(y)dy = ε−N

∫
f(y)ϕ

(
x− y
ε

)
dy.

Então fε ∈ Gs(RN).
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Demonstração. Observe que se ϕ(ε)(x) = ε−Nϕ
(
x
ε

)
, então ϕ(ε) ∈ Gs

0(RN) e fε = f ∗ϕ(ε).

Utilizando o Teorema da Convergência Dominada e derivando sob o sinal de integração,

obtemos que fε ∈ C∞(RN). Considere agora K ⊂ RN compacto e defina K ′ = K−B(0; ε),

o qual ainda é compacto. Observe que se x ∈ K, então

suppϕ

(
x− ·
ε

)
⊂ K ′.

Como ϕ ∈ Gs
0(RN), existe C > 0 tal que, para todo y ∈ RN e α ∈ ZN+ , vale

|∂αϕ(y)| ≤ C |α|+1 (α!)s .

Assim, se x ∈ K, temos

|∂αfε(x)| ≤ ε−N−|α|
∫
K′
|f(y)|

∣∣∣∣∂αϕ(x− yε
)∣∣∣∣ dy

≤ ε−N−|α|C |α|+1 ‖f‖L1(K′) (α!)s

= C ′|α|+1R (α!)s ,

sendo que definimos C ′ = C
ε

e R = ε−NC ‖f‖L1(K′). �

Observação 2.6 Segue da Proposição 2.5 que se s > 1, então dado um compacto K ⊂ Ω,

existe ϕ ∈ Gs
0(Ω) tal que ϕ = 1 em K e 0 ≤ ϕ ≤ 1 (ver [13, p. 7]).

2.3 Regularidade e Microrregularidade Gevrey

O objetivo desta seção é obter informações sobre a regularidade Gs de uma distribuição

estudando a sua transformada de Fourier. Ou seja, daremos condições necessárias e

suficientes para dizer quando uma distribuição é uma função de classe Gs. Começaremos

a seção com alguns lemas iniciais para deduzir algumas desigualdades que uma função em

Gs
0(Ω) satisfaz.

Lema 2.7 Seja f uma função limitada definida em um aberto Ω ⊂ RN e considere s ≥ 1.

As segintes afirmações são equivalentes:
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1. Existem constantes C1 e ε positivas tais que

|f(ξ)| ≤ C1e
−ε|ξ|1/s ; (2.33)

2. Existe C2 > 0 que não depende de n tal que

|f(ξ)| ≤ Cn+1
2 n! |ξ|−n/s ,∀n = 1, 2, . . . ; (2.34)

Existe C3 > 0 que não depende de n tal que

|f(ξ)| ≤ Cn
3

(
C3n

|ξ|1/s

)n

,∀n = 1, 2, . . . . (2.35)

Demonstração. Se (2.33) é valido, então

|f(ξ)| eε|ξ|
1/s

=
∞∑
n=0

|f(ξ)| εn |ξ|1/s

n!
≤ C1.

Logo, para todo n = 1, 2, . . . obtemos

|f(ξ)| ≤ C1ε
−nn! |ξ|−n/s ,

de onde obtemos (2.34) se definirmos C2 = max {C1, ε
−1}. Reciprocamente, suponha que

vale (2.34) e defina C1 = max {C2, sup |f |}. Segue que

|f(ξ)|C2−nn!−1 |ξ|n/s ≤ C1,∀n = 1, 2, . . . .

Se ε = 1
2C2

, então
∞∑
n=0

|f(ξ)| εn |ξ|n/s

n!
≤ C1,

o que nos dá (2.33). A equivalência entre (2.34) e (2.35) segue de (2.14). �

Lema 2.8 Considere p > 0 um número real, s ≥ 1 e ϕ ∈ C∞0 (RN) tal que suppϕ ⊂ K,

sendo K ⊂ RN um compacto. Seja M ≥ 1 o menor inteiro tal que p/s ≤ M e suponha
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que exista C > 0 tal que

|∂αϕ(x)| ≤ C |α|+1M s|α|,∀ |α| ≤M,∀x. (2.36)

Então

|ϕ̂(ξ)| ≤ C ′ (C ′p)
p |ξ|−p/s ,∀ξ, (2.37)

sendo que C ′ > 0 não depende de p e nem de ϕ, mas depende de C e do compacto K.

Demonstração. Se |α| = M e |K| indica a medida de K, segue de (2.36) que

|ξαϕ̂(ξ)| = |(Dαϕ)̂ (ξ)|

≤
∫
K

|∂αϕ(x)| dx

≤ CM+1
1 M sM ,

sendo C1 = max {C,C |K|}. Afirmamos que existe C2 > 0 que não depende de p nem de

ϕ tal que

|ξ|p/s |ϕ̂(ξ)| ≤ CM+1
2 M sM . (2.38)

De fato, podemos supor que C > 1. Assim, se |ξ| ≤ 1, temos

|ξ|p/s |ϕ̂(ξ)| ≤ |K|C

≤ |K|CMM sM .

Se |ξ| ≥ 1, escrevemos ξ = (ξ1, . . . , ξN) e vamos supor que |ξ1| = max
1≤j≤N

|ξj|. Se definirmos

α = Me1, sendo e1 o vetor da base canônica de RN , então |ξ|M ≤ NM/2 |ξα|. Logo,

|ξ|p/s |ϕ̂(ξ)| ≤
(
N1/2C1

)M
C1M

sM .

Obtemos (2.38) se definirmos C2 = max
{
N1/2C1, C1, |K| , C

}
. Da definição de M , temos

M − 1 < p/s, o que no dá sM < s+ p. Assim, M sM ≤ (p+ s)p+s, e portanto

|ξ|p/s |ϕ̂(ξ)| ≤ Cp+s
2 C2(p+ s)p+s. (2.39)
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Observe que a função f(x) = (x + s)x+se−xx−x possui um máximo em (0,∞), o qual

denotaremos por A. De (2.39), obtemos

|ξ|p/s |ϕ̂(ξ)| ≤ Cp+s
2 C2 (ep)p

e o resultado fica demonstrado se definirmos C ′ = max
{
Cs+1

2 , eC2

}
. �

Com esses lemas, obtemos desigualdades importantes para funções em Gs
0(Ω). Mais

precisamente, temos a

Proposição 2.9 Se ϕ ∈ Gs
0(RN), então existem constantes C e ε positivas tais que

|ϕ̂(ξ)| ≤ Ce−ε|ξ|
1/s

. (2.40)

Demonstração. Como ϕ ∈ C∞0 (RN), se K = suppϕ, exite C > 0 tal que

|∂αϕ(x)| ≤ C |α|+1 |α|s|α| ,∀x.

Com as mesmas notações do Lema 2.8, se p = n ∈ Z+ e |α| ≤M , então

|∂αϕ(x)| ≤ C |α|+1M s|α|,∀x.

O Lema 2.8 nos garante que existe C ′ > 0 tal que

|ϕ̂(ξ)| ≤ C ′(C ′n)n |ξ|−n/s ,

sendo que C ′ não depende de n. O resultado segue do Lema 2.7. �

Observação 2.10 Ao longo do texto também usaremos que se ϕ ∈ Gs
0(RN), então existe

C > 0 tal que

|ξ|n |ϕ̂(ξ)| ≤ Cn+1n!s, n = 0, 1, 2, . . . .

O argumento é o mesmo da proposição 2.9 se utilizarmos p = ns e nn ≤ enn!. Além

disso, dado j ∈ Z+, podemos considerar A > 0 tal que

(1 + |ξ|)n+j |ϕ̂(ξ)| ≤ An+1n!s, n = 1, 2, . . . .
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Para justificar isso, vamos supor que C > 1 para obter

(1 + |ξ|)n+j |ϕ̂(ξ)| ≤
n+j∑
k=0

(
n+ j

k

)
|ξ|n+j−k |ϕ̂(ξ)|

≤
n+j∑
k=0

(
n+ j

k

)
Cn+j−k+1 (n+ j − k)!s

≤ Cn+j+1(n+ j)!s
n+j∑
k=0

(
n+ j

k

)
≤ (2C)n+jC(2s)n+jj!sn!s.

Assim, é suficiente definir A = max {(2s+1C)j, 2s+1Cj!s}.

O próximo lema, feito em [17], nos ajudará a fazer tais caracterizações e também será

usado ao longo do trabalho.

Lema 2.11 Seja K ⊂ RN compacto e fixe r > 0 real e n > 0 inteiro. Existe ϕ ∈ C∞0 (RN)

tal que ϕ = 1 em K, ϕ(x) = 0 se d(x;K) > r, 0 ≤ ϕ ≤ 1, e se α, β ∈ Zn+ com |β| ≤ n,

então ∣∣∂α+βϕ(x)
∣∣ ≤ Cαr

−|α|
(
Cn

r

)|β|
,∀x ∈ RN , (2.41)

sendo que C depende apenas da dimensão N e Cα depende apenas da dimensão N e de

α.

Demonstração. Considere φ0 ∈ C∞0 (RN) tal que suppφ0 ⊂ B(0; 1/4), 0 ≤ φ0 e
∫
φ0 = 1.

Defina

Cα =

∫
|∂αφ0(x)| dx, C = max

|α|=1
Cα e u = χKr/2 ,

sendo que se a > 0, então Ka = K + B(0; a) e χX é a função caracteŕıstica do conjunto

X. Dado ε > 0, definimos φε(x) = ε−Nφ0(x/ε) e consideramos

ϕ = u ∗ φr ∗ φr/n ∗ . . . ∗ φr/n, (2.42)

sendo que o lado direito da igualdade contém n fatores do tipo φr/n. Como u ∈ L1(RN),

temos ϕ ∈ C∞(RN) e observe que

suppφr ∗ φr/n ∗ . . . ∗ φr/n ⊂ B(0, r/2).
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Assim, se g = φr ∗ φr/n ∗ . . . ∗ φr/n, temos

ϕ(x) =

∫
B(0,r/2)

u(x− y)g(y)dy.

Assim, φ(x) = 0 se d(x;K) > r. Além disso, se x ∈ K, então para |y| ≤ r/2 temos

x − y ∈ Kr/2, o que nos dá u(x − y) = 1. Como
∫
ϕa = 1,∀a > 0, temos 0 ≤ ϕ ≤ 1 e

ϕ(x) = 1 se x ∈ K. Resta apenas verificar (2.41). Escreva β = β′1 + . . .+β′n, com |β′j| = 1

ou 0 (lembre que |β| ≤ n) e obtemos

∣∣∂α+βϕ(x)
∣∣ ≤∣∣∣∣∫ . . .

∫
u(x− x1 − . . .− xn+1)∂αφr(x1)∂β

′
1φr/n(x2) . . . ∂β

′
nφr/n(xn+1)dx1 . . . dxn+1

∣∣∣∣ .
Dessa forma,

∣∣∂α+βϕ(x)
∣∣ ≤ ∫ |∂αφr(x1)| dx1

∫ ∣∣∣∂β′1φr/n(x2)
∣∣∣ dx2 · . . . ·

∫ ∣∣∣∂β′Nφr/n(xN+1)
∣∣∣ dxN+1.

Se |β′j| = 1, então ∫ ∣∣∣∂β′jφr/n(x)
∣∣∣ dx = n/r

∫ ∣∣∣∂β′jφ(x)
∣∣∣ dx ≤ nC

r
,

enquanto que se |β′j| = 0, então ∫ ∣∣∣∂β′jφr/n(x)
∣∣∣ dx = 1.

Como |β′j| = 1 para exatamente |β| multi-́ındices e∫
|∂αφr(x)| dx = r−|α|Cα,

segue que ∣∣∂α+βϕ(x)
∣∣ ≤ Cαr

−|α|
(
Cn

r

)|β|
.

�

Corolário 2.12 Seja Ω uma vizinhança de x0 em RN . Dado V ⊂ Ω aberto tal que
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x0 ∈ V , V é compacto e V ⊂ Ω, existe uma sequência ϕn ∈ C∞0 (Ω) tal que 0 ≤ ϕn ≤ 1

para todo n = 1, 2, . . ., cada ϕn vale 1 em V e que cumpre

∣∣∂α+βϕn(x)
∣∣ ≤ Cα (Cn)|β| , n = 1, 2, 3, . . . , |β| ≤ n, α ∈ Zn+, (2.43)

sendo que as constantes Cα não dependem de n e de β e a constante C não depende de

n, de β e de α.

Proposição 2.13 Seja K ⊂ RN compacto e f, g ∈ C∞0 (RN) que satisfazem (2.43). Então

o produto fg também satisfaz (2.43) com novas constantes Bα e B.

Demonstração. Considere α, β ∈ ZN+ tal que |β| ≤ n. Podemos supor que Cα ≥ 1 para

todo α e obtemos

∣∣Dα+β(fg)(x)
∣∣ ≤ ∑

γ≤α+β

(
α + β

γ

)
|Dγf(x)|

∣∣Dα+β−γg(x)
∣∣ .

Fazendo a mudança γ − α = γ′ na soma acima (e ainda escrevendo γ ao invés de γ′),

temos

∣∣Dα+β(fg)(x)
∣∣ ≤ ∑

γ≤β

(
α + β

α + γ

) ∣∣Dα+γf(x)
∣∣ ∣∣Dβ−γg(x)

∣∣
≤

∑
γ≤β

2|α|+|β|Cα (Cn)|γ|C0 (Cn)|β|−|γ|

≤ 2|α|+|β|CαC0

∑
γ≤β

(Cn)|β|

≤ 2|α|+|β|CαC0 (Cn)|β|
(
2N
)|β|

= 2|α|CαC0

(
2N+1Cn

)|β|
.

É suficiente definirmos Bα = 2|α|CαC0 e B = 2N+1C para concluir a demonstração. �

Proposição 2.14 Suponha que V1, . . . , Vl ⊂ RN são abertos e que K ⊂
l⋃

j=1

Vj é um

compacto. Então para cada n > 0 inteiro, existem funções ϕj ∈ C∞0 (Vj) que satisfazem

(2.43) e

1.
l∑

j=1

ϕj(x) ≤ 1,∀x;
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2.
l∑

j=1

ϕj(x) = 1 em uma vizinhança de Kj;

3. 0 ≤ ϕj ≤ 1, j = 1, . . . , l.

Demonstração. Para cada j = 1, . . . , l, existe compacto Kj ⊂ Vj de modo que K =
l⋃

j=1

Kj. Considere ψj ∈ C∞0 (Vj) que vale 1 em vizinhança de K, 0 ≤ ψj ≤ 1 e satisfaz

(2.41). Definimos

ϕ1 = ψ1;

ϕj = ψj (1− ψ1) . . . (1− ψj−1) , 2 ≤ j ≤ l (se 2 ≤ l).

O resultado segue da Proposição 2.13 e de

l∑
j=1

ϕj = 1− (1− ψ1) . . . (1− ψl).

�

Lema 2.15 Se {un} ⊂ E ′(Ω) é um sequência limitada (na topologia fraca), então existem

C > 0 e M ∈ Z+ tais que

|û(ξ)| ≤ C (1 + |ξ|)M , ∀ξ. (2.44)

Demonstração. Como o conjunto H = {un : n = 1, 2, . . .} é fracamente limitado, segue

do Teorema A.4 que existe uma vizinhança de 0, a qual denotaremos por U , no espaço

C∞(Ω) tal que H ⊂ U0 (o polar de U). Como a topologia de C∞(Ω) é dada por uma

famı́lia de seminormas (ver Apêndice A), existem C > 0, M ∈ Z+ e K ⊂ Ω compacto

tais que

C−1U‖·‖M,K ⊂ U,

sendo que U‖·‖M,K é a semibola unitária fechada da seminorma

‖f‖M,K = sup
α≤m

sup
x∈K
|∂αf(x)| , f ∈ C∞(Ω).

Logo,

H ⊂ U0 ⊂ C
(
U‖·‖M,K

)0

.
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Isso significa que para todo n = 1, 2, . . ., vale

|〈un, ϕ〉| ≤ C, ∀ϕ ∈ U‖·‖m,K .

Fixado ξ ∈ RN , defina

ϕξ(x) =
e−ix·ξ

(1 + |ξ|)M
.

Observe que

‖ϕξ‖M,K = sup
α≤M

sup
x∈K

∣∣∣∣ (−iξ)α

(1 + |ξ|)M

∣∣∣∣ ≤ 1,

de onde conclúımos o resultado, já que
∣∣∣〈u, e−ix·ξ

(1+|ξ|)M

〉∣∣∣ ≤ C. �

Teorema 2.16 Sejam s ≥ 1, x0 ∈ Ω e u ∈ D′(Ω). Então u ∈ Gs em vizinhança de x0 se,

e somente se, existem vizinhança U ⊂ Ω de x0 e uma sequência limitada {un} ⊂ E ′(Ω)

que coincide com u em U e que satisfaz

|ûn(ξ)| ≤ C

(
CLn
|ξ|

)n
, n = 1, 2, . . . , (2.45)

sendo C > 0 uma constante que não depende de n e Ln = (n+ 1)s.

Demonstração. Suponha que u é função de classe Gs em uma vizinhança W ⊂ Ω de

x0. Considere r > 0 tal que B (x0; 3r) ⊂ W e uma sequência {ϕn} ⊂ C∞0 (Ω′), sendo Ω′ =

B(x0; 2r), tal que ϕn = 1 em U = B(x0; r) e vale (2.43). Definimos un = ϕnu ∈ E ′(Ω).

Mostraremos primeiro que a sequência é limitada em E ′(Ω). Como u ∈ D′(Ω), para o

compacto K = B(x0; 2r), existem C > 0 e m ∈ Z+ tais que

|〈u, ϕ〉| ≤ C sup
α≤m

sup
x∈K
|∂αϕ(x)| ,∀ϕ ∈ C∞0 (K).

Dada ϕ ∈ C∞(Ω), definimos M1 = max
|α|≤m

Cα e M2 = max
j≤m
‖ϕ‖j,K . Como ϕn ∈ C∞0 (K), n =

1, 2, . . ., segue que

|〈un, ϕ〉| ≤ C sup
|α|≤m

sup
x∈K
|∂α (ϕnϕ) (x)|

≤ C2mM1M2,∀n = 1, 2, . . .
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o que prova a afirmação. Observe que se |β| ≤ n, então

∣∣Dβϕn(x)
∣∣ ≤ (C0n)|β| ,∀x.

Seja CK ≥ 1 tal que

|Dαu(x)| ≤ C
|α|+1
K |α|s|α| ,∀x ∈ K.

Assim, se |α| = n e se x ∈ K, obtemos

|Dαun(x)| ≤
∑
β≤α

(
α

β

) ∣∣Dβϕn(x)
∣∣ ∣∣Dα−βu(x)

∣∣
≤

∑
β≤α

(
α

β

)
(C0n)|β|C

|α|−|β|+1
K (|α| − |β|)s(|α|−|β|) .

Usando que n ≤ Ln e (|α| − |β|)s ≤ Ln, obtemos

|Dαun(x)| ≤ CK
∑
β≤α

(
α

β

)
C
|β|
0 C

|α|−|β|
K L|β|n L

|α|−|β|
n

= CKL
n
n (C0 + CK)n .

Logo, se |α| = n e C ′ = max {|K|CK , (C0 + CK)}, temos

|ξαûn(ξ)| ≤ C ′n+1Lnn.

Fixado ξ = (ξ1, . . . , ξN) ∈ RN e supondo que max
1≤i≤N

|ξi| = |ξ1|, temos |ξ|n ≤ Nn/2 |ξα|, com

α = ne1 (em particular, |α| = n). Segue que

|ξ|n |ûn(ξ)| ≤ Nn/2C ′n+1Lnn.

Portanto, se definirmos C = max
{
N1/2C ′, C ′

}
, obtemos

|ûn(ξ)| ≤ C

(
CLn
|ξ|

)n
, n = 1, 2, . . . .
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Reciprocamente, suponha que exista tais vizinhança U e sequência {un} como no enunci-

ado. Observe que dado α ∈ ZN+ , se escolhermos n = |α|+N + 1, então∫
|ξαûn(ξ)| dξ <∞,

pois ûn ∈ C∞(RN) e ∫
|ξ|>1

|ξαûn(ξ)| ≤ C(CLn)n
∫
|ξ|>1

|ξ|−N−1 <∞.

Logo, podemos usar a fórmula da transformada de Fourier inversa e, como u = un em U ,

temos que se x ∈ U , então para n = |α|+N + 1, vale

Dαu(x) = (2π)−N
∫
eix·ξξαûn(ξ)dξ.

Pelo Lema 2.15, aumentado C se necessário, existe M ∈ Z+, o qual podemos supor ≥ 1

tal que

|ûn(ξ)| ≤ C (1 + |ξ|)M ,∀ξ.

Escrevemos agora

(2π)N |Dαu(x)| ≤
∫
|ξ|≤Ln

|ξα| |ûn(ξ)| dξ +

∫
|ξ|>Ln

|ξα| |ûn(ξ)| dξ

e vamos estimar cada uma das integrais acima. Utilizamos que o volume da bola N -

dimensional de raio r > 0 é ArN , com A > 0 que depende apenas de N e 1 ≤ Ln para

obter ∫
|ξ|≤Ln

|ξα| |ûn(ξ)| dξ ≤ C

∫
|ξ|≤Ln

L|α|n (1 + Ln)M dξ

≤ 2MACL|α|+M+N
n

= C1L
|α|+M+N
n .
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Usando agora a nossa hipótese, a escolha de n e 1 ≤M , obtemos∫
|ξ|>Ln

|ξα| |ûn(ξ)| dξ ≤
∫
|ξ|>Ln

|ξ||α|−nC (CLn)n dξ

≤ C (CLn)n
∫
|ξ|>1

|ξ|−N−1 dξ

≤ C2(C2Ln)|α|+N+M .

De 1 ≤ Ln, conclúımos que existe C3 > 0 que satisfaz

|Dαu(x)| ≤ Cn+1
3 Ln+M

n ,

e portanto, como 1 ≤M , temos

|Dαu(x)| ≤ Cn+1
3 [(n+M)s]

n+M
.

Da desigualdade (n+M)n+M ≤ en+M(n+M)!, segue que

|Dαu(x)| ≤ C
|α|+N+M+2
3 es(|α|+N+1+M) (|α|+N +M + 1)!s,

o que conclui a demonstração do teorema por (1.28). �

Vamos denotar por suppsings(u) o complementar do maior aberto em que uma dis-

tribuição u é de classe Gs. Introduzimos o conceito de vizinhança cônica: um cone é um

subconjunto Γ ⊂ RN tal que se λξ ∈ Γ sempre que λ > 0 e ξ ∈ Γ. Assim, toda vizinhança

Γ de ξ que também é um cone é chamado de vizinhança cônica de ξ. O teorema anterior

nos motiva a dar a

Definição 2.17 Se Ω ⊂ RN é aberto, s ≥ 1 e u ∈ D′(Ω), denotamos por WFs(u) o

complementar em Ω×
(
RN \ {0}

)
dos pontos (x0, ξ0) tais que existem vizinhança U ⊂ Ω

de x0, vizinhança cônica Γ de ξ0 e uma sequência limitada {un} ⊂ E ′(Ω) que coincide

com u em U e que satisfaz

|ûn(ξ)| ≤ C

(
CLn
|ξ|

)n
, n = 1, 2, . . . ,∀ξ ∈ Γ \ {0} , (2.46)

para algum C > 0 que não depende de n.
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Observe que podemos trocar, na definição acima, Lnn por n!s. O conjunto WF1(u) também

será usado para denotar WFa(u), o qual chamamos de conjunto frente de onda anaĺıtico da

distribuição u. De modo geral, o conjunto WFs(u) é chamado de conjunto frente de onda

Gevrey de ordem s da distribuição u. O nosso próximo resultado mostra algo natural:

a projeção na primeira variável de WFs(u) coincide com suppsings(u). Para prová-lo,

utilizaremos o

Lema 2.18 Sejam s ≥ 1, u ∈ D′(Ω), K ⊂ Ω compacto e F ⊂ RN um cone fechado tais

que WFs(u) ∩ (K × F ) = ∅. Se {ϕn} ⊂ C∞0 (K) satisfaz

∣∣∂α+βϕn(x)
∣∣ ≤ Aα (An)|β| , n = 1, 2, 3, . . . , |β| ≤ n, (2.47)

então ∣∣∣(̂ϕnu)(ξ)
∣∣∣ ≤ C

(
CLn
|ξ|

)n
, n = 1, 2, . . . , ξ ∈ F \ {0} , (2.48)

sendo C > 0 uma constante que não depende de n.

Demonstração. Considere (x0, ξ0) ∈ K × F , com ξ0 6= 0. Como (x0, ξ0) /∈ WFs(u),

existem U , Γ e {un} como na Definição 2.17. Mostraremos primeiro que (2.48) vale para

todo n tal que suppun ⊂ U e para todo cone Γ1 que contém ξ0 e que satisfaz Γ1 ⊂ Γ.

Considere 0 < c < min
{

1, d
(
Γ1 ∩ SN−1,Γc

)}
. Observe que se ξ ∈ Γ1, ξ 6= 0 e se

|η − ξ| < c, então |ξ/ |ξ| − η/ |ξ|| < c, o que nos garante que η/ |ξ| ∈ Γ e portanto, η ∈ Γ.

Como u ∈ E ′(Ω) e ϕn ∈ C∞0 (Ω), se suppϕn ⊂ U , então ϕnun = ϕnu e temos

(2π)N
∣∣∣(̂ϕnu)(ξ)

∣∣∣ ≤ ∫
|η|<c|ξ|

|ϕ̂n(η)| |ûn (ξ − η)| dη +

∫
c|ξ|<|η|

|ϕ̂n(η)| |ûn (ξ − η)| dη.

Como vale (2.46) e existe B > 0 tal que ‖ϕ̂n‖L1
≤ B, ∀n = 1, 2, . . ., pois

‖ϕ̂n‖L1
≤
∫
K

|ϕn(x)| dx ≤ A0|K|,
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obtemos ∫
|η|<c|ξ|

|ϕ̂n(η)| |ûn (ξ − η)| dη ≤ sup
|η|<c|ξ|

|ûn(ξ − η)| ‖ϕ̂n‖L1

≤ B sup
|η−ξ|<c|ξ|

|ûn(η)|

≤ B sup
|η−ξ|<c|ξ|

C1

(
C1Ln
|η|

)n
.

Como |η − ξ| < c |ξ| nos dá (1− c) |ξ| < |η|, temos que existe C2 > 0 tal que∫
|η|<c|ξ|

|ϕ̂n(η)| |ûn (ξ − η)| dη ≤ C2

(
C2Ln
|ξ|

)n
. (2.49)

Sejam C3 > 0 e M ∈ Z+ tais que |ûn(ξ)| ≤ C3 (1 + |ξ|)M para todo ξ. Se c |ξ| < |η|, então

|ξ − η| < (1 + c−1) |η| e portanto, (1 + |ξ − η|)M ≤ (1 + c−1)
M

(1 + |η|)M . Segue que∫
c|ξ|<|η|

|ϕ̂n(η)| |ûn (ξ − η)| dη ≤ C3

(
1 + c−1

)M ∫
c|ξ|<|η|

|ϕ̂n(η)| (1 + |η|)M dη.

Precisamos majorar agora o termo |ϕ̂n(η)| (1 + |η|)M . Defina

D = max {Aα, A : |α| ≤ N +M + 1} .

Se 0 ≤ j ≤ N +M + 1, |α| = j e |β| = n, então

∣∣ηα+βϕ̂n(η)
∣∣ ≤ |K|D (DLn)n .

Logo, se D1 = max {|K|D,D}, temos

∣∣ξα+βϕ̂n(η)
∣∣ ≤ Dn+1

1 Lnn,

de onde conclúımos que existe D2 > 0 tal que

|η|j |η|n |ϕ̂n(η)| ≤ Dn+1
2 Lnn, 0 ≤ j ≤ N +M + 1.
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Dessa forma, temos

(1 + |η|)N+M+1 |η|n |ϕ̂n(η)| =
N+M+1∑
j=0

(
N +M + 1

j

)
|η|j |η|n |ϕ̂n(ξ)|

≤ Dn+1
2 Lnn

N+M+1∑
j=0

(
N +M + 1

j

)
= Dn+1

2 2N+M+1Lnn.

Se definirmos C4 = max
{

2N+M+1D2, D2

}
, obtemos

|ϕ̂n(η)| ≤ Cn+1
4

(
Ln
|η|

)n
(1 + |η|)−N−M−1 , n = 1, 2, . . . .

Assim,∫
c|ξ|<|η|

|ϕ̂n(η)| |ûn (ξ − η)| dη ≤ C3C
n+1
4

(
1 + c−1

)M
Lnn

∫
c|ξ|<|η|

|η|−n (1 + |η|)−N−1 .

Logo, usando |η|−n ≤ (c−1)
n |ξ|−n, existe C5 > 0 que não depende de n tal que∫

c|ξ|<|η|
|ϕ̂n(η)| |ûn (ξ − η)| dη ≤ Cn+1

5

(
Ln
|ξ|

)n
. (2.50)

De (2.49) e (2.50), existe C > 0 tal que se suppϕn ⊂ U , então

∣∣∣(̂ϕnu)(ξ)
∣∣∣ ≤ C

(
CLn
|ξ|

)n
, n = 1, 2, . . . , ξ ∈ Γ1. (2.51)

Para cara ξ0 ∈ F ∩ SN−1, obtemos uma sequência {un} ⊂ E ′(Ω), um aberto Uξ0 que

contém x0 e um cone Γ que contem ξ0 (todos dependendo de ξ0) tais que vale (2.51) se

suppϕn ⊂ U , sendo que a constante C depende dos coeficientes Aα e A que majoram

as derivadas da sequência {ϕn}, das constante C1, C3 e M que majoram ûn e de Γ1.

Podemos escolher vizinhanças Γ1, . . . ,Γm que cobrem F ∩ SN−1 e, portanto, cobrem F .

Se U é a interseção das respectivas vizinhanças Uξ0 , então (2.51) vale para todo ξ ∈ F ,

sendo que C depende das constantes Aα e A (fixamos agora um número finito de cones

Γ1 e de sequências {un}). Conclúımos que para cada x0 ∈ K, existe U ⊂ Ω aberto que

contém x0 tal que se suppϕn ⊂ U , então (2.51) é valido para todo ξ ∈ F . Como K é
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compacto, podemos cobrir K com aberto U1, . . . , UJ com essa propriedade. Usamos agora

a Proposição 2.14 para obter funções ϕn,j, para cada n = 1, 2, . . . e cada j = 1, . . . , J como

na proposição. Fixado j, a Proposição 2.13 nos mostra que a sequência {ϕnϕn,j} também

satisfaz (2.47) com novas constantes. Logo, aumentado C se necessário, obtemos que vale

(2.48) para ϕnϕn,j, para cada j = 1, . . . , L, uma vez que ϕn,jϕn ∈ C∞0 (K)∩C∞0 (U). Como
J∑
j=1

ϕnϕn,j = ϕn,∀n = 1, 2, . . ., após uma mudança da constante C, garantimos que vale

(2.48). �

Teorema 2.19 A projeção de WFs(u) em Ω coincide com suppsings(u).

Demonstração. Seja X a projeção de WFs(u) na primeira coordenada. Se u ∈ Gs em

vizinhança de um ponto x0 ∈ Ω, então o Teorema 2.16 nos mostra que (x0, ξ0) /∈WFs(u)

para todo ξ0 6= 0. Ou seja, X ⊂ suppsings(u). Reciprocamente, vamos mostrar que se

(x0, ξ0) /∈ WFs(u) para todo ξ0 6= 0 então x0 /∈ suppsings(u), ou seja, u é de classe Gs

em vizinhança de x0. Para cada ξ0 ∈ SN−1 existem vizinhança Uξ0 ⊂ Ω de x0 sequência

limitada {un,ξ0} ⊂ E ′(Ω) que coincide com u em Uξ0 e vizinhança cônica Γξ0 de ξ0 tal

que vale (2.46) em Γξ0 . Existem finitos ξj0, j = 1, 2 . . .m tais que podemos cobrir SN−1

pela união Γξ10 ∪ . . . ∪ Γξm0 . Considere r > 0 tal que B(x0; r) ⊂ Uξj0
, j = 1, . . .m. Defina

K = B(x0; r) e F = RN . Afirmamos que WFs(u) ∩ (K × F ) = ∅. De fato, suponha

que (x, ξ) ∈ K × F e ξ 6= 0. Existe j = 1, . . . ,m tal que ξ ∈ Γξj0
. A sequência limitada{

un,ξj0

}
⊂ E ′(Ω) coincide com u na vizinhança Uξj0

de x e vale (2.46) em Γξj0
, ou seja

(x, ξ) /∈ WFs(u). Considere uma sequência {ϕn} ⊂ C∞0 (K) como no Corolário 2.12 que

vale 1 se |x − x0| ≤ r/2 e defina un = ϕnu ∈ E ′(Ω). O mesmo argumento do Teorema

2.16 mostra que {un} é limitada em E ′(Ω). Segue do Lema 2.18 e do Teorema 2.16 que u

é de classe Gs em B(x0; r/2), o que termina a demonstração. �



Caṕıtulo 3

Estruturas Localmente Integráveis

do Tipo Tubo

O objetivo principal desde caṕıtulo é obter geradores locais apropriados para estru-

turas localmente integráveis do tipo tubo, sobre as quais trabalharemos na última parte

deste trabalho. Começamos revisando alguns conceitos de variedades, assim como vetores

tangentes, campos de vetores e formas diferenciais, e a principal referência a ser seguida

é [6].

3.1 Campos vetoriais complexos em variedades

Vamos inicialmente lembrar a definição de variedade suave de dimensão N .

Definição 3.1 Considere um espaço topológico Ω de Hausdorff com base enumerável.

Uma estrutura diferenciável de dimensão N sobre Ω é uma famı́lia de pares F = {(U,x)},
sendo U ⊂ Ω um aberto, x : U −→ RN um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto

x (U) ⊂ RN que satisfaz:

1.
⋃

(U,x)∈F

U = Ω;

2. Dados dois pares (U,x) e (U ′,x′) em F , se U∩U ′ 6= ø, então x′◦x−1 : x (U ∩ U ′) −→
x′ (U ∩ U ′) é uma função de classe C∞.

3. Suponha que V ⊂ Ω é um aberto não vazio e y : V −→ y(V ) é um homeomorfismo

sobre um aberto de RN . Se para todo par (U,x) ∈ F que cumpre V ∩ U 6= ø, as

36
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funções y ◦ x−1 : x(U ∩ V ) −→ y(U ∩ V ) e x ◦ y−1 : y(U ∩ V ) −→ x(U ∩ V ) forem

de classe C∞, então (V,y) ∈ F . Em outras palavras, dizemos que F é maximal com

respeito às propriedades 1 e 2 acima.

Na prática, a propriedade 3 da Definição 3.1 é muito dif́ıcil de ser verificada, uma vez que

precisaŕıamos conhecer todos os homeomorfismos de um aberto de Ω sobre um aberto de

RN . O que geralmente se faz é dar uma famı́lia F∗ = {(U,x)} que satisfaz as propriedades

1 e 2 acima e considerar F = {(V,y)} como sendo a famı́lia de todos os pares (V,y) que

satisfazem 3. Não é dif́ıcil ver que F é a única estrutura diferenciável maximal que contém

F∗.

Definição 3.2 Uma variedade diferenciável (ou suave) de dimensão N é um espaço to-

pológico de Hausdorff e com base enumerável Ω munido de uma estrutura diferenciável

F de dimensão N . Cada elemento (U,x) ∈ F é chamado de carta local ou sistema de

coordenadas locais. Se escrevermos x = (x1, . . . ,xN), então para cada p ∈ U , o ponto

(x1(p), . . . ,xN(p)) é chamado de coordenadas locais do ponto p com relação ao sistema de

coordenadas locais (U,x).

Se considerarmos funções reais anaĺıticas ao invés de funções de classe C∞ nos itens 2 e 3

da Definição 3.1, podemos definir variedades reais anaĺıticas de dimensão N .

Definição 3.3 Dada uma variedade Ω suave de dimensão N , dizemos que uma função

f : Ω −→ C é de classe C∞ (ou suave) se para todo par (U,x) ∈ F , a composição f ◦ x−1

for uma função suave em x(U).

O conjunto das funções suaves de uma variedade Ω tomando valores em um subconjunto

A ⊂ C será denotado por C∞(Ω;A). Quando o conjunto A estiver claro pelo contexto (ou

muitas vezes quando A = C), denotaremos apenas por C∞(Ω). A estrutura de corpo co-

nhecida em C nos permite definir uma estrutura de álgebra no conjunto C∞(Ω) e podemos

introduzir o conceito de campos vetoriais complexos.

Definição 3.4 Um campo vetorial complexo suave sobre uma variedade Ω de dimensão

N é uma aplicação C-linear

L : C∞(Ω) −→ C∞(Ω)

que satisfaz a regra de Leibniz

L(fg) = fL(g) + gL(f),∀f, g ∈ C∞(Ω).
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Denotaremos por X(Ω) o conjunto de todos os campos de vetores sobre uma variedade

Ω. Em RN , a restrição de um campo de vetores em um subconjunto aberto define-se

facilmente utilizando a composição com a inclusão. No caso de variedades, isso requer um

esforço maior. Para isso, temos a

Proposição 3.5 Se L ∈ X(Ω) e f é constante, então L(f) = 0. Além disso, para toda

f ∈ C∞(Ω), temos suppLf ⊂ supp f .

Isso nos permite restringir um campo L ∈ X(Ω) a um aberto W ⊂ Ω. Mais precisamente,

podemos definir

π : X(Ω) −→ X(W )

dado por π(L) = L|W , sendo que para cada f ∈ C∞(W ), consideramos uma extensão

g ∈ C∞(Ω) de f e definimos L|W (f)(p) = L(g)(p). A não dependência da escolha de g,

que é garantida pela Proposição 3.5, nos dá que L|W (f) ∈ C∞ e que o diagrama

C∞(Ω)

��

L // C∞(Ω)

��
C∞(W )

L|W // C∞(W )

é comutativo (as linhas verticais são as restrições).

Podemos definir em X(Ω) uma estrutura de C∞(Ω)-módulo com a operação

(gL)(f) = g · L(f).

Dada uma carta local (U,x), podemos obter uma base (local) para X(Ω). Os elementos

da base são dados pela

Definição 3.6 A aplicação C-linear C∞(U) −→ C∞(U) definida por

f −→ ∂f ∗

∂xj
◦ x (3.1)

define um elemento em X(U) e será denotado por ∂
∂xj

, sendo f ∗ = f ◦
mathbfx−1.

O conjunto
{

∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xN

}
é base para o C∞(U)-módulo X(U).
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3.2 Estruturas formalmente integráveis

Fixado um ponto p ∈ Ω, denotamos por Bp o conjunto de todos os pares (V, f)

formados por um aberto V que contem p e f ∈ C∞(V ). Definimos em Bp a relação de

equivalência dada por

(V1, f1) ∼ (V2, f2) se ∃ V ⊂ V1 ∩ V2 aberto tal que f1 = f2 em V. (3.2)

Definição 3.7 Um germe de função C∞ em p é um elemento do espaço quociente C∞(p)

definido por Bp/ ∼.

Assim como o conjunto C∞(Ω), o conjunto C∞(p) admite uma estrutura natural de C-

álgebra.

Definição 3.8 Seja p ∈ Ω. Um vetor tangente à Ω em p é uma aplicação C-linear

v : C∞(p) −→ C

que cumpre

v(f · g) = f(p)v(g) + g(p)v(f). (3.3)

O conjunto de todos os vetores tangentes à Ω no ponto p será denotado por CTpΩ e

recebe o nome de espaço tangente complexo à Ω em p. O corpo C induz uma estrutura

natural de C-espaço vetorial no conjunto CTpΩ. Além disso, um campo L ∈ X(Ω) define

um vetor tangente em cada p ∈ Ω dado por

Lp(f) = L(f)(p). (3.4)

A linearidade de L, assim como a Regra de Leibniz e a Proposição 3.5, garante que

Lp ∈ CTpΩ,∀p ∈ Ω. Assim como fizemos para campos vetoriais, podemos encontrar uma

base para CTpΩ. Considere (U,

mathbfx) uma carta local tal que p ∈ U . O conjunto

{(
∂
∂x1

)
p
, . . . ,

(
∂

∂xN

)
p

}
é uma base

de CTpΩ para cada p ∈ Ω.

Proposição 3.9 Fixado p ∈ Ω, temos CTpΩ = {Lp : L ∈ X(Ω)}

Demonstração. Considere (U,

mathbfx) uma carta local tal que p ∈ U . Dado v ∈ CTpΩ, escreva v =
N∑
j=1

aj

(
∂

∂xj

)
p

,
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com aj ∈ C e defina L′ =
N∑
j=1

aj
∂

∂xj
∈ X(U) (aqui aj representa a função constante).

Considere L ∈ X(Ω) tal que L = L′ em vizinhança de p. Segue que

Lp =
N∑
j=1

aj

(
∂

∂xj

)
p

= v.

�

A união disjunta
⋃
p∈Ω

CTpΩ é chamada de fibrado vetorial tangente de Ω e denotado

por CTΩ. Podemos introduzir o principal objeto dessa seção.

Definição 3.10 Um subfibrado vetorial tangente complexo de CTΩ de posto n e co-posto

m = N − n é uma união disjunta

V =
⋃
p∈Ω

Vp ⊂ CTΩ

que satisfaz:

1. Para cada p ∈ Ω, Vp é um subespaço de CTpΩ de dimensão n;

2. Dado p0 ∈ Ω, existe um aberto U0 contendo p0 e campos vetoriais L1, . . . , Ln ∈ X(U0)

tais que (L1)p , . . . , (Ln)p formam uma base de Vp para cada p ∈ U0.

Cada espaço Vp é chamado de fibra de V em p e os campos Lj que geral V em U0 são

chamados de geradores locais da estrutura V . Uma seção de um subfibrado V sobre um

aberto W ⊂ Ω é um elemento L ∈ X(W ) tal que Lp ∈ Vp, ∀p ∈ W . Observe que a

escrita de um campo L =
∑
aj

∂
∂xj

em um aberto U nos permite investigar as soluções

de um sistema de equações diferenciais parciais lineares de primeira ordem. Suponha

que são dados r campos vetoriais e que procuramos por uma função u definida em Ω

que resolve o problema homogêneo Lju = 0, j = 1, 2, . . . , r. Se definirmos [L,M ](f) =

L(M(f))−M(L(f)), ∀f ∈ C∞(Ω), sendo M,L ∈ X(Ω), então teremos que [L,M ] ∈ X(Ω)

e [Lj, Lk]u = 0,∀j, k = 1, 2, . . . , r. Ou seja, uma condição necessária para que u seja

solução do sistema homogêneo é [Lj, Lk]u = 0,∀j, k = 1, 2, . . . , r. O campo vetorial

[X, Y ] é chamado de colchete de Lie (ou comutador) de X e Y e essa nova operação em

X(Ω)×X(Ω), que associa cada par (X, Y ) ao seu colchete de Lie, torna X(Ω) uma álgebra

de Lie sobre C.
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Definição 3.11 Uma estrutura formalmente integrável sobre Ω é um subfibrado vetorial

complexo V de CTΩ satisfazendo a condição de involutividade de Frobenius: se W ⊂ Ω

é um aberto e L, V ∈ X(W ) são seções de V sobre W , então [L, V ] também é uma seção

de V sobre W .

Observação 3.12 O posto e o co-posto do subfibrado V será também chamado de posto

ou co-posto da estrutura formalmente integrável V respectivamente. Suponha que (U,

mathbfx) é uma carta local e que existam campos L1, . . . , Ln, os quais geram Vq qualquer

que seja q ∈ U . Seja L uma seção de V em U . Então para cada q ∈ U temos

Lq =
n∑
j=1

aqj (Lj)q , a
q
j ∈ C. (3.5)

Isso define funções fj : U −→ C dadas por fj(q) = aqj , j = 1, 2, . . . , n. Além disso,

existem funções ajk, bk, j = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , N suaves tais que Lj =
N∑
k=1

ajk
∂

∂xk
e

L =
N∑
k=1

bk
∂

∂xk
. Assim, temos

Lq =
N∑
k=1

[
n∑
j=1

fj(q)ajk(q)

](
∂

∂xk

)
q

(3.6)

e portanto

bk(q) =
n∑
j=1

fj(q)ajk(q),∀q ∈ U, k = 1, . . . , N. (3.7)

Como o conjunto
{

(L1)q , . . . , (Ln)q

}
é linearmente independente para cada q ∈ U , segue

que a matriz 
a11(q) . . . a1N(q)

...
. . .

...

an1(q) . . . anN(q)


possui posto máximo em cada q ∈ U . Renomeando as colunas se necessário, podemos

supor que a matriz (aij)i,j=1,...,n é inverśıvel em p. Após uma possv́el contração em U ,

podemos supor que isso vale para todo q ∈ U . Fazendo a mesma troca de linhas (do

mesmo modo que fizemos nas linhas de (aji), que possui ordem N × n) no vetor coluna
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(bj), utilizando (3.7) podemos escrever
b1

...

bN

 =


a11 . . . a1n

...
. . .

...

aN1 . . . aNn

 ·

f1

...

fn


Em particular, 

b1

...

bn

 =


a11 . . . a1n

...
. . .

...

an1 . . . ann

 ·

f1

...

fn


e invertendo a matriz (aij)i,j=1,...n obtemos que fj ∈ C∞(U) para todo j = 1, 2, . . . , n. Ou

seja, L =
n∑
j=1

fjLj, com fj ∈ C∞(U). Um caso particular é quando V é uma estrutura

formalmente integrável e L = [Lj, Lk]: neste caso, existem funções cνj,k ∈ C∞(U) tais que

[Lj, Lk] =
n∑
ν=1

cνj,kLν . (3.8)

Definição 3.13 Uma solução clássica para uma estrutura formalmente integrável V sobre

Ω é uma função u de classe C1 em Ω tal que Lu = 0, para toda seção L de V sobre algum

aberto de Ω.

3.3 Formas diferenciais

O espaço dual do C∞(Ω)-módulo X(Ω) será denotado por N(Ω) e seus elementos serão

chamados de formas diferenciais de grau 1 ou 1-formas diferenciais. O primeiro passo

que demos ao definir campo de vetores foi definir sua restrição a um aberto W ⊂ Ω.

Para realizar isso, tivemos que estender funções definidas em abertos de Ω para toda a

variedade Ω. O mesmo pode ser feito com campos vetoriais: considere um aberto W ⊂ Ω,

L ∈ X(W ) e p ∈ W . Então existe L′ ∈ X(Ω) que coincide com L em uma vizinhança de

p. De fato, basta considerar uma função h ∈ C∞(W ) que vale 1 em p e se anula fora de

um fechado contido em W . Definimos L1 = hL ∈ X(W ) e, para f ∈ C∞(Ω),

L′(f)(q) =

{
L1 (f |W ) (q), se q ∈ W

0, se q /∈ W.
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Para definir a restrição de uma 1-forma ω ∈ N(Ω), precisamos de um resultado análogo

ao feito na Proposição 3.5.

Proposição 3.14 Se um campo L ∈ X(Ω) se anula em um aberto W ⊂ Ω, então ω(L)

se anula em W .

Dessa forma, se ω ∈ N(Ω) e W ⊂ Ω é um aberto, podemos definir ω|W da seguinte forma:

dado L ∈ X(W ) e p ∈ W , fixe L′ ∈ X(Ω) que coincide com L em vizinha de p e defina

ω|W (L)(p) = ω(L′)(p). Segue que ω|W ∈ X(W ) e além disso, o diagrama

X(Ω)

��

ω // C∞(Ω)

��
X(W )

ω|W // C∞(W )

(3.9)

é comutativo, sendo que as linhas verticais são as restrições. Para fazer um resultado

análogo ao que temos na Proposição 3.9, precisamos do seguinte

Lema 3.15 Seja ω ∈ N(Ω), L ∈ X(Ω) e suponha que Lp = 0, para algum p ∈ Ω. Então

ω(L)(p) = 0.

Vamos detonar o dual de CTpΩ por CT*
pΩ. Assim como fizemos para campos vetoriais,

se p ∈ Ω e ω ∈ N(Ω), o Lema 3.15 nos permite definir ωp ∈ CT*
pΩ por

ωp(v) = ω(L)(p), (3.10)

onde L ∈ X(Ω) satisfaz Lp = v (usamos a Proposição 3.9).

Proposição 3.16 Fixado p ∈ Ω, temos CT*
pΩ = {ωp : ω ∈ N(Ω)} .

Definição 3.17 Dada uma função f ∈ C∞(Ω), definimos df ∈ N(Ω) por

df(L) = L(f). (3.11)

Chamamos de subfibrado complexo cotangente a união disjunta⋃
p∈Ω

CT*
pΩ,
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a qual será denotada por CT*Ω. De modo análogo ao que fizemos para CTΩ, podemos

introduzir a noção de subfibrado complexo cotangente de posto m como sendo uma união

disjunta

W =
⋃
p∈Ω

Wp,

sendo que cada Wp é um subespaço vetorial de CT*
pΩ de dimensão m que satisfaz: Dado

p0 ∈ Ω, existe um aberto U0 contendo p0 e 1-formas ω1, . . . , ωm ∈ N(U0) tais que

(ω1)p , . . . , (ωm)p geram Wp para cada p ∈ U0. Os espaços Wp são chamados de fibra

de W no ponto p.

Proposição 3.18 Seja V =
⋃
p∈Ω

Vp um subfibrado tangente de CTΩ. Defina, para cada

p ∈ Ω,

V⊥p =
{
η ∈ CT*

pΩ : η = 0 em Vp
}
. (3.12)

Então V⊥ =
⋃
p∈Ω

V⊥p é um subfibrado cotangente de CT*Ω de posto m = N − n.

Observação 3.19 Podemos provar também que se V⊥ é um subfibrado cotangente de

posto m = N − n, então V é um subfibrado tangente de posto n. A partir de agora, se V
for uma estrutura formalmente integrável, denotaremos o subfibrado cotangente V⊥ por

T ′. Além disso, n sempre denotará o posto de V e m = N − n o posto de T ′.

Usaremos as seguintes notações

TpΩ = {v ∈ CTpΩ : v é real} ,

sendo que v é real quando seus coeficientes na base usual são reais, ou equivalentemente

se v(f) é real sempre que f for um germe de função real.

T*
pΩ =

{
ξ ∈ CT*

pΩ : ξ é real
}

;

TΩ =
⋃
p∈Ω

TpΩ;

T*Ω =
⋃
p∈Ω

T*
pΩ;

Se L ∈ X(Ω), definimos seu complexo conjugado L ∈ X(Ω) por L(f) = L
(
f
)
, f ∈ C∞(Ω).

Observe que podemos falar de parte real e parte imaginária de um campo: ReL = L+L
2
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e ImL = L−L
2i

, L = ReL + i ImL e se f ∈ C∞(Ω;R), então ReL(f) e ImL(f) são

funções reais. Um campo L ∈ X(Ω) será dito real quando L(f) ∈ C∞(Ω;R) sempre que

f ∈ C∞(Ω;R). Duas maneiras equivalentes e úteis de dizer o mesmo são: L = L ou que

os coeficientes de L em uma base local
{

∂
∂xj

}
são funções reais. Podemos fazer o mesmo

para elementos de CTpΩ, ou seja, dado ν ∈ CTpΩ, definimos ν
(
f
)

= ν
(
f
)
. Além de

definições e propriedades análogas ao que fizemos para campos serem válidas, se dado um

subespaço Vp ⊂ CTpΩ, podemos definir o seguinte subespaço

Vp = {v : v ∈ Vp} .

Se V é um subfibrado tangente de CTΩ, então o mesmo vale para V =
⋃
p∈Ω

Vp. Podemos

dar definições análogas para CT*Ω e CT*
pΩ, sendo que para todo subfibrado tangente V

se CTΩ vale

V⊥ = V⊥.

3.4 O conjunto caracteŕıstico

Vamos começar recordando a definição em Ω ⊂ RN . Considere P um operador dife-

rencial linear de ordem n em Ω, ou seja

P = P (x,D) =
∑
|α|≤n

aα(x)Dα,

sendo α ∈ ZN+ e α ∈ C∞(Ω). Definimos o śımbolo principal de P , e o denotamos por Pn,

como sendo

Pn(x, ξ) =
∑
|α|=n

aα(x)ξα, x ∈ Ω, ξ ∈ RN e ξ 6= 0.

O conjunto caracteŕıstico de P , denotado por charP , é formado pelos pontos (x, ξ) tais

que Pn(x, ξ) = 0. Lembremos ainda que P é dito eĺıptico quando charP = ∅. O objetivo

dessa seção é definir o conjunto caracteŕıstico em uma variedade Ω qualquer. Seja V uma

estrutura formalmente integrável sobre a variedade Ω. Defina (o que também chamaremos

de conjunto caracteŕıstico de V)

T 0 = T ′ ∩ T*Ω, (3.13)
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ou seja, se V =
⋃
p∈Ω V , então ξ ∈ T 0 se existe p ∈ Ω tal que ξ ∈ V ⊥p e ξ é real. Fixado

p ∈ Ω, definimos também T 0
p = T ′p∩T*

pΩ. Dado um campo L ∈ X(Ω), definimos o śımbolo

de L como sendo a aplicação

σ : T*Ω −→ C, σ(L)(ξ) = ξ(Lp), se ξ ∈ T*
pΩ . (3.14)

Observe que ξ ∈ T 0
p se, e somente se, σ(L)(ξ) = 0, para toda seção L de V . Considere

agora uma carta local (U,

mathbfx), ξ ∈ T*
pΩ, L ∈ X(Ω) e escreva

ξ =
N∑
j=1

ξj (dxj)p , ξj ∈ R e

L =
N∑
j=1

aj
∂

∂xj
, aj ∈ C∞(U).

Segue então que

σ(L)(ξ) = ξ(Lp) =
N∑
j=1

aj(p)ξj. (3.15)

Note que a definição de śımbolo principal para um operador diferencial linear de pri-

meira ordem em um aberto Ω ⊂ RN coincide com a definição dada para uma variedade

qualquer se olharmos para (3.15) e se identificarmos os vetores ξ =
N∑
j=1

ξjej ∈ RN e

ξ̃ =
N∑
j=1

ξj(dxj)p ∈ TxΩ, sendo e1, . . . , eN a base canônica de RN . Dessa forma, o conjunto

caracteŕıstico também coincide quando olhamos para Ω ⊂ RN . Além disso, (3.15) nos

mostra que se Lj =
N∑
k=1

ajk
∂

∂xk
, j = 1, . . . , n é um conjunto de geradores locais de V ,

então T 0 ∩ T ∗U é descrito pelo sistema

N∑
k=1

ajk(p)ξk = 0, p ∈ U, ξk ∈ R, j = 1, . . . , n. (3.16)
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3.5 Estruturas localmente integráveis

Nesta seção iremos definir o principal objeto de estudo do caṕıtulo e fornecer um

conjunto de geradores adequados para o mesmo. Começamos com dois lemas.

Lema 3.20 Seja V um subespaço complexo de CN de dimensão m. Defina V0 = V ∩RN ,

d = dimR V0 e ν = m − d. Considere ainda V1 ⊂ CN tal que (V0 ⊕ iV0) ⊕ V1 = V ,

{ζ1, . . . , ζν} uma base para V1 e {ξν+1, . . . , ξm} uma base real para V0. Se escrevermos

ζj = ξj + iηj, j = 1, . . . , ν, então

{ζ1, . . . , ζν , ξν+1, . . . , ξm} é uma base de V ; (3.17)

{ξ1, . . . , ξm, η1, . . . , ην} é linearmente independente sobre R; (3.18)

ν +m ≤ N. (3.19)

Lema 3.21 Seja U ⊂ Ω um aberto e p ∈ U . Se x1, . . . ,xN são funções reais suaves em

U e se
{

(dx1)p , . . . , (dxN)p

}
é linearmente independente, então x = (x1, . . . ,xN) e U

(após uma posśıvel contração) definem uma carta local.

Definição 3.22 Dizemos que um subfibrado complexo tangente V de posto n define uma

estrutura localmente integrável se dado p0 ∈ Ω, existir uma vizinhança U0 de p0 e funções

z1, . . . , zm ∈ C∞(U0), com m = N − n tais que V⊥p é gerado por
{

(dz1)p , . . . , (dzm)p

}
.

Observe que toda estrutura localmente integrável é uma estrutura localmente integrável.

A Definição 3.22 para uma estrutura formalmente integrável V equivale a dizer que os

diferenciais das funções suaves zj são linearmente independentes em cada ponto de U0 e

anulam todos os geradores locais de V . Assim, temos a

Proposição 3.23 Uma estrutura formalmente integrável V é localmente integrável se, e

somente se, dados p0 ∈ Ω e campos L1, . . . , Ln que geram V em uma vizinhança U0 de p0,

existe vizinhança V0 ⊂ U0 de p0 e funções z1, . . . , zm ∈ C∞(V0) tais que

1. dz1 ∧ . . . ∧ dzm 6= 0 em V0;

2. Lj(zk) = 0, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m.
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Em outras palavras, procuramos por um número maximal de soluções linearmente inde-

pendentes do sistema linear homogêneo definido pelos campos que geram V localmente.

Iremos agora construir geradores locais apropriados para estruturas localmente integráveis

V . Fixe p ∈ Ω e considere funções suaves G1, . . . , Gm definidas em vizinhança de p tais

que dG1, . . . , dGm geram T ′. Usamos agora as notações do Lema 3.20 com V = T ′p e

V0 = T 0
p . Existe uma matriz complexa inverśıvel (cij) de ordem m tal que

ζj =
m∑
k=1

cjk (dGk)p , j = 1, . . . , ν, (3.20)

ξj =
m∑
k=1

cjk (dGk)p , j = ν + 1, . . . ,m. (3.21)

Defina as funções

Zj =
m∑
k=1

cjk(Gk −Gk(p)), j = 1 . . . , ν;

Wl =
m∑
k=1

cν+l,k(Gk −Gk(p)), l = 1, . . . d.

Então Zj e Wl se anulam em p e por (3.20) e (3.21), temos que dZ1, . . . , dZν , dW1, . . . , dWd

geram T’ em vizinhança de p (que ainda denotaremos por V ). Se definirmos xj = ReZj,

yj = ImZj para j = 1, . . . , ν e sl = ReWl para l = 1, . . . , d, então o Lema 3.20 e as

equações (3.20) e (3.21) nos garantem que o conjunto {(dxj)p, (dyj)p, (dsl)p} ⊂ T*
pΩ é

linearmente independente sobre R. Podemos admitir que existe um sistema de coorde-

nadas (V, x̃), com x̃ = (x̃1, . . . , x̃N) que se anula em p. Portanto existem n′ funções da

forma x̃j, as quais denotaremos por tk, tais que o conjunto {(dxj)p, (dyj)p, (dsl)p, (dtk)p} é

uma base de T*
pΩ e, por conseguinte base de CT*

pΩ. Utilizando o Lema 3.21 e escrevendo

Wl = sl + iφl, demonstramos o

Teorema 3.24 Seja V uma estrutura localmente integrável, p ∈ Ω e considere d como

sendo a dimensão real de T 0
p . Então existe um sistema de coordenadas que se anula em p

x1, . . . , xν , y1, . . . , yν , s1, . . . , sd, t1, . . . , tn′

e funções reais suaves φ1, . . . , φd definidas em uma vizinhança V do ponto p que satisfazem

φk(p) = 0, (dφk)p = 0, k = 1, . . . d,
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tais que os diferenciais das funções

Zj = zj = xj + iyj, j = 1, . . . , ν, (3.22)

Wk = sk + iφk, k = 1, . . . , d (3.23)

geram T ′ em V . Em particular, ν+d = m, ν+n′ = n e T 0
p é gerado por (ds1)p , . . . , (dsd)p.

Usando as notações do teorema anterior, como (dφk)p = 0, temos que ∂Wk

∂sk′
(p) = δkk′ .

Logo, a matriz
(
∂Wi

∂sj

)
de ordem d é a matriz identidade em p. Diminuindo o aberto V

se necessário, podemos supor que essa matriz é inverśıvel em V e dessa forma podemos

introduzir os campos Mk =
d∑

k′=1

µk,k′
∂

∂sk′
, k = 1, . . . , d tais que

MkWk′ = δkk′ .

Os coeficientes µk,k′ são dados pela transposta da inversa da matriz cujos coeficientes são(
∂Wi

∂sj

)
. Assim, não é dif́ıcil ver que os campos

Lj =
∂

∂zj
− i

d∑
k=1

∂φk
∂zj

Mk, j = 1, . . . , ν, (3.24)

L̃l =
∂

∂tl
− i

d∑
k=1

∂φk
∂tl

Mk, l = 1, . . . , n′ (3.25)

são linearmente independentes e satisfazem

Lj(Zj′) = L̃l(Zj′) = Lj(Wk) = L̃l(Wk) = 0, (3.26)

para todos j, j′ = 1, . . . , ν, l = 1, . . . , n′ e k = 1, . . . d. Como ν + n′ = n e dZj, dWk geram

V⊥ em vizinhança de p, segue que

L1, . . . Lν , L̃1, . . . , L̃n′ geram V em vizinhança de p. (3.27)

Além disso, temos que as 1-formas

dz1, . . . , dzν , dz1, . . . , dzν , dW1, . . . , dWd, dt1, . . . , dtn′ (3.28)
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são linearmente independentes em p e, portanto geram CT*Ω em vizinhança de p. Um

cálculo direto mostra que (3.28) é a base dual de

L′1, . . . , L
′
ν , L1, . . . , Lν ,M1, . . . ,Md, L̃1, . . . , L̃n′ , (3.29)

sendo que

L′j =
∂

∂zj
− i

d∑
k=1

∂φk
∂zj

Mk, j = 1, . . . , ν. (3.30)

Se P e Q são dois campos vetoriais de (3.29) e se F é alguma das funções Zj, Zj,Wktl,

então como (3.28) é a base dual de (3.29), temos dF (P ) e dF (Q) são constantes. Segue

da Proposição 3.5 que dF ([P,Q]) = 0, de onde conclúımos que [P,Q] = 0 e portanto os

campos vetoriais escritos em (3.29) comutam entre si.

3.6 Estruturas do tipo tubo

Nesta seção definiremos um caso particular de uma estrutura localmente integrável,

as estruturas do tipo tubo, que são objetos de grande importância para este trabalho.

Não são necessárias todas as informações do Teorema 3.24 para encontrar geradores locais

adequados para as estruturas do tipo tubo. Assim, começaremos enunciando um resultado

mais fraco que é corolário imediato do Teorema 3.24:

Proposição 3.25 Nas hipóteses do Teorema 3.24, existe um sistema de coordenadas que

se anula em p (o qual identificaremos com 0)

x1, . . . , xm, t1, . . . , tn

e funções reais suaves φ1 . . . , φm definidas em vizinhança de 0 tais que

φk(p) = 0, dxφk(0, 0) = 0

e os diferenciais de

Zk(x, t) = xk + iφk(x, t), k = 1, . . . ,m

geram T ′ em vizinhança da origem.
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Demonstração. A demonstração é apenas uma identificação com as coordenadas

x′1, . . . , x
′
ν , y
′
1, . . . , y

′
ν , s
′
1, . . . , s

′
d, t
′
1, . . . , t

′
n′

que obtivemos no Teorema 3.24. A identificação que fizemos de p com a origem de RN

é feita via carta local e isso nos permite fazer considerações do tipo dxφk, já que agora

podemos falar de coordenadas. As primeiras ν funções xj não alteramos, enquanto que

definimos xν+j = s′j, j = 1, . . . d, tl = y′l, l = 1, . . . , ν e tν+k = t′k, k = 1, . . . n′. Para

que os diferenciais de Zk(x, t) = xk + iφk(x, t), k = 1, . . . ,m sejam geradoras de T ′ em

vizinhança da origem é suficiente considerar φk = y′k, k = 1, . . . , ν e φν+k = φ′k, k =

1, . . . , n′. Denotando esse sistema de coordenadas por

mathbfx, vemos que φk não depende de x, de onde conclúımos que dxφk(0, 0) = 0. �

As considerações feitas após o Teorema 3.24 podem ser refeitas para a Proposição 3.25

e se tornam mais simples. Primeiro, notamos que ∂Zk
∂xl

= δkl, k = 1, . . . , n e l = 1, . . .m

em 0. Podemos introduzir então, na vizinhança da origem de RN , campos vetoriais

Mk =
m∑
l=1

µkl(x, t)
∂

∂xl
(3.31)

tais que

Mk(Zl) = δkl.

Dessa forma, se definirmos

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑
k=1

∂φk
∂tj

(x, t)Mk, j = 1, . . . , n, (3.32)

então como antes temos:

1. Os campos Lj são linearmente independentes e satisfazem Lj(Zk) = 0 para todo

j = 1, . . . , n.

2. L1, . . . , Ln geram V em vizinhança da origem.

3. L1, . . . , Ln,M1, . . . ,Mm comutam entre si e geram CTRN em vizinhança da origem

de RN .
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A Observação 3.19 nos diz que se f1, . . . , fm são funções suaves tais que seus diferenciais

são linearmente independentes em um aberto W , então podemos considerar a estrutura

formalmente integrável V tal que V⊥ é gerada por df1, . . . , dfm. Segue que V é localmente

integrável.

Definição 3.26 (Estrutura do tipo tubo) Seja U ⊂ Rn um aberto, φ : U −→ Rm

uma função suave, sendo φ(t) = (φ1(t), . . . , φm(t)). Uma estrutura do tipo tubo em Ω =

Rm ×U é a estrutura localmente integrável V em Ω tal que T ′ é gerado pelos diferenciais

das funções

Zk = xk + iφk(t), k = 1, . . . ,m, (3.33)

ou seja,

Zk(x1, . . . , xm, t1, . . . , tn) = xk + iφk(t1, . . . , tn).

Observe que neste caso é fácil explicitar quem são os campos Mk definidos em (3.31)

uma vez que Zx(x, t) = Idm×m em todo (x, t) ∈ Rm × U . Neste caso, temos µkl(x, t) =

δkl, ∀(x, t) ∈ Rm × U e portanto os campos vetoriais (3.32) ficam

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑
k=1

∂φk
∂tj

(t)
∂

∂xk
. (3.34)

Note ainda que tais campos geram V em Rm × U .



Caṕıtulo 4

Vetores Gevrey em Estruturas do

tipo Tubo

4.1 Introdução

Demonstraremos neste caṕıtulo os principais resultados deste trabalho, os quais estão

presentes em [8]. Trataremos de vetores Gevrey para um sistema de operadores que geram

uma estrutura do tipo tubo. Começamos o caṕıtulo com algumas definições iniciais.

Definição 4.1 Sejam s ≥ 1 e P = P (x,D) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα um operador diferencial

parcial anaĺıtico linear de ordem m ≥ 1 no aberto Ω ⊂ RN . Dizemos que u ∈ D′(Ω) é um

s-vetor Gevrey para P (ou vetor anaĺıtico para P se s = 1) quando P ku ∈ L2
loc(Ω) para

todo k ∈ Z+ e para todo K ⊂ Ω compacto, existe C > 0 tal que

∥∥P ku
∥∥
L2(K)

≤ Ck+1k!ms, k = 0, 1, 2, . . . . (4.1)

O espaço dos s-vetores Gevrey para um operador P como na definição acima será denotado

por Gs(Ω;P ). Afirmamos que

{
u ∈ L2

loc(Ω) : Pu ∈ Gs(Ω)
}
⊂ Gs(Ω;P ).

Para justificar tal inclusão é suficiente verificarmos que Gs(Ω) ⊂ Gs(Ω;P ), que por sua

vez segue da

53
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Proposição 4.2 Seja f ∈ Gs(Ω), com s ≥ 1 e Ω ⊂ RN aberto. Existe constante C > 0

tal que ∥∥DαP kf
∥∥
L2(K)

≤ C |α|+k+1 (|α|+mk)!s,∀α ∈ ZN+ , k = 0, 1, . . . . (4.2)

Demonstração. Dado K ⊂ Ω compacto, se f ∈ Gs(Ω), existe A > 1 tal que

|∂αf(x)| ≤ A|α|+1 |α|!s,∀α ∈ ZN+ , x ∈ K.

Além disso, como cada aγ é anaĺıtica, podemos encontrar B > 1 tal que

|∂αaγ(x)| ≤ B|α|+1α!,∀α, γ ∈ ZN+ , |γ| ≤ m,x ∈ K.

Afirmamos que existem C1, C2 > 0 tais que

∥∥DαP kf
∥∥
L2(K)

≤ C
|α|
1 Ck+1

2 (|α|+mk)!s,∀ α ∈ ZN+ , k = 0, 1, 2, . . . ,

e o resultado segue se definirmos C = max {C1, C2}. Considere C1 = max {A,B + 1},

C2 = max

{
A |K|1/2 , B |K|1/2 (m+ 1)(N + 1)mCm

1

(
C1

C1 −B

)N}

e vamos demonstrar a afirmação por indução em k. Se k = 0, a afirmação vale pois

|K|1/2A|α|+1 ≤ C
|α|
1 C2. Vamos supor que vale para k e mostrar que vale para k + 1.

Primeiro, observe que

DαP k+1f(x) =
∑
|γ|≤m

∑
β≤α

(
α

β

)
Dβaγ(x)Dα−β+γP ku(x),

o que nos mostra que se x ∈ K, então

∣∣DαP k+1f(x)
∣∣ ≤ ∑

|γ|≤m

∑
β≤α

(
α

β

)
B|β|+1β!C

|α|−|β|+|γ|
1 Ck+1

2 (|α| − |β|+ |γ|+mk)!s.

Usando (2.23), obtemos

∥∥DαP k+1f
∥∥
L2(K)

≤ |K|1/2
∑
|γ|≤m

∑
β≤α

(
|α|
|β|

)s
B|β|+1 |β|!sC |α|−|β|+|γ|1 Ck+1

2 (|α| − |β|+ |γ|+mk)s .

(4.3)
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Dessa forma, se

M =
∑
|γ|≤m

∑
β≤α

(
|α|
|β|

)s
|β|!s |K|1/2 (|α| − |β|+m+mk)s

(|α|+m+mk)!s
B

(
B

C1

)|β|
Cm

1 C
−1
2 ,

conclúımos de (4.3) que

∥∥DαP k+1f
∥∥
L2(K)

≤ C
|α|
1 Ck+2

2 (|α|+m(k + 1))!sM

e o resultado fica demonstrado se mostrarmos que M ≤ 1. Como(
|α|
|β|

)
|β|! (|α| − |β|+m+mk)!

(|α|+m+mk)!
≤ 1

e o número de multi-́ındices γ ∈ ZN+ tais que |γ| ≤ m, é menor que
m∑
p=0

(N + 1)p (ver [17,

p.11]), é suficiente verificar que

B |K|1/2 (m+ 1)(N + 1)mCm
1 C

−1
2

∑
β≤α

(
B

C1

)|β|
≤ 1. (4.4)

Como C1 > B, temos ∑
β≤α

(
B

C1

)|β|
≤
(

C1

C1 −B

)N
,

de onde conclúımos que

B |K|1/2 (m+1)(N+1)mCm
1 C

−1
2

∑
β≤α

(
B

C

)|β|
≤ B |K|1/2 (m+1)(N+1)mCm

1 C
−1
2

(
C1

C1 −B

)N

e obtemos (4.4) pela escolha de C2. �

A inclusão Gs(Ω) ⊂ Gs(Ω;P ) segue de (4.2) com α = 0 após aplicarmos (2.10) diversas

vezes. Isso nos leva a estudar as inclusões Gs(Ω;P ) ⊂ Gs(Ω) e vários resultados foram

obtidos ao longo dos anos. Quando P é eĺıptico, todo vetor Gevrey para P é uma função

Gevrey. Reciprocamente, se existe s > 1 tal que Gs(Ω) ⊂ Gs(Ω;P ), então P é eĺıptico

(veja, por exemplo, [16, teo.1]).
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4.2 Vetores Gevrey em Estruturas do tipo Tubo

Denotaremos por Θ uma bola aberta centrada na origem de Rn e Φ uma função

anaĺıtica definida em vizinhança de Θ tomando valores em Rm. Escrevemos Φ = (φ1, . . . , φm),

supomos que Φ(0) = 0 e consideraremos a estrutura do tipo tubo definida em Rm × Θ

assim como na definição (3.26). Ou seja, os campos

Lj =
∂

∂tj
− i

m∑
k=1

∂φk
∂tj

∂

∂xk
(4.5)

definem uma estrutura localmente integrável de posto n, cujo ortogonal é gerado pelos

diferenciais das funções

Zk(x, t) = xk + iφk(t), k = 1, . . . ,m. (4.6)

Observe ainda que os campos Lj e ∂
∂xk

, além de comutarem entre si, satisfazem

CT (Rm ×Θ) = span

{
L1, . . . , Ln,

∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xm

}
. (4.7)

Dados s ≥ 1 e α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn+, vamos denotar Lα = Lα1
1 . . . Lαnn e podemos

introduzir o principal objeto deste trabalho:

Definição 4.3 Sejam Ω = U × V um aberto de Rm × Θ e u ∈ D′(Ω). Dizemos que u é

um s-vetor Gevrey (s ≥ 1) para L se Lαu ∈ L∞loc (V, L1
loc (U)) para todo α ∈ Zn+ e, para

cada K = K1 ×K2 ⊂ Ω compacto, existe CK > 0 tal que

‖Lαu‖L∞(K2,L1(K1)) ≤ C
|α|+1
K α!s,∀α ∈ Zn+. (4.8)

O conjunto de todos os s-vetores Gevrey para L será denotado por Gs(Ω;L). Um 1-vetor

Gevrey para L também será chamado de vetor anaĺıtico para L.

O próximo resultado nos dá uma caracterização bastante útil das funções Gevrey:

Proposição 4.4 Uma função f ∈ C∞(Ω) é uma função Gevrey de ordem s ≥ 1 se, e

somente se, dado compacto K = K1 ×K2, existe C > 0 tal que

∥∥Lα∂βxf∥∥L∞(K)
≤ C |α|+|β|+1 |α|!s |β|!s (4.9)
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Demonstração. Vamos demonstrar que a estimativa (4.9) é suficiente para garantir que

f ∈ Gs(Ω). Dado um compacto K ⊂ Ω, obtemos um número finito de compactos da

forma K1×K2 ⊂ U×V que cobrem K. Logo, podemos supor, sem perda de generalidade,

que K é da forma K = K1×K2. Para tal compacto K, como Φ = (φ1, . . . , φm) é anaĺıtica,

existe D > 0 tal que

‖∂γt φk‖L∞(K2) ≤ D|γ|+1 |γ|!,∀γ ∈ Zn+, k = 1, . . . ,m. (4.10)

Afirmamos que existem C1, C2, C3, R,> 0 tais que

∥∥∂γt Lα∂βxf∥∥L∞(K)
≤ C

|α|
1 C

|β|
2 C

|γ|
3 R (|α|+ |β|+ |γ|)!s,∀α, γ ∈ Zn+, β ∈ Zm+ . (4.11)

Uma vez provada a afirmação, o resultado segue se considerarmos α = 0 e (2.10). A

demonstração será feita por indução em |γ|. Se γ = 0, então obtemos (4.11) de (4.9)

desde que C < C1, C2, R. Suponha válido para |γ| = k e mostremos que vale quando

|γ| = k + 1. Podemos supor, sem perda de generalidade, que γ − en ≥ 0. Dessa forma,

temos

∂γt L
α∂βxf = ∂γ−ent ∂ent L

α∂βxf

= ∂γ−ent

(
Ln + i

m∑
k=1

∂φk
∂tn

∂

∂xk

)
Lα∂βxf

= ∂γ−ent Lα+en∂βxf + i
m∑
k=1

∑
σ≤γ−en

(
γ − en
σ

)
∂σ+en
t φk ·

(
∂γ−en−σt Lα∂β+ek

x

)
f.

Usamos a hipótese de indução e (4.10) para concluir que

∥∥∂γt Lα∂βxf∥∥L∞(K)
≤ C

|α|+1
1 C

|β|
2 C

|γ|−1
3 R (|α|+ |β|+ |γ|)!s+

+
m∑
k=1

∑
σ≤γ−en

(
γ − en
σ

)
D|σ|+2 (|σ|+ 1)!C

|α|
1 C

|β|+1
2 C

|γ|−1−|σ|
3 R (|α|+ |β|+ |γ| − |σ|)!s.

Logo, temos

∥∥∂γt Lα∂βxf∥∥L∞(K)
≤ C

|α|
1 C

|β|
2 C

|γ|
3 R (|α|+ |β|+ |γ|)!s ·M,
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sendo

M = C1C
−1
3 +

m∑
k=1

∑
σ≤γ−en

(
γ − en
σ

)
D|σ|+2 (|σ|+ 1)!C2C

−1−|σ|
3

(|α|+ |β|+ |γ| − |σ|)!s

(|α|+ |β|+ |γ|)!s
.

Dessa forma, o resultado fica demonstrado se garantirmos que M ≤ 1. Escolhemos

primeiro C3 tal que C1 ≤ C3/2 e então é suficiente termos

m∑
k=1

∑
σ≤γ−en

(
γ − en
σ

)
D|σ|+2 (|σ|+ 1)!C2C

−1−|σ|
3

(|α|+ |β|+ |γ| − |σ|)!s

(|α|+ |β|+ |γ|)!s
≤ 1

2
.

Observe que (
|γ − en|
|σ|

)
|σ|! (|α|+ |β|+ |γ| − |σ|)!

(|α|+ |β|+ |γ|)!
≤ 1.

Como (|σ|+ 1)! ≤ 2|σ|+1 |σ|! e
(
γ−en
σ

)
≤
(|γ−en|
|σ|

)s
, o nosso trabalho se reduz a demonstrar

que

4D2C2C
−1
3 m

∑
σ≤γ−en

(
2D

C3

)|σ|
≤ 1. (4.12)

Se 2D < C3, então ∑
σ≤γ−en

(
D

C3

)|σ|
≤
(

C3

C3 − 2D

)n
.

Logo, para obter (4.12) é suficiente garantir

4D2C2m

(
C3

C3 − 2D

)n
≤ C3, (4.13)

que é verdade para C3 suficientemente grande. Ou seja, basta considerarmos C1, C2, R de

modo que C1, C2, R > C e C3 suficientemente grande de modo que C3 > 2D, C3 > 2C1 e

que satisfaz (4.13).

Para a rećıproca, o argumento é análogo: suponha que exista C > 0 tal que

∥∥∂γt ∂βxf∥∥L∞(K)
≤ C |α|+|β|+1 |α|!s |β|!s.

Mostramos por indução em |γ| que

∥∥Lα∂γt ∂βx∥∥L∞(K)
≤ B

|α|
1 B

|β|
2 B

|γ|
3 R′ (|α|+ |β|+ |γ|)!s,
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para constantes B1, B2, B3, R
′ > 0. �

Corolário 4.5 Se u ∈ L∞loc (V, L1
loc (U)) e Lju ∈ Gs(Ω) para todo j = 1, . . . , n, então

u ∈ Gs(Ω;L).

Demonstração. Segue da hipótese e de (4.9) com β = 0 que se K = K1 × K2 ⊂ Ω é

compacto, então existe A > 0 tal que

‖LαLju‖L∞(K1×K2) ≤ A|α|+1α!s,∀α ∈ Zn+, j = 1, . . . , n.

Se |α| ≥ 1, supondo sem perda de generalidade que α1 > 0, temos

‖Lαu‖L∞(K2,L1(K1)) = supesst∈K2

∫
K1

|Lαu(x, t)| dx

≤ |K1|
∥∥Lα−e1L1u

∥∥
L∞(K1×K2)

≤ |K1|A|α|α!s.

Logo, se CK = max
{
|K1| , A, ‖u‖L∞(K2,L1(K1))

}
, obtemos (4.8). �

Se u é um s-vetor Gevrey para L, então u é um s-vetor Gevrey para cada Lj e temos

que o conjunto caracteŕıstico de Lj contém WFs(u) (ver [7, p.9]). Assim como na Seção

3.4, o conjunto caracteŕıstico de L sobre Ω (denotado por C(L) |Ω) é a interseção dos

conjuntos caracteŕısticos de cada Lj, 1 ≤ j ≤ n. Como

C(L) |Ω =̇
n⋂
j=1

{
(x, t, ξ, τ) ∈ Ω×

[(
Rm+n

)
\ {0}

]
: σ(Lj)(x, t, ξ, τ) = 0

}
=

{
(x, t, ξ, 0) : x ∈ U, t ∈ V, ξ 6= 0,tDΦ(t) · ξ = 0

}
,

temos a

Proposição 4.6 Se u ∈ Gs(Ω;L), então o conjunto frente de onda Gevrey de ordem s

de u está contido no conjunto

{
(x, t, ξ, 0) : x ∈ U, t ∈ V, ξ 6= 0,tDΦ(t) · ξ = 0

}
.

Corolário 4.7 Se L é eĺıptico e s ≥ 1, então Gs(Ω;L) = Gs(Ω).
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Corolário 4.8 Sejam u ∈ Gs(Ω;L) e s′ ≥ s qualquer, sendo Ω = U × V aberto em

Rm×Θ. Assuma que dados x0 ∈ U e K2 ⊂ V compacto, existe sequência {ψN} ⊂ C∞0 (U)

tal que ψN vale 1 em vizinhança de x0, ‖ψN‖L∞ ≤M , para algum M > 0 e existe C > 0

tal que ∣∣∣(̂ψNu)(ξ, t)
∣∣∣ ≤ CN+1N !s

′

|ξ|N
, ∀t ∈ K2, N ∈ Z+,

sendo que (̂ψNu)(ξ, t) representa a transformada parcial de Fourier na variável x. Então

u ∈ Gs′(Ω).

Demonstração. Usando o Teorema 2.19 e a Proposição 4.6, é suficiente demonstrarmos

que dados (x0, t0) ∈ Ω e ξ0 6= 0, então (x0, t0, ξ0, 0) /∈ WFs′(u). Considere χ ∈ C∞0 (V ) que

vale 1 em vizinhança de t0 e satisfaz 0 ≤ χ ≤ 1 e uma sequência ψN como no enunciado,

sendo K2 = suppχ. Como u ∈ L1
loc(Ω), segue que a sequência (ψN ⊗ χ)u ∈ E ′(Ω) é

limitada. Observe agora que

|F [(ψN ⊗ χ)u] (ξ, τ) | ≤
∫
K2

∣∣∣∣∫ e−ix·ξψN(x)u(x, t)dx

∣∣∣∣ dt
≤ |K2| sup

t∈K2

∣∣∣(̂ψNu)(ξ, t)
∣∣∣

≤ |K2|CN+1N !s
′

|ξ|N
.

Seja Γ = {(ξ, τ) ∈ Rm+n \ {0} : |τ | < |ξ|}, que é um cone aberto. Observe que (ξ0, 0) ∈ Γ

e, em Γ, temos |(ξ, τ)| ≤
√

2 |ξ|. Logo, se C1 = max
{
C21/2, C |K2|

}
, segue que

|F [(ψN ⊗ χ)u] (ξ, τ)| ≤ CN+1
1

N !s
′

|(ξ, τ)|N
, N = 1, 2 . . . , (ξ, τ) ∈ Γ,

o que termina a demonstração. �

Para o caso em que L não é eĺıptico e s > 1, temos a

Proposição 4.9 Se L não é eĺıptico e s e s′ são números reais tais que

1 < s ≤ s′ < 2s− 1, (4.14)

então existe um s-vetor Gevrey para L que não é uma função Gevrey de ordem s′.
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Demonstração. Por hipótese, C(L) |Ω 6= ∅, ou seja, existem t0 ∈ Θ e ξ0 6= 0 tais que
tDΦ(t0) · ξ0 = 0. Observe que se considerarmos Φ̃(t) = Φ(t+ t0)− Φ(t0), então podemos

supor que t0 = 0. Além disso, pela linearidade da diferencial, vamos considerar |ξ0| = 1.

Defina agora o funcional f : Θ −→ R por f(t) = Φ(t) ·ξ0. Se η ∈ Rn, então nossa hipótese

garante que

df(0) · η = 〈ξ0, DΦ(0) · η〉 = 0.

Como f(0) = 0, segue da Fórmula de Taylor que, após uma posśıvel contração de Θ,

existe C > 0 tal que

|Φ(t) · ξ0| ≤ C |t|2 ,∀t ∈ Θ. (4.15)

Escolha 0 < α < 1 de modo que 1
2s−1

< α < 1
s′

e defina σ = s− 1−α
2α

. Como α(2s−1) > 1,

temos 2αs + α − 1 > 2α, o que nos garante que 1 < σ. Denote por r o raio de Θ e

considere 0 < ρ < min
{
r, C−1/2

}
e ζ ∈ Gσ

0 (B(0, ρ)) tal que ζ(0) = 1. Definimos

u(x, t) =

∫ ∞
1

eiλZ(x,t)·ξ0−λαζ
(
λ(1−α)/2t

)
dλ, (x, t) ∈ Rm ×Θ, (4.16)

lembrando que Zk(x, t) = xk + iΦk(t). Observe que se λ ≥ 1 e λ(1−α)/2t ∈ supp ζ, então

λ|t|2 ≤ ρ2λα, e portanto λ |Φ(t) · ξ0| ≤ Cρ2λα. Fixe M > 0 tal que

|∂βζ(t)| ≤M |β|+1β!σ,∀t ∈ Rn, β ∈ Zn+.

Denotando por g(x, t, λ) o integrando na equação (4.16) segue que∫ ∞
1

|g(x, t, λ)| dλ ≤M

∫
(1,+∞)∩{λ|t|2≤ρ2λα}

e−λΦ(t)·ξ0−λαdλ <∞,

pois −λΦ(t) · ξ0 − λα ≤ (Cρ2 − 1)λα e Cρ2 − 1 < 0. Isso nos mostra que u está bem

definida e estimativas análogas nos mostram que u é de classe C∞ em Rm ×Θ. Note que

u(x, 0) =

∫ ∞
1

eiλx·ξ0−λ
α

dλ.

Se ξ0 · Dx denota o operador 1
i

(
ξ1

∂
∂x1

+ . . .+ ξm
∂

∂xm

)
, sendo ξk as coordenadas de ξ0,

obtemos

[(ξ0 ·Dx)u] (x, 0) =

∫ ∞
1

λ|ξ0|2eiλx·ξ0−λ
α

dλ =

∫ ∞
1

λeiλx·ξ0−λ
α

dλ.
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Utilizando um argumento de indução e fazendo x = 0, conclúımos que[
(ξ0 ·Dx)

k u
]

(0, 0) =

∫ ∞
1

λke−λ
α

dλ, k = 0, 1, . . . . (4.17)

A mudança de variável u = λα nos mostra que∫ ∞
0

λke−λ
α

dλ =
1

α
Γ

(
k + 1

α

)
, k = 0, 2, . . . ,

e segue de (4.17) que

[
(ξ0 ·Dx)

k u
]

(0, 0) =
1

α
Γ

(
k + 1

α

)
−
∫ 1

0

λke−λ
α

dλ, k = 0, 1, . . . . (4.18)

Suponha que u seja uma função Gevrey de ordem τ , com τ < 1
α

. Então existe C1 > 0 tal

que

|∂γxu(0, 0)| ≤ C
|γ|+1
1 γ!τ , ∀ γ ∈ Zm+ .

Dessa forma,

∣∣∣[(ξ0 ·Dx)
k u
]

(0, 0)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑
j1=1

. . .
m∑

jk=1

ξj1 · . . . · ξjk
∂ku

∂xj1 . . . xjk
(0, 0)

∣∣∣∣∣
≤

∑
|γ|=k

k!

γ!
|ξ0||γ| |∂γxu(0, 0)|

≤
∑
|γ|=k

k!

γ!
Ck+1γ!τ

≤ (mC)k+1k!τ .

Podemos supor ainda que C > 1 e
∫ 1

0
λke−λ

α
dλ ≤ C1 para todo k = 0, 1, 2, . . .. Segue de

(4.18) que existe A > 1 tal que

1

α
Γ

(
k + 1

α

)
≤ Ak+1k!τ . (4.19)

Usamos agora que existem constantes 0 < B e 0 < θ < 1 tais que Γ(x) = Bxx−1/2e−x+θx−1

para x > 0 (ver [19, p.253]), Γ(k + 1) = k! e escrevemos j = k + 1 para obter, após
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redefinir A,

1

α

(
j

α

) j
α
− 1

2

e−
j
α

+θα
j ≤ Aj+1jτj−

τ
2 e−τj+

θτ
j .

Esta última desigualdade pode ser reescrita como

(
Aα1/αe1/αe−τ

)−j
j(τ−1)/2j(1/α−τ)jeθ(α−τ)/j ≤ α1/2A,

o que é uma contradição, pois já que 1/α− τ > 0, vale

lim
j−→∞

(
Aα1/αe1/αe−τ

)−j
j(τ−1)/2j(1/α−τ)jeθ(α−τ)/j =∞.

Isso mostra que u não é função Gevrey de ordem τ em vizinhança de 0 quando τ < 1/α.

Observe que se β ∈ Zn+, usando que LjZk = 0 para todo j = 1, . . . n e k = 1, . . . ,m e

derivando sob o sinal de integração, obtemos

Lβu(x, t) =

∫ ∞
1

λ(1−α)|β|/2eiλZ(x,t)·ξ0−λα∂βt ζ
(
λ(1−α)/2t

)
dλ,

o que nos mostra que

∣∣Lβu(x, t)
∣∣ ≤M |β|+1β!σ

∫ ∞
1

λ(1−α)|β|/2e−(1−Cρ2)λαdλ. (4.20)

Denote por η o ńumero real positivo 1 − Cρ2. Se realizarmos a mudança de variável

x = ηλα, conclúımos que para algum C > 1 > 1, vale

∣∣Lβu(x, t)
∣∣ ≤ C

|β|+1
1

∫ ∞
0

x
1−α
2α

(|β|+2)e−xdxβ!σ.

Afirmamos que existe C2 > 0 tal que∫ ∞
0

x
1−α
2α

(|β|+2)e−xdx ≤ C
|β|+3
2 (|β|+ 1)!

1−α
2α , ∀β ∈ Zn+, (4.21)

ou seja

Γ

(
1− α

2α
(|β|+ 2) + 1

)
≤ C

|β|+3
2 Γ (|β|+ 2)

1−α
2α .
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Se escrevermos |β|+ 2 = j e c = 1−α
2α

, devemos demonstrar que

Γ (cj + 1) ≤ Cj+1
2 Γ (j)c .

Como Γ (cj + 1) = cjΓ (cj), é suficiente mostramos que existe C2 > 0 de modo que

Γ (cj) ≤ Cj+1
2 Γ (j)c , j = 1, 2, . . . .

Esta última desigualdade equivale a

(cj)cj−1/2 e−cj+θ/cj ≤ Cj+1
2 jcj−c/2e−cj+cθ/j, j = 1, 2, . . . .

Logo, basta termos

ccjj
c−1
2 e

θ
cj ≤ Cj+1

2 .

Como h(x) = e
θ
cx é limitada em [1,+∞) e k ≤ ek, se considerarmos C2 tal que C2 = cce

c−1
2

e h(x) ≤ C2, então para todo x ≥ 1 as equações (4.20) e (4.21) nos mostram que

∣∣Lβu(x, t)
∣∣ ≤M |β|+1β!σC

|β|+3
2 (|β|+ 1)!

1−α
2α .

Da definição de σ, segue que existe C4 > 0 tal que

∣∣Lβu(x, t)
∣∣ ≤ C

|β|+1
4 β!s,∀(x, t) ∈ Rm ×Θ, β ∈ Zn+.

Logo, u ∈ Gs (Rm ×Θ;L) \Gs′ (Rm ×Θ). �

4.3 Vetores Anaĺıticos para L

Enunciaremos agora um resultado (ver [5] e [2, teo 2]) que nos motivará a considerar

uma hipótese adicional para a nossa função Φ.

Suponha que h é uma solução de Ljh = 0, j = 1, . . . , n definida em vizinhança da origem.

Fixado ξ0 6= 0 em Rm, temos que o funcional ζξ0 : Θ −→ R dado por ζξ0 = Φ(t) · ξ0 não

tem um mı́nimo local na origem se, e somente se, (0, ξ0) /∈ WFa (h(·, 0)).
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A partir de agora, iremos trabalhar com a seguinte hipótese:

(∗) ∀ξ ∈ Rm \ {0} , ζξ é uma aplicação aberta.

Demonstramos agora o principal resultado sobre regularidade anaĺıtica de [8]:

Teorema 4.10 Se Ω = U × V ⊂ Rm × Θ é aberto e L satisfaz (∗), então G1(Ω;L) ⊂
Cω(Ω).

Demonstração. Considere U ′ × V ′ um aberto tal que U ′ × V ′ ⊂ U × V . Segue que

Lαu ∈ L∞ (V ′, L1(U ′)) para todo α ∈ Zn+ e existe C > 0 tal que

‖Lαu‖L∞(V ′,L1(U ′)) ≤ C |α|+1α!, ∀α ∈ Zn+. (4.22)

Seja 0 < r < C−1/4. Observe que

∑
α

∥∥∥∥Lαuα!
r|α|
∥∥∥∥
L∞(V ′,L1(U ′))

≤ C
∑
α

(Cr)|α| <∞.

Logo, como L∞ (V ′, L1(U ′)) é um espaço de Banach, temos que f : D = B(0; r) ⊂ Rn −→
L∞ (V ′, L1(U ′)) dada por

f(y) =
∑
α

Lαu

α!
(−iy)α (4.23)

define uma função anaĺıtica real (ver [9, p.203]). Assim, se definirmos U = U ′×D×V ′ e

v(x, y, t) =
∑
α

Lαu(x, t)

α!
(−iy)α, (x, y, t) ∈ U ,
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obtemos que v ∈ L1(U) ⊂ D′(U). Além disso

∥∥∂βy v(·, y, ·)
∥∥
L∞(V ′,L1(U ′))

=
∥∥∂βf(y)

∥∥
L∞(V ′,L1(U ′))

≤
∑
α≥β

∥∥∥∥ α!

(α− β)!

Lαu

α!
(−iy)α−β

∥∥∥∥
L∞(V ′,L1(U ′))

≤
∑
α≥β

1

(α− β)!
‖Lαu‖L∞(V ′,L1(U ′)) r

|α−β|

≤ C
(
r−1
)|β|

β!
∑
α≥β

(
α

β

)
(Cr)|α|

≤ C
(
r−1
)|β|

β!
∑
α≥β

2|α| (Cr)|α| .

Logo, existe A > 0 tal que

∥∥∂βy v(·, y, ·)
∥∥
L∞(V ′,L1(U ′))

≤ A|β|+1β!, ∀β ∈ Zn+, y ∈ D. (4.24)

Vamos denotar as coordenadas duais de (x, y, t) por (ξ, η, τ). Afirmamos que

WFa(v) ⊂ U × {(ξ, 0, τ) : (ξ, τ) 6= 0} . (4.25)

Fixe (x0, y0, t0) ∈ U e (ξ0, η0, τ0) ∈ Rm+2n\{0} tal que η0 6= 0. Consideramos χ ∈ C∞0 (U ′×
V ′) que vale 1 em vizinhança de (x0, t0), 0 ≤ χ ≤ 1 e uma sequência {ψN} ⊂ C∞0 (D)

que vale 1 em vizinhança de y0 e que satisfaz (2.43) com constantes Cα e C1. Definimos

a sequência limitada vN(x, y, t) = χ(x, t)ψN(y)v(x, y, t) ∈ E ′(Ω) que coincide com v em

vizinhança de (x0, y0, t0). Observe que se β ∈ Zn+ e |β| = N ,

∣∣ηβF (χ(x, t)ψN(y)v) (ξ, η, τ)
∣∣ ≤ ∑

γ≤β

(
β

γ

)∫
D

∫
V ′

∫
U ′

∣∣Dβ−γψN(y)
∣∣ ∣∣Dγ

yv(x, t, y)
∣∣ dydtdx

≤
∑
γ≤β

(
β

γ

)∫
D

∫
V ′

∫
U ′

(C1N)|β−γ|
∣∣Dγ

yv(x, t, y)
∣∣ dydtdx

≤ |D| |V ′|A
∑
γ≤β

(
β

γ

)
(C1N)|β−γ|A|γ| |γ||γ|
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Usamos agora que |β| = N , |γ| ≤ |β| e (2.19) para concluir que existe C2 > 0 tal que

∣∣ηβF (χ(x, t)ψN(y)v) (ξ, η, τ)
∣∣ ≤ CN+1

2 NN .

Como |η|N ≤ nN/2|ηβ|, com |β| = N , trocando C2 por (n1/2C2), temos

|F (χ(x, t)ψN(y)v) (ξ, η, τ)| ≤ CN+1
2

NN

|η|N
. (4.26)

Considere o cone aberto Γ = {(ξ, η, τ) ∈ Rm+2n \ {0} : |ξ|+ |τ | < ρ |η|}, sendo ρ > 0 tal

que |ξ0|+|τ0||η0| < ρ. Assim, (ξ0, η0, τ0) ∈ Γ e, se (ξ, η, τ) ∈ Γ, então

|(ξ, η, τ)| = |(ξ, 0, 0) + (0, η, 0) + (0, 0, τ)|

≤ |(ξ, 0, 0)|+ |(0, η, 0)|+ |(0, 0, τ)|

≤ (1 + ρ) |η| .

Portanto, de (4.26), redefinindo C2, temos

|F (χ(x, t)ψN(y)v) (ξ, η, τ)| ≤ CN+1
2

NN

|(ξ, η, τ)|N
,∀ (ξ, η, τ) ∈ Γ,

de onde conclúımos que (ξ0, η0, τ0) /∈ WFa(v), obtendo (4.25). Vamos introduzir agora

uma nova estrutura do tipo tubo. Consideramos Φ̃ : Θ −→ Rm+n dada por

Φ̃(t) = (Φ1(t), . . . ,Φm(t), t1, . . . , tn),∀t = (t1, . . . , tn) ∈ Θ.

Os campos agoram são dados por L̃j = Lj − i ∂
∂yj
, j = 1, . . . , n e temos que para todo

j = 1, . . . , n, vale

L̃jv =
∑
α

Lα+eju

α!
(−iy)α −

∑
α≥ej

(α− ej)
Lαu

α!
(−iy)α−ej

=
∑
α

Lα+eju

α!
(−iy)α −

∑
β

Lβ+eju

β!
(−iy)β = 0.

Segue (ver Apêndice B) que todo ponto em U admite uma vizinhança na qual v é da

forma

v = ∆q
(x,y)v

′,
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sendo v′ uma função de classe C1 em tal vizinhança, Ljv
′ = 0 para todo j = 1, . . . , n, ∆(x,y)

representa o Laplaciano nas variáveis x e y e q é um inteiro não negativo. Logo, é suficiente

mostrarmos que v′ é uma função anaĺıtica, pois nesse caso teremos que v é anaĺıtica e, como

v(x, 0, t) = u(x, t), teremos o resultado desejado. Observe ainda que v′ ∈ G1(Ω;L), já que

v é de classe C1 e também é solução do problema homogêneo. O conjunto caracteŕıstico

de L̃, C(L) |Ω, está contido em U × {(ξ, η, τ) : τ = 0, η +t Φ′(t) · ξ = 0} (Proposição 4.6),

e portanto WFa(v
′) também está contido em tal conjunto.

Afirmamos que fixado t ∈ V ′, a função v′t = v′(·, ·, t) definida em U ′ × D é anaĺıtica.

Defina f : U ′×D −→ U ′×D× V ′ por f(x, y) = (x, y, t), a qual é anaĺıtica. Observe que

Nf = {(x, y, t, 0, 0, τ) : (x, y) ∈ U ′ ×D}, lembrando que

Nf =
{

(f(x, y), ξ, η, τ) ∈ U × Rm+2n :t f ′(x, y) · (ξ, η, τ) = 0
}
.

Dessa forma, temos Nf ∩WFa(v
′) = ∅. Vamos fixar

Γ = U ×
{

(ξ, η, τ) : τ = 0, η +t Φ′(t) · ξ = 0
}

e usar as notações de [12, p. 262,p. 263,p. 296]. Seja v′n ∈ C∞0 (U) tal que v′n −→ v′ em

D′Γ(U). Como v′j é de classe C∞, segue que f ∗v′j = v′j ◦ f . Já que f ∗v′j −→ f ∗v′ em

D′(U ′×D), se mostrarmos que v′j ◦f −→ v′ ◦f em D′(U ′×D), teremos f ∗v′ = v′ ◦f = v′t.

Dada ϕ ∈ C∞0 (U ′ ×D), uma vez que vale

∣∣〈v′j ◦ f − v′ ◦ f, ϕ〉∣∣ ≤ ∫
suppϕ

∣∣v′j(x, y, t)− v′(x, y, t)∣∣ |ϕ(x, y)| dxdy,

é suficiente mostrarmos que v′j −→ v′ uniformemente sobre compactos K ⊂ U . Para

verificar isso, vamos explicitar quem são v′j:

Considere Kj uma sequência de compactos em U tal que Kj ⊂ intKj+1, U =
∞⋃
j=1

Kj e dado

K ⊂ U compacto, existe j tal que K ⊂ Kj. Definimos uma sequência χj ∈ C∞0 (intKj+1)

que vale 1 em Kj e uma outra sequência ϕj ∈ Rm+2n de modo que
∫
ϕj = 1 para todo

j = 1, 2, . . . e suppϕj = B(0; εj), sendo que εj é uma sequência que decresce a zero e que

satisfaz

Kj +B(0; εj) ⊂ U ,∀j = 1, 2, . . . .
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A sequência v′j é dada por

v′j = (v′χj) ∗ ϕj.

Sejam K ⊂ U compacto e ε > 0 dados. Considere r > 0 tal que K +B(0; r) ⊂ U . Existe

j0 ∈ N tal que K +B(0; r) ⊂ Kj0 e εj0 < r.

Como v′ é uniformemente cont́ınua em K+B(0; r), existe δ > 0 tal que |v′(x)− v(z)| < ε

sempre que x, z ∈ K ′ e |x− z| < δ. Seja j1 ∈ N que satisfaz εj1 < min {δ, r}. Observe que

∣∣v′j(x)− v′(x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫
|y|<εj

[(v′χj) (x− y)− v′(x)]ϕj(y)dy

∣∣∣∣∣
≤ sup

|y|<εj
|(v′χj) (x− y)− v′(x)| .

Suponha que j > j0 e x ∈ K. Segue que que se |y| < εj, então x − y ∈ K + B(0; εj0) ⊂
K + B(0; r). Como Kj0 ⊂ Kj e K + B(0; r) ⊂ Kj0 , conclúımos que se j > j0, x ∈ K e

|y| < εj, então χj(x − y) = 1. Por outro lado, se j > j1, então para x ∈ K e |y| < εj1 ,

temos x − y ∈ K + B(0; j1) ⊂ K + B(0; r) e |x − (x − y)| < δ, podendo concluir que

|v′(x− y)− v′(x)| < ε. Ou seja, se j > max {j0, j1} então

∣∣v′j(x)− v(x)
∣∣ < ε,∀x ∈ K.

Dessa forma, temos

WFa(v
′
t) ⊂ f ∗WFa(v

′)=̇
{

(x, y,t f ′(x, y) · (ξ, η, τ)) : (x, y, t, ξ, η, τ) ∈WFa(v
′)
}
. (4.27)

Observe que neste caso

f ∗WFa(v
′) = {(x, y, ξ, η) : (x, y, t, ξ, η, τ) ∈WFa(v

′)} .

Se definirmos P = ∆q
(x,y), temos que se (ξ, η, τ) ∈ charP , então η = 0. De (4.25) e

WFa v
′ ⊂ charP ∪WFa(v), temos que

WFa(v
′) ⊂ U × {(ξ, 0, τ) : (ξ, τ) 6= 0} .

Segue de (4.27) que se η 6= 0, então (x, y, ξ, η) /∈ WFa(v
′
t). Por outro lado, se η = 0,

temos que Φ̃(t) · (ξ, 0) = Φ(t) · ξ, a qual estamos supondo que é aberta, e portanto não

possui mı́nimo local sempre que ξ 6= 0. Segue que (x, y, ξ, 0) /∈ WFa(v
′
t). Conclúımos que
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WFa(v
′
t) = ∅ e do Teorema 2.19 segue que v′t é anaĺıtica para todo t ∈ V ′ fixado.

Usamos agora os teoremas de Cauchy-Kovalevski e Hölmgren para concluir a analiti-

cidade de v′ em vizinhança de cada (x, y, t) ∈ U : fixe t0 = (t01, . . . , t
0
n) ∈ V ′. O sistema{

L̃1u = 0

u1(x, y, t01, t2, . . . , tn) = v′(x, y, t0)

admite uma solução anaĺıtica u1 em vizinhança da hipersuperf́ıcie t1 = t01 em U . A

função v1(x, y, t) = v′(x, y, t1, t
0
2, . . . , t

0
n) de classe C1 também é solução de tal sistema.

Pelo Teorema de Hölmgren, segue que v1 é anaĺıtica em um vizinhança de t1 = t01 em U .

Consideramos agora o sistema{
L̃2u = 0

u1(x, y, t1, t
0
2, . . . , tn) = v′(x, y, t1, t

0
2, . . . , tn).

Aplicamos o mesmo argumento com v2(x, y, t) = v′(x, y, t1, t2, . . . , t
0
n) e, utilizando os

mesmos passos sucessivamente, conclúımos que v′ é anaĺıtica. �

Observação 4.11 É posśıvel demonstrar o Teorema 4.10 sem passar pelo resultado pre-

sente no Apêndice B. Faremos alguns comentários sobre isso, uma vez que o argumento

utilizado será importante posteriormente. Verificamos que a função v satisfaz Ljv = 0

para todo j = 1, . . . , n e v ∈ L∞(V ′;L1(U ′)). Em particular temos que

Lαv ∈ L∞(V ′;L1(U ′)), ∀α ∈ Zn+.

Afirmamos que

v ∈ C∞(V ′;D′(U ′)).

Para verificar isso, recordamos que os espaços de Sobolev Hp,−m(Ω), com 1 ≤ p ≤ +∞,

m ∈ N e Ω ⊂ Rn, são formados pelas distribuições u ∈ D′(Ω) que se escrevem como uma

soma finita de derivadas de ordem até m de funções em Lp(Ω). Tais espaços são espaços

de Banach (podemos introduzir uma norma como feito em [18, p.326]) e contém o espaço

Lp. Assim, segue que

v(t), (Ljv)(t) ∈ L1(U ′).
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Como

∂tjv = (Ljv) + i
m∑
k=1

∂φk
∂tj

∂u

∂xk
,

obtemos que

v, ∂tjv ∈ L∞(V ′;H1,−1(U ′)), j = 1, . . . , n.

Isso nos permite concluir que

v ∈ C1(V ′;H1,−2(U ′)).

Um argumento de indução e as inclusões H1,−m(U ′) ⊂ D′(U ′) para todo m nos permite

concluir a afirmação.

Uma vez mostrado que o traço v(·, ·, t) é anaĺıtico para cada t ∈ V ′ fixado, utilizamos

a seguinte versão do Teorema de Holmgren, a qual pode ser vista em [11, p. 125]:

Sejam Ω ⊂ Rn um aberto, ϕ : Ω −→ R uma função de classe C1 e P = P (x,D) um

operador diferencial parcial anaĺıtico de ordem m. Suponha que Pm(x0,∇ϕ(x0)) 6= 0 para

x0 ∈ Ω, sendo Pm o śımbolo principal de P . Então existe uma vizinhança Ω′ ⊂ Ω de x0

tal que se u ∈ D′(Ω) é uma distribuição que satisfaz Pu = 0 e u se anula no conjunto

{x :∈ Ω : ϕ(x) > ϕ(x0)} ,

então u se anula em Ω′.

A conclusão do teorema segue de modo análogo ao que fizemos anteriormente: fixe (x0, y0, t0)

qualquer e considere primeiro P = L̃1 e ϕ(x, y, t) = −t1. Denote t0 = (t01, . . . , t
0
n). O pro-

blema de Cauchy {
L̃1u = 0

u1(x, y, t01, t2, . . . , tn) = v′(x, y, t0)

admite uma solução anaĺıtica u1. Se v1(x, y, t) = v(x, y, t1, t
0
2, . . . , t

0
n) − u1(x, y, t), então

v1(x, y, t01, t2, . . . , tn) = 0. Além disso, L̃1v1 = 0. Se definirmos V1(x, y, t) = H(t −
t01)v(x, y, t), sendo que H denota a função de Heaviside, então ainda temos L1V1 = 0 e

agora V1 = 0 para t1 < t01. Segue do teorema que v1 = h1 em vizinhança de (x0, y0, t0).

Prosseguindo com esse argumento e trocando tanto o sinal de ϕ quanto o sinal do argu-

mento da função Heaviside, conclúımos que v é anaĺıtica em vizinhança de (x0, y0, t0) e

obtemos o resultado.
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Mesmo com a nossa hipótese (∗), fenômenos como o da Proposição 4.9 ainda ocorrem e

para demonstrar essa afirmação, necessitamos de alguns resultados preliminares. Deno-

taremos por Ck(Ω), 0 ≤ k ≤ ∞ o subconjunto das funções de Ck(Ω) tais que todas suas

derivadas de ordem menor ou igual a k admitem uma extensão cont́ınua em Ω. De modo

análogo, trocamos Ck por Gs e definimos o conjunto Gs(Ω).

Lema 4.12 Consideremos m = n = 2, Ω ⊂ R2 × Θ um aberto, s > 1 e Ω′ ⊂ Ω

outro conjunto aberto. Suponha que se u ∈ C(Ω) e Lju ∈ Gs(Ω) para j = 1, 2, então

u|Ω′ ∈ C1(Ω′). Então dados h > 0 e K ⊂ Ω′ compacto, existe uma constante C > 0 tal

que ∑
|α|=1

sup
K
|∂αxu| ≤ C

[
sup

Ω
|u|+

2∑
k=1

sup
(β,γ)∈Z2

+×Z2
+

sup
Ω

∣∣Lβ∂γxLku∣∣
h|β|+|γ|β!sγ!s

]
. (4.28)

Demonstração. Para cada h > 0, denote por Gs,h(Ω) o subespaço de C∞(Ω) das funções

que satisfazem

‖u‖s,h =̇ sup
(β,γ)∈Z2

+×Z2
+

sup
Ω

∣∣Lβ∂γxu∣∣
h|β|+|γ|β!sγ!s

<∞.

Afirmamos que
(
Gs,h(Ω), ‖·‖s,h

)
é um espaço de Banach. De fato, suponha que {un} ⊂

Gs,h(Ω) seja uma sequência de Cauchy, ou seja, dado ε > 0, existe n0 ∈ N tal que

sup
(β,γ)∈Z2

+×Z2
+

sup
Ω

∣∣Lβ∂γx (un − um)
∣∣

h|β|+|γ|β!sγ!s
< ε,∀m,n ≥ n0. (4.29)

Por um argumento indutivo, temos que, para cada β e cada γ, vale

∂βt ∂
γ
x (un − um) −→ 0

uniformemente em Ω quando m,n −→∞. Em particular, existe u ∈ C∞(Ω) tal que tanto

un quanto suas derivadas convergem para u e suas respectivas derivadas uniformemente

em Ω. A equação (4.29) nos mostra que u ∈ Gs,h(Ω). Assim, podemos considerar o

espaço de Banach E =̇ C
(
Ω
)
×Gs,h(Ω)×Gs,h(Ω) com a norma da soma e seu subespaço

F formado por (u, f1, f2) ∈ E tal que Lku = fk para k = 1, 2 em Ω (no sentido das

distribuições). Como un −→ 0 em D(Ω) implica que ∂αun −→ 0 em D′(Ω) qualquer

que seja o multi-́ındice α, temos que F é fechado (e portanto é um espaço de Banach).

Definimos agora

f : F −→ C1(Ω′)
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por f(u, f1, f2) = u|Ω′ . Vamos demonstrar que f é cont́ınua usando o Teorema do Gráfico

Fechado para F -espaços (ver [18, p. 173]): suponha que uma sequência (un, f1,n, f2,n, vn) ∈
graf f convirja para (u, f1, f2, v) ∈ F×C1(Ω′). Então vn = un|Ω′ , un −→ u uniformemente

em Ω e vn −→ v uniformemente sobre compactos de Ω′, o que nos mostra que v = u|Ω′ .
Segue que (ver [18, p. 64]) para tais h > 0 e K ⊂ Ω′ compacto, existe C > 0 tal que

∑
|α|≤1

sup
K
|∂αxu| ≤ C

[
sup

Ω
|u|+

2∑
k=1

sup
(β,γ)∈Z2

+×Z2
+

sup
Ω

∣∣Lβ∂γxLku∣∣
h|β|+|γ|β!sγ!s

]
.

Em particular, obtemos (4.28). �

O próximo resultado irá nos garantir que existe função u ∈ C(Ω) \ C1(Ω′) tal que

Lju ∈ Gs(Ω) para j = 1, 2. Antes de enunciá-lo, faremos algumas considerações que serão

úteis na demonstração deste fato.

Considere o polinômio p(x) = x3− 3x+ acx4, sendo a um parâmetro real que satisfaz

|a| ≤ R0, com R0 > 0 fixado e c > 0 um número real pequeno. Os fatos que serão

demonstrador abaixo também vale para α = 0, mas demonstrações mais simples do que o

caso α 6= 0 podem ser dadas. Assim, vamos supor também que α 6= 0. Realizaremos um

estudo sobre as ráızes não nulas do polinômio p, ou seja, as ráızes de p1(x) = x2−3+acx3.

Se definirmos q(x, y) = x2−3+yx3, então p1(x) = q(x, ac) e q(±
√

3, 0) = 0. Pelo Teorema

da Função Impĺıcita, existem funções anaĺıticas ρ+ e ρ− definidas em vizinhança de 0 tais

que ρ±(0) = ±
√

3 e q(ρ(y), y) = 0. Em particular, para todo c pequeno vale

q(ρ±(ac), ac) = 0. (4.30)

Agora definimos as funções anaĺıticas em vizinhança de 0, h±(y) = ρ±(y) ∓
√

3, que

satisfazem h±(0) = 0. Segue de (4.30) que duas ráızes não nulas de p são da forma

ρ± = ±
√

3 + h±(ac), (4.31)

sendo h± anaĺıtica em vizinhança de 0 e h±(0) = 0. Seja ρ0 a terceira raiz não nula de p.

Comparando

(x− ρ+)(x− ρ−)(x− ρ0) = x3− (ρ+ + ρ−+ ρ0)x2 + (ρ+ρ−+ ρ+ρ0 + ρ−ρ+)x− ρ+ρ−ρ0 = 0
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com

ac

(
x3 +

1

ac
x2 − 3

ac

)
= 0

conclúımos que

ρ0 = − 1

ac
+ h(ac), (4.32)

sendo h(ac) = −h+(ac) − h−(ac), ou seja, h é anaĺıtica em vizinhança de 0 e h(0) = 0.

Note que ρ0 tende a infinito quando c tende a zero.

Fazemos a mesma análise com a derivada p′(x) = 3x2− 3 + 4acx3. Duas das ráızes de

p′, as quais denotamos por r+ e r− satisfazem, de modo análogo ao que ocorre em (4.31),

r± = ±1 + φ±(ac), (4.33)

sendo φ± anaĺıtica em vizinhança de 0 e φ±(0) = 0. A terceira raiz r0 de p′ satisfaz

r0 = − 3

4ac
+ φ(ac), (4.34)

sendo φ anaĺıtica em vizinhança de 0 e φ(0) = 0.

Teorema 4.13 Existe uma vizinhança da origem Ω ⊂ R4 que satisfaz: dada qualquer

vizinhança da origem Ω′ ⊂ Ω e qualquer s ≥ 4, existe u ∈ C(Ω) tal que Lju ∈ Gs(Ω) para

j = 1, 2 mas u /∈ C1(Ω′).

Demonstração. Se para toda u como nas condições do enunciado tivermos u ∈ C1(Ω′),

então podemos aplicar o Lema 4.12. A demonsração do teorema consiste em mostrar que

para qualquer Ω′, existem h > 0 e K ⊂ Ω tais que a estimativa (4.28) nem sempre é

válida. Vamos considerar

Z1(x, t) = x1 − 3it1 e Z2(x, t) = x2 + i(t1t2 + 1)t31,

ou seja, Φ(t) = (−3t1, (t1t2 + 1)t31) para t = (t1, t2) ∈ R2. Defina

u(x, t) = g(t1)eiZ(x,t)·ξ, (4.35)

sendo ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2 dado por ξ1 = c2ρ, ξ2 = ρ, ρ e c números positivos a serem

definidos e g(t1) = g0(t1/c), sendo g0 ∈ Gσ
0 (R) tal que supp g0 ⊂ [−3/2, 3], g0 vale 1 em
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[−1, 2], 0 ≤ g0 ≤ 1 e σ será escolhido posteriormente. De (4.35) segue que

|u(x, t)| = g(t1)e−φ(t)·ξ = g(t1)e−ρQ(t1,t2,c), (4.36)

com Q(τ, a, c) = τ 3+aτ 4−3c2τ . Note que c−3Q(cτ, a, c) = τ 3−3τ+acτ 4, que coincide com

p(τ), sendo p o polinômio introduzido acima. Vamos definir agora nosso aberto Ω: fixe

R0 > 0 arbitrário e considere B0 uma bola centrada na origem de R2 qualquer. Definimos

Ω = B0 × (−R0, R0)× (−R0, R0).

Dado Ω′ ⊂ Ω, existe R1 > 0 de modo que o compacto

K ′ = {(0, 0, t1, 0) : |t1| ≤ R1}

está contido em Ω′. Faremos a primeira restrição na escolha de c: c ≤ R1, o que nos

permite dizer que (0, 0, c, 0) ∈ K.

Nossa primeira afirmação é: existe d0 > 0 tal que

Q(cτ, a, c) ≥ d0c
3, τ ∈ supp g′0, |a| ≤ R0, c pequeno. (4.37)

A desigualdade (4.37) equivale a dizer que existe d0 > tal que c−3Q(cτ, a, c) = τ 3 − 3τ +

acτ 4 ≥ d0 para todo |a| ≤ R0, τ ∈ [−3/2,−1] ∪ [2, 3] e c pequeno. Iremos justificar no

caso em que −R0 < a < 0 e τ ∈ [2, 3], sendo os demais casos análogos. De (4.31), (4.32),

(4.33) e (4.34), existe δ > 0 tal que para todo 0 < c < δ, vale

r+ < ρ+ < 2 < 3 < r0 < ρ0,∀ −R0 < a < 0.

Como p′(x) > 0 em (r+, r0) e p(ρ+) = 0, temos que p(2) ≤ Q(cτ, a, c) e obtemos o

resultado após uma posśıvel diminuição de δ considerando que p(2) tende a 2 quando c

se aproxima de 0. Passamos a considerar a restrição 0 < c < δ.

Afirmamos agora que

sup
K

∣∣∣∣ ∂u∂x2

∣∣∣∣ = ρe2c3ρ. (4.38)

De fato, para todo t1 ∈ supp g, vale

Q(t1, 0, c) ≥ Q(c, 0, c) = −2c3. (4.39)
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Para verificar (4.39), note que se t1 ∈ supp g, então −3c/2 ≤ t1 ≤ 3c e (4.39) equivale a

0 ≤ t31 − 3c2t1 + 2c3.

Esta última desigualdade é válida em [−3c/2, 2c]: defina f(t) = t3 − 3c2t + 2c3 e note

que f ′(x) = 0 apenas para x = ±c e f ′(x) > 0 se, e somente se, |x| > c. Como c é raiz

de multiplicidade 2 para f , temos f(x) > 0 sempre que x > α, sendo α < 0 a outra raiz

de f . A afirmação fica provada se f(−3c/2) > 0, que é verificado por um cálculo direto.

Além disso, se (x, t) = (x1, x2, t1, t2) ∈ K, temos x1 = x2 = t2 = 0 e∣∣∣∣ ∂u∂x2

(x, t)

∣∣∣∣ = ρg(t1)e−ρQ(t1,0,c).

Como g0(1) = 1 e (0, 0, c, 0) ∈ K, (4.38) segue de (4.39).

Nossa última afirmação que envolve o estudo do polinômio p é:

sup
Ω
|u| ≤ eρ(2c3+O(c4)), (4.40)

sendo que f(c) = O(cl) quando existem M > 0 e δ1 > 0 tais que |f(c)| ≤M |c|l sempre que

|c| < δ1. Para obter (4.40) podemos nos restringir a t1 ∈ supp g, ou seja, −3/2 ≤ t1/c ≤ 3

e |t2| < R0. Além disso, usando (4.36) e escrevendo c−3Q(t1, t2, c) = c−3Q(ct1/c, t2, c),

devemos estudar o mı́nimo de p no intervalo (ρ−, ρ+). Tal mı́nimo, que denotaremos por

−µ ocorre na raiz positiva r+ de p′. Assim,

µ = −r3
+ + 3r+ − acr4

+.

Como −ρQ(t1, t2, c) ≤ ρc3µ, é suficiente mostrarmos que µ = 2 + O(c). Segue de (4.33)

que

µ = 3 (1 + φ+(ac))− (1 + φ+(ac))3 − ac (1 + φ+(ac))4

= 2 +Q1(φ(ac))− ac− acQ2(φ(ac)),

sendo Q1 e Q2 dois polinômios que se anulam em 0. O resultado segue pois φ+ é anaĺıtica

e também se anula na origem.
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Note agora que como LjZk = 0 para j, k = 1, 2, segue que

L1u(x, t) = g′(t1)eiZ(x,t)·ξ e (4.41)

L2u(x, t) = 0. (4.42)

Fixado s ≥ 4, vamos supor 1 < σ ≤ 4. De (4.41) e (4.42), conclúımos que u|Ω′ ∈ C1(Ω′)

e pelo Lema 4.12, fixado h > 0 (que explicitaremos abaixo), existe C > 0 tal que vale

(4.28). Dessa forma, usando (4.28), (4.38), (4.40) e (4.42) obtemos

ρ ≤ C
[
eρd1c

4

+ e−2c3ρ ‖L1u‖s,h
]

(4.43)

para alguma constante d1 > 0. Iremos estimar agora o termo ‖L1u‖s,h. Escrevemos

β = (β1, β2) e γ = (γ1, γ2) e observe que se β2 6= 0, então Lβ∂γxL1u = 0. Por outro lado,

se β2 = 0, então

(
Lβ∂γxL1u

)
(x, t) = (iξ)γ c−β1−1g

(β1+1)
0 (t1/c) e

iZ(x,t)·ξ

e as estimativas serão feitas para (x, t) ∈ A =̇ B0×supp g′× [−R0, R0]. Segue das escolhas

de ξ = ρ(c2, 1) e g0 que existe C1 > 0 tal que

∣∣Lβ∂γxL1u(x, t)
∣∣ ≤ ρ|γ|c2γ1−β1−1Cβ1+1

1 (β1 + 1)!σe−ρQ(t1,t2,c). (4.44)

Escrevemos t1 = ct1/c e usamos (4.37) e (4.44) para obter

∣∣Lβ∂γxL1u(x, t)
∣∣ ≤ ρ|γ|c2γ1−β1−1Cβ1+1

1 (β1 + 1)!σe−ρd0c
3

, (x, t) ∈ A. (4.45)

Escolhemos agora ρ = 1/c4 e denotamos λ = 1/c. Dessa forma, após um reajuste de C1,

temos que (4.45) é reescrito como

∣∣Lβ∂γxL1u(x, t)
∣∣ ≤ Cβ1+1

1 β1!σλ4|γ|+|β|+1e−d0λ, (x, t) ∈ A. (4.46)

Usamos lim
t−→+∞

te−
d0
3
t
4 = 0 para estimar o termo λ4|γ|e−

d0
3
λ e concluir que existe C2 > 0

tal que

λ4|γ|e−d0λ ≤ C
4|γ|
2 |γ|4|γ| . (4.47)
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Argumentando de modo análogo para os termos λ|β|e−
d0
3
λ e λe−

d0
3
λ, de (4.46) e (4.47)

conclúımos que para algum C3 > 0 vale

∣∣Lβ∂γxL1u(x, t)
∣∣ ≤ C

|β|+|γ|+1
3 β!σ+1γ!4, (x, t) ∈ A. (4.48)

Escolhendo h = C3 e 1 < σ ≤ 3. Observe que

‖L1u‖s,h = sup
(β,γ)∈Z2

+×Z2
+

sup
Ω

∣∣Lβ∂γxL1u
∣∣

h|β|+|γ|β!sγ!s

≤ sup
(β,γ)∈Z2

+×Z2
+

sup
A

C
|β|+|γ|+1
3 β!σ+1γ!4

C
|β|+|γ|
3 β!sγ!s

≤ C3 sup
(β,γ)∈Z2

+×Z2
+

β!σ+1−sγ!4−s

≤ C3.

De (4.43) segue que

λ4 ≤ C
(
ed1 + C3e

−2λ
)
,

o que gera uma contradição quando fazemos λ −→∞. �

Ao contrário do que ocorre no Teorema 4.13, quando consideramos o caso m = 1, toda

distribuição que satisfaz Lju ∈ Gs(Ω) é uma função de classe Gs. Esse é o enunciado do

segundo grande resultado de [8], o qual será tratado com detalhes na próxima seção.

4.4 Estruturas do tipo tubo de co-posto 1

Ao longo desta seção, vamos supor que m = 1. Assim, Φ agora é uma função que

assume valores reais, Φ(0) = 0 e nossos campos (4.5) agora se tornam

Lj =
∂

∂tj
− i∂Φ

∂tj
(t)

∂

∂x
. (4.49)

O ortogonal da nossa estrutura do tipo tubo agora é gerado pelo diferencial de uma única

função:

Z(x, t) = x+ iΦ(t)
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e a hipótese (∗) agora equivale a dizer que Φ é uma aplicação aberta. O caso m = 1

se difere dos demais casos pois podemos fazer uso da Desigualdade de Lojasiewicz

(ver [14]): após uma contração de Θ, podemos supor que existe c ∈ [0, 1) e C > 0 tal que

|φ(t)|c ≤ C |∇Φ(t)| . (4.50)

O expoente de Lojasiewicz é o ı́nfimo dos números c > 0 que satisfazem (4.50) para

alguma constante C > 0 e será denotado por θ. Observe que se ∇Φ 6= 0, então estamos

no caso eĺıptico pela Proposição 4.6 e vale θ = 0. Caso contrário, temos necessariamente

θ ∈ [1/2, 1) e, após uma posśıvel contração de Θ, vale (4.50) para c = θ. Feita tais

considerações, podemos enunciar o

Teorema 4.14 Suponha que m = 1, s ≥ 1 e que L satisfaça a propriedade (∗). Então L é

Gs-hipoeĺıptico, ou seja, se Ω ⊂ R×Θ é aberto, então u ∈ Gs(Ω) sempre que Lju ∈ Gs(Ω)

para todo j = 1, . . . , n.

Demonstração. A demonstração desse teorema será dividida em várias etapas. Pri-

meiro, enunciamos alguns fatos já provados: segue de [2] que o resultado vale quando

s = 1 (caso anaĺıtico) sob a hipótese (∗). Além disso, L também é C∞-hipoeĺıptico nessas

condições (ver [15] ou [1, p. 39]). Dessa forma, o teorema preenche o caso 1 < s <∞.

Vamos assumir que s > 1, considerar u ∈ D′(Ω) tal que Lju ∈ Gs(Ω) para todo

j = 1, . . . , n. Assim, podemos supor que u ∈ C∞(Ω). É suficiente mostrar que fixado

(x0, t0) ∈ Ω, a função u é de classe Gs em vizinhança de (x0, t0). Vamos assumir, sem

perda de generalidade, que (t0, x0) = (0, 0) e, após uma contração de Θ que u ∈ C∞(J×Θ)

e Lju ∈ Gs(J ×Θ), sendo J ⊂ R um intervalo aberto centrado na origem. Nosso objetivo

é verificar que u satisfaz as hipóteses do Corolário 4.8. Nossa hipótese e o Corolário 4.5

já garantem que u ∈ Gs(Ω;L).

Preliminares: Considere o conjunto fechado em Θ

Σ = {t ∈ Θ : ∇Φ(t) = 0}

e defina

F : Θ \ Σ −→ R, F (t) = − ∇Φ(t)

|∇Φ(t)|
.
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Resolvemos o problema de Cauchy{
dαt
dτ

(τ) = F (αt(τ))

αt(0) = t
(4.51)

e consideramos αt solução definida em [0, δ(t)) (sendo δ(t) o extremo maximal superior

de definição do problema (4.51)). Para cada t ∈ Θ \Σ, considere ht = Φ ◦ αt definido em

[0, δ(t)) e observe que

h′t(τ) = − |∇Φ(αt(τ)| ≤ −C−1 |ht(τ)|θ . (4.52)

A primeira desigualdade nos mostra que ht é decrescente, ou seja, Φ decresce ao longo das

trajetórias das curvas αt. Afirmamos que existe M > 0 tal que se σ = (1− θ)−1, então

Φ(αt(τ1))− Φ(αt(τ2)) ≥M(τ2 − τ1)σ,∀ 0 ≤ τ1 ≤ τ2 < δ(t), t ∈ Θ \ Σ. (4.53)

Como o sistema (4.51) é autônomo, segue que

ααt(τ1)(τ2 − τ1) = αt(τ2),

o que nos mostra que é suficiente verificar que

Φ(t)− Φ(αt(τ)) ≥Mτσ,∀ 0 ≤ τ < δ(t), t ∈ Θ \ Σ. (4.54)

Vamos considerar inicialmente que ht(0) ≤ 0. Segue que ht(τ) < 0 para todo 0 < τ < δ(t)

e (4.52) nos mostra que

C−1 ≤ −h′t(τ)

(−ht(τ))θ
.

Observe que
d(−h1−θt )

dτ
=

−h′t
(−ht)θ

. Como 1− θ > 0, integrando de 0 até τ obtemos

C−1τ ≤
[
(−ht(τ))1−θ − (−ht(0))1−θ

]
.

Fixados x > 0 e ρ > 1 como a derivada da função f(y) = (x−y)ρ

xρ−yρ para 0 ≤ x < y e

f(x) = 0 é negativa, temos que (x − y)ρ ≤ xρ − yρ sempre que 0 ≤ y ≤ x. Dessa forma,

obtemos (4.54) para este caso. O caso restante é estudado de maneira análoga (ver [1]).
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Em particular, como Φ é limitada em Θ, segue que sup
t∈Θ\Σ

δ(t) <∞, o que nos mostra que

existe

lim
τ−→δ(t)

αt(τ) =̇ l(t), ∀t ∈ Θ \ Σ. (4.55)

Podemos introduzir agora as curvas γt sobre as quais iremos integrar as funções Lju.

Observe que ou l(t) ∈ ∂Θ ou l(t) ∈ Σ. No primeiro caso, definimos γt = αt. No segundo

caso, pela Desigualdade de Lojasiewicz segue que Φ(l(t)) = 0, e (4.54) nos mostra que

Φ(t) > 0. Por continuidade, podemos encontrar uma bola B contida em Θ e centrada em

l(t) tal que Φ < Φ(t) em B. Pela condição (∗), existe t0 arbitrariamente próximo de l(t)

tal que Φ(t0) < 0. Em suma, encontramos t0 próximo de l(t) de modo que Φ(t0) < 0 e

Φ < Φ(t) no segmento [l(t), t0]. Pela análise feita para t, temos que lt0 ∈ Σ. Neste caso,

definimos γt = αt ∗ [l(t), t0] ∗ αt0 .

Vamos destacar algumas propriedades das nossas curvas γt.

Φ(t)− Φ(s) > 0, s ∈ γt, s 6= t. (4.56)

Para γt = αt, essa desigualdade é imediata de (4.54). Para o caso l(t) ∈ Σ, utilizamos a

validade da mesma para αt e a nossa escolha de t0.

Se C =̇ max {diam(Θ), 1} então |γ′t(s)| ≤ C, ∀t ∈ Θ \ Σ, s ∈ γt. (4.57)

Basta notar que que em |α′t(τ)| ≤ 1, pois αt é solução de (4.51) e em [l(t), t0], temos

|γ′t| ≤ diam(Θ).

A última propriedade segue do fato que F é limitada e cont́ınua em Θ \ Σ, o que nos

garante que se Θ′ ⊂ Θ, o intervalo maximal da solução de (4.54) contém um intervalo do

tipo (−ε, ε) para todo t ∈ Θ′ \ Θ: se denotarmos por t# o ponto final de γt, então existe

d > 0 tal que

Φ(t)− Φ(t#) ≥ d, ∀t ∈ Θ′ \ Σ. (4.58)

Integrando sobre as curvas γt: dada uma função v de classe C∞, vamos escrever

Lv =
n∑
j=1

(Ljv)dtj
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e também
̂(
n∑
j=1

vjdtj

)
=

n∑
j=1

v̂jdtj,

sendo que usaremos v̂ ou Fv para denotar a transformada de Fourier na variável x (quando

a Transformada estiver bem definida). Para todo j = 1, . . . , n, temos

L̂jv = F
(
∂v

∂tj
− i ∂φ

∂tj

∂v

∂x

)
=

∂v̂

∂tj
+ ξ

∂φ

∂tj
v̂.

Multiplicando por eΦ(t)ξ temos

∂

∂tj

(
eΦ(t)ξv̂

)
= eφ(t)ξL̂jv, j = 1, . . . , n,

ou seja,

eΦ(t)ξL̂(v) = dt
(
eξΦ(t)v̂

)
. (4.59)

Observe que podemos trocar o compacto K2 do Corolário 4.8 por Θ′ b Θ e considerar

x0 = 0. Começamos fixando ψ ∈ Gs
0(I) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1 e ψ vale 1 em um intervalo

J1 ⊂ I centrado na origem e considerando ainda χ ∈ Gs
0(J1) que vale 1 em vizinhança da

origem. Utilizamos (4.59) com v = ψu e o Teorema de Stokes para obter

(̂ψu)(ξ, t) = (̂ψu)(ξ, t#)e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))−
∫
γt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s))L̂(ψu)(ξ, s)ds, ∀t ∈ Θ\Σ (4.60)

Denotamos a função Heaviside por H e fazendo convolução na primeira variável, segue de

(4.60) que

χ̂(ξ) ∗
{
H(ξ)(̂ψu)(ξ, t)

}
= χ̂(ξ) ∗

{
H(ξ)(̂ψu)(ξ, t#)e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))

}
−χ̂(ξ) ∗

{
H(ξ)

∫
γt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s))L̂(ψu)(ξ, s)ds

}
.

Usando agora que χψ = χ e escrevendo H(ξ) = (H(ξ)− 1) + 1, obtemos

χ̂(ξ) ∗
{
H(ξ)(̂ψu)(ξ, t)

}
= 2π(̂χu)(ξ, t) + χ̂(ξ) ∗

{
(H(ξ)− 1) (̂ψu)(ξ, t)

}
. (4.61)
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As duas últimas igualdades obtidas e a Regra de Leibniz nos dão

2π(̂χu)(ξ, t) = χ̂(ξ) ∗
{
H(ξ)(̂ψu)(ξ, t#)e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))

}
+ χ̂(ξ) ∗

{
(1−H(ξ)) (̂ψu)(ξ, t)

}
− χ̂(ξ) ∗

{
H(ξ)

∫
γt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s))ψ̂L(u)(ξ, s)ds

}
− χ̂(ξ) ∗

{
H(ξ)

∫
γt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s))ûL(ψ)(ξ, s)ds

}
=̇ F1(ξ, t) + F2(ξ, t) + F3(ξ, t) + F4(ξ, t).

Nosso objetivo agora é conseguir estimar cada um dos termos Fj(ξ, t) para t ∈ Θ′ \ Σ.

Vamos supor inicialmente que ξ > 0.

Estimativa de F1(ξ, t) = χ̂(ξ) ∗
{
H(ξ)(̂ψu)(ξ, t#)e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))

}
:

Primeiro note que

|F1(ξ, t)| ≤
∫ ∣∣∣χ̂(ξ − η)H(η)(̂ψu)(η, t#)e−ηd

∣∣∣ dη
=

∫ ∣∣∣∣χ̂(ξ − η)H(η)

(∫
e−ixξψ(x)u(x, t#)dx

)
e−ηd

∣∣∣∣ dη
≤

(∫ ∣∣χ̂(ξ − η)H(η)e−ηd
∣∣ dη) ‖u‖L∞(Θ,L1(J)) .

Usando que ξ ≤ 2(ξ − η) se 0 ≤ η ≤ ξ/2 e ξ ≤ η caso contrário e escrevendo

ξN |F1(ξ, t)| ≤

(
ξN
∫ ξ/2

0

|χ̂(ξ − η)| e−ηddη + ξN
∫ ∞
ξ/2

|χ̂(ξ − η)| e−ηddη

)
‖u‖L∞(Θ,L1(J)) ,

obtemos

ξN |F1(ξ, t)| ≤{∫ ∞
0

(2 |ξ − η|)N |χ̂(ξ − η)| e−ηddη +

∫ ∞
0

(2η)N |χ̂(ξ − η)| e−ηddη
}
‖u‖L∞(Θ,L1(J)) .

Para a primeira integral do lado direito da desigualdade, usamos a Observação 2.10 que

nos fornece A > 0 tal que

|ξ|N |χ̂(ξ)| ≤ AN+1N !s.
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Para a segunda integral, um cálculo do máximo global em [0,∞) da função f(x) =

(2x)Ne−dx nos mostra que

(2η)Ne−dη ≤
(

2N

ed

)N
,∀η ≥ 0.

Conclúımos assim que existe A1 > 0 tal que

ξN |F1(ξ, t)| ≤ AN+1
1 N !s ‖u‖L∞(Θ,L1(J)) , ∀ t ∈ Θ′ \ Σ, ξ > 0. (4.62)

Estimativa de F2(ξ, t) = χ̂(ξ) ∗
{

(1−H(ξ)) (̂ψu)(ξ, t)
}

:

Observe que

|F2(ξ, t)| ≤
∫ ∣∣∣χ̂(ξ − η) (1−H(η)) (̂ψu)(η, t)

∣∣∣ dη
≤

∫ 0

−∞
|χ̂(ξ − η)| dη ‖u‖L∞(Θ,L1(J)) .

Novamente da Observação 2.10 temos que existe B > 0 tal que

(1 + |ξ|)N+2 |χ̂(ξ)| ≤ BN+1N !s.

Como η < 0 nos dá ξn ≤ (ξ − η)N para ξ > 0, temos

ξN |F2(ξ, t)| ≤
∫ 0

−∞
(1 + |ξ − η|)N |χ̂(ξ − η)| dη ‖u‖L∞(Θ,L1(J))

≤ BN+1N !s
∫
R

1

(1 + |η|)2dη ‖u‖L∞(Θ,L1(J)) ,

ou seja, existe A2 > 0 tal que

ξN |F2(ξ, t)| ≤ AN+1
2 N !s ‖u‖L∞(Θ,L1(J)) , ∀ t ∈ Θ′ \ Σ, ξ > 0. (4.63)

Estimativa de F3(ξ, t) = −χ̂(ξ) ∗
{
H(ξ)

∫
γt
e−ξ(Φ(t)−Φ(s))ψ̂L(u)(ξ, s)ds

}
:

Se escrevermos

R(ξ, t) =

∫
γt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s))ψ̂L(u)(ξ, s)ds,
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então

|F3(ξ, t)| ≤
∫ ∞

0

|χ̂(ξ − η)| |R(η, t)| dη.

Defina fj = (ψLju) para cada j = 1, . . . , n e f =
n∑
j=1

fjdtj. Temos por hipótese que cada

fj ∈ Gs(J × Θ) tem suporte compacto na variável x. Usando os mesmos argumentos do

Lema 2.8, da Proposição 2.9 e da Observação 2.10, existe C ′ > 0 tal que

ξN
∣∣∣f̂j(ξ, t)∣∣∣ ≤ C ′N+1N !s, ∀t ∈ Θ′.

Usamos agora (4.56), (4.57) e o fato de δ(t) ser limitado quando t ∈ Θ para concluir que

existe A3 > 0 tal que

ξN |R(ξ, t)| ≤ AN+1
3 N !s, ∀t ∈ Θ′ \ Σ. (4.64)

Assim como fizemos para estimar F1, podemos concluir que

ξN |F3(ξ, t)| ≤ 2N
∫ ξ/2

0

|ξ − η|N |χ̂(ξ − η)| |R(η, t)| dη + 2N
∫ ∞
ξ/2

ηN |χ̂(ξ − η)| |R(η, t)| dη.

Para a primeira integral do lado direito, utilizamos (4.64) com N = 0 e a escolha de B na

estimativa de F2. Já para a segunda integral, utilizamos novamente (4.64) e conclúımos

que existe A4 > 0 tal que

ξN |F3(ξ, t)| ≤ AN+1
4 N !s ‖u‖L∞(Θ,L1(J)) , ∀ t ∈ Θ′ \ Σ, ξ > 0. (4.65)

Estimativa de F4(ξ, t) = −χ̂(ξ) ∗
{
H(ξ)

∫
γt
e−ξ(Φ(t)−Φ(s))ûL(ψ)(ξ, s)ds

}
:

Note que como ψ não depende de t, e estamos fazendo a Transformada de Fourier

apenas na variável x, então

ûL(ψ) = −i
n∑
j=1

∂φ

∂tj
(̂ψ′u)dtj = −i(̂ψ′u)dtΦ.

Assim, podemos reescrever

F4(ξ, t) = i

∫ ∞
0

∫
γt

(∫
J

χ̂(ξ − η)e−η(Φ(t)−Φ(s))−iηyu(y, s)ψ′(y)dy

)
dtΦ(s)dsdη.
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Defina, para (η, τ, y) ∈ X =̇ (0,+∞)× [0, δ(t)]× J ,

H(η, τ, y) = χ̂(ξ − η)e−η(Φ(t)−Φ(γt(τ)))−iηyu(y, γt(τ))ψ′(y)∇Φ(γt(τ)) · γ′t(τ),

sendo que ξ e t são vistos como parâmetros. Segue que

F4(ξ, t) =

∫ ∞
0

∫ δ(t)

0

∫
J

H(η, τ, y)dydτdη.

Não é dif́ıcil ver que H ∈ L1(X). Assim, se definirmos Hε(η, τ, y) = H(η, τ, y)e−εη
2
,

podemos usar o Teorema da Convergência Dominada para obter

F4(ξ, t) = i lim
ε−→0

∫ ∞
0

Fε(η)dη, (4.66)

sendo

Fε(η) =

∫ δ(t)

0

∫
J

χ̂(ξ − η)e−η(Φ(t)−Φ(γt(τ)))−iηy−εη2u(y, γt(τ))ψ′(y)∇Φ(γt(τ)) · γ′t(τ)dydτ.

Observe que todas as funções envolvidas na expressão de Fε que dependem de η admitem

uma extensão holomorfa em C. Podemos aplicar o Teorema da Convergência Dominada

e derivar sob o sinal de integração para considerar uma extensão holomorfa de Fε na

variável complexa η = x1 + ix2. A vantagem de termos introduzido o termo −εη2 é que

agora podemos deslocar o caminho de integração na variável η: se

α±R(t) = R + i
tR

2
, t ∈ [0, 1],

então

lim
R−→∞

∫
α±R(t)

Fε(z)dz = 0, ∀ ε > 0.

Isso nos permite fazer a integral (4.66) sobre os caminhos α+(η) = η+ iη
2

e α−(η) = η− iη
2

para η > 0. Observe ainda que como ψ vale 1 em vizinhança de 0, a integral na variável

y é feita para |y| ≥ δ, sendo δ > 0. Assim, temos

F4(ξ, t) = i lim
ε−→0

∫ ∞
0

Fε

((
1± i

2

)
η

)
dη. (4.67)
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A escolha do sinal no limite acima depende do sinal de y. Escrevemos J+ = J ∩ (0,+∞)

e J− = J ∩ (−∞, 0) e a integral em J é dada pela somas das integrais em J+ e J−. Em

J+ realizamos a mudança η −→
(
1− i

2

)
η e em J− realizamos η −→

(
1 + i

2

)
η. Observe

que nos dois casos podemos escrever η −→
(

1− iy
2|y|

)
η. A parte real do expoente de

Fε

((
1− iy

2|y|

)
η
)

é dada por

η(φ(t)− φ(s))− η |y|2

2 |y|
− 3ε

4
≤ −ηδ

2
.

Consequentemente, obtemos que existe constante A5 > 0 tal que

ξN |F4(ξ, t)| ≤ A5

{
ξN max

ω=± 1
2

∫ ∞
0

|χ̂(ξ − η + iωη)| e−δη/2dη

}
‖u‖L∞(Θ,L1(J)) . (4.68)

Agora recordamos o Teorema de Paley-Wiener-Schwartz para funções de classe Gs (ver

[17]):

Seja K ⊂ Rn um compacto e φ uma função inteira em Cn. Então φ é a Transformada

de Fourier de uma função ϕ ∈ Gs
0(Rn) com suppϕ ⊂ K se, e somente se, existem C, h > 0

tai que

|φ(ζ)| ≤ Ce−h|ζ|
1/s+HK(Im ζ), ζ ∈ Cn,

sendo

HK(η) = sup
x∈K

x · η, η ∈ R.

Se escrevermos J1 = (−a, a), temos a ≤ δ e podemos usar o Teorema de Paley-Wiener-

Schwartz para K = [−a, a] e χ. Neste caso, existem C, h > 0 tais que

|χ̂(ξ + iη)| ≤ Ce−h|ξ+iη|
1/s+

a|η|
2 , ∀ ξ, η ∈ R. (4.69)

Observe que

ξN
∫ ∞

0

|χ̂(ξ − η + iωη)| e−δη/2dη ≤ 2N
∫ ∞

0

|ξ − η|N |χ̂(ξ − η + iωη)| e−δη/2dη

+ 2N
∫ ∞

0

ηN |χ̂(ξ − η + iωη)| e−δη/2dη
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e vamos majorar as duas integrais do lado direito da desigualdade. Para a primeira,

utilizamos (4.69) e obtemos∫ ∞
0

|ξ − η|N |χ̂(ξ − η + iωη)| e−δη/2dη ≤ C

∫ ∞
0

|ξ − η|N e−h|ξ−η|
1/s

e−δη/4dη

≤ C1 sup
t≥0

{
tNe−ht

1/s
}
.

Se definirmos g(t) = tNe−ht
1/s

para t ≥ 0 temos que o máximo (global) de g ocorre em

t0 =
(
sN
h

)s
. Como f(t0) =

(
sN
eh

)s
segue que existe C2 > 0 tal que∫ ∞

0

|ξ − η|N |χ̂(ξ − η + iωη)| e−δη/2dη ≤ CN+1
2 N !s.

De modo análogo, para a segunda integral temos∫ ∞
0

ηN |χ̂(ξ − η + iωη)| e−δη/2dη ≤
∫ +∞

0

ηNe−h|ξ−η|
1/s

e−µηdη,

com µ = (2δ − a)/4 > 0. Logo,∫ ∞
0

ηN |χ̂(ξ − η + iωη)| e−δη/2dη ≤ sup
t≥0

{
tNe−µt

}∫
R
e−h|η|dη.

Como supt≥0

{
tNe−µt

}
≤
(

N
e(a−2δ)

)N
conclúımos que existe C3 > 0 tal que

∫ ∞
0

ηN |χ̂(ξ − η + iωη)| e−δη/2dη ≤ CN+1
3 N !s.

Com essas informações, conclúımos que existe A6 > 0 tal que

ξN |F4(ξ, t)| ≤ AN+1
4 N !s ‖u‖L∞(Θ,L1(J)) , ∀ t ∈ Θ′ \ Σ, ξ > 0. (4.70)

Para realizar estimativas com ξ < 0, devemos integrar sobre outras curvas γt. Essas novas

curvas são obtidas resolvendo o problema (4.51) trocando a função F por −F . Além disso,

ao invés de trabalharmos com a função Heaviside H(ξ) em (4.61), passamos a trabalhar

com a função 1−H(ξ). Conclúımos que existe A7 > 0 tal que

|ξ|N
∣∣∣(̂χu)(ξ, t)

∣∣∣ ≤ AN+1
7 N !s, ∀ ξ 6= 0, t ∈ Θ′ \ Σ. (4.71)



4.4. ESTRUTURAS DO TIPO TUBO DE CO-POSTO 1 89

Pelas nossas hipóteses sobre Φ, Σ tem interior vazio. Por continuidade podemos trocar

t ∈ Θ′ \ Σ por t ∈ Θ′ em (4.71), terminando a demonstração. �

O próximo resultado garante regularidade de vetores Gevrey. A ideia da demonstração

anterior será usada agora, porém iremos trabalhar com iteradas do operador L. Dessa

forma, faremos algumas considerações iniciais. Considere Ω ⊂ R×Θ um conjunto aberto

e N ∈ Z+. Se E(Ω) é um subespaço de D′(Ω), vamos denotar por E(Ω)(N) o conjunto

dos tensores do tipo (0, N) da forma

f =
n∑

i1,...,iN=1

fi1,...,iNdti1 ⊗ . . .⊗ dtiN , fi1,...,iN ∈ E(Ω). (4.72)

Estaremos mais interessados nos espaços de Banach L∞(Θ, L1(J))(N), sendo J ⊂ R um

intervalo, com a norma

‖f‖L∞(Θ,L1(J)) =
n∑

i1,...,iN=1

‖fi1,...,iN‖L∞(Θ,L1(J)) . (4.73)

Definimos dois operadores lineares

Dt,L : C∞(Ω)(N) −→ C∞(Ω)(N+1)

dados por

Dtf =
n∑
j=1

∂f

∂tj
⊗ dtj =

n∑
i1,...,iN=1

n∑
j=1

∂fi1,...,iN
∂tj

(x, t)dt11 ⊗ . . .⊗ dt1N ⊗ dtj (4.74)

e

Lf =
n∑
j=1

Ljf ⊗ dtj =
n∑

i1,...,iN=1

n∑
j=1

Lj(fi1,...,iN )(x, t)dt11 ⊗ . . .⊗ dt1N ⊗ dtj. (4.75)

Note que (4.74) e (4.75) juntas fornecem

Lf =
n∑
j=1

(
∂f

∂tj
− i∂Φ

∂tj

∂f

∂x

)
⊗ dtj

= Dtf − i
∂f

∂x
⊗DtΦ.
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Podemos ainda definir a integral de tensores da seguinte forma: se

F (t) =
n∑

i1,...,iN=1

fi1,...,iNdti1 ⊗ . . .⊗ dtiN ,

identificamos F com uma 1-forma cujos coeficientes são tensores do tipo (0, N − 1):

F (t) =
n∑
j=1

F{j}dtj,

sendo

F{j} =
n∑

i1,...,iN−1=1

fi1,...,iN−1
dti1 . . .⊗ dtiN−1

e para uma curva γ : [a, b] −→ Θ, definimos

∫
γ

F =̇
n∑

i1,...,iN−1=1

{
n∑
j=1

∫ b

a

fi1,...,iN−1,j(γ(s))γ′j(s)ds

}
.dti1 ⊗ . . .⊗ dtiN−1

.

Assim, se G é um tensor do tipo (0, N − 1) de classe C1 em Θ, então∫
γ

DtG = G(b)−G(a). (4.76)

Assumindo que f ∈ C∞(Θ, C∞0 (R))(N), (4.59) pode ser reescrito como

eξΦ(t)L̂f(ξ, t) = Dt

{
eξφf̂

}
. (4.77)

Utilizaremos as curvas γt definidas na demonstração do Teorema 4.14. Se s ∈ γt, com

t ∈ Θ \ Σ, vamos denotar por γt,s a “porção” de γt que liga o ponto s ao ponto t# ∈ ∂Θ

ainda na parametrização de γt. Observe que se u ∈ C∞(Θ, E ′(J)), então

eξΦ(t#)û(ξ, t#)− eξΦ(t)û(ξ, t) =

∫
s1∈γt

eξΦ(s1)(̂Lu)(ξ, s1),

e portanto

û(ξ, t) = −
∫
s1∈γt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s1))(̂Lu)(ξ, s1) + e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))û(ξ, t#). (4.78)
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Ou seja, quando γt = αt, obtemos

û(ξ, t) = −
n∑
j=1

∫ δ(t)

0

e−ξ[Φ(t)−Φ(γt(τ1))]Lju(ξ, γt(τ1))dτ1 + e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))û(ξ, t#).

Trocando u por Lu no argumento acima, obtemos

(̂Lu)(ξ, s1) = −
∫
s2∈γt,s1

e−ξ(Φ(s1)−Φ(s2))(̂L2u)(ξ, s2) + e−ξ(Φ(s1)−Φ(t#))(̂Lu)(ξ, t#),

concluindo que

û(ξ, t) =

∫
s1∈γt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s1))

∫
s2∈γt,s1

e−ξ(Φ(s1)−Φ(s2))(̂L2u)(ξ, s2)

− e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))

∫
s1∈γt

(̂Lu)(ξ, t#) + e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))û(ξ, t#).

Para entender melhor esta última escrita, observe primeiro que (̂L2u) é uma forma do

tipo (0, 2), e portanto o termo I2(s1) =̇
∫
s2∈γt,s1

e−ξ(Φ(s1)−Φ(s2))(̂L2u)(ξ, s2) é uma forma

do tipo (0, 1). Se ρ1 é o único número em [0, δ(t)) tal que γt(ρ1) = s1 e se denotarmos por

γt,j, j = 1, . . . , n, as coordenadas de γt, então podemos escrever

I2(s1) =
n∑

i1=1

(
n∑

i2=1

∫ δ(t)

ρ1

e−ξ[Φ(γt(ρ1))−Φ(γt(τ2))]Li1Li2u(ξ, γt(τ2))γ′t,i2(τ2)dτ2

)
dti1 .

Consequentemente, o termo∫
s1∈γt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s1))

∫
s2∈γt,s1

e−ξ(Φ(s1)−Φ(s2))(̂L2u)(ξ, s2)

pode ser escrito como

n∑
i1,i2=1

∫ δ(t)

0

e−ξ[Φ(t)−Φ(γt(τ1)]

[∫ δ(t)

τ1

e−ξ[Φ(γt(τ1))−Φ(γt(τ2))]Li1Li2u(ξ, γt(τ2))γ′t,i2(τ2)dτ2

]
γ′t,i1(τ1)dτ1,

enquanto que o termo

e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))

∫
s1∈γt

(̂Lu)(ξ, t#)
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fica simplesmente

e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))

n∑
j=1

L̂ju(ξ, t#)

∫ δ(t)

0

γ′t,j(τ)dτ.

De modo geral, podemos obter

û(ξ, t) = KN(LNu)+e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))

{
û(ξ, t#) +

N−1∑
k=1

(−1)k
∫
s1∈γt

. . .

∫
sk∈γt,sk−1

L̂ku(ξ, t#)

}
,

(4.79)

sendo

KN(g) = (−1)N
∫
s1∈γt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s1)) . . .

∫
sN∈γt,sN−1

e−ξ(Φ(sN−1)−Φ(sN ))ĝ(ξ, sN).

De modo análogo ao que fizemos para o caso N = 2, quando γt = αt, o termo KN(LNu)

é dado por

(−1)N
n∑

i1,...,iN=1

∫ δ(t)

0

e−ξ[Φ(t)−Φ(γt(τ1))]

∫ δ(t)

τ1

e−ξ[Φ(γt(τ1))−Φ(γt(τ2))] . . .

∫ δ(t)

τN−1

e−ξ[Φ(γt(τN−1)−Φ(γt(τN ))]

Li1 · . . . · LiNu(γt(τN))γ′t,iN (τN) . . . γ′t,i1(τ1)dτN . . . dτ1.

Lema 4.15 Usando as mesmas notações do Teorema (4.14), defina

RN(η, t) =

∫ δ(t)

0

e−ητ
σ
1

∫ δ(t)

τ1

e−cη(τ2−τ1)σ . . .

∫ δ(t)

τN−1

e−cη(τN−τN−1)σdτN . . . dτ1

para cada N inteiro positivo. Então existe C1 > 0 que não depende de N e que satisfaz

RN(η, t) ≤ CN
1

N !
, η > 0, t ∈ Θ \ Σ (4.80)

e

ηN/σRN(η, t) ≤ CN
1 . (4.81)

Demonstração. Como δ(t) é limitado em Θ \Σ, a desigualdade (4.80) fica demonstrada

se mostrarmos que ∫ δ(t)

0

∫ δ(t)

τ1

. . .

∫ δ(t)

τN−1

dτN . . . dτ1 =
δ(t)N

N !
,
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já que e−cη(τj−τj−1)σ ≤ 1 se τj−1 ≤ τj e η ≥ 0. Para cada k ∈ Z+ considere

fk(x) =

∫ δ(t)

x

k∑
j=0

(−1)jyjδ(t)k−j

j!(k − j)!
dy

e

gk(x) =
k+1∑
j=0

(−1)jxjδ(t)k+1−j

j!(k + 1− j)!
.

Observe que

g′k(x) =
k+1∑
j=1

j(−1)jxj−1δ(t)k+1−j

j!(k + 1− j)!

= −
k∑
j=0

(−1)jxjδ(t)k−j

j!(k − j)!
= f ′k(x).

Como

gk(δ(t)) =
δ(t)k+1

(k + 1)!

k+1∑
j=0

(
k + 1

j

)
(−1)j = 0.,

obtemos g(x) = fk(x). Assim,∫ δ(t)

0

∫ δ(t)

τ1

. . .

∫ δ(t)

τN−1

dτN . . . dτ1 =

∫ δ(t)

0

∫ δ(t)

τ1

. . .

∫ δ(t)

τN−2

(δ(t)− τN−1) dτN−1 . . . dτ1
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Um argumento de indução nos mostra que

∫ δ(t)

0

∫ δ(t)

τ1

. . .

∫ δ(t)

τN−1

dτN . . . dτ1 =

∫ δ(t)

0

N−1∑
j=0

(−1)jτ j1δ(t)
N−1−j

j!(N − 1− j)!
dτ1

=
N−1∑
j=0

(−1)jτ j+1
1 δ(t)N−1−j

(j + 1)!(N − 1− j)!

∣∣∣∣∣
τ1=δ(t)

τ1=0

=
N∑
j=1

(−1)j−1τ j1δ(t)
N−j

j!(N − j)!

∣∣∣∣∣
τ1=δ(t)

τ1=0

=
δ(t)N

N !
− δ(t)N

N !

N∑
j=0

(
N

j

)
(−1)j

=
δ(t)N

N !

Considere agora a mudança de variável sN = (τN − τN−1)(cη)1/σ. Então

ηN/σRN(η, t) ≤ c−1/ση(N−1)/σ

∫ δ(t)

0

e−ητ
σ
1 . . .

∫ δ(t)

τN−2

e−cη(τN−1−τN−2)σ
∫ ∞

0

e−sNdsN .

Repetindo o mesmo argumento para as demais integrais, obtemos (4.81). �

Podemos então enunciar e demonstrar o último grande resultado sobre regularidade de

vetores Gevrey de [8].

Teorema 4.16 Se s ≥ 1 e Ω = J×V , sendo J ⊂ R e Θ ⊂ Rn abertos, então Gs(Ω;L) ⊂
Gs′(Ω), com s′ = s/(1− θ), sendo θ o expoente de Lojasiewicz de Φ.

Demonstração. Podemos supor θ > 0, uma vez que o caso θ = 0 em que o operador é

eĺıptico já foi resolvido. Vamos considerar ainda Θ′ b Θ outra bola centrada na origem

para utilizar o Corolário 4.8 (mas ainda denotaremos a bola por Θ por simplicidade).

Assim como no Teorema 4.14, vamos supor que J é um intervalo centrado na origem de

R e considerar u ∈ D′(J × Θ) tal que Lαu ∈ L∞(Θ, L1(J)) para todo α ∈ Zn+. Assim

como na Observação 4.11, obtemos que u ∈ C∞(Θ,D′(J)). Seja χ ∈ Gτ
0(J), com τ > 1 a

ser escolhido, que vale 1 em vizinhança da origem e ψ ∈ Gτ
0(J), 0 ≤ ψ ≤ 1 que vale 1 em

suppχ. Dessa forma, ψχ = χ. De (4.79), para cada N ∈ N podemos escrever

(̂ψu)(ξ, t) = KN(LN(ψu))+ (4.82)
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+e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))

{
(̂ψu)(ξ, t#) +

N−1∑
k=1

(−1)k
∫
s1∈γt

. . .

∫
sk∈γt,sk−1

L̂k(ψu)(ξ, t#)

}
.

Assim, se H denota a função Heaviside e se fizermos convolução na variável ξ, obtemos

χ̂(ξ) ∗
{
H(ξ)(̂ψu)(ξ, t)

}
= χ̂(ξ) ∗

{
H(ξ)KN(LN(ψu))(ξ, t)

}
+

χ̂(ξ) ∗

{
e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))H(ξ)

[
(̂ψu)(ξ, t#) +

N−1∑
k=1

(−1)k
∫
s1∈γt

. . .

∫
sk∈γt,sk−1

L̂(ψu)(ξ, t#)

]}
.

Se escrevermos LN(ψu) = ψLu+ uN (lembre que Lj satisfaz a Regra de Leibniz) e

χ̂(ξ) ∗
{
H(ξ)(̂ψu)(ξ, t)

}
= 2πχ̂u(ξ, t) + χ̂(ξ) ∗

{
(H(ξ)− 1)(̂ψu)(ξ, t)

}
,

então para todo t ∈ Θ \ Σ obtemos

2π(̂χu)(ξ, t) = χ̂(ξ) ∗
{

(1−H(ξ))(̂ψu)(ξ, t)
}

+ (4.83)

+χ̂(ξ)∗

{
e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))H(ξ)

[
(̂ψu)(ξ, t#) +

N−1∑
k=1

(−1)k
∫
s1∈γt

. . .

∫
sk∈γt,sk−1

L̂(ψu)(ξ, t#)

]}
+

+χ̂(ξ) ∗
{
H(ξ)KN(ψLN(u))(ξ, t)

}
+ χ̂(ξ) ∗ {H(ξ)KN(uN)(ξ, t)} =̇

=̇ F1(ξ, t) + F2,N(ξ, t) + F3,N(ξ, t) + F4,N(ξ, t).

Assim como Teorema 4.14, vamos estimar cada um dos termos separadamente. O termo

F1 já foi estimado em (4.63), ou seja, existe A1 > 0 tal que

ξN |F1(ξ, t)| ≤ AN+1
1 N !τ ‖u‖L∞(Θ,L1(J) , ξ > 0, t ∈ Θ \ Σ. (4.84)

Estimativa de F2,N(ξ, t) :

χ̂(ξ) ∗

{
e−ξ(Φ(t)−Φ(t#))H(ξ)

[
(̂ψu)(ξ, t#) +

N−1∑
k=1

(−1)k
∫
s1∈γt

. . .

∫
sk∈γt,sk−1

L̂k(ψu)(ξ, t#)

]}
.
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Como
∣∣∣L̂k(ψu)(ξ, t)

∣∣∣ ≤ ∥∥Lk(ψu)(·, t)
∥∥
L1(J)

, utilizamos o que foi demonstrado no Lema

4.15 para concluir que (quando γt = αt)∣∣∣∣∣(̂ψu)(ξ, t#) +
N−1∑
k=1

(−1)k
∫
s1∈γt

. . .

∫
sk∈γt,sk−1

L̂(ψu)(ξ, t#)

∣∣∣∣∣ ≤
N−1∑
j=0

Cj
1

j!

∥∥Lj(ψu)
∥∥
L∞(Θ,L1(J))

.

Segue que

F2,N(ξ, t) ≤
(∫ ∣∣χ̂(ξ − η)H(η)e−dη

∣∣ dη)N−1∑
j=0

Cj
1

j!

∥∥Lj(ψu)
∥∥
L∞(Θ,L1(J))

.

Com o mesmo argumento usado para obter (4.62), conclúımos que existe A2 > 0 tal que

para todo ξ > 0 e todo t ∈ Θ \ Σ, vale

ξN |F2,N(ξ, t)| ≤ AN+1
2 N !τ

N−1∑
j=0

1

j!

n∑
i1,...,ij=1

∥∥Li1 · . . . · Lij(ψu)
∥∥
L∞(Θ,L1(J))

= AN+1
2 N !τ

∑
|α|≤N−1

1

|α|
‖Lα(ψu)‖L∞(Θ,L1(J))

≤ AN+1
2 N !τ

∑
|α|≤N−1

∑
β+γ=α

1

β!γ!

∥∥Lβ (ψ)Lγ (u)
∥∥
L∞(Θ,L1(J))

Da nossa escolha de ψ, após redefinirmos A2, obtemos

ξN |F2,N(ξ, t)| ≤ AN+1
2 N !2τ−1

∑
|α|≤N−1

∑
γ≤α

1

γ!
‖Lγ (u)‖L∞(Θ,L1(J)) .

Observe que a soma do lado direito da última desigualdade ainda percorre todos os multi-

ı́ndices γ ∈ Zn+ tais que |γ| ≤ N − 1, porém os termos podem aparecer repetidas vezes.

Apenas o termo γ = 0 aparece em cada uma das somas
∑

γ≤α
1
γ!
‖Lγ (u)‖L∞(Θ,L1(J)). Assim

se M0 é a quantidade de multi-́ındices em Zn+ de módulo no máximo N − 1, então

ξN |F2,N(ξ, t)| ≤ AN+1
2 N !2τ−1

∑
|α|≤N−1

M0

α!
‖Lα (u)‖L∞(Θ,L1(J)) .
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Dessa forma, redefinindo A2, obtemos

ξN |F2,N(ξ, t)| ≤ AN+1
2 N !2τ−1

∑
|α|≤N−1

1

α!
‖Lα (u)‖L∞(Θ,L1(J)) . (4.85)

O argumento para a estimativa quando γt 6= αt é o mesmo que utilizaremos para a

estimativa de F3N .

Estimativa de F4,N(ξ, t) = χ̂(ξ) ∗ {H(ξ)KN(uN)(ξ, t)}: Vamos denotar

uN =
n∑

i1,...,iN=1

gi1,...,iN (x, t)dti1 ⊗ . . .⊗ dtiN .

Como LN(ψu) = ψLu+ uN , temos que cada gi1,...,iN (x, t) é um produto da forma

(
Li1 · . . . · Lijψ

) (
Lij+1

· . . . · LNu
)
, 1 ≤ j ≤ N.

Em particular, cada gi1,...,iN (x, t) contém um fator que é uma derivada de ordem j ≥ 1 de

ψ. Com a notação introduzida, quando γt = αt, obtemos

KN(uN)(ξ, t) =

(−1)N
n∑

i1,...,iN=1

∫ δ(t)

0

. . .

∫ δ(t)

τN−1

e−ξ[Φ(t)−Φ(γt(τN ))]ĝi1,...,iN (ξ, γt(τN))γ′t,i1(τ1) . . . γ′t,iN (τN)dτN . . . dτ1.

Dessa forma, se escrevermos

GN(η, y, τ1, . . . , τN) =
n∑

i1,...,iN=1

e−η[Φ(t)−Φ(γt(τN ))]−iηygi1,...,iN (y, γt(τN))γ′t,i1(τ1) . . . γ′t,iN (τN),

temos

F4,N(ξ, t) =

∫ ∞
0

∫ δ(t)

0

. . .

∫ δ(t)

τN−1

∫
J

GN(η, y, τ1, . . . , τN)dτN . . . dτ1dη.

E de modo análogo ao que fizemos em (4.66), com aux́ılio do Lema 4.15, podemos escrever

F4,N(ξ, t) = lim
ε−→0+

∫ ∞
0

∫ δ(t)

0

. . .

∫ δ(t)

τN−1

∫
J

GN(η, y, τ1, . . . , τN)e−εη
2

dτN . . . dτ1dη.
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Assim como fizemos para obter (4.68) e (4.70), e utilizando também (4.80), obtemos que

existe D > 0 tal que

ξN |F4,N(ξ, t)| ≤ DN+1N !τ−1 ‖uN‖L∞(Θ,L1(J)) .

Como

‖uN‖L∞(Θ,L1(J)) =
∥∥LN(ψu)− ψ

∥∥
L∞(Θ,L1(J))

=
n∑

i1,...,iN=1

‖Li1 · . . . · LiN (ψu)− ψLi1 . . . LiNu‖L∞(Θ,L1(J))

=
∑
|α|=N

N !

α!
‖Lα(ψu)− ψLαu‖L∞(Θ,L1(J))

≤ nN
∑
|α|=N

N∑
β+γ=α
γ 6=α

α!

β!γ!

∥∥LβψLγu∥∥
L∞(Θ,L1(J))

,

podemos concluir que existe A4 > 0 tal que

ξN |F4,N(ξ, t)| ≤ AN+1
4 N !2τ−1

∑
|γ|≤N−1

1

γ!
‖Lγu‖L∞(Θ,L1(J)) , ξ > 0, t ∈ Θ \Σ, N ∈ N, (4.86)

sendo que a estimativa para o caso γt 6= αt também segue de modo análogo ao que faremos

no póximo caso.

Estimativa de F3,N(ξ, t) = χ̂(ξ) ∗
{
H(ξ)KN(ψLN(u))(ξ, t)

}
:

Observe que

|F3,N(ξ, t)| ≤
∫ ∞

0

|χ̂(ξ − η)|
∣∣KN(ψLNu)(η, t)

∣∣ dη.
Assumiremos primeiro que γt = αt. Usando as notações do Lema 4.15 e (4.53), segue que

∣∣KN(ψLNu)(η, t)
∣∣ ≤ RN(η, t)

∥∥LNu∥∥
L∞(Θ,L1(J))

.

Assim, usando os mesmos argumentos realizados para obter (4.62), conclúımos que

ξN/σ |F3,N(ξ, t)| ≤
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2N/σ
∫ ξ/2

0

(ξ − η)N/σ |χ̂(ξ − η)|RN(η, t)dη
∥∥LNu∥∥

L∞(Θ,L1(J))
+

+2N/σ
∫ ∞
ξ/2

ηN/σ |χ̂(ξ − η)|RN(η, t)dη
∥∥LNu∥∥

L∞(Θ,L1(J))
≤

2N/σ
{
δ(t)

N !

∫ ∞
−∞
|η|N/σ |χ̂(η)| dη +

∫ ∞
ξ/2

ηN/σ |χ̂(ξ − η)|RN(η, t)dη

}∥∥LNu∥∥
L∞(Θ,L1(J))

.

De (4.69) obtemos que para algumas constantes C2 e h positivas vale

|η|N/σ |χ̂(η)| ≤ C2 sup
w>0

{
wN/σe−hw

1/τ
}
e−h|η|

1/τ

≤
(
τN

hσ

)τN/σ
e−h|η|

1/τ

,

de onde podemos concluir que∫ ∞
−∞
|η|N/σ |χ̂(η)| dη ≤ C2

(
τN

hσ

)τN/σ ∫ ∞
−∞

e−h|η|
1/τ

dη.

Se escolhermos 1 < τ ≤ σ = 1
1−θ , então

(
τN

hσ

)τN/σ
≤
(
C−τ/σ

)N
NNτ/σ ≤MN

1 N !,

sendo M1 > 0 constante que não depende de N . Já de (4.81), conclúımos que existe

M2 > 0 tal que ∫ ∞
ξ/2

ηN/σ |χ̂(ξ − η)|RN(η, t)dη ≤MN+1
2 .

Ou seja, no caso em que γt = αt, existe A3 > 0 tal que

ξN(1−θ) |F3,N(ξ, t)| ≤ AN+1
3

∥∥LNu∥∥
L∞(Θ,L1(J))

, t ∈ Θ \ Σ, ξ > 0. (4.87)

É importante notar que tal A3 não depende de t ∈ Θ \ Σ. Suponha agora que γt =

αt ∗ [l(t), t0] ∗ αt0 . Se s ∈ γt, então

γt,s =


αt,s ∗ [l(t), t0] ∗ αt0 , se s ∈ αt;

[s, t0] ∗ αt0 , se s ∈ [l(t), t0];

αt0,s, se s ∈ αt0 .
(4.88)
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Note que podemos escrever

KN(uN)(ξ, t) =

(−1)N
∫
s1∈αt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s1)) . . .

∫
sN∈γt,sN−1

e−ξ(Φ(sN−1)−Φ(sN )) ̂(ψLNu)(ξ, sN)+

+(−1)N
∫
s1∈[l(t),t0]

e−ξ(Φ(t)−Φ(s1)) . . .

∫
sN∈γt,sN−1

e−ξ(Φ(sN−1)−Φ(sN )) ̂(ψLNu)(ξ, sN)+

+(−1)N
∫
s1∈αt0

e−ξ(Φ(t)−Φ(s1)) . . .

∫
sN∈γt,sN−1

e−ξ(Φ(sN−1)−Φ(sN )) ̂(ψLNu)(ξ, sN).

Denote por Q1(ξ, t) a última parcela da soma do lado direito da igualdade e vamos escrever

A ∼ B quando A−B = O(|l(t)− t0|). Como

(−1)N
∫
s1∈[l(t),t0]

e−ξ(Φ(t)−Φ(s1)) . . .

∫
sN∈γt,sN−1

e−ξ(Φ(sN−1)−Φ(sN )) ̂(ψLNu)(ξ, sN) = O(|l(t)−t0|),

segue que

KN(LN(uN)) ∼ Q1(ξ, t)+

+(−1)N
∫
s1∈αt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s1)) . . .

∫
sN∈γt,sN−1

e−ξ(Φ(sN−1)−Φ(sN )) ̂(ψLNu)(ξ, sN).

Quando s1 ∈ αt, usamos a decomposição dada em (4.88) para escrever γt,s1 = αt,s1 ∗
[l(t), t0] ∗ αt0 e conclúımos que se

Q2(ξ, t) =

(−1)N
∫
s1∈αt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s1))

∫
s2∈αt0,s1

e−ξ(Φ(s1)−Φ(s2)) . . .

∫
sN∈γt,sN−1

e−ξ(Φ(sN−1)−Φ(sN )) ̂(ψLNu)(ξ, sN),

então

KN(LN(uN)) ∼ Q1(ξ, t) +Q2(ξ, t)+

+(−1)N
∫
s1∈αt

e−ξ(Φ(t)−Φ(s1))

∫
s2∈αt,s1

e−ξ(Φ(s1)−Φ(s2)) . . .

∫
sN∈γt,sN−1

e−ξ(Φ(sN−1)−Φ(sN )) ̂(ψLNu)(ξ, sN).

Definindo Qj(ξ, t) para j até N de maneira análoga ao que fizemos para Q1 e Q2, con-

clúımos que

KN(ψLNu) ∼ Q1(ξ, t) + . . .+QN(ξ, t).

Afirmamos que, aumentando A3 se necessário, vale

ξN(1−θ) |[χ̂ ∗ (H(·)Qj(·, t))] (ξ, t)| ≤ AN+1
3

∥∥LNu∥∥
L∞(Θ,L1(J))

, j = 1, . . . , N (4.89)
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e a constante A3 não depende da escolha que fizemos de t0. De fato, para j = 1 segue do

fato de A3 não depender de t ∈ Θ \ Σ, enquanto que se fixarmos 1 < j ≤ N , temos

ξN(1−θ) |[χ ∗ (H(·)Qj(·, t))] (ξ, t)| ≤
∫ ∞

0

|χ̂(ξ − η)| |Qj(η, t)| dη

≤
∫ ∞

0

|χ̂(ξ − η)|Rj(η, t)RN−j(η, t)dη
∥∥LNu∥∥

L∞(Θ,L1(J))
,

sendo que usamos e−η(Φ(sj)−Φ(sj+1)) ≤ e−η(Φ(t0)−Φ(sj+1)) quando j = 1, . . . , N − 1. Para

concluir que vale (4.89) basta utilizar as desigualdades

Rj(η, t)RN−j(η, t) ≤
Cj

1

j!

CN−j
1

(N − j)!
≤ (2C1)N

N !
e

ηN/σRj(η, t)RN−j(η, t) ≤ CN
1 .

Conclúımos que

ξN(1−θ) ∣∣χ̂ ∗ {[H(·)
(
KN(LN(uN))−Q1(·, t) + . . .+QN(·, t)

)]}
(ξ, t)

∣∣ = O(|l(t)− t0|).

Portanto, fazendo t0 −→ l(t), segue de (4.89) que (4.87) vale de modo geral. Com

estimativas análogas para ξ < 0, de (4.84), (4.85), (4.86) e (4.87), temos que existe A > 0

tal que ∣∣∣(̂χu)(ξ, t)
∣∣∣ ≤ (4.90)

AN+1

 1

|ξ|N(1−θ)

∑
|α|=N

‖Lαu‖L∞(Θ,L1(J)) +
N !2τ−1

|ξ|N
∑

|γ|≤N−1

1

γ!
‖Lγu‖L∞(Θ,L1(J))

 ,

para t ∈ Θ′, N ∈ N, ξ 6= 0 e 1 < τ ≤ 1
1−θ . Supondo que

‖Lαu‖L∞(Θ,L1(J)) ≤ C |α|+1α!s,



102 CAPÍTULO 4. VETORES GEVREY EM ESTRUTURAS DO TIPO TUBO

obtemos

∣∣∣(̂χu)(ξ, t)
∣∣∣ ≤ AN+1

 1

|ξ|N(1−θ)

∑
|α|=N

C |α|+1α!s +
N !2τ−1

|ξ|N
∑

|γ|≤N−1

C |γ|+1γ!s−1


≤ A′N+1

{
N !s

|ξ|N(1−θ) +
N !s+2τ−2

|ξ|N

}
.

Se escolhermos τ também satisfazendo

τ − 1 ≤ s′ − s
2

=
sθ

2(1− θ)
,

então

s+ 2τ − 2 ≤ s′

e conclúımos que

∣∣∣(̂χu)(ξ, t)
∣∣∣ ≤ A′N+1

{(
N s′

|ξ|

)N(1−θ)

+

(
N s′

|ξ|

)N}
. (4.91)

Mostraremos agora que desta última desigualdade podemos obter B1 > 0 tal que

∣∣∣(̂χu)(ξ, t)
∣∣∣ ≤ BN+1

1

(
N s′

|ξ|

)N
, N ∈ N, t ∈ Θ′, (4.92)

o que termina a nossa demonstração. Como existe B > 0 tal que
∣∣∣(̂χu)(ξ, t)

∣∣∣ ≤ B para

todo ξ 6= 0 e t ∈ Θ′, (4.92) é satisfeito sempre que Ns′

|ξ| > 1. Suponha então que Ns′

|ξ| ≤ 1.

Afirmamos que para todo N, p ∈ N, vale

∣∣∣(̂χu)(ξ, t)
∣∣∣ ≤ 2A′N+p+1

{
(N + p)s

′

|ξ|

}(N+p)(1−θ)

.

De fato, se (N+p)s
′

|ξ| ≤ 1 basta usar (4.91). Caso contrário, usamos novamente (4.91) e

N s′

|ξ|
≤ 1 <

(N + p)s
′

|ξ|
.
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Logo,

∣∣∣(̂χu)(ξ, t)
∣∣∣ ≤ 2A′N+p+1

(
N + p

N

)s′(N+p)(1−θ)(
N s′

|ξ|

)(N+p)(1−θ)

, ∀N, p ∈ N.

Se considerarmos p tal que

N
θ

1− θ
≤ p <

θ

1− θ
N + 1,

então

N ≤ (N + p)(1− θ) e
N + p

N
<

θ

1− θ
+ 2

e obtemos(
N + p

N

)s′(N+p)(1−θ)(
N s′

|ξ|

)(N+p)(1−θ)

≤
(

2 +
θ

1− θ

)s′(N+1−θ)(
N s′

|ξ|

)N
.

Considerando A′ > 1, obtemos finalmente que

∣∣∣(̂χu)(ξ, t)
∣∣∣ ≤ 2A

N+ θN
1−θ+2

1

(
2 +

θ

1− θ

)s′(N+1−θ)(
N s′

|ξ|

)N
,

o que mostra (4.92). �

4.5 Aplicações para sistemas semilineares

A última seção deste trabalho traz algumas aplicações dos teoremas demonstrados na

Seção 4.4. Iremos considerar sistemas semilineares assosciados aos campos Lj. Começamos

com o

Teorema 4.17 Assuma que L satisfaça a hipótese (∗) e considere os campos

L′j =̇ Lj + gj(x, t, ζ)
∂

∂ζ
, j = 1, . . . , n,

sendo que cada função gj é anaĺıtica para (x, t) em vizinhança da origem e inteira holo-

morfa em ζ ∈ C. Suponha que os campos Lj comutam entre si. Se u é uma função de
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classe C1 definida em vizinhança da origem de RM ×Θ que satisfaz

Lju(x, t) = gj(x, t, u(x, t)), j = 1, . . . , n,

então u é real anaĺıtica em vizinhança da origem.

Demonstração. Vamos assumir que u(0, 0) = 0. Considere H uma solução do problema{
L′jH = 0, j = 1, . . . , n

H(x, 0, ζ) = ζ
,

a qual é uma função holomorfa definida em vizinhança da origem de Cm+n+1 (veja [3,

p. 110]). Defina

v(x, t) = H(x, t, u(x, t))

e vamos escrever

u = A+ iB e H(x, t, ζ) = H1 + iH2.

Se denotarmos a variável complexa ζ = η1 + iη2, então segue que{
∂H1

∂η1
= ∂H2

∂η2
∂H1

∂η2
= −∂H2

∂η1
.

(4.93)

Utilizando a regra da cadeia, obtemos

Ljv(x, t) = (LjH) (x, t, u(x, t)) +
∂H

∂η1

(x, t, u(x, t))
∂A

∂tj
(x, t)+

+
∂H

∂η2

(x, t, u(x, t))
∂B

∂tj
(x, t)−i

m∑
k=1

∂φk
∂tj

(t)

(
∂H

∂η1

(x, t, u(x, t))
∂A

∂xk
(x, t) +

∂H

∂η2

(x, t, u(x, t))
∂B

∂xk
(x, t)

)
e utlizando a nossa hipótese sobre u e (4.93), obtemos

Ljv(x, t) = (LjH) (x, t, u(x, t)) +
∂H

∂ζ
(x, t, u(x, t))gj(x, t, u(x, t))

= (LjH) (x, t, u(x, t)) = 0.

Segue do Teorema 4.14 que v é uma função anaĺıtica em vizinhança da origem. Defina

agora

F (x, t, ζ, w) = H(x, t, ζ)− w
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para (x, t, ζ) em vizinhança de 0 de Cm+n+1 e w ∈ C. Observe que

F (0, 0, 0, 0) = 0 e
∂F

∂ζ
(0, 0, 0, 0) 6= 0.

Pelo teorema da função impĺıcita existe uma função homolorfa G definida em vizinhança

U da origem de Cm+n+1 tal que para cada (x, t, w) ∈ U , G(x, t, w) é o único valor tal que

F (x, t, G(x, t, w), w) = 0, ou seja,

H(x, t, G(x, t, w)) = w.

Assim,

u(x, t) = G(x, t, v(x, t))

em vizinhança da origem e o resultado fica demonstrado. �

Antes de enunciar o próximo resultado, vamos demonstrar um lema auxiliar.

Lema 4.18 Fixados s ≥ 1, n ∈ N e c > 0, defina

mp =
cp!s

(p+ 1)n+1
, p ∈ Z+.

Então existe c > 0 tal que

∑
β≤α

(
α

β

)
m|β|m|α−β| ≤ m|α|, ∀α ∈ Zn+. (4.94)

Demonstração. Podemos reescrever (4.94) como

∑
β≤α

(
α

β

)(
|α|
|β|

)−s
(|α|+ 1)n+1

(|β|+ 1)n+1 (|α− β|+ 1)n+1 ≤ c−1, ∀α ∈ Zn+.

Logo, é suficiente mostrarmos que a soma

Sα =
∑
β≤α

(|α|+ 1)n+1

(|β|+ 1)n+1 (|α− β|+ 1)n+1 (4.95)
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é limitada para α ∈ Zn+ tal que |α| ≥ 2. Observe que se |α| = 2k, com k ≥ 1, então

Sα ≤ 2
∑
β≤α
|β|≤k

(|α|+ 1)n+1

(|β|+ 1)n+1 (|α− β|+ 1)n+1 ,

enquanto que se |α| = 2k + 1, com k ≥ 1, então

Sα ≤ 2
∑
β≤α
|β|≤k

(|α|+ 1)n+1

(|β|+ 1)n+1 (|α− β|+ 1)n+1 +
∑
β≤α
|β|=k

(|α|+ 1)n+1

(|β|+ 1)n+1 (|α− β|+ 1)n+1 .

Como o número de multi-́ındices β ∈ Zn+ tal que |β| = k é
(
k+n−1
n−1

)
(ver [17, p. 11]), segue

que

∑
β≤α
|β|=k

(|α|+ 1)n+1

(|β|+ 1)n+1 (|α− β|+ 1)n+1 = 2n+1
∑
β≤α
|β|=k

1

(k + 2)n+1

≤ 2n+1 (k + n− 1)!

(n− 1)!k!

1

(k + 2)n+1
,

o que nos permite concluir que tal parcela é limitada em α. Como

|α|+ 1

(|β|+ 1) (|α− β|+ 1)
=

1

|β|+ 1

(
1 +

|β|
|α| − |β|+ 1

)
e |β|
|α|−|β|+1

≤ 1 se |β| ≤ k (tanto para |α| = 2k quanto para |α| = 2k + 1), obtemos o

resutado, uma vez que

∞∑
β1=1

. . .

∞∑
βn=1

1

(β1 + . . .+ βn + 1)n+1 <∞.

�

Considere mp como no Lema 4.18 com c > 0 de modo que vale (4.94). Se definirmos

Mp = mp/ε
p−1, então ∑

β+γ=α

α!

β!γ!
M|β|M|γ| ≤ εM|α|, ∀ε > 0. (4.96)
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Destacaremos duas propriedades de Mp. A primeira segue de

1

(1 + p)s

(
p+ 2

p+ 1

)n+1

≤ 2 · 2n+1,∀p ∈ Z+,

que garante mp ≤ 2n+2mp+1, e portanto

Mp ≤ 2n+2εMp+1,∀p ∈ Z+. (4.97)

A segunda é:

Ap+1p!s ≤Mp/2, p ≥ 2, 0 < ε ≤ ε0. (4.98)

Para verificar que isso é posśıvel, note primeiro que (4.98) equivale a

εp−1 ≤ A−p−1c

2(p+ 1)n+1
.

Assim, para um número finito de inteiros p, isso é posśıvel para ε0 suficientemente pequeno.

Basta garantir agora que (4.98) seja válido qualquer que seja p ≥ p0, para algum p0 ∈ N.

Outro jeito de escrever a desigualdade (4.98) é

Aε ≤


[

(cA−2)
1/(n+1)

21/(n+1)(p+ 1)

]1/(p−1)

n+1

.

Como

lim
p−→∞

[
(cA−2)

1/(n+1)

21/(n+1)(p+ 1)

]1/(p−1)

= 1,

basta considerarmos ε0 tal que Aε0 < 1.

Iremos trabalhar agora com séries formais. Dadas f, g ∈ R[[X1, . . . , Xn]] vamos escre-

ver f � g quando f (α)(0) ≤ g(α)(0) para todo α ∈ Zn+. Definimos T ∈ R[[X1, . . . , Xn]]

por

T(X) =
∑
|α|>0

Mα

α!
Xα, X ∈ Rn.
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Note que

T(X)2 =
∑
|α|>1

 ∑
β+γ=α
β,γ 6=0

M|β|M|γ|
β!γ!

Xα.

Segue de (4.96) que

T(X)2 � εT(X).

De modo geral, obtemos

T(X)p � εp−1T(X), p ≥ 1. (4.99)

Defina agora, para ρ > 0 tal que ερA < 1,

tρ(X) =
∑
p>0

ρpApT(X)p ∈ R[[X1, . . . , Xn]].

Segue de (4.99) que

(∂αtρ) (0) =
∑
p>0

ρpAp (∂α (T(X))p) (0)

≤
∑
p>0

ρpApεp−1(∂T)(0)

=
ρA

1− εAρ
∂αT(0).

Com essas notações introduzidas, podemos demonstrar a

Proposição 4.19 Suponha que Ω ⊂ RN é um aberto e que Z1, . . . , Zn são campos reais-

anaĺıticos definidos em Ω e que comutam entre si. Seja u ∈ C1(Ω) que satisfaz o seguinte

sistema semilinear

(Zju)(x) = fj(x, u(x)), x ∈ Ω, j = 1, . . . , n,

sendo que as funções fj(x, ζ) são de classe Gs na variável x ∈ Ω assumindo valores no

espaço das funções inteiras na variável ζ ∈ C. Então Zαu ∈ C1(Ω) para todo α ∈ Zn+.

Além disso, dado um compacto K ⊂ Ω, existe C = C(K) > 0 tal que

‖Zαu‖L∞(K) ≤ C |α|+1|α|!s. (4.100)
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Demonstração. Considere inicialmente K ⊂ Ω um compacto. Usando limitações

|∂αx f(x, ζ)| ≤ C |α|+1α!s

para x e ζ em certos compactos, dos mesmos argumentos utilizados na Proposição 2.2 e

na Proposição 4.4 segue que existe A = A(K) > 0 tal que

∥∥Zα∂pζfj(x, ζ)
∥∥
L∞(K×u(K))

≤ A|α|+p+1|α|!sp!, α ∈ Zn+, p ∈ Z+, 1 ≤ j ≤ n. (4.101)

Defina

M = max

{
1,

1

c
sup
K
|u|, 2n+1 supK |Zju|

c
,
3n+1 supK |ZjZku|

c2!s
j, k = 1, . . . n

}
.

Mostraremos por indução sobre |α| que Zαu é de casse C1 para todo α ∈ Zn+ e que

sup
K
|Zαu| ≤MM|α|, α ∈ Zn+, (4.102)

para algum 0 < ε ≤ 1 (lembre que M|α| depende de ε > 0). A nossa hipótese garante que

u ∈ C1(Ω) e como u satisfaz o sistema semilinear, também temos que Zju ∈ C1(Ω) para

todo j = 1, . . . , n. Além disso, a nossa escolha de M nos mostra que (4.102) é válido se

α = 0. Como MM1 = Mcε−12−n−1, nossa escolha de M nos garante que (4.102) vale

para todo 0 < ε ≤ 1, e podemos concluir também para o caso |α| = 2. Vamos admitir

que (4.102) vale para |α| = k e mostrar para |α| = k + 1, com k ≥ 2. Como os campos

Zj comutam entre si, vamos supor que an > 0 e definir β = α − en. Recordamos aqui a

fórmula de Faà di Bruno:

∂ηxφ(ω(x)) =
∑

Cη
q,γφ

(q)(w)∂γ1x w(x) . . . ∂γqx w(x),

sendo a soma sobre os multi-́ındices γ1, . . . , γq tai que |γj| > 0 e γ1 + . . . + γq = η

e as constantes Cη
q,γ são universais. Escrevemos então Zαu = Zβfn(x, u) e obtemos

Zαu(x) = (Zβfn)(x, u(x)) +H(x), com

H(x) =
∑

06=β̃≤β

(
β

β̃

) ∑
γ1+...+γq=β̃
|γj |>0

C β̃
q,γ

(
∂qζZ

β−β̃fn

)
(x, u(x))Zγ1u(x) . . . Zγqu(x).
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Segue que Zαu ∈ C1(Ω) e usando (4.98) e (4.101), obtemos

∥∥Zβfn(·, u)
∥∥
L∞(K)

≤
MM|α|

2
, se 0 < ε ≤ ε0.

Usando novamente (4.98) e a nossa hipótese de indução, conclúımos que

sup
K
|H(x)| ≤

∑
06=β̃≤β

(
β

β̃

)
A|β̃−β|+1|β − β̃|!s

∑
γ1+...+γq=β̃
|γj |>0

C β̃
q,γA

qq!M qM|γ1| . . .M|γq |

=
∑

06=β̃≤β

(
β

β̃

)
A|β̃−β|+1|β − β̃|!s

∑
γ1+...+γq=β̃
|γj |>0

C β̃
q,γA

qq!M q(∂γ1T)(0) . . . (∂γnT)(0).

Usando que as constantes C β̃
q,γ são universais, segue que

sup
K
|H(x)| ≤

∑
06=β̃≤β

(
β

β̃

)
A|β̃−β|+1|β − β̃|!s

(
∂β̃tM

)
(0)

≤ AM

1− εAM
∑

0 6=β̃≤β

(
β

β̃

)
A|β−β̃|+1|β − β̃|!sM|β̃|

=
AM

1− εAM

AM|β| + ∑
0 6=β̃≤β
β̃ 6=β

(
β

β̃

)
A|β−β̃|+1|β − β̃|!sM|β̃|

 .

De (4.98) e (4.96) e usando que
(β
β̃

)
≤
(
α
β̃

)
e que

∣∣∣α− β̃∣∣∣ ≥ 2 quando 0 < β̃ < β, obtemos,

para 0 < ε ≤ ε0,

sup
K
|H(x)| ≤ AM

1− εAM

AM|β| + ∑
06=β̃≤β
β̃ 6=β

(
α

β̃

)m|α−β̃|m|β̃|
2ε|α|−2


≤ AM

1− εAM
(
AM|β| + εM|α|/2

)
≤ AM

1− εAM
(
2n+1εM|α| + εM|α|/2

)
= εAM

(
2n+1 + 1/2

1− εAM

)
M|α|.
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Assim, escolhemos ε (dependendo deK) suficientemente pequeno para obter supK |H(x)| ≤
MM|α|/2. �

Juntando os Teorema 4.10, Teorema 4.16 e a Proposição 4.19, podemos enunciar o

Corolário 4.20 Suponha que L satisfaz a propriedade (∗) e que u seja uma função de

classe C1 em vizinhança da origem de Rm ×Θ que satisfaz o sistema

(Lju)(x, t) = gj(x, t, u(x, t)),

sendo que cada gj é uma função de classe Gs, s ≥ 1 para (x, t) em vizinhança da origem

de Rm × Θ que assume valores no espaço das funções inteiras holomorfas na variável

ζ ∈ C. Então

1. para s = 1, u é uma função anaĺıtica em vizinhança da origem;

2. Para s > 1 e m = 1, u é uma função Gevrey de ordem s/(1− θ) em vizinhança da

origem.



Apêndice A

Espaços Vetoriais Topológicos

A.1 Principais definições

Nesta parte do trabalho daremos algumas definições e enunciaremos alguns teoremas

sobre os espaços vetoriais topológicos, os quais serão úteis ao longo do trabalho. Não

forneceremos as respectivas demonstrações, as quais podem ser encontradas em [18].

Definição A.1 Seja E um espaço vetorial sobre C. Dizemos que E é um espaço vetorial

topológico (EVT) se existe uma topologia τ em E tal que a soma em E

+ : E × E −→ E

e o produto por escalar

+ : E × C −→ E

são funções cont́ınuas quando consideramos a topologia produto nos conjuntos E × E e

E × C, sendo que C está munido com a topologia usual.

Em um EVT E, a continuidade da soma nos mostra que se B é uma base para as vizi-

nhanças de 0, então para todo x ∈ E, a famı́lia formada por B + x,B ∈ B é uma base

para as vizinhanças de x. Dessa forma, na maioria das vezes é suficiente apenas dar uma

famı́lia B de subconjuntos de E que contém o 0 e que satisfaz determinadas propriedades

para que E admita uma estrutura de EVT, na qual B é uma base de vizinhanças da

origem. Para mais detalhes de quais propriedades B deve satisfazer, ver [18, p. 21].

Uma das principais maneiras de se obter um ETV é utilizando uma famı́lia de seminormas.

Uma seminorma em um espaço vetorial E é uma função p : E −→ R que satisfaz
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1. p(x) ≥ 0,∀x ∈ E e p(0) = 0;

2. p(x+ y) ≤ p(x) + p(y);

3. p(λx) = |λ|p(x),∀x ∈ E, λ ∈ C.

Observe que se uma seminorma p satisfaz p(x) = 0 se, e somente se, x = 0, então p é

uma norma. Lembremos ainda que um subconjunto C ⊂ E de um espaço vetorial é dito

convexo se x, y ∈ C e 0 ≤ λ ≤ 1 implicar λx + (1− λ)y ∈ C. Uma classe importante de

EVT são os localmente convexos, isto é, os EVT que admitem uma base de vizinhança

de 0 formada por conjuntos convexos. Uma maneira de construir um EVT localmente

convexo é a seguinte:

Dada uma seminorma p em E, definimos a semibola fechada unitária com respeito à

norma p como sendo

Up = {x ∈ E : p(x) ≤ 1} .

Seja {pα}α∈L uma famı́lia de seminormas em um espaço vetorial E. O conjunto

B = {λUpα : λ > 0, α ∈ L} . (1.1)

forma uma base de vizinhanças de 0 em uma topologia de E que define uma estrutura

de EVT em E. Neste caso, dizemos que a famı́lia de seminormas {pα}α∈L define uma

estrutura de EVT em E. Reciprocamente, se E é um EVT localmente convexo, então

existe uma famı́lia de seminormas {pα}α∈L em U tal que (1.1) é uma base de vizinhanças

da origem.

Um resultado notável é que um EVT E é metrizável se, e somente se, admite uma

base enumerável de vizinhanças da origem. Quando E é localmente convexo, podemos

melhorar o resultado exibindo uma métrica em função de seminormas. Neste caso, é

posśıvel obter uma sequência de seminormas {pj}j∈N não decrescente e a métrica é dada

por

d(x, y) =
∞∑
j=1

1

2j
pj(x− y)

1 + pj(x− y)
.

Tanto no caso em que E é localmente convexo quanto no caso em que E é apenas um

EVT, conseguimos métricas invariantes por translação. Isso nos motiva a dar a

Definição A.2 Um espaço de Frechet (ou simplesmente um F -espaço) é um EVT E

metrizável, localmente convexo e completo.
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Assim, se uma sequência de seminormas gera um EVT E, então E é um F -espaço se,

e somente se, E é completo.

Exemplo A.3 Considere Ω ⊂ RN aberto e seja E = C∞(Ω) que admite uma estrutura

natural de espaço vetorial. Vamos dar a E uma estrutura de F -espaço. Para cada K ⊂ Ω

compacto e para m ∈ Z+, considere a seminorma

‖f‖m,K = sup
|α|≤m

sup
x∈K
|∂αf(x)| , f ∈ E. (1.2)

A partir de agora consideramos a estrutura de EVT gerada por essas seminormas em

E. Observe que estamos indexando a faḿilia no conjunto Z+ × L, sendo L formado

por todos os subconjuntos compactos de Ω, o qual claramente não é enumerável. No

entanto é posśıvel exibir uma base enumerável para as vizinhanças de 0 nesta topologia.

Consideramos primeiro uma sequência {Kn} de subconjuntos compactos de Ω tais que

Kn ⊂ intKn+1, E =
∞⋃
n=1

Kn e dado K ⊂ Ω compacto, existe n ∈ N tal que K ⊂ Kn. A

base desejada é formada pelos conjuntos

k−1U‖·‖m,Kn , k,m, n ∈ N.

Não é dif́ıcil ver que uma sequência {fn} ∈ E converge para f ∈ E se, e somente se,

tanto fn quanto suas derivadas de qualquer ordem convergem para f uniformemente sobre

compactos. Assim, se {fn} é uma sequência de Cauchy em E, para cara α ∈ ZN+ , existe

fα tal que ∂αfn converge uniformemente para fα sobre compactos. Em particular f0 ∈ E,

∂αf0 = fα e fn converge para f0 em E. Isso nos mostra que E é um F -espaço.

A.2 O dual topológico de um EVT

Nesta seção E representara um EVT sobre C. Denotaremos por E ′ o seu dual to-

pológico, ou seja, o conjunto dos funcionais lineares f : E −→ C cont́ınuos. Se x′ ∈ E ′ e

x ∈ E, denotaremos por 〈x′, x〉 a ação de x′ em x. Dado um conjunto A ⊂ E, definimos

o seu polar A0 ⊂ E ′ por

A0 =

{
x′ ∈ E ′ : sup

x∈A
|〈x′, x〉| ≤ 1

}
. (1.3)
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Não é difićıl vetificar as seguintes propriedades:

1. Se A ⊂ B, então B0 ⊂ A0;

2. Se ε > 0, então (εA)0 = ε−1A0.

Com a noção de polar de um subconjunto de E é posśıvel introduzir topologias em E ′

que o tornam um EVT. Uma importante topologia é chamada de topologia fraca, na qual

uma sequência de funcionais {x′n} cont́ınuos converge para um funcional x′ cont́ınuo se,

e somente se, 〈x′n, x〉 converge para 〈x′, x〉 em C para cada x ∈ E. Além disso, dizemos

que uma sequência {x′n} ⊂ E ′ é fracamente limitada (ou simplesmente limitada quando

não houver risco de confusão) se o conjunto {x′n} for limitado na topologia fraca - um

subconjunto A ⊂ E de um EVT é limitado se dada vizinhança V de 0, existe c > 0 tal

que V ⊂ cV . Na topologia fraca, uma sequência {x′n} é limitada se, e somente se, dado

x ∈ E, existe c > 0 tal que |〈x′n, x〉| ≤ c, para todo n ∈ N.

Teorema A.4 Seja E um F -espaço. Uma sequência {un} ⊂ E ′ é limitada se, e somente

se, existe A ⊂ E vizinhança de 0 tal que {un} ⊂ A0.

Este resultado segue do Teorema da Limitação Uniforme. Para a demonstração, veja [18,

p. 341,p. 349].



Apêndice B

Um resultado sobre soluções para

sistema homogêneo

Utilizaremos o Teorema 4.1 de [5] nas condições presentes neste trabalho. Ou seja,

nas notações da Proposição 3.25, Ω é um subconjunto aberto de RN que contém 0, e os

campos

Mk =
m∑
l=1

µkl(x, t)
∂

∂xl
, k = 1, . . . , n

satisfazem Mk(Zl) = δkl. Introduzimos então o operador

∆M =
n∑
k=1

M2
k .

No caso de uma estrutura do tipo tubo, temos Mk = ∂
∂xk

e ∆M se torna o Laplaciano na

variável x.

Assim, o Teorema 4.1 de [5] pode ser enunciado da seguinte forma (não precisamos

nos restringir a vizinhança da origem):

Se Ljh = 0 em Ω, existem Ω′ ⊂ Ω aberto que contem 0 e q ∈ Z+ e função f ∈ C1(Ω′) tal

que

Ljf = 0, 1 ≤ j ≤ n e h = ∆q
xf.

Nessa versão que acabamos de enunciar, o mesmo resultado pode ser encontrado em [2,

p.2].
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[11] L. Hörmander. Linear partial differential operators. Grundlehren der mathematischen

Wissenschaften. Springer, 1969.
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