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Resumo

Nesse trabalho estudamos a teoria das classes de Reidemeister para coincidéncias entre duas
secgoes s, f : B — E de um fibrado ¢ : £ — B, tanto o seu tratamento algébrico, por meio
da acdo de Reidemeister, quanto o tratamento geométrico, fornecido pela teoria dos espagos de
recobrimento e classes de conjugacao de levantamentos.

A existéncia de sec¢do em uma fibracao implica na existéncia da sequéncia exata curta nos

grupos fundamentais dos espagos

Jy
l]—— ’7T1(F0, 60) L‘ﬂ'l(E, 60) & 7T1(B, bo) —1 s
\g/
onde Fj denota a fibra sobre o ponto by, que por sua vez permite escrever o grupo 7 (F, eq)
como o produto semidireto 7, (Fo, eg) X 71 (B, by), via o isomorfismo induzido por s ou por f.

Ao colocarmos o problema do ponto fixo para uma aplicacdo g : X — X nesse contexto,
geramos as secgoes s, € sa, dadas por s,(z) = (z,g(z)) e sa(x) = (z, z), e notamos que o nu-
mero de Reidemeister r(/d, g) ndo € refletido pelo nimero de Reidemeister 7(sa, s,), ainda que
as classes de coincidéncia sejam as mesmas. Para que ocorra a igualdade devemos considerar o
nimero de Reidemeister 7(sa, sq; 71 (Fo, €9)), 0 qual introduzimos no capitulo 2.

O exemplo do ponto fixo motivou a consideragdo do problema da coincidéncia entre duas
seccdes arbitrarias s e f de ¢, e mostramos que o nimero de Reidemeister (s, f; 71 (Fp, €0)) €
um limitante para o nimero de classes de coincidéncia entre s e f.

Ao fazermos a interpretacio das classes de Reidemeister para coincidéncias por meio dos
levantamentos das sec¢des com relagdo aos recobrimentos universais, € fundamental exibir le-
vantamentos particulares das sec¢des, o que s foi possivel mediante a construcdo de recobri-
mentos a partir de um subgrupo do grupo fundamental, detalhamos tal constru¢ao no capitulo
1.
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Abstract

In this work we study the theory of Reidemeister coincidence classes for coincidences
between two sections s, f : B — FE of a fiber bundle ¢ : £ — B, both the algebraic treat-
ment by the Reidemeister action and the geometric treatment given by the theory of covering
spaces and conjugacy classes of liftings.

The existence of a section of a fibration implies the existence of a short exact sequence on

the fundamental groups of the spaces

Jy
1 ——m(Fp, ep) i>7T1(E, €o) . m(B,by) —=1,
\Q/
where [} denote the fiber over the point by, which turns out writing the group m(E, ey) as the
semidirect product 7 (Fp, eg) x m1(B, by) via the isomorphism given by s or given by f.

By placing the fixed point problem for a mapping g : X — X in this context we generate
the sections s, and sa given by sy(x) = (x, g(z)) and sa(x) = (x, ), and we noted that the
Reidemeister number r(/d, g) is not reflected by the Reidemeister number 7 (sa, s,4) although
the coincidence classes are the same. And for this equality occurs we must consider the Reide-
meister number 7(sa, S4; 71 (Fo, €9)) which we introduce in the chapter 2.

The fixed point example motivated the consideration of the coincidence problem between
two arbitrary sections s and f of ¢ and we show that the Reidemeister number
r(sa, Sq; m1(Fo, €0)) is a bound for the number of coincidence classes between s and f.

And by making the interpretation of the Reidemeister coincidence classes by the lifting
of the sections with relation of universal covering spaces, its fundamental to show particular
liftings of the sections, which is possible by the construction of covering spaces from a subgroup

of the fundamental group, and we detail that construction in the chapter 1.

il
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CONVENCOES E NOTACOES

Durante este texto, a palavra espaco significara espaco topolégico, a palavra aplicacdo sig-
nificard automaticamente que tal fungdo € continua. Deixamos o termo fungdo apenas para os
casos em que a continuidade ndo for especificada. Se A C X, os simbolos 7,7 : A — X
denotardo as fungdes inclusdo.

Dadas duas fungdes f, g : X — Y, usaremos o simbolo I'( f, g) para denotar o conjunto das
coincidéncias entre f e g, isto é, I'(f,g) = {x € X ; f(z) = g(x)}. Sendo Fiz(h) C X o
conjunto dos pontos fixos de uma fungdo h : X — X, podemos escrever Fiz(h) = I'(Idx, h),
onde o simbolo /dx denota a funcdo identidade em X. As vezes omitiremos o indice X em
Idyx, quando ficar claro em qual espaco estamos considerando a identidade.

Seguindo a notacdo cldssica, m1(X, xy) denotard o grupo fundamental do espagco X com
ponto base x¢, e similarmente 7, (X, x¢) serdo os grupos de homotopia de X. Se ¢ : [ — X
é um laco, com ¢(0) = ¢(1) = xg, o simbolo [p] denota a classe de ¢ no grupo fundamental
de (X, z), sendo o simbolo / usado para denotar o intervalo fechado [0, 1]. A operagdo de
concatenagdo de caminhos serd indicada por “x”, isto é, dados dois caminhos A\, : [ — X

com A(1) = p(0), a concatenag@o A * p é um novo caminho em X, definido por

_ A(2t) se 0
Axpll) = { p(2t—1) se 3

O caminho \™! : T — X € definido como \7!(¢) = A\(1 — ), para todo ¢t € I, deixando
claro que este simbolo ndo indica a fungdo inversa de A, caso esta exista. Por convengdo, ao
dizermos que 5 : I — X é um caminho entre x e y, entdo 3(0) = x e #(1) = y. Fixado um
ponto x € X, sempre que escrevermos T : [ — X este denotard o caminho constante T(t) = z,
paratodot € I.

Sendo p : (X, z) — (Y,y) uma aplicac@o, denotamos por p; : m,(X,z) — m,(Y,y) suas

induzidas nos grupos de homotopia. Precisamente, p; = {(ps)n }nen, Ou seja, p induz em cada



nivel n um homomorfismo 7, (X, z) — m,(Y,y), denotaremos simplesmente (p;); = p;, para
a induzida no grupo fundamental. O elemento neutro [Ty em 71 (X, zo) frequentemente serd
indicado por 1. Dadas duas aplicacdes f,g : X — Y, se H for uma homotopia entre elas,
denotamos H : f = g para indicar isto.

Dados X e Y espagos, o simbolo Y indicaré o espago de todas as aplicacoes f : X — Y,
munido da topologia compactamente gerada, e indicaremos por ev; : X! — X as funcgdes
evaluagdo, para cada i € I, isto é, dado o caminho o € X', define-se ev;(a) = a(i) € X.
Observando que as fungdes ev; sdo continuas, quando Y X é tomado com a topologia compac-
tamente gerada.

Dadas f,g : X — Y e A um subconjunto de X, denotamos por f = g rel A para indicar
que existe uma homotopia entre f e g, relativa ao subconjunto A, chamada homotopia relativa
a A, istoé, existe H: X xI — Y,comH : f = ge H(a,t) = f(a) = g(a), para todo
par (a,t) € A x I. Denotando por 01 = {0, 1} ao bordo do intervalo I, dados dois caminhos
p, Y I — X, escrevemos ¢ = 1 rel 1 para indicar que tais caminhos sdo homotépicos
relativamente a {0, 1}.

Sef: X —-Yeg:Y — Z forem duas aplicagdes, de modo que a composta g o f esteja
definida, iremos denotar na maioria das vezes tal composta simplesmente por gf. Assim, se
A : I — X for um caminho em X, entdo o caminho fo A : [ — Y serd denotado simplesmente
por f(\) ou f\. Desta forma, dado outro caminho p : I — X, teremos fo (Axpu) = f(Axpu) =
fA* fu, por exemplo.

Sendo G um grupo e H um subgrupo de G, denotamos por H < G para indicar que H
¢ um subgrupo normal de GG. A unido disjunta de conjuntos serd denotada por LI. Assim, por
exemplo, se {S,}aca é uma familia disjunta, isto é, S, N Sz = (), para quaisquer dois indices
@, € A, entdo a unido | J,., S, serd indicada por | |, ., Sa-

Sejam ¢ uma categoria e ¢ —— D um morfismo em €. Se ¢ é uma equivaléncia em ¢,
denotaremos C = D. Assim, se € € a categoria dos espagos topoldgico, entdo ¢ € um ho-
meomorfismo e denotamos € = D para indicar que tais espagos (objetos) sdo homeomorfos.
Analogamente denotamos € = D para o isomorfismo, se o contexto for o de R—mddulos ou
grupos.

Sendo ¢ : E — B uma fibragdo, para cada ponto b; € B denotamos F,, = ¢ '(b;) a fibra
sobre b;, ou simplesmente F;. E quando ¢ possui uma secg¢do s, isto €, qs = [dpg, denotamos por

¢ ao isomorfismo 71 (E, e;) = 71 (F;, e;) X w1 (B, b;) induzido pela secgdo s, sendo e; = s(b;).



INTRODUCAO

Sejam ¢ : E — B um fibrado com base B compactae s : B — E uma sec¢do de ¢, isto é,

q o s = Idp, e considere os seguintes problemas:

Problema 1 - Dadas f : X — E ey : X — B aplicacdes tais que ¢ o f = - mas ndo
necessariamente s oy = f, como decidir se existem homotopias H; : f = ' e Hy : v =~/ tais
queI'(sor/, f) =07

O problema em questao pode ser expresso por meio dos seguintes diagramas em (1), em que

o segundo esboga as homotopias permitidas. E note que ['(s o, f) = f~! (s(B))

f E X ft

N N

X

)

Problema 2 - Dada f : B — FE outra seccdo de ¢, como decidir se existe uma homotopia
H: f= f'talque I'(s, f') = (), de forma que f’ ainda seja uma sec¢do de ¢?

Representamos tal problema pelos diagramas dispostos em (2), em que o segundo esboga as
homotopias permitidas. Note que neste caso temos a seguinte simetria I'(s, f) = f~! (s(B)) =
S1((B)).

: E 2)

7N

Aqui Id denota a homotopia constante, isto é, Id(b,t) = b, paratodo ¢t € I de forma que f;

B

€ ainda uma seccao de g em qualquer estdgio ¢t da homotopia H.
Observe que se respondermos o problema 2 para todos os tipos de entrada (f, [dp) e todo

fibrado ¢ : E — B, entdo respondemos também ao problema 1.



De fato, basta tomar a nova fibragdo ¢; : 7 — X = B, restricdo da projecao na primeira
coordenada, em que E7 = {(b,e) € B x E ;v(b) = q(e)} é o pullback de v por q, considerar
fi=dp, f):B— E",v =1Idges; = (Idg,sov): B— E".

Desta forma s; e f; serdo secgdes de ¢, e aindaI'(s1, f1) = {b € B ;(b, f(b)) = (b, sov)} =
['(so7, f), ou seja, responder ao problema 2 representado pelo diagrama em (3) abaixo fornece

uma resposta ao problema 1 associado as aplicagdes f,y e s.

B EY (3)
q1
w—k\\ /
B .

A seguir daremos alguns exemplos tipicos de situagdes que podem ser colocadas, ou redu-

zidas, ao problema 2, mostrado ainda mais sua relevincia em um contexto geral.

Problema do ponto fixo - Dada f : X — X uma aplicagdo, considere o fibradoq : X x X — X

a projecdo na primeira coordenada, e observe que definido as secgdes sa,sf : X — X x X,
sa(x) = (z,x) e sg(x) = (z, f(x)), teremos ['(sa, s5) = {z € X ; (z, f(z)) = (z,2)} =
{r e X; f(x) =z} = Fizx(f).

X il

X x X
\ %
Id
X A

Problema da coincidéncia - Dadas f, g : X — Y duas aplicagdes, considere ¢ : X xY — X a

“)

projecdo na primeira coordenada, e defina as secgdes s¢, s, : X — X xY porss(z) = (x, f(2))
e sy(z) = (x,9(x)). Assim teremos I'(f, ) = T(sf,s,) = 57" (s4(X)) = s, (57(X)) . Ob-
serve que o problema do ponto fixo é um caso particular do problema da coincidéncia, quando
X =Y e g = Idx. Como caso particular do problema da coincidéncia destaca-se ainda o caso
emque X =Y.

X il XxY (5)

N~

Problema da raiz - Sejam f : X — Y uma aplicacdo, yp € Y, ¢: X x Y — X a projecdo na

primeira coordenada, sy, s,, : X — X x Y aplicagdes dadas por ss(x) = (z, f(2)) e sy, (z) =
(x,v0). Note que s¢ e s,, sdo sec¢des de ¢, além disso I'(sy,s,,) = {z € X ; (z, f(z)) =

(,90)} = [ (w0)-

X il X xY (6)
q
k{ /
X—""



Ao definirmos o conceito de classes de coincidéncia, boa parte da teoria ocupa-se em obter
um limitante para o nimero de classes, e consequentemente para o nimero de classes essen-
ciais, mediante a definicdo de um indice, conhecido como nimero de Nielsen. Neste contexto
estudaremos a teoria das classes de coincidéncia de Reidemeister, pois esta fornece um limitante
natural para o nimero de classes de coincidéncia, em funcao das aplicacdes consideradas.

O que pretendemos com este trabalho € tratar sobre a teoria das classes de coincidéncia de
Reidemeister sob este novo ponto de vista, isto €, no contexto do problema 2, abordando a teoria
para coincidéncia entre seccdes s e f de um fibrado g, observamos que neste caso o nimero de
Reidemeister pode ser reduzido ao considerarmos alguns conceitos algébricos proveniente da
fibracdo ¢, da qual as aplicagdes em questdo sao seccgoes.

No capitulo 1 apresentamos os resultados a respeito de fibracdes e espagos de recobrimento
que utilizamos no decorrer do texto. Destacam-se neste capitulo os resultados referentes a
existéncia da sequéncia exata longa de fibrag@o e as sequéncias exatas curtas provenientes da
existéncia de uma secc¢do, o que fornece um isomorfismo entre o grupo fundamental do espago
total com o produto semidireto do grupo induzido pela fibra com o grupo fundamental da base
e os resultados referentes a construcdo de recobrimentos a partir de um subgrupo do grupo
fundamental.

No capitulo 2 introduziremos os conceitos de classes de coincidéncia e classes de Rei-
demeister e apresentamos também algumas propriedades algébricas a respeito das classes de
Reidemeister que fazemos uso durante o texto. Na secdo 2.3 trataremos do problema de coinci-
déncia entre duas sec¢Oes do fibrado trivial e mostraremos como este caso motiva a abordagem
do caso geral, feito na secdo 2.4, em que consideramos o problema de coincidéncia entre duas
sec¢oes de um fibrado arbitrario.

A teoria das classes de Reidemeister, como € encontrada na literatura, € feita na maioria das
vezes sob dois pontos de vista distintos. O primeiro € de forma algébrica, por meio da agao
de Reidemeister, o segundo de forma mais geométrica, que € feito considerando levantamentos
das aplicacdes com relacdo aos recobrimentos universais dos espacos envolvidos. No capitulo
3 faremos a abordagem via espagos de recobrimentos, sendo as secdes 3.1 e 3.2 dedicadas as
contrucdes e resultados adaptados das referéncias citadas, em seguida, na se¢do 3.4, mostramos
como adaptar a teoria para o caso em que as aplicagdes em questdo sao sec¢des de um fibrado

arbitrario.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este capitulo tem por objetivo estabelecer os pré requisitos necessérios para os topicos que
faremos nos capitulos seguintes. Porém ressaltamos que utilizaremos livremente resultados
referentes a topologia geral e topicos basicos de teoria da homotopia, tais como o grupo funda-
mental de um espago topolégico e homotopias relativas, sendo este capitulo destinado a forn-
cecer os resultados sobre fibracdes e espacos de recobrimento. O texto foi adaptado principal-
mente do que € exposto em [19], capitulo 1 e [3] capitulo 6, para a primeira secdo, e por [13] e

[15], capitulos 10 e 2 respectivamente, para a segunda e terceira.

1.1 Fibracoes e Fibrados

Definicao 1.1.1. Sejam E e B espagos. Dizemos que uma aplicagdo p : £ — B possui a
propriedade do levantamento de homotopia (P.L.H.) com respeito ao espago Y quando dadas
f:Y—>FEeF:Y xI— Btaisque F(y,0) = pf(y), para todo y € Y, existir uma aplicagdo
F:Y x I — E de forma que pﬁ(y,t) = F(y,t) e Fv(y, 0) = f(y), para quaisquer y € Y e
tel

Tal situagdo, ou problema de levantamento, para p : £ — B com respeito ao espago Y,
pode ser representado pelo diagrama comutativo abaixo, em que a seta pontilhada simboliza

uma solu¢do F para este problema.

- /,’(
JI I lp (1.1)



CAPITULO 1. PRELIMINARES 7

Definicao 1.1.2. Uma aplicacdo p : £ — B é dita ser uma fibragcdo quando possui a P.L.H. com
respeito a qualquer espago Y. Neste caso, F é dito espaco total, B a base e paracada b € B,
p~1(b) = Fy é chamado fibra sobre b.

Exemplo 1.1.1. A projecdo na primeira coordenada p; : B x F' — B, p1(b,c) = b, é uma

fibracdo. De fato, considere o problema simbolizado pelo diagrama comutativo abaixo,

Y x0—L 3 BxF

_ .
g[ ¢ lpl (1.2)

YXIT>B

sendo Y um espago arbitrério e p;(§(y,0)) = G(y,0). Defina G : Y x I — B x F por
Gly.t) = (G(y,1) 52(y.0)) , sendo G(y, 0) = (G1(y,0). Gy, 0)) . Assim teremos p;oG(y. t) =
1 (G(y.1),92(y,0) = Gly,1), e G(y,0) = (G(,0),32(y.0)) = (p1°3(y,0),32(y,0)) =
(91(y,0), 92(y,0)) = 9(y,0).

Definicdo 1.1.3. Sejap : £ — B uma aplicagio e defina o subconjunto I” = {(e,a) € E x
B’ | p(e) = a(0)}. Uma conexdo para p é uma aplicagdo )\, : I? — E' tal que \,(e, a)(0) = e

e pAy(e, @) = «, para quaisquer (e, ) € IP. Isto é, o diagrama abaixo é comutativo,

IP p2
X/\

D1 EI%B

levo levo
FE—? B

—

(1.3)

~

sendo p(7) = pv, para todo caminho v € E!, ev, é a evaluagio no zero, evp(a) = «(0), e p;

sdo as respectivas projecoes na :—ésima coordenada.

Proposicao 1.1.1. Uma aplicacdo p : E — B é uma fibracdo se, e somente se, possui uma

conexdao \,.
Demonstragdo. Pagina 30 de [19]. U

Definicao 1.1.4. Sejam p : £ — B uma fibracdo e f : X — B uma aplicacdo. Chamamos de
pullback de f por p ao subconjunto £/ = {(z,¢e) € X x E; f(z) =p(e)} C X x E.

Proposicio 1.1.2. Sejam p : E — B uma fibracdo, f : X — B uma aplicacdo e E' o pullback
de f por p. Entdo a restricdo a E' da projecdo na primeira coordenada q, : E/ — X é uma

fibragao.

Demonstragdo. Péagina 37 de [19]. U]
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Definicao 1.1.5. Sejam A e G grupos e o : G — Aut(A) um homomorfismo, em que Aut(A)

denota o grupo dos automorfismos de A. No conjunto A x (G defina a seguinte operagao:

(AXG)x (AxG) — AxG

(1.4)
(@,9) %a (b,h) = (a[alg)()], gh)

e note que com esta operagdo A x G é um grupo, chamado produto semidireto de A por GG, com
respeito a0 homomorfismo «. As vezes omitimos o indice o no simbolo x,, quando este estiver

subentendido no contexto.

Observacdo 1.1.1. Note que se a(g) = Id 4, para todo g € G, entdo a operagdo X, em A X G
torna-se a “multiplicacdo” coordenada a coordenada usual, isto €, neste caso A x1, G € o produto
direto de A por G.

Proposicao 1.1.3. Sejam G um grupo e G, A subgrupos de é, com A < G. Suponha que
G=AGeANG = {e}. Entdo Gé isomorfo ao produto semidireto de A por G.

Demonstragdo. Defina o homomorfismo o : G — Aut(A) por a(g)(a) = gag™', que estd bem
definido em razao da normalidade de A. Defina a fungio ¥V : A x, G — CNJ, U(a,g) = ag, a

qual afirmamos ser um homomorfismo. De fato, sejam (a, g), (b, h) € A X, G, e note que
U ((a,9) ¥a (h,b)) = ¥ (agbg™", gh) = agbg™' gh = agbh = ¥(a, g)¥ (b, h).

Se ¥(g,a) =ga=e,entdo g =a 'ea = g !, portanto a,g € G N A = {e}, e segue que ¥ é
injetor. Claramente W é sobrejetor, pois G = AG , dessa forma G~ Ax,G. ]

B

Definiciio 1.1.6. Seja 1 sy A—2 5 @G
de grupos. Dizemos que tal sequéncia cinde quando existe um homomorfismo (i.e., uma sec¢do
algébrica) v : G — G tal que By = Idg.

> G 1 uma sequéncia exata curta

1 sA—2 a2 q s 1 (1.5)
Y~
v
Corolario 1.1.1. Se a sequéncia exata curta 1 v A2y G ’, G s 1 cinde,

entdo G ¢ isomorfo ao produto semidireto de A por G.

Demonstracdo. Pela exatiddo da sequéncia o homomorfimo « € injetor, e entdo A = Im(«).
Por hipétese existe um homomorfismo v : G — G tal que Sy = Idg, logo v € injetor, e assim
G = Im(7).

Suponha g € Im(a) N Im(y). Entdo g = a(a) e g = y(g), paracertosa € Ae g € G.
Logo

g=7(9) = Bg) =Bv(g) =g9g=Plaa)) =g=g=e=>7g=c¢,



CAPITULO 1. PRELIMINARES 9

pois Im(a) = ker(8). Portanto Im(«) N Im(7y) = {e}.

Dado qualquer § € G, tem-se B9(3(7)) = (), entio 1AG )G = 577 = ¢ =
[v8(G1)] g € ker(B) = Im(c). Por isso podemos encontrar a € A tal que a(a) = [y8(g71)] g,
e entdo § = v(8(3))(a), isto é, G = I'm(~)Im(c). Portanto, da proposicdo (1.1.3), temos

G = Im(v) x Im(«), o que prova o corolario. O

Observacao 1.1.2. Se na situag@o do coroldrio anterior os grupos envolvidos forem abelianos,
entio G = G @ A, poisnestecaso G X A =G @ A.

Teorema 1.1.1. Sejam q : E — B uma fibragdo, by € B e ey € E tais que eq € q~*(by) = Fy,
com E e B conexos por caminhos. Existe uma sequéncia de homomorfismos A = {A, }nen
(chamados homomorfismos conectantes) tais que a sequéncia longa abaixo é exata, sendo 1 :

Fyy — E ainclusdo.

e — 7T2(Fb0,60) L> 7T2(E, 60) L 7T2<B,b()) 7
Az

L—) 7T1(Fb0,60) L> 7T1(E, 60) L 7'('1<B,b0) —_— 7T0(Fbo,€0) —1

Demonstragcdo. Veja a pagina 358 de [13]. [

Corolario 1.1.2. Seja q : E — B uma fibracdo e suponha que exista uma sec¢do s : B — F
(isto é, qs = Idg). Entdo, sendo by € B e ¢y = s(by) € E pontos base e Fy, = ¢! (by), para

cada inteiro n > 2 temos a sequéncia exata curta

0 —— T (Fhy, €0) —— T (E, €0) —2— 1 (B, by) — 0, (1.6)
com,(E, eq) = m,(Fyy, €0) @ mn(B, by). Paran = 1 temos a sequéncia exata curta

1 —— 1 (Fhy, €0) — (B, e9) —%— (B, by) — 1, (1.7)

com 1 (F, e9) = m1(Fy,, e0) X (B, by).

Demonstragdo. O fato de ¢s = Idp implica em g5y = (gs); = Id;, logo gy é sobreje-
tor. Portanto as sequéncias (1.6) e (1.7) sdo exatas curtas. A injetividade de ¢; implica em
Tn(Epys €0) = Im(iy), e pela exatido da sequéncia Im(iy) = ker(¢;), logo Im(iy) é um sub-
grupo normal de 71 (E, eq), e segue do coroldrio (1.1.1) que 71 (E, eg) = w1 (Fy,, €0) X1 (B, bo).

Os isomorfismos 7, (F, eg) = m,(Fy,, e0) @ m,(B, by) seguem pelo fato de que os grupos

7a(+, +) slo abelianos, para todo n > 2. O

Observacao 1.1.3. No caso do coroldrio anterior, podemos explicitar a operagio em 7y (Fp,, €9) X
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m (B, by) induzida pela secc¢do s, que é dada por

([on], [B1]) > ([ewa], [Be]) = ([en][s(BL)][cw2][s(B1 )], [Bu[Be]) - (1.8)

e o isomorfismo ¢, : m(E, eg) — m1(Fp,, €0) X (B, by), também induzido por s, é expresso
por ¢ [a] = ([o][(s o ¢)(a™)], [g(@)]) -

Definicdo 1.1.7. Sejam X um espago com a topologia compactamente gerada' e A C X um
subespago. Dizemos que (X, A) é um par NDR’ quando existem aplicagdes u : X — [ e
h:X x I — X tais que

(i) A=u"10);
(ii)) h(—,0) = Idy;
(iii) h(a,t) = a,paratodot € I ea € A;
(iv) h(z,1) € A, paratodo x € X tal que u(z) < 1.
O par (X, A) é chamado simplesmente por DR se valem (z), (i7), (¢iz) e ao invés de (iv) tivermos
(iv)’ h(z,1) € A, paratodo z € X.

Exemplo 1.1.2. Note que se X é um espaco contritil, entdo o par (X, {z}) é um par NDR,
para qualquer z € X. Em particular (R™, {}) é um par NDR, para qualquer z € R". Mais
geralmente, se X € um CW-complexo®, e A C X um subcomplexo, entdo (X, A) € um par

NDR. Uma demonstragdo para esse fato pode ser encontrada na pagina 58 de [ 14].

Observacdo 1.1.4. Note que se (X, A) é um par NDR, entdo A é um subconjunto fechado
Gs (ou seja, uma unido enumeravel de subconjunos abertos) de X. Também, A é retrato da
vizinhanga U = {z € X ; u(x) < 1}, e portanto é retrato de vizinhanca de X. Sendo assim, se

X é um espaco’ ENR, entdo {X, {x}} é um par NDR, para qualquer x € X.
Proposicao 1.1.4. Se (X, A) é um par NDR, entdo X x 0U A x I é um retrato de X x I.

Demonstracdo. Por (X, A) ser um par NDR, existem as aplicacdes u e h, como na defini¢do
(1.1.7). Assim, definaafungdo R: X x [ — X x 0U A x [ por

(x,1), sex € Aout =0;
R(z,t) =< (h(z,1),t —u(x)), set > u(x)et > 0;
<h <a:, ﬁ) ,0> , seu(z) >teu(r) > 0.

!Consideracdes bésicas a respeito desta topologia podem ser encontradas em [5], a partir da pagina 247, em
que o autor se refere a tais espagos pelo nome de k—espacos (k—spaces). Resultados mais elaborados podem ser
encontradosem [17] e [19].

2Sigla de neighborhood deformation retract.

3Ver secdo 2.7 de [14].

*Veja a pagina 81 de [4].
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Como R € uma aplicacdo bem definida e uma retragcdo, segue o resultado. [

Observacao 1.1.5. A reciproca da proposi¢ado (1.1.4) também é vélida, bem como outras pro-
priedades importantes com relagdo a retratos e extensdes de homotopias para pares NDR, e

consideracdes detalhadas a respeito destes fatos podem ser encontradas em [17].

Definicao 1.1.8. Considerando o problema de levantamento de homotopia simbolizado pelo
diagrama (1.1), por definicdo sabemos que este possui soluc¢do para todo espaco Y sempre que
p for uma fibracdo. Porém, dado um subespaco A C Y podemos nos perguntar quando a

homotopia em questio pode ser estendida, no sentido do diagrama abaixo.

Y><OUA><I—\>{E

j L Jp (1.9)

Y x] — B

E tal situagcdo € chamada de problema de extensdo de homotopia (P.E.H.).

Proposicdo 1.1.5. Seja p : E — B uma fibragdo. Se (Y, A) é um par NDR, entdo o P.E.H.

simbolizado pelo diagrama (1.9) possui solugdo L.
Demonstracdo. Veja a pagina 35 de [19]. [

Corolario 1.1.3. Sejam q : E — B uma fibracdo, by € B, f,s : B — FE seccoes de q
e eg = s(by) # f(bo). Se o par (B,{by}) for um par NDR e Fy = q~(by) for conexo por
caminhos, entdo existe uma aplicacdo ', homotopica a f, que é ainda uma secgdo de q, e

satisfazendo f'(by) = eo.
Demonstracdo. Sejay : I — Fy um caminho entre f(bg) e eg ¢ observe o diagrama abaixo,

Bx0Ubyx - g

T
j L lq (1.10)

BXI#}B

em que (fU7)(b,0) = f(b), (fU~)(bo,t) = ~(t) parat # 0, e I(b,t) = b, para todo
(b,t) € B x I. Em particular f U~(b,1) = v(1) = eo, e note que como ¢f = Idp, o diagrama
acima € comutativo.

Portanto existe a solugdo L, pois ¢ é uma fibragio e o par (B, {b,}) é NDR, com qL = I.
Por conseguinte ¢L(b, 1) = Idg, com L(by, 1) = (fU~) (1) = e, isto é, f' = L(—,1) é uma

nova secc¢do de g com f’(by) = ey. O

Defini¢do 1.1.9. Dados X um espaco com ponto base x, diremos que o par (X, xq) é ndo

degenerado quando o par (X, {x,}) for NDR.
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Observacao 1.1.6. Supondo dadas as aplicagdes f,g : X — Y, com Y conexo por caminhos, e
que o par (X, xo) é ndo degenerado, note que podemos supor xg € I'(f, ¢') = {z € X; f(z) =
g(x)}, para ¢’ alguma homotopia de g.

De fato, como pela proposi¢do (1.1.4) X x 0 U zy x I é um retrato de X x [, considere
v : I — Y um caminho entre g(z¢) e f(xo), defina a aplicagdo (¢ U~v) : X x 0Uxg x [ =Y
por (gU~)(z,0) = g(x) e (gU~)(xo,t) = 7(t) e note que o problema de extensio simbolizado
pelo diagrama abaixo possiu solu¢do H,

X x0Uxgx1 % Y
[
g (1.11)

XxI

sendo H uma homotopia de g, em que Hy = H(—,0) = ge H; = H(—,1) = ¢, com
g'(wo) = H(wo,1) = (g U7)(x0, 1) = v(1) = f(x0), isto & 2o € '(f, ¢').

Veremos na secdo (3.2) que o invariante algébrico que iremos considerar nao depende da
classe de homotopia da aplicagc@o, o que nos permite assumir a existéncia de tal ponto de coin-
cidéncia.

Definicao 1.1.10. Sejam B um espaco conexo e by € B um ponto base. Uma aplicacdo p :

E — B chama-se um fibrado com fibra Fj se satisfaz as seguintes condicoes:
(@) p~'(bo) = Fo;
(ii) p: £ — B é sobrejetora;

(iii) Para cada ponto x € B, existem uma vizinhanca aberta U, de x em B e um homeomor-

fismo Wy, : p~1(U,) — U, x Fyp, tal que o diagrama abaixo torna-se comutativo.

p N U) —2s U, x Fy

(1.12)

Uy —==U,

Exemplo 1.1.3. A proje¢do na primeira coordenada p; : £ x ' — FE € um fibrado, cha-
mado fibrado trivial, com fibra F. Considerando M a faixa de Mdobius, vista como o quociente
I x I/ ~ sendo ~ a relagdo de equivaléncia que identifica os pontos (0,¢) com (1,1 —¢), e
St obtida por meio do quociente I/ ~, considerando que ~ identifica os pontos (0, 0) e (0, 1),

defina p : M — S* por p[s, t] = [s]. Entdo p € um fibrado com fibra I.

Definicao 1.1.11. Um espaco X é dito paracompacto quando toda cobertura aberta de X possui
um refinamento localmente finito. Por exemplo, todo espaco compacto é paracompacto, de

forma que os espacos paracompactos generalizam 0s espacos compactos.
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Teorema 1.1.2. Se p : E — B é um fibrado, cuja base B é um espaco paracompacto, entdo p

€ uma fibragdo.

Demonstragcdo. Veja a secdo 2.7 de [15], corolério 14. [

1.2 Espacos de Recobrimento e Translacoes de Recobrimento

Definicao 1.2.1. Sejam XeX espagos e p : X — X uma aplicacdo. Um subconjunto aberto
U C X éigualmente recoberto por p quando p—' (U) = | ],, S, em que {S; }ica € uma familia
disjunta de subconjuntos abertos de X , com pl|S; : S; — U um homeomorfismo para cada i €
A. Cada S; € dito uma folha sobre U. Quando um subconjunto U € igualmente recoberto por p
dizemos que U é p—admissivel, ou simplesmente admissivel, quando ndo houver ambiguidades

com relacdo a aplicagdo p considerada.

Definicao 1.2.2. Um espago de recobrimento para um espago X, ou simplesmente um recobri-
mento, € um par ()A(i :p), sendo X um espago conexo por caminhos e p : X — X uma aplicacdo,
chamada projecdo de recobrimento, tal que para cada x € X, existe uma vizinhancga aberta U,

de z em X que é igualmente recoberta por p.

Observacao 1.2.1. Note que se ()? :p) € um espaco de recobrimento de X, entdo p : X o X
€ sobrejetora e por isso X serd também um espaco conexo por caminhos. Ainda, p € uma

aplicacao aberta, como mostra [ 3] na pagina 274.

Convencao 1.2.1. As vezes diremos somente que um dado espago X é um recobrimento de X,
quando a projecdo de recobrimento p : X — X estiver clara no contexto, ou sua omissao nao
causar confusdes. Portanto frases como o recobrimento X de X serdo usadas livremente no

decorrer do texto.

Lema 1.2.1. Sejam ()~( ,p) um espaco de recobrimento de X, Y um espaco conexo e f :
(Y,y0) — (X, z0) uma aplicacéo. Fixado Ty na fibra p~'(x), existe no mdximo uma apli-

cacao f : (Y,y0) — (X, &) tal que po f = .
Demonstracdo. Péagina 276 de [13]. [

Definicao 1.2.3. Dados X,Y e Z espagos, e duas aplicagdes ¢ : X — Y,y : Z — Y, um
levantamento de ~y relativamente a ¢ é uma aplicagdao 7 : Z — X de forma que o diagrama
abaixo torna-se comutativo.

X (1.13)

/]

Teorema 1.2.1. Toda projecdo de recobrimento é uma fibragdo.

Z
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Demonstragcdo. Pode ser encontrada na pagina 67 de [15] e também na pagina 277 de [13]. [

Observacao 1.2.2. Em suma, o teorema anterior afirma que, se ()A(/ ,p) é um espago de recobri-
mento de X, Y é um espago qualquer e j, ]7, F' sdo aplicacdes expressas no diagrama (1.14),

taid que F'(y,0) = pf(y), para todo y € Y, entdo a solucdo F existe.

Y x0—1 3 X

]I ﬁ//’ lp (1.14)

YX[T>X

Observe que se o espago Y for conexo, entdo a aplicacao F ¢é tnica, em virtude do lema
(1.2.1). Dizemos neste caso que p possui a propriedade do levantamento tinico de homotopias

(o que ndo € satisfeito no caso de uma fibracao qualquer).

Corolario 1.2.1. Se (X;p) é um espaco de recobrimento de X, todo caminho f : (I,0) —
(X, x0) possui um tinico levantamento ]7 : (1,0) — ()?,io) com relacdo a p, para Ty €

P~ (o).

Observacao 1.2.3. O coroldrio acima traduz-se dizendo que toda projecdo de recobrimento
possui a propriedade do levantamento unico de caminhos, em que a unicidade se refere ao
ponto inicial f(0) do caminho, que uma vez escolhido, faz com que o levantamento f seja o

unico com esta propriedade.

Corolario 1.2.2. Considere (X ;p) espago de recobrimento de X. Sejam xg,x1 € X e f,g :

I — X caminhos entre xy e x1, com Ty na fibra sobre x.

(i) Se F': I x I — X é uma homotopia relativa F : f = g rel 01, entdo existe uma tinica
fungdo continua F - I x I — X tal quepo F = F e ﬁ(0,0) = To.

(i) Se fe g sdo levantamentos de f e g, respectivamente, com f(O) = 2o = §(0), entdo

J?(l) 25(1)€ﬁif%’§r618[.

Demonstragdo.
(i) Segue do teorema anterior e da unicidade do levantamento para Y = [.

(ii) Sendo F' dada pelo ftem i, defina Fy) : I — X por Fy(t) = F(t,0), e note que pela unicidade
do levantamento (para dominio conexo) temos F, = f, pois pFy = fe ﬁO(O) = ﬁ(O, 0) =
To = £(0).

Observe agora que a restrigio F|{0} x I — X, F(0,t), t € I, é um caminho em X.
E se g : I — X é o caminho constante em zg, € fo - I — X o tnico levantamento de
7o tal que To(0) = T, teremos Zy(0) = F(0,0) = %y e pF(0,t) = F(0,t) = x, pois
F:f=grel{0,1}.Isto é F|{0} x I = T, portanto F|{0} x I é o caminho constante em
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%o. De forma semelhante, considere o caminho F {1} x [ em X, e note que este é o caminho
constante em f(1).

Defina Fy : I — X por Fy(t) = F(t, 1), e observe que pfi(t) = pF(t,1) = F(t,1) = g(t),
paratodo t € I, e F1(0) = F(0,1) = Z, portanto F; = §, pela unicidade do levantamento.

Assim segue que §(1) = Fy(1) = F(1,1) = f(1)e F : f =~ grel {0,1}. O
A partir daqui usaremos notacdes e terminologias fixadas no apéndice A.

Proposicao 1.2.1. Sejam (X :p) um espago de recobrimento de X. Para cada xy € X, a fibra
Y = p~Yxg) é um 7y (X, xo)—conjunto transitivo. Ainda, para Ty € Y, o estabilizador de T é

o0 subgrupo pym (5(, §0> .

Demonstrag¢do. Basta definir a acdo Y x m(X, x9) — Y por (7, [a]) — az(1) (que estd bem
definida gracas ao coroldrio (1.2.2)), de forma que az : [ — X denota o dnico levantamento
de o comecando no ponto . E para ver que esta acdo € transitiva, fixe 7, € Y etome x € Y
qualquer. Tomando X um caminho entre 7; e Z, temos [p(\)] € m(X, zo), com (%1, [p()]) —
1) =7

Provaremos agora que (X, o)z, = pﬁm(f( ,Tp). Supondo [a] € 7 (X, x¢)z,, entdo
Zla] = Ty = agz,(1), logo [dz,] € m(X,Z). Como [o] = [pds,] € pym(X,T,), temos
(X, 20)z, C puﬂl()?,fo)-

Por outro lado, supondo [a] = [pd;], para algum [&;] € (X, %), entdo necessariamente

a; = Qsz,, consequentemente & (1) = az, (1) = Ty, isto é, [a] € m1 (X, 20)z,- O

Teorema 1.2.2. Sejam Y um espago conexo e localmente conexo por caminhos, | : (Y, yo) —
(X, xo) uma aplicagdo e (X ;p) um espaco de recobrimento de X. Entdo existe uma tinica
aplicacio [ : (Y,y0) — (X, %), sendo &y € p~'xy, levantamento de f se, e somente se,
fs (m(Yo0))  pymi (X, Fo)-

Demonstracdo. Assumindo que fexista, a unicidade segue da conexidade de Y. E verifica-se
facilmente a condigdo fymi (Y, yo) = ps o fﬁm(Y, Yo)  pymy ()~(, Zp).

Supondo agora que f;m1(Y, o) C pymy (X, o), vamos construir o levantamento .

Fixe y € Y e seja ¢ : [ — Y um caminho entre y, e y. Denotando por A a composicdo f,
seja A : I — X o tinico levantamento de ) tal que X(O) = 7. Defina entédo f(y) = X(l), e note

que desta forma teremos p o f(y) = pX(l) = fo(1) = f(y), para cada y fixado inicialmente.

(1.15)

Afirmamos que festé bem definida. De fato, considere ¢, : [ — Y outro caminho entre

e y. Entdo [p x 7' € m (Y, v0), € filo * 1] = [f(p x o11)] € m(X, 20), ainda, como (pela
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hipétese) [f(¢ * o7 )] = filp * o] € fim (Y, y0) € pymi (X, Zo), existe [¢] € m (X, To) tal
que [f(p* o1 )] = (V). o o

Logo [f(g = o1') * p(w)] = (@) * p(u] = [f(9)] = [p(d = W), isto &, f(p) =
p(*A;) rel{0, 1}, entdo X = ¢« \; rel {0, 1}, e pelo corolario (1.2.2) A(1) = ¢« A(1) = A(1).
Portanto festé bem definida. O teorema estd demonstrado ao provarmos que fvassim definida
€ continua, o que faremos a seguir.

Sejam y € Y, & = f(y) e U; uma vizinhanga de #. Queremos encontrar um aberto V/,
vizinhanga de y tal que f(V) C U,. Para tanto, considere © = p(Z) € X, U vizinhanca
admissivel de x e S a folha sobre U que contém z. Note que podemos assumir que U, C S,
pois caso isso ndo ocorra, substitua U, por U NS.

Como p é uma aplicacdo aberta, U} = p(ﬁ 1) € X éum aberto que contém z, e U; C U, pois
ﬁl C S. Da continuidade de f tome a vizinhanga aberta f~1(U;) de yem Y. Esendo V C Y
um aberto conexo por caminhos, comy € VeV C f~1(U,), afirmamos que f(V) C Uy, sendo
fcontl’nua.

Tome h : I — Y um caminho entre yy € ¥, € X o levantamento de f o htal que X(O) = Zo.
Se v € V, existe um caminho hy : I — V entre y e v. Assim ho(I) C V C f1(Uh),
entdo f o hy(I) C Uy. Considere i : I — X o levantamento de f o hy tal que 12(0) = z. Como
U, C U e U é um aberto admissivel, entdo ji = (p|S) Lo (fohs), portanto ji(1) € SNU; = Uj.
Como A(1) = # = i(0), podemos fazer A % [i. Note que po (A* i) = (po \) * (po [i) =
(f o h)  (f o hy), sendo h % hy um caminho entre yo e v. Ainda, (X * 72)(0) = A(0) = Z.
Portanto f(v) = (A i1)(1) = (1) € Uy, o que prova a afirmaco. O

Teorema 1.2.3. Sejam X um espaco conexo, localmente conexo por caminhos, (X:p) e (Y;q)
espagos de recobrimento de X. Tome xy € X, Ty € Xe Yo € Y tais que p(Zo) = o = q(Yo)-
Se gym (Y, %) C Py (X, %), entdo existe uma tinica aplicacio h : (Y ,7) — (X, %) tal que
ph = q. Ainda, o par (?, h) é um espago de recobrimento de X.

Demonstra¢do. Como qwl(?, Yo) € pym ()Af ,Tp), segue do teorema (1.2.2) que existe uma

unica fun¢do h como no diagrama abaixo, tal que ph = q.

(YV,90) - - — = %= — = = (X, To) (1.16)

N A

(X, IL‘())

Provemos agora que (Y;%) é um recobrimento de X. Sejam 7 € X, = = p(7) € X,
U, vizinhanca p—admissivel de = e U, vizinhan¢a g—admissivel de x. Entdo U, N U, € uma
vizinhanca aberta de x, e existe um berto conexo por caminhos U C U, N U,, vizinhanga de z,

que é igualmente recoberto’ por p e q.

3Se U é igualmente recoberto por p, e V' C U, entdo V também é igualmente recoberto por p.
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Sejam p~'(U) = | |, S;, considerando S; C X as folhas sobre U e S = S}, a folha que
contém z. Como Y € conexo por caminhos e h € sobrejetora, basta mostrar que S € igualmente
recoberto por h.

Com efeito, seja ¢~ (U) = ||y jc Z, sendo Z;, C Y as folhas sobre U, isto &, q|Zy, : Z), —
U sdo homeomorfismos. Entdo cada Z; é conexo por caminhos, e ph(Z;) = ¢(Z;) = U.
Assim h(Zy) C p~'(U) = |J;c; S;. Como h(Z},) sdo conexos por caminhos, existem apenas
as possibilidades h(Z;,) C S ou h(Z;,) NS = . Portanto 2~1(S) é a unido disjunta das folhas
Zy, tais que h(Zy) C S. Ese h(Z;) C S, o diagrama baixo é comutativo,

Zp— M g (1.17)
q% A?
U
e como ¢|Zy e p|S sdo homeomorfismos, entdo h|Z; ¢ um homeomorfismo. O

Definicao 1.2.4. Dado ()? ;p) um espago de recobrimento de X, chamamos de translagdo de
recobrimento (de X ) a todo homeomorfismo 7' : X 5 X que satisfaz pT' = p. Denotamos por

Cov()N( /X') ao conjunto de todas as translacdes de recobrimento de X.

Observacao 1.2.4. Observe que C’ov()? /X)) é um grupo quando munido da operagdo de com-
posicao de func¢des. Tal grupo age naturalmente em X por meio da agdo C' ov()N( /X)X X=X ,
(T, %) — T(), isto é, X é um Cov(X /X)—conjunto.

Definicéio 1.2.5. Dizemos que um recobrimento (X: p) de X é regular quando pﬁm()z ,To) é

um subgrupo normal de 71 (X, z¢), sendo Ty € p~*(xg).

Proposicao 1.2.2. Sejam X um espaco conexo, localmente conexo por caminhos e vy € X. Um
recobrimento (X ; p) de X ¢é regular se, e somente se, Y = p~*(xq) é um Cov(X /X )—conjunto

transitivo.
Demonstracdo. Péagina 289 de [13]. [

Proposiciio 1.2.3. Seja (X ;p) um recobrimento de X. Dada T € Cov(X /X)), se T # Id entdo
T néo possui pontos fixos. Mais ainda, se existe T, € Cov(X ) X) tal que T(Z) = T\ (%), para
algum T € )}, entdoT ="T}.

Demonstragdo. Suponha que exista 7 € X tal que T(Z) = T, e seja ¢ = p(Z) € X. Como

pT = pe pld = p, entdo os diagramas abaixo comutam.

(X,7) L (X,%) (X,7) fa (X,7)
N

X,7 (1.18)
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Mas como a func¢do 7' € a tinica (pelo teorema (1.2.3)) que torna o diagrama acima comutativo,
deve-se ter h = Id.

Supondo que T(Z) = T (%), note que T, ' o T' € Cov(X/X) e T ' o T(Z) = T, portanto
segue da primeira parte da demonstragao que 7' = T} . [

Lema 1.2.2. Sejam ()? :p) um recobrimento de X, xo € X. Dados Ty, T, € p~'(xg), existe
T € Cov(X/X) tal que T (o) = T, se, e somente se, existe © € Atz (x20) (07 (o)) com

gO(fo) = fl.
Demonstragdo. Péagina 292 de [13]. L]

Teorema 1.2.4. Suponha X conexo e localmente conexo por caminhos, ()N( ; p) um recobrimento
de X e 1y € X. Existe um isomorfismo Cov(X | X) = Aty (X m0) (P o)) -

Demonstrag¢do. Considere a fungdo A que a cada translagdo 7" associa sua restri¢do 7'|Y, sendo
Y = p(xo). E imediato que 7(Y") = Y, pois as fibras dos recobrimentos sdo subconjuntos
discretos, entdo 7'|Y : Y — Y é uma bijecdo, e denotaremos 7'|Y = or.

Afirmamos que @7 € Autr (x4, (Y). Para demonstrar isto, considere [o] € (X, zg) e
z € Y. Por defini¢do, temos ¢r ([a]T) = @7 (az(1)), por outro lado, [a|or(Z) = ara)(1).
Mas note que 7 (0z(0)) = ¢r(z) = T(7), e ar@E)(0) = T(x), portanto tais levantamentos
coincidem, e em particular @1 ([a]Z) = [a]or(T).

Mostramos entdo que A : Cov(X /X) — Aut,, (X,z0)(Y") € uma fungdo bem definida. Pro-
varemos agora que A é um isomorfismo. E claro que A é um homomorfismo, e da proposi¢do
(1.2.3) A é também injetora.

Sejam ¢ € Autr (xz,)(Y) ez € Y. Pelo lema (1.2.2), existe 7' € Cov(X/X) tal que
o(x) = T(x). Como Y € um (X, zo)—conjunto transitivo, dado 7; € Y existe [a] €
m (X, zo) com Ty = [a]Z. Assim, T'(z1) = T([a]Z) = [o|T(Z) = [a]p(T) = ¢([a]T) = ¢(Z1).
Portanto T'|Y = ¢, isto é, A(T) = ¢ e A é também sobrejetora. O

Corolario 1.2.3. Sejam X um espaco conexo e localmente conexo por caminhos e ()A(i ;D) um

recobrimento de X. Entdo, para vy € X e Ty € p~'(xy), tem-se

Cov(X/X) = Ny, (xan) (pm(f(,fo)) /pﬁm()?,afo). (1.19)

Demonstragdo. Da proposi¢do (1.2.1), Y = p~!(zy) é um m(X, () conjunto transitivo e

Gz, = pﬁwl()z , o). Logo, da proposicao (A.0.2), tem-se um isomorfismo

AUtﬁl(XJO)O/) = Nm(Xal’o) (pﬁﬂl()?7 50)) /pliﬂ-l ()?7 350) (1.20)

E o resultado segue do teorema (1.2.4). ]

Observacao 1.2.5. Observe que se ()? ; p) for um recobrimento regular de X, entdo o resultado
do coroldrio (1.2.3) reduz-se ao isomorfismo Cov(X /X) = m (X, xo)/pym1 (X, 7).
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Mais ainda, se m (X, Zy) = {1}, entdo existe um isomorfismo que a cada elemento § em

m1 (X, zp) associa uma tnica translagao de recobrimento 7" = Tj € Cov(X/X)

(X, 20) — Cov(X/X)

. 1.21
ﬁ — Tﬁ ( )

1.3 Construcao de Recobrimentos a Partir de um Subgrupo

e Existéncia de Recobrimentos Universais

Definicao 1.3.1. Dizemos que um espaco de recobrimento ()? ;p) de X é universal quando X

¢ um espaco simplesmente conexo.

Observacao 1.3.1. Note que ()N( ;p) ser um recobrimento universal de X € equivalente a

pem (X, To) = {1}, com Fy € p~*(x0). pois py é uma aplicaco injetora®.

A seguir faremos a constru¢cdo de um espago de recobrimento X de X a partir de um sub-
grupo do grupo fundamental 71 (X, x¢), e tal constru¢do dard condic¢des suficientes e necessérias

para que um espago possua recobrimento universal.

Definicao 1.3.2. Sejam X um espago com ponto base z; € X e defina o conjunto P(z() =

{(y, @) ; a é um caminho em X com «(0) = zy e a(1) = y}. E fixado um subgrupo G C
m1(X, o), defina no conjunto P(xy) a seguinte relagdo entre seus elementos:
(1) ~a (mag) & D w= (122)
(17) Jonxay ] €G

Observe que a relagdo ~¢ € de equivaléncia no conjunto P(z), e denotaremos a classe de
equivaléncia de um elemento (y, a) € P () por (y, )¢ ou simplesmente (y, o), e por X (G)

ao conjunto quociente de P(x) pela relagdo ~¢ .

Defini¢do 1.3.3. Dados (y,a) € X(G) e U uma vizinhanca aberta de y em X, introduzimos a

seguinte notagao:
U ((9,0)) = {(A(1),a % A) s A(0) = y e A(I) € U} € X(G). (1.23)

Nessas condi¢gdes o caminho a x A : I — U € chamado de continuacdo de o em U.

Definicao 1.3.4. Defina a fungio ps : X(G) — X por ps(y, @) = y, que nada mais € do que a

Veja o teorema 10.7 da pagina 279 de [13].
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passagem ao quociente da restri¢io da aplica¢do ev; : X! — F ao subconjunto’ P(xg).

ev

(X, x0) (1.24)

(X(G), (0. 70))

Proposicao 1.3.1. A familia dos subconjuntos U ((y, «)) define a base de uma topologia em
)N((G), segundo a qual pg, definida em (1.3.4), é continua e sobrejetora.

Demonstragdo. Pagina 296 de [13]. [l

Proposicdo 1.3.2. Todo caminho ¢ € P(xq) possui um (iinico) levantamento o : I — X (@),
tal que $(0) = (x0,70) e P(1) = (p(1), ¥).

Demonstragdo. Para cadat € I, defina o caminho ¢; : I — X por ¢.(s) = ¢(ts). Note que
w0 = Tp € p1 = , sendo cada p; um caminho entre xy e p(t).

Fazendo ¢(t) = (pi(1), 1), para cada t € I, note que pg o o(t) = ¢1(1) = ¢(t), e em
particular, (0) = (x0,To) e (1) = (p(1), ). A demonstra¢do estd completa notando que

assim definida é continua, e portanto um levantamento de . 0
Corolario 1.3.1. O espaco X (G) é conexo por caminhos.
Demonstragdo. Segue imediatamente da proposicao anterior. 0

Definicao 1.3.5. Um espaco X ¢é dito semilocalmente 1-conexo se cada x € X possui uma
vizinhanga aberta U C X tal que o homomorfismo induzido pela inclusdo iy : m (U, ) —
m1(X, x) € trivial. Ou equivalentemente, se todo lago 1, : I — U em x é homotdpico ao lago
constante =, quando visto como um lago ¥, : I — X em X, isto é, é homotdpico ao lago

constante em X.

Teorema 1.3.1. Seja G C (X, x¢) um subgrupo, e suponha X conexo, localmente conexo

por caminhos e semilocalmente 1-conexo. Entdo (X (G);pg) € um espago de recobrimento de
X e (fe),m (X(G), (w0, 70) ) = .

Demonstragdo. Sejam e € X e W C X uma vizinhanga aberta de e, tal que 34 : m (W, e) —
(X, e) é o homomorfismo trivial. Tome U C W vizinhanga aberta de e e conexa por cami-
nhos.

Denotando pg simplesmente por p, tome (e, ) € p~'(e). Afirmamos que p|U((e,a)) :
U({(e,a)) — U é um homomorfismo.

Dado z € U, seja A : I — U um caminho entre ¢ e z. Logo (z,a x A\) € U({e,a)), e

p(zr,ax \) =z, ou seja, p|U({e, o)) é sobrejetora.

"Tal inclusio é na verdade um abuso de linguagem, uma vez que os elementos em X’ nio sio escritos na forma
de pares ordenados (z, ), onde v : I — X é um caminho com «(1) = z.
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A restricdo p|U((e, «)) é uma injecdo. De fato, sejam (y, o * \), (2, * u) € U({e,a)) e

suponha que p(y,a * \) = p(z,a * ), isto é, y = z. entdo [\ x u~'] € m (U, e), e portanto
1

-1 o~

Axp~t 2 eem X. Logo, ax Ay 'k« 2o em X, desta forma [arx A x (ax p) 7] = [eg] € G,
entdo (y, ax \) = (2, o * ).

Observe agora que p|U ({e, o)) é uma aplicacdo aberta, pois todo aberto em X (G) é escrito
como reunido de abertos bdsicos da forma U({e, a)), sendo a restricdo de p uma aplicacdo
sobrejetora. Portanto provamos que p|U ({e, a)) é um homeomorfismo.

Para finalizar a demostracdo de que <X (G); pG> ¢ um recobrimento de X, provaremos que
= || U((e,a)), (1.25)

em que o, : [ — X é um caminho com «,(0) = zg e a.(1) = e.

E 6bvio que | |, U({e,ae)) C p~(U). Reciprocamente, tome (y,v) em p~1(U), isto &,
y € U e v é um caminho em X entre ey e y. Considere A : I — U um caminho entre y e
e € U. Desta forma, v * A : [ — X € uma continuagdo de v em U. Podemos entdo considerar

{e,vx \) € p~t(e), e note que, como (y x \) * A~ é uma continuagdo de v * X em U, temos

(W,7) = s Ax A € Ulle, v+ A) € || U((e, ae)) (1.26)

Portanto a igualdadade em (1.25) se verifica.
Mostraremos agora que (p¢ )47 ()N((G), (xO,TO)) = (. Para isso, tome [a] € m (X, x0) e
sejaa : I — X (G) o tnico levantamento de « tal que &(0) = (x0, To). Pela proposicio (1.3.2),

sabemos que a/(t) = (ay(1), ;). Assim segue que

o] € (pe)em ()?(G), (xg,fo>>

&
&
< (1), @) = (xo, To)
&

Observacao 1.3.2. Sendo X um espago conexo, localmente conexo por caminhos e semilo-
calmente 1-conexo, o teorema (1.3.1) garante que X possui um recobrimento universal. De
fato, para cada zy € X fixado, tome o subgrupo trivial {[Zo]} C m (X, x¢) e faca a constru-
¢do do espaco X ([Zo]) , que por simplicidade de notag¢do escreveremos X (x0), e a projecdo de
recobrimento pjz, serd indicada por p,,.

Note que a reciproca também € valida, ou seja, sendo X conexo e localmente conexo por
caminhos, se X possui um recobrimento universal, entdo X é semilocalmente 1-conexo. Pois

sendo X um recobrimento universal de X , dado z € X sejam U, vizinhanca admissivel e .S,
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uma folha sobre U, que contém Z € p~'(z). Entdo, como 7 (X, %) = {1}, da comutatividade

do diagrama abaixo segue que 73 € 0 homomorfismo trivial.

(S5, ) —2 s m (X, 7)

l(psz) lpﬁ
(1.27)

1 (U, ) L) m (X, )

Observacao 1.3.3. Suponha X um espaco conexo, localmente conexo por caminhos e semi-
localmente 1-conexo. Dada qualquer cadeia crescente de subgrupos {1} C G; C Gy C

- C G, € m(X,x), podemos construir o diagrama comutativo (1.28), sendo cada apli-
cagdo Dy, PGy, " s PG, projecdes de recobrimento dadas pelo teorema (1.3.1), e cada apli-
Caga0 G(z0,G1), " " »4(Gn_1,G,) EXiste € € também uma proje¢do de recobrimento, em virtude
do teorema (1.2.3). Também em decorréncia do teorema (1.2.3), cada composi¢ao q(q,,a,) ©
Q20,G1)s """ > AUGn1,Gn) © " ** © Q(w0,G1) € 4(G4-1,Gi) © 4(G;-1,G;), @ = J + 1, € ainda uma projecdo
de recobrimento.

X (o) (1.28)

4(z,G1)

v Pz
4(G1,G2) 4(w0.G1) X(Gy) 0
9(G1,G2) &
ad PGy
UGp—1,Gn)°"°(x0,G1) X (G9) X

4Gy, _1,Gn)° " "°4(G1,G2)

Observacao 1.3.4. Considerando o recobrimento universal X (x0), sabemos pela observagiao

(1.2.5) que Cov(X (x0)/X) = m(X, ), isto é, dada 3 € 7 (X, x¢), existe uma tnica transla-
c¢do de recobrimento associada, que denotamos por 7,,, via um isomorfismo 3 »& Tjs.
Como sabemos, neste caso a translacdo T restrita a fibra p;ol(xo) ¢ uma aplicacdo

m1(X, xg)—equivariante, e via o isomorfismo (1) e a demonstracéo do teorema (1.2.4), temos

TB<$0770>:E0 = <$0,§0>20[ﬁ], (129)

em que o lado direito da igualdade em (1.29) representa a agdo de (X, ) em p ' (2o), se-
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gundo a proposi¢ao (1.2.1). Como tal acdo é efetivamente computada por (xg, To).,[3] =

Bizo70) (1), pela proposicdo (1.3.2) concluimos que

Ts{x0,%0) w0 = (%0, T0)ao[B] = (T0,To * B)zy = (%0, B)a0- (1.30)

Portanto a translagdo 73 estd totalmente determinada pelo valor 7 (xo, To)x,, pois pela pro-
posi¢ao (1.2.3) basta que saibamos a imagem em um tnico elemento de X (x0). Segue ainda da

igualdade em (1.29) as seguintes propriedades.

Proposicdo 1.3.3. Seja X um espago para o qual existe o recobrimento universal (X (x¢); Pay ),

para xo € X. Dados 3,1, - , Bn € m1(X, xo), valem as seguintes propriedades:

(i) Tg,0---0Tp, = Tpuup, € Cov(X(x0)/X);
(ii) Se p=1€ m(X, ), entdo Ty = Idg, € Cov(X (20)/X);
(iii) T;"' = Ts-1 € Cov(X(z0)/X).

Demonstragcdo. Seguem da igualdade em (1.29) e da proposicao (1.2.3). [



CAPITULO 2

CLASSES DE COINCIDENCIA E CLASSES DE
REIDEMEISTER

Neste capitulo a principio estabelecemos alguns elementos da teoria cldssica de coincidéncia
entre aplicagdes, seguindo principalmente as referéncias [0], [10], [12] e [16]. Em seguida for-
necemos uma nova abordagem desta teoria, substituindo as aplicacdes em questao por seccoes
do fibrado trivial p;, na secdo 2.3, mediante as adaptacdes necessarias. Tal abordagem motivou
alguns resultados referentes a teoria de coincidéncia entre sec¢des de um fibrado arbitrério, o

que fazemos na secao 2.4.

2.1 Classes de Coincidéncia

Dadas duas aplicagdes f,g : X — Y, considere I'( f, g) o conjunto de todos os pontos de
coincidéncia entre f e g, isto é, I'(f,g) = {x € X ; f(x) = g(x)}. Observe que se Y for
um espago de Hausdorff, entdo I'(f, g) é fechado. Basta notar que I'(f,9) = (f,9) ' (Ay),
sendo Ay = {(y,y);y € Y} adiagonal em Y x Y (que é um subconjunto fechado se Y é de

Hausdorff) e (f, g)(z) = (f(z), g(x)).

Mediante a hipé6tese de que o par (X, x() seja ndo degenerado, poderemos assumir durante
toda essa se¢do que I'(f, g) # (), com ao menos z, uma coincidéncia entre as aplicagdes f € g.

No conjunto I'( f, g) defina a seguinte relacdo entre seus elementos:
x1 ~ Ty < existe y: [ — X entre x; e x5 tal que fy = gyrel {0, 1}. (2.1)

Proposicao 2.1.1. A relacdo “ ~ 7 definida em (2.1) é de equivaléncia.

Demonstragdo. Reflexividade: Todo elemento x € I'(f, g) estd relacionado consigo mesmo,

24
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pois basta considerar o caminho constante 7. Assim fZ(t) = f(z) = g(x) = fZ(t) para todo
t € I, e em particular fZ = g7 rel {0, 1}.

Simetria: Suponha que x; ~ x5, isto é, existe um caminho v : I — X entre x; e o
1

1 ~

tal que fy = gvrel {0,1}. Considerando o caminho v~ ' entre x5 e x, note que fry~' =
gy ' rel {0, 1}, logo x5 ~ ;.

Transitividade: Se xy ~ x5 € x5 ~ x3, existem caminhos v entre z; e x5 € \ entre x5 € x3,
tais que fy = gyrel {0,1} e fA = gArel {0,1}. Sendo & = 7 x \, este é um caminho entre x;

e x3, e teremos f€ = g€ rel {0, 1}. ]

Definicao 2.1.1. Cada classe de equivaléncia [z] de um elemento = € T'(f, g) serd chamada
classe de coincidéncia (de Nielsen), e vamos denotar por I'(f, g) ao quociente de I'(f, g) pela
relacdo ~ . Neste conjunto f( f, g) estaremos considerando a topologia coinduzida pela proje-

¢do quociente w : I'(f, g) — f(f, g).

Proposicao 2.1.2. Sejam f,g : X — Y aplicacdes, com X localmente conexo por caminhos
e Y semilocalmente I-conexo. Cada classe de coincidéncia [x] € T(f,g) é um subconjunto
aberto em I'(f, g).

Demonstragdo. Tome x € I'(f,g) e U C Y vizinhancga aberta de f(z) = g(x) = y, na qual
todo lago em y € homotdpico ao lago constante 3. Como X € localmente conexo por caminhos e
f, g sdo continuas, podemos escolher um aberto conexo por caminhos W C f~Y(U) N g~ }(U),
que é uma vizinhancga de x.

Agoranote que se z; € W NTI(f,g) ey : I — W é um caminho entre = e 1, entdo f;
e g1 sdo caminhos em W, tais que f(71) * g(71) ™" é um lago em y (que é homotSpico ao lago

constante), logo fv; = g, rel {0, 1}. Portanto [z] é um subconjunto aberto de I'(f, s). O
Teorema 2.1.1. Sejam f,qg : X — Y aplicagoes.

(i) Cada componente conexa por caminhos de U(f, g) estd contida em uma tinica classe de

coincidéncia;

(ii) Se X for conexo, localmente conexo por caminhos e Y semilocalmente I-conexo, entdo
['(f,g) é discreto;

(iii) Se nas hipdteses do item (ii), Y for de Hausdorff e X for compacto, entdo f( f, ) é finito.

Demonstragdo.

(i) Imediato, pois sendo dois elementos na mesma componente conexa por caminhos, tal cami-

nho entre eles estard contido em I'(f, g).

(i) Seja [b] € T'(f,g) e tome V uma vizinhanga de f(b) = g(b) em Y tal que

71 (V, F(b) = g(b)) —— 1 (Y, £(b) = g(b)) 2.2)



CAPITULO 2. CLASSES DE COINCIDENCIA E CLASSES DE REIDEMEISTER 26

¢ 0 homomorfismo trivial, e escolha U C X um aberto conexo por caminhos tal que b € U C
Y V)N g (V). Afirmamos que todo elemento de W = U NT(f, g) estd em [b].

De fato, se by € W, entdo existe um caminho v : I — U entre b e by, e observe que
f(b1) = g(br) e fy*(gy)~" éumlagoem f(b) = g(b). Logo [fy*(g7) "] € mi(V; f(b) = g(b))
e por (2.2) temos fy = gyrel {0,1}, isto &, by € [b].

Provamos assim que cada elemento [b] é aberto em f( f, ), pois este estd sendo considerado
munido da topologia coinduzida de I'(f, g) pela projecdo quociente w : I'(f,g9) — (f,9),
portanto f( f, g) é discreto.

(iii) Nestas condi¢des o conjunto I'(f, g) € compacto, e pela continuidade e sobrejetividade da
projecdo quociente @ : I'(f,g) — f( f,q), segue que f( f,g) é compacto e discreto pelo item
(i), donde € finito. O

Uma parte da teoria de coincidéncia de aplicagdes se preocupa em obter limitantes para o
cardinal de f( f,g) e com este intuito vamos supor a partir de agora que os espagos X e Y
satisfazem as hipétese do item (7i7) no (2.1.1) anterior, e estaremos interessados em obter um
limitante para o cardinal de I'(f, g), pois neste caso |I'(f, g)| < oc. Tal limitante & obtido por
meio do estudo das classes de Reidemeister, que veremos na se¢do 2.2 a seguir.

Lembremos também que ao tomarmos o dominio X das aplica¢des f e g (ou mais geral-
mente de duas secc¢des s, f : B — FE) e fixarmos um ponto base o € X, estamos supondo
que o par (X, zg) é ndo degenerado, tornando possivel assumir, a menos de homotopia, que
zo € I'(f, g) (ou by € I'(s, f) no contexto do problema 2).

2.2 Classes de Reidemeister

Dados dois homomorfismos de grupos ¢, : G — H e F' um subgrupo de H, considere a

relacdo definida em F' por
a1 ~(p:F) 2 < Existe b € G tal que p(b)a; = az1)(b). (2.3)

Na maioria das vezes iremos denotar a relagdo ~(, .7 simplesmente por ~, quando os
homomorfismos ¢, 1 e o subgrupo F' forem especificados previamente ou estiverem claros no

contexto.
Proposicio 2.2.1. A relagdo ~, y.r) definida em (2.3) é de equivaléncia em F.

Demonstracdo. Dado k € F, sejam e e ey os elementos neutros de G e H respectivamente.
Note que k = p(eq)k = exk = key = ki(eq), portanto (omitindo F' no indice) k ~, ) ,
para todo k € F. Suponha agora que k; ~(, ) k2 € ko ~, . k3, isto €, existem gy, g1 € G tais
que ©(go)k1 = ka2v(g0) € ¢(g1)k2 = k310(g1). Considerando g = ¢, gy, teremos

©(9)k1 = ©(g1)e(90)k1 = ¢(g1)k2¥(g0) = kstb(g1)¥(g0) = k3tb(g),
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isto &, k1 ~ (o) k3. Se p(g)k1 = ka1(g), note que

(g Ne(@)kv(g™h) = e(g kot (9)h(g7") = k(g ™") = (g™ ke,

ou seja, ko ~(p) k1. [

Definicao 2.2.1. Vamos denotar por [k|r a (i, 1; F')—classe de um elemento k € F' C H, isto
é, [klr = {K' € F ik ~u) k}, em que cada classe [k|r serd chamada (p,v; F')—classe
de Reidemeister, e por R(p,1; F) o quociente de F' pela relagdo ~(, ) . O cardinal de
R(p,; F'), denotado por (¢, 1; F'), é chamado niimero de Reidemeister determinado por ¢ e
1 referente ao subgrupo F'. Quando F' = H, denotamos R(p, 1; F') simplesmente por R(p, 1))

e analogamente 7 (¢, 1).

Observacio 2.2.1. Note que by ~(, ) k2 & ki ! ~pe) Ry ! entdo isto induz uma bije-

¢do R(p,1) — R(1, ), mostrando que tais conjuntos possuem o mesmo cardinal, ou seja,

(e, ) =, ).
Proposicao 2.2.2. Definindo a acdo (a esquerda) G x H — H, (a,b) — ¢(a)b(a™t), entdo

R(p, 1)) é o conjunto das drbitas desta agdo. Tal agdo é chamada agdo de Reidemeister.
Demonstragdo. Imediato da defini¢do de R(¢p, ). O

Observacdo 2.2.2. Da proposicio (2.2.2) podemos escrever r(p, 1) = |{orb(h);h € H}|. E
de forma semelhante acontece para F' um subgrupo de H, pois neste caso estaremos tomando
as Orbitas dos elementos em F isto é, r(p,1; F') = |{orb(h); h € F}|. E note também que

(g, F) <r(p,1)).

Proposicao 2.2.3. Sejam p,7 : G — H homomorfismos e p : K — G um homomorfismo
sobrejetor. Entdo r(pp, pi) = r(p, ).

Demonstragdo. Sejam hy, hy € H tais que [h|r = [ha]r € R(p, 1), isto é, existe g € G tal
que ¢©(g)h1 = hotp(g). Da sobrejetividade de p, existe £ € K tal que p(k) = g, e note que
h1 ~(op,up) B2, pois (¢ 0 p)(k)h1 = ha(v o p)(k).

Por outro lado, se k1 ~(yp.4p) ha, OU seja, existe k € K tal que (¢ op)(k)hy = ha(vpop)(k),
tome g = p(k) e observe que p(g)h1 = hat)(g), isto é, hy ~ (44 ho.

Portanto existe uma bijego entre o conjunto R(p, ) e R(¢p,1p), donde concluimos que
(e, ) =r(pp, ¥p). O

Proposicao 2.2.4. Sejam ¢, : G — H homomorfismos. Se H é um grupo abeliano, entdo

(¢, 1) = ord (Coker(v — 1)) = ord (ﬁ) )

Demonstragdo. Supondo (H,+) abeliano, tome [a1]p € R(p,) e suponha ay € [a1]g, ou
seja, existe b € G tal que p(b) + a3 = ag + ¥(b), logo

ar —az = —p(b) + 1p(b) = —(p — ) (b) = (¢ —¥)(b™") € Im(p — V).
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Portanto as pertece a classe lateral {h € H ; a; — h € Im(p — ) }.
Por outro lado, se as € {h € H;a; — h € Im(p — 1)}, ou seja, existe b € G tal que

©(b) — ¢ (b) = a; — as. Logo,

0b) —a1 =) —az & —(—p(b) +ar) = —(—(b) + as)
& —(eb™ ) +ar) = =) + ay),

e temos [a1|r = [az]r- O

Observacdo 2.2.3. Lembramos que ao assumirmos (X, zo) um par ndo degenerado, podemos
dizer que T'(f, g) # (), a menos de homotopia, com pelo menos x, um ponto de coincidéncia
entre [ e g. Portanto sempre que escolhermos um ponto xy € I'(f,g) estard implicito que

(X, zo) é ndo degenerado, para que tal escolha seja possivel.

Definicdo 2.2.2. Dadas duas aplicagdes f,g : X — Y, tome 29 € T'(f, g) com yg = f(xg) =
g(xo) € Y. Definimos o nimero de Reidemeister 7( f, g) determinado por f e g como sendo o
cardinal de R(f;, g4), isto é, 7(f, g) = r(fs, g4), sendo fy, g; : 1 (X, x0) = m1 (Y, vo). Analoga-
mente, se [ € um subgrupo de 7 (Y, yo), teremos r(f, g; F) = |R(f:, g5; I)|.

Em [6], [12] e [16], os autores definem a relacdo de Reidemeister somente quando F' = H,
ou mais precisamente quando F' = (Y, yo). Mostraremos na se¢@o 2.3 o por qué de estender-
mos esta definicdo, pois esta se fard necessaria ao substituirmos as aplicacdes em questdo por

seccoes.

Teorema 2.2.1. Sejam f,g: X — Y aplicagées, com xog € I'(f,g) e yo = f(z0) = g(z0) € Y.
Entao |U(f,g)| < r(f.9)-

Demonstracdo. Tome x € I'(f,g) e escolha um caminho v, : I — X entre xy e x. Note
que [f(v2) * g(v;1)] é um elemento em 7, (Y, ) € podemos tomar a classe de Reidemeister
[f(v2) * 9(vz )lr € R(f. 9)-

Escolhida a cole¢do de caminhos {7, }.cx entre xy e x, defina a fun¢do © : I'(f,g) —
R(f,q) por O(z) = [f(7.) * g(7; )] r. Afirmamos que O estd bem definida, isto é, independe
da escolha da colec@o {7, }.cx, passa ao quociente no sentido do diagrama comutativo abaixo,
com © uma aplicacdo injetora.

[(f.9) —2— R(f.g;)

l/

(2.4)
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Seja {0, }zex outra colegio de caminhos entre zg e x. Dizer que [f(7,)*g(v; )|z = [f(2)*
g(6;1)]r significa a existéncia de @ € (X, zp) tal que fy(a)[f(7z) * 9(7.")] = [f(dz) *
9(6;)]g5(0).

Ora, tomando @ = [d, x v, '] € m (X, 20), note que fy(a)[f(7z) * (v, 1)] = [f(0z) *
g(v:H)] = [f(0.) * g(6;1)]gs(x). Portanto © estd bem definida.

Suponha que [z1] = [z5] em I'(f, g), isto &, existe A : ] — X caminho entre z; e x5 tal que

f(A) = g(\) rel {0, 1}. Escolha 7, um caminho entre z € 1 € Y, = Y, * A, € note que

[ (vaa) * 9 (v, = [F(an) % fN) % g ) % g(v,)] = [ () ¥ 9(0,0)], (25)

isto é, O(x1) = O(x3), logo © passa ao quociente como no diagrama comutativo acima, com
© bem definida tal que O[z] = [O(2)] 5.
Provemos agora que O ¢ injetora. Suponha que O[x,] = [z,], isto &, existe [11] € m1 (X, o)
tal que
Filb)lf (ver) * 9Oz = [F () * 9002, ] gilia]

& [f(1) % [ () * 90 )] = [f () * 9(72,) * 9(1)] &
S [f(Vmy * 1k 720)] = (9070 * 1% 7). (2.6)

Entdo w = ;' * j17,,  um caminho entre z; e x1, tal que f(w) = g(w) rel {0, 1}, portanto

[21] = [z2] em I'(f, g), e © & injetora, provando o teorema. O

2.3 Classes de Reidemeister para Coincidéncias entre Sec-

coes de um Fibrado - Caso Fibrado Trivial

A partir das aplicagdes f,g : (B,by) — (Y,vo), defina sy, s, : B — B X Y por s;(b) =
(b, f(b)) e 54(b) = (b, g(b)). Observe que s7(b) = s4(b) = (b, f(b)) = (b, g(b)) = b€ T'(f,9),
isto &, T(f, 9) = T(55, 5).

Observacao 2.3.1. Aqui mais uma vez ressaltamos que estamos assumindo ao longo da se¢@o

(B, by) ndo degenerado para que, a menos de homotopias, I'(s¢, s,) # 0.
Proposicio 2.3.1. I'(f, g) = f(sf, Sq)-

Demonstragdo. Dado b € T'(f,g), mostraremos que [b] € I'(f,g) se, e somente se, [b] €
P(va S!])' "

Ora, se z € [b] em I'(f,g), existe um caminho A\ : [ — B entre z e b tal que f(\)
g(A\) rel {0, 1}. Logo,

I

A AT ) xg(AT) = (B0, 7o) & (A (V) 2= (A, g(N)) rel {0, 1}
& sp(A) = osg(A) rel {0, 1}.
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Portanto z € [b] em I'(f, g) se, e somente se, z € [b] em I'(sy, s,). O

Observacao 2.3.2. Sendo g = p; a projecdo no primeiro fator, note que para qualquer b € B,
qoss(b) = qgos,(b) =b,ouseja, sy e s, sdo secgdes do fibrado ¢, lembrando que estamos
assumindo que B e Y satisfazem as hipdteses do item (7i7) do teorema (2.1.1), e que o par

(B, by) é ndo degenerado, o que nos garante os seguintes fatos:
(i) O conjunto f(sf, s4) € finito;
(ii) A menos de homotopias de g, temos I'(sy, s,) # 0.

Pela sequéncia exata longa de fibragdo, a existéncia das secgdes s € s, garantem a existéncia
da sequéncia exata curta em (2.7), sendo B x Y = E, s7(by) = s4(bg) = ege Fop =by x Y a
fibra sobre b.

1 —— m(Fo, €0) L) m1(E, ep) q_ti) m1(B,by) —— 1 2.7)

Convencao 2.3.1. Ainda pela existéncia das sec¢Oes sy € s, de ¢, existem isomorfismos ¢y
e ¢, (arigor ¢, € ¢,,) entre m (F, eg) e m1(Fo, e0) X 71 (B,by), em que ¢ € induzido pela
seccdo sy e ¢4 € induzido pela sec¢do s,. Por convencdo adotaremos o isomorfismo ¢4, que por

simplicidade denotaremos somente por ¢. Uma vez fixado ¢ = ¢,, que € expresso por

(/b: 7T1(E,€0> — 7T1(F0,€0)>47T1(B,b0)

) (2.8)
a = (ax(sgoq)(a™) q(a))
adotamos também a operac@o no produto semidireto induzida por s,, que € dada por
(a1, B1) * (a2, Bo) = (o1 % 54(B1) * o % s4(B7 ), Br * Ba). (2.9)

Observacao 2.3.3. Apesar de convencionarmos o isomorfismo ¢ sendo o induzido pela secc@o
Sg, poderiamos de forma semelhante escolher ¢ sendo o isomorfismo ¢;,, desde que adotas-
semos a operagdo * no produto semidireto induzida também por s;. Isto mostra a simetria de
tratamento que existe neste problema, ndo importando a ordem em que tomamos as aplicacdes

f e g, consideradas inicialmente.

Observacao 2.3.4. Pela exatidao da sequéncia (2.7), note que m; (Fp, €9) se realiza como um
subgrupo normal de m(E,ep). Desta forma, podemos considerar os nimeros 7(ss,s,) €
r(s¢, g3 m1(Fo, e0)). Gostarfamos de relacionar os nimeros 7(f, g) e r(sy, s4), € com este in-

tuito observe o seguinte exemplo.

Exemplo 2.3.1 (Exemplo Motivador). Neste exemplo vamos considerar B = S! = Y e sejam

[

g : S! — S' uma aplicagdo de grau' 4 e Id : S' — S aidentidade. Entdo, como ;(S?) & Z

!Grau homolégico, isto é, g.(1) = 4,sendo 1 € H;(S',Z) = Z um gerador e g, ainduzida de g em homologia.
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¢ abeliano, pela proposicao (2.2.4),

7T1(Sl) Z
Ild,g)=ord| ———— | =ord | —= | = 3. 2.10
riidg) =or (Im(fdu —w) " T\3z (10
Porém, ao tomarmos s, € sa as secgdes de p; : S' x ST — St obtidas a partir de g e Id,
temos, X )
S S 7.®7
T’(SAaSg):OI‘d<7rl( ) &m(S) ) :ord( © ) = 00. (2.11)
Im ((sa): — (54)1) 0@ 3Z

Vemos assim que r(sy, s,) fica muito maior que r(f, g) neste caso (sendo f = Id e sy =
sa). Isto torna-se evidente quando percebemos que estamos agora computando o numero de
Reidemeister no produto cartesiano £/ = B X Y, e ndo mais somente em Y (que coincide com
B neste exemplo).

Portanto, de forma geral, o caso (s, s,) necessita ser restrito a um subgrupo F' de 71 (E, e),
e note que ao fazermos F' = m(Fp,ep), obtemos exatamente a igualdade 7(sf,sa; F) =
r(f,Id), pois m (Fp) = m (S') = Z.

Mais geralmente, afirmamos que o nimero 7 (sy, sq; 71 (£, €9)) limita o nimero de classes
de coindicéncia entre f e g, como vemos no teorema (2.3.1), cuja demonstracio é semelhante a
do teorema (2.2.1).

Teorema 2.3.1. Sejam f,g : B — Y aplicacdes, com f(by) = g(by) = €. Entdo |f(f, 9)| <
r(sg, sg; m(Fo, €o))-

Demonstragdo. Pela proposicio (2.3.1) sabemos que |T'(s 7:59)| = IT(f, )|, portanto basta
provar que |['(s £:84)] < r(sf,s4;m(Fo,e€0)). Por simplicidade de notagdo escreveremos sim-
plesmente 7(s¢, sy; Fo) para indicar o cardinal (s, s,; 71 (Fo, €9))-

Fixado by € I'(sy, s4), sejaey = s7(by) = s4(by), e dado outro ponto b; € I'(sy, s,), escolha
um caminho 5, : I — B entre by e by. Assim, [sf(,) * sg(ﬁb_ll)] € m1(Fy,e0) C m(F,ep),
pois g:[s7(Bs,) * 54(By.")] = [bo), isto &, [s,(By,) * s4(B;,")] € ker g; = Imiy = m1(Fp, €p).

Podemos entdo tomar a (s, s,) —classe de Reidemeister [s (3, )*s4(5;." )] r em R(sy, sg; Fp).

E uma vez feita as escolhas dos caminhos (3, entre b e b, para cada b € B, definimos a fungao

Y2 F<3f759) - R<3fvsg3F0))

2.12
b o [ss(B) % s (5], 212

Afirmamos que a fungdo ¢ em (2.12) estd bem definida, e existe uma fungao injetora ¢ tal



CAPITULO 2. CLASSES DE COINCIDENCIA E CLASSES DE REIDEMEISTER 32

que o diagrama abaixo € comutativo, isto €, ¢ passa ao quociente.

[(sy,sg) — 5 R( (sf, 545 Fo)

- -

Sf,Sg

Para provar que ¢ estd bem definida, devemos mostrar que se ; for outro caminho em B

entre by e b, entdo [s7(By) *54(B; )]r = [s7 () * 54(7; )] g, isto &, existe o € (B, by) tal que

(59)z()l57 (o) # 59(By )] = [55(3) * 54(% )] (59): (). (2.14)

Ora, tomando o = [, * (B3, ' * ) * v, '] € m1(B, by), note que

(5p)z(c)l57 (o) # 59(By )] = [s7(3) * 5(By )] = [57 () * s9(% (sg)s(@), (215

portanto ¢ estd bem dfinida.
Para que ¢ induza uma aplicagdo ¢ no quociente, devemos provar que se [by] = [by] €

f(sf, Sq), entdo p(by) = ¢(by). Com efeito, suponha que [b1] = [by], ou seja, existe um caminho

Y

A entre by e by tal que sp(N) = s4(\) rel {0,1}. Seja 5, um caminho entre by e by e tome [y,

o caminho definido pela justaposi¢do (3, * A, que é um caminho entre by e by. Logo, ¢(b) =

[5£(Bo1) * 59(By, )] = [5£(Boa) * 54(By, )] = p(b2), pois
51 (Bna) % 59(By,') = 57 (B % X) % 59(By # A) 7 2 55(Bh,)  54(5y,)- (2.16)

Entdo ¢ induz no quociente uma aplicagdo bem definida ¢ ([b]) = ¢(b). Provaremos agora
que ¢ € injetora. Para isso, sejam by, by € I'(sy, sy), By, © [y, caminhos em B, entre b, e b e

entre by e by respectivamente e suponha que ¢ ([b1]) = @ ([bs]) , isto é,

G ([b]) = B ([b2]) & [57(Bo) % 54(B5,)] = [57(Bea) * 54(B, )] - (2.17)

Entdo existe um laco o : I — B, «(0) = (1) = by, tal que
(sp)eler] [57(Bny) # 59(By, )] = [57(Bea) * 59(8y,1)] (59)slo]

& [s7(a)]ls5(Bu)][sg (B, )] = 57 (Br)][59(By, Nlsg ()] &
& [57(By, * ax By,)] = [s4(By," * o By,)]- (2.18)

Logo 6 = ;' * a * 3, ¢ um caminho entre by e by, com s(6) = 54() rel {0, 1}, ou seja,

[b1] = [bs], sendo entdo ¢ uma aplicagdo injetora, o que prova o teorema. O
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Observacao 2.3.5. O teorema anterior mostra que, assim como o faz o nimero de Reidemeister
r(f,g), o nimero r(sy, sy; m (Fo, €9)) limita a quantidade de classes de coincidéncia entre f e
g de forma geométrica, pela existéncia da injecdo @, e tudo isso sem passar por r(f, g). Porém
veremos no teorema (2.3.2) que tal resultado poderia ser concluido diretamente, a partir da

igualdade r(sy, s, m (Fy, €9)) = r(f, ), pois ji sabemos que [T(f, g)| < 7(f, 9).

Teorema 2.3.2. Sejam f,g : (B,by) — (Y.yo) aplicagdes, com ey = ss(by) = s4(by) €
B xY = E. Entdo r(syf, sq; m1(Fo, €0)) =1(f, 9).

Demonstragdo. Considere os homomorfismos @ e ®,, dados pelas composi¢oes abaixo (em

que estamos omitindo os indices f),

(I)f : Wl(B,bo) i>’7'l'1(E1,€0) —¢>7T1(F0,€0) X 7T1(B,b0) ;

Sg ]
(I)g : 7T1<B,b0) —>7T1(E,€0) —>7T1(F0,€0) X Wl(B,bo) .

Sendo ¢ o isomorfismo induzido por s,, conforme convencionamos em (2.3.1), teremos
r(Qr, @y p(F)) = 1(sy, 4 F), para qualquer subgrupo F' de m(E,ep). Como neste caso
m(E,ep) =m (B x Y, (by, f(bo))), comby € I'(f, g), entdo se o € m (F, ey) devemos escre-

ver @ = (a1, ay). Desta forma o isomorfismo ¢ é expresso por
Plar, a2) = ((bo, 2 * g(ayh)) ,ar) . (2.19)

Tomando (a,b) € m(Fy,eq) X (B, by), devemos escrever (a,b) = ((by,a1),b), e analo-
gamente para (c,d) = ((by, 1), d) € m(Fo,e0) X m1(B,by). Nestas notagdes reescrevemos a

operacdo * no produto semidireto por

((bo, a1),b) * ((bo, c1),d) = ((bo, a1 % g(b) xc1 % g(b~")),bxd) . (2.20)

Desta forma, dizer que (a,b) = ((bg, a1), b) esta relacionado com (¢, d) = ((bo, ¢1), d) (ag@o

de Reidemeister) via ®; e @, significa que existe v € (B, by) tal que

D (v) * ((bo, a1),b) = ((bo, c1), d) * y(7) (2.21)

Expandindo o lado esquerdo da equagao (2.21), obtemos

(posp)(v)*((bo,a1),b) = ¢(%f('y))*((bma1),b)
= (bo’ 7 1))77)*((60,611)717)
= ((bo, f(7) *al*gw 1),y %b). (2.22)
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Expandindo agora o lado direito, temos

((b()? Cl)ﬂ d) * 925(77 9(7)) = ((b07 Cl)a d) * ((bO7 yO)? 7) = ((b()? cl)v d * '7) : (2.23)

Portanto, para que valha a igualdade em (2.21), tais elementos devem satisfazer o seguinte

sistema de equacoes

{ f(y) x a1 =c1xg(v) (2.24)

vxb=dx*r

Note que a primeira equacio € exatamente a relacido de Reidemeister determinada por f e g,
ou seja, ela mostra que [a1|r = [c1]g em R(f, g). Portanto, ao restringirmos a agado determinada
por &, e ¢, em m (Fp,ep), teremos b = d = by, tornando a segunda equacdo claramente

satisfeita sempre, portanto (f, g) = r(sy, s¢; m1(F0, €0))- O

2.4 Classes de Reidemeister Para Coincidéncias Entre Sec-

¢oes de um Fibrado - Caso Geral

Dadas duas aplicacdes s, f : B — FE, ao estudarmos o conjunto das classes de coincidéncias
f(s, f) e o conjunto das classes de Reidemeister R(s, f), em virtude do que fizemos na se¢do
anterior, podemos assumir que tais aplicacdes sdo sec¢des de um fibrado arbitrdrio ¢ : & — B,
pois sendo by € B um ponto de coincidéncia entre s e f, basta redefinir o conjunto R(s, f)
restringindo a agdio de Reidemeister ao subgrupo normal 7 (Fy, ep), sendo Fy = ¢ '(by) e
eo = s(by) = f(bo), isto é, devemos agora considerar o conjunto R(s, f; w1 (Fo, ep))-

Veremos nesta secdo como o tratamento desta situagdo particular forneceu alguns resultados
gerais a respeito do conjunto das classes de coincidencias e classes de Reidemeister se tratando
de seccoes agora de um fibrado arbitrario.

Ao tomarmos s, f : B — FE sec¢des de um fibrado ¢ : £ — B, com by € B, estamos
assumindo que tais espacos satisfazem as hipétese do teorema (2.4.1) abaixo, que € apenas um

caso particular do teorema (2.1.1), e que o par (B, by) é ndo degenerado.

Teorema 2.4.1 (Teorema (2.1.1)). Sejam s, f : B — E aplicacées. Se B for compacto, conexo,
localmente conexo por caminhos, E um espaco de Hausdorff e semilocalmente I-conexo, entdo

o conjunto f(sg f) é finito.

Motivado pelo tratamento feito na secdo 2.3, para o caso em que as aplicagdes eram seccoes

do fibrado trivial, obtemos o seguinte fato geral.

Teorema 2.4.2. Sejam s, f : B — E secgdes do fibrado q : E — B, com ey = s(by) = f(bo) €
E. Entdo ’f<57 f)| < T(S7 fa 7T1<F07 60))'

Demonstragdo. Inteiramente andloga a demonstragdo do teorema (2.3.1), pois basta definir exa-

tamente a mesma fungio ¢ : I'(s, f) — R(s, f;m1(Fp, o)), observar que esta estd bem definida
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e passa ao quociente 3 : I'(s, f) — R(s, f;m(Fy, e0)), com ¢ sendo uma aplicagdo injetora.
Os detalhes da demonstracdo sdo idénticos, fazendo sy = f e s, = s, extatamente porque no
caso do teorema (2.3.1) nenhuma conclusao € obtida em funcdo da particularidade das sec¢oes

Sf € 84, OU s€ja, tais seccOes podem ser tomadas arbitrariamente, assim como o fibrado ¢q. [

Definicdo 2.4.1. No conjunto I'(s, f), defina a seguinte relacdo: b; ~p by se, e somente se,
existe um caminho 3 : I — B entre b; e by tal que [s(B) * f(871)] € m(F1,s(b1)), sendo
= q ' (by).

Proposicao 2.4.1. A relacdo ~p é de equivaléncia em T'(s, f), e denotamos o quociente

I(s, f)/ ~p por T'p(s, f). As classes em T'p(s, f) serdo denotadas por [b|p, para cada b €

(s, f).

Demonstragdo. Dado b € T'(s, f), é claro que [s(b) * f(l_)_l)] = [s(b)] € mi(Fy,s(b)), isto
€, b ~p b. Supondo b; ~p by, isto é, existe um caminho 5 : I — B entre b; e by tal que
[5(8) * F(31)] € m(Fi, s(by)). Entao, sendo 6 = 81, temos [s(3) + F(5-1)] € m1(Fy, s(bs)),
ou seja, by ~p by.

Se além disso by ~p b3, com : [ — B um caminho entre by € by tal que [s(7) * f(y7!)] €
71 (Fy, s(bs)), entdo [s(B * v) * f((B xv)™1)] € mi(F1,s(by)), portanto by = by € by ~p by
implicam em b; ~p bs. ]

Observacao 2.4.1. A relagdo ~p é de alguma forma uma generalizacao da relacdo definida
em (2.1), pois note que para este caso podemos considerar a familia dos subgrupos triviais

F =A{[&]} C m(E, e;), sendo e; = s(b;). E arelagdo (2.1) é expressa nesta linguagem por:
by, ~ by < existe 3 : I — Bentre by e by tal que [s(B) * f(B71)] € {[s(b1)]} C mi(E,s(by)).

E neste caso denotamos o conjunto I'(s, f) = ['(s, f)/ ~ por Le(s, f), fazendo referéncia
a familia de subgrupos {[¢;]}, uma vez que F' faz referéncia a familia dos subgrupos normais

induzidos pelas fibras F; = ¢~ (b;), com pontos base induzidos pela sec¢io s.

Proposicao 2.4.2. ‘f F(s, f)‘ <

Lu(s.)|.

Demonstragdo. Note que a fungdo 7 : Ie(s, f) — I'p(s, f), que a cada classe [b]. em L. (s, f)
associa a classe 7[b]. = [b]r em p(s, f), estd bem definida e é uma sobrejecdo, donde tem-se

Trts, )] < [Fets. ). s

Coroldrio 2.4.1. ‘fp(s, f)‘ < (s, f;m(F,ep)).

Por ser ¢ uma sobrejecao, pela proposi¢do (2.2.3), temos r(s, f) = r(sq, fq), isto é, existe
uma bijecdo R(s, f) «+— R(sq, fq), em particular existe uma bijecio R(s, f;m (Fo,ep)) <—
R(sq, fq;m(Fo,ep)). Observe também que ¢ induz uma bije¢do ['(sq, fq) «— I'(s, f). E

bM

sendo w as projecdes quocientes, temos o seguinte diagrama, em que as setas do tipo “ +—
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indicam a existéncia de bijecdes, ¢ e ¢ sdo as aplica¢des definidas no teorema (2.4.2), ¢, € @,
sdo as andlogas de ( para as composicdes sq e fq e T € a sobrejecdo definida na proposi¢ao
(2.4.2).

L(s, f) z R(s, f;m(Fo, eo))

I'(sq, fq) 7 R(sq, fq;m(Fo, €0))



CAPITULO 3

CLASSES DE REIDEMEISTER VIA RECOBRIMENTOS

Ao estudarmos a teoria cldssica das classes de Reidemeister para coincidéncias, observamos
que esta é apresentada na maioria das vezes, como em [8], [12] e [16], via duas abordagens,
sendo a primeira por meio da acdo de Reidemeister como estd definida no capitulo anterior, a
segunda utilizando a teoria dos espagos de recobrimento, a qual abordaremos agora.

No capitulo anterior definimos a a¢do de Reidemeister € mostramos a adaptacio desta ao
substituirmos as aplicagdes por sec¢des de um fibrado. Neste capitulo procedemos de forma
semelhante, isto é, estabelecemos a teoria das classes de Reidemeister via espacos de recobri-
mento, seguindo principalmente as referéndcias [8], [10], [12] e [16], em seguinda exibimos a

adaptagdo para o caso em que as aplicagdes sdo sec¢des de um fibrado.

3.1 Classes de Reidemeister via Recobrimentos Universais

A partir de agora vamos supor que os espacos X e Y sejam conexos, localmente conexos
por caminhos e semilocalmente 1-conexo, portanto possuem recobrimentos X (G) e Y (H),
construidos a partir de subgrupos G e H, dos seus respectivos grupos fundamentais, como
fazemos na se¢ao 1.3.

Considerando ainda f,g : X — Y aplicagdes, com' zy € T'(f,g) e yo = f(z0) = g(o)
(estamos supondo que o par (X, zo) € ndo degenerado), sejam (X (zo); Dao) © (Y (yo); Dyo) OS
recobrimentos universais de X e Y, respectivamente, construidos a partir dos subgrupos triviais

{[@o]} < mi (X, 20) € {[Uo]} < m(Y, v0).

Defini¢fio 3.1.1. Diremos que o par de aplicacdes f,J : X (x0) — ?(yg) € um levantamento do

! Aqui estamos assumindo que (X, x¢) é ndo degenerado, para que tal escolha seja possivel, a menos de homo-
topia.

37
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par (f, g) se os diagramas abaixo sdo comutativos.

K(wo) L= V(o) X(wo) ==V (o) G.1)
meo lpyo lpmo lpyo
x—~L .y X—9% .y

Denotamos por Lev(f,g) ao conjunto de todos os pares (f, g), em que fvé um levanta-
mento de f e g é um levantamento de g, segundo os diagramas acima. Precisamente, temos
Lev(f,g) = Lev(f) x Lev(g), sendo Lev(f) e Lev(g) o conjunto de todos os levantamentos

de f e g, respectivamente.

Observacio 3.1.1. Observe que Lev(f, g) # 0, (pelo teorema (1.2.2)) pois fe g sdo na verdade

levantamentos (segundo o diagrama (1.13)) de f o p,, e g o p,,, respectivamente, e temos

(f 0 paimr (X (o). Fo) = {11} < (pun)ims (V(w0).Bo) = {[1]}. e

(90 Pro)em (X (20). 5o ) = {11} @ ()em (¥ (0). o) = {[1)}

Observacio 3.1.2. Como sabemos, Cov(X (9)/X) = m(X, x0) e Cov(Y (y0)/Y) = 1 (Y, yo),
via isomorfismos o — T}, e 8 — T3, como mostramos na observacdo (1.2.5). Lembrando que
o fato de tais recobrimentos serem (em particular) regulares, as translacdes de recobrimento
atuam transitivamente em cada fibra, isto é, dados quisquer (z, o1 )4, (¥, Q2)a, € Py, (2), existe
T € Cov(X/X) tal que Tz, 1)z, = (T, a2).,, € analogamente para as translacdes referentes
a i}(yo)'

Proposicio 3.1.1. Dados dois levantamentos [ e fy de f, existe um vinico oy € (Y, yo) tal
que f1 = T,, o f. Analogamente, dados g e g, levantamentos de g, existe um tinico elemento

Qg € T (Yv ?/0) tal que gl = Ta2 © g

Demonstragio. Tome (0, To) € X (o) € sejam (y1, 81) = flzo,To) € (2, B2) = f1 (w0, To)
em Y (yo). Como (y1, 1) e (yo, B2) estdo sobre a mesma fibra Py (0), temos y; = yp =
f(zo) = yo, e existe a; € m(Y, yo), € a translagdo de recobrimento Ty, tal que T, (y1, /1) =
(y2, Ba).

Logo, como T, o f{wo, To) = T, (1, B1) = (2, B2) = f1{wo, To), segue que f; = Tayo f.
Para o caso de g o argumento € andlogo. [

Corolario 3.1.1. Fixado (ﬁ], go) um par de levantamentos em Lev(f,q), temos Lev(f,g) =
{(To, 0 fo, Tay 0 Go s 1,0 € m(Y, %))}

Proposicio 3.1.2. Fixado o par de levantamentos (]70, go) € Lev(f,g), temos

L(f.9)= |J el (o, To o 50). (32)

aem (Yyyo)
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Demonstragio. Tome x € I'(f,g) e sejam T = (z, ) € p,!(z), ﬁ)(%) =171 e go(T) = V.

Como os pontos ¥ € Yo estdo sobre uma mesma fibra, existe o € w1 (Y, 30) tal que T, (y2) = 4.

Segue entdo que T, 0 Go(Z) = Ta(2) = T1 = fo(Z), ou seja, & € puy,T'(fo, Ta © Go)-
Reciprocamente, tome = € prF(fo, Tw © o), para algum « € (Y, 30). Entdo da comuta-

tividade do diagrama abaixo segue que f(x) = g(x).

Tuogo

(X@0).7) ——— (Yw).7) - (33

]

Observacao 3.1.3. Fixado um levantamento ﬁ) de f e dado outro levantamento ]71 de f, entdo
existe um tnico elemento o € (Y, yo) tal que ]71 =T,0 fo. Por outro lado, também existe um
tnico 3 € (X, o) tal que fi=foo Tg.

Assim, fixado o levantamento fo, para cada Tz € Cov(X (x0)/X), existe uma tnica trans-

lagao T, € Cov(?(yg) /Y)tal que T, o fo=foo T. Estabelecemos portanto uma associa¢ao

Qfo o Cov(X(x9)/X) — Cou(Y(yo)/Y) (3.4)
Tg — Ta = QJTO (Tﬁ)
tal que €2 7 (Tg) o ﬁ) = ﬁ) o T}, determinada pelo levantamento ﬁ). Da unicidade de o e 3 neste

contexto, segue que ) 7, ¢ uma fun¢do bem definida.

Proposicao 3.1.3. A funcdo () 7o determinada pelo levantamento ﬁ), é um homomorfismo.

Demonstragdo. SejamTj,, T, € Cov(X (xo)/X). Por defini¢do, Q (T}, o Tp,) € a translagao
de recobrimento tal que Q2 (T3, 0 Tj,) o fo=foo T3, o Tp,. Por outro lado,

(fo OT&) 0Ty, = Qf (T,) 0 foo Ty, = Qf (Tp,) 0 Qf, (Ti,) © fo,

portanto 2 (T, 0 Tp,) = Q7 (Tp,) 0 Q7 (Tp,) - O

Lema 3.1.1. Definindo as fungoes ]70,50 - X (xog) — ?(yg) respectivamente por ﬁ)(aj? By =

(f(2), f(B))yo € Golx, B)zy = (g(2), 9(B))y,, afirmamos que estas sdo levantamentos de f e g,
respectivamente.

Demonstragdo. Claramente tais fungdes tornam os diagramas (3.1) comutativos, provaremos
entdo que elas sdo continuas. Com efeito, tome (z, 5),, e seja V ({f(z), f(5)),,) um aberto ba-
sico em ?(yo), sendo V' uma vizinhanga aberta de f(z) em Y. Da continuidade de f, tome U =
F71(V) uma vizinhanca aberta de = em X e note que fo (U ((z, Bae)) €V ((f(2), F(B))y) -

O argumento para a continuidade de g, € andlogo. 0
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Convencao 3.1.1. Pelo lema (3.1.1) foi possivel exibir ao menos um levantamento para f e um
levantamento para g, e a partir de agora quando nos referirmos ao par de levantamentos fixado

(ﬁ), go) € Lev(f,g), estaremos nos referindo ao par fornecido pelo lemma (3.1.1).

Lema 3.1.2. Via as identificagbes (isomorfismos) Cov(X(x9)/X) = m(X,z0) e
Cov(?(yo)/Y), temos Qﬁ)(ﬁ) = fy(B), para cada € ™ (X, xo) e semelhantemente 25, () =
9¢(8), para cada € m (X, x).

Demonstragdo. Usando a observagdo 1.3.4, basta notar que f; o Ts(x0, To)ay = %(azo, By =
(f(@0), £(B))yo = Ts(s) © fo(x0,T0)a,- De forma andloga vemos que §5, = g;. O

Observacao 3.1.4. Note que o homomorfismo {2 7 pode ser definido a partir de qualquer levan-
tamento f e analogamente para {J;. Porem o lema (3.1.2) exibe uma propriedade importante,
que justificard o porque de tomarmos em particular o par (]70, Jo), fornecido pelo lema (3.1.1).

Uma dessas propriedades € expressa na observagdo seguinte.

Observacao 3.1.5. Em consequéncia do lema (3.1.2), a respeito dos homomorfismos 2 7 Qs
note que

Ty o fo=fooTs e Typ o go=gooTs. (3.5)
Lema 3.1.3. Se pu,I'(fo, T, © G0) = paol(fo, Ty © Go) # 0, entdo existem T € T(fo, Ta, © G0)
e B € (X, o) tais que Tg(%) € T(fo, Ta, © G0o).

Demonstragdo. Tome = € Py, I'(fo, Tay ©G0) = pagT(fo, Tay © Jo), € Sejam Fy, T € Py (x) tais
que 1 € F(ﬁ), Tw, ©go) € Tg € F(ﬁ), T.., © go). Por estarem na mesma fibra (sobre z), existe
B e m(X, o) tal que T3(Z;) = 7. Entdo,

foo T3(@1) = fo(@2) = Tay 0 Go(@2) = Ty 0 Go 0 Tp(1),

logo Ts(71) € T(fo, Tuz © Jo)- O

Teorema 3.1.1. Para cada o, o € (Y, y0), 08 conjuntos pxof(ﬁ), T.,000) € prF(ﬁ), T,, 0
go) sdo iguais se, e somente se, [a1|r = [ae]r em R(f,g), e quando [a1|p # [ao]g, tais

conjuntos sdo disjuntos.

Demonstrag¢do. Suponha que pxof(ﬁ), To,000) = pzof(ﬁ), To,000) # 0, entdo (do lema(3.1.3))
existem T € I“(]?O,TCYl 0qo)e [ € m(X,xg) tais que T3(T) € 1“(]70,Ta2 0 go). Assim,

T, 0Goo Ts(E) = fooTs(T)
= Ty o fol@)
= Ty(p) © Ty © o(7)
= Ty 0 Ta, 0 Ty(g)-1 0 go o Tp(),

ou seja, T, = Ty © Toy © Tyip)-1, 1080 ar = f(B) * oy * g(8)~", portanto o]z = [ &.
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Reciprocamente, suponhamos agora que (o] r = [ag]g, isto é, existe § € (X, x¢) tal que

ag = f(B) *x ay * g(ﬁ)*l, e tome z € pgmlj(fB,Ta1 0 gp). Como f(f3) * ay = ay * g(B), temos
parax € p;ol (x),

foo Ta(@) = Ty o fol®)

= Ty(p) 0 T, © Go(7)
= Ty(B)rar © Go(T)

= Ty, 0Ty o 90()
= Tw, 0600 Tfi(f)?

isto é,13(7) € F(fo, T.,°q0), portanto = € prF(fo, Tw,°40), mostrando a inclusio pIOF(fD, T,,0
go) € prI’(fo, Tw, © Go). A inclusdo contréria se faz de forma anéloga.

Mostraremos agora que s existe a0 menos um ponto = € puoI'(fo, T, ©G0) NPag(fo, Ty ©
Jo), entdo tais conjuntos sdo necessariamente iguais. Supondo entdo que exista tal x, tome
T1,To € py) (), tais que T; € T(fo, Ta, © Go) € To € T'(fo, T, 0 G0), € seja B € m1 (X, ) tal
que T3(71) = Z». Entdo,

Thy0goo Tﬂ@l) = Ta, o Go(72)
= ]?0(:’52)
= Joo Ts(@)
= Ty 0 fol@)
= Ty(p) 0 Tay © Go(71)
= Ty(p) 0 Tay © Tyg)-1 © go © T(1),

portanto iy = f(B3)*ay*g(8)~!, e da primeira parte do teorema segue que prF(ﬁ], To,090) =
pIOF(f()?TaQ O/g/O)' D

Definicao 3.1.2. Cada conjunto szF(ﬁJ, To 0 go) C T'(f, g) é chamado classe de Reidemeister

de f e g, determinada pelo par de levantamentos (fo, T, 0 o).

Observacao 3.1.6. Note que em virtude do teorema (3.1.1), temos uma correspondéncia entre
os conjuntos p,,I'(fo, Tw © Go), isto é, as classes de Reidemeister determinadas por levantamen-

tos, e as classes em R(f, g), ou seja,

L {pel (P Tuo @)} = r(f.0) (3.6)

[a]rRER(f.9)

e obtemos assim uma forma equivalente de se chegar ao nimero de Reidemeister determinado
pelas aplicacdes f e g. Observe ainda que nada impede de uma (ou mais) classes pon(ﬁ), T, o0

go) sejam subconjuntos vazios em I'(f, g), o que ndo a exclui de ser contada, pois no lado
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esquerdo da igualdade em (3.6) estamos nos referindo ao cardinal das classes prF(ﬁ), To 0 go)
em I['(f, g), ndo sendo relevante portanto quantidade (caso ndo seja vazia) de pontos em cada

classe determinada por um par de levantamentos.

Proposicio 3.1.4. Sejam 7 € I'(f,31) ¢ 8 € m (X, x,). Dado §, € Lev(g), entdo Ts(7) €
F(f: G2) se, e somente se, Gy = Tz 0 g1 0 Tp-1.

Demonstragdo. Suponha que g, = T(gy o g; o T-1, entdo

G20 T3(%) = Typy 0 groTg-10Tp(T) = Trp) o gi(T) = Ty o f(T) = foTp(7),

ou seja, T5(Z) € T'(f, ). Reciprocamente, se T5(%) € I'(f, »), entdo basta ver que

920 Tp(7) = [ o Ts(T) = Ty(p) 0 f(T) = Ty(p) 0 G1(T) = Typ) © g1 0 Tg-1 © Tp(7),
isto é, g2 € Ty(3) 0 g1 © Ts-1 coincidem em T5(z), portanto sdo iguais. O

Definicao 3.1.3. No conjunto Lev(g) defina a seguinte relagdo (inspirada na relagdo de conju-
gagdo), que denotamos por "conj": Dados g1, g2 € Lev(g), temos gy conj gs se, € somente se,

existe 8 € 71 (X, x¢) tal que go = Ty 0 g1 © Tp-1.
Proposicao 3.1.5. Afirmamos que a relagdo definida em (3.1.3) é de equivaléncia em Lev(g).

Demonstragdo. De fato, se gy = T30 g1 0Ts-1, entdo g; = Tyz-1y0 g2 0 T(g-1y-1, € se além
disso g3 = Ty(s,)0g20T -1, temos g3 = Ty(s,) 0 Ty(g)0910T5-10T5-1 = T80 910 T(5,4p)1,
ou seja, g; conj gz. Por fim, é claro que g1 = Ty 0 g1 0 Tp-1,se B =1 € m (X, ). O

Definicao 3.1.4. Fixado o levantamento fo € Lev(f) dado pelo lema (3.1.1), denote por

Lev(g)
conj

Lev(f,g) ao conjunto {fo} x , em que seus elementos sdo as classes de equivaléncia

denotadas por [fo, ], isto &,
o8 = { (Jo. Ty 0G0 To) 58 € m(X,20) | (3.7)

Teorema 3.1.2. Os conjunios py,I(fo, 1) € pay L (fo, G2) sdo iguais se [fo,31] = [fo. 2], €

disjuntos caso contrdrio.

Demonstracdo. Suponha que [ﬁ),'gvl] = [ﬁ),ﬁg], isto é, existe § € m(X,x) tal que go =
Tt © g1 © Ts-1. Entdo, pela proposi¢do (3.1.4), temos F(fo,:(jg) = Tgf(fo,'gﬁ), portanto
Dol (fo,32) = Pay © T (fo. 1) = o D(F, ). .

Suponha agora que exista € p,,I'(fo,91) N Pz ['(fo, g2). Existem entdo Z1, T € p;ol
tais que r; € F(ﬁ),ﬁl) eIy € F(fo, g2). Como 7 e T estdo sobre uma mesma fibra, existe
B € m (X, x0) tal que Ts(x1) = 5. Logo, pela proposi¢do (3.1.4), temos g, = Tz 0g1015-1,
portanto [fo, 1] = [fo, 5. O
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Observacao 3.1.7. Combinando os teoremas (3.1.2) e (3.1.1), obtemos as igualdades abaixo

L {palGoTicim}|=| L {pulGodn}| = [Eeo(f.o)l = r(f.9)
o] rER(f.9) [fo.g1)€Lev(f.9)

(3.8)

3.2 Invariancia Homotopica

Nesta se¢do mostraremos que se existe uma homotopia H; g = ¢', entdo r(f,g) = r(f, '),
e tal resultado € conhecido como invaridncia homotopica do niimero de Reidemeister. Para
mostrar isto, note que basta exibir uma bije¢ao entre os conjuntos Lev(g)/conj e Lev(g')/cony,
pois assim o resultado seguird do teorema (3.1.2), ou mais precisamente pela ultima igualdade
em (3.8).

Definicao 3.2.1. Por uma homtopia H : g = ¢’ entre as aplicagdes g, ¢’ : X — Y, entendemos
a familia (de aplica¢des) H = {h;}cs, sendo cada h; : X — Y definida por hy(x) = H(x,t),
comhg=geh =¢.

Observacdo 3.2.1. Sendo (X(x¢) X I;ps, X Id) um recobrimento universal de X x I, faz
sentido tomar um levantamento H : X (z) x [ — ?(yo) de H. E note que ao denotarmos H
pela familia H = {I; }1e;, temos hy € Lev(h,), para cada t € I. Em particular, hy € Lev(g) e

ﬁl € Lev(g'), com H uma homotopia entre os levantamentos g e gN’ .

X(zo) x I — L 5 ¥(

yo)
J/pzo x1Id Pyg
X x I ek s Y ©:9)

Lema 3.2.1. Seja H : g = ¢’ uma homotopia. Dado g um levantamento de g, existe um tinico
levantamento H = {Ef}te 1 de H tal que EO = g. E ainda, El é um levantamento de ¢', que é

tinico com esta propriedade.

Demonstragdo. Seja H = {ﬁt}te ; um levantamento de /{ para o qual Eo = g, e suponha que
H' = {h,}1; seja outro levantamento de H. Se ho = hl)y = §, entdo H(z,0) = H'(z,0), para
todo (x,0) € X x {0}, portanto H = H'. Pela comutatividade do diagrama abaixo segue que
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El ¢ um levantamento de ¢’, que é unicamente determinado pela unicidade de H.

X(wo) x {1} —— V(30

J/pZOXId l
(3.10)
> Y

X x {1} a

]

Observacao 3.2.2. Dada uma homotopia H : ¢ = ¢/, o lema (3.2.1) diz que H induz uma
bijecdo entre os levantamentos de g e de ¢’. Em simbolos, existe H : Lev(g) — Lev(q'),
bijetora, cuja inversa € a induzida pela homotopia H~*(xz,t) = H(x,1—t), de forma que, dado
g € Lev(g), escolhemos o tnico levantamento H = {iNLt}tE ; de H tal que hy = § e facamos
H(G) = In € Lev(y).

Teorema 3.2.1. Seja H : g = ¢’ uma homotopia. Entdo a funcdo bijetora H : Lev(g) —

Lev(g) Lev(g')
conj — conj

Lev(q'), induzida por H, passa ao quociente J : , com I sendo uma bijecdo.

Demonstracdo. Basta notar que se {Et}te 1:g =7, entdo
{Tppy o hioTsi hier - Tygy0go T = Tpof oTsr. (3.11)

Tal resultado pode ser verificado por meio do seguinte diagrama comutativo,

R(wg) x T —22 o R (o) ><]—>Yy0 T Py

lsz xId 1/0
Peo x4 (3.12)

XxI—"2 4y

pois como {ht}te] 7 g, istoé, ho = ge hy = g, teremos Ty ohooTﬁ 1 =T 0goTs
e T(p) 0 hio Ts-1 =Ty o g’ 0 Tj-1. Isto mostra que a funcio H dada por H[g] = [H(7)] estd

bem definida e é uma bijecao. [
Corolario 3.2.1. Se existe uma homotopia H : g = ¢, entd@o r(f,q9) = r(f,g).

Demonstragdo. A bijecdo H induz naturalmente uma bijecdo entre Lev(f, g) e Lev(f,q'),e0

resultado segue da ultima igualdade em (3.8). 0

O corolério acima afirma portanto que nada se perde em generalidade ao assumirmos, a
menos de homotopias de f, que I'(s, f) # (), mediante a hipétese de que o par (B, by) seja ndo

degenerado, no contexto do problema 2.
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3.3 Classes de Reidemeister via Recobrimentos para Coinci-

déncias Entre Seccoes de um Fibrado

Sejam ¢ : £ — B um fibrado com base B compacta e f,s : B — FE, seccdes de q.
Suponha ainda que £ e B sejam conexos, localmente conexos por caminhos e semilocalmente
1-conexos, o par (B, by) seja ndo degenerado e com Fy = ¢~ (by) conexo por caminhos.

Assumindo que (B, by) seja ndo degenerado e considerando by € I'(f, s), com ey = s(by) =
f(bo), como sabemos 71 (Fp, eq) se realiza como um subgrupo normal de 7 (FE, eg). Pode-

mos tomar entdo o recobrimento regular (E (Fp); qFO> , de I/, e os recobrimentos universais

(E(eo); pe[)) e <E(eo); U(eo, F0)> de E e E(Fy), respectivamente, como dispostos no diagrama

lq@o,% : (3.13)

comutativo abaixo,

observando ainda que

- (E(Fo), (eo,éo>po)
™ (E(eo), <eo,éo>eo>

Cov (E(eo)/E(FO)> ~ = 1, (Fp, o). (3.14)

Observacio 3.3.1. Note que a proje¢do de recobrimento (., r,) € expressa simplesmente por

Q(eo,F0) (€ @)ey = (€, ) ,, OIS basta fazer a sua construcdo de acordo com o teorema (1.2.3).

Defini¢do 3.3.1. Analogamente ao que fizemos na se¢do anterior, vamos denotar por Lev(s)
e Lev(f) ao conjunto de todos os levantamentos de s e f, respectivamente, com respeito aos

recobrimentos universais e Lev(s, f) = Lev(s) x Lev(f). Isto é, (5, f) € Leuv(s, f), sempre

que os diagramas abaixo forem comutativos.

B(bo) > E(e0)  B(bo) — Eeq) (3.15)
pboj£ S gv% pbOLL f ijpeo

Definicdo 3.3.2. Denotamos por Lev(s; Fy) e Lev(f; Fy) ao conjunto de todos os levanta-

mentos de s e f, respectivamente, referentes ao recobrimento gr, : E(Fy) — E, segundo os

diagramas comutativos abaixo, com Lev(s, f; Fy) = Lev(s; Fy) x Lev(f; Fy).

~ ~ ~ ~ f ~

B(by) —= E(Fy)  B(by) —— E(Fp) (3.16)

) l lQFO Pog L lQFO
f

B - E B E
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Lema 3.3.1. Defina as fungdes sg,, fr, : B(by) — E(Fy) por sg, (b, B, = (s(b), s(8))r, €

fFo <b7 B>bo = <f(b)7 f(ﬁ))FO.Aﬁrmamos que (SFoafFo) S Lev(s,f; FO)'

Demonstragdo. E claro que tais fungdes tornam o diagrama (3.16) comutativo, e a continuidade

segue nos mesmos moldes da demonstragcdo do lema (3.1.1). L]

Lema 3.3.2. Sendo Lev(sg,, fr,) 0 conjunto dos pares de levantamentos de sp, e fr, (refe-
rente ao recobrimento universal q(e, i) E(eo) — E(Fy)), Afirmamos que Lev(sp,, fr,) C
Lev(s, f).

Demonstracdo. Segue da comutatividade dos diagramas abaixo,

Blbo) —2— F(ey) Blby) —" - E(eo) (3.17)
H q(EOvFo)L H q(ﬂo»Fo)l

B(by) —2 = E(F,) |70 B(by) ——2—~ E(F,) |70
lpbo qFOl lpbo qpol
B s E B ! E

pois se 5g, € Lev(sp,), entdo pe, © Spy = R, © G(eo,Fo) © SFy = 4R, © SFy = Dby © S, € de forma

semelhante para os levantamentos fFO de fg,. [

Observaciio 3.3.2. Definindo as aplicagdes 5o, fo : B(by) — E(eo) por So(b, B)s, = (s(b), 5(8))eq
e ]%(b, Bee = (f(D), f(B))e,, note que este sdo levantamentos de s e f, respectivamente, e

ainda, q(e,,m,) © 50 = SF, € Q(eo, ) © fo = fry-
Observamos que o par de levantamentos (Sy, fo) é 0 andlogo ao par (f,g) para o caso con-

siderado na secdo 3.1 e gozam de propriedades semelhantes neste contexto.
Lema 3.3.3. T'(s, f) = po, L' (s, fr, )-

Demonstragdo. Seja (b, B)p, € I'(Sg,, fr,), isto &,

SFo<bv B>bo = <8(b)’5(/6)>F0 - <f(b>af(6)>Fo = fF0<b, ﬁ>bo-

Entdo, em particular, s(b) = f(b), portanto py, ' (s, fr,) C I'(s, f).
Reciprocamente, tome b € I'(s, f) e seja 8 : I — B um caminho entre b, e b. Note que

siy (b, B = (5(6), s(B))ky 2 (F(B), F(B)) ko = Fro (b B

em que a igualdade () justifica-se pelo fato de s(b) = s(b) € q[s(8) * f(B71)] = [bo], ou seja,
[s(B) * f(B71)] € mi(Fo, eo). O

Teorema 3.3.1. Os conjuntos py,I'(S0, T, © fo) € po, L' (S0, 15, © fo) sdo iguais se, e somente se,

[v1lr = [12]r em R(s, f;m1(Fy, e)) e disjuntos se [y1]r # [V2]r-
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Demonstragdo. A rigor, da demonstragdo do teorema (3.1.1), sabemos que py, I’ <§0, T,, o f;) =

Doo L (f§0, Ty, © ﬁ)) sempre que (o] g = [an]gr em R(s, f).

Por outro lado, como Cov <E(eo)/E(FO)> = 71(Fb,e0) € Lev(sg, fr,) C Lev(s, f),
ao considerarmos apenas os levantamentos em comum dos pares (sg,, fr,) € (S, f), devemos
tomar a; e ap apenas pertencentes ao subgrupo 7 (Fp, €g), isto é, estamos restringindo a a¢do
de Reidemeister a este subgrupo.

Os detalhes da demonstragdao seguem nos mesmos moldes da demonstragdo do teorema

(3.1.1) e ndo a repetiremos aqui. 0

Observacao 3.3.3. Segue ainda do teorema (3.3.1) a seguinte igualdade:

I_l {pbof (150, T, o f())} =r(s, f;m(Fo,e€0)). (3.18)

YER(s, fim1(Fo,eo))

Ressaltando que no lado esquerdo da igualdade acima estamos contando o nimero de subcon-

juntos py, I (§0, T, 0 %) , € ndo a quantidade de pontos existentes em cada um.

Definicao 3.3.3. Cada subconjunto pp, I’ <§0, T, o f;) C I'(s, f) é chamado classe de Reide-

meister de s e f, determinada pelo par de levantamentos <§0, T, o fo) .

Observacao 3.3.4. Assim como no caso em que consideramos apenas aplicagdes, pode ocorrer

de classes py, I’ (§0, T, o ﬁ]) serem subconjuntos vazios em I'(s, f).

Observacdo 3.3.5. Definindo a acio A : m,(B, by) x Lev(f) — Lev(f) por BAS = Typ) o

fo T5-1, note que o cardinal do conjunto das érbitas de A é exatamente (s, f), em virtude do
teorema (3.1.2), pois A € apenas a adaptacdo da a¢do “conj” considerando agora as secgoes s

e f. Tomando as orbitas da acdo A restrita apenas aos elementos do subconjunto Lev(fg,) C
’Cev(fFo)

Lev(f), teremos o nimero de Reidemeister (s, f; 71 (Fp, €9)) igual ao cardinal de =<, isto
€,
Lev
‘% = 1r(s, f;m1(Fo, €0))- (3.19)
De forma mais precisa, analogamente ao que fizemos na se¢ao 3.1, fixado o levantamento

particular 5y € Lev(sp,) e denotando por [So, f] € {So} x % a classe representada por

(30, f) € {30} x Lev(fr,), sendo Levg, (s, f) o conjunto formado pelas classes [3o, 1], temos

| {pbOF (go,f)} = (s, f;m(Fo, e0)), (3.20)
[50.7]

para [So, f] variando dentre os elementos de Levp, (s, f).



APENDICE A

Acao de Grupos

Sejam G um grupo e Y um conjunto. Dizemos que GG age em Y se existe uma funcao

GxY =Y, (9,y) — gy, tal que, paratodoy € Yeg,g € G,
@) (99")y =9(g'y),
(i) 1y =y.

E neste caso chamamos Y de um GG—conjunto . Dizemos que G age transitivamente em Y
se, para cada y,y’ € Y, existe g € G tal que gy = y'. Neste caso chamamos Y de G—conjunto
transitivo.

Dado y € Y, chamamos de orbita de y ao conjunto o(y) = {gy; g € G} C Y, e estabilizador
de y ao conjunto G, = {g € G; gy = y} C G, também conhecido como subgrupo de isotropia.
Note que, para qualquer G—conjunto Y, G, € um subgrupo de G, paratodo y € Y. E ainda, G
age transitivamente em Y se, e somente se, o(y) = Y paratodoy € Y.

Sejam G um grupo e X, 7 G—conjuntos. Dizemos que uma fungdo f : ¥V — Z ¢
G —equivariante quando f(aoy) = a e f(y), paratodo a € Gey € Y, sendo o e e as
acdes de G em Y e em Z, respectivamente. Quando f € também uma bijecdo, chamamos
de G—isomorfismo, e denotamos por Auts(Y, Z) ao conjunto de todos os G—isomorfismos
f:Yy—==2

Quando Z = Y, denotamos simplesmente por Auts(Y) ao conjunto de todos os G— iso-
morfismos de Y. Note que tal conjunto, munido da operacdo usual de composicao de fungdes, é
um grupo.

Sejam G um grupo e H C G um subgrupo. Denotaremos por N (H) ao subgrupo norma-
lizador de H em G, isto é, Ng(H) é o maior subgrupo de GG, contendo H, que é normal. Em
simbolos, N¢(H) ={g € G;gHg' = H}.

48
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Proposiciao A.0.1. Sejam Y um G—conjunto transitivo e x,y € Y. Os estabilizadores G e G,

sdo iguais se, e somente se, existe p € Aute(Y) tal que p(z) = y.
Demonstragdo. Vide [13], pagina 292. [

Proposicdo A.0.2. Sejam Y um G—conjunto transitivo e yo € Y. Entdo Autg(Y) =
Na(Gyo)/Gyo-

Demonstragdo. Tome ¢ € Auts(Y). Como G age transitivamente em Y, existe g € G (que
depende de ) tal que ¢(yo) = gyo,e afirmamos que tal g pertence ao normalizador Ng(G, ).

De fato, dado h € Gy, entdo hyo = 4o, € gy (yo) = @(hyo) = he(yo) = hgyo, isto é,
Yo = g~ hgyo, logo g~ hg € Gy,.

Suponha agora que p(yo) = gyo = 1Yo Entdo g tgys = o, € temos ¢1G,, = gGy,.
Isto mostra que a fun¢do ¥ : Autg(Y) = Ng(Gyy)/Gyo» Z() = g7 'Gy, estd bem definida.
Mostraremos que > é um isomorfismo.

Sejam p, 1 € Auta(Y'), com p(yo) = 910 € ¥ (yo) = gayo- Note que Yp(yo) = ¥ (g1%0) =

919240, entdo B(1p) = (g192) "' G- Por outro lado, B(¢)X() = g5 ' Gyogi ' Gye = 95 ' 91 Gy,
= (9192) ' Gy, portanto X(¢pp) = L(¢)E(¢) e X € um homomorfismo.

Suponha que X(¢) = Gy, isto é, p(yo) = yo. Entdo w(hyy) = he(yo) = hyo, para todo
h € G. Como G age transitivamente em Y, dado qualquer y € Y, existe a € G tal que ayy = v,
logo ¢(y) = y, ou seja, ¢ é a identidade em Y,e X € injetor.

E para cada g € Ng(Gy,), defina ¢ : Y — Y por ¢(y) = hgyo, sendo y = hy, para algum
h € G, e note que p € Auts(Y). Por fim, observe que X(¢) = g~ 'G,,, modtrando que 3 é

sobrejetor. [
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