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Abstract

The purpose of this work is to study the realizability problem of branched coverings
between closed, connected and orientable surfaces. For each covering, there exists a set of
naturally associated data called branch datum that should satisfy the Riemann-Hurwitz
formula.

A classical problem (for possibly non-orientable surfaces) asks whether for a branch
datum satisfying the condition of Riemann-Hurwitz exists a branched cover between
surfaces having it as branch datum. The correct answer is: not always. When a branch
datum satisfies the necessary conditions to come from a branched covering, we call it a
candidate branched covers; if indeed it comes from a branched cover we call it realizable
and, if not, we call it exceptional.

In fact, it is known that exceptions can occur only if the covered surface is the sphere
or the projective plane, but the general solution is still unknown.

Among the various tools used to attack the problem we will work directly with two of

them: the orbifolds and dessins d’enfant.






Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar o problema de realizabilidade de recobrimentos
ramificados entre duas superficies orientaveis, fechadas e conexas. Para cada recobrimento
existe um conjunto de dados naturalmente associado chamado dados de ramificacao que
devem satisfazer a formula de Riemann-Hurwitz.

Um problema classico (para superficies possivelmente nao-orientaveis) questiona se,
para um dado de ramificacao satisfazendo a condicao de Riemann-Hurwitz, existe um
recobrimento ramificado entre superficies tendo-o como dado de ramificacao. A resposta
correta é: nem sempre. Quando um dado de ramificacao satisfaz as condi¢oes necessarias
para vir de um recobrimento ramificado, o chamamos de um candidato a recobrimento
ramificado; se de fato ele vier de um recobrimento ramificado o chamamos realizavel e,
caso contrario, excepcional.

De fato, é sabido que excecoes podem ocorrer somente se a superficie recoberta é a
esfera ou o plano projetivo, mas a solucao geral permanece desconhecida.

Dentre as diversas ferramentas utilizadas para atacar o problema trabalharemos

diretamente com duas delas: os orbifolds e os dessins d’enfant.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar o problema de realizabilidade de recobrimentos
ramificados entre duas superficies YeY orientéaveis, fechadas (isto é, compactas e sem
bordo) e conexas. Para cada recobrimento existe um conjunto de dados naturalmente
associado representado pela 5—upla (i, S,n,d,1l; = (dij);-iil), que chamaremos de dados
de ramificagiao, onde n > 0 é o nimero de pontos de ramificacao, d > 2 é o grau do
recobrimento, II; = (d;;)j, ¢ uma parti¢do de d, sendo (d;;)j; a colecdo dos graus
locais nas pré-imagens do i—ésimo ponto de ramificacao, satisfazendo a formula de

Riemann-Hurwitz

X(X) = (I) = d - (x(X) —n),
onde ((IT) = > m; e x é a caracteristica de Euler da superficie.
i=1

De modo geral, para superficies > e X possivelmente nao-orientaveis as seguintes

condicoes ditas de Riemann-Hurwitz sao satisfeitas:

(1) x(¥) = £(II) = d(x(¥) = n);

(2) n-d—((1I) é par;

(3) Se X ¢é orientével, entdo 3 também é orientavel;

(4) Se ¥ é ndo-orientavel e d é impar, entdo 5. também & nao-orientavel;

(5) Se ¥ é ndo-orientavel e Y6 orientéavel, entao cada particao (d;j);j=1,..m; de d refina
a particao (d/2,d/2).

Um problema classico, proposto primeiro por Hurwitz em 1891, questiona o seguinte:
se um dado de ramificagao satisfaz as condicoes de Riemann-Hurwitz, existe um
recobrimento ramificado entre superficies tendo-o como dado de ramificacio? Em
outras palavras, as condi¢oes de Riemann-Hurwitz sao suficientes para que exista um
recobrimento ramificado entre superficies tendo esses dados de ramificacao? A resposta
correta é nao, a condicao de Riemann-Hurwitz nao € suficiente. Quando um dado de
ramificacao satisfaz as condi¢oes necessarias para vir de um recobrimento ramificado,
o chamamos de um candidato a recobrimento ramificado; se de fato ele vier de um

recobrimento ramificado o chamamos realizdvel e, caso contrario, excepcional.
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Consideréavel energia foi gasta ao longo do tempo para uma compreensao geral dos
candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies e bastante progresso foi feito
(em particular, foi mostrado que excessdes podem ocorrer somente se 3 ¢ a esfera S* ou
o plano projetivo). Em [15] é apresentada uma coletanea de resultados conhecidos, mas
a solugao geral para o problema permanece desconhecida.

Dentre as diversas ferramentas utilizadas para atacar o problema trabalharemos
diretamente com duas delas: os orbifolds e os dessins d’enfant, com maior destaque aos
primeiros.

Os orbifolds sao generalizagoes naturais das variedades e podem ser localmente olhados
como o quociente de uma variedade por uma acao de grupos finitos. Seu estudo é
encontrado primeiramente no trabalho de Satake [17], com o nome de V-variedades.
William P. Thurston obteve mais sucesso ao reintroduzir este conceito durante um curso
dado por ele em Princeton em 1978-79. A grande melhoria de Thurston sobre a versao
anterior de Satake foi mostrar que a teoria de espacos de recobrimento e de grupo
fundamental podem ser aplicadas aos orbifolds.

Naquele curso, um dos objetivos de Thurston foi descrever uma ligacao muito forte
entre geometria e topologia em dimensao baixa. No tltimo capitulo da versao eletronica
das notas, ele introduziu a nocao de orbifold, cuja ideia foi estudar espagos quocientes
de R™ sobre a acao de um grupo que age de forma propriamente descontinua mas nao
necessariamente livre.

Dessins d’enfant é uma técnica classica que foi introduzida por Grothendieck em [4]
para estudar as aplicacoes algébricas entre superficies de Riemann. A ideia principal é
estabelecer uma associagao entre recobrimentos ramificados e grafos bipartidos. Recorde
que um grafo bipartido ¢ um 1-complexo finito tal que seu conjunto de vértices se divide
como Vi UV, e cada aresta tem um extremo em V; e outro em V5.

Neste trabalho, introduzimos os dessins d’enfant em sua forma original, que é vélida
apenas para recobrimentos da esfera com trés pontos de ramificacao. Para mais leitura,
recomendamos [15], onde a técnica classica é generalizada para um nimero arbitrario de
pontos de ramificacao.

Dentre os vérios resultados ainda em abertos para o Problema de Hurwitz destacamos

a seguinte conjectura proposta em [2|:

. = did . . . . L.
Conjectura 0.1. Se ¥ - S € um candidato a recobrimento ramificado entre superficies

e o grau d € um numero primo, entao o candidato € realizdvel.

Observamos que todos os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies
excepcionais com n = 3 e d < 20 foram determinados por computador em [20]. Existem
varios deles, mas nenhum ocorre para d primo, o que contribui para a confiabilidade da
conjectura 0.1.

No Capitulo 1 fazemos uma breve revisao de ag¢oes de grupo e distinguimos as varias

defini¢oes semelhantes de acoes discretas e acoes propriamente descontinuas, de modo a
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esclarecer as diferencas entre elas. Além disso, observamos que a equivaléncia entre agoes
discretas e acoes propriamente descontinuas para o caso de agoes de grupos de isometrias
de R™ & provada em [8]. Este fato é muito importante para o estudo da geometria dos
orbifolds.

No Capitulo 2 apresentamos a definicao de recobrimento ramificado entre superficies,
trabalhamos alguns exemplos que serao importantes no decorrer do trabalho e
estabelecemos algumas notacoes para os candidatos a recobrimentos que serao uteis. Além

disso, neste capitulo formalizamos pela primeira vez o Problema de Hurwitz.

No Capitulo 3 estudamos os objetos mais importantes de nosso trabalho: os orbifolds
geométricos e a nocao de recobrimento entre orbifolds. Este estudo nos permitird
compreender a relagdo existente entre recobrimentos ramificados e recobrimentos entre
orbifolds. Veremos que se um grupo ' age de maneira propriamente descontinua sobre
uma variedade M, entao o quociente M /T" tem a estrutura de um orbifold. Como corolario,
concluimos que todo quociente de uma variedade por uma ac¢ao de um grupo finito é um
orbifold. Além disso, veremos os tipos de singularidades presentes quando estudamos os
orbifolds de dimensao dois. Tais singularidades sao descritas pelo Teorema de Classifica¢ao
3.9. Definimos os recobrimentos entre orbifolds, os orbifolds bons, a saber, aqueles que
podem ser recobertos por uma variedade, os orbifolds maus, aqueles que nao sao bons, e
a nocao de recobrimento universal entre orbifolds. Mostramos que todo orbifold possui
um recobrimento universal e damos uma caracterizacao dos orbifolds maus de dimensao
dois. Também listamos os 2-orbifolds maus, esféricos e euclidianos; concluimos que todos
os demais sao hiperbolicos e que ha um nimero infinito deles. Para finalizar o capitulo
tratamos das estruturas geomeétricas dos orbifolds de acordo com sua caracteristica de
Euler orbifold (X‘“b), fornecendo uma ferramenta que sera muito 1til para as provas nos

capitulos 5 e 6.

No Capitulo 4 aprofundamos as discussoes sobre o Problema de Hurwitz e
apresentamos as abordagens mais famosas e produtivas para o problema; a saber:
Superficies de Riemann, Permutacoes, Dessins d’enfant e 2-orbifolds. Mostramos que cada
candidato a recobrimento ramificado tem um candidato a recobrimento entre 2-orbifolds
associado. Também apresentamos uma coletanea das principais solugoes parciais para o
Problema de Hurwitz obtidas ao longo do tempo e, na tltima se¢ao, trabalhamos sobre a

Conjectura do Grau Primo discutindo alguns resultados conhecidos que a apoiam.

No Capitulo 5 fazemos uma analise completa dos recobrimentos entre orbifolds com
Y > 0. Para analisar a realizabilidade de um candidato a recobrimento ramificado
entre superficies mudaremos para o candidato a recobrimento entre 2-orbifolds associado
X --» X e usaremos a sua estrutura geométrica ou para construir explicitamente uma
aplicacao f : X 5 X realizando-o, ou para mostrar que uma tal f nao pode existir.

Dentre os resultados apresentados, podemos destacar os seguintes:
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Teorema. 5.28. Suponha d = 4k + 1 para k € N. Entao

d:1
S ——3——9-—-—3-—-—> §
(2,0 2,1),(4, ey 4,1),(4, -, 4,1)
N N

2k

€ um candidato a recobrimento ramificado entre superficies, e € realizdvel se, e somente

se, d pode ser expressado como x* + y? para algum x,y € N.

Teorema. 5.29. Suponha d = 6k + 1 para k € N. Entao

d:1
S ——3——r——3-—3-——3-—> §

wal)7(37 ey 371)7(67 ey 671)
SN~ SN~

3k 2k k

¢ um candidato a recobrimento ramificado entre superficies, e € realizdvel se, e somente

se, d pode ser expressado como x° + xy + y? para algum x,y € N.

Teorema. 5.30. Suponha d = 3k + 1 para k € N. Entao

d:1
S ——3--2--3--3--3--3 §
(3,..,3,1),(3,....,3,1),(3, ..., 3,1)
NN

k k k

¢ um candidato a recobrimento ramificado entre superficies, e € realizdvel se, e somente

se, d pode ser expressado como x°? + xy + y* para algum x,y € N.

Encerramos o capitulo discutindo a relevancia dos resultados apresentados em vista

da conjectura 0.1. Em particular, recordamos os seguintes fatos aritméticos:

e (Fermat): Um ntumero primo da forma 4k + 1 sempre pode ser expressado como

22 + 9% para x,y € N;

e (Gauss): Um nimero primo da forma 6k + 1 (ou equivalentemente 3k + 1) sempre

pode ser expressado como z2 + xy + y? para x,y € N;

e Os inteiros que podem ser expressados como z% + % ou como 2 + 2y + y? com

x,y € N tém densidade assintoticamente zero em N.

Recordemos o que significa dizer que um conjunto tem densidade assintoticamente
zero. Considere um conjunto A C N e defina uma sequéncia A, de subconjuntos de A
tais que € A, se, e somente se, z < n. Definimos uma sequéncia numeérica {y,} dada

por

#A,
Yn = )
n

onde #A ¢é a cardinalidade de A,,. Assim, dizemos que A tém densidade assintoticamente

zero em N se lim g, = 0.
n—oo
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Deste modo, concluimos que um recobrimento candidato em qualquer dos trés
teoremas acima é “excepcional com probabilidade 17, embora seja realizavel quando seu
grau é primo.

Além disso, no caso mau/esférico a afirmagdo também é muito expressiva:

.= dil . . . L.
Teorema. 5.4. Seja Z—;I» Y um candidato a recobrimento ramificado entre superficies

. . . . >~ dil
tendo um candidato a recobrimento entre 2-orbifolds associado X -=+ X com x°®(X) > 0.
~ S dil . . oyl . , s . ~
Entao X Ty Y € excepcional se, e somente se, X € mau e X € esférico. Todas as excecoes

0COTTEM, COM, §Tat Nao-primo.

No Capitulo 6 realizamos uma andlise parcial do problema de Hurwitz para
recobrimentos ramificados no caso em que o recobrimento entre orbifolds associado é
hiperbolico. Nossa andlise ficara restrita a familia de recobrimentos de S? sobre S? com
trés pontos de ramificacao. Mais precisamente, estratificamos essa imensa familia com
relagdo ao nimero de pontos singulares na esfera recoberta. Chamamos {C,,}, paran > 3,

o estrato de todos os recobrimentos da forma

S(aq, ..., ) ==+ S(p,q,r).

Faremos a analise do primeiro estrato C'3 e comentarios acerca dos resultados obtidos
para o segundo estrato Cy em [12].

Apoés um longo trabalho de enumeracao dos candidatos a recobrimentos, provaremos
a realizabilidade e excepcionalidade usando principalmente dessins d’enfant de
Grothendieck, ja explorada em [15].

A saber, um 2-orbifold é chamado triangular se tem a forma S(p,q,r) e, para este

caso (estrato C3), temos o seguinte resultado:

Teorema. 6.1. Existem 9 candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo
um candidato a recobrimento entre 2-orbifolds associado X --+ X com X e X sendo
orbifolds triangulares hiperbdlicos. Todos sao realizdveis, exceto dois. As excecoes ocorrem

nos graus 8 e 16 (que néao sio primos).
Para o estrato Cy, em [12] é mostrado que:

Teorema. 6.3. FExistem 141 candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies
tendo um candidato a recobrimento entre 2-orbifolds associado X --» X sendo X a
esfera com quatro pontos de cone e X um orbifold triangular hiperbolico. Dentre eles 29

sao candidatos excepcionais, e eles nao ocorrem em graus primos.






Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é recordar alguns conceitos sobre acoes de grupo e distinguir
as varias definicoes semelhantes de acoes discretas e agoes propriamente descontinuas, de
modo a esclarecer as diferencas entre elas.

Na secao 1.1 definimos acdao de grupos, acao por homeomorfismos e acao efetiva,
que sao, de fato, as acoes que nos interessam. Definimos também a drbita Gx e o
grupo de isotropia G, de um ponto, o que nos permitird dizer que uma acao é livre
se G, ={1,} Vo € X.

Na secao 1.2 mostramos que se uma acao for errante, ela terd orbitas discretas e, que,
para que uma acao seja discreta, é suficiente que ela tenha orbitas discretas e, desta forma,
toda agao errante é discreta.

Na secao 1.3 mostramos que se uma acao for propriamente descontinua entao ela sera
errante. Este resultado, juntamente com os resultados apresentados na secao 1.2 nos
permitem concluir que toda acao propriamente descontinua é discreta. Terminamos a
secdo (e também este capitulo) observando que vale a equivaléncia entre ac¢oes discretas
e acoes propriamente descontinuas para o caso de agoes de grupos de isometrias de R".

Este fato sera muito importante para o estudo da geometria dos orbifolds.

1.1 Acoes de Grupos

Defini¢ao 1.1. Sejam X # () e G um grupo. Uma ag¢do a esquerda de G em X ¢ uma

aplicacao

p:GxX — X

(9.¢) — g-x
com as seguintes propriedades:
(i) lg-z=2  VrelX.

(ii) Se g,h € G entao (gh) -z =g-(h-x) Vo e X.
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Definigao 1.2. Uma acgado ¢ de G em X é dita ser uma ac¢ao por homeomorfismos se X

é um espaco topologico e Vg € G a aplicacao

pg: X — X

r — g-T

¢ um homeomorfismo. Uma acao por homeomorfismos sera dita uma a¢ao efetiva quando

o tnico elemento que fixa todos os pontos de X for a identidade.

Observacao 1.3. Estaremos interessados apenas nas agoes efetivas. Note que, sendo assim,
G pode ser olhado como um grupo de homeomorfismos de X. De fato, seja H o conjunto

de todos os homeomorfismos ¢, de X, tais que g € G. Entao,
p1(2) =1g -z ==, Ve € X.
Assim, ¢y, = 1y € H. Além disso, se g,h € G, entao ¢y, v, € H e temos
(bg 0 @n)(®) = @g(pn(x)) = @g(h-x) =g- (h-x) = (gh) - v =pen(x)  VreX,
o que implica que ¢y, € H. Temos ainda que a aplicagao

p:G — H

g —— g

¢ um homomorfismo de grupos sobrejetivo (por defini¢do) e, como a acdo é efetiva,
devemos ter ker ¢ = 1. Desta forma, G = H < Hom(X).

Se nada contrario for dito, usaremos o termo a¢ao para designar uma ac¢ao efetiva, ou
seja, serd uma acao por homeomorfismos tal que o tnico elemento de G que fixa todos os

elementos de X é o elemento identidade de G.

Definicao 1.4. Dada uma acao de G em X, chamamos drbita de x € X o conjunto
Gz ={gx:g9 € G}.
Proposicao 1.5. Dados x,y € X, tem-se que ou Gx = Gy ou Gx NGy = ().
Demonstracao. De fato, considere a relacao ~ dada por
r~y<3dge G tal que g-r=y
e mostremos que esta ¢ uma relacao de equivaléncia. Com efeito,

e (Reflexiva:) = ~ x pois, lg € Ge lg -z = x;
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e (Simétrica:) se © ~ y entdo, existe g € G tal que g-x = y. Como G é grupo e
g€ G, existe gl € Gtalque gg ! =g lg=1g. Assim, g2 =y= g '-(g-2) =
g y= (g9 z=g" '

Yy=xr =9 Y=y~

e (Transitiva:) Sex ~ y ey ~ z, entao existem g, h € G taisque g-x =y e h-y = 2.
Logo, (hg)-x =h-(g-x) = h-y = z. Como G é grupo e g, h € G, segue que hg € G.
Assim, x ~ z.

Finalmente, observe que a classe de equivaléncia de z ¢ a sua oOrbita e, portanto, segue o

resultado.
O]

Definicao 1.6. Definimos o estabilizador (ou o grupo de isotropia) de x € X como sendo

o conjunto

G,={9€G:gx=nx}.

Definicao 1.7. Dizemos que x é um ponto fizo pela acao de G se G, = G ou,

equivalentemente, Gx = {x}.

Definicao 1.8. Uma acao de G em X é dita livre se dado um ponto qualquer de X, o
unico elemento de G que fixa esse ponto é a identidade. Em outras palavras, se G, =
{1,}Vz € X.

1.2 Acoes Discretas

Definigao 1.9. A topologia da convergéncia uniforme no espago C(X,Y’) das aplicagoes
continuas de X em Y, com Y um espaco métrico, é a topologia que tem como base os

conjuntos do tipo
B(f,e)={g€ C(X,Y) :d(g(z), f(x)) <e,Vxr e X}.

Definicao 1.10. A topologia da convergéncia uniforme sobre compactos no espaco
C(X,Y) das aplicagoes continuas de X em Y, com Y um espago métrico, é a topologia

que tem como base os conjuntos do tipo
By(K,2) = {g € C(X,Y) : d(g(a), f(a)) < &,¥ € K},

onde K é um compacto de X.

Definigao 1.11. A topologia compacto-aberto no espago C(X,Y) das aplica¢oes continuas

de X em Y é a topologia que tem como sub-base os conjuntos
VK, U)={feCX,Y): f(K)CU},

onde K é um compacto de X e U é um aberto de Y.
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Observagao 1.12. e Se Y for um espaco métrico, entao a topologia compacto-aberto

coincide com a topologia da convergéncia uniforme sobre compactos.

e A topologia compacto-aberto nao exige que Y seja um espago métrico, logo a
topologia da convergéncia uniforme sobre compactos é independente da métrica
definida em Y.

e Se além disso X for um compacto, entao esta topologia coincide com a topologia da

convergéncia uniforme.

Definicao 1.13. Uma acgao de G em X é dita discreta se G é um subconjunto discreto

do grupo de homeomorfismos de X, com a topologia compacta-aberta.

Definicao 1.14. Dizemos que uma acao de G em X tem drbitas discretas se para todo

x € X existe uma vizinhanca U de x tal que o conjunto
{9eG:gxeU}
é finito.

Qualquer acao de um grupo finito tem oOrbitas discretas. No entanto, para que
um grupo nao finito tenha orbitas discretas é necessério que nao haja pontos fixos,
caso contrério, existiriam infinitos elementos do grupo que levariam este ponto em uma

vizinhanca qualquer dele.

Definicao 1.15. Dizemos que uma acao de G em X é errante se para todo x € X existe

uma vizinhanca U de x tal que o conjunto
{9 G:gUNU # 0}
é finito.
Proposicao 1.16. Se uma acao for errante, entao ela terd orbitas discretas.

Demonstracao. De fato, dado =z € X, seja U uma vizinhanca de z tal que
{9 € G:gUNU # 0} é finito (que existe pois a agdo ¢ errante). Como U é uma vizinhanga
de x, gr € gU e gU intersecta U no maximo para um nimero finito de g € G, segue que

gz € U no maximo para um numero finito de g € GG, o que conclui a prova.

]

A reciproca nao vale. Para um exemplo, sugerimos ao leitor consultar [8] paginas 12
a 15.

Proposicao 1.17. Para que uma a¢ao seja discreta, basta que possua uma orbita discreta.
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Demonstracao. De fato, se x € X tem uma oOrbita discreta, existe uma vizinhanca U
de = tal que {g € G: gz € U} é finito, digamos {g1,92,...,9x}, onde g3 = 1lg. Logo,
a funcao identidade Idx, correspondente ao homeomorfismo ¢, , tem uma vizinhanga,

relativamente a topologia compacto-aberto, da forma
V({z},U) ={f € Homeo(X) : f({z}) C U}

que é tal que V({z},U)NG = {91, g2, ..., g }- Sendo a identidade isolada, todas as outras
fungoes g € G sao isoladas, e portanto a acao é discreta. Com efeito, suponha que a

identidade seja isolada e que exista g € G nao isolada. Entao, qualquer vizinhanca
Vo(K,U) = {f € Homeo(X) : f(K) C U}
contém um elemento f # g. Logo, g1 f # Id e
g NE)Cg (U)=U" e g lgK)Cg(U)=U"

logo Id(K) c U' e g7 f(K) C U’, o que implica que ¢! f pertence a uma vizinhanca
arbitraria da identidade Vi4(K,U’), o que leva a uma contradigao.
]

1.3 Acoes Propriamente Descontinuas

Definicao 1.18. Um espaco topologico X é localmente compacto se todo ponto z € X

tem uma vizinhanca contida num compacto.

Exemplo 1.19. Os espacos euclidianos e qualquer conjunto compacto sao localmente

compactos.

Exemplo 1.20. Os espacos de Banach de dimensao infinita nao sao localmente
compactos, pois num espaco de dimensao infinita, conjuntos compactos sempre tém

interior vazio.

Definicao 1.21. Seja X um espacgo topoldgico localmente compacto. Dizemos que uma

acao de G em X é propriamente descontinua se, para todo o compacto K C X, o conjunto
{ge G:gKNK # 0}
é finito.

Proposicao 1.22. Se uma acao de G em X for propriamente descontinua, entdo o

estabilizador de qualquer ponto x € X terd de ser finito.
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Demonstragao. Seja x € X e considere o seu estabilizador G, = {g € G : gr = x}. Se a

acao for propriamente descontinua entao, como {z} é compacto, segue que o conjunto

{lgeG glatn{z} #0}={geG gz =2} =G,

seré finito.
]

Proposicao 1.23. Se uma acao for propriamente descontinua, entao ela serd errante.

Demonstracao. Seja x € X. Como X é localmente compacto, existe uma vizinhanca U

de x contida num compacto K. Se a acao for propriamente descontinua, o conjunto
{geG:gKNK # 0}

sera finito e, como U C K e gU C gK, segue que (gUNU) C gK N K o que implica que
{geG:gUNU #0}

serd finito e portanto a agao seré errante.
[

A reciproca nao vale. Para um exemplo, sugerimos ao leitor consultar [8] pagina 16.
Corolario 1.24. Se uma ac¢ao for propriamente descontinua, entao ela serd discreta.

Demonstracao. A demonstracao segue diretamente aplicando as proposicoes 1.16, 1.17 e
1.23.
m

Observagao 1.25. Em [8] é provada a equivaléncia entre agoes discretas e agOes
propriamente descontinuas para o caso de acoes de grupos de isometrias de R™. Além
disso, esta equivaléncia ainda se mantém quando tratamos de agoes de um grupo de

isometrias numa variedade completa Riemanniana.

A observagao 1.25 nos permite usar argumentos geométricos para o problema de

Hurwitz.



Capitulo 2
Recobrimentos Ramificados

O objetivo deste capitulo é apresentar a definicao de recobrimento ramificado entre
superficies, alguns exemplos que serao importantes no decorrer de nosso trabalho e
estabelecer algumas notacoes para os candidatos a recobrimentos que nos serao tuteis.

Na secao 2.1 exploramos a definicao mais geral de recobrimentos topologicos e a nogao
de recobrimento universal.

Na secao 2.2 trabalhamos com os recobrimentos ramificados e damos uma
caracterizagao local para tais aplicagoes.

Na secao 2.3 apresentamos a Formula de Riemann-Hurwitz para recobrimentos
topologicos e, a partir dai, para recobrimentos ramificados.

Para finalizar o capitulo, na secao 2.4 apresentamos a notacao que utilizaremos
para os candidatos a recobrimentos ramificados e definimos os candidatos realizdveis e

excepcionais. Estas definicoes sao a base do Problema de Hurwitz.

2.1 Espacos de Recobrimento

Definicao 2.1. Dizemos que uma aplicagao entre espacos topologicos p : > — ¥ é um

recobrimento se Vg € ¥ existe uma vizinhanga U de zp tal que tal que p~'(U) = |J 'V}
jed(zo)
onde:

e V,; ¢ um aberto nao vazio de S,V € J(xo);
e ply, : V; — U é homeomorfismo;
e ViNnVy=0sej#k.

Neste caso, chamamos Y de espaco de recobrimento de X, ¥ é a base do recobrimento e,
para cada x € i, o conjunto p~!(x) é chamado de fibra de x. Por abuso de linguagem,
dizemos que 3 é um recobrimento de >i, ou que 3 recobre 3], significando que existe um

recobrimento p : Y3
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Observagao 2.2. Se ¥ é conexo entdo, como vemos em |[7|, pagina 119, proposi¢ao 3,
#p~'(z) é independente da escolha de z € > e ¢ chamado grau do recobrimento ou

numero de folhas do recobrimento. A figura 2.1 nos mostra um recobrimento de grau 2.

@10

S
.,
"’ "’

0

Figura 2.1: Recobrimento de Y por duas folhas.

Exemplo 2.3. A aplicacao identidade ¢ : X — X é um recobrimento trivial de X.

Exemplo 2.4. A aplicacao ¢ : S — S' | do circulo unitario em si mesmo, definida
por ¢(z) = 2™ é um recobrimento de S* por n folhas . Na figura 2.2 apresentamos o caso

particular n = 2, que nos d4 um recobrimento por 2 folhas.

Figura 2.2: Recobrimento por 2 folhas de S* por si mesmo.

Exemplo 2.5. A aplicacdo p : R — S! dada por p(t) = €*™ ¢ um recobrimento de S*
por R. Neste caso, cada ponto o € S' possui infinitas pré-imagens e portanto o grau do

recobrimento é infinito. Veja a figura 2.3.

A proxima proposi¢ao nos permitira definir recobrimento universal. Sua demonstracao

pode ser encontrada em 7], Corolario 1 da pagina 163.
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Figura 2.3: Recobrimento de S! por R.

Proposicao 2.6. Seja p : Y — Y um recobrimento, cujo dominio S é simplesmente
conexo e localmente conexo por caminhos. Para todo recobrimento q : X' — X com X'
conexo, existe um recobrimento f : S — Y tal que qo f =p.

Em outras palavras, o diagrama

5 T sy
\ lq

p
b

comuta.

Pela proposicao 2.6, um recobrimento p : ¥ — X com X simplesmente conexo
e localmente conexo por caminhos é chamado recobrimento universal, pois > recobre

qualquer outro recobrimento ¥’ do espaco X.
Exemplo 2.7. A aplicacao p do exemplo 2.5 é um recobrimento universal de S*.

Exemplo 2.8. Qualquer aplicacdo ¢ como no exemplo 2.4 nao é um recobrimento

universal de S*, pois S! ndo é simplesmente conexo.

2.2 Recobrimentos Ramificados

Diversas vezes surgem aplicagoes que parecem ser um recobrimento mas, em determinados
pontos, nao o sao. Podemos generalizar a nogao de recobrimento através do conceito de

recobrimento ramificado.

Definicao 2.9. Um recobrimento ramificado é uma aplicacao entre os espacos Sey que

¢ um recobrimento, exceto num subconjunto discreto de ..

Observagao 2.10. Enquanto num recobrimento usual, com base conexa, o nimero de

elementos na fibra de qualquer ponto é igual para todos os pontos (definido como o grau
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do recobrimento), num recobrimento ramificado, o niimero de elementos na fibra dos tais
“pontos especiais”’, é diferente do nimero de elementos na fibra dos demais pontos. A

estes “pontos especiais” damos o nome de pontos de ramificacao.

Exemplo 2.11. Dado k > 1, a func¢ao f : C — C dada por f(z) = z* é um recobrimento
ramificado com ponto de ramificacao em z = 0. Observe que, em todos os outros pontos
z do plano tem-se #f~(z) = k.

Localmente, um recobrimento ramificado comporta-se como a fun¢ao do exemplo 2.11;
isto é, dado um recobrimento p : Y — Y, existem homeomorfismos ¢ : Y —Ue

¥ — V (U eV vizinhangas da origem 0 € C) tal que o diagrama

D —f> >
® T;ﬁl

U 2z Vv

comuta. Deste modo, chamamos k o grau local do recobrimento.

Exemplo 2.12. Considere S? a esfera unitaria centrada na origem 0 € R® e f : S — S?
a aplicagdo que, para cada zy € [—1,1] fixado, leva a curva que da uma volta na
circunferéncia de altura 2, em S? na curva que da d voltas (d > 2) na mesma
circunferéncia. Observe que para todo ponto P € S?, com excecao dos polos norte N
e sul S, tem se #f~!(P) = d. Portanto, f é um recobrimento ramificado da esfera S? por

si mesma. Observe a figura 2.4.

N

@ -C
e

%,

Figura 2.4: N e S sao os pontos de ramificagao de f.

Note que f|s2\(n,s1 : S*\{N, S} — S*\{N, S} é um recobrimento usual por d folhas.

Definicao 2.13. Dado f : Y —» ¥ um recobrimento ramificado com D1, P2, ..., Pp pONLOS
de ramificagdo tal que f~'(p;) = {Piys Digs-Dip.}, 1 < @ < n. O recobrimento usual



2.3. Formula de Riemann-Hurwitz 11

f|§\6 VN : i\ U f ) — 2\ {p1,p2, -, o} é chamado de recobrimento ndao
v i=1
=1

T
ramificado associado.

Nosso proximo objetivo é definir o que sao dados de recobrimento. Esta ideia nos

levara, no capitulo 4, ao estudo do Problema de Hurwitz.

2.3 Fo6rmula de Riemann-Hurwitz

Sejam YeX superficies orientéaveis, fechadas (isto é, compactas e sem bordo) e conexas
e [ 3 — ¥ um recobrimento ramificado. Como vimos, f é modelada localmente por
fungoes da forma (C, 0) ZH—Z;C((C, 0) com k > 1, sendo que 0 no contradominio C é um ponto
de ramificagao, e k é o grau local em 0 no dominio C.

Além disso, vimos também que existe um niimero finito (n) de pontos de ramificacao,
e, removendo todos eles de X e suas pré-imagens de i, segue que f induz um recobrimento
nao ramificado associado de algum grau d.

A colegdo (di;)72, dos graus locais nas pré-imagens do i—ésimo ponto de ramificagao

¢ uma particao II; de d. Definimos agora:
e ((II;) sendo o comprimento m; de 11;;
e 1l como o conjunto {I1y,...,II,} de todas as partigoes de d associadas a f;

e ((II) sendo o comprimento total {(I1;) + ... 4+ ¢(IL,,) de IL

Tendo definido recobrimentos ramificados, introduzimos agora a famosa Fdrmula
de Riemann-Hurwitz. Esta formula relaciona o ntimero de pontos de ramificacao, os
graus locais e suas pré-imagens, e a caracteristica de Euler das superficies envolvidas no
recobrimento. Apresentamos primeiramente a versao para recobrimentos nao ramificados
entre superficies compactas orientéveis.

Considere um recobrimento topoldgico entre superficies conexas (possivelmente com
fronteira) My — My de grau d. Em seguida, tome uma triangula¢ao suficientemente
pequena da superficie base, adequada para calcular a caracteristica de Euler, e faca o
levantamento para o espaco de recobrimento. E natural que, para cada triangulo, lado ou

vértice na base, existam d copias no espaco de recobrimento. Assim:
X(Mi) = d - x(Ms).

Vamos estender a féormula de Riemann-Hurwitz para recobrimentos ramificados.
Considere um recobrimento ramificado de grau d, Y — Y., com II seu conjunto de
particoes de d. Observe que fora de uma vizinhanca das singularidades, o recobrimento
ramificado é um recobrimento topologico de grau d, enquanto num pequeno disco ao

redor do i—ésimo ponto de ramificagao existem apenas ((II;) pré-imagens, (e nao d, como
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para pontos nao-singulares). Deste modo, aplicando a formula de Riemann-Hurwitz
(para recobrimentos topologicos) e somando todos os termos, tomando cuidado dessas

pré-imagens que faltam temos:

X(Z) = d-x(2) + (U(IL) — d) + ... + (¢(IL,) — d)
X(E) =d- (x(8) —n) + (((I) + ((IL) + ... + ¢(IL,))
X(E) =d- (x(£) —n) + £(10).

Portanto, segue a seguinte formula para recobrimentos ramificados

X(8) =) = d- (x(2) —n). (2.1)

2.4 Candidatos a Recobrimentos Ramificados

Considere novamente duas superficies YeX orientéveis, fechadas (isto ¢, compactas e sem
bordo) e conexas, inteiros d > 2 e n > 1, e um conjunto de partigoes IT = {IIy, ..., II,,} de
d, com II; = (d;;)j%,, tais que a condigdo 2.1 seja satisfeita. Associamos a esses dados o
simbolo
D ——->——-)——§E—-)——->——-) b
(d1, oy dimy )yeens(dints oo drim,)

que chamaremos um candidato a recobrimento ramificado entre superficies.

Observe que para cada candidato a recobrimento da forma S —dli;» S, onde S é a 2-esfera,
com trés pontos de ramificacao, como serao a maioria dos casos que trabalharemos, a

formula de Riemann-Hurwitz da:

((IT) = d + 2. (2.2)

De fato, pela formula de Riemann-Hurwitz temos:
X(8) —(Il) = d - (x(5) = 3) = 2 — {(II) = —d,

donde segue a equacao 2.2.

Definicao 2.14. Um candidato a recobrimento ramificado entre superficies é dito

realizdvel se & induzido por algum recobrimento ramificado f : X — X existente.

Definicao 2.15. Um candidato a recobrimento ramificado entre superficies nao-realizavel

serd chamado excepcional.

Uma questao que surge naturalmente é: que candidatos a recobrimentos ramificados
sao realizaveis? Esta questao é conhecida como Problema de Hurwitz e serd discutida

mais a fundo no capitulo 4.
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Capitulo 3

2-Orbifolds Geomeétricos

O objetivo deste capitulo é fazer um breve estudo dos objetos mais importantes de
nosso trabalho: os orbifolds geométricos e a nocao de recobrimento entre orbifolds. Este
estudo nos permitird compreender a relacao existente entre recobrimentos ramificados e

recobrimentos entre orbifolds.

Na secao 3.1 apresentamos uma definicao de orbifolds bastante utilizada que nos
fornece uma generalizacao da noc¢ao de variedades. Apresentamos exemplos de orbifolds
e, dentre os resultados apresentados, mostramos que se um grupo I' age de maneira
propriamente descontinua sobre uma variedade M, entao o quociente M /I" tem a estrutura
de um orbifold. Como corolario, concluimos que todo quociente de uma variedade por

uma acao de um grupo finito € um orbifold.

Na secao 3.2 estudamos os tipos de singularidades presentes quando estudamos os
orbifolds de dimensao dois. Tais singularidades sao descritas pelo Teorema de Classifica¢ao
3.9. Além disso, definimos os recobrimentos entre orbifolds, os orbifolds bons, a saber,
aqueles que podem ser recobertos por uma variedade, os orbifolds maus, a saber, aqueles
que nao sao bons, e a no¢ao de recobrimento universal entre orbifolds. Dentre os resultados
apresentados, mostramos que todo orbifold possui um recobrimento universal e damos uma

caracterizacao dos orbifolds maus de dimensao dois.

Na secao 3.3 apresentamos a caracteristica de FEuler orbifold e o Teorema de
Geometrizagao que nos permitirao caracterizar topologicamente todos os 2-orbifolds de
acordo com sua geometria, a saber, listamos os 2-orbifolds maus, esféricos e euclidianos;

concluimos que todos os demais sao hiperbolicos e que hd um numero infinito deles.

Na secao 3.4 tratamos das estruturas geométricas dos orbifolds de acordo com sua
caracteristica de Euler. O objetivo é fornecer uma ferramenta que sera muito util para as

provas nos capitulos 5 e 6.
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3.1 Orbifolds

Os orbifolds sao generalizacoes naturais das variedades e podem ser localmente olhados
como o quociente de uma variedade por uma acao de grupo finito. Seu estudo é encontrado
primeiramente no trabalho de Satake [17|, com o nome de V-variedades. William P.
Thurston obteve mais sucesso ao reintroduzir este conceito durante um curso dado por
ele em Princeton em 1978-79. A grande melhoria de Thurston sobre a versao anterior
de Satake foi mostrar que a teoria de espacgos de recobrimento e de grupo fundamental
podem ser aplicadas aos orbifolds.

Naquele curso, um dos objetivos de Thurston foi descrever uma ligacao muito forte
entre geometria e topologia em dimensao baixa. No tltimo capitulo da versao eletronica
das notas, ele introduziu a noc¢ao de orbifold, cuja ideia foi estudar espacos quocientes
de R™ sobre a acao de um grupo que age de forma propriamente descontinua mas nao

necessariamente livre.

Definicao 3.1. Um orbifold X de dimensao n é um espaco > de Hausdorff, chamado
espago subjacente de X, juntamente com uma cobertura aberta {U;} de X, fechada sobre
intersecoes finitas tal que para cada U; existe associado um grupo finito I';, uma acao de
I'; sobre um subconjunto aberto (72 de R™ e um homeomorfismo ¢; entre U; e ﬁl/f‘l Além
disso, se U; C Uj, deve existir um homomorfismo injetivo f;; : I'; < I'; e um mergulho
Dij - U; < ﬁj equivariante com relagao a f;; (isto é, para v € I';, @;;(vz) = fi;(7)@i(2))

tal que o seguinte diagrama comuta:

G g,
I, fii (L)
Pi ﬂ
Ly
T‘Pj
U; C U j

Uma cobertura maximal de conjuntos abertos como os acima é chamada um atlas orbifold.

Observagao 3.2. Consideramos ¢;; sendo definida apenas sobre a composicao com
elementos de I';, e f;; sendo definida para conjugagao por elementos de I';. Geralmente
nao é verdade que @;; = Yji © ¢;; quando U; C U; C Uy, mas deve existir um elemento

v € Ty tal que Y@ = @jr 0 @iy e v+ fue(9) - v = fir o fijig)-
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De fato, a cobertura {U;} nao é uma parte intrinseca da estrutura de um orbifold:
duas coberturas dao origem a mesma estrutura orbifold se elas podem ser combinadas

consistentemente para dar uma cobertura maior ainda satisfazendo as defini¢oes.
Exemplo 3.3. Uma variedade é um orbifold onde cada grupo I'; é o grupo trivial.

Observe que para todo x € X podemos definir o seu grupo de isotropia I'; sendo o
menor grupo (no sentido das inclusées vistas na defini¢ao 3.1 de orbifold) tal que existe

uma vizinhanga U de z tal que U = U /T, Utilizamos esta ideia na proxima definigao.

Definicao 3.4. Um ponto x é chamado singular se I', nao é o grupo trivial. Caso

contrario, x é dito ponto reqular.

Para definir um orbifold com bordo, permitimos simplesmente que cada lez seja um
aberto de H" = {(xy, ..., xz,) € R"; x, = 0}. O bordo do orbifold X é definido por

aX:{peXyleEI tal que p:@;1($1>7xleﬁlmaHn}

Abertos e fechados de um orbifold sao abertos e fechados do seu espaco subjacente.
Logo um orbifold é compacto ou conexro quando o seu espaco subjacente assim o for. Um

orbifold sem bordo, compacto e conexo é dito fechado.

Exemplo 3.5. Seja n > 1 um namero inteiro. A ldgrima (de ordem n), que denotamos
por S(n), é um orbifold com espaco subjacente S? e um atlas como segue. Fixemos um

ponto p € S2. Podemos recobrir S? com abertos Uy, ..., U, conforme a figura 3.1
Uz

Olhado Uy

daqui Olhado
qui D 7//4 N"’.
U.
2 7/{2

5y
D

Figura 3.1: Abertos do atlas da Ldgrima

Considere U;; = U; NU; e Uy, = U; N U; N Uy, sempre que essas intersecgoes forem

nao vazias. Temos assim um atlas com cartas
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Pij ZUZ']' —>(7ij/Fij, ’L<]

ijk : Uijr — fjijk/rijka 1<y <k

onde todos os ﬁi’s, ﬁij’s e ﬁijk’s sao discos e todos os I'y’s, I';;’s e I';,’s sao grupos
triviais, exceto I'1, que é o grupo Z,, gerado por uma rotagao de angulo 27 /n em torno
de ;' (p) € U,. A figura 3.2 ilustra o diagrama da defini¢io 3.1 para Ujs C U; no caso
n = 4. Note que p é uma singularidade desse orbifold. Trataremos das singularidades dos

orbifolds na proxima secao.

o mu,

id d %
foTn)
~v
U2/ T 12 LI,
I I ‘ _ 7/{1
~
Uz
\
|
1’{1/ r 1

P12 W
1’{12 T r[/{{
CcC -———C-

Figura 3.2: Troca de cartas do exemplo 3.5

Proposicao 3.6. Se M ¢é uma variedade e I' € um grupo agindo de maneira propriamente

descontinua sobre M, entao M /T tem a estrutura de um orbifold.

Demonstrac¢ao. Para qualquer ponto z € M/T, escolha ¥ € M que se projeta sobre x.
Seja I'z o grupo de isotropia de z (I'z de fato depende da escolha particular de 7).
Mostremos que existe uma vizinhanca de x invariante por elementos de I'; e disjunta
de suas translacoes por elementos fora de I';.
Como a agao é propriamente descontinua, escolhemos uma vizinhanca V de 7 tal que

7(‘7)0‘7 # () apenas para um nimero finito de elementos em I'. Sejam {1, ..., 7.} aqueles
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elementos que nao estao em I'z. (Note que isto implica que I'z é finito, pois, caso contrario,

I ndo agiria de maneira propriamente descontinua sobre qualquer vizinhanca V' de 7.)

Para cada v;, sejam V; e V5 conjuntos abertos tais que € Vi, v;-Z € Vo e VNV =0
(tais conjuntos existem pois M é Hausdorff). Seja W, = Vv N7, ' (V2) uma vizinhanga
de 7.

Afirmamos que W; N ~;(W;) = (. De fato, suponha por absurdo que exista z €
W; N v;(W;). Desta forma, como z € W; = VNnvin ;' (Va), segue que z € Vi. Por
outro lado, como z € ~,;(W;), deve existir w € W; = VNVin 'yj_l(Vg) (0 que implica
w e WJ_I(VQ)) tal que z = y;w € Va. Logo, z € V1 N Va, 0 que é um absurdo. Portanto,
W; Ny (W;) = 0.

Fazendo W = (W, temos uma vizinhanca de 7 tal que W N~(W) # () se, e somente
se, v € I'z.

Consideremos agora a seguinte vizinhanca de 7: U = N v(W). Como U C W, temos
7€F~

UN~y(U) =0sev ¢z Por outro lado, se o € I'z entdo o(U) = (| o (v(W)) = N (o

v€l'z v€l'z

(W) = ) 7(W) = U. Esta vizinhanca de T tem a propriedade desejada. Podemos
v€l'z

supor que U esté contido em alguma carta coordenada, deste modo ¢ homeomorfo a algum

conjunto aberto de R".

Sejam Z = J 7((7) e U, = Z/T. Restringindo esta projecao a U temos um
yel’

homeomorfismo entre U, e ﬁ/Fg onde a acao de I'; é a restricao da acao de I' sobre

U.

Nosso proximo passo é mostrar que U, e suas interseccoes finitas formam uma
cobertura de M/T.

Sejam Uy, , ..., Uy, tais que U, N...NU,, # (. Isto significa que existem vy, ..., € I’
tais que fyl(le) N Ny xk) # (.

Considere o seguinte subgrupo de I*:
G=vTuy NNyl

Seja g € G, entdo g = v;04y; *, onde o; € I',,. Assim,

9 (Us) NN lUs)) = (9 71) (U, )ﬂ N (g 7)(Usy)
= (71‘ )(le)m-~-m(7k'ak'7/;1‘71>((7$k>
= Vl(Uzl)ﬂ N Y(Uy)-

Calculos semelhantes nos mostram que, para g ¢ G temos

(71(Ua) O N (Ua)) [V 91 (Ui) 0 e N (U)) = 0.
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Y1 (Uz,) 0o N e(Usy,)

Deste modo, é¢ homeomorfo a U, N .. N U, com o
homeomorfismo dado pela projecao.
Isto conclui a prova.
O

Corolario 3.7. Todo quociente de uma variedade por uma acao de um grupo finito é um
orbifold.

Demonstracao. A demonstracao segue diretamente da proposicao anterior pois toda acao

por um grupo finito é propriamente descontinua.

O

Exemplo 3.8. Se M é uma variedade com bordo, podemos considerar a variedade DM
definida como M dobrada ao longo do seu bordo. Assim, M = DM/Z, admite uma

estrutura de orbifold.

3.2 Singularidades de Orbifolds de Dimensao Dois

Pelo que discutimos na secao anterior, um n—orbifold X é um espaco que pode ser
localmente olhado como R"/T'; ou seja, é localmente homeomorfo a um quociente de
R"™ pela acao de um grupo finito de homeomorfismos. Vimos também que cada ponto
xr € X tem um grupo associado I';, bem-definido a menos de isomorfismo: num sistema
de coordenadas locais U = (7/F; o grupo I'; é o grupo de isotropia de algum ponto em U
correspondente a x.

O lugar geométrico dos pontos singulares de X é o conjunto {z € X : ', # {1}}.
Além disso, um orbifold é suave, ou diferencidvel, se cada I'; age suavemente sobre ﬁl
e se as aplicagOes inclusao ¢;; sao diferencidveis. No caso suave, tomando a média da
métrica euclidiana de R™ sobre a acao do grupo local, pode-se assumir, sem perda de
generalidade, que cada grupo local I' é um subgrupo do grupo ortogonal O(n). Assim,
para 2-orbifolds suaves, I' ¢ um subgrupo finito de O(2) e sabemos que existem apenas
trés tipos de subgrupos proprios em O(2); portanto podemos descrever todos os tipos de
pontos singulares. No teorema abaixo, listamos os modelos locais de cada um deles. Para

isto, vamos supor que cada U; seja um disco.

Teorema 3.9. (Teorema de Classifica¢do): O lugar geométrico dos pontos singulares

de um 2-orbifold consiste de trés tipos de pontos:

(i) “pontos de espelho”: T'; = Zs, grupo gerado por uma reflexao em um segmento | C (7@

contendo ;. Nesse caso, dizemos que | é uma linha refletora (Veja a Figura 3.3);

(i1) “pontos elipticos de ordem n”: I'; = Z,, grupo gerado por uma rotagao de dngulo

T . . . .
—, n > 0 inteiro, em torno de x;. Neste caso x; € também chamado de ponto de

cone de ordem n (Veja a Figura 3.4);
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SRV

Linha Refletora

Figura 3.3: Identificagdo que resulta numa linha refletora

Ponto de Cone

Figura 3.4: Identificacao que resulta num ponto de cone

(7ii) “cantos refletores de ordem n” ou “refletores de quina”: I' = D, onde D, € o
grupo diedral de ordem 2n, com representacdo (a,b:a?>=0b*= (ab)"=1), ea e b

™
sao reflexoes com respeito as retas fazendo um dngulo de — (Veja a Figura 3.5).
n

(VA

Ponto de Cone Canto Refletor

Figura 3.5: Identificagao que resulta num canto refletor

Demonstragdo. Se I' ¢ um grupo finito agindo sobre R?, entdo ele deve ser um subgrupo
finito de O(2). Todo elemento de O(2) consiste de uma rotagdo em torno da origem

possivelmente composta com uma reflexao.

(i) Se I' consiste apenas da identidade e de uma reflexdo, entao temos um ponto de

espelho.

(ii) Se I" ndo tem elementos invertendo a orientagdo, entdo tem apenas rotagoes.
Suponha que ele contenha um elemento v que é uma rotacao de um angulo o que
nao é um miltiplo racional de 27. Entao 7" # e qualquer que seja n # 0, mas "

pode estar arbitrariamente proximo de e, assim [' nao é finito. Seja v a rotacao de
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m m
—27, onde — é irredutivel. Entao, existem ¢, p € Z tais que mqg —np = 1, assim ~¢
n n

a
é uma rotacao de —2m, que gera todas as rotagoes da forma —27. Como I' é finito,
n n

deve existir um n maximo tal que I' contém a rotacao —27 e este elemento gera I
n

Temos entao um ponto de cone de ordem n.

(iii) Se I' contém rotagoes e reflexoes, entao os elementos de I' que preservam orientacao
~ , ~ m

sao gerados por um elemento v, que é a rotacao de —. Sem perda de
n

generalidade, podemos assumir que I' contenha um elemento a que é a reflexao

s ™
sobre o eixo-x. O ponto (COS (—) , sen (—)) é fixado por v o a. Entretanto,
n

n
1 1
(cos <M) , sen (M>> nao é fixado, assim, vy o a = [ deve ser uma

n n
- . . N ™
reflexao em torno de uma reta que intersecta a origem formando um angulo —.
n

v =P oa, assim I' é gerado por a e 3 e temos o grupo diedral D,,.

]

Note que, se pedimos um 2-orbifold suave, fechado (sem bordo, compacto e conexo)
e localmente orientavel (isto é, para qualquer x, o grupo I', consiste de homeomorfismos
preservando a orientagao), teremos apenas pontos de cone. Este é o caso que estamos
interessados e no qual focaremos nossa atencao neste trabalho.

De agora em diante, quando dissermos 2-orbifolds estaremos dizendo orbifold 2-
dimensional fechado (sem bordo, compacto e conexo), suave e orientavel. O Teorema de

Classificacao 3.9 nos permite enunciar para eles uma definicao equivalente e mais simples:

Definicao 3.10. Um 2-orbifold fechado (sem bordo, compacto e conexo), orientavel
X = X(p1, ..., pn) consiste de uma superficie fechada (sem bordo, compacta e conexa)
orientavel ¥ (espaco subjacente) com n pontos de cone de ordens p; > 2, em que X tem

uma estrutura singular diferenciavel dada pelo quociente C/ rot(27/p:))-

Exemplo 3.11. A lagrima S(p), os orbifolds do tipo S(p,q) e os orbifolds triangulares

S(p,q,r) sdao 2-orbifolds fechados orientaveis, onde S denota a esfera S2.

Como para espagos topologicos, podemos definir também a importante nogao de

recobrimento para orbifolds. Esta nocao foi introduzida por Thurston em [19].

Definicao 3.12. Um recobrimento orbifold de um orbifold X é um orbifold X com uma
projecao p : X — X entre os espacos subjacentes com a seguinte propriedade: para todo
x € X existe uma vizinhanca U = [7/F ((7 ¢ um conjunto aberto em R™) tal que cada
componente conexa de p~!(U) é homeomorfa a (7/11 para algum subgrupo I'; de I'. Além
disso, o0 homeomorfismo deve respeitar ambas as projecoes (p e a candnica entre ﬁ/FZ e
U/T).
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Exemplo 3.13. Se I' é um grupo que age de modo propriamente descontinuo sobre uma
variedade M e I'; < T, ent@o o orbifold M/T'; recobre o orbifold M/T.
Em particular, M — M /T’ é um recobrimento orbifold.

Definicao 3.14. Um recobrimento p : X — X é chamado de recobrimento proprio de
X quando, na definicao 3.12, pelo menos um dos I'; for subgrupo proprio de I'. Em outras
palavras, quando |I';| for um divisor proprio de |I'|, para algum i. Quando o recobrimento
D X —» X for um recobrimento proprio de X, diremos que X admite recobrimento

proprio.

Exemplo 3.15. Se I' é um grupo nao trivial que age de modo propriamente descontinuo

sobre uma variedade M, entdao M — M /T’ é um recobrimento proprio.

Definicao 3.16. Um recobrimento p : X — X é dito um recobrimento por d folhas se,
para todo ponto regular y € X, p~!(y) é um conjunto finito com d elementos. Veja a
figura 3.6.

. ;
X QlD

Figura 3.6: Recobrimento por d folhas

Os proximos exemplos serao fundamentais para a caracterizagao dos orbifolds maus

de dimensao 2.

Exemplo 3.17. Para qualquer d > 0 inteiro, S?(p) recobre S?(dp,d) = S*(p)/Zq por d

folhas, mas nao possui recobrimento proprio.

Demonstracao. Este resultado seguird como um caso particular do exemplo 3.18.

]

Exemplo 3.18. Para qualquer d > 0 inteiro, S*(p,q), p e ¢ primos entre si, recobre
S?(dp, dp) = S*(p)/Zq por d folhas e ndo possui recobrimento proprio.

Demonstracao. De fato, seja p : X — S%(p,q) um recobrimento de grau d. Seja ¥
a superficie subjacente a X e sejam pi, ..., P, 0s pontos de cone de X. Assim, pela

caracteristica de Euler para superficies temos que

¥ (SN B}

N——

=d-x(S°\{p,q}) =0.
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Desta forma, 3 \ {p1, ..., Dn} = cilindro. Logo, n =2 e > = 52, Além disso, para que
o recobrimento seja proprio devemos ter p =k -p; e ¢ = h - py para algum k, h € Z.

Neste caso teriamos d = k = h e, assim, p e ¢ apresentam um fator comum (# 1) em
sua decomposicao.

Portanto, se p e ¢ sdo primos entre si, entao S%(p, ¢) nao admite recobrimento proprio.
Além disso, pelo que fizemos acima fica claro que, qualquer que seja d > 0, S*(p,q), p e
q primos entre si, recobre S%(dp, dp) = S?(p)/Z, por d folhas.

Finalmente, observe que tomando ¢ = 1 obtemos o resultado enunciado no exemplo
3.17.

m

Veremos adiante que S%(p) e S%(p,q), p e g primos entre si, juntamente com as
superficies simplesmente conexas, sdo os tnicos orbifolds (sem bordo) de dimensao dois
que nao possuem recobrimento proprio.

A proxima definicao é equivalente a definicao 3.16 para 2-orbifolds suaves, fechados

(sem bordo, compactos e conexos) e orientaveis.

Definigao 3.19. Um recobrimento f : X — X de grau d entre 2-orbifolds suaves,
fechados (sem bordo, compactos e conexos) e orientéveis é uma aplicagdo tal que f~1(z)
consiste genericamente de d pontos e localmente fazendo um diagrama comutativo da

seguinte forma:

(C,0) —%~(C,0)

L,

(X,7) = (X, 2),

onde T e x tém ordens de cone p e p = k - p respectivamente, e as setas verticais sao as
projecoes correspondentes pelas agoes de (rot(27/p)) e (rot(27/p)), a saber as aplica¢oes

definindo estruturas diferenciais locais (possivelmente singulares) em 7 e z.
Antes de prosseguirmos, vamos dar a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.20. Um orbifold é bom se tem um recobrimento orbifold que é uma variedade.

Caso contrario, é mau.

Exemplo 3.21. Toda variedade é um orbifold bom pois é trivialmente recoberta por ela

mesma.

Exemplo 3.22. A ldgrima é um orbifold mau. Recorde do exemplo 3.5 que a lagrima
tem S? como seu espago subjacente e {r € X : T, # {1}} consiste de um tnico ponto
singular cuja vizinhanga é homeomorfa a U/Z,, onde U é uma vizinhanca da origem de

R? e Z, age por rotacdes em torno da origem.
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Figura 3.7: Lagrima

Este fato ja foi demonstrado nos exemplos 3.17 e 3.18. Adiante introduzimos algumas
ferramentas que nos ajudarao a concluir, de maneira mais simples, que a lagrima e outros
orbifolds sao maus.

Juntamente com a nocao de recobrimento orbifold Thurston introduziu a caracteristica
de Euler orbifold, que sera vista na proxima se¢ao, designando que se f : X 44 X 6 um

recobrimento orbifold, entdao x°™(X) = d - x°**(X).

3.3 Caracteristica de Euler Orbifold

O objetivo desta secao é definir uma importante ferramenta introduzida por Thurston que
nos permitira classificar os 2-orbifolds suaves: a generalizacao da caracteristica de Euler

classica.

Definicao 3.23. Seja X um orbifold e considere a decomposicao celular (triangulagao
no caso 2-dimensional) da superficie subjacente ¥ de X tal que o grupo de isotropia dos
pontos interiores de cada célula é constante. Definimos a caracteristica de Euler orbifold,

X°™(X), pela seguinte formula:

Xorb(X> — Z(_l)dim(C)

C

T

onde ¢ é a imagem sobre as células e I'(c) é o grupo de isotropia associado a cada ponto

da célula c.

A caracteristica de Euler orbifold é também chamada de nimero de Fuler de X, e

seré util na classificagao geométrica dos 2-orbifolds.

Teorema 3.24. Se f: X L4 X ¢ um recobrimento entre orbifolds, entao
orb/ v\ __ orb
W (X) = d- X (X), (3.1)

Demonstragao. Sejam x € X e U =2 V/I', uma vizinhaga recoberta de x. Seja y um ponto

regular em U, que corresponde a |I';| pontos em V.
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Cada pré-imagem de y por p estd numa vizinhan¢a de uma pré-imagem de x da forma

T

V/T'z. Desta forma, em cada uma dessas vizinhangas existem m
7

pré-imagens de y.

Calculando o niimero total de pré-imagens de y temos:

T, d 1
d= = .
2 (\rar AT T4

Z:f(@)=x Z:f(@)=x

Observe que podemos construir uma decomposicao celular em X tomando as pré-

imagens de uma decomposicao celular em X. Portanto,

d- Xorb(x) _ Z(_1>dim(c)ri _ Z (_1)dim(c); _ Xorb(jz*).

c

O proximo teorema nos da uma férmula geral para a caracteristica de Euler orbifold
de um 2-orbifold suave X com m cantos refletores e n pontos de cone conhecidas as suas
respectivas ordens. Esta formula serda muito tutil na hora de encontrarmos candidatos a

recobrimentos entre orbifolds.

Teorema 3.25. Seja X um 2-orbifold suave X com espaco subjacente 3. Se X tem m

cantos refletores de ordens ki, ks, ..., ky, e n pontos elipticos de ordens pi,pa, ..., Pn, entao:

X (X) = (D) - Z (1 - 1,) - %i (1 - %) (3:2)

i=1 pi j=1

Demonstragao. Para cada ponto de cone de ordem p; adicionamos um ponto (célula 0-

dimensional) com o grupo Z,,. Isto significa que a adi¢ao de tal ponto de cone corresponde

1
a uma diminuicao da caracteristica de Euler de 1 — —.
Pi
Para cada canto refletor de ordem k; adicionamos um ponto com o grupo Dy, (grupo
diedral que tem ordem 2k;) e uma célula do tipo espelho 1-dimensional com o grupo Zs,

associado. Deste modo, a adicao de tal canto refletor corresponde a uma diminuicao da
. 1
caracteristica de Euler de — — —.
2 2k
Adicionando os m cantos refletores e os n pontos de cone e utilizando o raciocinio
acima para cada um deles obtemos a formula 3.2.

]

Teorema 3.26. (Teorema de Classificacio de Superficies Compactas): Toda

superficie compacta e conexa M ou € homeomorfa a esfera, ou € uma soma conezxa de toros

ou € uma soma conexa de planos projetivos. Além disso, x(S?) = 2, x(T#..#T) = 2—2n
——

n vezes

e X(RP?#..#RP*) =1 —n.

n vezes
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Corolario 3.27. A Lagrima ¢é um orbifold mau.

Demonstragdo. A Lagrima S?(p) possui um tnico ponto de cone (de ordem p > 2). Assim,

orb/ @2 _ 2\ _1 — l:]il
P (52(p)) = X(5?) (1 p) 1plortl

Se a Lagrima fosse recoberta por uma variedade M, entao, pela formula 3.1 teriamos

+1 :
X(M) =d- (p_) e M tem que ser compacta. Como a caracteristica de Euler ¢ um
p

inteiro para variedades, segue que p divide d. Desta forma, x(M) > p+1 > 3, o que é

impossivel pelo Teorema de Classificacao de Superficies Compactas 3.26.
m

Observe que esta demonstracao utilizando a caracteristica de Euler orbifold é muito
mais facil do que aquela apresentada para os exemplos 3.17 e 3.18. Além disso, a
caracteristica de Euler orbifold nos permitira explorar mais a fundo a geometria dos
2-orbifolds.

Nossos proximos resultados vao na diregao de prover essas estruturas geométricas.

Definicao 3.28. Seja G um grupo topologico agindo em um espaco topolégico X. Uma

regiao fundamental de G é um subconjunto fechado F' C X tal que

UG =X

geG
P 7) =0

onde }% é o interior de F, e o fecho de ]% é F.

Lema 3.29. Sejam p,q,r > 1 nimeros inteiros. Entdo, S(p,q,r) possui recobrimento

pProprio.

Demonstracao. Observe que, pelo teorema 3.25,

X" (S(p,q. 7)) = x(5) = Kl—}J + (1—$> * (1_%” :%J“éJr%_l'

Deste modo, temos trés casos a considerar:

+-+
p q T
Neste caso, podemos encontrar retas ri,72,73 em R? determinando um triangulo

T T m
cujos angulos internos medem —, — e —. Considere I' o grupo gerado pelas reflexoes
p q T
sobre cada uma dessas trés retas. A acdo de I' em R? nos d4 um ladrilhamento de

R? por triangulos euclidianos congruentes, veja a figura 3.8.
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Ladvilhamento do Plano Reqido

Fundamental

Figura 3.8: Ladrilhamento de R? pela regiao fundamental do quociente R?/T”

Cada um desses triangulos ¢ uma regiao fundamental de R?/T. Se I < T' é o
subgrupo dos elementos que preservam orientacao, entao qualquer uniao de dois
triangulos com um lado em comum & uma regido fundamental de R?/I". De fato,

os unicos valores possiveis para (p, g, ) neste caso sao (3,3,3), (2,3,6) e (2,4,4).

1 1 1

-+ —-+->1

p q T

Neste caso, podemos encontrar trés geodésicas em S? (retas na geometria eliptica)
0

determinando um triangulo eliptico cujos angulos internos medem —, — e —. Seja
r

I' o grupo gerado pelas reflexdes em cada uma dessas trés geodésicas. A acao de I’
em S? nos da um ladrilhamento de S? por triangulos elipticos congruentes, veja a
figura 3.9.

Regidio

Fundamental

Ladrilhamento da Esfera

Figura 3.9: Ladrilhamento de S? pela regiao fundamental do quociente R?/T”
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Cada um desses triangulos ¢ uma regiao fundamental de S?/T. Se I" < T' é o
subgrupo dos elementos que preservam orientacao, entao qualquer uniao de dois
desses triangulos com um lado em comum é uma regiao fundamental de R?/T". De
fato, os tnicos valores possiveis para (p, q,r) neste caso sao (2,2, p), para qualquer
p € Z positivo, (2,3,3), (2,3,4) e (2,3,5).

1 1 1

S+o+-<L
poa T

Neste caso, podemos encontrar trés geodésicas (retas na geometria hiperbolica)
em H?, o plano hiperbolico, determinando um triangulo hiperbolico cujos angulos

T T T
internos medem —, — e —. Seja I' o grupo gerado pelas reflexoes em cada uma dessas
D r
trés geodésicas. A acao de I' em H? nos d4 um ladrilhamento de H? por triangulos

hiperbolicos congruentes. A figura 3.10 é uma ilustracao de Maurits Cornelis Escher,
na qual destacamos dois de seus triangulos para representar a regiao fundamental

de um ladrilhamento de H? no modelo de disco de Poincaré.

Regido
?unﬁgmenfﬂ/

Triﬁ@u/a que origina os Brancos

[ | Triﬁ@u[o que origina os Vermelhos

Figura 3.10: Ladrilhamento de H? pela regiao fundamental do quociente R?/T”

]

O teorema a seguir nos diz quais sao os orbifolds de dimensao 2 que nao admitem

recobrimento proprio. Ele nos fornecera ferramentas para caracterizar todos os orbifolds

maus de dimensao 2.
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Teorema 3.30. Os tnicos orbifolds de dimensao dois que nao admitem recobrimento

Proprio Sao:
(i) S%;
(ii) S*(p);

(iii) S*(p,q), com p e q primos entre si;
(iv) R?,

Demonstracao. Seja X um orbifold de dimensao 2 que nao admite recobrimento proprio.
Afirmamos que X nao possui linha refletora. De fato, se X possuisse uma linha refletora,
esta linha seria bordo de ¥ (a superficie subjacente de X). Sendo assim, poderiamos
dobrar Y ao longo do seu bordo, obtendo um recobrimento duplo DX de Y. Esse
recobrimento induziria um recobrimento de X por um orbifold com espaco subjacente
D3, conforme vimos no exemplo 3.8. Logo, X admitiria um recobrimento proprio, o que
é absurdo.

Se X possuir trés (ou mais) pontos de cone, considere D C X um disco fechado
contendo trés pontos de cone em seu interior e nenhum outro ponto de cone em D. Note
que D ¢ isomorfo a S%(p, ¢,7) menos um disco aberto que ndo contém pontos de cone.
Vimos, no lema 3.29, que S2(p, ¢,r) pode ser recoberto por E2, S? ou E?. Deste modo, D
pode ser recoberto por E2, S? ou H? menos uma quantidade enumeravel de discos abertos
que nio contém pontos de cone. Seja S uma tal superficie que recobre D. Colando uma
copia de X \ D em cada componente do bordo de S, obtemos um orbifold X que serad um
recobrimento proprio de X. Portanto, X terd, no maximo, 2 pontos de cone e, como X é
simplesmente conexo, devemos ter ¥ = S? ou ¥ = R2.

Se ¥ = S? temos trés casos a considerar:

1. X =52

Neste caso, como S? ¢ uma variedade, o tinico grupo agindo sobre S? é o trivial.

Assim, segue da definicdo 3.14 que S? ndo admite recobrimento préprio.

2. X = S%(p).

Neste caso X também nao admite recobrimento proprio, como ja vimos no exemplo
3.17.

3. X = 5%(p,q).

Observe que, se p e ¢ sdo primos entre si, entao, pelo exemplo 3.18, S(p, q) nao
admite recobrimento proprio. Por outro lado, se p e ¢ nao sao primos entre si, deve
existir d € Z que divide p e ¢. Entdo o exemplo 3.18 nos diz que S? (g, %) recobre
S2(p, q) por d folhas.
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Para ¥ = R? temos dois casos:

1) X =R2.

Entao, o tnico grupo agindo sobre X é o grupo trivial e, portanto, X nao admite

recobrimento proprio.

2) X possui algum ponto de cone.

Neste caso, X admitird recobrimento proprio.

Isto conclui a prova.

]

Como para espacos topologicos, podemos definir o recobrimento universal de um

orbifold.

Definicao 3.31. Um orbifold conexo X & um recobrimento universal de X se existe uma
projecao p : X — X com pontos bases nao-singulares T e z = p(Z) que tem a propriedade
universal, isto é, se p’ : X’ — X & um recobrimento orbifold com x = p/(z’) entao existe
um recobrimento ¢ : X — X' tal que q()=2a"ep oqg=np.

Em outras palavras, o diagrama,

comuta.
Teorema 3.32. Todo orbifold possui um recobrimento universal.

Observagao 3.33. O teorema acima é valido em geral, no entanto, apresentaremos a prova

apenas para dimensao 2, que é onde trabalharemos.

Demonstracao. Suponhamos que X tenha n pontos de cone de ordens pi,...,p, como
tnicas singularidades. Nosso objetivo é construir o recobrimento universal ()N( ,p) de X.

Para isto, vamos remover de X, exatamente, n discos abertos disjuntos, contendo, cada
um, somente um ponto de cone, obtendo assim uma variedade N cujo bordo é uma uniao
de circulos C1, ..., C,.

Sejam ay, ..., ay, os elementos de () representados por C1, ..., C,, respectivamente.
Se G = (m(N);a" =1,i=1,...n), entao o nicleo K da proje¢ao natural 7 (N) — G
¢ um subgrupo normal de m(NN) gerado por todos os conjugados de elementos

i
o e=1,...,n.
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Assim, podemos encontrar um recobrimento (N,p) de N (no sentido usual), tal que
p.m(N) = K (veja [11], p.175). Colando cones apropriados nas componentes do bordo
de N , temos um recobrimento ()~( ,p) de X, onde estamos usando p tanto para a aplicagao
definida em N quanto para a sua extensao a X.

Se (X', p’) é outro recobrimento de X, entao cada circulo C; em X é levantado a uma
curva fechada em X’. Seja N’ = p/"L(N). Entdo p.m(N') D K, de forma que (N, p)
é levantado a (N',p') ([11], p.159). Vemos facilmente que esse levantamento pode ser
estendido a um levantamento de ()?,p) a (X', p). Logo, ()?,p) é recobrimento universal
de X.

Se X possuir uma linha refletora [, considere (X5, q) o recobrimento por duas folhas
de X obtido dobrando-se ¥ ao longo do seu bordo.

Afirmamos que se ()?g,p) ¢ recobrimento universal de X5, entao ()22, qgop) é
recobrimento universal de X. Seja (X', ¢’) outro recobrimento de X.

Queremos encontrar um levantamento
¢ (Xa,qop) — (X', ).

Podemos supor que X’ nao possui linha refletora. Seja I’ C X’ uma componente de
q '(1). Nao é dificil ver que I’ divide X’ em duas componentes homeomorfas. Logo, temos

recobrimento (X', p') de X, tal que g o p’ = ¢. Mas, por hipotese, existe levantamento
f : (XQ,[)) — (Xlﬂp/)

Como qop' = ¢, ¢ é levantamento de ()?g,q op)a (X', q).
]

Observagao 3.34. Pelo teorema 3.32 acima, todo orbifold admite recobrimento universal.
Além disso, pela definicao 3.31 de recobrimento universal, se p : X — X é um
recobrimento universal de X, entao X ndo admite recobrimento proprio, caso contrario,
X ndo seria recobrimento universal de X. Portanto, pelo teorema 3.30, todo 2-orbifold
deve admitir como recobrimento universal um dos seguintes orbifolds: S?, S?(p), S?(p, q)

(com p e ¢ primos entre si) ou R,

Feita esta observacao podemos enunciar o seguinte:
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Teorema 3.35. Os unicos orbifolds maus de duas dimensoes sao do segquinte tipo:

Superficie Subjacente Pontos de Cone Refletores de Canto Representacao
p

(i) 2 (p),p#1 -

(i) g2 (p.9),p#4q - :
(iii) D? - (p)p#1 °
(iv) D? - (p.a).p#4q q

Os inteiros nos parénteses denotam os dangulos nos pontos singulares. Para um ponto de

cone, (p) denota um dngulo 27”. Para refletores de canto, (p) denota um dngulo 7.

Demonstracao. Pela observacao 3.34, dado X um 2-orbifold, seu espaco de recobrimento
(orbifold) X deve ser S2, S2(p), S2(p,q) (com p e ¢ primos entre si) ou R2. Se X é mau,
entdo descartamos X = 52 ¢ X = R?, ja que sdo variedades.

Concluimos a prova afirmando que os tinicos 2-orbifolds recobertos por S%(p) e S%(p, q)

(com p e ¢ primos entre si) sao os listados no enunciado deste teorema.
m

Definicao 3.36. Dizemos que um orbifold é Riemanniano se sobre cada U, existe uma
métrica Riemanniana, se cada I'; age isometricamente e se as aplicagoes inclusao sao

isometrias.

Teorema de Geometrizagao: Seja X um 2-orbifold Riemanniano fechado e denote
por | X| a superficie subjacente a X. Entao a curvatura K de X é definida sobre |X|,

exceto nos pontos de cone e uma versao classica da formula de Gauss-Bonnet é valida:

KdA = 2mx°™(X).
X

Se X tem uma estrutura hiperbolica, euclidiana ou eliptica, isto implica que x°™(X)

deve ser respectivamente, negativa, zero ou positiva; (e a drea é A(X) = 27|x°(X)],
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quando X é eliptico ou hiperbolico). Além disso, no caso de 2-orbifold conexo diferenciavel

Thurston mostrou que:

e Se \®(X) > 0, entdao X ou é mau (nao recoberto por uma superficie no sentido
de orbifolds) ou é esférico, a saber quociente da 2-esfera métrica S sobre uma agao

isométrica finita.

e Se x°P(X) = 0, entdo X ¢ euclidiano, a saber o quociente do plano euclidiano E

sobre uma acgao isométrica discreta.

e Se x°"’(X) < 0, entdo X é hiperbdlico, a saber o quociente do plano hiperbélico H

sobre uma acgao isométrica discreta.

Lema 3.37. Se X ¢ mau e X é bom, entao nao pode existir um recobrimento entre
orbifolds X = X.

Demonstracao. De fato, suponhamos por absurdo que p : X —X seja um recobrimento
orbifold entre X (mau) ¢ X (bom). Como X é bom, X é recoberto por uma variedade
M, ou seja, existe um recobrimento p’ : M — X onde M é uma variedade. Além disso,
pelo Teorema 3.32, X admite um recobrimento universal py : X — X,

Mostremos que X' deve ser uma variedade. De fato, pela definicao 3.31, sendo py :
X' —» X recobrimento universal e p' : M — X outro recobrimento de X, deve existir
um recobrimento ¢ : X' —s M tal que p’ o ¢ = py. Além disso, vimos no exemplo 3.21
que toda variedade é um orbifold onde o tnico grupo agindo é o grupo trivial. Logo,
sendo ¢ : X' —s M um recobrimento orbifold, o tinico grupo agindo sobre X' devera ser
o grupo trivial. Portanto, X’ é uma variedade.

Do mesmo modo, sendo py : X' —» X recobrimento universal e D X — X outro
recobrimento de X, deve existir um recobrimento ¢’ : X' — X tal que po ¢ = py. Mas,
como ¢ : X' — X ¢ um recobrimento de X e X’ ¢ uma variedade, segue que X ¢ bom.
Absurdo!

Portanto segue o lema.

O

Os resultados permitem-nos dar uma classificacao topoldgica de 2-orfifolds de acordo

com a sua geometria. Classificamos abaixo todos os orbifolds maus, elipticos e euclidianos:
e Mau: S%(n), S?(n,m), (2 <n <m);
e Eliptico: S?, S?(n,n), S%(2,2,n), S*(2,3,3), S*(2,3,4), S*(2,3,5), (n > 2);
e Euclidiano: 77, S%(2,3,6), S%(2,4,4), S*(3,3,3), S?(2,2,2,2).

Os orbifolds nao listados aqui sao todos hiperbolicos. Tendo em mente que
X (2(p1, -y pn)) < x(X), deduzimos imediatamente que o conjunto de 2-orbifolds

hiperbolicos é infinito.
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3.4 Estruturas Geométricas

Nesta secao trabalharemos algumas ideias geométricas que serao cruciais nas
demonstragoes dos principais resultados apresentados para os casos de caracteristicas
de Euler positiva e nula. Nestes casos a geometria de um orbifold com pontos de cone é
rigida (a menos de reescala), com uma tnica exce¢ao em S(2,2,2,2), que trabalharemos
de modo distinto.

Trabalharemos também o caso de caracteristica de FEuler negativa, que ¢
completamente diferente. Sabe-se que um 2-orbifold hiperboélico é rigido se, e somente
se, ele for triangular, a saber, se é baseado sobre a esfera e tem precisamente trés pontos
de cone. A andlise geométrica de todos os outros orbifolds hiperbdlicos é extremamente

dificil e, desta forma, outras ferramentas sao utilizadas para estudé-los.

Estruturas Esféricas

Como mencionado na se¢ao anterior, qualquer 2-orbifold bom e fechado X, com x°**(X) >
0, tem uma estrutura esférica dada pela acao de algum grupo finito I' de isometrias sobre
a esfera métrica S. Nosso objetivo agora é descrever explicitamente cada I' relevante e,
deste modo, identificar X com o quociente S/T". Para isto, consideramos S sendo sempre
a esfera unitaria em C x R.

A “Bola de Futebol Americano”

A geometria de S(p, p) é muito facil. Considere em S um “gomo” com vértices nos polos
(0,41) e bordas passando por (1,0) e (e"™/?,0). Desta forma, o angulo entre suas bordas
tem amplitude de 7/p. Defina entao f(p,p) como o grupo de isometrias de S gerado pelas
reflexoes nas bordas do gomo, e I'(,;,) como o seu subgrupo de isometrias preservando
orientacao. Entao I'(,,) é gerado pela rotacao de angulo 27/p ao redor dos polos (0,+1)
e uma regiao fundamental para I'(,,) ¢ a uniao de quaisquer dois gomos com uma borda

em comum. Portanto, S(p,p) = S/I'p). Veja a figura 3.11.

RY/ [ ﬁ] R{yiﬁo Fundamental

Figura 3.11: Ladrilhamento de S pela regiao fundamental de I'(;, ).
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Orbifolds Triangulares

Todos os outros 2-orbifolds esféricos sao da forma S(2,¢,p) com ou ¢ =2 ou ¢ =3 e
p = 3,4,5. Eles sao chamados de orbifolds triangulares. O grupo correspondente I'¢3 ;) €
o subgrupo dos elementos que preservam orientacao do grupo f(quvp) gerado por reflexoes
nas bordas de um triangulo A, 4, de angulos internos /2, 7/q e 7/p. Sendo assim, uma
regiao fundamental de Iy 4 ;) serd a uniao de Ay 4,) com sua imagem sobre qualquer das
reflexdes em seus lados, e I'iogp) = (o, 5,7 : a?=pB1=+P=q-B-v=1), onde o, 3,7
sao rotagoes centradas nos vértices de A g ).

O principal ponto aqui é que de fato os triangulos Ay 4, existem em S.

A figura 3.12 nos mostra o ladrilhamento da esfera S pelo grupo I'i22,).

Rggiﬁo Fundamental

Figura 3.12: Ladrilhamento de S pela regiao fundamental de I'(2 5 ).

A figura 3.13 nos mostra o ladrilhamento da esfera S pelo grupo I'(233).

%ﬂiﬁo Fundamental

Figura 3.13: Ladrilhamento de S pela regiao fundamental de "33 3.
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A figura 3.14 nos mostra o ladrilhamento da esfera S pelo grupo I'(2 3 4).

A

Rﬁﬂiﬁo Fundamental

Figura 3.14: Ladrilhamento de S pela regiao fundamental de (23 4.

A figura 3.15 nos mostra o ladrilhamento da esfera S pelo grupo I'(235).

Reﬂiﬁo Fundomental

Figura 3.15: Ladrilhamento de S pela regiao fundamental de (23 5.

Estruturas Euclidianas

1
Para cada um dos trés orbifolds triangulares S(p,q,r), com — + — + — = 1, a estrutura
q r

euclidiana (tinica a menos de reescala) é construida essencialmente como no caso esférico.
Considere um triangulo A(p, g, r) em E (identificado com C) com angulos internos iguais
a m/p, m/q e T/r, 0 grupo f(p,w) gerado pelas reflexoes nas bordas de A(p,q,r), e seu
subgrupo I'¢, . ) das isometrias que preservam orientacao. Entao S(p,q,r) é o quociente
de E sobre a acao de I'(, 4.,), que é gerado pelas rotacoes de angulos 27 /p, 27/q e 27/r ao
redor dos vértices de A(p, q,r) e uma regiao fundamental é dada pela uniao de A(p, q,r)
com qualquer de suas copias refletidas em uma das bordas.

Faremos em cada caso uma escolha precisa dos vértices Z(p), E(Q), C™ de A(p,q,r) e

determinaremos a area resultante A de S(p,q, 7).
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Assim, para S(2,4,4) fixamos

A2,4,4): A® =1, BW = 0,0 =144, A(5(2,4,4)) = 1,

e sua regiao fundamental é ilustrada na figura 3.16.

1

Figura 3.16: A regiao fundamental fixada para S(2,4,4).

Da mesma forma, para S(2,3,6) fixamos

_ " 1 /3
A(2,3, 6) : A(Q) — B(3) — 0’0(6) _ +2\/_,.A

2

V3

Y

3 (5(2,3,6)) =

e sua regiao fundamental é ilustrada na figura 3.17.

|- e
—

Figura 3.17: A regido fundamental fixada para S(2,3,6).

Para S(3, 3, 3) fixamos

~ ~ ~ 1 )
A(3,3,3): A® =0,B® =1,C0® = +2“/§,A(S(3,3,3)) SV

Y

e sua regiao fundamental é ilustrada na figura 3.18.

1 2

Figura 3.18: A regiao fundamental fixada para S(3, 3, 3).
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O caso 5(2,2,2,2) é um pouco diferente pois, além da reescala, existe flexibilidade,
ou seja, neste caso a geometria nao tem uma estrutura rigida. Para s,t € R com s > 0

consideramos em [E o quadrilatero ();; com vértices
~ ~ 1 - 1 ~
AP =0,B® =~ 4+it,C® = - +i(s +1),D? = s
s s
e definimos Ff’QtQ 5,9) COMO O Grupo gerado pelas rotacoes de angulo 7 ao redor desses pontos.

Entao a acao de FfétQ 5.9) sobre [ define sobre S(2,2,2,2) uma estrutura euclidiana de area

2, e uma regiao fundamental é dado pela uniao de )5, com qualquer translagao dele tendo

uma borda em comum, como mostrado na figura 3.19.

2t & - - -

.
N

Figura 3.19: A regiao fundamental de S(2,2,2,2) para s,t gerais.

Quando S(2,2,2,2) desempenha o papel do X em X --» X o dotaremos com a
estrutura dada por s = ¢t = 1, como mostrada na figura 3.20. De fato, qualquer outra

estrutura com area 2 ¢ definida por F?étz 59) Dara algum s, t.

1

Figura 3.20: A regiao fundamental de S(2,2,2,2) para s =t = 1.
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Capitulo 4

O Problema de Hurwitz

O objetivo deste capitulo é aprofundar as discussoes sobre o Problema de Hurwitz, ja
mencionado no capitulo 2.

Na secao 4.1 retomamos as definicoes basicas e apresentamos uma versao mais geral do
Problema de Hurwitz para superficies YeX possivelmente nao-orientaveis. Destacamos o
fato de que, quando lidamos com esse problema, nao é restritivo assumir que o candidato
a superficie recoberta > seja a 2-esfera S.

Na secao 4.2 revisamos algumas das abordagens mais famosas e produtivas para o
Problema de Existéncia de Hurwitz. A saber: Superficies de Riemann, Permutacoes,
Dessins d’enfant e 2-orbifolds.

Na secao 4.3, apresentamos uma coletanea das principais solugoes parciais para o
Problema de Hurwitz obtidas ao longo do tempo.

Por 1ltimo, na secao 4.4 apresentamos a Conjectura do Grau Primo que diz que se
um candidato a recobrimento ramificado entre superficies tem grau primo entao ele é

realizavel e discutimos alguns resultados conhecidos que apo6iam tal ideia.

4.1 O Problema de Existéncia de Hurwitz

Iniciamos esta se¢ao retomando algumas defini¢oes vistas no capitulo 2.

Definicao 4.1. Um candidato a recobrimento ramificado entre superficies é dito realizdvel

se é induzido por algum recobrimento ramificado f : Y — ¥ existente.

Definicao 4.2. Um candidato a recobrimento ramificado entre superficies nao-realizavel

serd chamado excepcional.

O Problema de Existéncia de Hurwitz questiona quais candidatos a recobrimentos
ramificados entre superficies sao, de fato, realizaveis e, embora este ainda seja um
problema aberto, esforcos combinados de varios matematicos nos conduzem a resultados

que discutiremos aqui.
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Antes, deixe-nos enunciar uma versao mais geral do problema de Hurwitz para
superficies Y e Y possivelmente nao-orientaveis. Neste caso, outras condi¢oes devem ser
requeridas para que os dados de ramificacao sejam compativeis. Isto nos leva a seguinte

definicao:

Definicao 4.3. Um dado de ramificacao é compativel se as seguintes condigoes sao

satisfeitas:

(1) x(X) —€(I0) = d(x(X) —n);

(2) n-d—{(II) é par;

(3) Se X ¢é orientével, entdo 3 também é orientavel;

(4) Se ¥ é nao-orientavel e d é impar, entao 3. também é nio-orientavel;

(5) Se ¥ é ndo-orientavel e Y6 orientéavel, entao cada particao (d;j);j=1,..m; de d refina
a particao (d/2,d/2).

Observagao 4.4. Note que a condigao (5), nos diz que (d;j);=1,..m, ¢ obtida justapondo

duas parti¢oes de d/2 e reordenando. Além disso, pela condigao (4), d é par.
Observagao 4.5. Na definicao 4.3, é importante ressaltar que dizer que um dado de

ramificacao é compativel equivale a dizer que

= d:1
)T S SR G S S_—
(d117 "'7d1m1)7"'7(dn17 ~~~7dnmn)

é, de fato, um candidato a recobrimento ramificado.

Na discussao do Problema de Hurwitz os seguintes resultados sao muito valiosos:

e Se x(X) <0, entdo qualquer candidato a recobrimento ramificado entre superficies

é realizével, isto é, o problema de Hurwitz tem uma solucao positiva neste caso.

e Se x(X) > 0, isto é, se ¥ é a 2-esfera S, existem candidatos a recobrimento entre

superficies excepcionais.

Deste modo, quando lidamos com o problema de existéncia de Hurwitz, nao é restritivo
assumir que o candidato a superficie recoberta X é a 2-esfera S, o que faremos daqui por
diante. Consideravel progresso foi feito (veja a Segao 4.3 para resultados conhecidos), mas

o padrao global permanece indefinido.

4.2 Pontos de Vistas Diversos

Por algum tempo, o problema de Hurwitz tem sido estudado por diversos matematicos
e, como consequéncia, a questao topologica original foi reformulada de varios modos

diferentes. Nesta se¢ao revisaremos algumas das abordagens mais famosas e produtivas.
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Superficies de Riemann

Sejam ¥ uma superficie de Riemann conexa e compacta, e M(X) o espago de fungoes
meromorfas sobre ela. Sabemos que, como Y é compacto, o conjunto dos zeros e o conjunto
dos polos sao finitos. Consideremos uma f € M(X) ndo-constante como uma aplica¢io
em P! = ((A:, aplicando polos em oco. Assim, f torna-se uma funcao analitica de X em C.
Normalmente tal funcao serd um recobrimento ramificado pois podemos sempre escolher
coordenadas locais de tal modo que f seja expressada por z — 2% proxima de um ponto
nao-singular, e z — 2™, com m = —v,(f), (,(f) é a ordem de f em p) préoxima do polo
p; além disso, f é aberta e sobrejetora.

Um fato classico na Teoria de Superficies de Riemann é que, se fixamos um conjunto
finito B C @, e denotamos por Ry o conjunto dos pontos de ramificagao em 3, os trés

seguintes conjuntos estarao em correspondéncia 1 — 1 entre si:

e As classes de equivaléncia das aplicacoes analiticas de grau d de todas as f : ¥ — C
tal que f(Ry) C B.

e As classes de equivaléncia dos recobrimentos topologicos conexos de grau d, fy :
L\ fY(B) — C \ B que se estendem a alguma f € M(X) tal que f(Ry) C B.

o As classes de equivaléncia das |B|—uplas (o1, ...,0y5) de elementos de &, (o grupo
das permutacoes de d elementos) gerando um subgrupo transitivo e tal que oy - ... -

U|B| =1.

Permutacoes

Pela discussao anterior, torna-se evidente que o conjunto de equivaléncias descrito abaixo
nos fornece, verdadeiramente, uma descricao algébrica para o Problema de Existéncia de
Hurwitz. De fato, ele estabelece uma correspondéncia entre os subgrupos transitivos de
permutacoes em S, e os recobrimentos ramificados de grau d sobre a esfera, onde &,
representa o grupo de permutacoes. Para fazé-lo explicitamente, recordamos um fato
fundamental, provado por Hurwitz, Husemoller, Ezell, Singerman e também revisto em

[15]: uma realizacdo de um candidato a recobrimento ramificado entre superficies

= d:1
) D S S S DY
(d117 ---7d1m1)7---7(dnla ---7dnmn)

corresponde a uma escolha de permutagoes o1, ..., 0, € G, tal que:
e 0; tem ciclos de comprimentos (dy;)7";;
e o produto oy - ... - 0, é a identidade;

e 0 subgrupo de &, gerado por oy, ..., 0, age transitivamente sobre {1, ..., d}.
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Vamos dar um exemplo de como encontrar uma realizacao através de permutacoes.

. ~ d:1 ) . .
Considere o caso onde Y --3--3--3--3--3--» S é um recobrimento ramificado da
(dlla---7d1m1)7-'-7(dn17---7dnmn)

esfera na esfera com trés pontos de ramificagao. Fixemos um certo o, com ciclos

mi

de comprimentos (dlj)j:]_ e deixe oy variar na classe de conjugacao das permutacoes

2, checando que (01,09) é um subgrupo transitivo

e que o1 - 09 tém ciclos de comprimentos dz;. Tomando o3 = (o7 - 02)~", obtemos as

tendo ciclos de comprimentos (dy;)

trés permutacoes, satisfazendo as condigoes pedidas e, assim, realizando os dados de

recobrimento fornecidos.

4:1
Exemplo 4.6. O candidato a recobrimento dado por .S ——+(——)+(——+)-(—+)——+ S é excepcional.
2,2),(2,2),(3,1
4:1
De fato, se S --+--+--+--+--3 5 fosse realizavel, pela discussao anterior, existiriam
(2,2),(2,2),(3,1)

permutacoes 01,09 € G4 tais que os comprimentos de oy, 09 e 07 - 0y seriam
respectivamente (2,2), (2,2) e (3,1). Entretanto, o conjunto de todos os elementos de &,

com ciclos de comprimento (2, 2), juntamente com a permutacao trivial, é um subgrupo de
4:1
&4, gerando assim uma contradicao que nos leva a conclusao de que S ——+(——)+(——+)—(—+)——+ S
2,2),(2,2),(3,1

é excepcional.

Exemplo 4.7. As permutacoes

(1,12)(2,8)(9,10)(6,7)(3,4),
o (3,2,1)(6,5,4)(9,8,7)(12, 11, 10),
o3 = (1,10,7,4)(2,9,11,12)(3,5,6,8).

01

. . . . 12:1 -
realizam o dado de ramificagdo compativel S --+--+--3--3--3--5 S (com a conveng¢ao

(2,.52,1,1),(3,3,3,3),(4,4,4)
que (1,2)-(2,3) = (1,2,3)).

Note que usando permutacoes, pode-se levar muito tempo para decidir sobre a realiza-
oy . 60:1
bilidade de recobrimentos com grau grande como, por exemplo, S —E+——+)—(—+——)+(——+—3+ S.
2,..,2),(3,...,3),(5,..,5
No proximo capitulo provaremos que este dado de ramificacao candidato também é

realizavel, mas usando uma técnica diferente.

Dessins d’enfant

Esta é uma técnica classica que foi introduzida por Grothendieck em [4] para estudar as
aplicacoes algébricas entre superficies de Riemann. A ideia principal é estabelecer uma
associacao entre recobrimentos ramificados e grafos bipartidos. Recorde que um grafo
bipartido é um 1-complexo finito tal que seu conjunto de vértices se divide como Vi UV,
e cada aresta tem um extremo em V] e outro em V5.

Neste trabalho, introduzimos os dessins d’enfant em sua forma original, que é vélida

apenas para recobrimentos da esfera com trés pontos de ramificacao. Para mais leitura,
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recomendamos [15], onde a técnica classica é generalizada para um namero arbitréario de

pontos de ramificacao.

Definicao 4.8. Um dessin d’enfant sobre uma superficie > & um grafo bipartido D C ¥
tal que ¥ \ D consiste de discos abertos. O comprimento de um desses discos é o nimero

de arestas de D ao longo do qual passa sua fronteira, contada com multiplicidade.

A proxima proposi¢ao, cuja demonstragao pode ser encontrada em [15], nos diz como
passar de recobrimentos ramificados para dessins d’enfant.
d:1

Proposicao 4.9. A realizacio de um dado de ramificacao S ccsos-5-s 35 §
(dl]_,...,dlml),...,(dgl,...,d3m3)

corresponde a um dessin d’enfant D C S com conjunto de vértices ViUV5 tal que para cada
i = 1,2 os vértices em V; tem valéncias (di;)i,, e os discos em 5 \ D tem comprimentos
(2ds;)52;.

6:1

Exemplo 4.10. O candidato S --+--+--+--+--3--+ 5 & realizavel. O Dessin d’enfant
(5,1),(4,1,1),(2,2,2)

correspondente & sua realizagao pode ser visto na figura 4.1.

@ Virtices p/m'{ymmfa Particio
@ Virtices dn terceira Partiio

Figura 4.1: Realizabilidade de S N NN )
(5,1),(4,1,1),(2,2,2)

Permutacoes e Dessins
d:1

Considere um candidato a recobrimento ramificado ¥ --+--+--+--+--3--5 S descreve-
(d11y -y dimyq )se-s(d31, ooy d3mg)

remos agora uma correspondéncia entre um dessin d’enfant D realizando o recobrimento,
e uma escolha adequada de permutagoes em S,. Seja D tendo vértices V) U V5 como
de costume; para produzir a escolha de oy,05 correspondentes a mesma realizacao

procedemos como segue:
(i) Atribua rotulos de 1 a d para as arestas de D;

(ii) Entdo considere a aresta k e o vértice de V; pertencente a ela: o;(k) tem um ciclo
para cada vértice v de V;, o ciclo consistindo dos rétulos das arestas incidentes em

v organizados como eles aparecem ao redor de v no sentido anti-horario.

Por outro lado, dadas duas permutacoes 01,09 € G, realizando o dado de ramificacao

dado, construimos um dessin D(o1,03) do seguinte modo:
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(i) Tome o conjunto de ciclos de o; como o conjunto de vértices V;;

(ii) Desenhe uma aresta rotulada k (k = 1,2,...,d) se existem dois ciclos, um em o; e

um em oy, contendo k.

Direcionamos o leitor para [15] para mais detalhes.

Recobrimentos entre 2-orbifolds vs recobrimentos ramificados

entre superficies

Nosso objetivo agora é discutir a relacdo existente entre recobrimentos ramificados (entre
superficies) e recobrimentos entre 2-orbifolds.

Ao final desta discussao, o leitor devera estar convencido de que qualquer candidato a
recobrimento ramificado entre superficies i—dri}E induz um candidato a recobrimento
entre 2-orbifolds. Além disso, veremos que este candidato associado nao é tnico e,
portanto, se quisermos a unicidade, é preciso que facamos algumas restricoes a ele,
definindo o que chamaremos de candidato a recobrimento 2-orbifold associado preferido.

Finalmente, poder ir e vir de recobrimentos 2-orbifolds ¢ o ponto crucial de nosso
estudo de recobrimentos ramificados entre superficies e esta ferramenta serd fundamental
para as provas apresentadas nos capitulos 5 e 6.

Iniciamos provando o seguinte:

= dl
Teorema 4.11. Todo candidato a recobrimento ramificado entre superficies 3 - > induz

um candidato a recobrimento 2-orbifold associado X% x satisfazendo x°™(X) = d -
orb
X (X).

Demonstracao. Considere o candidato a recobrimento ramificado entre superficies dado

pelos seguintes dados de ramificacao:

= d:1
) G S G SR S——
(d117~~-7d1m1):~-~7(dn17~~-adnmn)
Queremos mostrar que estes dados de ramificacdo induzem um candidato a

recobrimento entre orbifolds. Sejam 1, 4o, ..., ¥, 0s pontos de ramificacao em Y. Assim,

para cada y;, existe uma vizinhanca U; tal que p‘l(UZ-) = U Vi,, onde cada V;; = U; e
j=1

p(z) = 2% Vz € Vi, e p é a aplicagdo de recobrimento (se ela existir). Sendo assim,

localmente, podemos pensar no recobrimento como uma agao do grupo Zg,;. Além disso,
mi

> dij =d.

j=i

mi

Desta forma, podemos considerar p; = [[ d;; (na realidade basta que seja um miltiplo
j=1

comum a todos os graus locais na vizinhanga V;,) e p;; = C%j. Facamos X = X(p1, ..., Pn)

X =5 ()1

1=1,....,n
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Construidos desta forma temos que:

(plh --~7p1m1> = P1, - (pnl; 7p7lmn> ~=* Pn

e a aplicacao local que leva p;; em p; pode ser vista como da forma 2%, Segue

7j=1,....m;
1=1,....n

das observacoes anteriores que p : > ((p@-j) )——+ X(p1, .., pn) (se existir) devera

satisfazer (% ((pw)fj;m)) = d - x**(X(pi1,...,pn)) € portanto ¢ um candidato a
recobrimento de grau d entre 2-orbifolds.

O

Observe que, na demonstracao do Teorema 4.11, poderiamos ter escolhido os p;’s sendo
qualquer multiplo comum dos graus locais d;;. Sendo assim, faz sentido escolhermos um
recobrimento orbifold associado “mais facil”, isto é, aquele com as menores ordens de cone
possiveis. Isto ocorre para candidatos a recobrimentos, escolhidos como segue.

Considere um candidato a recobrimento ramificado entre superficies
= d:1

D T TSRS D Y
(di1, -y dimy )se-es(dnty ooy dnmy, )

e defina
pi =mmc{d;;;7 =1,...,m;}, pij = Di/dij,
X = S(p1, s pa), X =S (i)
onde “mmc” significa o “minimo miltiplo comum”. Entao temos um candidato a

i ~ d:1 .
recobrimento 2-orbifold associado que chamaremos de preferido, X --+ X satisfazendo

(R = -y (X).
Uma observacao importante que devemos fazer é que o candidato a recobrimento
ramificado entre superficies original nao pode ser reconstruido de X , X e d apenas, mas

>~ dil . - .
poderad se X --+ X for complementado com as instrucoes de recobrimento

(plla ---7p1m1> -=* D1y .- (pnl; 7pnmn) = Dn

. . . > dil .. . .
que algumas vezes incluiremos no proprio simbolo X --» X, omitindo os p;;'s iguais
a 1. De fato, um candidato a recobrimento ramificado entre superficies é realizavel
se, e somente se, o candidato a recobrimento 2-orbifold associado com instrucoes de
recobrimento apropriadas é realizavel.

Para que o leitor fique familiarizado com o processo de determinar os recobrimentos
2-orbifolds preferidos associados a um recobrimento ramificado e, ao mesmo tempo,

compreenda a forca desta ferramenta no estudo do Problema de Hurwitz apresentamos
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os dois préximos exemplos.

. . . . 9:1
Exemplo 4.12. Existe um recobrimento ramificado satisfazendo S --+--+--+--+--+ 57
(2,-,2,1),(3,3,3),(3,3,3)

Pelo que vimos anteriormente, fagamos: p; = mmc{1,2} = 2, p = mmc {3} = 3,
ps = mmc{3} = 3. Logo, pu =1, po =1, p3 =1, pu =1 ps =2, pu = 1,
P =1, pog =1, p31 =1, p3o = 1 e pgp = 1. Assim, X = S(2,3,3) e, omitindo todos
0s p;;’s iguais a 1, X = S(2). Portanto, nosso candidato associado preferido é dado por
S(2) o S(2,3,3) satisfazendo

Xorb(S(Q)) =9. Xorb(5(27 3, 3)) = <1 - %) =9 é

Entretanto, observe que, pelo lema 3.37, tal candidato a recobrimento entre 2-orbifolds é
excepcional, ja que S(2) é mau e S(2,3,3) é bom.

Portanto, pela discussao anterior, nao existe recobrimento satisfazendo os dados de
recobrimento propostos.

4:1
Exemplo 4.13. Existe um recobrimento ramificado satisfazendo S ——+(—2—2)+ (—3—;)—(;?)——+ S?

Facamos p; = mmc{2} = 2, p» = mmc{3,1} = 3 e p; = mmc{3,1} = 3. Desta
forma, p11 =1, pra =1, ps1 = 1, po2 =3, p31 = 1 e p3z = 3.

Assim, desconsiderando todos os p;;’s iguais a 1, temos X = 5(2,3,3) e X = S(3,3)
e o candidato a recobrimento orbifold associado ao recobrimento ramificado dado é:
S(3,3) BN S(2,3,3), que satisfaz

XP(5(3,3)) =4-x"™(5(2,3,3)) = = =4-

1
5

[GVRI

Observe que S(3,3) e S(2,3,3) sao orbifolds bons e portanto nao podemos repetir o
argumento anterior.

De fato, com as instrucoes de recobrimento adicionais 3 --» 3 e 3 --» 3 o recobrimento
orbifold sera realizavel (e assim também o sera o recobrimento ramificado) e sua realizagao

pode ser compreendida geometricamente através da figura 4.2

Figura 4.2: Realiza¢do geométrica do recobrimento S(3, 3) BN S(2,3,3)
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A figura 4.3 ilustra como podemos visualizar o recobrimento entre orbifolds

S(3,3) i AN S5(2,3,3), com as instrugoes adicionais de recobrimento 3 --» 3 e
3 --» 3, satisfazendo os dados de recobrimento S O SO S.
(2,2),(3,1),(3,1)

Figura 4.3: Realiza¢ao geométrica do recobrimento S(3,3) BN S(2,3,3) visto como
recobrimento ramificado

A imagem a esquerda na figura 4.3 representa o orbifold S(3, 3), enquanto a imagem &
direita representa o orbifold S(2,3,3), ambos sobre a esfera S?. Os ntmeros ao lado
de cada um dos pontos da imagem a esquerda na figura 4.3 representam o grau do
recobrimento sobre cada um deles. Observe que este nimero é exatamente o nimero
de regioes fundamentais na vizinhanga de cada um deles. Os pontos azuis (vermelhos
ou verdes) representam as pré-imagens do vértice azul (vermelho ou verde) da imagem a

direita da figura 4.3.

Observagao 4.14. Devemos enfatizar esta passagem: ir e vir de recobrimentos 2-orbifolds

é o ponto chave de nosso estudo de recobrimentos ramificados entre superficies.

4.3 Resultados conhecidos

Nesta se¢ao mencionamos brevemente, sem demonstracao, as principais solugoes parciais

para o problema de Hurwitz obtidos ao longo do tempo.

Resultados conhecidos para X # S

Os resultados a seguir reduzem o problema de Hurwitz geral ao caso onde a superficie
base é a esfera.
Este primeiro teorema ¢é atribuido a Shephardson. Uma demonstracao pode ser

encontrada em [2] e [6]:

Teorema 4.15. Um dado de ramificacao compativel com superficie base orientdvel X e

X (%) <0 € realizdvel.
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O proximo resultado é provado em [2] e [3]:

Teorema 4.16. Um dado de ramificacao compativel com X e 3 néo orientdveis, e x(X) <

0 ¢ realizdvel.

O seguinte fato, enunciado em |2|, juntamente com os resultados anteriores nos leva ao

caso completo x(X) < 0, na afirmativa: cada dado de ramifica¢ao compativel é realizavel.

Proposicao 4.17. Um dado de ramificacao compativel com X nao-orientdvel e X
orientdvel € realizdvel se, e somente se, € possivel decompor para todo v a particao 1I;

em um par de partigoes 11, e II! de d/2 de tal modo que o dado de ramificagao

= d:1
) T U NN 3 ¢
!
I 10/, I1, 11

¢ realizdvel, onde X' € o duplo recobrimento orientdvel de .

Para compreender o que acontece quando a base tem caracteristica de Euler positiva,
apresentamos o seguinte teorema devido a Edmonds, Kulkarni e Stong (veja [2]) que lida

com o caso 2 = P, o plano projetivo.

Teorema 4.18. Um dado de ramificacao compativel com ¥ = P e S ndo-orientdvel é

realizdvel.
Assim, o problema de existéncia de Hurwitz permanece aberto quando:
e X =275,

e ¥ =Pe ¥ orientavel,

Entretanto, a questao de realizabilidade de algum Y --» P reduz-se a realizabilidade
deum ¥ --» S adequado. Entao, de agora em diante, discutiremos apenas recobrimentos

ramificados da esfera.

Resultados conhecidos para > = S

Vimos no exemplo 4.6 que quando a superficie base é a esfera, existem candidatos a
recobrimentos ramificados excepcionais. Revisamos agora os principais resultados de

existéncia e nao-existéncia. Um dos resultados mais interessantes é o seguinte, no caso de
Y=Sen=3:

Lema 4.19. Se d = ab com a,b > 1, entao as particoes
(a,...,a),(b+1,1,...,1),(a,a(b—1))

dao um dado de ramificacao compativel mas nao realizavel.



4.3. Resultados conhecidos 49

O seguinte resultado provado em [15] estende o anterior:

Teorema 4.20. Sejam d = h-k, com k,h > 2; (h;);=1,.., uma parti¢cio de h com p > 2.

Entao o dado de ramificagao

d:1
S 3333353 §
(k:a eeey k)v(h +p - 17 17 sey 1)7(kh‘17 AR ] khp)

€ nao-realizavel.

Além disso, também em [15] é estabelecido um teorema que implica um critério muito

eficiente para reconhecer dados excepcionais:

Teorema 4.21. Suponha que d e todos d;; para t,j = 1,2 sao pares. Se o dado de
ramificacao
S ——-)——l-jl;i—-)——-) S

JIFRICNIE

é realizdvel, entao (ds;) refina a particao (d/2,d/2).

Por outro lado, um dos resultados mais gerais de existéncia, generalizado para

recobrimentos arbitrarios por Edmonds, Kulkarni e Stong em [2]:

Teorema 4.22. Um recobrimento ramificado compativel € realizdavel se uma das parti¢oes
do grau € (d).

Uma variacdo deste resultado é dada em [2]: ela classifica um dado de ramificagio
realizavel com uma parti¢ao da forma (d — 1, 1).

Por causa da conjectura do grau primo, discutida na proxima se¢ao, estamos mais
interessados em recobrimentos com exatamente trés pontos de ramificacao. No entanto,
existem também resultados relevantes para o caso onde o nimero de pontos de ramificacao
é “grande” comparado ao grau d. Um dos mais significantes é devido a Edmonds, Kulkarni

e Stong:

Teorema 4.23. Um dado de ramifica¢ao com d # 4 en-d—((I1) > 3(d—1) ¢ realizdvel.
Os dados de ramificacao excepcionais com d = 4 sao precisamente aqueles com parti¢oes
(2,2),...,(2,2),(3,1).

Uma consequéncia deste resultado é que o niimero de dados de ramifica¢ao excepcionais
para qualquer d # 4 é finito.

Além disso, Pervova e Petronio, em [16], estudaram o dado de ramificagdo em que
uma particao ¢ (d — 2,2), e provaram os trés teoremas seguintes.
Teorema 4.24. Seja S _(_d-)__g,%)},ﬁ;ﬁ? S um dado de ramificacao compativel. Se d € impar
entao ele € realizavel. Se d = 2k € par entao os dados de ramificacao compativeis e

nao-realizdveis sao precisamente aqueles dos sequintes tipos:
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2k:1
¢ S—3--3--3-——-3--3--3--35 com k > 2;
(2k_272)7(27“'72)’(2’~~»2)

2k:1
e S——3——3——3-—5-—3-——-- 5.
(2k—272)7(2172)7(k+171171)

. 6:1
Teorema 4.25. Com wuma excecao simples de T --+--+--+--+S, todo dado de
(4,2),(3,3),(3,3)
d:1
ramifica¢ao compativel da forma T --+--+--+--+ S € realizdvel.
(d —2,2),II,II3

Teorema 4.26. Se g > 2, entao todo dado de ramificacao compativel da forma
d:1
gT --+--3--3--> S ¢ realizdvel.
(d —2,2),T5,1T3

= d:1
Teorema 4.27. Seja X BT S um dado de ramificacao compativel. Seja p > 3
1,412,113

impar e suponha que todos d;; sao divisiveis por p. Entao o dado € realizdvel.

4.4 A Conjectura do Grau Primo

Em [2] o problema de existéncia de Hurwitz é reduzido ao caso de recobrimentos

ramificados da 2-esfera; além disso o artigo contém o seguinte enunciado interessante:

=~ dl
Conjectura 4.28. Se X T S é um candidato a recobrimento ramificado entre superficies

e o grau d € um niumero primo, entdao o candidato € realizdvel.

Certamente ela foi motivada por um lema mostrado no mesmo artigo, sobre
excepcionalidade em grau nao-primo. Além disso, em [15] e [16] existem muitos outros
exemplos de excepcionalidade de recobrimentos em grau nao-primo.

Para abordar esta conjectura, é importante notar que em [2]| os autores enunciam que
estabelecendo a conjectura 4.28 no caso especial de trés pontos de ramificacao implicaria
o caso geral.

Também em 20| encontramos resultados que dao suporte a esta conjectura. De fato,
Zheng determinou por computador todos os candidatos a recobrimentos ramificados entre
superficies excepcionais com n = 3 e d < 20 e nenhum deles ocorre para d primo.

Ao final do capitulo 5 discutiremos a relevancia dos resultados 1a apresentados com

respeito a esta conjectura.
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Capitulo 5

Recobrimentos entre Orbifolds com
Xorb >0

Nosso objetivo neste capitulo é fazer uma analise completa dos recobrimentos entre
orbifolds com x°™ > 0.

Na secao 5.1 apresentamos o método utilizado nas demonstracoes deste capitulo;
a saber, para analisar a realizabilidade de um candidato a recobrimento ramificado
entre superficies mudaremos para o candidato a recobrimento entre 2-orbifolds associado
X --» X e usaremos a sua estrutura geométrica ou para construir explicitamente uma
aplicacao f : X =X realizando-o, ou para mostrar que uma tal f nao pode existir.

Na secao 5.2 determinamos todos os candidatos realizaveis e excepcionais para o caso
de caracteristica de Euler positiva.

Na secao 5.3 determinamos todos os candidatos realizaveis e excepcionais para o caso
euclidiano. Encerramos a se¢ao (e este capitulo) discutindo a relevancia dos resultados

apresentados em vista da conjectura do grau primo.

5.1 A Abordagem Geométrica

Nesta secao analisaremos a realizabilidade de um candidato a recobrimento ramificado
entre superficies mudando-o para o candidato a recobrimento entre 2-orbifolds associado
X --» X e utilizaremos sua geometria ou para construir explicitamente uma aplicagao
f: X > X realizando-o, ou para mostrar que uma tal f nao pode existir.

Justificamos este procedimento observando que qualquer 2-orbifold X com uma
estrutura geométrica do tipo X € {S,E,H} possui uma func¢ao distancia bem-definida.
De fato, a estrutura é dada por uma aplicacao quociente X — X, que chamaremos um
recobrimento geométrico universal de X, definido por uma acao isométrica e discreta
(ainda que ndo livre). Portanto, qualquer caminho suave por partes «, em X, tem um
comprimento bem-definido obtido por seu levantamento a um caminho @ em X, mesmo

que o proprio & nao seja nico (a menos de automorfismos de X) quando « passa por
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algum ponto de cone de X. Agora, podemos enunciar o seguinte:

Proposicao 5.1. Seja f : X — X um recobrimento entre 2-orbifolds. Suponha que
X tenha uma geometria fixada com recobrimento geométrico universal m @ X — X.
Entao, existem uma estrutura geométrica sobre X com recobrimento geométrico universal

7:X = X e uma isometriaf:X—)Xtais queWOf:fO%.

Demonstracao. Defina o comprimento de um caminho em X sendo o comprimento de
sua imagem por f em X e considere a distancia correspondente. Analisando o modelo
local de f, vemos que esta distancia é compativel com uma estrutura geométrica orbifold
local também de tipo X, assim existe uma tal estrutura global sobre X , com recobrimento
geométrico universal 7 : X — X.

Segue das propriedades do recobrimento universal que existe uma aplicagao ]7: X —
X tal que 7o f = f om. Por construcao f preserva o comprimento dos caminhos e,
pensando X como uma variedade, vemos que f ¢ uma isometria local. Em particular é
um recobrimento, mas X é simplesmente conexo, assim fé um homeomorfismo e portanto
uma isometria.

]

Um 2-orbifold esférico X é rigido, a saber, o recobrimento geométrico universal S — X
é tnico a menos de automorfismos de S e X, assim no caso esférico nao temos escolha
senao aplicar a proposi¢ao 5.1. Ao contrério, 2-orbifolds euclidianos nunca sao rigidos,
ja4 que a métrica sempre pode ser reescalada (e pode também ser escolhida do modo
mais adequado sobre o toro 7" e sobre S(2,2,2,2), como veremos adiante). Neste caso
modificamos sutilmente o contetido da Proposicao 5.1 reescalando X tal que sua area seja
igual a de X, neste caso f nao ¢ mais uma isometria mas simplesmente uma aplicagao

complexa-afim C — C, com C identificado com E. Mais precisamente:

Proposicao 5.2. Seja f XY X wm recobrimento entre 2-orbifolds.  Suponha
que X tenha uma estrutura euclidiana firada com recobrimento geométrico universal
m: E — X. Entio existem uma estrutura euclidiana sobre X com recobrimento
geométrico universal ™ : E — X tal que X e X tém a mesma drea, e uma aplicacao
f: E — E da forma f(z) =X-z+u, com A\, pu € C, tais que wo f: fom. Isto implica
que d = |\|?.

Demonstracao. Com respeito a estrutura sobre X dada pela proposicao 5.1 a area de X
é d vezes a de X, assim o fator escalante é 1/\/3 Apos reescala, f é portanto Vd vezes

uma isometria, e a conclusao segue.

]

Observagao 5.3. A estrutura deste capitulo é uma consequéncia da divisao de
recobrimentos entre orbifolds com relacao ao sinal da caracteristica de Euler. Apesar de

todos os esforgos, o caso hiperbolico esta longe de ser resolvido por causa da dificuldade
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de melhorar uma extensao para a ferramenta geométrica. Entao, no proximo capitulo
restringimo-nos ao estudo de recobrimentos relevantes entre 2-orbifolds hiperbodlicos para

a conjectura do grau primo.

5.2 Caracteristica de Euler Positiva
Nosso principal objetivo nesta se¢ao é provar o seguinte:

Teorema 5.4. Um candidato a recobrimento ramificado entre superficies X --+ 3 tendo
um candidato a recobrimento entre 2-orbifolds associado X --+ X com x°P(X) > 0 é
excepcional se, e somente se, X € mau e X € esférico. Isto ocorre precisamente para 0s

sequintes candidatos a recobrimentos, em nenhum dos quais o grau € primo:

S——»———)—911+——+———)S S———)——+—9il+———)———>S S——+——+}%———)——+S
(2,.,2,1),(3,3,3),(3,3,3) (2,..,2,1),(3,3,3),(4,4,1) (2,...,2),(3,3,3,1),(4,4,2)

S ——-)——-)}6—:-1)——->——-) S S ——-)——-)—16—:})——-)——-> S S ——-)——-)E%i——-)——-) S
(2,...,2),(3,...,3,1),(4,....4) (2,.,2),(3,...,3,1),(5,5,5,1) (2,..,2),(3,.0,3),(4,...,4,2)

S IO SN S S IG5 SN S S G5 SR S (5.1)
(2,0,2,1),(3,..4,3),(5,...,5,1) (2,04,2,1),(3,..,3,1),(5,...,5) (2,.,2),(3...,3),(5,...,5,1)

S ——-)——-)il(l:i——-)——-) S S ——-)——-)égl:})——»——-) S S ——-)——-)g’i:-l)——-)——-) S
(2,00,2),(31,3,1),(5,...,5) (20:,2,1),(3,..,3),(5,...,5) (2,0,2),(2,...,2),(h,2k—h)

com k > h > 1 no dltimo item.

Em adicao a prova deste resultado descreveremos todos > --+ X tendo associado
X --» X com x°P(X) > 0 ndo listados na afirmacdo, e construiremos explicitamente
uma realizacao geométrica de tais X --» X. Para esbocar nosso argumento, recordamos

que, pelo capitulo 3 secdo 3.3, os 2-orbifolds X com x°*’(X) > 0 sdo os seguintes:
S, S(p), S(p,q), S(2,2,p), S(2,3,3), S(2,3,4), S(2,3,5).

= d:l
Em particular, vimos no capitulo 4 que para qualquer Z—;E relevante tem-se

Y =% = S. Além disso, X é mau se, e somente se, & S(p) para p > 1 ou S(p,q)
para p # q > 1, e em todos os outros casos ele tem uma estrutura esférica rigida. Nossos

principais passos serao como segue:

e Determinaremos todos os candidatos a recobrimentos ramificados entre superfices
tendo um candidato associado X --» X com Y°(X) e x°"(X) positivas, e as

instrugoes de recobrimento correspondentes para X --+ X;

e Para cada X esférico com Y°"(X) > 0 descreveremos o recobrimento geométrico

universal 7 : S — X;
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e Para cada X --» X com x*(X) > 0 (complementado com suas instrucdes
de recobrimento) associado a algum candidato a recobrimento ramificado entre

superficies, exceto quando X é mau e X é esférico, mostraremos que é realizavel.

Para listar todos os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo um

candidato associado X --+ X com x°P(X) positiva nossos passos serdo como segue:

e Consideramos todos os pares possiveis (X, X) tais que y*(X)/x°(X) é um inteiro
d>1;

e Supondo que X tenha n pontos de cone py, ..., p,, consideraremos todas as maneiras

possiveis de agrupar as ordens dos pontos de cone de X como

(CI11> LK) ql/u)a LK) (ina ceey Qnun)
tal que g;; divide p; para todos i e j;

e Determinamos m; > p; tal que, sendo ¢;; = 1 para j > p; e dij = &, temos que
m; "
> d;; é igual a d para todo i;
=1

=

m;

e Checamos que p; é o minimo miltiplo comum de (d;;)72; .

. . . L. d:1
Isto leva ao candidato a recobrimento ramificado entre superficies S—I—I+S com

I; = (dij)iy e IT = (IL;){,, tendo candidato associado X --» X com instrucdes de
recobrimento

(q115 ) Chm) == D1y ooy (Gt ooy qnun) -=% Dn-

Para facilitar a compreensao dos resultados, agrupamos nossas afirmagoes dependendo
do tipo de X. Nas demonstragoes, algumas vezes serd conveniente fazer os passos
acima numa ordem diferente. Em particular, frequentemente nao é facil determinar
antecipadamente quando y°™(X)/x°®(X) é um inteiro, assim esta condicao é imposta no
fim. Além disso, quando X tem trés pontos de cone, ao invés de Xorb()?) =d - x"?(X)
usaremos a formula equivalente 2.2, expressada em termos dos dados do provavel

candidato a recobrimento ramificado entre superficies.

~ d:l
Observacao 5.5. Suponha que um X --+ X, onde X tem n > 1 pontos de cone, é associado

= d:1
a alguma X --+--»3. Entao cada uma das n particoes de d em II tém ao menos uma

17~"7Hn
. L. odid . . « . L .19
entrada maior do que 1; caso contrario X --+ X tem um candidato associado “mais facil

Y --» Y, onde Y tem menos do que n pontos de cone. Em particular d > 1.

Proposicao 5.6. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo

candidato associado X --» X com X mau sdo precisamente aqueles listados em 5.1.
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Demonstracio. Pelo teorema 3.35, sabemos que se X ¢ mau, com X°P(X) > 0, entdo

X = S(p) ou X = S(p,q). Deste modo, trabalharemos cada caso separadamente.

= ~ =~ 1
Considere | X = S(p) para p > 2 |. Desta forma, segue que Y°(X) =1+ =.
p

Se X = S, entao x*(X) = 2 e temos

orb( ¥ 1+ 1
Xorb(X) 2

Logo, nao existe candidato relevante para X = S.

Da mesma forma, se X = S(p), entdo x°*(X) =1+ —e

1
p
> 1 ~ ~
XP(X) 1+5 p+1 p  pp p
orb T 1 ~ ===t ==
XP(X)  1+5 b p+l pp+D pp+D

<2,

assim, também ndao existe candidato relevante para X = S(p).

~ 1 1 ~
Suponha agora X = S(p,q) e p --+ p, assim \*P(X) = ~+ - e p = k- p para
p q
algum k, donde gy = 1, uo =0, e d = k + (my — 1) - p = my - ¢. Deste modo, segue de

XTP(X) = d - x”(X) que

1 1 1 E ok
1—|—::d-<—+—)=>1+—=——|—(m1—1)+m2:>m1+m2:2,
p P q p P

entdo m; = mge = 1 e k = ¢ = d, mas p nao é mmc(k), e ndo existe candidato relevante

para X = S(p,q).

Consideremos o caso X = S(2,2,p) onde podemos ter p --» 2 ou p --+» p. No
primeiro caso teriamos p = 2 e entao II; = (2,...,2,1), II, = (2,...,2) e lI3 = (p,...,p)
o que é impossivel pois d seria par e impar ao mesmo tempo. No segundo caso temos

XP(X) = =, d = 2k, e m; = my = k. Por outro lado, p = hp para algum h e
p ~
d=h+ (m3—1)p, assim de Y°*(X) = d - x°*(X) temos

1 1 h h
1+::d(—):1+—:—+(m3—1):>m3:2
p p p p

Logo, de d = 2k = h+p e p = hp vemos que 2k — h = hp e entdao obtemos o candidato
k:
S i SN S no caso especial onde h divide 2k — h. Observe que este candidato
(2772)’(2»72)7(h72k‘7h)

2k:1
foi encontrado utilizando as seguintes instrugoes S(p) --»--+ 5(2,2, p).
p-—p

1 ~
Seja X = S(2,3,3), o que implica y*™*(X) = G Temos dois casos a considerar p --+ 2

ou p --+ 3. No primeiro caso, devemos ter 2 = kp para algum k e, como p > 2, segue que
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k=1ep=2. Darelacio x°"(X) = d- x*®(X) temos

1 1 1 1
l+==d- (= l+-=d-(=]=d=0.
(e == ()=

Assim, 9=d =1+ (m; —1)-2=my -3 =m3-3, 0 que resulta m; =5, my =mz =3¢

9:1
o candidato S --+--+--+--+--» 5. Observe que este candidato foi encontrado utilizando
(27"'7271)7(37373)7(37373)
9:1
- S(2,3,3).

as seguintes instrugoes S(2) -

No segundo caso, devemos ter 3 = kp para algum k e, como p > 2, segue que k=1 e

p = 3. Da relagao x°*(X) = d - x**(X) temos

1 1 1 1
l+==d- (= l+-=d (=) =>d=8
(e = (5)

Este caso nao resulta em nada porque Iy = (3,...,3,1) e II3 = (3, ..., 3) sdo incompativeis

com d = 8.

1 - -
Vamos considerar X = S(2,3,4), o que implica x°*(X) = 3 Se p --» 2, entao,
como anteriormente, teremos p = 2. Da relacio x°(X) = d - x°(X) temos

1 1 1 1
l+==d-| = I+-=d- (= = 18.
+],5 d (12>:> +2 d (12>:>d 8

Este caso nao resulta em nada porque II; = (2,...,2,1) e [I3 = (4, ..., 4) sdo incompativeis
com d = 18.

Considere entao p --+ 3 que, como anteriormente, nos leva a p = 3. Da relacao

XP(X) = d - x*(X) temos

1 1 1 1
(L) =i () = an

Como 16 =d =my-2=14+(my—1)-3 = mg3-4, segue que m; = 8, my = 6 ¢ m3 = 4, o que

nos leva ao candidato S N SN S. Observe que este candidato foi encontrado
(2,-2),(3,.,3,1),(4,...,4)

55 5(2,3,4).

utilizando as seguintes instrugoes S(3) s

Agora, suponhamos que p --» 4. Neste caso, temos duas possibilidades: p = 2 ou

p=4. Se p = 2, pela relacio x°(X) = d - x°"(X) temos

1 1 1 1
l+==d-|—=]|=—=1+-=d-| =) = d=18
Tp (12) "3 (12> ;

Assim, 18 =d=m;-2=my-3=2+(mg—1)-4eentdao m; =9, my =6e mg=>50 que

. 18:1 . .
nos leva ao candidato S --+--+--+--+--» 5. Observe que este candidato foi encontrado
(21004,2),(3,1413),(4,1-.,4,2)

utilizando as seguintes instrugoes S(2) ——;filr S(2,3,4).
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Este caso nao resulta em nada porque II; = (2,...,2) e II3 = (4, ...,4, 1) sdo incompativeis
com d = 15.

1 - ~
Seja X = S(2,3,5), o que implica (X)) = 30 Se p --» 2, entao p = 2 e, pela

relagao x°™(X) = d - x°™®(X) temos

1 1 1 1
l+==d-|—=]|=—=1+=-=d-| — ) = d=45.
"5 (30> T3 (30>

Logo, 45 =d =1+ (m; —1)-2 = my -3 = m3 -5 e segue que m; = 23, my = 15,

. 45:1 .
ms = 9 o que nos leva ao candidato S --+--+--+--»--5 S, Observe que este candidato
(27“~72’1)1(3,"~73)7(57“"5)

4511
foi encontrado utilizando as seguintes instrugoes S(2) -2 S(2,3,5).

Se p --» 3, entdo p = 3 e, pela relagao x*"(X) = d - x*"(X) temos

1 1 1 1
to=d (30): +5=d (3O>:>d 0

Portanto, 40 = d = my -2 = 1+ (my — 1) -3 = m3 -5, donde my; = 20, my = 14 ¢

ms = 8. Isto nos leva ao candidato S N SN Observe que este candidato
(2,::,2),(3,..,3,1),(5,...,5)

foi encontrado utilizando as seguintes instrugoes S(3) —54;):—134 S(2,3,5).

Se [ --» 5, entdo = 5 e, pela relagio x(X) = d - x"(X) temos

1 1 1 1
l+==d-|—=]|=—=1+-=d-| —= ) = d=36.
"5 (30> i (30>

Deste modo, 36 = d =my -2 =my-3 =1+ (m3 — 1) -5, 0o que nos leva a m; = 18,
me = 12, m3 = 8 e ao candidato S 2% 55 5. Observe que este candidato foi
(2,..,2),(3,...,3),(5,...,5,1)

36:1
encontrado utilizando as seguintes instrugoes S(5) o S(2,3,5).

Vamos considerar agora | X = S(p,q) comp#¢q>1| Desta forma, segue que

~ 1 1
Xorb(X) ==+ =
p q

orb
Se X = S. Entao, x°**(X) = 2. Assim, XO (X) < 1 e nao existe candidato relevante.

X (X)
Suponha X = S(p). Entao,

i 1 1 ~ ~
o (X) 5*3_(2& q) P

X _ (P 4
X)) 1+t T\

e novamente nao existe candidato relevante.
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1 1 o~
Seja X = S(p, q), o que implica x°™®(X) = -+~ e vamos supor primeiro que p, § -+ p.
b q
Entdo p=Fk-p = h-q, para algum k,h e d = k+ h+ (m; — 2) - p = msy - q. Da relagao

XoP(X) = d - x°™®(X) temos

1 1 1 1 k- h k h
—t==d- |-+ - =+ —=—+ =+ (m —2)+mg = my +my=2.
P q P q p p p P

Portanto, m; = 2 e my = 0, 0 que é impossivel pois teriamos d = 0.

Suponha agora que p --» pe ¢ --» ¢, assim p = k-pe g = h-q, para algum k, h e

assim d =k + (m; — 1) -p=h+ (my — 1) - ¢. Da relacio x°*(X) = d - x°**(X) temos

i+i=d~ (l+1> :>E—I—ﬁzE+(m1—1)+ﬁ+(m2—l):>m1+m2:2,
p q p g p P P p

o que leva implica m; = my = 1, mas entao nao podemos ter p = mmec(k) ou ¢ = mme(h),
assim nada temos.

Se X = 5(2,2,p), entdo nao podemos ter (p,q) --» 2 ou p --» 2, ¢ --+ 2 pois, caso
contrario, p = ¢ = 2 e entao X seria bom. Se p--+2eq--+p, entdo devemos ter p = 2 e
segue que Iy = (2,...,2,1) e Iy = (2, ..., 2) e, neste caso, d seria ambos par e impar, o que
é impossivel. Deste modo, fagamos (p,q) --+ p, o que implica p = Ip = hq para algum
Lhyd=2k=1+h+ (m3—2)-p, m =my =k, e, pela relacao Xorb()?) =d - x"*(X)

remos 11 1 I b 1 h
—+==d- <—) = -+ -—=—+-—+(m3—2) = my =2,
p q p p p p D
o que nos diz que d = 2k = [ + h, ou seja, 2k — h = [ e obtemos o candidato
S O SN S com h e 2k — h nao multiplos um do outro. Observe que este
(2,.,2),(2,..,2),(h,2k—P)

~ 2k:1
candidato foi encontrado utilizando as seguintes instrugoes S(p, q) E:j)——+ S(2,2,p).
bp,q)-—>p

Seja X = S(2,3,4), o que implica x°?(X) = Ik Como anteriormente, nao podemos

ter (p,q) --» 2 ou (p,q) --» 3 pois em ambos os casos X seria bom. Suponha entio que
(p,q) --» 4. Como 4 = kp = hq, podemos supor, sem perda de generalidade que p =2 e

g = 4. Da relacdo \°(X) = d - x°®(X) temos

1 1 1 1 1 1
chr=d ()= =d (=) =da=0.
5 G (12>:‘2+4 <12>: !

Este caso nao resulta em nada porque II; = (2,...,2) e II3 = (4,..,4,2,1) sdo

incompativeis com d = 9.

Facamos p --» 2 e ¢ --+ 3. Portanto, teremos p = 2 e ¢ = 3 e, pela relacio Y°**(X) =

d - x°"(X) segue que
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Este caso nao resulta em nada porque II; = (2,...,2,1) e [I3 = (4, ..., 4) sdo incompativeis
com d = 10.

Considere p --» 2 e ¢ --+» 4. Portanto, para que X seja mau devemos ter p=2e g =4

e, como antes, d = 9. Assim, 9 =d = 14+(m;—1)-2 = my-3 = 14+(m3—1)-4, o que nos leva
a my =5, my =3, mg =3 e resulta o candidato S S SN S. Observe que este
(2,..,2,1),(3,3,3),(4,4,1)

9:1
candidato foi encontrado utilizando as seguintes instrugoes S(2,4) 2y o S(2,3,4).

-3

Finalmente, facamos p --+ 3 e ¢ --+ 4. Sabemos que p = 3, mas devemos considerar

dois casos para ¢: ¢ =2 e ¢ = 4. No primeiro caso

1 1 1 1 1 1
~t+==d (= —+-=d- | = = 10.
ﬁ+ij d (12>:>3+2 d (12>:>d 0

Logo, 10 =d=m;-2=14+(my—1)-3=2+4+(mg—1)-4eentdom; =5, mg=4e

ms = 3, o que nos leva ao candidato S N SN S. Observe que este candidato
(2,..,2),(3,3,3,1),(4,4,2)

foi encontrado utilizando as seguintes instrugoes S(2, 3) ——29—21;]:—1?—3—» S(2,3,4).

Para o segundo caso temos

1 1 1 1 1 1
i =d-[= Sy —d (= d=
stz () = gry=d () —a-T

que resulta em nada pois II; = (2,...,2) e II3 = (4, ...,4, 1) sdo incompativeis com d = 7.

Para X = 5(2,3,5) temos x°*(X) = 0 Observe que nao podemos ter (p,q) --» 2

ou (p,q) --+» 3 ou (p,q) --» 5 pois em todos os casos X seria bom. Vamos supor p --» 2

e ¢ --» 3. Assim,

11 | 11 |
513 (30>:>2+3 (30):>

Assim, 25 =d =1+ (m; —1)-2=1+ (mg— 1) -3 = ms - 5. Isto nos leva ao candidato

S a2 s 5 5. Observe que este candidato foi encontrado utilizando as seguintes
(2,::,2,1),(3,0:,3,1),(5,...,5)

instrugoes S(2,3) ——2+——22+5:—1§+—3—+ S(2,3,5).

Agora, suponha p --+ 2 e ¢ --» 5. Entao,

11 1 11 1
4 i=d- || =-4+==d-[|— ) = d=21.
573 (30> 575 (30)

Entao 2l =d=1+(m;—1)-2=me-3=14+(m3—1)-5em; =11, my =7, mg = 5. Isto

nos leva ao candidato S --s--3-23--s--» S. Observe que este candidato foi encontrado
(2,..,2,1),(3,...,3),(5,...,5,1)

utilizando as seguintes instrugoes S(2,5) ——29——224}:—15—%5—» S(2,3,5).
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Por ultimo, considere p --+ 3 e ¢ --+ 5. Logo,

1 1 1 1 1 1
—t+==d-|=)|=-+-=d- | =) = d=16.
5t3 (3O> 375 (3O>
Deste modo, 16 = d = m; -2 = 14+ (my —1)-3 = 1+ (mg — 1) -5 e segue que
m; = 8 mg = 6 e mg = 4. Isto nos leva ao candidato S ——+——+E6—:£——+——+ S e

(2,..,2),(3,...,3,1),(5,5,5,1)

conclui a demonstragao. Observe que este candidato foi encontrado utilizando as seguintes
. . 16:1
instrugoes S(3,5) BT avn S(2,3,5).

]

Corolario 5.7. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies listados em

5.1 sao todos excepcionais.

Demonstracao. De fato, na demonstracao da proposicao 5.6 podemos observar que todos
os candidatos a recobrimentos ramificados encontrados tém um candidato a recobrimento
entre 2-orbifolds associado X --» X com X mau e X bom. Portanto, pelo lema 3.37,
segue que todos eles sao excepcionais.

m

Proposicao 5.8. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo

candidato associado S --+ X sao

S——»——§:}—+——+S S ——+——2+p:—1—+——+ S S ——+——1—)2:—1—+——+ S
(p),(p) (2,-+,2),(2,..-,2),(p,P) (2,412),(3,-.1,3),(3,..,3)
LI S S LN S. (5.2)
(2,::,2),(3,.-,3),(4,...,4) (2,..2),(3,0.,3),(5,...,5)
Xorb(S

Demonstracao. Inicialmente, observe que X = S nos leva a < 2. Logo nao

' X (X)
produz um candidato relevante.

1
Considere X = S(p), o que implica x°*(X) = 1 + —. Entao, pela relacio x°™*(X) =
p
d - x°™(X) segue que

1 2
Q:d-0+—):$d: p__ P + P < 2.
P p+1 p+1 p+1

Portanto, também nao produz um candidato relevante.

Se X = S(p, q), entao devemos ter d = m;-p = my-q. Darelagao x°™(X) = d-x°"*(X)

segue

1 1
2:d~(—+—>:>m1+m2:2.
p q

Logo, my = my = 1l ed = p = ¢, o que nos leva a X = S(p,p) e ao candidato

S . Gl S.

®),(»)
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Seja X = S(2,2,p). Pela relagao x°™(X) = d - x°**(X) temos

1
2:d-<—>:>d:2p.
p

Além disso, como 2p =d =mqy -2 = my -2 = mg3 - p segue que m; = Mg = p € Mg = 2.

2p:
Portanto, temos o seguinte candidato S R SN S
(2,:-52),(2,--,2),(p,p)
Se X = 5(2,3,3), entao
1

Além disso, 12 =d=my-2=my-3=m3-3 0 que nos leva am; =6, my =mz =4 e ao
. . 12:1
seguinte candidato S --+--+--+--» S,
(27"'72)7(37"'73)7(37"'73)

Seja X = 5(2,3,4). Assim,

1
2=d-(— d=24.
(2)=

Como 24 =d=my-2=my-3 =mgz-4, segue que m; = 12, my = 8 e mg = 6, 0 que nos
) 24:1
leva ao candidato S --+--+--+--» S.
(27"'72)3(37"'73)7(47"'74)

Por tultimo, considere X = S(2,3,5) e temos

1
2=d-(— | = d=60.

Deste modo, 60 =d =my -2 =my -3 = mg -5, segue que m; = 30, mo =20 e m3 =12, 0
. 60:1 5
que nos leva ao candidato S --+--3--3--» S e completa a demonstracao.
(2,::,2),(3,..,3),(5,...,5)

[]

Observagao 5.9. As realizagoes geométricas de todos os candidatos a recobrimentos
ramificados dados em 5.2 podem ser vistas através dos ladrilhamentos apresentados na

secao 3.4.

Proposicao 5.10. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo

candidato associado S(p,p) --+ X com p > 1 sao

4:1 6:1 6:1

S-mr—m3-"5--3-385 GF-s-—-5-5-0585 GF--—-5--5-58
(2,2),(3,1),(3,1) (2,2,1,1),(3,3),(3,3) (2,2,2),(3,3),(4,1,1)
S——+———)—811—>——+——+S S ——+———)}2—:i——+———) S S——+———>}2—:i——+———)5
(2,...,2),(3,3,1,1),(4,4) 2,...,2,1,1),(3,3,3,3),(4,4,4) (2,...,2),(3,..-,3),(4,4,2,2)
S s SN S S L SN S S S SN S (5.3)
(2,..,2),(3,...,3),(5,5,1,1) (2,..,2),(3,...,3,1,1),(5,....5) (2,.0,2,1,1),(3,...,3),(5,...,5)
S ——-)——flitgl——-)——-) S S --+--3’ff241--+--+
(2,.,2,1),(2,...,2,1),(2k+1) (2,,2,1,1),(2,...,2),(2k4-2)

com k > 1 arbitrdario nos dois dltimos itens.
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~ 2 ) ~
Demonstracdo. Observe inicialmente que x°*(S(p,p)) = = < 1, ja que p > 2.
p

Como antes, consideraremos cada um dos casos. Seja X = S. Neste caso x°P(X) =2

e, sendo assim,

Xorb (X) _
Xorb (X) 2

Portanto, para este caso nao existe candidato relevante.

SIS

< 1.

Seja X = S(p). Devemos ter p,p --+ p, o que nos diz que p = k - p para algum k.

Assim,

Xorb(X> _ _
(X)) 14y

[0

2k P k k
—. = + <
p p+1 p+1 p+1

2.

O que nos diz que também nao ha candidatos relevantes para este caso.

Suponha X = S(p,q). Sep,p --» p, entao p = k-p para algum k e d = 2k+(m;—2)-p =

my - q. Pela relacao x°™®(X) = d - x°*(X) temos

2 1 1 2k 2k
::d -+ - :>—=——|—(m1—2)+m2:>m1+m2:2.
p p q p p

Que nos leva a m; = 2 e my = 0, 0 que é absurdo. Considere p --+ p e p --+ ¢, entao
p = k-p para algum k e ¢ = h-p para algum h, donde d = k+(m;—1)-p = h+(my—1)-q.

Assim,

2 1 1 k' h k h
::d~(—+—):>—+—=—+(m1—1)+—+(m2—1)=>m1+m2=2-
p P oq p q p q

Logo, m; = ms = 1. Como nao podemos ter p = mmc(k) ou ¢ = mme(h), ndo temos
nada.

Tomemos X = S(2,2,p). Se (p,p) --+ 2, entao temos 2 = h-p para algum h implicando

que h =1 e p = 2. Pela relacio x> (X) = d - x***(X) segue

2 1 1
p p p

Além disso, devemos ter p=d =2+ (m; —2) -2 =mg -2 =mg3 - p. Fazendo k = my — 2

temos p =d =2k+2, m =k+2 my =k+1e mg =1, 0o que leva ao candidato
S a5 s 5 8. Observe que este candidato foi encontrado utilizando as seguintes
(27727171)7(2a72)7(2k+2)
. ~ 2k+2:1
instrugoes S(2,2) ——+E—+)——+——+ S(2,2,2k + 2).
2,2)--»2

Sep--+2ep--+»2,entao2=h-pe2=10-p,oque implica h=101=1e p=2. Como
antes, concluimos que p = d. Além disso, p=d =1+(m;—1)-2=1+(me—1)-2 = m3-p.

Fazendo k = m; — 1 =my — 1, segue que d =2k +1, my =mo =k+1lemg=1e
. . . 2k+1:1 . .
assim temos o seguinte candidato S s3T5 55 S. Observe que este candidato foi
(277271)7(277271)7(2k+1)
2%+1:1
encontrado utilizando as seguintes instrugoes S(2, 2) ——2+——2j—2—+—2—+ S(2,2,2k +1).
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Vamos supor que p --» 2 e p --» p. Neste caso terfamos II; = (2,...,2,1) e I, =
(2,...,2) e d deveria ser par e impar ao mesmo tempo o que é absurdo.

Suponhamos entdo que (p,p) --» p, entdo p = k-p e, pela relagao x°**(X) = d-x°*"(X)

z:d.(1>:>%:d-(l):>d:2kz
p p p p

Além disso, 2k = d = 2k + (m3 — 2) - p nos diz que m3 = 2, o que nos leva a II3 = (k, k),
mas p # mmc(k, k). Portanto, ndo temos nada.
Se X = 5(2,3,3), entao

2
::d<1> :>d-5:12.
D 6

Observe que nao podemos ter p --» 2 e p --+» 3 pois, teriamos p = 2 e p = 3, 0

que é absurdo. Se (p,p) --» 2, entdo p = 2 e d = 6. Segue entdao que 6 = d =

24 (m1—2)-2=my-3 =mg3-3 eisto nos leva a m; = 4, my = m3 = 2 e gera o candidato

S SN NN S. Observe que este candidato foi encontrado utilizando as seguintes
(2,2,1,1),(3,3),(3,3)

6:1
instrucoes S(2,2) --+--+--+»--+5(2, 3, 3).
instrugoes S(2,2) 9(2’;)”’; +5(2,3,3)

Da mesma forma, se (p,p) --» 3, entdo p = 3 e d = 4, o que é impossivel ja que
I, =(3,...,3,1,1) e II3 = (3, ..., 3) sdo incompativeis com d = 4.

Parap --+ 3ep --+» 3novamente p =3 ed =4, oquenosda 4 =d=m; -2 =
1+ (mg—1)-3=1+ (mg—1)-3, donde segue m; = 2, my = mg = 2, 0 que nos leva ao
candidato S O AN S. Observe que este candidato foi encontrado utilizando as

(2,2),(3,1),(3,1)
seguintes instrucoes S(3,3) ——3+__—+§E§_+_:3—+ S(2,3,3).

Considere X = 5(2,3,4). Entao

2 1
—=d-|— )| =d-p=24.
7 (12> P

Vamos supor que (p,p) --» 2 e assim p = 2 e d = 12. Desta forma, 12 = d = 2 +

(my —2)-2=my-3=m3-4, o que implica m; =7, my = 4 e mg = 3 que nos leva ao
12:1
candidato S --+--+--3--3--3 S, Observe que este candidato foi encontrado utilizando
(27"'727171)7(3737373)3(47474)
12:1
as seguintes instrugoes S(2,2) ——+E—+)——+——+ S(2,3,4).
2,2)--+2

Como anteriormente, ndo podemos ter p --+ 2 e p --+ 3 pois teriamos p =2 e p = 3,
o que é absurdo. Suponhamos que p --» 2 e p --»4. Entao 2 =k-pe 4 = h - p, donde
segue que p = 2, k =1, h = 2 e d = 12, 0o que é impossivel pois II; = (2,...,2,1) e
I, = (4,...,4,2) sdo incompativeis com d = 12.

Se (p,p) --» 3, entao p = 3, d = 8 e segue que 8 = my -2 = 2+ (my — 2) -
3 = mg -4, o que implica m; = 4, me = 4 e mg = 2 o que nos leva ao candidato

8:1
S --+--+--3--3--» 5. Observe que este candidato foi encontrado utilizando as seguintes
(2727272)7(3737171)7(474)
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8:1
instrugdes S(3,3) --»-->--»--» 5(2, 3, 4).
instrugoes S(3, 3) Yaa T (2,3,4)

Sep--+3ep--+4,entao p = 3 e p divide 4, o que é impossivel. Assim, consideremos
(p, D) --» 4 e temos dois casos a considerar: p = 2 e p = 4. No primeiro caso temos d = 12

oquenos levaa 12=my-2=mg-3=2-2+ (m3—2) -4, o que implica m; = 6, my = 4,
12:1
ms = 4 e gera o seguinte candidato S --+--+--+--+--» 5. Observe que este candidato
(27"'72)7(3’373’3)’(4’47272)

foi encontrado utilizando as seguintes instrugoes S(2,2) ——+E2—;+j:—1-z——+ S(2,3,4).
No segundo caso, p=4,d =6,6 =d =m;-2 = my-3 = 2+ (m3z—2)-4 que nos fornece
6:
my = 3, mg = 2, mg = 3 e o seguinte candidato S s34 5 5 S. Observe que este
(2,2,2),(3,3),(4,1,1)

candidato foi encontrado utilizando as seguintes instrugoes S(4,4) "74_43):}_1“9 S(2,3,4).
Finalmente, consideramos X = S(2,3,5). Temos

%:d~(%>:>d~ﬁ:60.
Iniciamos observando que os casos:
ep--»2ep--+»3=p=2ep=23,
ep-—32ep--+b=p=2ep=5,
ep-—»3ep-—+5=p=3ep=05,
sao impossiveis.
Se (p,p) --» 2,seguequej§:2,d:30quenosd330jocll:2+(m1—2)-2:m2-3:

msg-5, my = 16, mo = 10, m3 = 6 e o candidato S --+--+--3--»>--» 5. Observe que este
(27"'727171)7(37"'73)7(57"'75)

candidato foi encontrado utilizando as seguintes instrugoes S(2, 2) ——+E—?3()):—1—+——+ S(2,3,5).
2,2)--»2
Se (p,p) --» 3, segue que p = 3, d = 20 e temos 20 = d = m;-2 = 2+(me—2)-3 = m3-b,

. 20:1
my; = 10, mo = 8, m3z = 4 e o candidato S --+--+--3--3--3 S, Observe que este
(2,042),(3,--,3,1,1),(5,5,5,5)

candidato foi encontrado utilizando as seguintes instrugoes S(3, 3) ——+Z3—Z+()):—1—§——+ S(2,3,5).

Finalmente, se (p,p) --» 5, segue que p =5, d = 12 que nos da 12 = d =m; - 2 =

my -3 =2+ (m3 - 2) D, my =6, mg =4, mg =4 e o candidato S ——+——+}2-:3--+--+ S
(2,-42),(3,3,3,3),(5,5,1,1)

completando a prova. Observe que este candidato foi encontrado utilizando as seguintes

instrugoes S(5,5) ——+E5—’g:—1:g——+ S(2,3,5).

]

Proposicao 5.11. Todos os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies da

Proposi¢cao 5.10 sao realizdveis.

Demonstracao. Para uma lista descrevendo os candidatos a recobrimentos entre orbifolds
X --» X e as instrugoes de recobrimento associadas aos itens em 5.5, juntamente

com a isometria correspondente f : S — S induzindo a f desejada via recobrimentos
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geométricos universais 7 : S — Xer:S— X fixados, sugerimos ao leitor consultar
[12]. Aqui apresentaremos apenas algumas figuras que ilustram geometricamente tais
realizacoes.

A realizagao de S(3,3) ——+——f1>:1—+—3—+ S(2,3,3) pode ser vista na figura 5.1.

--»3, 3--»

Figura 5.1: Realizagao geométrica do recobrimento S(3,3) SN SN S(2,3,3)

3--+3, 3--»3

A realizagao de S(2,2) ——+E2—§)E—;——+ S(2,3,3) pode ser vista na figura 5.2.

Figura 5.2: Realizagdo geométrica do recobrimento S(2,2) ——+E2—§):}—;——+ S(2,3,3)

A realizagao de S(4,4) S NN S(2,3,4) pode ser vista na figura 5.3.

(4,4)--»4
Figura 5.3: Realizagdo geométrica do recobrimento S(4,4) ——+E4—g}—z——+ S(2,3,4)

A realizacao de S(3,3) ——+E—§;—+——+ 5(2,3,4) e f pode ser vista na figura 5.4.
3,3)--3
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Figura 5.4: Realizagao geométrica do recobrimento S(3,3) S NN S(2,3,4)

(3,3)--+3
A realizagao de S(2,2) ——ezz—gil—;——+ S(2,3,4) pode ser vista na figura 5.5.
Figura 5.5: Realizagbes geométricas dos recobrimentos S(2,2) ——+E2—z:—1—;——+ S5(2,3,4) e
12:1
S(2,2) --3-—3--+--5 §(2,3,4
(2,2) -orramma--2 5(2,3,4)
A realizagao de S(2,2) ——+E2—z:—1—z——+ S(2,3,4) também pode ser vista na figura 5.5.
A realizacao de S(5,5) ——+E—1+?:—1—+——+ S(2,3,5) pode ser vista na figura 5.6.
5,5)--+5
Figura 5.6: Realizagdo geométrica do recobrimento S(5,5) ——75-5:—1—;——» S(2,3,5)

A realizacao de S(3,3) ——+E3—Z+()):—1—§——+ S(2,3,5) pode ser vista na figura 5.7.
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20:1

Figura 5.7: Realizagdo geométrica do recobrimento S(3, 3) ——+E3—3+)——§——+ S(2,3,5)
A realizagao de S(2,2) ——+E2—:§)):—1—;——+ S(2,3,5) pode ser vista na figura 5.8.

Figura 5.8: Realizagdo geométrica do recobrimento S(2,2) ——+z2—?;+(;:—1—;——+ S(2,3,5)

Para detalhes das realizacoes de

S(2,2) 5 5 9(2,2,2k + 1)
2--42,  2--»2
e
S(2,2) ~—» 32 5 5(2,2,2k + 2)
(2,2)--»2

recomendamos consultar [12].

]

Proposicao 5.12. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo

candidato associado S(2,2,p) --+ X com p > 1 sao

G s i3-—3--3S S -—s——s—s——5-—58

(2,1,1),(3,1),(4) (2,2,1,1),(3,3),(4,2)
,S——e—-+fig——+——+A9 5’——9——+}q£——+——+ S (5.4)
(2,2,1,1),(3,3),(5,1) 2,...,2,1,1),(3,3,3,1),(5,5)
15:1

=
(27"-72717171)7(37-”73)’(57575)
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=~ 1
Demonstrag¢do. Observe inicialmente que x°"(X) = =. Além disso, X = S implica que

p
X°P(X) =2 e entdo

[

orb
CHSR2E) _F
X (X) 2

o que nos diz que nao existe candidato relevante neste caso.

Da mesma forma, se X = S(p), entao

!
3

Xorb(5(2,2,ﬁ>> _ =—-. £ <1
P (X) I+2p p+l 7

e também nao temos candidatos relevantes.

Se X = S(p, q) temos as seguintes possibilidades:

e (2,2,p) --» p. Entdo p =2 -k = h-p para algum k, h e devemos ter d = 2k + h +

(my —3) - p=my-q Darelagao \°(X) = d - x°"(X) segue

1 1 1 h 2k h
p P q p p p

Absurdo! Logo, nao existe candidato relevante.

ep -—-»pe(2,2) --» g Entdop = k-p e g = 2-h, para algum k,h, assim
d=k+ (my—1)-p=2h+ (my —2)-q, donde segue que

1 1 1 ko k 2h
p p q p p q

Novamente uma contradicao que nos leva a concluir que nao existem candidatos

relevantes.

e (2,p)--+pe2--»q. Entaop=2-k=10-pe q=2-h, para algum k, [, h, e assim
d=k+14+(m; —2)-p=h+(mg2—1)-q. Deste modo,

1 1 1 Lk 1 h
::d.<_+_>:>_:_+——|—(m1—2)+—+(m2—1):>m1—|—m2:2.
p p g p p P q

Absurdo! Portanto, nao existe candidato relevante.

Suponha que X = S(2,2,p). Temos as seguintes possibilidades:

& (2,2,p) --» 2.

Neste caso, p=2,d =3+ (m; —3) -2 = my -2 e teriamos d par e impar ao mesmo

tempo, o que é impossivel.

<> (2a 27@ -=*Dp.



5.2. Caracteristica de Euler Positiva 69

Entdop=2-1=h-p, para algum l,hed=my-2=mg-2=21+h+ (mz—3) - p.
Fazendo m; = my = k, temos 2k = d = 2l + h + (m3 — 3) - p e, pela relagao

XOP(X) = d - x°(X) segue

1 1 h 2l h
Lo (D) gy e
p p p p p

o que contradiz o fato de mgs > 3. Portanto nao existe candidato relevante.

O (2,2) > 2,52
Como antes, temos p =2 e segue d =2+ (m; —2)-2 =14+ (my — 1) -2 e d seria
par e impar ao mesmo tempo, o que é impossivel.

<> (272> - 2)17__-) p.

Para este caso devemos ter p = h-p para algum h, do que segue d = 2+ (m;—2)-2 =
mg -2 =h+ (mg— 1) p. Fazendo my = k obtemos d =2k, m; =k +1e

1 1 h h
p p p b

Deste modo, teriamos 2k = d = h e p # mmc(h). Portanto nao existe candidato

relevante.

<> ﬁ__') 27 <2a2) -=*D.
Devemos ter p = 2, o que implicaria d = 1+ (my — 1) - 2 = my - 2 e d seria par e
impar ao mesmo tempo, o que ¢ impossivel.

O (2,p) --+ 2,2 --» 2.
Novamente terfamos p=2e d =2+ (m; —2) -2 =14 my - 2, fazendo com que d
fosse par e impar ao mesmo tempo, o que é absurdo.

<> (27@ -2 272 -—*D.

Neste caso temos p = 2, p =2 h para algum he d =2+ (m; —2) -2 =my -2 =

h+ (mg — 1) - p. Fazendo my = k, como antes, temos m; = k+ 1 e

1 1 1 h
::d-(—):>—:——|—(m3—1):>m3:1,
D P 2 p

0 que nos leva a 2k = d = h mas p # mmc(h). Portanto, nao existe candidato

relevante.

<> 2--» 27 (27@ =P
Se isto ocorresse deveriamos ter I} = (2,...,2,1) e Il = (2, ...,2), o que faria com

que d fosse par e impar ao mesmo tempo. Assim, nao existe candidato relevante.
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<> 2--» 272 -2 275___) p.

Temos p = h-p para algum heentdod =1+ (m; —1)-2 =1+ (my —1)-2 =

h+ (m3—1)-p. Fazendo m; —1 = mg— 1 = k temos m; = my = k+1 e além disso,

1 1 h h
p p p p
Desta forma nao podemos ter p = mmc(h). Portanto, ndo existe candidato

relevante.

2--92p--+2,2--5p.
Devemos ter p =2, p=2-hparaalgumhed=14+(m;—1)-2=14+(me—1)-2 =
h+ (mg—1)-p. Fazendo m; — 1 = my — 1 = k temos m; = my = k+ 1 e, como

antes, mg = 1, o que nao d&a um candidato relevante ja que p # mmc(h).

Portanto, nao existe candidato a recobrimento para X = S(2,2,p).

Seja X = 5(2,3,3). Observe inicialmente que, sendo 2 e 3 primos entre si, nao

podemos ter 2 = k - 3, qualquer que seja k € Z. Deste modo, temos os seguintes casos a

considerar:

(2,2,p) --» 2.

Neste caso, p = 2. Assim, pela relacio x°™(X) = d - x*"™*(X) temos

1 1 1 1
——d- (= ——d- (= d=3.
o () = (§) e

Isto nos levaria a IT; = (1,1, 1), mas 2 # mmc(1,1,1). Portanto, nao ha candidato

relavante.

(2,2) --» 2,p --» 3.

Neste caso, p = 3 e temos

1 1 1 1
——d- (= ——d- (= d=2
7= (5) = (5) =

o que é impossivel pois II3 = (3, ...,3) é incompativel com d = 2.

Portanto, nao ha candidatos relevantes para X = S(2,3,3).

Consideremos entao X = S(2,3,4). Temos as seguintes possibilidades:

& (2,2,p) --» 2.

Este caso implica que p = 2, entao



5.2. Caracteristica de Euler Positiva 71

que é incompativel com Il3 = (4, ..., 4).
& (2,2,p) --» 4.
Sendo assim, temos duas situacoes:

1*) p = 2, do que segue, como antes, que d = 6. Desta forma, deveriamos ter
I3 = (2,2,2), mas 4 # mmc(2,2,2). Portanto ndo temos nada.

2%) p=4. Assim,

1 1 1 1
ced (=) =-=d- (=) =d=3.
P (12) 1 (12) ’

Logo, 113 = (1,1,1) mas 4 # mmc(1,1,1) e novamente niao temos nada.

& (2,2) --» 2,0 --» 3.

Neste caso temos p = 3, do que segue

1 1 1 1
D d (12) 3 d (12) d

Além disso, 4 =d =2+ (m;—2)-2 =14 (mg—1)-3 = mg3-4, o que implica m; = 3,
a1

ms = 2 e m3 = 1 nos fornecendo o seguinte candidato S --+--+--3--3--5 5.
(2,1,1),(3,1),(4)

<> (2a2> -? Zaﬁ__') 4.
Novamente devemos considerar duas situacgoes:
1?) p = 2 e, como antes, que d = 6. Deste modo, 6 =2+ (m; —2)-2=my-3 =
24 (m3 — 1) -4 e obtemos m; = 4, my = 2 e m3 = 2, donde segue o seguinte
6:1

candidato S --+--+--3--3--» 5.
(2,2,1,1),(3,3),(4,2)

2*) p =4. Assim,

1 1 1 1
—=d-|—=)|=-=d-|—=| = d=3.
p (12> 4 <12)

Logo, II3 = (1,1,1) mas 4 # mmc(1,1,1) e novamente ndo temos nada.

<> (2a2) -? 4aﬁ__') 3.
Neste caso teremos p = 3 e, como antes, d = 4. Sendo assim, II3 = (2,2), mas

4 # mmc(2,2). Portanto nao temos nada.

O p--+2,(2,2) --» 4.

Como antes, p =2 e d = 6, que é incompativel com Il = (4, ...,4,2,2).
G 2--+2,p--+3,2--+4.
Neste caso p =3 e d = 4, o que é incompativel com I3 = (4, ...,4,2).
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Finalmente, consideremos X = 5(2,3,5). Como 2 e 3 sdo primos entre si, e também

2 e 5 sao primos entre si, temos apenas os seguintes casos a considerar:

e (2,2,p) -—-» 2.

Neste caso, p = 2 e, pela relacao Xorb()N() =d - x°"(X) temos

1 1 1 1
g ()=1cia(l)=a=1s
5 (3O>:’2 (30)i' i

Assim, 15=d =34 (m; —3)-2=my-3 =m3-5, 0 que nos leva a m; =9, my = 5,
: : 15:1
ms = 3 e ao seguinte candidato S --+--+--3--3--» S.
(2,52,1,1,1),(3,...,3),(5,5,5)

e (2,2) --»2,p--» 3.

Neste caso, p = 3 e temos

1 1 1 1
c=d (=) =-=d- (=) = d=10.
P (30> 3 (30) ’

Assim, 10 =d =2+ (m; —2)-2=1+(ma—1)-3 = m3-5, o que nos leva a m; = 6,
mo = 4, m3 = 2 e ao seguinte candidato S N SN
(2,0-,2,1,1),(3,3,3,1),(5,5)

® (2,2) --»2,p--» 5.

Neste caso, p = 5 e temos

1 1 1 1

Assim, 6 =d =2+ (my1—2)-2=my-3 =1+ (mg—1)-5, 0 que nos leva a my = 4,
mo = 2, m3 = 2 e ao seguinte candidato S BN NN )
(2,2,1,1),(3,3),(5,1)

]

Proposicao 5.13. Todos os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies da

Proposi¢cao 5.12 sao realizdveis.
Para uma demonstragio da proposicao 5.13 direcionamos o leitor para |12].

Proposicao 5.14. O unico candidato a recobrimento ramificado entre superficies tendo

candidato associado S(2,3,3) --» X ¢ S35 58
(2,:2,1),(3,1,1),(5)

1
Demonstragio. Primeiramente, lembremos que x°™*(S5(2,3,3)) = G
orb(§(2,3,3 1
Se X = S, entdo x°*(X) = 2, 0 que nos leva a X )EOT]E(;()’ ) =15 < 1. Portanto,

nao existe candidato relevante.
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Da mesma forma, para X = S(p), temos

x°*(5(2,3,3)) 1 D

- —. <1
X (X) 12 p+1 7

e também nao hé candidato relevante.

Se X = S(p, q), entdo temos as seguintes possibilidades:

e (2,3,3) --»p.

Se isto ocorre devemos ter p = 2k = 3h para algum k, h. Além disso, d = k + 2h +

(my —3) - p=my - q. Entdo, da relacio x°*(X) = d - x> (X), segue

1 11 1 k 2h
—=d- |-+ - )= =—+—+ (1 —3)+my=my +my =2,
6 pq 6 p p

o que é absurdo.
® (2,3)--»pe3--»q.
Neste caso, terfamos p = 2k = 3h e ¢ = 3l para algum k,h,l. Assim, d =k + h +

(m1—2)-p=1+(ma2—1)-q e segue que

1 1 1 1 ) l
_:d.(—+—):}—:——|———|—(m1—2)+_+(m2_1):>m1+m2:27
6 P q 6 p »p q

o que é absurdo.
©e2--5>pe(3,3) --»q.
Nesta situacao teriamos p = 2k e ¢ = 3h para algum k,h. Deste modo, d =

k4 (my—1)-p=2h+ (mq—2)-q, do que segue

1 1 1 1k oh
—:d'(_+_) —=—+(mi— 1)+ —+ (my—2) = mi+my =2,
6 P q 6 p q

novamente nos leva a uma contradicao.

Suponha X = 5(2,2,p). Como 2 e 3 sao primos entre si, teremos apenas duas

possibilidades:

<> (2a373) -=*DP.
Nesta situacao temos p = 2k = 3h para algum k,hed = my -2 = my -2 =
k4 2h 4 (m3 — 3) - p. Entéao

1 1 1 k 2h
—:d-(—):>—:—+—+(m3—3):>m3:2,
6 j% 6 p p

o que é absurdo.
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O 2--22¢€(3,3) --»p.

Se isto ocorre, entdo d = 1+ (my; — 1) -2 = my - 2 e d seria par e impar a0 mesmo
tempo, o que é impossivel.
) ) Xorb (5{') ~ )
Considere X = 5(2,3,3). Neste caso teriamos ———— = 1. Logo, nao existe
X (X)
candidato relevante.

Se X = 5(2,3,4) entao temos as seguintes possibilidades:

©2--5>2¢(3,3) --» 3.

Nesta situagao teriamos d = 1+ (m; — 1) -2 = mg3 -4 o que é impossivel pois d seria

par e impar ao mesmo tempo.

e (3,3)--»3e2--+4.

Neste caso deveriamos ter

1 1

Assim, como 2 =d=m;-2=2+ (myg —2)-3 =2+ (m3 — 1) - 4 teriamos m; = 1,
me =2 e mg = 1, o que é impossivel pois 3 # mmc(1,1) e 4 # mmc(2). Por isso

também nao temos candidato relevante.

Finalmente, vamos considerar X = S(2,3,5). Assim,

1 1
g (=) —d=5
6 (30):>

Além disso, a unica possibilidade é 2 --» 2 e (3,3) --» 3. Desta forma, temos 5 = d =

I+(my—1)-2=24(my—2)-3=mg-5quenoslevaam; =3, me=3emz=1c¢ao
. . 1 . ~

seguinte candidato S --+--+--+--» 5, concluindo a demonstragao.

(2,2,1),(3,1,1),(5)
[

Proposicao 5.15. O candidato a recobrimento ramificado entre superficies da Proposicao

5.1} € realizdvel.
Para demonstracao deste fato recomendamos ao leitor consultar [12].

Proposicao 5.16. Nao existem candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies
tendo candidato associado da forma S(2,3,4) --+ X ou S(2,3,5) --+ X.

Demonstracao. Vamos demonstrar cada caso de modo separado.

= 1
Considere | X = S(2,3,4) | Lembremos que x**(5(2,3,4)) = T

(X)) 1
Se X =5, entao =————= = — < 1. Portanto, nao ha candidato relevante.
Xorb(X) 24
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Seja X = S(p). Assim
orb( ¥
XP(X) 12 p+1

Logo, nao existe candidato relevante.

Considere X = S(p, q). Temos que considerar as seguintes situagoes:

e (2,3,4) --»> p.

Neste caso temos p = 2k = 3h = 4l para algum k, h,l. Assim, d =k+h+1+ (m; —

3) - p =ms - q. Da relacio x°(X) = d - x***(X) segue que

1 1 1 1 k h I
—=d-|-+- :>—:—+—+—+(m1—3)—|—m2———>m1—1—m2:2,
12 P q 12 p p p

o que é absurdo.

® (2,3)-—ped-—gq.

Se isto ocorre entao p = 2k = 3h para algum k,h e ¢ = 4l para algum [. Desta
forma, d =k+h+ (m; —2)-p=1+ (my—1) - q. Logo,

1 1 1 1 k h l
—:d'<—+—):>—:—+—+(m1—2 +—+(m2—1 =>m1+m2:2,
12 P q 12 p p ) q )

que é uma contradigao.

e (2,4)--»pe3--+q.
Esta possibilidade nos diz que p = 2k = 4h para algum k,h e ¢ = 3l para algum [ e
temos novamente d = k+h+ (m; —2)-p =1+ (mg — 1) - ¢ implicando my +my = 2,

0 que é impossivel.

e (3,4)--»pe2--»q.
Neste caso p = 3k = 4h para algum k,h e ¢ = 2] para algum [. Como antes,
d=k+h+(m —2)-p=101+(my—1)-q que nos leva a contradi¢io de que

m1+m2:2.

Seja X = S(2,2,p). Temos as seguintes possibilidades:

<> (2a374) - P.

Se isto ocorre devemos ter p = 2k = 3k = 4l para algum k,[,h, do que segue

d=my-2=my-2="k+h+1+ (m3—3)-p. Pela relacio x**(X) = d - x*(X)
temos

Loy (I Lk b b
12 P 12 p p p s s =24

o que é absurdo.
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O 2--22e(3,4) --»>p.

Neste caso teriamos d = 1 4+ (my — 1) - 2 = my - 2, 0 que é impossivel pois, caso

contrario, d seria par e impar ao mesmo tempo.

Observe que X = 5(2,3,3) nao pode ocorrer pois, neste caso, terfamos uma das

seguintes possibilidades:
1*) 4 --» 2, que é impossivel pois, caso contrario, terfamos 2 = k - 4 para algum k € Z.

2%) 4 --» 3, que é impossivel pois, caso contrario, teriamos 3 = k - 4 para algum k € Z.

XP(X)
Yo (X)
Para finalizar, observe que X = S(2,3,5) também nao pode ocorrer pois, neste caso,

Se X = 5(2,3,4), entao = 1 e nao temos candidato relevante.

terfamos uma das seguintes possibilidades:
1%) 4 --» 2, que é impossivel pois, caso contrario, terfamos 2 = k - 4 para algum k € Z.
2%) 4 --» 3, que é impossivel pois, caso contrario, teriamos 3 = k - 4 para algum k € Z.

2%) 4 --» 5, que é impossivel pois, caso contrario, teriamos 5 = k - 4 para algum k € Z.

= 1
Considere agora | X = S(2,3,5)|. Recordemos que x°™®(S5(2,3,5)) = 30
orb( ¥
Se X = S entao # = — < 1, o que implica que nao existe candidato relevante.

Xorb( X) 60
Da mesma forma, se X = S(p), entao

orb( Y
X)) _ 1 p
(X)) 30 p+1

Portanto nao hé candidato relevante.

Suponha X = S(p, q). Temos as seguintes possibilidades:

e (2,3,5) --»p.
Neste caso teriamos p = 2k = 3h = 5l para algum k, h,l. Assim, d =k+ h+ [+

(my —3)-p=my-q e, pela relacio x> (X) = d - x°**(X), temos

L _g 1+1 — k+h+l+( 3) +mg = my + 2
— =d-| -+ - — ==+ =+ - my — m m mo =
30 D q 30 D D D 1 2 1 2 )

o que é absurdo.

® (2,3)--»peb--»q.

Esta situagao nos diz que p = 2k = 3h para algum k, h e ¢ = 5l para algum [. Desta
forma, d=k+h+ (my —2)-p=1+ (ma—1)-q e segue que
1

d 1+1 — k+h+( 2)+l+( 1) = mi + 2
—=d- |-+~ — =+ —+(m; — -+ (me — my + me =
30 D q 30 D » 1 q 2 1 2 )
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o que é uma contradicao.

® (2,5)-—»pe3d3--»q.
Neste caso teriamos p = 2k = bh para algum k,h, ¢ = 3l para algum [, d =
k+h+(my—2)-p=1+(my—1)-qe, como antes, m; +my = 2, 0 que é impossivel.
i (37 5) -*pe 2--» q.

Esta situacao nos leva a p = 3k = 5h para algum k,h, ¢ = 2] para algum /[,
d=k+h+(mi—2)-p=1+ (mg—1)-q e, novamente, m; +ms = 2, 0 que é

impossivel.

Se X = S(2,2,p), entao temos as seguintes possibilidades:

& (2,3,5) --» p.

Neste caso teriamos p = 2k = 3h = 5[ para algum k,h,l, d =my -2 = my -2 =
k+h+1+ (ms—3)-peentdo

1 1 1 k h 1
R N S
30 p p p

o que é absurdo.

O 2--22¢e(3,5) --»p.

Se isto ocorrese, entao terfamos I1; = (2,...,2,1) e [l = (2, ...,2), 0 que é impossivel

pois d seria par e impar ao mesmo tempo.

Nao podemos ter X = S(2,3,3) pois, neste caso uma das duas possibilidades abaixo

deveria acontecer:
e 5 --» 2, 0 que é impossivel pois 2 # 5k, Vk € Z.
e 5 --» 3, 0 que é impossivel pois 3 # 5k, Vk € Z.

Da mesma forma nao podemos ter X = 5(2,3,4) pois também 4 # 5k, Vk € Z.

Xorb ( X)

Por ultimo, se X = 5(2,3,5), entdao =~———
( X (X)

= 1 e nao temos candidato relevante.

Desta forma concluimos a demonstracao.

O

Os resultados desta se¢ao reunidos nos fornecem exatamente o resultado enunciado no

Teorema 5.4. Na proxima secao trabalharemos o caso euclidiano.
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5.3 0O Caso Euclidiano

Nosso objetivo nesta secao é investigar a realizabilidade de candidatos a recobrimentos
ramificados entre superficies tendo candidatos a recobrimentos entre orbifolds associados
X --» X com x*P(X) = x*(X) = 0. Isto significa, como visto no capitulo 3, que X e
X devem pertencer a lista

T, S(2,4,4), S5(2,3,6) S5(3,3,3), 5(2,2,2,2),

onde T é o toro.
Além disso, como as ordens dos pontos de cone de X devem dividir as ordens dos
pontos de cone de X, segue que as unicas possibilidades de candidatos a recobrimentos

para o caso euclidiano sao:

T-->T, T --»8(2,4,4), T--»85(2,3,6), T --»5(3,3,3),

T -->5(2,2,2,2),  S(2,4,4) --» 5(2,4,4),  S(2,3,6) --» S(2,3,6),
S(3,3,3) --» 5(3,3,3), 5(3,3,3) --» S(2,3,6), S(2,2,2,2) --» S(2,2,2,2),
S(2,2,2,2) --» S(2,4,4),  5(2,2,2,2) --» 5(2,3,6),

que analisaremos usando Geometria Euclidiana. A saber:

e Fixaremos sobre X wuma estrutura euclidiana dada por algum recobrimento

geométrico 7 : £ — X;

. d:1 , . . ~
e Assumiremos que X --+X é realizado por alguma aplicagdo f, usaremos a
proposicao 5.1 para deduzir que existe uma aplicacao afim correspondente

f :E — E e analisaremos f para mostrar que d deve satisfazer certas condicoes;

e Empregaremos os célculos do item anterior para mostrar que se d satisfizer as

condicoes, entao f, e portanto f, existirao.

Ferramentas Geométricas Gerais

Nossa anéalise dos candidatos a recobrimentos descritos acima, depende de alguns fatos
que usaremos repetidamente. O primeiro é a exata determinacao dos levantamentos dos
pontos de cone, que descreveremos agora. Para qualquer um de nossos X's euclidianos
(excetuando-se o toro), com a estrutura 7 : E — X = E/I" fixada no capitulo 3 sec¢ao
3.4, e qualquer vértice V® da regiao fundamental para I' descrito, definimos V? = 7T(1~/p),
assim sua ordem de cone é p. Entdo 7~ 1(V®)) sera algum conjunto {‘N/j(p)} C E, que
identificamos com C, com j variando em um conjunto de indices adequado. As listas

exatas dos levantamentos sao as seguintes:
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S(2,4,4): (veja a figura 5.9)
ng:ajtib a,b € Z,a # b(mod 2)
5542 =a+ib a,b€Z,a=b=0(mod 2) (5.5)
afb):aj%b a,b € Z,a =b=1(mod 2);

Figura 5.9: Ladrilhamento de E induzida pela estrutura geométrica fixada sobre S(2,4,4).

I . (2
De acordo com a descricao anterior, na figura 5.9, pontos verdes representam A((lg,

pontos azuis representam Efg e pontos vermelhos representam 6’242

1+iv3
2

~ 1 ~
Afg = 5(& +wb) a,b€ Z,nao ambos pares, a—b=1(mod 3)

S5(2,3,6) : com w= (veja a figura 5.10)

Ef’b) =a+wb a,b€Z,a—b#2(mod 3) (5.6)
5(?2 =a+wb a,b€Z,a—b=2(mod 3);

a

R

Figura 5.10: Ladrilhamento de E induzida pela estrutura geométrica fixada sobre
S5(2,3,6).



80 Capitulo 5. Recobrimentos entre Orbifolds com Y\°* > 0

- . T2
De acordo com a descrigao anterior, na figura 5.10, pontos verdes representam A((”)),

pontos azuis representam Ef’g e pontos vermelhos representam 5’5617)

1+iv3

S(3,3,3): com w= T(Veja a figura 5.11)
ng:a—l—wb a,b € Z,a —b=0(mod 3)
BY) =a+wb abeZa—b=1(mod 3) (5.7)

C¥ =a+wb a,beZa—b=2(mod 3);

}

EVAVAN

it vihive
VAVAV
V]

Figura 5.11: Ladrilhamento de E induzida pela estrutura geométrica fixada sobre
S(3,3,3).

- . 3
De acordo com a descrigao anterior, na figura 5.10, pontos verdes representam A((”),,

pontos azuis representam Ef’g e pontos vermelhos representam 5’5317)

S(2,2,2,2): (veja a figura 5.12)
ﬁfg =a+ib a,beZ,a=0b=0(mod 2)

B®) =a+ib a,beZa=1b=0(mod 2) (5.8)
5é?g:a+ib a,b€Z,a=b=1(mod 2)
ﬁflz:a—i-ib a,b € Z,a=0,b=1(mod 2);

De acordo com a descrigao anterior, na figura 5.12, pontos verdes representam fog,
(2)

~(2)
ohs Dontos vermelhos representam C. e pontos amarelos

pontos azuis representam B

representam 13((122 .
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I T 1

Figura 5.12: Ladrilhamento de E induzida pela estrutura geométrica fixada sobre
S(2,2,2,2).

Serd muito importante também que tenhamos as simetrias de nossos X's euclidianos.

Mais precisamente usaremos os seguintes fatos:

e Existe uma simetria de S(2,4,4) comutando B e C¥;
e Toda permutacao de {A(3), B®), 0(3)} ¢ induzida por uma simetria de S(3, 3, 3);

e Toda permutacio de {A® B® C® D@L ¢ induzida por uma simetria de
5(2,2,2,2).

A seguir apresentamos outra ferramenta que usaremos frequentemente.

Se I' < Isom™ (E) define uma estrutura euclidiana sobre um 2-orbifold X = E/T entao
[’ tem um subgrupo maximal livre de tor¢ao, um reticulado A(I"). Para u € C, denote
T. a translacao z — z + u. Entao os reticulados para os grupos que fixamos sao como

segue:

A(2,4,4) = <7—277—2i> ) A?;g7272) = <7—2i57 Tg(§+it)> )

A(2,3,6) = A(3,3,3) = <Ti\/§> 7—3+;\/§> .
Além disso ocorre o seguinte:

Lema 5.17. Sejam I, T < Isom™ (E) definindo orbifolds euclidianos X = E/f eX =E/T.
Suponha que AT) = (ra,,75,) ¢ AT) = (7, 7w). Seja f : E — E dada por
fv(z) = X2+ p tendo um recobrimento entre orbifolds associado X — X. Entio X1,

e AUy sao combinacgoes lineares inteiras de uy e us.

Demonstracao. De fato, a aplicacao finduz um homeomorfismo jz : T — T dada por
Fi(70) = Taw que leva A(T') em A(T), e a conclusio segue.
]



82 Capitulo 5. Recobrimentos entre Orbifolds com Y\°* > 0

Realizacoes Geométricas e Excecoes

Nosso préximo objetivo é reconhecer quais sao os candidatos a recobrimentos ramificados
associados a cada um dos possiveis recobrimentos entre orbifolds apresentados acima, e

descrever quais sao realizaveis e quais sao excepcionais.

Teorema 5.18. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo

candidato associado T --+ X sao

T —ki1+ T, T ——+——+——+gli:i——+——+——+ S, T ——+——+§Ii:i——+——+ S,
(2000 2)(250s2),(20000:2)(24.:2) (303),(3,.-,3),(3,.-,3)
T ———)——-)iui&——+———) S e T ——+——+§]i:—1)——+——+ S,
(2002),(4y.00 4, (4. 4) (2,,2),(3,..-,3),(6,,....6)

com k > 1, e todos sao realizdaveis.

k:
Demonstracao. A primeira afirmacao e a realizabilidade de qualquer T P55 T sdo faceis.
Para qualquer X # T seja X = E/I" e identifique T com E/A(T"). Como A(T') < T' temos
um recobrimento entre orbifolds associado 7" — X, que realiza o T --+ X relevante no

caso especial £ = 1. A conclusao segue tomando composicoes.
O

Teorema 5.19. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo
d:
candidato associado S(2,4,4) - S(2,4,4) sao

4k+1:1 4k+2:1 4k+4:1
S--3--3--3--3--3--385  S--3--3--5--53--3--35 ¢ S--3--3--3--3--3--3F
(27"'7271)7(47"'7471)7(47"'7471) (27"'72)7(47’"7472)7(47“'747171) (27"'72)7(47"'74)7(47"'74727171)

para k > 1, e eles sao realizaveis se, e somente se, respectivamente:

o d= 2%+ y? para algum x,y € N de paridades diferentes;
o d=2(z*+y?) para algum x,y € N de paridades diferentes;

o d=4(z* +y?) para algum x,y € N nao ambos zeros;

Demonstra¢ao. Para um candidato da forma S(2,4,4) A S(2,4,4) existem as seguintes

possibilidades:
e 2-—2 4--54 4--54;

Neste caso temos II; = (2,...,2,1), II, = (4,...,4,1) e I3 = (4,...,4,1). Assim,
SN—— SN—— SN——

h vezes k vezes k vezes

my=h+1, m=mg=k+1ed=2h+1=4k+ 1 para algum h,k € Z, donde
segue que h = 2k. Além disso,

() =mi+mo+mg=2k+ 1)+ (k+1)+(k+1)=@k+1)+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da formula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
. 4k+1:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--3 5.
(2,.2,1),(4,...,4,1),(4,...,4,1)
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©2-->2  (4,4)--»4;
Neste caso terfamos II; = (2,...,2,1), Il = (4,...,4,1,1) e I3 = (4,...,4). Logo,

d deveria ser par e impar simultaneamente, o que é absurdo. Portanto, nao existe

candidato relevante nesta situacao.

o 2-->4  (4,4) --»4;

?

Neste caso temos II; = (2,...,2), Tl = (4,...,4,2) e II3 = (4,...,4,1,1). Assim,
——

h vezes k vezes k vezes

my=h,me=k+1 mg=k+2ed=2h=4k+ 2 para algum h,k € Z, o que nos
diz que h = 2k + 1. Além disso,

(D) =mi+mo+mg=2k+1)+(k+1)+ (k+2) =@k +2)+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da formula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.

i 4k+2:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--3 S,
(2"“)2)7(47"'7472)7(47"'747171)

¢ (274> ? 47 4--» 47
Neste caso teriamos 11} = (2, ...,2), [l = (4,...,4,2,1) e [I3 = (4, ...,4,1). Portanto,

d seria par e impar ao mesmo tempo, o que é uma contradicao. Assim, nao existe

candidato relevante nesta situacao.

o (2,4,4) --» 4.

Neste caso temos II; = (2,...,2), IIs = (4,...,4) e lI3 = (4,...,4,2,1,1). Logo,
h ! k

my =h, me =1, mg=k+3ed=2h =4l = 4k + 4 para algum h,l,k € Z, o que
nos diz que h =2k +2 el =k + 1. Além disso,

UID) = my +me+ms = (2k+2)+ (k+1)+ (k+3) = (dk+4) +2=d + 2,

e portanto, a versao simplificada da formula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.

) Ak44:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--3 S,
(21001,2),(4y0004), (4,0,4,2,1,1)

Isto conclui a primeira parte do teorema.

Para a segunda parte, suponha que exista uma realizacao f : S(2,4,4) N S(2,4,4)
de um dos trés candidatos a recobrimentos relevantes. A proposicao 5.1 implica que
existe um recobrimento geométrico universal 7 : E — S5(2,4,4) e uma aplicagao afim
f:E—Ecommof = fo#. Poroutrolado, a estrutura euclidiana de S(2,4,4) é unica
a menos de escala, deste modo, ™ = 7.

Se f(z) = A- 2+, como A aa) = (T2, T2i), 0 lema 5.17 implica que A = n + im para
algum n,m € Z, donde, pela proposigao 5.2, segue que d = |A\|*> = n? + m?.

Empregando a notagdo definida em 5.5 para os levantamentos de S(2,4,4), e

observando que para todos os candidatos podemos assumir, pela simetria de S(2,4,4), que
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f (B(4)) = B®, segue que f(é((f‘g) = éé?‘g, entao p = 0. Prosseguimos separadamente
para cada um dos trés candidatos.
Para S35 5 5 S temos f(A®) = AP assim f(g%) =A=n+im
(2,-2,1),(4,...,4,1),(4,...,4,1) ’

é algum A®) Portanto, pela forma que foram definidos os A® e n téem paridades

a,b’
diferentes, e podemos fazer z = |n| e y = |m| ficando com d = z? + y? para z,y € N de
paridades diferentes.

Reciprocamente, se d = x? + y? para =,y € N de paridades diferentes, definimos

f(z) = (z +iy) - z. Entéo,
FADY) = 4@ F(BWY = pW FCWY = (1 — . — oW
/ 1,0 T,y / 0,0 0,0 f 1,1 (x—y)+i(z+y) T—y,z+y)

onde a tltima igualdade segue do fato que  —y = x + y = 1(mod 2). Segue facilmente
que finduz uma realizacao do candidato.
Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma

realizacao de S N GNNY pode ser vista na figura 5.13.
(2,2,1),(4,1),(4,1)

Figura 5.13: Uma aplicacgao f:E — E induzindo um recobrimento de grau 5 de S(2,4,4)
sobre ele mesmo.

Para S ——+-—3-—3 -7 55§ temos f (A(Q)) = CW, assim f(gﬁ))) =A=n+1imé
(2,0:,2),(4,.--,4,2),(4,...,4,1,1) ’

algum 6’51), o que, pela definicao dos oW

a.bs 1NOS diz que n e m sao impares.
1 1
Fazendo x = —|n+m| ey = §|n — m| vemos que x,y € N tém paridades diferentes e
d=n%+m?=2(z*+ 7).
Reciprocamente, se d = 2(2? + 3?) com z,y de paridades diferentes, entdo definimos

f(2) = (x+y) +i(x —y)) - 2. Deste modo,
F(AR) =y T(BR) =B, T(C1Y) = BYn,

para os quais é facil ver que f induz uma realizacao do candidato.

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma
10:1
realizacao de S --+--+--+--» S pode ser vista na figura 5.14.
(27"'72)7(47472)7(4747]‘71)
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Y

i — I

JZ‘l_, T
Figura 5.14: Uma aplicagao f : E — E induzindo um recobrimento de grau 10 de
S(2,4,4) sobre ele mesmo.

Para S --»--3-3--3--3--» S temos f(A®) = BW assim f<g§23) =A=n+1imé
(20000,2), (4104, (4y004,2,1,1) ’

algum §i4), assim, pelo modo como foram definidos os Effg, segue que 1 e M Sa0 pares.
1 1
Fazendo x = §\n| ey = §|m\ vemos que d = n? +m? = 4(z* + y?) para z,y € N.

Reciprocamente, se d = 4(z% +y?) para z,y € N, definimos f(z) = (2x + 2iy) - 2 entdo
ra e (4 e (4 T A (4
f <Ag,3> = Béy?2x? -f (Bé,8> = Bé,(%? f (Of,l)> = Bé(a)cfy),Q(ery)

portanto fvinduz uma realizacao do candidato.

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma
8:1
realizacao de S --+--+--+--» S pode ser vista na figura 5.15.
(27"'72)7(4""74)7(472’171)

; N 1
1 1 -

Figura 5.15: Uma aplicagao f: E — E induzindo um recobrimento de grau 8 de S(2,4,4)
sobre ele mesmo.

]

Observagao 5.20. Neste ponto é importante ressaltar um aspecto da demonstracao acima.
Apo6s assumirmos que algum candidato de grau d, S(2,4,4) --+ S(2,4,4) é realizado por

alguma aplicagao, usamos apenas “dois tercos” das instrugoes de ramificacao para mostrar
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que d tem a forma apropriada. O mesmo fenémeno ocorrera em todas as proximas provas,
exceto a do Teorema 5.24. Entretanto, observe que para checar que uma f definida
inicialmente de um grau d com a forma apropriada induz uma realizacao do candidato

correspondente, temos de checar as trés condicoes.

Teorema 5.21. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo
d:
candidato associado S(2,3,6) Rt S5(2,3,6) sao

6k+1:1 6k+3:1
S——r-—3--3--3--3--3 5, S--r--3--3--3--3--3 5|
(2""»271)7(37""371)7(67"'a671) (27"'72a1)7(37"'73)7(67""672’1)
6k+4:1 6k+6:1
S--3---3-"3--93--135 € S--3-—--—"5-"3--23-->F5
(2,-4,2),(3,-.1,3,1),(6,...,6,3,1) (2,--,2),(3,-..,3),(6,...,6,3,2,1)

com k > 1, e eles sao realizdveis se, e somente se, respectivamente:

o d=1*+ a2y +y* com x,y €N ndao ambos pares e x Z y(mod 3);
o d=3(z%+3zy + 3y?) com x,y € N nao ambos pares;

o d=12(z*+ 3zy + 3y?) + 16 com x,y € N;

o d=12(z* + 3zy + 3y?) com z,y € N.

Demonstracao. Para um candidato a recobrimento entre orbifolds da forma
S(2,3,6) --+5(2,3,6) temos as seguintes possibilidades:

e 2--32 3--+3, 6--»6;

Neste caso temos II; = (2,...,2,1), II, = (3,...,3,1) e II3 = (6,...,6,1). Assim,
SN—— N—— S~——

h vezes l vezes k vezes

my=h+1, my=10+1 m3=k+1ed=2h+1=3l+1=6k+ 1 para algum
h,l,k € Z, o que nos diz que h = 3k e | = 2k. Além disso,

(M) =my+me+my=Bk+1)+Q2k+ 1)+ (k+1)=(6k+1)+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da formula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
. 6k+1:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--3--3--3--3--3 S,
(2,..,2,1),(3,...,3,1),(6,...,6,1)

©2--2 (3,6)--»6;

Neste caso temos II; = (2,...,2,1), II, = (3,...,3) e lI3 = (6,...,6,2,1). Assim,
SN—— N—— N——

h vezes | vezes k vezes

my=h+1, mo=1 m3s=k+2ed=2h+1=3l=06k+ 3 para algum h,l, k € Z,
o que nos diz que h =3k + 1 el =2k + 1. Além disso,

) =my+mo+m3=Bk+2)+2k+1)+(k+2)=(6k+3)+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da formula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
. 6k+3:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--3 5.
(2,::,2,1),(3,...,3),(6,...,6,2,1)
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e 3--3, (2,6)--6;

Neste caso temos II; = (2,...,2), Il = (3,...,3,1) e II3 = (6,...,6,3,1). Assim,
h I k

my=h,me=10l+1 m3y=k+2ed=2h=3l+1=06k+ 4 para algum h,[, k € Z,
o que nos diz que h =3k +2 el =2k + 1. Além disso,

UID) =my +mg+mg =3k +2)+ (2k+2) + (k+2) = (6k +4) +2=d +2,

e portanto, a versao simplificada da féormula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
. 6k+4:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--3 S,
(21::4,2),(3,144,3,1),(6,...,6,3,1)

e (2,3,6) --» 6.

Neste caso temos II; = (2,...,2), Iy = (3,...,3) e II3 = (6,...,6,3,2,1). Assim,
——

h vezes | vezes k vezes

my =h, mg =1, m3=k+3ed=2h=3l=06k+ 6 para algum h,l, k € Z, o que
nos diz que h = 3k + 3 e [ = 2k + 2. Além disso,

(1) = my +mg +mg = (3k+3) + (2k +2) + (k+3) = (6k +6) + 2 =d + 2,

e portanto, a versao simplificada da férmula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.

. 6k+6:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--3 S,
(27"'»2)7(37"'73)7(6""76737271)

Isto conclui a primeira parte.

Para a segunda parte procedemos como na demonstracao do teorema anterior.
Consideramos o recobrimento universal 7 : E — 5(2,3,6) que fixamos no capitulo 3
segao 3.4. Assumiremos que uma aplicacao f : S(2,3,6) ﬂ>S(2,3,6) realizando algum
candidato a recobrimento existe e, usando a proposicao 5.1, encontraremos f: E—E
dada por ]?(z) = A-z+p tal que WOf: fom (Aqui estamos usando o fato de que a estrutura
euclidiana de S(2,3,6) é tnica a menos de reescala). Além disso, devemos mostrar que
d = |M? (pela proposi¢ao 5.2) tem a forma apropriada. Utilizando essencialmente os
mesmos calculos devemos provar também a reciproca. Usaremos sempre a notacao fixada
1+iV3

2

Primeiramente, observe que como A 36) = <7’i 3 7'3+w§>, pelo lema 5.17, temos
2

em 5.6. Em particular, w =

3+1iV3
)\-i\/gzn-i\/g+m~++\/_
para algum n, m € Z. Logo,

/\:n—i—%—i\/g%:(n%—m)—wm.
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Portanto,

2 2 2 2
d=|\? = (n+%) +(—\/§%> :n2+nm+%+3%

= n2+nm+m2.

Aplicando novamente o lema 5.17 temos

A-% _ Ifi\/ngK.w
- |
— ) = Z*/§1(23+“/§)+K
L-i
_ L3 L
2 2

m m
Usando que A = n + 5~ Z\/§§ obtemos L = —m e K = n. Portanto o lema 5.17
nao nos fornece uma nova condicao.
Agora analisamos nossos quatro candidatos separadamente.
6k+1:1

Para o candidato S --+--+--+--3--3--3 S temos
(27'"7271)7(37'"7371)7(67"'7671)

f (A(Q)) =A@, f (3(3)) = B®), f (0(6)) —®)

e podemos assumir f(é}fﬁ) = éé?’g, assim pp =0 e f(g%) =A=(n+m)—wm= Avfz

para algum a,b € 7Z nao ambos pares com a — b = 1(mod 3). Como a = n+m e
b = —m, segue que n + 2m = 1(mod 3) e entdo m e n nao sao ambos pares. Além disso,
(n—m)+3m =mn+2m = 1(mod 3). Portanto, n — m = 1(mod 3).

Se n,m > 0 ou n,m < 0 tomamos = = |n| e y = |m| obtendo d = z* + zy + y* com
z,y € N nao ambos pares e x # y(mod 3). Caso contrario terfamos n > 0 > m, a menos

de permutacao. Entao devemos considerar dois casos:
e Sen > —m escolhemos xt =n+m e Ney=—meN. Assim,
4oyt =m+m):+(n+m) (—m)+ (—m)? =n?+nm+m? =d,
para x,y € N, ndo ambos pares e x Z y(mod 3).
e Sen < —m tomamos z =n € Ney=—n—m € N. Entao,
P Hay+yt=n+n-(—n—m)+(—n—m)? =n’+nm+m?=d,

novamente para =,y € N nao ambos pares e z # y(mod 3) pois, caso contrario,
teriamos  — y = 0(mod 3) = 2n + m = 0(mod 3) e, como n + 2m = 1(mod 3),

resultaria 3(n + m) = 1(mod 3), o que é uma contradigao.
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Reciprocamente, assuma d = x?+xy+y? com z,y € N nao ambos pares e x # y(mod 3).

A menos de mudanga de sinal para ambos x e y, podemos supor que x —y = 1(mod 3) e

definir f(2) = ((z +y) —wy) - 2.
Desta forma, f(féé?’g) Eé?’g e, como r + 2y = (r —y) + 3y = 1(mod 3), temos

f(ﬁ%) =((z+y) —wy) == gﬁy7,y. Agora, observe que

ol —

=w—1.

2
) (1+z\/§> 1 V3
= “17 o

V3
a 2 2

W] o
DN | =

Entao,

f(éc()61)> :(x+y—wy)'w:wm+wy—w2y=wl’+wy—(W—l)y:erwx:avﬁ’

onde a ultima igualdade segue do fato que y — x = —(z — y) = 2(mod 3). Isto implica
que finduz uma realizacao do primeiro candidato.
Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao fv : E — E induzindo uma

realizacao de S N G pode ser vista na figura 5.16.
(2,2,2,1),(3,3,1),(6,1)

A

£

Y

Figura 5.16: Uma aplicagao f: E — E induzindo um recobrimento de grau 7 de S(2, 3, 6)
sobre ele mesmo.

. 6k+3:1
Para o candidato S --+--+--+--3--+--3 S5 como
(2,004:2,1),(3,-3),(6,.--,6,2,1)

f (A(Q)) = A, f (3(3)) =CO), f (0(6)> — ©)
podemos assumir f(éé%)) = 6’8761), a saber p = w. Além disso,

((n+m) +w2—m)) =A%

N =

Flam) 1 _ 1 _ _
f<A1’0>—2/\+w—2((n—|—m) wm) + w =

para algum a,b € 7Z nao ambos pares com a — b = 1(mod 3). Como a = n+m e

b=2—msegue que n+2m —2=a—b=1(mod 3) e entao n e m nao sao ambos pares
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e n = m(mod 3).

Tomando r =ney= temos

N2
—(mgn) ) =n®+nm+m* = d,

3(2* + 3zy + 3y*) = 3 (n2 +n(m—n)+
para x,y € Z nao ambos pares. Novamente pode-se reduzir ao caso x,y € N.
Reciprocamente, assuma que d = 3(x? + 3zy + 3y?) para z,y € N nao ambos pares,

n=x, m=x+ 3y e defina

f(z) =((n+m) —wm)- z+w.

Entao, pelos calculos acima, f(ﬁ?g) é algum A® enquanto

TF(CR) = Flw) = (4 m)w + (1= whm +w = (@4 3y) + wlz + 1),

onde novamente usamos a identidade w? = w — 1. Além disso, o que fizemos acima nos
diz que f(éé?) ¢ algum C¥ pois (z +3y) — (z+ 1) = 2(mod 3). Segue que f induz
uma realizacao do candidato.

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao fv : E — E induzindo uma

. ~ 9:1 .
realizacao de S --+--+--»--» S pode ser vista na figura 5.17.
(2727272=1)7(37373)3(67271)

A

ol
KH

T /

Figura 5.17: Uma aplicacio f : E —» E induzindo um recobrimento de grau 9 de S(2,3,6)
sobre ele mesmo.

. 6k+4:1
Para o candidato S --+--+--+--3--3--5 S temos
(27'"72)7(37'"7371)7(67"'767371)

f (A(Q)) =CO), f (B(3)) = B®, f (0(6)) —©)

assim podemos tomar 1t = 0 e f([lﬁ)]) = Cfb) para algum a,b € Z com a—b = 2( mod 3).
n-+m
2

m
Como a = eb= 5 temos que m e n sao pares e n —m = 1(mod 3).
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4 —n—8
nt Y = % e entdo afirma-se que d = 12(z% +

Em [12], considera-se x =
3zy + 3y*) + 16 para z,y € Z, o que pode ser mostrado para z,y € N. Apesar disso,
nao fomos capazes de mostrar a igualdade descrita ja que 12(z? + 3zy + 3y*) + 16 #
n? +nm +m? = d, para x,y escolhidos dessa forma.

Também em [12] a reciproca é provada supondo d = 12(z% + 3zy + 3y?) + 16 com
z,y € N, definindo n = 2(x — 2), m = 2(z + 3y + 2) e f(z) = ((n + m) — wm) - z. Entdo,
é afirmado que f(éé?))) = Eé:j’g, f(z%%) é algum 6!{6), enquanto

f(é((fl)) = f(w) =2(x+3y+2)+w-2(x—2)

¢ algum C'9 pois 2(x + 3y +2) — 2(x — 2) = 2(mod 3), assim f induz uma realizacio do
candidato.
Testamos um caso particular considerando z = 1 e y = 0 e obtivemos uma descri¢ao
~ 28:1
da aplicacao f : E — E induzindo uma realizacao de S  --+--+--+--» 5§ que pode
(2,-42),(3,--,3,1),(6,...,6,3,1)
ser vista na figura 5.18. Sendo assim, embora o resultado pareca ser verdadeiro as escolhas

para x e y nao provam a igualdade d = 12(z? + 3zy + 3y?) + 16.

A

Figura 5.18: Uma aplicacao f : E — E induzindo um recobrimento de grau 28 de
S(2,3,6) sobre ele mesmo.

. 6k+6:1
Para o candidato S --+--+--+--3--3--3 S temos
(2,..,2),(3,...,3),(6,...,6,3,2,1)

f (A(Q)) =), f (B(S)) =CO), f (0(6)) =CO),

entao podemos assumir que f(E(SSg) = ~é?, o que nos leva a p = w. Além disso,
n+m
2

f (ﬁ%) = C’é?b) para algum a,b € Z com a — b = 2(mod 3). Como a =
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b:2—m

deduzimos que n e m sao ambos pares e n = m(mod 3).

n m—n
T dox =~ =
omando z = ey 5

2
9 o n 2 n m-—n m—n 9 9
12(22 + 3xy + 3y?) = 12 [(2) +3<2>( - )+3(—6 )]—m +am4n?=d

para x,y € Z e novamente podemos reduzir a x,y € N.

Reciprocamente, suponha d = 12(2? + 3zy + 3y?) para z,y € N, sejam n = 2z,

m = 2(z + 3y) e defina f(z) = (n +m) —wm) - 2 + w. Entao
F(5) = = i)
e f(g%) é algum c® pelos calculos acima, enquanto
F(C8) = Flw) = 2z +3y) + 2o+ D

que & algum C'9 pois (22 + 3y) — (22 + 1) = 2(mod 3), assim f induz uma realizacio do
candidato.
Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma
12:1

realizacdo de S --+--»--»--»  § pode ser vista na figura 5.19.
(2,::,2),(3,---,3),(6,..,6,3,2,1)

A

<l
—

\

Lol =

Figura 5.19: Uma aplicacao f : E — E induzindo um recobrimento de grau 12 de
S(2,3,6) sobre ele mesmo.

O



5.3. O Caso Euclidiano 93

Teorema 5.22. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo
d:1
candidato associado S(3,3,3)--+5(3,3,3) sao

3k+1:1 3k+3:1
————3——3————3-—3 § === ——>——>
(3’“-7371)7(3"“7371)7(3’“-7371) (37“'73)7(37'--73)7(37“'737171’1)

com k > 1, e eles sao realizaveis se, e somente se, respectivamente:
o d=2>+xy+y* comx,y €N ex % y(mod 3);
o d=3(z*+3zy + 3y?) com x,y € N.

Demonstracao. Para um candidato a recobrimento entre orbifolds da forma
S(3,3,3) Bt S(3,3,3) temos as seguintes possibilidades:

e 3--»>3, 3 --» 3, 3 --+3;

Neste caso temos I1; = IIy = TI3 = (3,...,3,1). Assim, my =ms =m3 =k+1e
——

k vezes

d = 3k 4+ 1 para algum k € Z. Logo,
() =my+mo+mg=k+1)+k+1D)+k+1)=0Ck+1)+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da formula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
. 3k+1:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--3--3--3--3--3 S,
(31rs3,1),(31000,3,1), (310,31

e (3,3) --» 3, 3--»3;

Neste caso terfamos II; = (3,...,3), Il = (3,...,3,1) e I3 = (3,...,3,1,1). Logo,
d = 0(mod 3), d = 1(mod 3) e d = 2(mod 3) simultaneamente, o que é absurdo.

Portanto, nao existe candidato relevante nesta situacao.

e (3,3,3) --» 3.

Neste caso temos II; =1y = (3,...,3) e lI3 = (3,...,3,1,1,1). Assim, m; = mgy = h,
h k

ms =k + 3 ed=3h =3k + 3 para algum h,k € Z, o que nos diz que h = k + 1.

Além disso,
() = my+my+mg = (k+ 1)+ (k+1)+ (k+3) = Bk +3) +2=d +2,

e portanto, a versao simplificada da formula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.

. 3k+3:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--3--3--3--3--3 S,
(37"'73)7(37"'73)7(37"'73717171)

Isto prova a primeira parte.
Para a segunda parte, como antes, suponha que exista uma realizacao f : S(3, 3, 3) KN
S(3,3,3) de um dos dois candidatos a recobrimentos relevantes. A proposigao 5.1 implica

que existe um recobrimento geométrico universal 7 : E — S(3, 3, 3) e uma aplicac¢ao afim
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f:E—Ecommof=fo# Também neste caso a estrutura euclidiana de S(3,3,3) é
tnica a menos de escala e entao consideramos ™ = m. Aqui usamos a notagao de 5.7.

Se f(z) = X -z + p realiza um candidato, entdao, como na prova anterior, o lema 5.17
implica que A\ = (n +m) —wm para n,m € Z, e d = n* + nm + m?. Além disso, pela
simetria de S(3,3,3) podemos assumir f (A®) = A®), de onde f(A?g) = Eé?g, e temos
w=0.

Para o candidato S ----3-23--3-—3--» S, a menos de simetria, temos f (B®) = B®

(3,-,3,1),(3,.-,3,1),(3,...,3,1)
de onde f(éf’g) = A é algum Ef’g com a —b = 1(mod 3), portanto, m —n = 1(mod 3).
Exatamente como na prova anterior deduzimos que d = 2> + oy + y? com z,y € N e
x # y(mod 3).

A reciproca também é provada como no teorema anterior. Trocando sinais se
necessario, assumimos = — y = 1(mod 3), fazemos f(z) = ((z +y) — wy) - 2z e notamos
que f(é’éi)) = f(w) =y +wz & C\) pois y — z = 2(mod 3).

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao J? : E — E induzindo uma

realizacao de S NN pode ser vista na figura 5.20.
(3,1),(3,1),(3,1)

A

EAVAV/ VAVAVA
v

Figura 5.20: Uma aplicagao f: E — E induzindo um recobrimento de grau 4 de S(3, 3, 3)
sobre ele mesmo.

N

Para o candidato .S LA N S temos f (B(3)) = A®) de onde f(éﬁ%) =
(37"'73)7(37""3)7(37"'73’17171) ’
m-—n

A é algum Z£3), o que implica que n = m(mod 3). Fazendo z =ney = VeIos
que z,y € Z e d = 3(x® + 3zy + 3y*). Assim como no teorema anterior deduzimos que
d = 3(x* + 3xy + 3y?) para x,y € N,

A reciproca também é provada como antes.

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma

9:1
realizacao de S --+--+--+--» S pode ser vista na figura 5.21.
(3,3,3),(3,3,3),(3,3,1,1,1)

]
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:
:

Figura 5.21: Uma aplicagao f: E — E induzindo um recobrimento de grau 9 de S(3, 3, 3)
sobre ele mesmo.

Teorema 5.23. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies induzindo
d:
algum S(2,2,2,2) %5 5(2,2,2,2) sdo

2k+1:1
S-c3——r-—3-—3-—3-—3--3-->F5
(27“'1271)7(27“'1271)7(27'“3271)7(27'“3271)
2k+2:1
S -t -—3——3-—3--3-- 5§
(2,2,1,1), (2,0 2,1, 1),(2,1.0.2),(2,-,2)
2k+4:1
ST S S QR ]
(27"'7271717171)7(27"'72)7(27"'72)7(27"'72)

com k > 1. Os dois primeiros sempre sao realizdveis, o iltimo € se, e somente se, d € um

maultiplo de 4.

Demonstracao. Para um candidato a recobrimento entre orbifolds da forma
5(2,2,2,2) A S(2,2,2,2) temos as seguintes possibilidades:

2--22, 2--42;

)

e 2-—2 2--32 ,

Neste caso temos [I; = IIo =113 = 11, = (2,...,2,1). Assim, m; = mg = m3 = my =
——

k vezes

k+1ed=2k+1 para algum k € Z. Logo,

X(Z)—E(H) = 2—(m1 +m2+m3+m4) = —4k—-2= (2]€+1)<2—4) = d(X(E)—n),

e portanto, a formula de Riemann-Hurwitz 2.1 é satisfeita. Deste modo, obtemos o
. 2k+1:1
candidato S --»--3--3-—-3-——3--3-—5-— 5.
(27"'9271)’(2>"'9271)’(27"'9271)’(2»"'7271)

o (2,2)--+2, 2--22 2--»2
Neste caso terfamos II; = (2,...,2), II, = II3 = (2,...,2,1) e I, = (2,...,2,1,1).
Assim, d seria par e impar ao mesmo tempo. Contradicao! Portanto, nao existe

candidatos neste caso.
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e (2,2)--»2, (2,2) --»2;

Neste caso temos II; = Ily = (2,...,2,1,1) e [I3 = Iy = (2,...,2). Assim, m; =
——

k h
mo =k+2 m3=my=hed=2k+2=2h para algum h,k € Z. Entao, h=k+1

e temos

X(Z)—K(H) = 2—(m1 +m2+m3+m4) = —4k—4= (2]€+2)<2—4) = d(x(Z)—n),

e portanto, a formula de Riemann-Hurwitz 2.1 é satisfeita. Deste modo, obtemos o

. 2k+2:1
candidato S --+--3--3--3-—3-—3-—>-—§.
(27"'727171)7(27"'727171)7(2""72)7(27"'72)

e (2,2,2)--»2, 2--»2

Neste caso teriamos II; = (2,...,2,1,1,1), II, = (2,...,2,1) e I3 = I, = (2,...,2) e
entao d seria par e impar ao mesmo tempo, o que é absurdo. Portanto nao existe

candidato neste caso.

e (2,2,2,2) --» 2.

Neste caso temos II; = (2,...,2,1,1,1,1) e Tl = TI3 = Iy = (2,...,2). Entao,
S~—— ~——

k vezes h vezes

my =k+4, me =m3=my =hed=2k+4 = 2h para algum h,k € Z, que nos
leva a h = k + 2. Logo,

X(X)—L(II) = 2— (m1+me+mg+my) = —4k—8 = (2k+4)-(2—4) =d-(x(X)—n),

e portanto, a formula de Riemann-Hurwitz 2.1 é satisfeita. Deste modo, obtemos o
) 2k+4:1
candidato S --+--3--3-—3-—3--3-—3-— 5.
(2"“72717171)1)7(27“'72)’(2)'“72)7(27“'72)

Isto conclui a primeira parte.

A segunda parte provaremos como de costume, exceto que devemos lidar com a
flexibilidade de S(2,2,2,2). Neste ponto, vamos assumir que exista uma aplicagdo
f:5(2,2,2,2) N S(2,2,2,2) realizando algum candidato e colocaremos sobre a imagem
S(2,2,2,2) a estrutura 7 definida por FEM,Z)‘ Assim, pela proposi¢ao E.l, existe uma
estrutura 7 sobre o dominio também com area 2, e f: E — E, tal que f(2) = A -2+ pu
commo f=fowed=|A? Entdo 7 estd definido para algum Ff’2€27272).

Primeiramente, observe que pela simetria de S(2,2,2,2) podemos assumir p = 0.

Entao aplicamos o lema 5.17. Como

Azé%zm) = (T2, i) , <T2is77—2(%+it)>

existem m,n, p,q € Z tais que
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{)\-is:n—i-im (5.9)

A(L4it) =p+ig
Deste modo, todos os parametros relevantes podem ser determinadas explicitamente

1
em termos de n,m, p, q, a saber, pela da primeira equacao obtemos A = —(m — in).
S

Substituindo na segunda equagao temos

1 1t
E(m —in) + ;(m —in) =p+iq.

Da igualdade entre niimeros complexos segue que

m tn_
52 s_p
—-n tm
S S

Neste sistema, multiplicando a primeira equacao por m, a segunda por —n e somando

N n*+m?* . - ,
as duas equagoes encontramos s = | ——. Além disso a primeira equacao também
pm —qn

sp m
nos fornece t = — — —

n - ns

Em particular,
= = n*+m?*
= == = pm — qn.

Observe ainda que o sistema 5.9 nos fornece também as imagens dos levantamentos

dos pontos de cone.
2k+1:1

Para o candidato S --+--+--+--3--3--3--3--3 5, como d = 2k + 1, temos duas
(27"'7271)7(27"'7271)7(27"'7271)7(27"'7271)
possibilidades:
e k>1¢épar;

Se k for par, entao existe a € N tal que £ = 2a. Portanto, d = 2k +1 = 4a+ 1, com
a>1.

e k> 1 éimpar;

Se k for impar, entao existe b € N tal que k = 2b+ 1. Assim, d =2k+1=4b+3 =
4(b+1) — 1. Fazendo a = b+ 1 segue que d = 4a — 1 com a > 1.

Logo, d = 4a + 1 para algum a > 1. Dividiremos em dois casos:

$ d=4da+1;
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Neste caso, como d = pm — gn, faremos p=m =1, ¢ = —2 e n = 2a. Entao,

da +1 , 4a? +1 4a® +1 4a + 1
A=/ ———(1-2ai), s =1/ —, t= -
4a? +1 da +1 4a?(4a + 1) 4a?(4a® 4 1)

Assim, vemos que a aplicacao correspondente f induz uma realizacao do candidato

pois

FA®)-a  F(B%)- B2,

f(@@)) = 5§§)+1,_1 f(5(2)> = Déi),r

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma

realizacao de S N NN < pode ser vista na figura 5.22.
(2,2,1),(2,2,1),(2,2,1),(2,2,1)

Y

AN =

e

Figura 5.22: Uma aplicacao f : E — E induzindo um recobrimento de grau 5 de

S(2,2,2,2) sobre ele mesmo.

O od=4a— 1.
Novamente, como d = pm — gqn, faremos n = 2a, m =1, p = —1 e ¢ = —2. Entao,

\ 4@—1(1 20i) 4a® +1 y 4a® +1 4a — 1
=4/ — (12w §S=\—— =— — .
V 4a? + 1 ’ da — 1" 4a?(4a — 1) 4a®(4a® + 1)
Como antes, a aplicacao correspondente finduz uma realizacao do candidato pois
Fa) =3 F(B0) =B
f<5(2)> = 65?—1,—1 f<5(2)> = Eé?l

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma

3:1
--3--3--»--3--3 5 pode ser vista na figura 5.23.

realizacao de S
(2,1),(2,1),(2,1),(2,1)
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Figura 5.23: Uma aplicacao f : E — E induzindo um recobrimento de grau 3 de
S5(2,2,2,2) sobre ele mesmo.

2k+2:1

Para o candidato S--+--+--3--3--2--3--3--3 S, como d = 2k + 2, temos duas
(2,000,2,1,1),(2,00,2,1,1),(2,0.1,2),(2,.--,2)
possibilidades:
e k>1¢épar;

Se k for par, entao existe a € N tal que k£ = 2a. Portanto, d = 2k 4+ 2 = 4a + 2, com
a>1.

e k> 1 ¢é impar;

Se k for impar, entao existe b € N tal que &k = 20+ 1. Assim, d =2k+2=4b+4 =
4(b+1). Fazendo a = b+ 1 segue que d = 4a com a > 1.

Assim, dividimos em dois casos

S d=4da+2;

Neste caso, como d = pm — gn, faremos n = 2a, m =2, p=1e ¢ = —2. Entao,

2a+1 , (a®>+1 2(a® 4+ 1) a+1
—————(2—2ai), :
2(a®+1) 2041 1 122a+1) \/ a2(a® + 1)

Assim, vemos que a aplicacao correspondente f induz uma realizagao do candidato

pois

Fa®)-ag  F(B%)-BY,

f <C(2)> = Béi)—l-l,(] f(f)(%) = Avgzg

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma
6:1
realizacgao de S --+--+--+--3--3--3--» 5 pode ser vista na figura 5.24.
(2727171) (2’27171) (2 2 2) (2’272)
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Y

Figura 5.24: Uma aplicagao f : E — E induzindo um recobrimento de grau 6 de

S(2,2,2,2) sobre ele mesmo.

$ od = 4a.

Novamente, como d = pm — gn, faremos n = 2a, m =0, p =1, ¢ = —2. Entao

A= —2a@i, s=+/a, t:\Q/—j

Como antes, a aplicacao correspondente finduz uma realizacao do candidato pois

()AL T() -
f<5(2)> 2a+1 -2 D(2> 2&0

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma

realizacao de S s st s s s S pode ser vista na figura 5.25.
(2,1,1),(2,1,1),(2,2),(2,2)

Y

Figura 5.25: Uma aplicacao f : E — E induzindo um recobrimento de grau 4 de
S(2,2,2,2) sobre ele mesmo.
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) 2k+4:1
Para o candidato S --+--3--+--3--3--3--3--3 5, cada levantamento de um ponto de

(27“"271717171)’(2a"'72)7(27“'72)’(2)'“72)
(2 .
cone tem algum Ai ) como sua imagem, portanto m, n, p, g devem ser todos pares. Como

d = pm — qn, segue que d é um miltiplo de 4, como dito no enunciado.
Reciprocamente, se d = 4a para a > 1 fazemos n = m = ¢ =2, p = 2(a + 1). Entao,

A =V2a-(1—1i), s:“j_", ‘/j_a(aﬂ)—m.

f(g(2)> = Z(()Q()) f<§(2)> = A§(31+1),2
F(E®) = A, F(D%) -2

Isto conclui a demonstracao.
Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma

. ~ 8:1 .
realizacao de S --+--+--+--3--3--3--3--5 .5 pode ser vista na figura 5.26.
(2,2,1,1,1,1),(2,2,2,2),(2,2,2,2),(2,2,2,2)

A

Figura 5.26: Uma aplicacao ]"V : E — E induzindo um recobrimento de grau 8 de

S(2,2,2,2) sobre ele mesmo.
[

Teorema 5.24. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo

candidato associado S(3,3,3) it S(2,3,6) sao

6k:1 6k+2:1
S--3-—-3--3--3-—3-—> 5 S--s——r-—3-3-——3-—> 5
(2,,2),(3,.,3,1,1,1),(6,....6) (2,::,2),(3,..,3,1,1),(6,...,6,2)
6k+4:1 6k+6:1
S--3——3-——3-"3-—3-—> 5 O T S G SR
(27"'72)7(37"'73)7(67"'76727272)

(Qa"'72)7(37”'7371)7(67”'767272)
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com k > 1, e eles sao realizdveis, respectivamente:
e se, e somente se d = 6(x* + 3zy + 3y?) para v,y € N;
o se, e somente se d = 2(x* + xy +y?) para v,y € N e x # y(mod 3);
o nunca;
o se, ¢ somente se d = 6(x* + 3zy + 3y?) para v,y € N.

Demonstracao. Para um candidato a recobrimento entre orbifolds da forma
S(3,3,3) it S(2,3,6) temos as seguintes possibilidades:

e (3,3,3) --» 3;
Neste caso temos II; = (2,...,2), I = (3,...,3,1,1,1) e II3 = (6,...,6). Assim,
h I k

my=h, my =143, mg==Fked=2h=3l+ 3 =6k para algum h,l, k € Z. Entao,
h=3k l=2k—1e

() =my +my+ms=3k+ 2k +2)+k =6k +2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da féormula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
6k:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--3 5.
(27"'»2)7(37"'73717171)7(67"'76)

i (373> - 37 3--» 6;
Neste caso temos 1I; = (2,...,2), Il = (3,...,3,1,1) e II3 = (6,...,6,2). Assim,
S~—— ~—— ~——

h vezes | vezes k vezes

my=h,me=101+2 m3=k+1ed=2h=3l+2=0k+ 2 para algum h,l, k € Z.
Entao, h =3k + 1,1 =2k e

(I =my +mg+mg=Bk+1)+ 2k +2)+ (k+1) = (6k+2)+2=d +2,

e portanto, a versao simplificada da formula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
. 6k+2:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--3 S,
(21'“)2)7(37“'73?171)7(61“')672)

® 3--»3, (3,3) --» 6;
Neste caso temos II; = (2,...,2), I = (3,...,3,1) e II3 = (6,...,6,2,2). Assim,
——

h vezes I vezes k vezes

my=h,me=10+1m3=k+2ed=2h=3l+1=06k+4 para algum h,l, k € Z,
o que nos diz que h =3k +2 e [l =2k + 1. Além disso,

(D) =mi+mo+mg=Bk+2)+ 2k +2)+ (k+2)=(6k+4)+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da formula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
. 6k+4:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--3 5.
(2,:2),(3,..,3,1),(6,...,6,2,2)
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o (3,3,3) 6.
Neste caso temos II; = (2,...,2), Tl = (3,...,3) e II3 = (6,...,6,2,2,2). Assim,
h I k

my =h, mg =1, mg3=k+3ed=2h =3l =6k + 6 para algum h,l,k € Z, o que
nos diz que h = 3k + 3 e [ = 2k + 2. Além disso,

) =my+mo+m3=Bk+3)+2k+2)+ (k+3)=(6k+6)+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da féormula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
6k+6:1

Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--3 5.
(27"'»2)7(37"'73)7(6""76727272)

Isto conclui a primeira parte.

Para a segunda parte procedemos como acima, com a diferenca que agora a estrutura
. . : : V3
euclidiana 7 sobre S(3,3,3) nao sera aquela que fixamos acima, pois sua area seria e

. 3 . . 1 .
ao invés de - assim devemos aplicar um fator reescalante de 7 sobre o triangulo

A(3,3,3). Desta forma, os reticulados para os quais podemos aplicar o lema 5.17 sao

1
— A =(T. /3, Tsm , A = <7" s Tas > )
\/§ (3,3,3) < z\/g 3;/%3> (2,3,6) iVv3 sz/g

Como na prova do teorema 5.21 (exceto pelo novo fator) deduzimos que
A=V2-((n+m)—wm), d=\]> =2(n* + nm +m?).

Portanto, faplica os levantamentos dos pontos de cone de S(3,3,3) em

Fo=n F(F5)=mrm—omrn F() =mnt

onde a tltima igualdade é valida aplicando a identidade w? = w — 1 vista anteriormente.

. 6k:1 . ~(3
Para o candidato S ——+—)—?——+——+SE+——; S todos esses pontos deveriam ser algum BY
(20:42),(3,0-0,3,1,1,1),(6,....6

de 5.6, entao podemos assumir y =0 e

n+2m=n+m—(—m) # 2(mod 3), m —n # 2(mod 3) = n = m(mod 3).

m—n

Fazendox =ney = vemos que

2
6(x* + 3xy + 3y*) =6 |n* +3n (m3 n) —|—3(m3 n) ] =2(n? + nm 4+ m?) = d,

para x,y € Z e como acima podemos reduzir para z,y € N. Entao d tem a forma

apropriada.



104 Capitulo 5. Recobrimentos entre Orbifolds com Y\°* > 0

Reciprocamente, se d = 6(x? + 3xy + 3y?) fazemos n = z, m = x + 3y e definimos

f(2) = V2 ((n+m) —wm) - z.

Logo,

=0, () =tm—wm F() =mtns

e, como (n+m)—(—m) = 0(mod 3) e m—n = 0(mod 3), vemos que a f correspondente
realiza o candidato.
Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma
6:1

realizacao de S --+--+--+--+--3--3 5 pode ser vista na figura 5.27.
(2,2,2),(3,1,1,1),(6)

A

Figura 5.27: Uma aplicacio f : E —» E induzindo um recobrimento de grau 6 de S(3,3,3)
sobre S(2,3,6).

k+2:
Para o candidato S -—»-—»—3--s——s——» S novamente u = 0 e, pela simetria de
(2,42),(3,-,3,1,1),(6,...,6,2)
1 ~
S(3,3,3), podemos assumir que E ¢ aplicado em algum C’,EG), asaber, n—m = 2( mod 3),

donde n # m(mod 3). Portanto d = 2(z* + xy + y?) para algum z,y € Z com
r # y(mod 3), e mais uma vez podemos restringir a z,y € N, entdo d tem a forma
prescrita.

Reciprocamente, se d = 2(z% +zy+y?) para r,y € Ne z # y(mod 3), fazemos n = z,

m =y e definimos

J(2) = V2 ((n+m) —wm) - =

Logo,
]7(0) =0, f(%) =(n+m)—wm, f(%) =m + nw,
e, considerando (n + m) — (—m) # 2@mod 3) e m — n = 2(mod 3) (a menos de

permutacao), vemos que a f correspondente realiza o candidato.

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma
8:1
realizagao de S --+»--+--+--+--3--+ S pode ser vista na figura 5.28.
(27272’2)7(3737171)7(672)
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Figura 5.28: Uma aplicacdo f : E —» E induzindo um recobrimento de grau 8 de S(3,3,3)
sobre S(2,3,6).

. 6k+4:1 .
Para o candidato S --+--+--+--+--+--3 .5 poderiamos supor novemente que w = 0.
(2,0,2),(3,:43,1),(6,...,6,2,2)

Desta forma, teriamos n 4+ 2m = (n +m) — (—m) = 2(mod 3) e m — n = 2(mod 3), o
que é absurdo pois, neste caso teriamos 3m = (n+2m) + (m —n) = 1(mod 3). Portanto

este candidato nunca é realizivel.

. 6k+6:1
Para o candidato S --+--+--+--3--+--5 5§ podemos supor y = w, e
(2,0442),(3,-.,3),(6,...,6,2,2,2)

(n+m)—(1—m)=2(mod 3) 0 = m(mod 3)
m — (n+1) = 2(mod 3) B

e concluimos como para o primeiro candidato.

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma
18:1
realizagao de S --+--+--+--+--3--+ S pode ser vista na figura 5.29.
(27'"72)’(37"'73)7(6767272’2)

-

\ A\

Figura 5.29: Uma aplicacao f : E — E induzindo um recobrimento de grau 18 de
5(3,3,3) sobre S(2,3,6).
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Teorema 5.25. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo
d:
candidato associado S(2,2,2,2) it S(2,4,4) sao

4k+4:1 4k+4:1
e T s e ) 33— r-—-3-—3 §
(27"'72717171?1)7(47"'74)7(4""74) (27""27171)’(47"'747272)7(47'"74)
4k+2:1 4k+4:1
S ——v--r——3——3--3-— § S ——3--9--3-—-3--3--3 8
(2,'“72’171)7(47'“7472)7(47“'7472) (27“"2))(47“'74’272)7(47“"472’2)
4k+6:1 4k+8:1
S ——3——3——-3--3-—> § S ——s——r——3-"3-——-—> 8§
(2,.,2),(4,...,4,2,2.2),(4,...,4,2) (2,...,2),(4,...,4,2,2.2.2) (4,...,4)

com k > 1. Os quatro primeiros sempre sao realizdveis, o quinto nunca € e o tiltimo € se,

e somente se, d é um maultiplo de 8.

Demonstracao. Para um candidato a recobrimento entre orbifolds da forma
S5(2,2,2,2) A S(2,4,4) temos as seguintes possibilidades:

0 (2,2,2,2) --» 2;

Neste caso temos I} = (2,...,2,1,1,1,1) e [Iy = I3 = (4, ...,4). Assim, m; = h +4,
h I

mo =mg =1l e d =2h + 4 = 4] para algum h,[ € Z, donde concluimos que h deve
ser par, ou seja, h = 2k para algum k € Z. Logo, d =4k+4 el =k +1 e segue que

(D) =my+mo+my=2k+4)+(k+1)+(k+1)=4k+4) +2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da féormula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
) 4k+4:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--3--3--3--3--3 §.
(2,.,2,1,1,1,1),(4,...4),(4,...,4)

e (2,2,2) --»2, 2--»4;

Neste caso teriamos 11} = (2,...,2,1,1,1), I, = (4,...,4,2) e lI3 = (4,...,4). Assim,
d seria par e impar ao mesmo tempo. Contradicao! Portanto, nao existe candidatos

neste caso.

e (2,2) --»2, (2,2) --»4;
Neste caso temos Iy = (2,...,2,1,1), I, = (4,...,4,2,2) e II3 = (4,...,4). Assim,
~—— S~—— S~——

h vezes k vezes | vezes

my=h+2 mes=k+2 m3=101ed=2h+2 =4k + 4 = 4] para algum h,k € Z.
Logo, h=2k+ 1,1l =k + 1 e temos

(M) =mi+me+mz=2k+3)+(k+2)+(k+1)=4k+4)+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da féormula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.

. 4k+4:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--3--3--3--3--5 §.
(27"'72’171)7(47“"49272)’(47'“94)

o (2,2)--52, 2--24, 2--»4;
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Neste caso temos I} = (2,...,2,1,1) e Il = II3 = (4,...,4,2). Assim, my = h + 2,
——

h k
me =mg=k+1ed=2h+2=4k+2 para algum h, k € Z. Entao, h = 2k e segue

que
() =mi+ma+ms=2k+2)+(k+1)+(k+1)=(4k+2)+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da féormula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
. 4k+2:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--» §.
(27"'727171)7(47"'7472)7(47"'7472)

e 2-->2  (2,2,2)--»4;

Neste caso teriamos 11} = (2,...,2,1), [l = (4,...,4,2,2,2) e lI3 = (4,...,4). Assim,
d seria par e impar ao mesmo tempo, o que é absurdo. Portanto, nao existe

candidatos neste caso.

e 2-->2  (2,2)--+4, 2--»4;

Y

Neste caso teriamos 11} = (2,...,2,1), Iy = (4,...,4,2,2) e I3 = (4, ...,4,2). Assim,

d seria par e impar ao mesmo tempo. Portanto, nao existe candidatos neste caso.

o (2,2) --»4, (2,2) --»4;

Neste caso temos II; = (2,...,2) e Il = II3 = (4,...,4,2,2). Assim, m; = h,
S~—— N~——

h vezes k vezes

mo =ms = k+2ed=2h=4k+4 para algum h,k € Z. Entao, h = 2k + 2 e segue

que
(M) =my+ma+mg=(2k+2)+ (k+2)+ (k+2) =4k +4) +2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da féormula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
) Ak+4:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--3--3--3--3--3 §.
(2500012), (4y0004,2,2),(4,...,4,2,2)

¢ (27272) -? 47 2--» 47

Neste caso temos 1} = (2,...,2), Il = (4,...,4,2,2,2) e II3 = (4,...,4,2). Assim,
S~—— N—— S~——

h vezes k vezes l vezes

my=h,me=k+3 mg=10+1ed=2h=4k+ 6 = 4l + 2 para algum h, k,l € Z.
Entao, h =2k + 3,1 =k + 1 e segue que

(A =my +my+ms = 2k +3) + (k+3)+ (k+2) = (4k+6)+2 =d + 2,

e portanto, a versao simplificada da formula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
. 4k+6:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--3--3--3--3--3 §.
(2,-2),(4,..,4,2,2,2),(4,...,4,2)

o (2,2,2,2) --» 4.
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Neste caso temos 11} = (2,...,2), Il = (4,...,4,2,2,2,2) e [I3 = (4,...,4). Assim,
h k !

my=h, my—k+4, ms—1ed=2h—=4k+8 — 4l para algum h, k.1 € Z. Entdo,
h=2k+4,1=k+ 2 e segue que

) =mi+ma+mg=Rk+4)+(k+4)+(k+2)=dk+8)+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da féormula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
. 4k+8:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--» §.
(27"'72)7(47"'a472727272)’(47"'74)

Isto conclui a primeira parte.

Para a segunda parte, como a area da estrutura que escolhemos sobre S(2,4,4) é 1,
sobre S(2,2,2,2) teremos uma estrutura gerada pelas rotagoes de angulo 7 em torno dos
pontos

0, i-I—it, i—f—i(s—l—t), is
2s 25
com s,t € Re s > 0. Desta forma, os reticulados para os quais devemos aplicar o lema

5.17 sao <T2i5,7';+22-t> e N4y = (T2, T2i), entao

A-is=n+1im
A (2 +2it) =2(p+iq)

para algum n, m, p,q € Z. Donde, resolvendo de modo semelhante ao utilizado no teorema
5.23, segue que
n? + m? sp m m —in

s=4| 07—, t=—— —, A=
2(pm — qn) n  2ns s

Além disso, d = 2(pm — gn) e as imagens dos levantamentos dos pontos de cone de
S5(2,2,2,2) sao

= (1 :
f0) =, f(2—s+zt)=p+zq+u,
Flis) = n+im+p ]?(2—18—1—1'(5—1-75))—(p+n)+i(q+m)+u.

A+4:1
Para o candidato S —-+--3--3--3--3--» § podemos escolher p =1, n=m==~k+1,
(2»'“72717171$1)7(47"'74)7(4""74)

p=1e qg= —1 para ver que ele é realizavel.

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma
. ~ 8:1 .
realizacao de S --+--+--+--+--+--5 S pode ser vista na figura 5.30.
(27271717171)7(474)7(474)
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K K

\ N

Figura 5.30: Uma aplicacao fv : E — E induzindo um recobrimento de grau 8 de
S5(2,2,2,2) sobre S(2,4,4).

A+4:1
Para o candidato S ——3--»--3--3--3--» S podemos escolher =0, n =k, m = k+1,
(27"'727171)7(47“'747272)7(4""74)

p=2e q=0 para ver que ele é realizavel.
Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao f : E — E induzindo uma
8:1

realizacao de S --+--+--+--+--3--5 S pode ser vista na figura 5.31.
(2,2,2,1,1),(4,2,2),(4,4)

A

Figura 5.31: Uma aplicacao f : E — E induzindo um recobrimento de grau 8 de
S5(2,2,2,2) sobre S(2,4,4).

k+2:
Para o candidato S ——»-—3-3 22355 § podemos escolher p =0, n =k, m = k+1,
(2,02, 1,1),(4,...,4,2),(4,...,4,2)

p=1e qg= —1 para ver que ele é realizavel.

Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao J? : E — E induzindo uma
6:1 .
realizacao de S --+--+--+--»--3--5 S pode ser vista na figura 5.32.
(2727171)7(472)7(472)
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A

/)

Figura 5.32: Uma aplicacao ]7 : E — E induzindo um recobrimento de grau 6 de
S(2,2,2,2) sobre S(2,4,4).

Ak+4:1
Para o candidato S ——3—-s-—3- 353 § podemos escolher p = 0, n = k + 1,
(2,000,2),(4y0,4,2,2), (41-14,2,2)

m=k+1,p=1eqg= —1 para ver que ele é realizavel.
Para ilustrar este caso uma descricao da aplicacao fv : E — E induzindo uma
8:1

realizacao de S --+»--+--+--»--3--+ S pode ser vista na figura 5.33.
(2,2,2,2),(4,2,2),(4,2,2)

A

J
Y

Figura 5.33: Uma aplicacao ]7 : E — E induzindo um recobrimento de grau 8 de
S5(2,2,2,2) sobre S(2,4,4).

. 4k+6:1 , . .
O candidato S --+--+--+--3-->--5 S é sempre excepcional pois podemos supor i = 0
(27"'72)7(47"'74727232)7(47"'74»2)

e assim ele teria que ter dois dos pares

(, q), (n,m), (p+mn,q+n)
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consistindo de ntmeros pares e o terceiro consistindo de nimeros impares o que é

impossivel.
. 4k+8:1
Para o candidato S --+--+--+--3--+--» S temos que p, ¢, n, m devem ser todos pares,
(27"'72)7(47"'7472727272)7(47"'74)

assim, d = 2(pm — gn) é um multiplo de 8.

Reciprocamente, se d = 8h podemos realizar o candidato com y=n=¢q¢ =0, m =2
e p=2h.

Para ilustrar este C&18601 uma descricao da aplicagao f : E — E induzindo uma

realizacao de S --+--+--+--+--+--3 5 pode ser vista na figura 5.34.
(2,..,2),(4,4,2,2,2,2),(4,4,4,4)

A

Figura 5.34: Uma aplicacao f : E — E induzindo um recobrimento de grau 16 de
S5(2,2,2,2) sobre S(2,4,4).

]

Teorema 5.26. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo
d:
candidato associado S(2,2,2,2) it S5(2,3,6) sao

6k:1 6k+3:1
S ——r--r—-3——3--3--— § S —=3--9--3-—-3--3--3 8
(2"“72717171)1)7(37“'73)’(6"“76) (27“"271’171)7(37“"3)’(6"“7673)
6k+6:1 6k+9:1
33— ——3-—3--3 § S —mr—mr s>
(2,0,2,1,1),(3,..,3),(6,...,6,3,3) (2,..,2,1),(3,...,3),(6,....6,3,3,3)
6k+12:1

S ——3——3——-3-—-—> §
(27"'72)7(37"'73)7(67"'7673737373)
para k > 1. Os trés primeiros sempre sao realizdveis, o quarto nunca € e o tiltimo € se, e

somente se, d € um mailtiplo de 12.

Demonstracao. Para um candidato a recobrimento entre orbifolds da forma
S(2,2,2,2) it S(2,3,6) temos as seguintes possibilidades:

e (2,2,2,2) --» 2;

Neste caso temos 11} = (2,...,2,1,1,1,1), II, = (3,...,3) e II3 = (6,...,6). Assim,
SN—— SN—— SN——

h vezes | vezes k vezes

my =h-+4, mo =10 mg=ked=2h+4 =3l =6k para algum h,l, k € Z, donde
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concluimos que h = 3k — 2, [ = 2k e segue que
() =my +my+ms=Bk+2)+2k+k=6k+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da formula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
. 6k:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--3--3--3--3--3 §.
(2,02,1,1,1,1),(3,...,3),(6,....6)

(2a 272) -2, 2--» 67

Neste caso temos II; = (2,...,2,1,1,1), Il = (3,...,3) e II3 = (6,...,6,3). Assim,
~—— ~—— N~——

h vezes | vezes k vezes

mi=h+3 me=I1,m3=k+1ed=2h+3=3l=06k+ 3 para algum h,[, k € Z,

donde concluimos que h = 3k, [ = 2k + 1 e segue que
() =my+me+ms=Bk+3)+2k+1)+(k+1)=6k+3)+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da formula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.

. 6k+3:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--+--3--3--» §.
(2,:,2,1,1,1),(3,...,3),(6,...,6,3)

(2,2) ==+ 2, (2,2) --» 6;

Neste caso temos I} = (2,...,2,1,1), II, = (3,...,3) e II3 = (6,...,6,3,3). Assim,
S~—— ~—— S~——

h vezes | vezes k vezes

mi=h+2 me=I[,m3=k+2ed=2h+2=3l=06k+ 6 para algum h,[, k € Z,
donde concluimos que h = 3k + 2, [ = 2k 4 2 e segue que

(M) =my+me+mg=Bk+4)+2k+2)+(k+2)=(6k+6)+2=d+ 2,

e portanto, a versao simplificada da féormula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.

. 6k+6:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--3 §.
(2,:-,2,1,1),(3,...,3),(6,..,6,3,3)

2--22, (2,2,2) --» 6;

Neste caso temos 11} = (2,...,2,1), Il = (3,...,3) e I3 = (6,...,6,3,3,3). Assim,
S~—— ~—— N——

h vezes

l vezes k vezes
my=h+1,meo=1l, my=k+3ed=2h+1=3l=06k+9 para algum h,l, k € Z,
donde concluimos que h = 3k + 4, [ = 2k 4 3 e segue que

OI) =my +ma+ms = (3k+5)+ (2k+3)+ (k+3) = (6k+9) +2 =d+2,

e portanto, a versao simplificada da féormula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.

. 6k+9:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--3--3--3--3--3 §.
(27"'7271)7(37"'73)7(67"'76737373)

(2,2,2,2) --» 6.
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Neste caso temos I} = (2,...,2), II, = (3,...,3) e II3 = (6,...,6,3,3,3,3). Assim,
S~—— SN—— SN——

h vezes | vezes k vezes

my=h, me =10, m3=k+4ed=2h=3l=06k+ 12 para algum h,[, k € Z, donde
concluimos que h = 3k + 6, [ = 2k + 4 e segue que

(II) =my+mo+m3=Bk+6)+2k+4)+ (k+4) =(6k+12)+2=d+2,

e portanto, a versao simplificada da féormula de Riemann-Hurwitz 2.2 é satisfeita.
. 6k+12:1
Deste modo, obtemos o candidato S --+--+--3--3--3--» §.
(2,,2),(3,..,3),(6,...,6,3,3,3,3)

Isto conclui a primeira parte.

Para a segunda parte, como a area de S(2,3,6) é T sobre S(2,2,2,2) teremos uma

estrutura gerada pelas rotagoes de angulo 7 em torno dos pontos

V3 V3
0, — 4+ it — +i(s+ 1), 18
8s + 8s +ils+1)
e aplicamos o lema 5.17 para <7'2i3, Tﬁ+2it> e Nose) = <Tl~ 35 T3+i\/§>, assim, para algum
8s 2

n,m,p,q € Z temos

)\-2i3:ni\/§+m3+;\/§
A <£+2it> zpi\/§+q3+“/§

8s 2

entao, apos alguns calculos

1 /n?+nm+m? ; qs m+2n
S = — _——
2 gn —pm m 8ms
3 2n) — 3 3
)\:\/_(m+4n) Zm:2£~((n+m)—wm)
5 5

e d=|\?*=3(qn —pm).
Além disso as seguintes relagoes nos levam a determinar prontamente as imagens sobre

fdos levantamentos dos pontos de cone de S(2,2,2,2):

((m—=n)+ (m+2n)w),

N | —

18 =

A (gﬁt) I%((q—p)Jr(qu?p)w)-

k: 1
Para o candidato S --»--s--2--+--2--3 S escolhemos p==-,p=q=2,n=k+1
(27"'7271717171)7(37"'73)7(67"'76) 2

e m = 1. A correspondente f induz uma realiza¢ao ja que d = 6k = 3(qgn — pm) e as
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imagens dos pontos de cone sao

Lt ow), (m —n+1) + (m + 2n)w),

2

((g=p+1)+(¢+2p)w), (m+qg=—n—p+1)+(m+q+2n+2pw)

N =N =

1
2

1
os quais tém a forma —(a + bw) com a e b nao ambos pares e a — b = 1(mod 3). Deste

modo eles sao iguais a A®,

) 6k+3:1
Para o candidato S --+--+--+--+--+--+ S escolhemos u =

,nm=2m=1e
(2,042,1,1,1),(3,..,3),(6,...,6,3)

N —

g=k,p=—-1 se k=1(mod 2), g=k+1,p=1 se k=0(mod 2).

Entao d = 6k+3 = 3(gn—pm) e as imagens dos pontos de cone sao como antes, mas agora
os trés primeiros sao algum ZQ), enquanto o ultimo tem a forma a + bw com a,b € Z e

a—b = 2(mod 3), entdo é algum c® e, deste modo, J?induz uma realizacao do candidato.

. 6k-+6:1 1
Para o candidato S ——+-—3-3--3-—s-—» S escolhemos p=—,m=q=2e
(2,...,2,1,1),(3,...,3),(6,...,6,3,3) 2

n==kp=-1 se k=0(mod 2), n=k+1,p=1 se k=1(mod 2).

Entao d = 6k + 6 = 3(qn — pm) e agora as duas primeiras imagens sao algum A® ¢ as

duas tltimas sao algum 6&@, assim fvinduz uma realizacao do candidato.

. 6k+9:1 . 1
Para o candidato S --+--+--+--3--3--» S podemos supor mais uma vez j = —.
(2,..52,1),(3,...,3),(6,...,6,3,3,3) 2

Como as imagens dos trés tltimos pontos de cone devem ser algum C©% deduzimos que

m, q, m + q seriam pares e assim n, p,n + p seriam impares, o que ¢ impossivel.
) 6k-+12:1 . )
Para o candidato S --+--+--3--+--3--+ S podemos supor ¢ = w. Entao as imagens
(2,0:,2),(3,--43),(6,....6,3,3,3,3)

dos pontos de cone sao

1+ Ow, ((m—n)+ (m+2n+2)w),

| = Do —

(g —p) + (¢ +2p+2)w), (m+q—n—p)+(m+q+2n+2p+2)w)

DN —

e eles todos devem ser algum 51&6), assim n,m,p, q seriam todos pares. Portanto d =
3(gn —pm) é um maltiplo de 12. Reciprocamente, se d = 12h+ 12 realizamos o candidato
com a escolha g =2h,n=m=2ep=—2.

n

Observagao 5.27. Devemos ressaltar uma importante interpretacao geométrica dos
resultados expostos neste capitulo e no proximo. Seja Y --» ¥ um candidato a
recobrimento ramificado entre superficies com candidato a recobrimento entre 2-orbifolds
associado X --+ X , € suponha que X e X sio geométricos. Entao temos identificacoes

X = X/f e X = X/T', onde X é uma das geometrias modelo S, E ou H (o mesmo para
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Xe X), e f, [' sao grupos co-compactos discretos de isometrias de X. Uma realizacao do
recobrimento corresponde entao a uma identificacao de T com um subgrupo de I'. Nossos
resultados nos casos esférico, euclidiano e hiperboélico dao portanto uma classificacao das
inclusoes, respectivamente, entre subgrupos finitos de SO(3), entre grupos cristalograficos
2-dimensionais e entre subgrupos co-compactos discretos de PSL(2;R) com nao mais do

que trés orbitas singulares.

Congruéncias e Densidade

Finalizamos este capitulo esclarecendo as razoes pelas quais os resultados apresentados
nesta secao contribuem para a confiabilidade da conjectura do grau primo. A saber,

reenunciamos alguns deles nos seguintes teoremas:
Teorema 5.28. Suponha d = 4k + 1 para k € N. Entao

d:1
S ——3--2--3--3--3--3 §
(2’ ) 271)7(47 ) 4’1)7(47 ) 4’1)
N A

2k

¢ um candidato a recobrimento ramificado entre superficies, e € realizdvel se, e somente

se, d pode ser expressado como x* + y? para algum x,y € N.
Teorema 5.29. Suponha d = 6k + 1 para k € N. Entao

d:1
S ——3——3-—-—3-—-—> §
(27 AR 271)7(37 ey 371)7(67 ey 671)
N A A

3k 2k

€ um candidato a recobrimento ramificado entre superficies, e € realizdvel se, e somente

se, d pode ser expressado como x* + xy + y? para algum x,y € N.
Teorema 5.30. Suponha d =3k + 1 para k € N. Entao

d:1
S ——3--r--3-—-3--3--3 S
(3’ ey 371)7(37 ceey 371)9(37 ey 3’1)
NN

¢ um candidato a recobrimento ramificado entre superficies, e € realizdvel se, e somente

se, d pode ser expressado como x* + vy + y* para algum x,y € N.
Por outro lado, da Teoria dos Niimeros sabemos que sao validos os seguintes resultados:

Proposicao 5.31. (Fermat): Um nimero primo da forma 4k + 1 sempre pode ser

expressado como x? + y? para x,y € N.
A demonstracao deste fato pode ser encontrada em [10] pagina 141.

Proposigao 5.32. (Gauss): Um nimero primo da forma 6k + 1 (ou equivalentemente

3k + 1) sempre pode ser expressado como x>+ xy + y* para x,y € N
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Proposicio 5.33. Os inteiros que podem ser expressados como x*+y? ou como x*+xy-+1y>

com x,y € N tém densidade assintoticamente zero em N,

Recordemos o que significa dizer que um conjunto tem densidade assintoticamente
zero. Considere um conjunto A C N e defina uma sequéncia A, de subconjuntos de A
tais que = € A, se, e somente se, z < n. Definimos uma sequéncia numeérica {y,} dada

por

#An
yTL = 3
n

onde #A ¢é a cardinalidade de A,,. Assim, dizemos que A tém densidade assintoticamente
zero em N se lim g, = 0.
n—oo
Esta ultima proposicao nos diz que um candidato a recobrimento em qualquer de
nossos trés enunciados é “excepcional com probabilidade 17, embora seja realizavel quando
0 seu grau € primo.

De fato, temos:

{dGN:d:x2+y2,x,y€N, xZy(mod 2)}:{dGN:dE1(m0d4),d:x2+y2,x,y€N},

{d €N:d=2?+zy+y* 2,y €N, nio ambos pares rZy(mod 3)}
={deN:d=1(mod 6),d = 2> + 2y + y*,x,y € N},

{deN:d=2"+zy+y’ 2,y €N, z#y(mod 3)}
={deN:d=1(mod 3),d =2+ 2y + y*,z,y € N}.

Além disso,

1
lim —-#{deN:d<n,d=2"+y’ 2,y e N} =0,

n—oo N

1
lim —-#{dEN:dgn,d:xz—l—xy—i-yZ,x,yEN}:0.

n—oo N

Com isto, concluimos que, embora os graus realizdveis nas formas descritas acima
tenham densidade assintoticamente zero, nenhuma excepcionalidade ocorre para d primo,

o que contribui para a confiabilidade da Conjectura do Grau Primo.
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Capitulo 6
Recobrimentos Orbifolds com y**P < 0

O objetivo deste capitulo é estabelecer, da melhor maneira possivel, uma investigacao do
problema de realizabilidade para recobrimentos ramificados no caso em que o recobrimento
entre orbifolds associado é hiperbolico. Nossa analise ficard restrita a familia de
recobrimentos de S? sobre S? com trés pontos de ramificacdo. Mais precisamente,
estratificamos essa imensa familia com relacao ao ntimero de pontos singulares na esfera
de recobrimento. Chamamos {C,}, para n > 3, o estrato de todos os recobrimentos da

forma

S(aq, ..., ) ==» S(p,q,r).

Este capitulo contém a analise do primeiro estrato C3 e comentarios acerca dos

resultados obtidos para o segundo estrato Cy em [12].

Apo6s um longo trabalho de enumeragao dos candidatos a recobrimentos, provaremos
a realizabilidade e excepcionalidade usando principalmente dessins d’enfant de

Grothendieck, ja explorada em [15| e brevemente revisada no capitulo 4.

6.1 2-Orbifolds Triangulares Hiperboélicos

O estrato ('3 envolve apenas 2-orbifolds hiperbolicos rigidos. De fato, sabe-se que um 2-
orbifold hiperbdlico é rigido se, e somente se, ele é triangular, a saber, se estd baseado sobre
a esfera e tem precisamente trés pontos de cone. Nesta se¢ao mostraremos que apenas
uns poucos candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tém candidatos a
recobrimento associado entre 2-orbifolds triangulares hiperbolicos. O proximo teorema

nos diz exatamente quais sao estes candidatos.

Teorema 6.1. Os candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies tendo

candidato a recobrimento associado entre 2-orbifolds triangulares hiperbolicos sao
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precisamente:
6:1 8:1 8:1
S--3--2-—3--3---->75 S-—-3--2-—3--3-—3-—>F5 S--3--2--3--3---->375
(5,1),(4,1,1),(2,2,2) (5,1,1,1),(4,4),(2,...,2) (7,1,(3,3,1,1),(2,--,2)
9:1 10:1 12:1
S—-3——r--3--3-——3--—> 5 S-—3-——3-—3--3-——3--—5 S--3——r-—3--3-——3-- 78
(7T,1,1),(3,3,3),(2,1.2,1) (8,1,1),(3,3,3,1),(2,-..2) (8,2,1,1),(3,1-,3),(2,.-,2)
12:1 16:1 24:1
S--3-—-2-—3--3--3-->75 S-—3--2-—3--3--—3-—>F5 S-—3——r-—3--3-—3--— 5.
(9,1,1,1),(3,.4,3),(2;-.-,2) (7,7,1,1),(3,-..,3,1),(2,-..,2) (7,7,7,1,1,1),(3,...,3),(2,-..,2)

Demonstracao. Nossa argumentacao serd organizada em trés passos:

(I) Analise dos candidatos a recobrimentos entre superficies relevantes com grau d < 11;
(IT) Restrigdes nas bases dos candidatos a recobrimentos associados para d > 12;

(ITT) Mais conclusbes sobre recobrimentos e conclusdo para d > 12.

Passo (I): Se II é uma partigao de um inteiro d, denotamos por ¢(II) seu comprimento
(como antes), e por ¢(II) o numero de entradas de II que sao diferentes de mmec(II).
Temos que um candidato a recobrimento ramificado entre 2-orbifolds triangulares
(independentemente da geometria), ¢ um candidato a recobrimento ramificado entre

superficies de grau d > 2 satisfazendo as seguintes propriedades:
e O numero de pontos de ramificagao é 3;
e Se as partigoes de d sao Iy, Iy, IT3, entao ¢(Ily) + ¢(Ily) + ¢(I13) = 3.
Para listar todos os candidatos a recobrimentos para um dado d faremos o seguinte:

e Listaremos todas as partigoes I de d com ¢(II) < 3;

e Encontraremos todas as ternas possiveis (IIy,Ily,II3) de partigdes com ((II;) +
((Ily) + ¢(I13) = d + 2 (isto segue da formula de Riemann-Hurwitz simplificada
2.2) e c(II}) + c(Ilp) + c(II3) = 3.

Considere d = 2. A unica parti¢ao II de 2 com ¢(II) <3 é Il = (2), onde ((II) =1 e
¢(IT) = 0. Desta forma temos £(I1;) + ¢(I1z) + £(II3) # d+ 2 e ¢(I1;) + ¢(I12) + ¢(II3) = 0.
Portanto, para d = 2, nao existe candidato relevante tendo associado um candidato a
recobrimento ramificado entre 2-orbifolds triangulares.

Do mesmo modo, para d = 3, as parti¢oes II de 3 com ¢(II) < 3 sao aquelas descritas

na Tabela 6.1, com os valores correspondentes de ¢ e c.

I3 |21
14 1 2
c 0 1

Tabela 6.1: As partigoes IT de 3 com (1) < 3
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Neste caso, nao é possivel encontrar uma terna de parti¢oes satisfazendo ¢(I1;) +
((IIy) + ¢(I13) = 5 e ¢(IIy) + ¢(Ily) + ¢(II3) = 3. Portanto, para d = 3, também nao
existe candidato relevante tendo associado um candidato a recobrimento ramificado entre
2-orbifolds triangulares.

Seja d = 4. As partigoes II de 4 com ¢(II) < 3 sao aquelas descritas na Tabela 6.2,

com os valores correspondentes de £ e c.

@61 (22)](21,1)
¢ 1 2 2 3
c| O 1 0 2

Tabela 6.2: As partigoes IT de 4 com ¢(IT) < 3

As ternas de tais partigoes satisfazendo ¢(IIy) + ¢(Ily) + ¢(II3) = 6 e ¢(I1y) + ¢(Ily) +
¢(Il3) = 3 sdo mostrados na Tabela 6.3, juntamente com o candidato a recobrimento

orbifold associado e seu tipo geométrico.

1y, I,, 115 ‘ Recobrimento Associado ‘ Geometria
BLD|GU] () | 5223 —-5234 | S
(371) (37 ]-) (37 1) 5(37373) - S(37373) E

Tabela 6.3: Ternas de parti¢oes de 4 com candidatos associados entre orbifolds triangulares

Portanto, para d = 4 nao existe candidato a recobrimento tendo candidato 2-orbifold
associado sendo hiperbolico.
Seja d = 5. As partigoes IT de 5 com ¢(II) < 3 sao aquelas descritas na Tabela 6.4,

com os valores correspondentes de £ e c.
G| 41)]62)]6151)](221))(21,1,1)

l 1 2 2 3 3 4
cl| O 1 2 2 1 3

Tabela 6.4: As partigoes II de 5 com ¢(II) < 3

As ternas de tais partigoes satisfazendo ¢(I1y) + ¢(Ily) + £(I13) = 7 e ¢(I1;) + ¢(Ily) +
c(Il3) = 3 sao mostrados na Tabela 6.5, juntamente com o candidato a recobrimento

orbifold associado e seu tipo geométrico.



120 Capitulo 6. Recobrimentos Orbifolds com y°™" < 0
1y, 1s, 113 ‘ Recobrimento Associado ‘ Geometria
(2,2,1) | (3,1,1) | (5) S(2,3,3) --» S(2,3,5) S
(2,2,1) | (4,1) | (4,1)| S(2,4,4) --» S(2,4,4) E

Tabela 6.5: Ternas de parti¢oes de 5 com candidatos associados entre orbifolds triangulares

Portanto, para d = 5 nao existe candidato a recobrimento tendo candidato 2-orbifold
associado sendo hiperbolico.
Seja d = 6. As partigoes IT de 6 com ¢(II) < 3 sao aquelas descritas na Tabela 6.6,

com os valores correspondentes de £ e c.

| (6 (5,1) 4,2) | (4,1,1) |(3,3)
0 1 2 2 3 2

c 0 1 1 2 0
I (3,20 ] G111 (222 ] (221,1)

0 3 4 3 1

c 3 3 0 2

Tabela 6.6: As partigoes IT de 6 com (1) < 3

1)+ (I1p) 4+ £(113) = 8 e ¢(I1;) + ¢(11y) +

3 sao mostrados na Tabela 6.7, juntamente com o candidato a recobrimento

As ternas de tais parti¢oes satisfazendo ¢(I1
c(Ils) =
orbifold associado e seu tipo geométrico.

1, 11y, 115 ‘ Recobrimento Associado ‘ Geometria

2,2,1,1)| (3,3) 4,2) | S(2,2,2) - 5(2,3,4) S
(2,2,1,1) (3,3) (5,1) S5(2,2,5) --+ S(2, 3 5) S
(2,2,2) |(3,1,1,1) (6) S5(3,3,3) --+ 5(2,3,6) E
(2,2,2) (3,3) (3,2,1) S(2,3,6) --» S(2, 3 6) E
(2,2,2) (4,2) (4,1,1) S(2,4,4) --» 5(2,4,4) E
2.2.2) [ WL | 6.0 | 54,45 - S, 4 5) H

(3,3) 3,3) | (3,1,1,1) | S(3,3,3) --» 5(3,3,3) E

Tabela 6.7: Ternas de parti¢oes de 6 com candidatos associados entre orbifolds triangulares

6 existe um tunico candidato a recobrimento tendo candidato

2-orbifold associado sendo hiperbolico. A saber, S N NN )
(5,1),(4,1,1),(2,2,2)

Seja d = 7. As partigoes IT de 7 com ¢(II) < 3 sao aquelas descritas na Tabela 6.8,

Portanto, para d =

com os valores correspondentes de £ e c.



6.1.

2-Orbifolds Triangulares Hiperbdlicos 121
I1 (7) (6,1) (5,2) (5,1,1) (4,3)
14 1 2 2 3 2
c 0 1 2 2 2
I (4,2,1) | (4,1,1,1) | (3,3,1) | (2,2,2,1) | (2,2,1,1,1)
14 3 4 4 5
c 2 3 1 1 3

Tabela 6.8: As particoes II de 7 com ¢(II) < 3

As ternas de tais partigoes satisfazendo ¢(I1;) + ¢(Il) + £(I13) = 9 e ¢(I1;) + ¢(Ily) +

c(Il3) = 3 sao mostrados na Tabela 6.9, juntamente com o candidato a recobrimento

orbifold associado e seu tipo geométrico.

Iy, I, 113 ‘ Recobrimento Associado ‘ Geometria
(2,2,2,1) | (3,3,1) | (6,1) S(2,3,6) --» S(2,3,6) E
(373a1) (37371) (37371) 5(37373) -2 5(37373) E

Tabela 6.9: Ternas de parti¢oes de 7 com candidatos associados entre orbifolds triangulares

Portanto, para d = 7 nao existe candidato a recobrimento tendo candidato 2-orbifold

associado sendo hiperbolico.

Para o caso d = 8, as parti¢oes I de 8 com ¢(II) < 3 sdo aquelas descritas na Tabela

6.10, com os valores correspondentes de { e c.

I (8) (7,1) (6,2) (6,1,1) (5,3)

[ 1 2 2 3 2

c 0 1 1 2 2

I (5,21 | (5,111 (4,4 (4,3,1) (4,2,2)

[ 3 4 2 3 3

c 3 3 0 3 2
I[[(42L1)] (3,3,2) | 3.3L1)](2222)](2221,1)
] 4 3 4 4 5

c 3 3 2 0 2

Tabela 6.10: As particoes II de 8 com ¢(II) <3

As ternas de tais partigoes satisfazendo ((II;) 4 ¢(IIz) + ¢(II3) = 10 e ¢(IIy) + ¢(I12) +

¢(Il3) = 3 sao mostrados na Tabela 6.11, juntamente com o candidato a recobrimento

orbifold associado e seu tipo geométrico.
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1, 11y, 115 ‘ Recobrimento Associado ‘ Geometria
(2,2,2,2) | (4,4) | (4,2.1,1)] 5(2,4,4) --» S(2,4,4) E
(2,2,2,2) | (4,4) | (5,1,1,1) | 5(5,5,5) --» S(2,4,5) H
(2,2,2,2) | (3,3,1,1) (6,2) S(3, 3 3) --» 5(2,3,6) E
(2,2,2,2) | (3,3,1,1) (7,1) S(3,3,7) --+ S(2,3,7) H

Tabela 6.11: Ternas de particoes de 8 com candidatos associados entre orbifolds
triangulares

Portanto, para d = 8 existem dois candidatos a recobrimento tendo candi-

dato 2-orbifold associado sendo hiperbodlico. A saber, § OO N S e
(5,1,1,1),(4,4),(2,2,2,2)

8:1
S-—-3--9--3--3--3--3 5
(771)7(373’171)7(2727272)

Para o caso d = 9, as parti¢oes Il de 9 com ¢(II) < 3 sao aquelas descritas na Tabela

6.12, com os valores correspondentes de { e c.

II (9) (8,1) (7,2) (7,1,1) (6,3)
14 1 2 2 3 2

c 0 1 2 2 1

II (6,2,1) (6,1,1,1) (5,4) (5,3,1) (5,2,2)
12 3 4 2 3 3

c 2 3 2 3 3

II (4,4,1) (4,3,2) (4,2,2,1) | (3,3,3) | (3,3,1,1,1)
l 3 3 4 3 5

c 1 3 3 0 3

Iy (2,2,221)|(222,1,1,1)

12 5 6

c 1 3

Tabela 6.12: As partigoes II de 9 com ¢(II) < 3

As ternas de tais partigoes satisfazendo ((II;) + ¢(IL) + ¢(II3) = 11 e ¢(II;) + ¢(Iy) +
¢(Il3) = 3 sdo mostrados na Tabela 6.13, juntamente com o candidato a recobrimento

orbifold associado e seu tipo geométrico.

Iy, I, 113 ‘ Recobrimento Associado ‘ Geometria
(2,2,2,2,1) | (3,3,3) | (6,2,1) | S5(2,3,6) --» S(2,3,6) E
(2,2,2,2,1) | (3,3,3) | (7,1,1) | S(2,7,7) --» S(2,3,7) H
(2,2,2,2,1) | (4,4,1) | (4,4,1) | S(2,4,4) --» S(2,4,4) E
(3,3,1,1,1) | (3,3,3) | (3,3,3) | 5(3,3,3) --» 5(3,3,3) E

Tabela 6.13: Ternas de particoes de 9 com candidatos associados entre orbifolds
triangulares

Portanto, para d = 9 existe um tunico candidato a recobrimento tendo candidato

2-orbifold associado sendo hiperbolico. A saber, S ORI G =)
(7,1,1),(3,3,3),(2,2,2,2,1)

Para o caso d = 10, as partigdes I de 10 com ¢(II) < 3 sao aquelas descritas na Tabela

6.14, com os valores correspondentes de { e c.
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I1 (10) (9,1) (8,2) (8,1,1) (7,3)
l 1 2 2 3 2
c 0 1 1 2 2
I (7,2,1) |(7,1,1,1) (6,4) (6,3,1) (6,2,2)
l 3 4 2 3 3
c 3 3 2 2 2
IT (5,5) (5,4,1) (5,3,2) (4,4,2) (4,4,1,1)
l 2 3 3 3 4
c 0 3 3 1 2
I\ (4,2,2,2) | (3,3,3,1) | (2,2,2,2,2) | (2,2,2,2,1,1
l 4 4 5 6
c 3 1 0 2

As ternas de tais parti¢oes satisfazendo £(

Tabela 6.14: As parti¢oes I de 10 com ¢(II) < 3

ITy) + ((I1y) 4+ ¢(I13) = 12 e (1) + ¢(II3) +

¢(Il3) = 3 sdo mostrados na Tabela 6.15, juntamente com o candidato a recobrimento

orbifold associado e seu tipo geométrico.

1, 15, 115 ‘ Recobrimento Associado ‘ Geometria
(2,2,2,2,1,1) | (3,3,3,1) (5,5) ) --»5(2,3,5 S
(2,2,2,2,2) |(3,3,3,1)| (6,2,2) --+5(2,3,6 E
(2,2,2,2,2) |(3,3,3,1)| (6,3,1) --+ 5(2,3,6 E
(2,2,2,2,2) |(3,3,3,1)| (8,1,1) - S H
(2,2,2,2,2) | (4,4,1,1) | (4,4,2) - S E
(3,3,3,1) (3,3,3,1) | (3,3,3,1) --» S E

Tabela 6.15: Ternas de particoes de 10 com candidatos associados entre orbifolds

triangulares

Portanto, para d = 10 existe um tnico candidato a recobrimento tendo candidato

10:1

2-orbifold associado sendo hiperbolico. A saber, S --+--3--3--+--3--3 5.

(8,1,1),(3,3,3,1),(2,2,2,2,2)

Para o caso d = 11, as partigoes I de 11 com ¢(II) < 3 sao aquelas descritas na Tabela

6.16, com os valores correspondentes de / e c.
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o (11) (10,1) (9,2) (9,1,1) (8,3) (8,2,1)
i 1 2 2 3 2 3
c 0 1 2 2 2 2
(8,111 (7,4) (7,3,1) (7.2,2) (6,5) (6,4,1)
0 4 2 3 3 2 3
c 3 2 3 3 2 3
I (6,32 | (6,3,1,1) (5,5,1) (5,4,2) (5,3,3) (4,4,3)
0 3 4 3 3 3 3
c 2 3 1 3 3 3
O (44,21 ] (4,4,1,1,1) ] (3,3,3,1,1) | (2,2,2,2,2,1) | (2,2,2,2,1,1,1)

4 4 5 5 6 7

c 2 3 2 1 3

Tabela 6.16: As partigoes I de 11 com ¢(II) < 3

Neste caso, nao é possivel encontrar uma terna de partigoes satisfazendo ¢(Il;) +
((I1y) + £(113) = 13 e ¢(IIy) + ¢(Ilp) 4 ¢(II3) = 3. Portanto, para d = 11, também nao
existe candidato relevante tendo associado um candidato a recobrimento ramificado entre

2-orbifolds triangulares.
Isto conclui o Passo (I).

> dil
Passo (II): Denotemos por X --+ X um candidato a recobrimento entre orbifolds

triangulares hiperbolicos X = S(a, B,v) e X = S(p,q,7) com d > 12.

Observe que

= 1 1 1
0<_Xorb<X>:1_<a+E+;> <1

Por outro lado, temos que x°™(X) = d - x°**(X). Assim,

1 1
O<—d-XOrb(X)<1:>O<—X°rb(X)<Egﬁ.
Deste modo,
1 1 1 1
0< —X""X)=1—-(-4+-+-)<—=
) <p+q+r> 12’
donde segue,
11< 1+1+1 <1 (6.1)
12 p oq T ' '

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que p < ¢ < r. Nosso objetivo é

restringir ao maximo os valores de p, g e 7.

Se p > 3 entao, r > 3, caso contrario teriamos p = g = r = 3, 0 que nos levaria a

11 1
—+ 4= =1,
p oq r
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contrariando a inequacao 6.1. Mas, se r > 3, entao teriamos

1+1+1 - 1+1+1 11
p ¢ r)—\3 3 4) 12

0 que novamente contraria a inequagao 6.1. Portanto, segue que p = 2.

Observe que g > 3. De fato, se ¢ = 2, entao

11 1
el I
poq T

o que é absurdo pela inequacao 6.1.

Vamos supor entao ¢ = 3 e dividir em alguns casos:

o 37 <6;

Neste caso teriamos

S S S W4 BN BT A
p g r)~\2 3 6)

o que contradiz a inequacao 6.1.

o 71 <r <11,
Neste caso,
H<61_ 1+1+1 - 1+1+1 - 1+1+1 _41<1
12 766 \2 3 11)="\p ¢ r)=\2 3 7) 42 7

e portanto tais valores de r sao condizentes com a inequagao 6.1.

o > 12.

Neste caso,
1 n 1 n 1 < 1 n 1 n 1y 11
p ¢ r) - \2 3 12) 12
contradizendo a inequacao 6.1.
Agora, vamos supor que ¢ = 4. Observe que se r = 4, entao
1 n 1 n 1y [1 n 1 n y )
p g 1) \2 4 4) 7

o que nao pode ocorrer de acordo com a inequacao 6.1. Se r = 5, entao

1+1+1 B 1+1+1 19
p ¢ r) \2 4 5) 20
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e portanto satisfaz a inequacao 6.1. Suponha entao r > 5. Assim,

1 n 1 n 1 < 1 n 1 n 1y 11
p ¢ r)~\2 4 6/ 12
contradizendo mais uma vez a inequagao 6.1.

Finalmente, suponha que ¢ > 4. Neste caso, r > 5 e segue que

(bl (leliy et
p q r 2 5 5 10 12’
e portanto nao satisfaz a inequagao 6.1.

Resumindo, para que X —diX seja um candidato a recobrimento entre orbifolds
triangulares hiperbolicos X = S(a, 8,7) e X = S(p,q,r) com d > 12, os valores p, ¢
e r devem satisfazer a inequacao 6.1. Por outro lado, mostramos que desigualdade 6.1 é
satisfeita apenas parap=2,¢q=3,7<r<l1lleparap=2,q=4,r =5.

Passo (I1): Se X --» X ¢ um candidato a recobrimento entre 2-orbifolds triangulares
hiperbolicos X = S(a,8,7) e X = S(p,q,r), entdao as seguintes condigoes devem

acontecer:

(a) Cada um dos a, 3,7 deve ser um divisor de algum elemento de {p, q,r};

X (X)
) X™(X)

deve ser um inteiro d;

(c) Existem trés parti¢oes de d tais que o candidato a recobrimento entre orbifolds

associado é X --» X.

Impondo sucessivamente essas condicoes condigoes para os 6 orbifolds X vindos do

Passo (1) e restringindo para d > 12 encontramos os quatro tltimos itens no enunciado.

1
De fato, considere | X = S(2,3,7)| Observe que x°*(X) = x°(5(2,3,7)) = 1

Neste caso, os X’s hiperbolicos relevantes de acordo com (a), excluindo o préprio X,

Sao
S(2,7,7) S(3,3,7) S(3.7.7) S(7.7.7)

Além disso,

orb _ 3 orb _ 4
8 4
orb _ orb _ _

Logo,
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USRI (ST
P(5(2,3,7) T xoP(5(2,3,7)
Xorb(s(?)? 77 7)) _ 16 Xorb(5(77 77 7)) _ 24
X(S(2,3,7) 7 xoP(8(2,3,7) T
orb ),Z
e entao d = iOIbEX; , em todos os casos, é um inteiro e (b) nao ¢ um problema. Entretanto,

em dois dos casos d < 11 e ja trabalhamos esses casos no Passo (I). Deste modo, nos resta

trabalhar os seguintes casos

o S(3,7,7) 195 5(2,3,7);

Neste caso, devemos ter 3 --» 3 e (7,7) --» 7. Isto nos fornece as partigoes II; =
(2,...,2), Il = (3,...,3,1) e [I3 = (7,7,1,1) que d& origem ao seguinte candidato
L RN <

(7,7,1,1),(8,...,3,1),(2,...,2)

24:1

o S(7,7,7)--+5(2,3,7).

Neste caso devemos ter (7,7,7) --» 7. Isto nos fornece as parti¢oes 11} = (2, ...,2),

I, = (3,...,3) e Iy = (7,7,7,1,1,1) que da origem ao seguinte candidato
S ———)——+——2+4:—1——)——+——+ S.
(T7,71,1,1),(3,..,3),(2,....2)

1
— 24"
Neste caso, os X's hiperbolicos relevantes de acordo com (a), excluindo o proprio X,

Seja | X = 5(2,3,8)| Observe que x°™(X) = x°™(5(2,3,8)) =

Além disso,

1
Xorb<S(2’47 8)) = _ga Xorb(8(27878)) = T
1 )
orb 4)) = —— orb _
1 7
orb _ - orb - _
orb _ _3 orb _ _1
3 1
X"(S(4,4,8) = =2 X"V(S(4,8,8)) = =3,
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Logo,

Xorb<s(2a4? 8)) _3 Xorb(5(2>878)) —6
X(8(2,3,8)) T xoP(8(2,3,8))
XP(S(3,3,4)) _ X"(5(3,3,8)) _ .
Xorb<s(2’3? 8)) ’ Xorb(s(2>378)) ’
X(S(3,4,4)) _ X"(5(3,4,8)) _
Xorb<s(2a3? 8)) , x°rP 5(273’8)) ’
CUSE8Y) L S Y)
x(5(2,3,8)) Coxr(8(2,3,8)
CUSUA)  A(SE8E)
XoP(5(2,3,8)) T xo(8(2,3,8)) ’
SE.8.8)

x(5(2,3,8)) ’

e entao d = izrzgﬁs , em todos os casos, é um inteiro e (b) nao ¢ um problema. Entretanto,

na maioria dos casos d < 11 e ja trabalhamos esses casos no Passo (I). Deste modo, nos

resta trabalhar os seguintes casos

o S(4,8,8)%55(2,3,8);
Neste caso, devemos ter (4,8,8) --» 8. Isto nos fornece as parti¢oes I1; = (2, ...,2),
I, = (3,..,3) e II3 = (8,2,1,1) que da origem ao seguinte candidato
12:1

S-—=3--9--3--3--3--2 5.
(8,2,1,1),(3,...,3),(2,...,2)

15:1

o 5(8,8,8)-255(2,3,8).

Neste caso deveriamos ter (8,8,8) --» 8. Isto nos forneceria a particao II; =

(2,...,2), que é incompativel com d = 15.

1
18
Neste caso, os X's hiperbolicos relevantes de acordo com (a), excluindo o proprio X,

Seja | X = 5(2,3,9)| Observe que x°™(X) = x°(5(2,3,9)) =

Sa0
5(2,9,9) 5(3,3,9) S(3,9,9) 5(9,9,9).

Além disso,
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Assim,
CH2,9.9) L x(S3,3,9)
X(8(2,3,9) 7 xot(8(2,3,9)
X(5(3,9,9) o XTS09.9,9)
x°*(5(2,3,9)) ’ X (5(2,3,9)) ’
XX o -
e entao d = XOT(X)’ em todos os casos, ¢ um inteiro e (b) ndo é um problema.

Descartando os casos d < 11 (ja trabalhados no Passo (1)), resta trabalhar apenas o

caso

12:1

e 5(9,9,9)-2>5(2,3,9).

Desta forma, devemos ter (9,9,9) --» 9, o que nos leva as partigoes II; = (2, ..., 2),

I, = (3,3,3,3) e II3 = (9,1,1,1), que por sua vez dao origem ao candidato
S ——-)——-)——1-)2:—1—-)———)——-> S.
(9,1,1,1),(3,3,3,3),(2,...,2)

1
Seja | X = S(2,3,10) | Observe que x°*(X) = x°™(5(2,3,10)) = ~15

Neste caso, os X's hiperbolicos relevantes de acordo com (a), excluindo o proprio X,

Sao

5(2,5,5) S(2,5,10) S5(2,10,10) S5(3,3,5) S5(3,3,10) S(3,5,5)
$(3,5,10) S(3,10,10) S(5,5,5) S(5,5,10) S(5,10,10) S(10,10,10).

Temos ainda que

1 1
x°(S(2,5,5)) = L X°(5(2,5,10)) = —=
3 2
orb 10.1 - _ orb _
x*(5(2,10,10)) 0 X (5(3,3,5)) 5
7 4
orb 1 - _ orb — _
X (5(3,3,10)) 30’ X (5(3,5,5)) R
11 7
orb 1 — _ orb 10.1 _
x*(S(3,5,10)) 30’ x*(5(3,10,10)) 5
2 1
X (S(5,5,5)) = —= X (S(5,5,10)) = —5
7

x°(S(5,10,10)) = —g, x°(5(10,10,10)) = ——.



130

Capitulo 6.

Recobrimentos Orbifolds com y°™ < 0

Logo,

Xorb(8(27 5, 5)) _ 3

X™(S(2,5,10)
x(5(2,3,10)

X(S(3,3,5))
Xorb(s(2> 3, 10)) 7

) _
7 =3

P(S(3,3,10) T x"™(5(3,5,5)) _
(5(2,3,10)) 27 xoP(5(2,3,10))
P(5(3,5,10)) 11 x°™®(5(3,10,10)) _
ob(5(2,3,10)) 2’ xo*(S(2,3,10))

X(S(5,5,5)) Y*(5(5,5,10)) 15
°(S(2,3,10)) 7 x“(S(2,3,10)) 2’
x"(5(5,10,10)) 9 X°°(8(10,10,10)) 21
x°b(S(2,3,10)) ’ xo(S(2,3,10)) 2

Observe que os casos em que d =

ser descartados.

foram trabalhados no Passo (I). Portanto, para X =

acrescentado.

X = 5(2

Seja

,3,11) |

X (X)
Xorb (X)

Observe que x°™*(X) = x°*(5(2,3,11)) = ——

nao é um inteiro, por (b), devem

Além disso, em todos os outros casos tem-se d < 11 e estes ja
S(2,3,10) nenhum candidato é

5
66

Neste caso, os X’s hiperbolicos relevantes de acordo com (a), excluindo o préprio X,

sao
S(2,11,11)

Além disso,

xX°P(S(2,11,11)) =

x°(S(3,11,11)) =

Assim,

X (S(2,11,11))

S(3,

P (S(3,11,11 ) _

)
X (5(2,3,11))
)
)

™ (S(2, 3, 11)

Portanto, em todos os casos tem-se que d =

devem ser descartados. Deste modo, X = 5(2

Finalmente, seja | X = 5(2,4,5) |

3,11) S(3,11,11) S(11,11,11).
7 b 8
—— (5(3,3,11)) = ——
S (S0, 1) = — o
1
——6, XP(S(11,11,11)) = -8
11
J2 NSE3) 16
5’ xoP(S(2,3,11)) 5
32 xP(S(11,11,11)) 48
57 xo*(S5(2,3,11)) 5
orb( v
X
nao é um inteiro e, por (b),
Xorb(X) ( )
,3,11) nao nos fornece candidatos.
1
Observe que x°*(X) = x°™*(5(2,4,5)) = ~55°

Neste caso, os X's hiperbolicos relevantes de acordo com (a), excluindo o proprio X,
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S(2,5,5) S(4,4,4) S(4,4,5) S(4,5,5), S(5,5,5).

Além disso,

1 1
orb _ orb e
XT(5(2,5,0)) = =150 XT(S(4,4,4) =~
6 7
orb 4.4 — _ orb 4 _
XS4, 4.5)) = =55, xT(5(4,5,5)) =~
2
X (S(5,5,5)) = —=
Deste modo,
X(S(2,5,5)) XP(S(4,4,4)) .
X(8(2,4,5)) T xoR(S(2,4,5)
CHSEAE) o SE5E)
X(8(2,4,5)) 7 xoR(S(2,4,5)
Xorb(S(575?5)) g
Xt (8(2,4,5))
~ _ Xorb(j\(/') ) ‘ ‘ 3 )
e entao d = XOT(X)’ em todos os casos, é um inteiro e (b) ndo é um problema. No

entanto, em todos casos d < 11 e ja trabalhamos esses casos no Passo (I). Portanto,
X = 5(2,4,5) nao nos fornece novos candidatos.
Isto conclui o Passo (III) e a demonstragao.

[l

Para os candidatos a recobrimento do teorema 6.1, uma abordagem geométrica como
as realizadas no capitulo 5 nao é igualmente necessaria, pois, a realizabilidade pode ser
totalmente analisada usando uma técnica completamente diferente, a saber, os dessins

d’enfant de Grothendieck, revisados no Capitulo 4. De fato, mostraremos o seguinte:

Proposicao 6.2. Dentre os candidatos a recobrimento do Teorema 6.1,

6:1 8:1 9:1
S--r--3--3--9--3--3 5, S--r--3--3--3--3--3 5, S--v--3--3--3--3--3 5,
(5,1),(4,1,1),(2,2,2) (7,1),(3,3,1,1),(2,...,2) (7,1,1),(3,3,3),(2,...,2,1)

10:1 12:1 12:1
S-—r--3--3--3--3--3 5, S--r--3--3--3--3--3 5, S-—r--3--3-—-3--3--3 5,
(8,1,1),(3,3,3,1),(2,....2) (8,2,1,1),(3,1+-3),(2,.1-12) (9,1,1,1),(3,::1,3),(2,--:12)

24:1
S--9--3--3--3--3--3 5,
(T, L1L1),(3,003),(2402)
sao realizdaveis, enquanto
8:1 16:1

S-c—r-—3-3--93-—>35 e S--3--3-——--3--3--—0F5
(5717171)7(474)’(2y"'72) (7777171)7(37"'7371)7(27"'72)



132 Capitulo 6. Recobrimentos Orbifolds com y°™" < 0

SA0 ercepcionais.
. . oy 6:1
Demonstracao. O dessin d’enfant provando a realizabilidade de S --+--+--3--3--3--3 §
(5,1),(4,1,1),(2,2,2)

pode ser visto na figura 6.1.

@ Virtices p/m'{ymmfa Particio
@ Virtices dn terceira Partiio

6:1

Figura 6.1: Realizabilidade de S S
(5,1),(4,1,1),(2,2,2)

O dessin d’enfant representado na figura 6.2 prova a realizabilidade de
S ——-)——-)——§:1—-)——->——-) S.
(7,1),(3,3,1,1),(2,...,2)

@ Virtices p/m'tfgumfa Particio
@ Virtices dn terceiva Partigio
8:1

Figura 6.2: Realizabilidade de S --+--+--3--3--3--5 §.
(7,1),(3,3,1,1),(2,...,2)

A realizabilidade de S —-+—-3--3--+-—3--5 S & provada através do dessin d’enfant da

(7,1,1),(3,3,3),(2,-.,2,1)
figura 6.3.

@ Virtices p/m‘eymw/ﬂ Particio
@ Virtices dn terceira Partigiio

Figura 6.3: Realizabilidade de S SN NN )
(7,1,1),(3,3,3),(2,..,2,1)

. 1. 10:1
O dessin d’enfant provando a realizabilidade de S --+--3--+--3--3--3 5 pode ser
(8,1,1),(3,3,3,1),(2,...,2)

visto na figura 6.4.
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@ Virtices /m'@mw/ﬂ Partigio
@ Virtices dn terceira Partigiio

Figura 6.4: Realizabilidade de S S
(8,1,1),(3,3,3,1),(2,...,2)

O dessin  d’enfant representado na figura 6.5 prova a realizabilidade de

12:1
S——r——r——3——3-——>-—5 5.
(8727171)7(37"'73)7(27"'72)

o Vérﬁcey/awﬂunﬁ Partigio
@ Virtices da terceiva Partigiio

Figura 6.5: Realizabilidade de S S
(8,2,1,1),(3,.,3),(2,..,2)

12:1
A realizabilidade de S --+--+--3--3--3--5 5 é provada através do dessin d’enfant da

(9,1,1,1),(3,+-,3),(2,---,2)
figura 6.6.

@ Virtices dn J'ggmm/a Partigio
@ Virtices dn terceiva Partigio

Figura 6.6: Realizabilidade de S SN <N )
(9,1,1,1),(3,..,3),(2,...,2)

24:1
O dessin d’enfant provando a realizabilidade de S --+--+--+--+--3--5 .5 pode ser
(7,7,7,1,1,1),(3,..,3),(2,...,2)

visto na figura 6.7.
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o Vérﬁaew/meyum& Particio
@ Virtices da terceiva Partigiio
24:1

Figura 6.7: Realizabilidade de S --»--+--3--3--3--5 §.
(7,7,7,1,1,1),(3,.,3),(2,-.,2)

. . 8:1 .
Para provar a excepcionalidade de S——+——+)—(—+)——+——+ S, observe que um dessin
(5,1,1,1),(4,4),(2,---,2)

d’enfant relativo as partigoes (4,4) e (2,2,2,2) com pelo menos duas regioes
complementares de comprimento 1 deve ser como mostrado na figura 6.8, assim a terceira
partigao é (4,2,1,1) e ndo (5,1,1,1).

[ ) Vérﬁcew/m%um/a Particio
@ Virtices da terceiva Partigio

Figura 6.8: Excepcionalidade de S NN N )
(5,1,1,1),(4,4),(2,...,2)

. . 16:1 .
Para provar a excepcionalidade de S ——+——(+——+——(+——+) S observamos que um dessin
(7,7,1,1),(3,...,3,1),(2,...,2

realizando-o deveria conter duas regioes de comprimento 1, portanto deveria ter a forma
descrita na figura 6.9, onde novamente os vértices vermelhos representam pontos da

segunda particao e os vértices azuis representam pontos da terceira particao.

O— O
I S Wy

. . 16:1 .
Figura 6.9: Um dessin d’enfant realizando S --+--+--+--+--» S deveria ter esta forma.
(777’171)7(37"'7371)7(27"'72)

Observe que alguns pontos da terceira particao foram omitidos.

Note que nao podemos unir as duas regioes de comprimento 1 diretamente pois, neste
caso, perderfamos a conexidade. Também nao podemos unir as duas regioes através do

vértice 1-valente. Deste modo, ou eles irao no mesmo vértice 3-valente como na imagem
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a esquerda na figura 6.10 ou em diferentes vértices 3-valentes como na imagem a direita

na figura 6.10.

o+-0o o+ 1O
1l 1

. . . . . 16:1
Figura 6.10: Tentativas de construir um dessin d’enfant realizando S --+--+--3--+--» S.
(7’77171)7(37"'7371)7(27"'72)

O caso apresentado na imagem a esquerda na figura 6.10 é impossivel porque existe
uma regiao de comprimento 7 que teria comprimento maior do que 7 no dessin completo.
No caso apresentado na imagem a direita na figura 6.10, examinamos onde cada uma
das arestas poderiam ir, dando os casos apresentados nas figuras 6.11 e 6.12, sempre

redesenhando de um modo conveniente.

e DU

Figura 6.11: Casos impossiveis devido as grandes regioes.

OO O+ O
1 |

Figura 6.12: Tentativas de construir um dessin d’enfant realizando S --+--+--+--+--3 §.
(T,7,1,1),(3,0-,3,1),(2,--.,2)

Os casos apresentados na figura 6.11 sao impossiveis por causa das grandes regioes.
Nos casos apresentados na figura 6.12 examinamos onde as cada aresta poderia ir de
modo a nao criar regioes de comprimento 5 ou maiores do que 7, € vemos que em ambos

0s casos existe apenas uma possibilidade, a saber, aquelas descritas na figura 6.13.
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16:1

Figura 6.13: Tentativas de construir um dessin d’enfant realizando S --+--+--3--+--» S,
(T,7,1,1),(3,.-,3,1),(2,...,2)

Em ambos os casos, por causa da regiao de comrimento 6, duas arestas deveriam ir em
um mesmo vértice 3-valente, mas nao ha mais do que duas arestas livres disponiveis, assim
~ . . 16:1
novamente nao podemos completar o dessin de modo a realizar S --+--+3--3--3--» §.

(T,7,1,1),(3,.-,3,1),(2,...,2)
A prova esta completa.

]

Como uma conclusao notamos que o Teorema 6.1 e a Proposicao 6.2 estao muito
longe de fornecer uma analise completa de ralizabilidade e excepcionalidade de um
candidato a recobrimento com candidato entre orbifolds associado do tipo hiperboélico,
porque muito frequentemente os orbifolds envolvidos nao sao triangulares. Por exemplo, o

10:1

candidato a recobrimento ramificado entre superficies S --+--+--3--3--» S considerado
(47472)7(4727272)7(671717171)

na primeira coluna da Tabela 2 em [20] é excepcional, e o candidato entre orbifolds
associado S(6,6,6,6,2,2,2,2) --» S(4,4,6) é hiperbolico mas nio é triangular.

Em [12] encontramos também um estudo detalhado do estrato Cy, a saber, considera-se

S(a, B,7,0) — S(p,q,7)-

A técnica 14 utilizada é andloga a empregada para o estrato C3. Dentre os principais

resultados destaca-se o seguinte:

Teorema 6.3. Ezxistem 141 candidatos a recobrimentos ramificados entre superficies
tendo um candidato a recobrimento entre 2-orbifolds associado X --> X com X sendo a
esfera com quatro pontos de cone e X sendo um orbifold triangular hiperbdlico. Dentre

eles, existem 29 excepcionais e nenhum caso ocorre em graus primos.
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