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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma discussao a respeito das Representacoes dos Gru-
pos Simétrico S,, e do Grupo Alternante A,,. Estudaremos resultados bésicos da
Teoria de Young sobre as representagoes do grupo simétrico para encontrarmos a
decomposicao da algebra de grupo F'S,, em subélgebras simples. Depois utiliza-
remos tal decomposicao para encontrar a decomposicao da algebra de grupo FA,
em subéalgebras simples. Por fim empregaremos as informacoes a respeito das de-
composigoes acima citadas, juntamente com a PI-Teoria, para obter a sequéncia de
A-codimensoes para a éalgebra de Grassmann (élgebra exterior) infinitamente ge-

rada.

Palavras-chave: Representagoes. Grupo simétrico. Pl-algebras. A-codimensoes.

Algebra de Grassmann.






Abstract

In this dissertation we’ll present a discussion about the Representations of the Sym-
metric Group S, and Alternating Group A,. We'll study basics results of the
Young’s Theory about the representations of the Symmetric Group and discover
the decomposition of the algebra F'S,, in simple subalgebras. After, we’ll utilize this
decomposition to find the decomposition of the algebra F'A, in simple subalgebras.
Finally, we’ll use this decompositions, together with the PI Theory, for get the se-
quence of A-codimensions for the Grassmann Algebra (Exterior Algebra) infinitely

generated.

Keywords: Representations. Symmetric Group. Pl-algebras. A-codimensions.

Grassmann Algebra.
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Introducao

O estudo das dlgebras com identidades polinomiais (ou PI-dlgebras) é hoje uma
importante vertente de estudos na matemética. Por mais que perguntas a respeito
de PI-algebras fossem encontradas ja na década de 40, foi com o artigo Minimal
identities for algebras de Amitsur e Levitzki, em 1950, que a teoria das dlgebras com
identidades polinomiais (PI-teoria) tornou-se de fato consolidada. Nesse trabalho
foi provado, por métodos combinatérios, que o polindémio standard de grau 2n é
identidade para a algebra das matrizes quadradas M, (F).

Desde entao a teoria das PI-algebras tem se consolidado e atraido significativo
esfor¢o de investigacao. Em 1972, Amitai Regev em seu artigo ““ Ezistence of identi-
ties in A® B”, apresentou os conceitos de codimensao de uma algebra com o intuito
de aplicar a teoria das representacoes dos grupos simétricos a Pl-teoria.

Este trabalho tem como objetivo explorar as representacoes dos grupos simé-
trico e alternante bem como sua aplicacao a Teoria das PI-adlgebras, mais especifica-
mente nas decomposicoes de tais representacoes em irredutiveis e sua aplicacao ao
calculo das codimensoes e A-codimensoes.

No primeiro capitulo, discutiremos as representagoes de um grupo finito G e
de um algebra associativa e unitaria A. Introduziremos os conceitos de G-modulos
e A-modulos e exploraremos suas propriedades. Definiremos a algebra grupo F'G e
provaremos a equivaléncia entre suas representacoes e as representagoes do grupo
G. Esta equivaléncia nos dara importantes informagoes a respeito da decomposigao
de F'G e de suas representagoes irredutiveis.

No segundo capitulo, estudaremos mais detalhadamente as representacoes dos

grupo simétrico, seguindo de perto e complementando a exposi¢ao de Regev e Henke,
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[1]. Comegaremos com o conceito de partigdes de um nimero natural, seguindo-se a
este os conceitos de diagrama e tableau de Young. Através dos diagramas e tableau
de Young serao construidos as representacoes irredutiveis do grupo S,. Também
serao obtidas importantes propriedades dessas representacoes que nos possibilitarao
encontrar uma decomposi¢ao para F'S,, em ideais minimais a esquerda.

No terceiro capitulo, ainda seguindo [1], utilizaremos a decomposigao de F'S,
obtida no capitulo dois, juntamente com o fato de que A,, C .S,,, para encontrar uma
decomposigao explicita para F'A,, em termos de seus ideais minimais & esquerda.

No quarto e ultimo capitulo, aplicaremos a teoria desenvolvida nos capitulos
precedentes ao estudo das A-identidade e A-codimensoes, como em [3]. Em parti-
cular, encontraremos o valor exato das A-codimensoes para Algebra de Grassmann

infinitamente gerada.
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Capitulo 1

Definicoes preliminares

1.1 Representacoes de Grupos

Ao longo deste trabalho, a menos que deixemos explicito o contrario, conside-

raremos F' um corpo de caracteristica zero.

Definicao 1.1.1. Sejam G um grupo e V um F-espaco vetorial. Uma represen-
tacio de G em V é uma fungdo ¢ : G — EndpV que satisfaz p(e) = Idy e
p(gh) = ¢(g)p(h), para todo g, h € G.

Observemos que para todo g € G, Idy = ¢(e) = p(997") = p(g9)¢(g™ ), ou
seja, (g)™t = @(g71), e assim p(g) € GL(V). Portanto podemos considerar ¢ como
um homomorfismo de grupos, ¢ : G — GL(V).

A dimensao de V' é chamada grau da representagao .

Definicao 1.1.2. Seja G um grupo finito. Dizemos que um espago vetorial V' é um

G-mddulo, se existe uma aplicagao

o GxV —V

(g, v) —g-v

possuindo as seguintes propriedades:
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iii) g+ (M) = Xg - v);
iv) g1 (g2-v) = (9192) - v;

para quaisquer ¢, g1, g2 € G,v,v1,v3 € V, A € F. Dizemos que a aplicagao “-” define

uma a¢ao de G em V e que G age sobre V.

Observacao 1.1.3. Dada ¢ representacao de G em V podemos definir a acao
- GxV — Vvia g-v := ¢(g)v. Pode ser mostrado que V munido deste
produto torna-se um G-modulo.

Por outro lado, se V' é um G-moddulo, entao definindo ¢ : G — GL(V') por
©(g)v = g - v, temos que p é uma representagao de G em V.

Isto estabelece uma correspondéncia biunivoca entre as representagoes de G e

seus G-modulos.

(1A

Por simplicidade é usual abolir o uso do “-” para representar o produto em um

modulo. Por exemplo, escrevemos simplesmente gv para g - v.

Exemplo 1.1.4. Sendo G um grupo e V um F-espago, temos que

v:G— GL(V)

g — »lg) = ldy
é uma representacao de GG em V. Esta representacao é chamada representacao
trivial. Quando dimV = n, podemos definir a representacao trivial matricial da

seguinte forma

©: G — M,(F)
gr—(g) =1,
onde I, é a matriz identidade n x n.

De um modo geral, se V é um F-espaco vetorial de dimensao finita n e
¢ : G — GL(V) é uma representagao, entao devido ao isomorfismo existente entre
GL(V) e M,(F), podemos considerar ¢ : G — M, (F') como uma representacao

matricial.

Definicao 1.1.5. Seja W C V um subespaco vetorial, dizemos que W é p-invariante

se p(g)(W) C W para todo g € G. Como ¢(g) é automorfismo, entdo ¢(g)|w
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¢ também automorfismo, o que nos permite definir gy : G — GL(W) por
ow(g9) = w(g)lw. Dizemos que @y ¢ uma subrepresentagio, ou que W é G-

submddulo de V.

Definigao 1.1.6. Sejam ¢ : G — GL(V), ¢ : G — GL(W) duas representagoes
de G e f:V — W uma transformacao linear. Dizemos que f é um homomorfismo
de representagoes (ou de G-modulos) se para todo g € G vale fop(g) = 1(g)o f, ou
em linguagem de G-modulos, f(gv) = ¢gf(v) para todo v € V. Neste caso, também
dizemos que f é G-equivariante. Quando f for bijetora, diremos que ¢ e 1) sao
equivalentes e escreveremos ¢ = 1, (ou V = W como G-mo6dulos).

Agora se nao existe f : V — W um isomorfismo de G-mddulos, entao dizemos
que V e W sao inequivalentes entre si.

O conjunto de todos estes homomorfismos sera denotado por Homg(V, W).

Exemplo 1.1.7. Sejam ¢ : G — GL(V) e ¥ : G — GL(W) duas representagoes
de G e seja f: V — W, G-equivariante. Entao Ker f, Im f sao submodulos de V

e W, respectivamente. De fato:

i) Para todo v € Ker f, g € G temos f(gv) = gf(v) = g0 = 0. Logo gv € Ker f e
portanto Ker f é submodulo de V.

iil) Para todo w € Imf e g € G, existe v € V tal que w = f(v), logo
gw = gf(v) = f(gv) € Im f e portanto Im f é submoédulo de W.

Definigao 1.1.8. Uma representacao ¢ : G — GL(V), é irredutivel se os tnicos

subespagos g-invariantes de V', sdo {0} e V. Caso contrario, ¢ é redutivel.

Na linguagem de G-modulos, dizemos que um G-moédulo é simples se seus

tnicos G-submodulos sao os subespagcos triviais.

Por abuso de linguagem, vamos usar os dois termos (irredutivel, simples) in-

distintamente.

Exemplo 1.1.9. A representacao
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0: Z— GL(R?)
1 n

0 1

n+——

de Z em R? ¢ redutivel, pois o subespago W = {(\, 0)|\ € R} satisfaz o(n)(W) C W
para todo n € Z.

Exemplo 1.1.10. Toda representacao de grau 1 é trivialmente irredutivel. Se G
¢ grupo finito (ndo trivial), entdo toda representacao de grau maior que #G ¢é
redutivel. De fato, suponhamos que ¢ : G — GL(V) seja uma representacgao de
G tal que dimV' > #G. Sendo vy € V um vetor nao nulo, W = (p(g)(vo)|g € G)
¢ um subespago nao nulo, pois vy = Idy(vg) = p(e)(vg) € W. Além disso, se
w € W entao existe h € G tal que ¢(h)vy = w, assim para todo g € G temos
o(g9)(w) = v(g)p(h)(ve) = ¢(gh)(vg) € W, ou seja, W ¢é p-invariante. Como
dimV > #G > dim W, temos que W é um subespago proprio e g-invariante. Assim

V' é redutivel.

Lema 1.1.11. (Lema de Schur para G-modulos) Sejam ¢ : G — GL(V) e
Y G — GL(W) duas representagoes irredutiveis de G e seja f : V. — W

G-equivariante. Entao:

i) Ou f = 0 ou f é isomorfismo de G-modulos. Isto ¢, Homg(V, W) é algebra

com divisao.

ii) Se F' é algebricamente fechado e W =V entao f = Aldy para algum \ € F.
Isto ¢, Endg(V) = F.

Demonstracgao:

i) Como Ker f é submodulo de V' e ¢ é irredutivel temos Ker f = V ou
Ker f = {0}. Caso Kerf = V, entdao f = 0. Caso Ker f = {0}, entdo f é in-
jetora. Ademais, Im f # {0} é submodulo de W e este é simples, assim Im f = W,

e portanto f é sobrejetora. Isso mostra que f é equivaléncia.
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ii) Sendo F' algebricamente fechado, entdo f possui um autovalor A € F' e um
autovetor associado v € V. Sendo g = f — Aldy, temos que g é operador linear
G-equivariante. Além disso, g(v) = f(v) — Av = Av — Av = 0, ou seja, v € Kerg, e
assim Ker g # {0}. Pelo item i, g = 0 e portanto f = A dy. [

O seguinte resultado é mais convenientemente expresso na linguagem de modulos.

Teorema 1.1.12. Seja V um G-moédulo. Sao equivalentes:

i) V.=>V;, em que {Vj|i € I} ¢ uma familia de G-submo6dulos simples de V.
i€l

i) V=V, em que {V;]i € I} é uma familia de G-submoédulos simples de V.
iel

iii) Para todo G-submodulo W; de V' existe um G-submodulo Wy de V' tal que
V =W; @& W5 como G-modulos.

Demonstragao: Podemos encontrar a demonstracao deste teorema em [9], capitulo

IX, teorema 3.6. u

Definigcao 1.1.13. Um G-modulo V' (respectivamente uma representagao
¢ G — GL(V)) é completamente redutivel se possuir uma, e consequentemente

todas, das propriedades do teorema acima.

Exemplo 1.1.14. Se ¢ : G — GL(V) é uma representagao irredutivel, entao em

particular, ¢ é completamente redutivel.

Exemplo 1.1.15. Sejam F = Zy, T : F? — F? tal que T(z,y) = (z +y,y) e
¢ 1 Zy — GL(F?) definida por ¢(0) = Idpz, p(1) = T. Notemos que
10

T = possui A = 1 como tnico autovalor cujo autovetor associado é (1,0).
11

Assim, considerando W = ((1,0)), vemos que W é um subespago T-invariante,
consequentemente o tinico p-invariante. Portanto, ¢ é redutivel, porém nao é com-

pletamente redutivel.

Teorema 1.1.16. (Maschke) Seja G um grupo finito e F' um corpo de caracteristica
zero. Se ¢ : G — GL(V') é uma representagao de grau finito e W um subespago ¢-
invariante de V', entao existe W; subespago ¢-invariante de V' tal que V- =W & Wj.

Em outras palavras, ¢ é completamente redutivel.

18



Demonstragao: Definamos o operador P : V — V| tal que P(u) =0 se u € U,
P(w) = wse w € W. Entao, P é a projegao de V em W e valem P|y = Idy, P? =
P eIm P =1W. Tomando

S: V—V

v #QGGW(gl)Pw(g))(v)

temos S linear, pois é soma de lineares. Como para todo g € G temos:

e(g " Pe(g)(V) =g HYP(V) = (g H(W) =W

Entao, ImS = W. Além disso, se w € W entao tomando para cada g € G,

w, = ¢(g)w, temos w, € W pois W é p-invariante, logo:

w9~ Po(g)w = p(g~ ") P(w,) = ¢(g™ ") (wy) = w

Assim S(w) = w para todo w € W, ou seja, S|w = Idy. Por fim, para todo v € V'
temos S(v) € W logo S?(v) = S(S(v)) = S(v), assim S? = S.

Desta forma, S ¢é também a projecao de V em W, logo vale
V =KerS & ImS = KerS & W. Vamos mostrar que Ker .S é p-invariante. Se-

jam v € Ker S, h € GG, entao:

p(h™")Sp(h)(v) = %Z(w(h)so(g)Pw(g‘l)w(h‘l))(v)
geG
|
= 2= (phg)Po(g~ h™"))(v)
#G;w 9)Peo(g
~ Z6 L E@Pel)
geG
= S(v)
~ 0

Logo ¢(h™1)Sp(h)(v) = 0 e assim S(¢(h)(v)) = 0, ou seja, p(h)(v) € Ker S. Por-

tanto Ker S é op-invariante. |

Definicao 1.1.17. Sejam V um G-moédulo e My, --- | M,, G- submoédulos simples
de V. Dizemos que os M;’s ocorremem V se V=M, & --- ® M,,.

19



Pode ser mostrado que a equivaléncia de moédulos é uma relacao de equi-
valéncia na classe das representagoes de G. Sendo assim, podemos particionar o
conjunto {Mj,---, M,} dos submoédulos irredutiveis de G que ocorrem em V' em
classes de equivaléncia. Vamos indicar a classe de equivaléncia de M; por C;. Entao

C; = {M;|M; = M;}.

Definicao 1.1.18. Sejam My, --- , M,, G-submoédulos simples que ocorrem em V.

Definimos a componente isotipica de V' que contém M, por [; = @ M;.
MiECj

E obvio que M; = M; se, e somente se, I; = I;. Ademais se I; # I; entao

I;NI; ={0}.
Lema 1.1.19. Sejam V um G-moédulo e N um G-submoédulo proprio de V.

i) Se My,---, M, ocorrem em V entdo existem ji,---,j € {1,2,--- ,n} tais

que V=N@M; & - D M.

ii) Se Nj, Ny sdo submoédulos de V' tais que V.= N @& N; = N @ Ny, entao

Ny = Ns.
Demonstragao:
i) Como N C V deve existir j3 € {l,---,n} tal que M; C N, assim

M;, "N = {0}, pois M;, é simples. Se N & M;, =V, esta provado. Caso contrario
deve existir jo € {1,--- ,n} tal que M;, N (N @& M;,) ={0}. Se V=N M; & M,,
acabou. Se nao, o processo continua. Como V = M; & --- & M, o processo deve

parar em algum momento e assim temos o resultado.

ii) Dadov € Ny CV = N@® N,, existem tnicos u € N, w € N, tais que v = u+w.
Assim podemos definir f : Ny — N, onde f(v) = w. Esta aplicagdo é claramente
um homomorfismo de G-moédulos e seu nucleo é exatamente NNN; = {0}. Ademais,
se w € Ny, existem u € N, v € Nj tais que w = u+wv e assim v = (—u)+w, portanto

f(v) = w. Concluimos entao que f é isomorfismo de G-modulos. |

Proposigao 1.1.20. Sejam V e W G-moédulos isomorfos. Se V= M; @ --- & M,
eW = N @---® Ny, onde os M;’s e N;’s sao submodulos simples de V' e W,
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respectivamente, entdo m = n e, para todo ¢ = 1,--- ,n, M; = N; (reordenando os

Nj’s se necessario).

Demonstragao: Sendo f : V — W tal isomorfismo, temos que f(M;) é um
submoédulo simples de W, parai=1,--- ,n,eque W = f(My) @ --- & f(M,).

Vamos aplicar indugao sobre n. Se n = 2 entao W = f(M;) ® f(Ms) e,
pelo lema anterior, existe j € {1,2}, que sem perda de generalidade assumiremos
ser j = 2, tal que W = Ny @ f(Ms). Pelo lema anterior, N7y = f(M;) = M; e
No@---® N, = f(My) = M,. Como M, é simples, devemos ter m = 2 e assim,
Ny = M.

Vamos supor, por hipdtese de indugao, que a afirmacao seja verdadeira para

2 <k <n—1. Pelo lema anterior, devem existir jy,---,j € {1,---,n} tais que
W =N&f(M,)®- @ f(My) eassim f(My,) & @ f(M;) =N @+ & Npp.
Como [ < n, temos por inducdo que | = m — 1, M; = N,,--- , M, = N,,. Sendo

Lty gt ={1,2,--- ;n} —{j1, -+ , 71}, temos:
W= (f(Mj,,)®-&f(M,) e (f(M) & & f(M;,))

Assim pelo lema anterior N} = f(M;,,

)& - @ f(M;,). Mas como Nj é simples,
devemos ter n =1+1=me Ny = f(M; )= M,,. [

Teorema 1.1.21. Seja V um G-moédulo de dimensao finita e M um submoédulo

simples de V' entao:

i) M esta contido em alguma componente isotipica I de V.

ii) Se N é um submoddulo simples de V' tal que N = M, como G-modulos, entao

N C I, onde I é a componente isotipica de V' que contém M.

Demonstracgao: Consideremos M = M.

i) Pelo teorema de Maschke, V = M; & --- @ M, onde os M;’s sdao submodulos
simples de V. Basta entao tomar a componente isotipica de V' gerada por M; com

relacao a esta decomposicao.
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ii) Suponhamos, sem perda de generalidade, que My, --- , My sado todos submodu-
los inequivalentes entre si tais que V = I; @ - - - @ [.. Suponhamos por absurdo que
N ¢ I, entdo N NI, = {0} pois N ¢ simples. Assim I} ® N ¢ submodulo de V e
pelo Teorema de Maschke existe U submoédulo de V tal que V =1, & N & U. Pelo
item ii) do lema anterior, N U = [, & - -- @ I, e pela proposi¢ao acima deve existir

um M;, com j € {2,---,k}, tal que N = M;, portanto M; = N = M;. Absurdo! B

Observagao 1.1.22. Isso nao significa que N seja igual a um dos submoédulos

simples que formam /.

Uma consequéncia direta deste teorema ¢é que, embora um G-médulo possa
ter intimeras decomposicoes em submodulos irredutiveis, quando considerarmos sua

decomposi¢ao em componentes isotipicas, esta serd tnica.

1.2 Representacoes de Algebras

Vamos recordar a definicao de algebra sobre um corpo F'.

Definigao 1.2.1. Seja A um espago vetorial sobre F'. Diremos que A é uma dlgebra

sobre F' se existe uma operacao binéria interna % : A x A — A bilinear, isto é:
i) ax(b+c)=axb+axc
i) (b+c)xa=bxa+cx*a;
iii) a(a*b) = (aa) *b=ax* (ab);
para quaisquer a,b,c € Ae a € F.

Definigao 1.2.2. Uma algebra A é:

e unitdria se existe um elemento e € A tal que exa = axe = a para todo a € A.

Denotaremos e = 1.
e associativa se a * (b ¢) = (a % b) * ¢ para quaisquer a,b,c € A.
e comutativa se a x b = b* a para quaisquer a,b € A.
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Exemplo 1.2.3. Seja A o espago vetorial F" = F'x F'x---x F munido das seguintes

operagoes:
(Cll,"' 7an) + (bla"' 7bn) = (al +b17"' 7an+bn)
a(ah' o aan) - (O[Cll, e 7aan)

(a1, an) x (b1, -+ by) = (a1by, -+, anbn)

Por um calculo direto pode-se facilmente ver que A é uma &algebra associativa, co-

mutativa e unitéaria sobre F'.

Exemplo 1.2.4. Sendo M, (F') o conjunto das matrizes n X n com entradas em F’
e considerando sobre ele as operagoes usuais de soma, multiplicacao e multiplicacao
por escalar de matrizes, temos que M, (F) é uma algebra associativa e unitaria

porém nao comutativa.

Exemplo 1.2.5. Seja V um espago vetorial sobre F' e Endg(V) o espago vetorial
dos operadores lineares de V. Com as operagoes usuais de soma e multiplicacao
por escalar de operadores, Endg (V) é um espago vetorial sobre F'. Ademais, com
a composic¢ao de operadores, Endp (V) é uma élgebra associativa unitaria. De fato,
podemos verificar de imediato que a composicao de operadores é bilinear, associativa

com unidade:
i) Paratodov e Ve f, g, h € Endp(V) temos:
(folg+h)(v) = [flg(v)+h(v))
= (fog)(v)+(foh)(v)
= ((feog)+(foh))(v)
logo fo(g+h)=fog+ foh.
ii) Paratodov € Ve f, g, h € Endp(V) temos:
(f+g)oh)(v) = (f+9)(h(v))
— foh(v)+goh(v)
= (foh+goh)(v)
logo (f+g)oh=foh+goh.
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iii) Para todov €V, f, g € Endp(V) e A € F temos:

A(fog))v) = Af(g(v))
= (Af)eg)(v)
= (fo(Ag))(v)
logo A(fog) = (Af)og=fo(Ag)
iv) Paratodov € Ve f, g, h € Endp(V) temos:
((feg)oh)(v) = (fog)(h(v))
= [f(h(g(v)))
= folgeh)(v)
logo (fog)oh=fo(goh).

v) Sendo Idy o operador identidade de V', entao para todov € Ve f € Endg(V)

temos:

((foldy)(v) = f(ldv(v)

= f(v)
= [dV ©) f(U)
logo Idy o f = foldy.
Em geral, Endp(V) ¢é uma algebra nao comutativa, se
dimV > 1. Por exemplo, se B = {vy, v} é uma base para V, podemos con-

siderar os operadores f, g € Endg(V) definidos por f(v1) = 0, f(v2) = v1 e
g(v1) = vz, gvz) = 0. Temos (f o g)(vi) = w1 e (go f)(v1) =0, logo go f# fog.

Definicao 1.2.6. Sejam A e B duas algebras. Um homomorfismo de algebras

é uma transformacao linear ¢ : A — B tal que para todo aj,as € A vale

plaraz) = p(a1)p(az).
e Se p ¢ injetora dizemos que ¢ é monomorfismo;
e Se  é sobrejetiva dizemos que ¢ é endomorfismo;
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e Se ¢ é bijetora dizemos que ¢ é isomorfismo;,
Definigao 1.2.7. Seja A uma élgebra e I C A um subespaco vetorial.

e Seab € I paratodoa € Aeb e I dizemos que I é ideal a esquerda de A.

e Analogamente, se ba € I para todo a € A e b € I dizemos que I é ideal a

diretta de A.

e Se I éideal a direita e a esquerda de A entao dizemos que I é ideal (bilateral)

de A.

e Se para todo by, by € I tivermos b1by € I entao dizemos que I é subdlgebra de

A.

Exemplo 1.2.8. Seja A uma algebra. E facil ver que {0} e A sdo ideais bilaterais
de A. Agora, sendo x € A e I = {az|a € A}, temos:

e 0 =0z €I,
e yt+z=amzr+ax = (a1 +ay)x €l, Yy z €I,
e \y=Xar=Na)r € [,VAEF,yel;
o by="0(ax) = (ba)r € I,Vbe A,y el
Assim, [ é ideal e esquerda de A.

Exemplo 1.2.9. Sejam A uma algebra e I um ideal a esquerda de A. Como visto
no exemplo 1.2.5, Endp(I) é uma algebra associativa e unitaria. Agora definamos

Enda (1) := {f € Endp(I)|f(az) = af(z), Va € A,z € I},
i) Para todo a € A e x € I temos;
0(az) = 0 = a0(z)
logo 0 € End ().
ii) Paratodoa € A, x € I, f,g € End4(I) temos;
(f + 9)(az) = f(az) + glazx) = af () + ag(x) = a(f + g)(x)
logo f + g € Endu(I).
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iii) Para todo A € F, f € Ends([), a € A e x € I temos;

(Af)(ax) = Mf(ax) = Aaf(z) = a(Af(z)) = a(Af)(z)
logo \f € Enda(1).

Assim End4 (1) é subespago de Endg (7). Ademais, para todo f,g € Enda (1),

a€ A x el temos:
(f og)lax) = f(g(ax)) = flag(x)) = af(9(x)) = a(f o g)(x).
Ou seja, fog e Endy(]). Portanto, End4 (1) é subalgebra de Endp([).

Definigao 1.2.10. Sejam A uma algebra associativa unitaria e V' um espago vetorial.
Uma representagio de A em V é um homomorfismo de 4algebras

¢ : A— Endp(V), onde p(1) = Idy.

Definicao 1.2.11. Seja A uma &lgebra associativa unitaria. Um espago vetorial V

é dito um A-mddulo se existe uma agao

G AXV —V

(a,v) — a-v
com as propriedades:
i) (a1 4+ ag)-v=(a-v)+ (ay-v);
i) a- (v 4+v2) = (a-v1)+ (a-vy);
i) (Aa)-v=a-(\)=\a-v);
iv) ar - (a20) = (aras) - v;
V) 1a-v=v;

para quaisquer a,ai,as € A,v,v1,v9 € V,\ € F.
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Observemos que os itens (i), (ii) e (iii) da defini¢do acima significam que a agao

W

¢ uma aplicagao bilinear.

Observagao 1.2.12. Seja ¢ : A — Endp(V') uma representagdo de uma algebra

A. Definindo a acao

G AXV —V

(a,v) — a-v:=p(a)v
pode-se verificar que V' munido deste produto é um A-moédulo.

Por outro lado, se V' é um A-médulo podemos definir
¢:A— Endp(V)
a— g

onde ¢,(v) = a-v. Fica a cargo do leitor verificar que ¢ é um homomorfismo de

algebras, e que portanto é representagao de A em V.

Desta forma, existe uma correspondéncia biunivoca entre as representacoes de

A e seus A-modulos.

Exemplo 1.2.13. Seja A uma élgebra, entao A é naturalmente um modulo sobre

si mesma, cuja agao é a multiplicacao a esquerda. Vamos denotar este modulo por

Ay
Exemplo 1.2.14. Sendo V um espaco vetorial sobre F' e definindo a acao

CEndp(V) XV - V
(T,v) — T v :=T(v)

temos por um célculo direto que V' é um Endg(V')-modulo.

Exemplo 1.2.15. Sejam A uma &lgebra e [ um ideal a esquerda, assim A/l ¢é

espaco vetorial sobre F'. Definamos a agao

A x AT — AT

(a,b) — a-b:=ab.
Observemos que para todo b,b',a € A temos:
b=b=b-Vecl=alb-V)el=ab—at € =ab—abl =0
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= ab=aVl = a-b=a-V.

W [T

Portanto estd bem definida. Ademais, “-” possui as seguintes propriedades:

1) (a1+a2)~l_):(a1+a2)b:a1b+a2b:a_1b+a_2b:a1'Z_J—i-ag-g;

11) a~(bl+b2):a(bl+b2):abl—l—abg:a_blea_bg:wb_l—i-wE;

iii) (Aa)-b = Xab=a(\b) = a- (Ab) = a- (Ab) = a(\b) = A(ab) = Aab = A(a - b);

Para quaisquer a, ay, as, b, by,by € A, X € F. Logo, com a agao acima definida, A/

é¢ um A-modulo.

Definigao 1.2.16. Seja ¢ : A — Endp (V') uma representacao ou equivalentemente

seja V um A-moédulo.

i) Um subespago W C V' é g-invariante se p(a)(W) C W, para todo a € A.
Equivalentemente, W C V' é um submaodulo de V se a - w € W para todo

ac€AweW.

ii) Dizemos que ¢ ¢é irredutivel se os inicos subespagos invariantes sao {0} e V.
Equivalentemente, V' é irredutivel se os tnicos submodulos sao {0} e V. Neste

caso, também dizemos que V' é um A-modulo simples.

Exemplo 1.2.17. Seja A uma élgebra, e consideremos o A-modulo A4. Se I é um
ideal a esquerda de A, entao para todo a € A, b € I temos que a-b =ab € I, e
portanto I é um submoddulo de A4, ou seja, os submoddulos de A4 coincidem com os
ideais a esquerda de A. Ademais, se I é ideal minimal & esquerda, entao para todo
J ideal & esquerda de A tal que J C I temos J = {0} ou J = I. Seja entdo H um
submoédulo de Ay tal que H C I. Como H é A-submoédulo, em particular, ideal &
esquerda de A, entdo pela minimalidade de [ temos H = {0} ou H = I. Portanto, [
é A-submodulo simples. Desta forma concluimos que I é ideal minimal & esquerda

de A se, e somente se, I ¢ Ajx-mddulo simples.

28



Exemplo 1.2.18. Sejam V um A-mo6dulo e v € V. Definamos Av = {a-v|a € A}.

Um calculo direto nos mostra que Av é um submoédulo de V.

Definicao 1.2.19. Sejam ¢ : A — Endp(V), ¥ : A — Endp(W) duas repre-
sentacoes de A. Dizemos que uma transformacao linear f : V. — W é homo-

morfismo de representagoes (ou de A-modulos), se para todo a € A e v € V vale
fle(a)(v)) = ¥(a)(f(v)) (em linguagem de A-modulos, f(a-v) = a- f(v)). Neste
caso também dizemos que [ é A-equivariante. Além disso, se f for bijetora entao
diremos que f é isomorfismo (ou equivaléncia) de representagoes ( de A-modulos),
e neste caso, ¢ = 1 como representagoes (V e W sao isomorfos, ou equivalentes,

como A-modulos).
Exemplo 1.2.20. Sejam A uma algebra e V um A-moédulo. Fixando v € V e
definindo

T: Ay —V
a—T(a) =a-v
temos que 71" é um homomorfismo de A-modulos.
Exemplo 1.2.21. Sejam A uma algebra e I um ideal a esquerda. Consideremos
T A— A/l
ar—a
a projecao canonica de A sobre A/I. Sabemos que 7 ¢é transformagao linear. Agora,

olhando para os A-médulos A4 e A/I vemos que
mla-b)=a-b=ab=a-b=a-m(b)
para todo a,b € A. Logo, m é homomorfismo de A-médulos.

Exemplo 1.2.22. Sejam V, W A-modulos e T : V. — W um homomorfismo de

A-modulos.

i) KerT é submodulo de V.

De fato, sabemos que KerT' é subespaco de V. Ademais, para todo a € A,
v e KerT temos T(a-v) =a-T(v) =a-0=0,logo a-v € KerT. Assim, KerT é
submoédulo de V
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ii) Im7 é submodulo de W.
Ja temos Im T subespaco de W. Para todo a € A,w € ImT existe v € V tal
que w =T(v) eassima-w=a-T(v)=T(a-v) € ImT. Logo, ImT é submédulo

de W.

[Tp))

Por comodidade aboliremos a partir de agora o uso do na indicacao da acao

de um A-modulo.

Teorema 1.2.23. Sejam f : V — W um homomorfismo de A-moédulos e U
um submoédulo de Ker f. Entao existe um tnico homomorfismo de A-modulos
f :V/U — W tal que f(¥) = f(v) para todo v € V; Imf = Imf e
Ker f = Ker f/U. Ademais, f ¢ um isomorfismo de A-moédulos se, e somente se, f

é sobrejetora e U = Ker f.

Este teorema é conhecido como Primeiro Teorema do Isomorfismo para A-
maodulos. Sua demonstragao pode ser obtida adaptando a demonstragao do teorema

1.7 do capitulo IV de [9].

Proposigao 1.2.24. Se V é um A-moédulo irredutivel, entao existe I ideal maximal

a esquerda de A tal que V= A/I como A-mdédulos.

Demonstragao: Como V é irredutivel entdao V' # {0}. Seja v € V nao nulo, e
definamos Av = {av|a € A}. Sabemos que Av é A-submodulo de V| além disso

v =14v € Av logo Av # {0} e portanto Av = V. Definindo

1/}IAA—>V

a+—— av

vemos que ¢ é transformagao linear. Como v (ab) = (ab)v = a(bv) = ap(b) para
todo a, b € A, entao ¢ é homomorfismo de A-moédulos. Seja I = Ker, logo I é
submodulo de Ay, ou seja, I é ideal a esquerda de A. Ademais, se w € V = Av,
entdo existe a € A tal que av = w, logo ¥(a) = w, e portanto ¥ é sobrejetora.
Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo para A-moédulos, existe ¢ : A/ — V

isomorfismo de A-médulos que satisfaz a (@) = 1(a), para todo a € A.
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Por fim, se J é um ideal a esquerda tal que I C J entao ¢(J) # {0}. Seja
w € Y(J), existe a € J tal que w = av. Como J ¢é ideal a esquerda, entao para
todo b € A temos ba € J e assim bw = b(av) = (ba)v = (ba) € (J), logo ¥(J)
¢ A-submodulo de V', que por sua vez é irredutivel, logo ¢(J) = V. Portanto,
W(J/I) = (J) =V, logo J/I = A/I e assim A = J. Isso mostra que I é ideal

maximal & esquerda de A. [

Proposigao 1.2.25. Se [ ¢ um ideal maximal & esquerda de A entdo A/l é um

A-modulo irredutivel.

Demonstragao: Sejam W um submoédulo de A/I, 7 : A — A/l a projegao
natural de A em A/l e J = 7—'(W). E facil ver que J é subespaco de A. Ademais,
para todo a € A, b € J temos ab = a-b € W logo ab € J e assim J é ideal a
esquerda de A. Mas 0 € W logo I C J, e pela maximalidade de I temos J = I ou
J = A, e portanto W = {0} ou W = A/I. |

Lema 1.2.26. (Lema de Schur para A-moédulos) Seja V' um A-moédulo simples.
Entao, End4 (V') é uma éalgebra com divisao, isto é, para todo a € D, a # 0, existe

ateDtalque ata=aa"! =1

Demonstracao: Seja f € Enda(V) \ {0}. Temos que Ker f C V' & submddulo de
V', logo Ker f = {0} e Im f # {0}. Mas Im f é submo6dulo de V logo Im f =V e
portanto existe f~! € Endp(V).

Sejam v, w € V tais que f(v) = w. Se a € A, entdo
flav) = af(v) = aw = f(aw) = av = af " (w).

Como a, v, w sdo arbitrarios, entdao f~! € End(V). Portanto, End4 (V) é algebra

com divisao. [ |

Definigao 1.2.27. Uma algebra A é dita simples se os tinicos ideais bilaterais de A

sao os triviais.

Exemplo 1.2.28. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita n sobre F', assim
Endp(V) =2 M, (F) como &lgebras. Seja entdo W um ideal bilateral de M, (F), W #
{0}. Consideremos a base canonica de M, (F') dada por {Eyy, -, E,,}, onde E;; €
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M, (F) é tal que o elemento da posi¢ao (i,7) é igual a 1 e os demais elementos sao

iguais a 0. Notemos que E;;E, E,s # 0 se, e somente se, p = j,q = r, e neste caso,
n
EiE,E,s = Eis. Seja w = Y o;;E; € W nao nulo, assim existe (k,[) tal que
ij=1
ag; # 0. Logo, para todor =1,--- 'n, s =1,--- ,n temos:

E.wbk, e W — E,, (Z aijEij> E,elW — Z aijErkEijEls e W

i,j=1 i,j=1

— apbr, €W = E,, € W.
Logo M, (F) C W, eassim W = M, (F). Desta forma M, (F) é uma algebra simples,
e portanto Endg (M) também é algebra simples.
Lema 1.2.29. Sejam A uma &algebra, M um A-modulo e f € Endg(M) tal que
foT = To f para todo T € Enda(M). Se f™ : M™ — M™ é definida por
f - my) = (f(m),- - f(my)), entdo f® o @ = po f para todo

(NS EndA(M”)

Demonstragao: Seja ¢ € Ends(M™) e consideremos para i = 1,--- n,

;i - M™ — M, onde p(m) = (¢1(m),- -+, ¢n(m)). Notemos que:

p(am) = ap(m)
= §0<am) = a(gpl(m% T 90n<m))
= (pilam), -+, pp(am)) = (api(m), - - -, apn(m))

— wilam) = ap;(m), Vi=1,--- n.

Consideremos também para j =1,--- ,n,
vy M — M"
x +— (0,---,0,2,0,---,0).
Notemos ainda que ¢; o ¢; : M — M ¢é endomorfismo, e para todo a € A, v € M
temos:
;otj(ar) = ¢;(0,---,0,az,0,---,0)
= wi(a(07...70’x707...70))
= ay;(0,---,0,2,0,---,0)
= ayp;oij(x).
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Logo, ¢; 0i; € Enda(M). Desta forma, para todoi=1,--- ,n,

fopim) = fowi(m,-- ,my)
= om0, ,0) 4+ (0, ,0,m,))
= foupi(m, 0, ,0) 4+ fop(0,-,0,m,)
= fowpiou(mi)+ -+ fopio(my)
= @wiouo f(m)+ -+ @giot, o f(my)
= @i(f(ma), -+, f(mn))

= %’Of(n)(m)~
Assim,
f(n)ogp(m) = (fogpl(m)a"' >f090n(m))
= (pro f™(m), -, pno f™(m))
= o [ (m).
Logo, f™ o =po f. u

Lema 1.2.30. Sejam M um A-moédulo simples de dimensao finita, e f € Endp(M)
tal que foT =T o f para todo T' € EndsM. Se my,--- ,m, € M sao arbitrarios,

entao existe a € A tal que f(m;) = am;, para todoi=1,--- n.
Demonstragao: Se m; = --- = m,, = 0 entao basta tomar a = 1. Se mq,--- ,m,
nao sao todos nulos entao, para todo j = 1,--- , n, consideremos ¢; a inclusao natural

de M em M™, assim ¢; é A-equivariante. Como M é simples, entao N; = 1;(M) é
submoédulo simples de M™, ademais M" = Gn} N;. Sejav = (mq,--- ,m,) € M™ néo
nulo e consideremos o submoédulo Av de M ”.ZlConsideremos também I, o submédulo
de M™ de maior dimensao tal que Av NIy = {0}. Como M tem dimensao finita,
entao I existe.

Afirmamos que M" = Av @ I,. De fato, suponhamos que para algum j em
{1,---,n} tenhamos (Av @ Iy) N N; = {0}. Tomando = € (I + N;) N Av temos
r=y+zy€lyzeN; assim z =z —y € (Avd Iy) N N;, logo z = 0. Portanto,
r =y eassim z =0, logo (Iy + N;) N Av = {0}. Mas I, + N; é submodulo de M,
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Iy C I+ Nj, o que contradiz a maximalidade de I. Portanto, N; N (Ip & Av) # {0}
para todo j = 1,--- ,n. Como N, N ({y ® Av) é submoédulo de N; e este é simples,
temos que N; C Iy N Av para todo j =1,--- ,n, e assim M" = Av @ I.
Consideremos agora ¢ : M™ — M™ definida por ¢(w) = p(w; + wy) = wy,
onde w; € Av e wy € Iy, ou seja, ¢ é a projegao de M"™ sobre o submoédulo Av.
Assim Im ¢ = Av e p é A-equivariante, portanto pertence a End4(M™). Pelo lema

anterior, p o £ = (™ o » logo:

(Fm)oee  fm)) = F oo m,)
SR
= ™ op(v)
= o fM(v)

= o(f"(v)) € Av.
Portanto, existe a € A tal que (f(mq),---, f(my)) = av = (amy, - ,am,,). |

Lema 1.2.31. Seja A uma algebra simples de dimensao finita possuindo um ideal
minimal & esquerda I tal que Enda(I) = {\d;|\ € F}. Entao A = M, (F), onde

n=dm]/.

Demonstracao: Sabemos que Endg(I) = M, (F) como algebras. Agora, conside-
remos ¢ : A — Endg(I), onde p(a)(v) = av. Como [ é ideal & esquerda, temos
av € I para todo a € A, v € I, logo ¢ esta bem definida. E facil notar que ¢ é

homomorfismo de élgebras.

Para todo a € A, b € Ker ¢, v € I temos:
e p(ab)v = (ab)v = a(bv) = a0 = 0 = ab € Ker ¢;
e o(ba)v = (ba)v = b(av) = 0 = ba € Ker ¢;

Assim, Kerp ¢ ideal bilateral de A. Mas A é simples, logo Kerp = {0} ou
Kerp = A. Ademais, A é unitéaria e p(1)v = lv = v para todo v € I, ou seja,
©(1) = Id; # 0. Desta forma, 1 ¢ Kery e portanto Kerp = {0}, ou seja, ¢ é

injetora.
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Sejam B = {x1, -+ ,x,} uma base de [ e f € Endpl. Se T' € End4[ entao
T = Ml d; para algum \ € F, logo foT =T o f, e pelo lema anterior existe a € A
tal que f(x;) = ax; = p(a)(x;), i = 1,--- ,n. Portanto, f = p(a), e assim ¢ é
sobrejetora. Desta forma, A = Endp(I) = M, (F). |

A condigao imposta neste ultimo resultado (A possuir um ideal minimal & esquerda
I tal que Endy(I) = {M\d;|\ € F}) nem sempre ¢ satisfeita por uma &lgebra
A sobre um corpo F de caracteristica zero. Porém, se considerarmos F' também
algebricamente fechado, mostraremos que toda algebra simples de dimensao finita

sobre F' satisfaz tal condicao, e portanto é isomorfa a alguma algebra matricial.

Lema 1.2.32. Se F' é algebricamente fechado e D é uma &lgebra tal que para todo
a € D existe f € Flx], f # 0, tal que f(a) = 0 , unitaria e com divisdo sobre F,
entao D = F.

Demonstragao: Consideremos ¢ : F — D onde p(a) = alp. E facil ver que ¢
¢ monomorfismo de algebras. Ademais, sejam a € D e f € F[z| tal que f(a) = 0.

Como F' é algebricamente fechado temos:
flx)=alz—=X\) - (x—=\,) = 0= f(a) =ala— M\1p)---(a— A\, 1p).

Como f é nao nula temos a # 0. Mas D é algebra com divisao, logo a — \;1p =0
para algum ¢ € {1,--- ;n}. Assim a = \;1p € Imyp. Como a é arbitrario em D,

entao ¢ é sobrejetora. Portanto F' = D. |

Corolario 1.2.33. Se F' ¢é algebricamente fechado e A é uma algebra associativa,

unitaria, simples e de dimensao finita sobre F, entdao A = M, (F') para algum n € N.

Demonstracao: Seja [ ideal minimal a esquerda de A, assim [ é também um
A-modulo simples. Pelo Lema de Schur, End,(I) é dlgebra com divisdo. Como
End,(I) tem dimensédo finita, entao é algébrica sobre F', assim pelo lema acima,

Enda(l) = {\d;|X € F}. Pelo lema 1.2.31, A = M,(F), onde n = dim I. |
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1.3 A Algebra FG

Seja G = {g1, -, gn} um grupo finito. Denotemos por F'G o espago vetorial
com base G. Os elementos de F'G tem a forma ayg; + - - - + @, g, onde «; € F, para
todoi =1, ---, n. Definindo o produto * entre os elementos de G por g; * g; = ¢,9;
e estendendo por linearidade a F'G,

(Z aigi> x (Z ﬁjgj) =Y > abilag)
i=1 j=1 i=1 j=1

temos:

i) Para todo a,b,c € FG temos:
> g (Z Bigi+ Y ’m%)
i=1 j=1 k=1
= ) aigi* (Z(ﬁj + ’Yj)fb’)
i=1

J=1

= D ) B +7i)gigs

i=1 j=1

= Z Z a;3;9:9; + Z Z &Yk GiGk

i=1 j=1 i=1 k=1

(S (o) (S ()

= axb+axc

ax(b+c)

Analogamente, (b+c¢)*xa=b*xa+c*a.

ii) Para todo a, b € F'G e p € F temos:

plaxb) = p ((2; ozz-gi) * (;2 ﬂjgg))

= Z Z peiB;gig;

i=1 j=1

= (2:; paigi) * (; Bj9j>

< (%)) (S

= (pa)*b
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Analogamente, p(a * b) = a * (pb).

iii) Como para quaisquer g;, g;, g € G vale (g:9;)9r = 9:(9;9x), entdo para quais-

quer a, b, c € FG temos:
(axb)*c = <Z g * Z@w) £ > gk
i=1 j=1 k=1
= Z Z Z(aiﬁj)%(g,-gj)gk

i=1 j=1 k=1

- Z Z Z i (B;7k)9i(9;9x)
i=1 j=1 k=1

= ZOéigi * <Z ngj * Z/ykg]gk>
=1 j=1 k=1

= ax*(bxc)

iv) Seja e € G o elemento neutro de G, podemos considerar ¢ = 1pe € FG. Para

todo a € FG temos:

n
axe = E Q;G; * €
i=1

Analogamente, e x a = a.

Portanto, F'G é uma algebra associativa unitaria sobre F'.

Agora, se G ¢ um grupo comutativo, entao para quaisquer g;,g; € G temos
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9i9; = gjgi- Assim, para todo a,b € F'G temos:

axb = (Za@) * (Zﬂjgj)
= YD aibla)

i=1 j=1

= D> Biilge)

=1 i=1

= bxa

Logo FG é comutativa.
Mas se G nao é comutativo, entao existem g;, g; € G tal que g;9; # g;9;- Mas
9i = 1rgi € FG,g; = 1pg; € FG e g * g; = gi9; # 9;9; = g;j * gi, ou seja, I'G nao ¢é

comutativa. Portanto, F'G é comutativa se, e somente se, G for comutativo.
A algebra FG ¢ chamada Algebra de Grupo gerada por G.

Como visto na secao anterior, a algebra F'G é naturalmente um FG-modulo.
Porém é facil ver que a acao - : G x FG — F'G dada por g - a = ga define uma
estrutura de G-modulo em F'G. Ademais, os resultados que provaremos a seguir nos
mostrarao que tais estruturas sao compativeis, isto ¢, olhar para F'G como G-mdédulo

é o mesmo que olhar para F'G como F'G-moédulo.

Teorema 1.3.1. Se ¢ : G — GL(V) é representagao de G, entdo ¢ se estende
de modo tnico a uma representacao » : F'G — Endp(V) da algebra F'G. Reci-
procamente, se @ : FFG — Endp(V) é uma representagao da algebra F'G entao

©=9|qg: G — GL(V) é uma representagao de G.

Demonstragao: Seja ¢ : G — GL(V) uma representacao de G. Pelo Teorema
Fundamental das Transformagoes Lineares, existe uma tnica transformacao linear
? : FG — Endg(V), onde para todo g € G temos $(g) = ¢(g). E trivial que

®(e) = Idy. Vamos entao mostrar que g ¢ um homomorfismo de algebras. De fato,
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sea= Y ay9,b= Y fyh € FG entao:
geG heG

Plab) = (Z Qg9 Z @hh)

geG heG

= D> > a,Buplgh)
geG heG

= D> a,Buplgh)
g€G heG

= D> > abelg)e(h)
geG hel

= DD abip(g)p(h)
geG heG

= (Z W@,)) (Z W(h))

geG heG
= P(a)p(b)

Logo  é homomorfismo de algebras, e portanto representagao de F'G.
Agora, se  : FG — Endg(V) é uma representacao de F'G, entdo conside-

rando ¢ = P|g temos :
o ple) =p(lpe) =p(1) = Idy;
* p(gh) =p(gh) =2(g9)@(h) = (g)p(h);
o w(9)elg™) =2(1) = Idy = ¢(g)™" = @(g7") = ¢(g) € GL(V);
para todo g, h € G. Logo, ¢ é representacao de G em V. |

Teorema 1.3.2. Sejam ¢ : G — GL(V) representagdo de G e
P : FG — Endp(V) sua extensdo. Um subespaco W C V é - invariante se,
e somente se, ¢ p-invariante. Em particular, ¢ é irredutivel se, e somente se, © é

irredutivel.

Demonstragao: Se W ¢é p-invariante entao para todo g € G, w € W vale
©(g)w € W. Logo, para todo u = ) ayg € FG temos, p(u)w = Y azp(g)w € W.

geG geqG
Portanto, W é p-invariante.
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Agora, se W é p-invariante, entao para todo u € FG, w € W vale p(u)w € W,

em particular ¢(g)w = @(g)w € W para todo g € G, logo W é p-invariante. [

Teorema 1.3.3. Sejam ¢ : G — GL(V), ¢ : G — GL(W) representagoes de G,
e ®: FG — Endp(V), ¥ : FG — Endp(W) as respectivas extensdes. Entdo,

© = ) se, e somente se, P =2 1.

Demonstragao: Suponhamos que ¢ e 1 sao equivalentes via f : V' — W, entao f
¢ transformagao linear bijetora e f(p(g)(v)) = ¥(g)(f(v)) para todo g € G, v € V.

Para u = ) ay9 € FG temos:
geG

F@)©) = FOQ agp(9)(v)

geG

= ¥(u)(f(v))

Agora, se B = ¢ via f entdo f(P(u)(v)) = ¥(u)(f(v)) para todo u € FG, v € V.

Em particular, para todo g € G temos:

portanto, ¢ = ¢ via f. [ |

Sendo G um grupo finito, entdao F'G é um G-moédulo de dimensao finita. Pelo
Teorema de Maschke F'G é completamente redutivel, ou seja, existem Jy,---,.J,
G-submodulos simples de F'G tais que FG = J; @ --- @ J,. Mas pelo teorema 1.3.2
cada Jy é também um FG-submodulo simples de F'G, logo sao ideais minimais &

esquerda de F'G. Isso demonstra o seguinte resultado.

Teorema 1.3.4. Sejam G um grupo finito. Entao FG = J; & --- & J,, onde

Ji,- -+, J, sao ideais minimais & esquerda de F'G.

Nosso préximo passo caracterizar a decomposicao isotipica de F'G. Além disso,
mostraremos que as componentes isotipicas de F'G sao subélgebras associativas uni-

tarias, e que sao isomorfas a algebras matriciais.
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Definicao 1.3.5. Seja J ideal minimal a esquerda de F'G, definamos U := J - FG.
Vemos que U ¢ ideal bilateral de F'G. Em particular, U ¢ ideal a esquerda de
F@G. Sendo assim se J' ¢ ideal minimal a esquerda de F'G entao J'NU = {0} ou
JNU=.J.

Lema 1.3.6. Seja J' ideal minimal & esquerda de FG. Se J' C U, entao J' = J

como FG-modulos. Reciprocamente, se J' = J entao J' C U.

Demonstracao: Seja x € J' C U nao nulo, temos = = ypa, onde yg € J,
a € F@G, sao nao nulos. Desta forma Ja # {0} ¢ ideal minimal & esquerda e
x € JanJ', logo Ja = J'. Considerando f : J — Ja onde f(y) = ya, temos
f(uy) = uya = u(ya) para todo u € FG,y € J, logo f é homomorfismo de FG-
modulos. Ademais, ¢(yo) = yoa = x # 0, logo f # 0 e, pelo Lema de Schur, f é
isomorfismo de F'G-moédulos.

Agora, se J' = J, entdo seja f : J —> J' tal isomorfismo. Pelo Teorema de
Maschke, existe W ideal & esquerda de F'G tal que FF'G = J ® W. Logo existem

9 € J,wy € W tais que 1 = g + wg. Desta forma, para todo x € J temos:
T =2xx0+ TWe = TWo =T — xx9 € J = 2wy € JNW = {0} = 2wy = 0.

Assim, para todo z € J temos f(z) = f(xzg) = zf(xo), pois f & FG-
equivariante. Sendo a = f(zy) temos f(x) = za, portanto J' = Im f = {xa|z €

JyCU. u

Corolario 1.3.7. Se J ¢é ideal minimal & esquerda de F'G entao I = U, onde [ é a

componente isotipica de F'G que contém J.

Demonstracao: Considerando J = J; temos, pelo Teorema de Maschke,
FG =J,® & J,, onde os J;’s sao ideais minimais a esquerda de F'G. Assu-
mindo sem perda de generalidade que Ji,--- , J, sao todos os J;’s isomorfos a J,
temos que [ := zk: Ji. Para i = 1,--- k, temos J; = J;, e pelo lema anterior,
J; C U, assim [ gl:(lj Seja x € U, entao x = ya, y € Ji, a € FG. Como Jya é ideal

minimal a esquerda de F'G e pela demonstracao do lema acima, Jia = J;, temos

pelo teorema 1.1.21, que Jya C I, e portanto € I. Logo U C I. [
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Observacao 1.3.8. Pelo corolario acima as componentes isotipicas de F'G sao ide-

ais bilaterais. Ademais se I;, Is sao componentes isotipicas distintas de F'GG entao

Il N IQ = {0} Assim [112 = [2]1 = {0}

Proposicao 1.3.9. Se Ji,---,J,, sao todos os ideais minimais a esquerda dois a

dois inequivalentes de F'G entao FG =1, ®---® I,,, onde [, = J; - FG.

Demonstragao: Como Jy,--- ,J,, sdo todos os ideais minimais & esquerda dois a
dois inequivalentes, J; & --- & J,, é ideal & esquerda de de FG. Se
FG=J&---&J, entao I; = J; para todo ¢ = 1,---,m e portanto segue o
resultado. Se J; @ --- & J,, € FG entao, pelo Teorema de Maschke, existe W ideal
a esquerda de F'G tal que FG = J; & --- @ J,, ®W. Mas W é completamente
redutivel, logo existem J,,.1, - ,J, ideais minimais a esquerda de F'G tais que
W=Jp1® - ®Jp,assim FG=J,®--- D J, DI 1®---®J,. Como Jy, -+, J,
sao todos os ideais minimais & esquerda dois a dois inequivalentes de F'G, entao para
todo j = m+1,--- ,n temos J; = J;, onde ¢ € {1,---,m} e, portanto, J; C I;.
Desta forma FGC I & --- D I,,. [ |

Proposicao 1.3.10. Seja [; uma componente isotipica de F'G. Entao I; é algebra

associativa unitaria simples.

Demonstragao: Um calculo direto nos mostra que as I;’s sao subalgebras asso-
ciativas de F'G. Ademais, F'G é unitaria, entdo pela proposi¢ao anterior existem

e1r €1y, e, €1, taisque 1 =e; + -+ ¢, Assim, para todo x; € I; vale:
%‘:%1:%‘(61+"'+6m) =xie1 + -+ X6 = Ti€.

Analogamente, x; = e;x;. Ou seja, e; é unidade em [; para todoi=1,--- ,m.

Por fim, seja P # {0} ideal bilateral de I;. Como [;I; = I;I; = {0}, entao
P é ideal bilateral de F'G. Se J é ideal minimal & esquerda de F'G contido em P,
entao J = J; e assim, pela demonstracao do lema 1.3.6, existe a € FG tal que
J; = Ja C P, logo I; C P e desta forma [; = P. Portanto, I; é adlgebra associativa

unitaria simples. [ |

Proposicao 1.3.11. Se I; é uma componente isotipica de F'G e e; é sua respectiva

unidade, entao ¢; € Z(FG) := {a € FG|ax = xa, Vz € FG}.
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Demonstragao: Sejam [y,---,1[, as componentes isotipicas de FG, entao
FG =1,&---® 1I,. Pela proposicao anterior elas sao subalgebras associativas
e unitarias de F'G. Como para todo a € F'GG existem a4 € I1,--- ,a,, € I, tais que

a=a,+---+ a,, entao:

ae; = (ay + -+ am)e; = ae; = a; = e;a; = e(ag + -+ - + ap) = €a.

Logo e; € Z(FG). |
Como a soma dos I;’s é direta entao {e, - - - , €, } € linearmente independente. Mas
{e1,+ ,em} C Z(FG), logo dim Z(FG) > m, ou seja, o numero de ideais minimais

a esquerda dois a dois inequivalentes de F'G ¢ menor ou igual a dim Z(FG).

Lema 1.3.12. Sejam G um grupo finito, Cly,--- , Cl; as classes de conjugacao de
Gevi= > g,parai = 1,--- k. Entdo {vy,--- ,vx} € base de Z(FG). Desta
geCli

forma, dim Z(FG) é igual ao numero de classes de conjugacao de G.

Demonstracao: Sejam h € G e i € {1,---,k}. Por definigdo de classe de con-
jugacao, se g € Cl; entao h™'gh € Cl;. Ademais, se g1,g0 € G sao tais que
h=tgih = h™lgyh entdao g1 = go. Logo {h'ghlg € Cl;} = Cl;. Assim:
h~tvh = Z h=tgh = Z g =v; = v;h = hv;.
geCl; geCl;

Desta forma, para todo a = ) «a,9 € FG temos:

geG
av; = E aygu; = E QUG = V;a.
geG geqG

Portanto, v; € Z(FQ).

Suponhamos v = ) A\;g € Z(FG). Se g1, 92 € Cl; entao existe h € G tal que
geG

g1 = hgoh™t. Assim:
Y Mg =u=huhTt =) NhghTh = N, = Ay, =0 =>4y, = Ay,
geG geq

Ou seja, u = Ay + -+ + Mg, Portanto, {vy,---, v} gera Z(FG). Mas,
k

G = | Cl;, e esta uniao é disjunta. Assim, pelo fato de G ser linearmente in-

=1
dependente, temos {vy,--- , v} também linearmente independente. [ |
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Observacao 1.3.13. Devido a este lema, o ntimero de ideais minimais & esquerda
dois a dois disjuntos de F'G é menor ou igual ao nimero de classes de conjugagao

de G.

Proposicao 1.3.14. Um F-espago vetorial V' é um F'G-moédulo irredutivel se, e

somente se, V = J para algum J ideal minimal & esquerda de FG.

Demonstragao: Sabemos que olhando para F'G como F'G-moédulo, seus submodu-
los irredutiveis sao justamente os ideais minimais & esquerda de F'G, logo a reciproca
j& estd provada.

Agora, se V é um FG-modulo irredutivel entao, pela proposicao 1.2.24,
V = F?G para algum K ideal maximal & esquerda de F'G. Notemos que se J é
ideal minimal & esquerda de F'G entao J N K C J é ideal a esquerda de F'G, assim
JNK ={0}ouJNK =J. Como K é maximal, entdo K C FG, ademais F'G
¢ igual a soma de seus ideais minimais a esquerda, logo existe J ideal minimal &
esquerda de F'G tal que J N K = {0}. Sendo K @ J ideal a esquerda de F'G tal
que K € K @ J, temos pela maximalidade de K que K & J = FG. Deste modo

~ FG _ K@J o~
Vesz=5222 u
Concluimos entao que o nimero de representacoes irredutiveis e inequivalentes de
FG é igual ao numero de ideais minimais & esquerda dois a dois inequivalentes de
FG, que por sua vez é menor ou igual ao nimero de classes de conjugacao de G.

Provamos assim o seguinte resultado:

Teorema 1.3.15. O numero de representagoes irredutiveis e inequivalentes de F'G,
onde F' é um corpo de caracteristica zero e G é um grupo finito, ¢ menor ou igual

ao numero de classes de conjugagao de G.
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Capitulo 2

A decomposicao da algebra de grupo

FSy

Neste capitulo vamos expor alguns resultados da teoria de representagoes de
grupo, no qual restringiremos ao grupo simétrico S,. Como vimos no capitulo
anterior F'S, é uma algebra associativa unitaria, pode naturalmente ser vista como
S,-modulo e por isso possui uma decomposicao em ideais minimais & esquerda.

Nossa intengao é compreender melhor como se da esta decomposicao e explici-
tar os ideais de F'S,, que formam esta decomposi¢cao. Encontraremos também uma
decomposicao de F'S, em subalgebras simples. Esta decomposi¢ao é muito impor-
tante no estudo das PI-dlgebras e tera um papel central em nossa discussao sobre

as A-identidades da Algebra de Grassmann, no capitulo 4.

2.1 Particoes

Definigao 2.1.1. Sejan € N. Uma parti¢ao (ndo ordenada) A de n é uma sequéncia
A= (A, A, ) talque \; e NU{O},\y > X > - e| A= M+ X+-=n. 0O
comprimento de A é o numero [(\) = #{i € N; \; # 0}. Se A é parti¢do de n, entéo

denotaremos por A\ F n.

Defini¢ao 2.1.2. Se A\ = (nq,ng, -+ ,n,) b n, definiremos o diagrama de Young D,
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da particao A com sendo o conjunto
DN ={(i,j) e Nx N/1 <i <I(A);1<j <[}

Observemos que D(A) é um conjunto com exatamente n elementos. Na prética,
costuma-se representar D () por n quadrados (células) dispostos em r filas horizon-
tais, chamadas de linhas, sendo a i-ésima linha composta por n; quadrados. Da
esquerda para a direita, os primeiros quadrados das linhas aparecem numa mesma
coluna (fila vertical). Observe que o nimero de colunas é igual a n — 1. Sendo (; j)
um elemento de D(A), o quadrado correspondente a ele esta na i-ésima linha e na
j-ésima coluna. A numeracao das linhas cresce de cima para baixo e a das colunas

cresce da esquerda para a direita.

Exemplo 2.1.3. Tomando A\ = (4,3,1,1) I 9, identificaremos A com o seguinte

diagrama de Young

D(\) =

Definicao 2.1.4. Dada A F n, definimos a particio conjugada de A como sendo

N Fntal que D(XN) = DN\ ={(j,71) e Nx N/1 <i<I\);1<j<U[L}

Exemplo 2.1.5. Sendo A = (4,3,1,1) F 9, temos:

assim,

logo N = (4,2,2,1).
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Definicao 2.1.6. Seja A\ + n. Um tableau de Young é uma funcao bijetora
T : D(\) — {1,---n}. Podemos pensar em T como o preenchimento das caixas

de D()\) pelos numeros de 1 a n sem repetigao.

O conjunto de todos os tableaux de A é denotado por Taby. Notemos que

#Taby = n!.

Exemplo 2.1.7. Seja A = (2,1) I 3, entao:

12013/ 2]1]/2]13[[3|1/|3]2
Taby = ; ; ; ; ;
3 2 3 1 2 1

Definigao 2.1.8. Seja A -n, T € Taby e o € S,,. Definimos o tableau oT" € Tab
pela composi¢ao o o T : D(A\) — {1,--- ,n}.

Exemplo 2.1.9. Seja A = (3,2,1) F 6. Considerando

21315
T=|1|4
6
eo=(15)(234) temos
4121
ol'=|513
6

Observagao 2.1.10. Se o,n € S,, sao tais que o1 = nT para algum T € Tab,,

entao como 1" é bijecdo, ou seja, existe 71, temos oTT 1 = nTT~! e assim o = 7.
Definicao 2.1.11. Seja AFn e T € Taby, definimos:

o R(T)=A{T(i,5)|1 <j <N}, ai-ésima linha de T.

o Ci(T)={T(i,j)1 <i < N}, a j-ésima coluna de T.
Definicao 2.1.12. Sejam A Fn,T € Taby, definimos:
(1) ={0: Ri(T) — R;(T); 0 bijetora} < S,.
o Sy(T) ={o:Cy(T) — C;(T); 0 bijetora} < S,.
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E importante observar que se i # j entdo R;(T) e R;(T) sao disjuntos. Logo,
se 0 € S\,(T), T € Sy, entao o7 = To. Portanto, S5y, = Sy;S5,,, € assim

S)\iSAj < Sn
Definicao 2.1.13. Seja A+ n e T € Tab,, definimos:
e Rp =S\, (T)x -+ X Shion (T) < Sy, chamado grupo das linhas de T.

o Cr =8\ (T)x---x SA;W)(T) < Sy, chamado grupo das colunas de T.

Observagao 2.1.14. Se 0 € Ry, entao 1" e o1 possuem exatamente as mesmas
linhas, e se 0 € C'p, entao T' e 0T possuem exatamente as mesmas colunas. Ademais,
para todo m = 1,--- ,n temos {m} = R;(T) N C;(T) para algum ¢, j. Tomando
o € RprNCyp temos o(m) € Ri(T)NC;(T) = {m}, logo o(m) = m. Portanto, o = 1.

2.2 Os semi-idempotentes ey

Definicao 2.2.1. Para um subconjunto A C S,, definimos os seguintes elementos

de F'S,:

At = Z ; A” = Z(—l)”cf

oc€A c€EA
Em particular definimos o elemento ey, chamado simetrizador de Young, por:

er=RiCr = 3 7 3 (<=3 3 (-1

Te€Rr neCr T€RT neCr

Este por sua vez tem um papel central em nosso estudo da decomposigao de F'S,,.

Exemplo 2.2.2. Seja A = (2,1)F3 e

T —

entao:
Ri(T) ={1,2} Ro(T) = {3}  Cu(T) ={1,3}; C(T) = {2}
Sy ={1(12)}; 8 = {1} Sy =A{L(13)}; Sy, = {1}
Ry ={1,(12)} Cr={1,(13)}

desta forma:

er=Y_ > (1)"mp=1+(12)—(13)—(12)(13) =1+ (12) — (13) — (132).

TERT UECT
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Lema 2.2.3. Sejam A\ - n,T € Taby e 0 € S,. Entdao R,y = ocRro™!' e

Cor = oCpo~ L.

CTT - CT-

1

Portanto, e,y = cerc™'. Em particular, se 7 € Cr entao

Demonstragao: Sabemos que se (a; - --a,,) € S, entao

(o0(ay)---o(apn)) =0olay---ap)o .

Um elemento tipico de R,r é da forma (o(ay1)---o(ay.,)) - (o(as) - o(as.,)),

onde (ajy - - aym ) - (as1 - agy) € Ry. Assim,

(0(an)---o(ar,)) - (o(as) - o(as,))

— 0'(0/11 e a1T1>0'_1 e O-(a/sl e (asl e asrl)o'_l

— 0—(&11 e al?”l) e (asl e asrl)o-_l'

1

Mas o(ait, a1 ) - (As1,* + , s )0 & um elemento tipico de o Rpo~!. Por-

tanto, Ry = o Rpo~!. Analogamente Cyr = 0Cro~!. Desta forma:

Cor = Z Z (—1)"rn = Z Z(—l)””“710700_1n0_1

TER,T n€CT TERT neCr
=0 < E E (—1)”777) o' =coero !
TERT nECT

Em particular, se 7 € C7 entao C,r = 7Crr~ ! = Cr.

Definicao 2.2.4. Seja T € Tab,.
i) Dizemos que i, j sd@o co-linha em T se i e j estdo na mesma linha de 7.
ii) Dizemos que i, j s@o co-coluna em T se i e j estdo na mesma coluna de 7.

Lema 2.2.5. Sejam A -n,T € Taby, T € Rr e n € Cp. Se i e j sao co-linha em T

entao nao sao co-coluna em 777

Demonstragao: Temos 9T = (tn7 1) (7T), e pelo lema 2.2.3, Tp7~! € C,p.
Assim, Cryp = Clrpr-1yrry = Crp. Como (ij) € Ry = Ryp, temos (i) & Cryr.

Portanto, 7 e j nao sao co-coluna em 707 |
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Observagao 2.2.6. Sejam A\ - n,T € Taby e 0 € S, tais que T e o7 satisfazem a

seguinte condigao:
“Nao existem 7, j co-linha em 7" e co-coluna em o717 ()

Tomando 7 € C,r, se i e j sao co-linha de T' entao nao sao co-coluna em o7,

e desta forma nao sdo co-coluna de 7oT. Assim T e 70T satisfazem a condi¢do ().

Lema 2.2.7. Sejam A+ n,T € Taby. Suponhamos que nao existam elementos i, j
que sao simultaneamente co-linha em 7' e co-coluna em ¢7'. Entao existem 7 € Ry

en e Cr tal que o = 7.

Demonstracao: Seja £ o ntmero de linhas de T. Temos, por hipotese, que os
elementos da primeira linha de T" estao em diferentes colunas de ¢T. Assim existe
m € Cyr tal que Ry(T) = Ry(moT). Agora, consideremos os elementos da segunda
linha de T'. Em 1,07 eles aparecem abaixo da primeira linha. Mas pela observagao
2.2.6, T e nyoT nao tem elementos i, j que estao simultaneamente na mesma linha
de T e coluna de ;0T Assim existe 1y € Cy, o7 = Cor tal que Ry(nomoT) = Ry(T)
e Ro(nemoT) = Ry(T).

Repetindo este argumento, ao final de k£ passos obteremos 1y, -+, np € Cor tal
que Ry(ng---moT) = Ry(T), para todo [ = 1,--- ,n. Desta forma existe 7 € Ry tal

1

que - --mol = 7T, logo n---mo = 7. Como ng---n € Cor = cCro™ ", existe

1

ne Crtal queny---m =ontot logo on~to~lo = 7, e portanto o = 71). |

Lema 2.2.8. Suponhamos que o € RrCr. Entao, existem transposi¢oes 7 € Ry e

n € Cr tais que T7on = 0.

Demonstracao: Como o ¢ RrCp entao existem i, j que sdo co-linha em T e
co-coluna em ¢T. Tomando 7 = (i j), assim 7 € Ry. Ademais, 7 € Cyr = 0Cro™ !,
logo existe n € Cr tal que 7 = ono~!. Observemos que 7 é uma transposi¢ao, pois

a conjugacao de elementos de S, nao altera sua decomposi¢ao em ciclos. Como

1 1

7 =0 "To entao 70N =T00 "TO = 0. |

Lema 2.2.9. (Von-Neumann) Seja a € F'S,, tal que 7an = (—1)"a para todo

T € Rr,n € Cr. Entao existe § € F tal que a = Per.
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Demonstragao: Escrevendo a = ) «a,0, a, € F, temos para todo 7 € Ry,
O'GSn

(—1)"a = Z TN = Z Qr—1gp-10.

O'GSn O'GSn

UEOTI

Por outro lado,

(D% =Y (-1)'aeo = > (~1)!0e0 = > tr1gy10.

oc€Sh oc€Sh oc€Sh

Assim, para todo 7 € Rp,n € Cr,
Qrn = (—1)" 'ty = (=1)"a,.
Tomando ¢ = 1, temos para todo 7 € Ry,n € Cr,

Uy = (=1)"a. (*)

Agora, se 0 € RpCr entao pelo lema anterior existem transposi¢oes 7 € Ry, n € Crp

tais que o = Ton. Logo,
Ay = Qroy = (—1)"0p = —a, = a, =0.

Assim,

a= Z OO = Z Z QT ®) Z Z (=1)"a1mn = azer.

c€RTCr TERT HECT TERT nGCT

Portanto, basta tomar 5 = «;. [ |
Corolario 2.2.10. Para todo a € F'S,, existe § € F tal que eraer = Per.

Demonstragao: Para todo a € F'S,,, 11 € Rr,m € Cr temos:

ni(eraer)m = m (Z > (-U"W) a (Z > (—1)"777> m

T€RT neCr TERT neCr
_ ( Sy <>) : ( D> <>)
TE€Rr neCr TERT neCr

= (er)a((=1)"er)

= (=1)™eraer

Logo, pelo lema acima, existe § € F' tal que eraer = Ber. [ |
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Lema 2.2.11. Seja a € F'S,,. Assumindo que a = Y. «a,0 com «a; # 0, entdo
UESn
a? # 0.

Demonstragao: Definindo a transformagao linear:

rq: FS, — FS,
T — za
Temos r, = > a,r,, € portanto tr(r,) = > a,tr(r,). Observemos entao que:
O'ESn O'ESn
e Se 0 = 1 entao para todo ¢ € S,,7m1(¢) = ¢, logo os elementos da diagonal

principal da matriz de r; sdo todos iguais a 1, assim tr(r;) = n!.

e Se 0 # 1 entao para todo ¢ € S,,7,(¢) # (, logo os elementos da diagonal

principal da matriz de r, s@o todos iguais a 0, assim tr(r,) = 0.

Desta forma, tr(r,) = ayn! # 0.
Por outro lado, tr(r,) é igual a soma dos autovalores de r, multiplicados por
suas respectivas multiplicidades. Portanto, 7, possui um autovalor v € F (fecho

algébrico de F) ndo nulo associado a um autovetor x € F'S,. Assim,
I‘CL2 = (Ta)2(w) = Ta(ra(x)) — Ta(vx) = ’Y?l' 7§ 0.
Logo, a* # 0. -

Teorema 2.2.12. O elemento er é um semi-idempotente, isto é, existe um elemento

3 € F nao nulo tal que €2 = Ber.
Demonstragao: Pelo corolario 2.2.10, existe 8 € F tal que €2 = Ber. Ademais,

escrevendo er = > «,0, vemos que a; = 1 e pelo lema anterior, €2 # 0, portanto
O'ESn

B #0. n

2.3 Os moédulos Mp’s
Definigao 2.3.1. Sejam A+ n e T € Taby. Definimos o submédulo
My = FS,er = {aer|a € FS,}.
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Proposigao 2.3.2. Se ¢2 = Ber para 3 € F nao nulo entao:

|
dim My = %

Demonstragao: Definindo e = %eT temos e? = e, ademais F'S,e = FS,er = Mr.
Observando que F'S,, = F'Sy,e + FS,(1 —e) e que FS,e(FS,(1 —e) ={0} temos

FS, = FS,e@ FS,(1 —e). Considerando a aplicagao

re : F'S,, — F'S,,

Tr — e

Vemos que:

e sca € F'S,e entao a = rve,z € F'S, logo r.(a) = ae = ve* = xe = a.

e seac FS,(1—e)entdoa=x(l—e),zeFS,logor.(a) =ae=ax(l —e)e=

xe —xe? = xe — xe = 0.

Assim, tr(r.) = dim F'S,e = dim M.

1
Por outro lado, escrevendo e = > «,0 temos o = B E pela demonstragao
UES’n
1
do lema 2.2.11, tr(r.) = ayn! = %n!. Portanto, dim My = Bn!. [ |

Proposicao 2.3.3. Sejam A\ - n e 11,7y € Taby. Entao My, = Mg, como F'S,-

modulos .

Demonstragao: Existe ¢ € S, tal que T, = o¢77. Assim pelo lema 2.2.3
er, = oer,0*, logo My, = FS,er, = FS,oer,0™ ' = FSyer,o0™! = Mpo™'.
Considerando

rot s My, — Mpo™!

x— xo !

temos que 7,-1 € homomorfismo de F'S,-mo6dulos e Ker (r,-1) = {0}, logo r,-1 é

isomorfismo de F'S,, médulos. Portanto, My, = Mzpo~ ' = Mry,. |

Lema 2.3.4. Sejam A\, u=ne T\ € Taby,T, € Tab,. Suponhamos que existam ¢, j

que sao simultaneamente co-linha em T, e co-coluna em T\. Entao er, ez, = 0.
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Demonstragao: Por defini¢ao ey = R7Cr. Tomando ¢ = (ij) temos ¢ € Ry, e

¢ € Cp,. Ademais,
Cr Ri, = (Cr,)(CRy,) = (Cr,Q(Rf,) = =Cp, Ry, .

Logo Cr. R =0, pois F tem caracteristica zero.
A ®

: —prtOo-RECOT —
Assim eqer, = Ry, Cp Ry O, = 0. u

Observacgao 2.3.5. Como dito no lema acima, se existam 7, j que sao simultane-
amente co-linha em T}, e co-coluna em T), entao er,er, = 0. Porém possivelmente
podemos ter er, er, # 0.

Por exemplo tomando A = u=(2,1)F3e

1]2 213
T, = ) T, =
3 1

Como 1, 2 sao co-linha em 7} e co-coluna em 75 entao pelo lema acima ep,eq, =
Mas;
Ry, = {17 (1 2)}; CT1 = {17 (17 3)}
RT2 = {17 (2 3)}7 CTz = {17 (12)}
Logo,
erer, = Ry, CrRiCo
= (14+(12))(1—=(13))(1+(23))(1—(12))
= 3((23) = (13) = (132)+(123))
# 0

Definigao 2.3.6. Sejam A\ = (A, Ao, -+ ), ;0 = (u1, p2, -+ ) duas partigoes de n.
Definiremos uma relagao de ordem parcial > sobre o conjunto das parti¢oes de n,
onde A >y se para todo ¢ € N tivermos Ay +---+ \; > g + - - - + p;. Esta ordem é

conhecida como ordem natural ou da domindncia.

Definiremos também uma relacao de ordem total > no conjunto das parti¢coes de
n, onde A > pse A = p ou existir © € N tal que Ay = pug5--- s Moy = pi—1; i > 4.

Esta é conhecida como ordem lexicogrifica.
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Lema 2.3.7. Sejam A\, utn. Se A> p entao A\ > p.

Demonstragao: Se A\ # pu entao existe ¢ € N, o menor niimero tal que \; # p;.

Assim Ay = g5+ 3 Aio1 = fi—1, € Ay # ;. Como A B>y temos:
/\1++)\12M1++/~Lz:>)\z>,uz
Logo A1 = 1+ s N1 = pi—1, € A; > p;, portanto A > p. |

Lema 2.3.8. Sejam A\, = n e Ty € Taby,T, € Tab,. Suponhamos que Ty,7),

satisfacam a seguinte condigao:
“Nao existem ¢, j que s@o simultaneamente co-linha em 7}, e co-coluna em 7" (A)
Entao A > p.

Demonstracao: Seja ¢ € N. Por hipotese, os elementos da primeira linha de 7},
estao em colunas distintas em T}, logo A; > ;. Ademais, existe n; € Cp, tal que
os elementos da primeira linha de 7}, estao na primeira linha de Ty e T}, T},
satisfazem (A).

Considerando entao os elementos da segunda linha de 7),, temos que eles estao
em diferentes colunas de m,7y. Assim existe 1, € C), 1, = Cr, tal que os elementos
das duas primeiras linhas de 7}, estao nas duas primeiras linhas de 7,17}, assim
A+ A2 > pg + po. Ademais, T, mnoT) satisfazem (A).

Repetindo  este  argumento, ao final de ¢ passos teremos

A4+ N > pg + -+ . Portanto, A D . u

Proposicao 2.3.9. Sejam A, i = n com p > X. Se Ty € Taby,T, € Tab,, entao

eryer, = 0. Ademais, se a € F'S,, entao eryaer, = 0.

Demonstragao: Como p > A, entdo pelo lema 2.3.7 temos A [F y, e assim, pelo
lema anterior, existem ¢, j que sao co-linha em 7, e co-coluna em T}, e do lema

2.3.4 temos eg, er, = 0.

Se o € S, temos 0T}, € Tab,, assim pelo argumento acima er, e,7, = 0. Mas

-1
0 =ereéor, = eroer,0 = epoer, = 0.
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Desta forma, se a = Y «a,0,a, € F, temos:
O'GSTL

er, aer, = E ager,oer, = 0.
O'ESn

Proposicao 2.3.10. Sejam A,y = n, com p > A, e T\ € Taby, T, € Tab,. Entao
o tinico homomorfismo h : My, — My, de F'S,-modulos ¢é a aplicagao nula. Em

particular, My, % Mry,.

Demonstragao: Suponhamos que exista h nao nula, entdo h(er, ) # 0. Tomando
a = h(er,) temos, pela proposicao 2.3.9, que er,aer, = 0. Agora, pelo teorema
2.2.12, existem B,y € F nao nulos tais que e7, = fier,,e7, = faer,. Fazendo
e\ = BfleTA,eH = ﬁ;leTu, temos que ey, e, sao idempotentes e geram Mr, e Mr,
respectivamente. Definindo b = 8y 'a # 0 temos b = h(e)) € My, tendo assim

b= we,,w € I'S, e portanto, be, = wei = we,, = b. Desta forma:

0% b= h(ey) = h(e3) = exh(er) = exb = exbe, = ;' 85 'er ber, = 0.
Contradicao! [ |
Lema 2.3.11. Sejam A\ Fn e T € Taby. Temos Endpg, (M7) = {\dy. |\ € F}.

Demonstracao: Se f € Endgg, (M7) entdo, considerando f(er) = aer, a € F'S,,

temos para todo 7 € Ry, n € Cr:

Tf(er)n = f(rer)n = f(er)n = aern = (—=1)"aer = (=1)"f(er).

Assim, pelo lema de Von-Neumann, existe A € F tal que f(er) = Aer. Desta forma,

para todo x € My, ©x = bep, b € F'S,,, temos:
f(x) = f(ber) = bf(er) = b(Aer) = Az.

Logo f = AMdyy,, e assim Endpg, (Mr) C {\dp,|A € F'}. Porém a outra inclusao
¢ obvia, logo Endpg, (Mr) = {\dy, |\ € F}. |

Proposicao 2.3.12. O moédulo My é um S,-moédulo irredutivel.
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Demonstragao: Seja N um subméodulo de Myp. Pelo Teorema de Maschke existe Ny
submoédulo de My tal que My = N & N;. Considerando entao
7w @ My — My a projegao de Mp em N, temos que m € Endgg, (Mr) e, pelo
lema acima, m = aldy,, a € F. Mas 72 = 7, logo a® = a e assim a = 0 ou a = 1,
ou seja, m = 0 ou ™ = Idy,.. Se N # {0} entdo m # 0, logo m = Idy,. e portanto
N = Mr. [ |

Proposigao 2.3.13. Para um corpo de caracteristica zero (ndo necessariamente
algebricamente fechado), S, possui exatamente p(n) representagoes irredutiveis e

inequivalentes.

Demonstragao: Vimos no capitulo anterior que o numero de S,,-moédulos irredu-
tiveis e inequivalentes sobre um corpo de caracteristica zero ¢ menor ou igual ao
numero de classes de conjugagao de S, neste caso, o numero de particoes de n.
Porém como vimos no decorrer desta se¢ao, cada particao A de n da origem a um
S,-modulo irredutivel Mp. Ademais, vimos que particoes distintas dao origem a
modulos inequivalentes entre si. Logo os modulos My sao, a menos de isomorfismo,

todos os modulos irredutiveis de S, sobre um corpo de caracteristica zero. |

Definicao 2.3.14. Sejam A+ n e T € Taby. Vamos indicar My por M) e dim My
por dy. Denotamos I\ = M, - F'S,, como sendo a componente isotipica de F'S,, que
contém M.

Proposigao 2.3.15. FS,, 2 @ My, (F)en!l =3 d3.

AFn AFn

Demonstragao: Sabemos que os [,’s sao ideais bilaterais de F'S,, e, como visto na
proposicao 1.3.9, F'S,, = @ -Ix. Sabemos também, pela proposicao 1.3.10, que os
I,’s sao subalgebras associativas, unitarias e simples de F'S,,. Ademais, para todo
A F n, M, ¢é ideal minimal a esquerda de [I,, e pelo lema 2.3.11,
Endpg,(My) = {aldy,|a € F}. Assim pelo lema 1.2.31, I, = M, (F)

e dim I, = d3. Portanto F'S, & @ My, (F)en! = > d3. |
AFn AFn

Para terminar esta se¢ao, ndés encontraremos de maneira explicita uma base para

os modulos M7p’s. Para isso introduziremos o conceito de tableauxr Standard, bem
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como provaremos alguns resultados que nos serao muito tteis para explicitar tal

base.

Definigao 2.3.16. Seja A = n. Um tableau T € Taby ¢é dito Standard se satisfaz a:
i) T(i,j) < T(i,j+ 1) para todo i, .
i) T(i,j) <T(i+1,j) para todo i, j.

Ou seja, T é crescente nas linhas e nas colunas. O conjunto de todos os tableaux

Standard de A é denotado por Std,.

Exemplo 2.3.17. Se A = (2,1) I 3 entao

112(1]3
Std)\ = )
3 2

Definigao 2.3.18. Sejam (i1, j2), (i2, j2) € N x N. Dizemos que (i1, ja) < (i2,j2) se

11 <ip0ui; =19 e j; < Jo. Esta éa ordem lexicogrdfica em N x N.

Se Ty, T, € Taby, entao definimos T} < Ty se T} # Ty e
Tl(i()aj()) < T2<i07j0)7 onde (ioajo) = mln{(%]) € D)\|T1(Z>]> 7& TQ(Z7]>} Isso

introduz uma ordem total em Taby, e portanto também em Std,.

Exemplo 2.3.19. Se A = (2,1) F 3 entao

1l2] (103 l201] [213] [3]1] |3]2
3 2 3 1 2 1l

Lema 2.3.20. Sejam A € n e 11,15 € Std) tais que 17 < T5. Entao ep,eq, = 0.

Demonstragao: Sejam (ig,jo) = min{(i,7) € DiTi(i,j) # T2(i,5)},
a; = T1(ig, jo) € ag = Tx(ig, Jo), assim a; < as.

Para j = 1,2, seja U; a uniao das linhas ig, 9+ 1,-- -, 7(x) de T}. Como T1,T5
tem exatamente as mesmas iy — 1 primeiras linhas, entdao U; = Us. Além disso,
T, T, € Stdy assim Ti(ip,1) = minU; e Ty(ip,1) = minU,, logo
Ty (io, 1) = To(ip, 1) e portanto jo > 1.
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Seja (i1,71) tal que Ty(i1,j1) = a;. Como a; € Uy = Uy temos iy > .
Ademais, para todo i > ig, j > jo temos T5(i, j) > ag, pois Ty € Stdy, assim jy > j;.
Consideremos b = T(ig, j1)- Sendo (ig,71) <  (do,Jo), entao
b = T1(io,j1) = Ta(ig,j1), assim a; e b estdo na mesma linha de 7} e coluna de

T, e, pelo lema 2.3.4, temos epep, = 0. [

Lema 2.3.21. A soma »_ My é direta.
TeStd)y

Demonstracgao: Sejam 177 < T, < --- < T, todos os elementos de Std, e suponha-
mos ajer, + -+ apmer, = 0,a; € F'S,. Multiplicando a equacao por ey, a direita
teremos:

2 2
arer, + -+ aper, er, = 0 = areq, = 0.

Mas pelo teorema 2.2.12, existe a € F' nao nulo tal que e%l = aeq,. Assim:
0= alele = aajer, = ajer, = 0.

Analogamente mostramos que asep, = - -+ = aper,, = 0. |

Teorema 2.3.22. > (#Stdy)? = n!
AFn

Este resultado segue do Algoritmo de Robinson-Schensted-Knuth. Podemos

encontrar sua demonstragao no capitulo 3 de [4].
Teorema 2.3.23. Se A\Fn e T € Taby, entao dim My = d, = #Std,.

Demonstragao: Seja I, = Mr-FS,, logo dim I, = d3. Pela proposigao 2.3.3 temos
para todo T' € Stdy, Mp = My, e existe o € S, tal que

My = Myo~! C I,. Assim @T,GStdA My C I, portanto:

dim € My <diml, = dim My (#Stdy) < d} = #Std, < d,.

T'eStdy

Mas Y (#Stdy)* = n! = Y d3, logo #5Stdy = dy. |

AFn AFn
Corolario 2.3.24. A decomposicao explicita de F'S,, em ideais minimais a esquerda

¢ dada por F'S, = @ (Dresia, Mr).
AFn
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Demonstracao: Como vimos na demonstragao acima, para todo A F n temos
. 2 . .

Dresg, Mr € In. Mas dim @ gy, Mr = d5 = dim Iy, assim @y Mr = L.

Como F'S, = ,., I, entao

FS, = @ (Bresia, Mr) .

AFn

Defini¢ao 2.3.25. Seja s(i,j) € D), definimos:
i) O comprimento do brago de s por a(s) = X\; — j.
ii) O comprimento da perna de s por I(s) = \; — 1.
iii) O gancho de s por h(s) = a(s) +1(s) + 1.
iv) O produto dos ganchos h(A\) = [] h(s).

s€D(N)

Exemplo 2.3.26. Seja A = (5,3,3,1) F 12, assim:

brago perna gancho
412121110 312121010 816|o5[2]1
21110 c12]1 1 19132
21110 11010 4121
0 0 1

Assim, h(\) = 115200.

Teorema 2.3.27. Seja A € n. Entao:

n!

Este resultado é conhecido como a Fdrmula do Gancho. Sua demonstracao

pode ser encontrada [8], pagina 211.

Lema 2.3.28. Seja A = n. Para todo T' € Taby temos que e¢2 = Brer, onde

n!
= h(\) = .
BT ( ) dlmMT
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Demonstracao: Em consequéncia da Formula do Gancho e o teorema 2.3.23 temos:

) n! n!

Mas, pelo teorema 2.2.12 existe 7 € F nao nulo tal que €% = Srer e pela proposi¢ao

2.3.2,

n!
dim M = —.
" By
Portanto,
A n!
ﬁT N ( ) N dlmMT

Observacao 2.3.29. Concluimos do lema acima que a constante 3 depende apenas
dos comprimentos dos ganchos de A, nao de T. Assim, para todo T" € Taby temos

ez = h(Ner.

Defini¢ao 2.3.30. Sejam A Fn e T € Stdy. Definimos Yy = {0 € S, |0T € Stdy}.
Observemos que Y1 # (), pois 1 € 2.

Teorema 2.3.31. Sejam A+ ne T € Stdy. O conjunto By = {oer|oc € X1} é uma

base para My como espago vetorial sobre F'.

Demonstracao: Considerando 7 = {oy,---,0,} de modo que
Ty =0T >T, =0T > - >1T, =0,T, temos Stdy, = {11,---,T,,} e assim
dim My = #S5tdy = m. Se ay,--- , a,, € F sao tais que ayorer+ -+ aomer = 0

entao:
_ —1 -1 —
ajorer + -+ amoper =0 = ay01(0y ‘eno1) + - + amon(0,, e, 0m) =0
= ajen, 01 + -+ apern,om =0
Multiplicando a equagao acima por ep, a esquerda temos:
2
aieq, 01 + Qeer er, 02 + - - + aper e, 0y = 0

Para todo @ > 2 temos T} > T;, e pelo lema 2.3.20 eper, = 0, logo ozleleol =0e

portanto oy = 0.

Analogamente as = -+ = a,,, = 0, logo os vetores gier, -+ ,oer sao line-
armente independentes. Como dim My = m, temos que By = {o1er, - ,omer} é
base para Mry. [ |
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Exemplo 2.3.32. Sejam A= (n—1,1)Fne

1|..|nl1
T —
n
Vemos que 0T € Std) se, e somente se, c = louo = (inn—1--- i+ 1) onde
i=2,---n—1. Fazendoo; = (inn—1 --- i+1), temos que Xr = {1,009, , 01},
IOgO BT = {ST,O'geT, s ,O'n_leT} e dim MT =n-—1.

Em particular, para n = 4 temos A = (3,1) F 4,

112]3
4

T —

oy =(243),05=(34).

Assim, Y7 = {1,09,03} e By = {1, 00er, 03¢7}.
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Capitulo 3

A decomposicao da algebra de grupo

Seja A, C S, o subgrupo das permutagoes pares de S,. Como vimos no
capitulo 1, F'A, é uma algebra associativa unitaria. Além disso, é obvio que
FA, CFS,.

Como no capitulo anterior, onde explicitamos a decomposicao de F'S,, em ideais
minimais & esquerda e a decomposicao em componentes isotipicas, nossa intengao
neste capitulo é encontrar as decomposicoes em ideais minimais a esquerda e em
componentes isotipicas de F'A,,.

Vimos anteriormente que F'S,, ¢é naturalmente [F'S,-modulo. Porém
FA, CFS,, assim para todo 7 € F'A,, 0 € FS, temos 7o € I'S,,. Desta forma,
utilizando da estrutura de F'S,,-modulo de F'S,,, vemos que F'S,, é também um F'A,,-
modulo. Como consequéncia, poderemos utilizar as informagoes que temos sobre as
decomposigoes de F'S,, para encontrar as de F'A,,.

Neste capitulo serda de extrema importancia que consideremos F' um corpo
algebricamente fechado e de caracteristica zero. Basicamente podemos pensar que

F =C.
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3.1 As funcoes f en

Definiremos abaixo duas aplicagoes que serao muito importantes para nosso
trabalho, pois eles nos permitirao fazer ligagoes entre as decomposigoes de F'S,, como

FA,-mo6dulo e as decomposicoes de F'A,,.

Definicao 3.1.1. Seja f : FS, — FS,, definida por linearidade, onde
flo) = (=1)%0,0 € S,. Definamos também n := Idpg, + f, assim
n(a) =a+ f(a), a € FS,.

Proposigao 3.1.2. A funcao f definida acima é uma involucio (f% = Idrs,) que

possui as seguintes propriedades:

i) f éisomorfismo de algebras.

ii) f é homomorfismo de F'A,-modulos.

iii) Para todo A F n temos f(I)) = Iy.
Demonstragao: Para todo o € S, temos f?(c) = (—1)(—=1)%c = o, logo
f? = Idps, .
i) Sea € Ker f entao:

fla)=0=a= f*(a) =0=a=0.

Logo Ker f = {0}, e assim f é injetora, em particular bijetora, pois F'S, tem

dimensao finita. Além disso, para todo 0,7 € F'S,, temos:
flor) = (=1)7To7 = (=1)%0(=1)"7 = f(0)f(7).
Por linearidade temos f(ab) = f(a)f(b) para todo a, b € F'S,,. Logo f é isomorfismo
de algebras.
iil) Sert € A,, o€S, entao:

flro) = (-1)7(—-1)°0c =1(—1)°0c = 7f(0).

Por linearidade, f(ab) = af(b) para todo a € F'A,,, b € F'S,. Assim, f ¢ homomor-
fismo de F'A,-modulos.
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iii) Seja h: F'S, — F'S, a transformagao linear definida por h(c) =71, o € S,,.

Para todo 7,0 € S, temos:
h(or) =7"'o~ = h(1)h(0).
Sendo h linear entao h(ab) = h(b)h(a) para todo a,b € F'S,,.
Seja T € Taby, entdao hier) = h(R;Cr) = h(Cr)W(RE) = CLRE = ér.

Como er ¢ semi-idempotente, existe 3 € F' nao nulo tal que e = Ber, assim:

ﬁéT = h(BeT) = h(@%) = h(eT)h(eT) = é%
Logo, ér ¢ semi-idempotente. Mas fér = é2 = Cr-R}C- R} = CrerRi € I,
portanto ér € I,. Analogamente é7 € I. Ademais:

fler) = F(RECT) = F(RF)F(CT) = RpCf = CpRp = ép € L.

Como I = FS,erF'S, e I é ideal bilateral, entao f(I,) = F'S,ép F'S, C I,. Mas
err = R1,Cr, = CF Ry = f(CLRY) = f(ér) € f(I)) e f é isomorfismo, assim para
todo a,b € F'S,,

aerrb = f(a') f(er) f(V) = f(d'ért') € f(I)).
LOgO I)\/ Q f([,\) [ |

Observacao 3.1.3. E importante notarmos que 7 : F'.S,, — F'S,, ¢ homomorfismo
de F'A,-mo6dulos pois é soma de homomorfismos. Além disso, 1 : F'S,, — F'A,, pois
n(c) =20se o € A, en(o) =0se o ¢ A,. Também é facil de ver que a € F'A, se,

e somente se, 1(a) = 2a.

Lema 3.1.4. Para todo A - n temos n(Iy) = n(Iy) = n(ly + Iy).

Demonstragao: Seja a € (1) entdo a = n(xy), ) € I,. Pela proposigao anterior,

f(Iv) = I, logo x5 = f(yx), yx € Lyv. Como f? = Idps, entdo:

a=xx+ f(za) = flyn) + F2uv) = Flun) +yv = nlyx) € n(Iy).

Assim, n(In) € n(ly). Analogamente mostramos que n(Iy) C n(I)). Portanto,

n(I,) = n(Iy). E pela linearidade de 1 temos:

n(Ix+ Iv) = n(I\) +n(Iyv) = 2n(1y) = n(Ix) = n(Iy).
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Proposigao 3.1.5. Seja A - n. Entao n(Iy) = n(I\) = (Ix+ Iyv) N FA,. Em

particular, se A é auto-conjugada (A = \'), entao n(I,) = I\ N FA,.

Demonstragao: A primeira igualdade ja foi demonstrada, portanto vamos mostrar
a segunda. Pela observagao anterior, n(I,) C FA, e pela proposi¢ao 3.1.2 temos
f([)\) = ])\/, assim 77([)\) Q ]/\ + f([)\) = [A + I)\/. Logo, 77([>\) Q (I,\ + ])\/) N FAn

Seja a € (Iy+ Iy) N FA,, entdo n(a) =2a e a € I\ + Iy. Assim:
2a = n(a) € n(Ix + Iyv) = n(1)).
Logo, a € n(Iy). Portanto (I + Iv) N F A, C n(1)). |

Observacao 3.1.6. Se A nao é autoconjugada (A # X) entao I, N FA, = {0}.
De fato, se € F'A,, entdo f(x) = x, e x € I, implica em f(x) € Iy. Assim, se
r € L,NFA,, entao z = f(x) € I, portanto x € I, N I, = {0}.

3.2 A decomposicgao isotipica de F'A,

Nosso objetivo nesta secao é descrever a decomposicao isotipica de F'A,,. Para
isso, vamos primeiro descrever a decomposicao isotipica de F'S,, como F'A,-modulo,
que serd uma consequéncia do Teorema 3.2.1. Depois noés mostraremos que a partir

desta decomposigao se deriva a decomposicao de F'A,,.

Teorema 3.2.1. Seja F' = C e recordemos que F'S,, = @ I,,. Para cada A F n, seja
An
M, um ideal minimal a esquerda de F'S,, tal que M, C I,. Considerando M), um

F'A,,-mo6dulo temos:

i) Se A # X entdao M, é FA,-modulo irredutivel. Ademais, M, = M, como
FA,,-mo6dulos.

ii) Se A = X entao como FA,-modulos, My = M @& M, , onde M, My sao

F A, -modulos irredutiveis, inequivalentes e dim M, = dim M, = %d A-

Mais ainda, a menos de isomorfismos, estes sao todos os F' A,-modulos irredutiveis
e inequivalentes . Assim qualquer F'A,-mo6dulo irredutivel é isomorfo a um FA,,-

submodulo irredutivel de F'S,,.
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Este teorema ¢é na verdade uma traducao para a linguagem da Teoria de Re-
presentacoes, de um teorema advindo da Teoria de Caracteres de A,. O teorema
referido pode ser encontrado em [1], teorema 7.6, ou em |7], teorema 2.5.7 pagina
66, esta ultima contendo também sua demonstracao. Nao entraremos em maiores
detalhes a respeito dele pois sua demonstracao exige certa discussao a respeito de
caracteres induzidos e projetados, bem como a utilizacao da teoria de Clifford para
grupos com subgrupos normais, o que despenderia de um tempo e tornaria este

trabalho demasiadamente longo.

Proposigao 3.2.2. Consideraremos F'S,, como um F A,-médulo e A\ - n.
i) Se A nao é autoconjugada, entao I & I, é uma componente isotipica de F'S,,.

ii) Se A\ ¢ autoconjugada, entdo Iy = I & I,,, onde I," e I, sdo componentes
isotipicas distintas de F'S,,.
Demonstragao: Sabemos que F'S,, = € I, e que para todo A F n, I, é uma soma

AFn
de ideais minimais a esquerda, todos isomorfos entre si.

i) Se A # X entdo pelo teorema anterior temos, para todo M) ideal minimal &
esquerda de F'S,, contido em Iy, M, é F'A,-modulo irredutivel. Ademais, se - n
e M, é um ideal minimal & esquerda de F'S,,, entao M, = M), como F'A,-médulos
se, e somente se, 4 = A ou u = \. Portanto I, & I} é componente isotipica de F'S,,,

como F'A,-mo6dulo.

ii) Se A = X, entdo pelo teorema anterior temos, para todo M) ideal minimal &
esquerda de F'S,, contido em I, My = My & M, , onde M, M, sao FA,-modulos
irredutiveis e inequivalentes. Para ¢ =T consideremos I{ = > M¢, onde M) ideal
minimal a esquerda de F'S,, contido em I,. E facil ver que I, = I;r @ I,. Além
disso, seja M€ um F'A,-submodulo irredutivel de F'S,,. Temos que M€ = M; como
FA,-mo6dulos se, e somente se, existe M um ideal a minimal a esquerda de F'S,, tal

que My = M e M = Mc® M~°. Desta forma, M C Iy e M C I5. Portanto I§ ¢

componente isotipica de F'S,,, como F'A,-mo6dulo. |
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Teorema 3.2.3. Se I é uma componente isotipica de F'S,,, visto como F'A,,-modulo,
entao n(I) é componente isotipica de F'A,,. Além disso, componentes distintas de
FS,, dao origem a componentes distintas de F'A,,. Reciprocamente, se I é compo-
nente isotipica de F'A,, entao existe I componente isotipica do F'A,,-moédulo F'S,,

tal que I = n(I).

Demonstragao: Seja M C [ um FA,-submodulo simples de F'S,,. Pela propo-
sicao 1.3.14, M = J para algum .J ideal minimal & esquerda de FA,. Seja I a
componente isotipica de F'A, que contém J. Se N C [ é um FA,-submoédulo sim-
ples de F'S,, entao N = M. Considerando n : N — F'A,,, temos que Kern é um
F A,-submodulo de N, assim Kern = {0} ou Kern = N, e portanto n(N) = {0}, ou
n(N) = N como F A,-médulos. No primeiro caso n(N) = {0} C I. No segundo caso,
n(N)= N = M = J, assim 7(N) é ideal minimal a esquerda de FA, e n(N) C I.
Logo n(I) C I. Seja J' C I um ideal minimal & esquerda de FA, C FS,, logo J' é
um F'A,-submodulo simples de F'S,, tal que J' = J = M, assim J' C I e portanto
J' =n(J') Cn(I). Logo I Cn(I). Portanto, I = n(I).

Agora, sejam [, Iy componentes isotipicas de F'S,,, visto como F'A,,-mo6dulo,
tais que n(l;) = n(ly). Como n(l;) é componente isotipica de FA, entao
n(l) # {0}, logo existe M; C I; um FA,-submodulo simples de F'S, tal que
n(My) # {0}, portanto M; = n(M;) como F'A,-modulos e assim n(M;) C n(ly) é
ideal minimal & esquerda de F'A,,. Analogamente existe My C I, tal que My = n(M,)
como FA,-modulos e n(My) C n(lz) é ideal minimal & esquerda de F'A,. Mas
n(1y) = n(ly), logo n(M;) = n(Ms), e portanto My = n(M;) = n(My) = M,. Assim
I = I,.

Para demonstrar a reciproca, seja J C I um ideal minimal & esquerda de FA,,
entao J é um FA,-submodulo simples de F'S,,. Consideremos I a componente
isotipica de F'S,,, como F'A,-mo6dulo, que contém J. Pela primeira implicac¢ao, n([) é
componente isotipica de F'A,, logo n(1)NI = {0} oun(l) = I. Mas J = n(J) C n(I)
logo J C n(I) NI e portanto n(I) = 1. |
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Este teorema nos d& uma correspondéncia biunivoca entre as componentes isoti-
picas de F'S,,, visto como F'A,,-moddulo, e as componentes isotipicas de F'A,,. Sendo
assim obteremos a decomposicao isotipica de FA, aplicando n : F'S,, — FA,.

Com base nesta observagao podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.2.4. Seja A F n:

i) Se A # X, entdo (I ® Iv) = (1)) = n(Iy) := I vy ¢ uma componente
isotipica de F'A,,. Em particular n(I @ I) # {0}.

ii) Se A = X entao n(Iy) = T;\r e n(Iy) := I, sdo componentes isotipicas de

FA,. Em particular n(I;") # {0}, n(Iy) # {0}.

Ademais, estas sdo todas as componentes isotipicas de F'A,,. Mais precisamente,

FA,=| @ Tom|e| @ T el)

{AaA/}EQnac(n) )\Eﬂac(n)

Onde Q0c(n) = {{NNHAF ne X # XN} e Qe = {AFn|A =X}

Demonstragao: A demonstracao deste resultado decorre diretamente da propo-
sicao 3.2.2 que nos fala quem sao as componentes isotipicas de F'S,, visto como
FA,-mo6dulo, e do teorema anterior que nos da uma correspondéncia entre tais

isotipicas e as isotipicas de F'A,,. [ |

Observagao 3.2.5. Pela proposicao 1.3.10, as componentes isotipicas de F'A,, sao
algebras associativas unitarias simples. Logo a decomposicao dada acima é também

uma decomposicao de F'A,, em algebras unitarias simples.

Proposicao 3.2.6. Seja M), C I, um ideal minimal a esquerda de F'S,,. Denotemos

dy = dim M. Assim:

i) Se A # X entdao como algebras, I;\yy = My (F). Em particular
I, = T{A,X} ~ [y como F'A,-modulos e como algebras. Também temos

7{)\7)\/} = (I)\ &, I)\/) NFA,.
ii) Se A = X entdo para € =" temos I, = M, 4, (F)) como algebras.
Demonstragao:
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i) Sabemos pelo corolario 1.2.33 que Iy yy = My(F) como algebras, onde
d =dim J e J é um ideal minimal a esquerda de F'A,, contido em 7{/\)\’}~ Neste caso,
J & também um F A,-submédulo simples de 'S, e n(J) = J C Iy, vy, entao pelo te-
orema 3.2.3, J C I, & I,,. Assim dim J = d) e portanto 7{,\7,\/} = Mg (F)=1, =1y
como algebras.

Agora observemos que 1 : Iy, — n(l,) = Ipay € sobrejetora e
dimI, = dimT{,\M\/}, logo n é isomorfismo. Como n é homomorfismo de F'A,-
moédulos entao 7{,\1,\/} > ], como FA,-mo6dulos. Analogamente 7{,\7,\/} = [,/ como
F'A,,-moédulos.

Por fim, da proposicao 3.1.5 temos 7{,\7,\/} =n(l\) =(Iy®Iyv)NFA,.

ii) O resultado segue de modo anélogo ao anterior. [

Proposicao 3.2.7. Se A = X entdo [, = 71 @® I,. Além disso, para e =" temos

I, =I{N FA, e dimT, = (1d,)% Em particular, dim 7 = & dim I, = 1d3.
Demonstracao: Como 7 € linear entao:
7 + — + AN
Iv=n(l) =nly @ 1) =n(l)+nly) =1, oI,

Se x € I{ N FA, entdo 2z = n(x) € n(I5) = I). Assim 2 € T e portanto
I{NFA, C Tf\. Para provar que 7; C I N FA, basta mostrar que Ti\ C I, pois
ja temos 7; C FA,. Seja J§ C Tf\ ideal minimal & esquerda de F'A,,, entao J§ €
F A,-submodulo simples de F'S,,. Além disso, n(J5) = J5 C T, ent@o pelo teorema
3.2.3 temos J§ C I5. Desta forma Iy C I§.

Pela proposicio anterior temos Iy = Mg, (F), logo dim Ty = (3d))? e assim

dim T, = dim(T, ®T,) = 2(2d))? = 1&2. |

3.3 Os idempotentes centrais de F'A,

Seja ey o elemento identidade da algebra unitéria simples I, entao e?\ =ey e

pela proposicao 1.3.11, ey € Z(F'S,).
Lema 3.3.1. Sejam ey € I) e ey € I». Entao f(ey) = ey. Mais ainda:
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i) Se A # X, denotemos ey vy = ey + ey, entao epy\y € T{A,X} ¢ a unidade da

algebra simples 7{ AN -

ii) Se A = XN entdo ey, € I, N FA, = I\. Ademais, como I, = [;r @1 e
I, = 7; ® I, , entdo ey = ey +e, eeyn =€ +e, onde para e =' temos
e§ € I e € Iy. Assim & ¢ aunidade de Ty. Além disso, estas decomposigoes

coincidem, isto ¢, e = €.

Demonstragao: Sabemos que f é isomorfismo de élgebras e que f(I)) = Iv. Assim

existe a € I, tal que f(a) = ey. Desta forma:
flex) = fex)ex = flex)f(a) = flexa) = f(a) = ex.

i) Se A # X entao epay = ex +ex = n(en) € 7{,\7,\/}. Pela proposicao 3.2.6,
T{AW} = (I, ® Iy) N FA,, assim se = € T{M\/}, entdao r € FA, e existem

xy € Iy, xy € I\ tais que x = x)\ + ). Logo:
zepny = (Xx +an)(ex +ex) = zaex + Taen + ey + xyey.

Como ) € I, e e ¢é a unidade de I, entao
xyxexn = ). Analogamente zyey = xyn. Sendo Iy, I ideais bilaterais, entao

Tyrey, Tyvey € LNl = {O} LOgOZ
176{A7)\/} =T\ +Ty =1x.

Analogamente ey yyx = x. Portanto egy yy é a unidade de T{ij}.

ii) Se A = )X entdo f(ey) = ex = ey, logo n(ey) = 2ey e assim ey, € [\NFA, = I,.
Como Iy, = I @I, entao existem e} € I, ey € I, tais que ey = € +¢),. Da mesma
forma, Ty = 1, @1, , logo existem &} € I, , &, € I, tais que ey = & +&; . Sex € I,
entdo 7€, < € Iy N1, = {0}, ademais pela proposicio 3.2.7, Iy = I N FA, C I,
logo:

T = wey = xey + T€e, © = Te,.

— — , . €
Analogamente e§z = =z, logo € é a unidade de I,. Por fim, observemos que

e €Iy, =IsNFA, logo e € I,7,ey € I;. Como &l +&, = ey = e + e,
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e a decomposigao de ey em elementos de I} e I, é tnica, pois a soma destes subes-

o H = —€ __ €
pagos ¢ direta, entao temos € = ef. [

Proposigao 3.3.2. Sejam A = X\ e M, C I, um ideal minimal a esquerda de F'S,,.
Para e =7 temos e§ M, # {0} e e§ M), C I5. Assim as componentes isotipicas de F'S,,,
visto como F'A,,-modulo, e de F'A,, que correspondem a A sao dadas respectivamente

por I{ = e5Iy e Ty = e51 .

Demonstragao: Sabemos que My = M, & M, , onde M§ C I é um FA,-
submodulo simples de F'S,,. Pela proposicao 1.2.24, existe J5 ideal minimal a es-
querda de F'A,, tal que M5 = J5. Como FA, C F'S,, entao J§ é um F'A,-submoédulo
simples F'S,, e M5 = J5, entdo devemos ter J5 C I5 N FA, = I,. Consideremos
entdao h: M§ 22 JS. Como ¢ € Iy = I N FA, entio:
WeAMy) = eh(M5) = &35 = Jy == A My = My # {0}

Mas M5 C M), assim e§ M5 C e§ M. Portanto e§ M, # {0}.

De modo anélogo M, “ = J, “, onde J, © ¢ ideal minimal a esquerda de F'A, e
J ¢ CT,". Como T ¢ ideal bilateral, entio e5.J; ¢ C Ty. Mas J;© é ideal a esquerda
de FA,, logo e5J5¢ C J© C I, . Portanto e5J5 C I, N1, = {0}. Considerando
g M= J ¢ temos g(eSM, ) = eSg(M, ) = e5Jy = {0}, logo eSM, = {0}.

Desta forma:
eSMy = e\ (M3 & M, ) = (eSMy) + (e\My©) = eS My C I}

Com isso, eSM) C I§ para todo M, C I, ideal minimal & esquerda de F'S,,
logo e§I\ C I§. Mas para todo M), C I, ideal minimal & esquerda de F'S,,, temos
M, = M}t @ M, onde M = eSM5 = eSMy C €51y, logo I C e51y. Portanto
I = e51y. E deste modo Ty = n(I5) = n(eSTy) = esn(ly) = e51x. |

Proposicao 3.3.3. Seja A = ). Para € = temos:

i) eSr=xsexeljeelzr=0sexel "

i) ve§ =eSx=xsex €Iy exe,=csr=0sexcl, .
Demonstragao:

72



i) Como eey € IyNT, = {0} e I,° = e,“Iy, entdo €51, ¢ = e5ey Iy = {0}

Agora, se v € I5 C I, entao v = ez = e§z + e, ‘v = e5z.

.o P , . € —€
ii) Ja demonstramos que e é a unidade de [,, logo ze§ = eSx = = se x € [,.

Agorase z € T, entdo ze§, esz € Iy N1, = {0}, logo ze§ = e5z = 0. ]

3.4 A decomposicao de F'A, em ideais minimais a

esquerda

Lema 3.4.1. Se AFneT € Taby, entao My = FS,er = FA,er.

Demonstragao: Claramente FA,er C Mp. No caso de A = (1") F n entédo
dim My = #Std) = 1. Como FA,er # {0} entdo dim FA,er = 1 = dim My, logo
FAyer = Mp. Caso A # (1) entdo A\; > 2. Sejam i, j elementos da primeira
linha de T e consideremos a transposigdo 7 = (ij), assim 7 € Ry e portanto
rer = 7(RECL) = (TR})Cr = REC, = er.

Seja 0 € S,\A,, entdo 0 = (o7)7 onde o7 € A, ou seja, S,\A, = A,T. Se
a € F'S,, entao:

a= Z 0,0 + Z Be& = Z Qpr T + Z Be€ € FA,T+ FA,.
oeSp\An E€Ay, pPEAL £eAn

Logo F'S,, C FA, + FA,T e portanto:
MT = FSneT g FAneT + FAnTeT = FAneT + FAneT = FAneT.
[ |

Defini¢ao 3.4.2. Sejam A n e T € Taby. Denotemos gr = n(er) = er + ¢/, onde
er = RECy e ey = fler) = R.C.
Lema 3.4.3. Seja A\ - n,n > 2, tal que A = X. Se T € Taby entdo para ¢ ="

temos eggr # 0.

Demonstragao: Suponhamos que eSgr = eS(er + €) = 0. Sendon > 2 e A

autoconjugada, entdo A # (n), logo [(\) > 2. Sejam i, j elementos da primeira
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coluna de T e consideremos 7 = (ij), entdo 7 € Cp. Multiplicando a equagao

eq(er +ef) =0 por 1 — 7 a direita temos:
esler+er)(l—7)=0= ef\R;C’; + ef\R;C;E — ejR}“CfT — ejR;C}“T =0
= ¢ RECT + eSRACH + e RECT — eSRACH =0=2SRICH =0=eSer =0
At At Attr~r At At AT :

Pela proposigao 3.3.2, e§FA,er = eSMrp # {0}. Mas e ¢ a unidade de T,
entdo pela proposicao 1.3.11, e§ € Z(FA,), assim eSFA,er = FA,eSer = {0}.
Contradigao! Logo eSgr # 0. |

Lema 3.4.4. Sejam A\ F n autoconjugada e T' € Tab,. Entao, F'A,gr ¢ a soma

direta de dois ideais a esquerda FA,gr = FA,el gr ® FA,e) gr.

Demonstragao: No lema anterior vimos que e5-gr # 0, para e =, assim FA,ef gr

e FA, e, gr sao nao nulos. Como e € FA, entao FA,eSgr C FA,gr, desta forma
FA,elgr+ FA,eygr C FA,gr. Sendo gr = n(er) € I, =1,NFA, e e, aunidade

de Iy, temos gr = exgr = e;ng + ey gr, e assim:
FA,gr = FAy(e{gr + €5 gr) C FAnelgr + FAge, gr.

Portanto FA,gr = FA,eygr + FA,e, gr. Mas gr € FA, e T, é ideal bilateral de
FA,, logo FA,eSgr C Ty e FAneigr N FAze,gr C Tj\r N1, = {0}. Desta forma

FA,elgr N FA,e, gr = {0} e portanto FA,gr = FA,ef gr ® FA,e5 gr [ |
Sejam A - n autoconjugada e Ti,--- , T}, os tableaux de Std), tais que 1, 2 per-
tencem a primeira coluna. Para i = 1,---,m definamos 7] o tableau obtido da

conjugacao de T;. Como T; € Std,, logo é crescente nas linhas e nas colunas, entao
T! também é crescente nas linhas e colunas, assim 7] € Stdy. Ademais, 7 é um
tableau que possui 1, 2 na primeira linha. Como todos os tableaux Standard tem
1, 2 na primeira linha ou na primeira coluna, vemos que o conjunto de todos os
tableaux T; e T/ é igual ao conjunto de todos os tableaux Standard de A, e neste

caso dy = 2m.

Lema 3.4.5. Seja AFn, n > 2.
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i) Se A é autoconjugada, entao a seguinte soma de ideais a esquerda de F'A,, é

direta:
i=1 i=1
Onde m = %dA e Ty, -+, T, os tableuaux Standard de A\ que tem 1, 2 na

primeira coluna.

ii) Se A ndo é autoconjugada, entdo a seguinte soma de ideais a esquerda de F'A,

¢é direta:

Y FAwgr= P FAur

TeStd)y TeStd)y

Demonstragao:

i) Suponhamos que Y a;g7r, = 0, a; € F'A,. Multiplicando a equagao por 1 — (12)
i=1
a direita temos:

aigr, (1 — (12))

NE

1

(2

a;(R}.CL, + R.Cf — R} C(12) — R, C1(12))

I
NE

1

(2

= D ai(R}.Cr, + Ry Cf, + RE.Cr, — Ry C)

i=1
m

= 22 a;er;.
i=1

m
Como Car(F) # 2 entao »_ aer; = 0. Porém, para todo i = 1,--- ,m, temos

i=1
aer, € FAn,er, = My, e a soma dos Mrp,’s é direta, logo a;er; = 0, para todo
i =1,---,m. Desta forma, para todo ¢ = 1,--- ,m, temos a;gr, = n(a;er,) = 0.

Assim segue o resultado.

ii) Se A # X entdo para todo T € Stdy temos e gr = ex(er + €7). Como ey € I
e efn = fler) € Ly, entao exelr € Iy NIy = {0}. Assim eygr = exer = er. Supondo
> argr =0, ar € FA,, e multiplicando a equacao a esquerda por ey € Z(FA,)

TeStdy
temos:

0= Z exargr = Z arexgr = Z arer.

TeStdy TeStdy TeStdy
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Como para todo T € Std, temos arer € My, e pelo lema 2.3.21 a soma dos Mrp’s
¢ direta, entdo aper = 0. Assim, para todo T € Stdy temos argr = n(arer) = 0.

Portanto segue o resultado. [ |

Teorema 3.4.6. Seja A - n. Com as notagoes adotadas no teorema 3.2.4 temos:

i) Se A nao é autoconjugada entao 7{ AV} se decompoem em uma soma direta do

seguinte modo:

7{,\,,\/} = @ FAngr

TeStdy

Ademais, para todo T' € Std) temos que FA,gr é ideal minimal a esquerda

de FA,.

ii) Se A é autoconjugada e Ty,--- ,T,, sao todos os tableaux de Stdy que tem
1, 2 como elementos da primeira coluna, entdo para € = temos que Ti\ se
decompoem em uma soma direta da seguinte forma:

m
—e€
I)\ = @ FAneg\gTi
i=1
Ademais, para todo ¢ = 1,---,m temos que FA,e{gr, é ideal minimal &

esquerda de F'A,,.

Demonstragao:

i) Como A # X entao para todo T' € Stdy, My é um F'A,-submodulo simples de
FS,. Pelo lema 3.4.1, My = FA,er, e como n é homomorfismo de
FA,-modulos entao n(Mr) = n(FA,er) = FAumn(er) = FA,gp, assim
n(Mr) # {0}, e portanto n : My — FA,gr é isomorfismo de F'A,-modulos, logo
FA,gr é FA,-mo6dulo simples, ou seja, ideal minimal & esquerda de F'A,. Além

disso, Iy = €@ My, logo:
TeStdy

Tiawy = (1) —n( &y MT) = > nMp)= Y FAygr= P FAugr

TeStdy TeStdy TeStdy TeStd)y
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ii) Como vimos acima, para todo i = 1,--- ,m temos n(Mr,) = F'A,gr,. Sabemos

m
também que € My, C I, assim:
i=1

@FAngTi =1 (@ Mn-) C (L) = I,
=1 i—1

Mas pelo lema 3.4.4, temos para todoi = 1,--- ,m, FA,g7, = FA,el gr,®F A€ gr,,
logo:

=1

(@ FAne;\“gTi) P (@ FAne;gTi) C1,.
i=1

Recordando que €5 & unidade de Ty entao (e5)? = e, esex = 0ee§ € Z(FA,),

assim:
i 6; @21 FAneigTi = @:il eg\FAnei\gTz‘ = @zﬂil FAn(ei)QgTi = @zﬂil FAneigTi'
® 63 @:il FAne)_\egTi = @Zl eiFAnegggTi = @:il FAneiexegTi = {O}

Recordemos ainda que Ty = €57, assim:
e ((EB FAneign> b (EB FAne;gT,.)> Ceslh=1,.
=1 i=1
= 5 @ FAnesgr, + 5 @ FAwe;gr, C 1.
i=1 i=1

— @ FA 591, C 1.
i=1

Pelo lema 3.4.3, eSgr, # 0 para todo ¢ = 1,---,m, assim F'A,egr, ¢ ideal
a esquerda nao nulo, e portanto existe .J; ideal minimal & esquerda de F'A,, tal
que J; C FA,eSgr, C 7;. Pela proposigao 3.2.6 temos dim J; = %d;m logo, se
considerarmos dim F'A,eSgr, = d; temos d; > %d,\. Ademais énal FA,eSgr, C 7; e

dim Ty, > dim @ FA,eSgr,, ou seja:
i=1

1 1
(§d)\)2 Z dl + -+ dm Z (§d,\)m = (—d,\)z.
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Portanto dim Ty = dimealFAnengi = (3d))?, e assim GBIFAnengi = T,. Além
1= 1=
disso, para todo ¢ = 1,--- ,m devemos ter d; = %d,\, logo F'A,eSgr, = J;, portanto

FA,eSgr, € ideal minimal & esquerda de F'A,,.

Lema 3.4.7. Seja T € Taby. Entao dim F A,,gr = d,.

Demonstragao: Se A\ # X entdao n : My — FA,gr é isomorfismo, logo

dim F'A,gr = dim My = d,.

Se A = X, sejam Ty,---,T,, todos os tableaux de Stdy, que tem
1,2 como elementos da primeira coluna. Para ¢ = 1,---,m temos
FA,gr, = FA,eigr, ® FAue gr, onde pelo teorema anterior,

dim FA,ef gr, = dim FA,e, g7, = %d,\, logo dim F'A,.g1, = 2(%d)\) = d,.
Como para todo T € Taby, existe o € S, tal que o1} = T entao:
gr = nler) =n(oero™")
= ogeno 4 (=1)%af(en,)(—1)7 o7t
= oer,o0 ' +oflep)o!
= ofer, + flen))o™
-1

= an(€T1)U

= anga’l.

Ademais, cF A, 07! = FA,, logo FA,gr = (cFA,0 )ogr,o™ = cFA,gr,0c .
Definamos:

S: FA,gr, — FA,gr

x— oxo !

Um célculo direto mostra que S ¢é isomorfismo de espacos vetoriais, logo

dim FA,gr = dim FA,gr, = d,. |

Proposicao 3.4.8. Sejam A - n, T" € Taby e M) C I, um ideal minimal & esquerda
de F'S,,. Temos:

i) My = FA,gr como F'A,-modulos.
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i) FS,gr = FS,er ® FS,e/n. Em particular, dim F'S, g7 = 2d,.

Demonstragao:

i) Como M, C I, entao My = My como F'S,-moédulos, e portanto também como
FA,-modulos. Mas n(Mr) = FA,gr e pelo lema anterior dim My = dim F'A, gr,
logo My = FA,gr como FA,-modulos via 7. Desta forma M, = My = FA,gr

como F'A,-moédulos.

ii) Afirmagao: Para todo L ideal & esquerda de F'A, temos F'S,L = L & (12)L.
Em particular, dim F'S,, L = 2dim L.
De fato, se z € F'S,,L entao = = ay, a € F'S,, y € L. Como S,\A4, = (12)A4,

logo podemos escrever a =Y, - (12)7+ > 4 B,0, a;, B, € F, e assim,

xr = Z a-(12)Ty + Z Boty € (12)L + L.

TEAn O'EATL
Logo F'S, L C L+ (12)L, mas a outra inclusdo é trivial, assim F'S,L = L + (12)L.
Mas ¢ também trivial que L N (12)L = {0}, portanto F'S,,L = L & (12)L.

Além disso, definindo:

S: L—(12)L
r— (12)x

Vemos que S é isomorfismo de espagos vetoriais, logo dim L = dim(1 2) L e portanto
dim F'S, L = 2dim L.

Agora vejamos, FS,gr = FS, - FA,gr, e pela afirmacao acima,
dim F'S,gr = dim(F'S, - FA,gr) = 2dim FA,gr = 2d,. Além disso, temos
FS,gr = FS,(er + ¢}) C FSyer + FSyel, logo 2d, < dim(FSper + FSpel).
Como F'S,er = My entao dim F'S,er = dy. Ademais f é isomorfismo de al-
gebras e f(FSper) = FS,el, logo dim F'S,e/, = dim F'S,er = d,. Portanto
dim(FS,er + FSpefp) < dim(FSper) + dim(F'S,ef) = 2d,. Desta forma
dim F'S,gr = dim(F Sper + FSpelp) = dim(FSyer) + dim(FS,e) = 2dy, o que
nos da F'S,er N FS,ef = {0} e FS,gr = FSper @ FSyel. [ ]
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Capitulo 4

Conjectura de Henke e Regev

Definicao 4.0.9. Um elemento e € F'S, ¢ dito um idempotente primitivo se, e? = e

e F'S,e for um F'S,,-mo6dulo irredutivel.

Em nossa primeira referéncia, o artigo Fzaplicit decompositions of the group
algebras F'S,, and FA,, os autores A. Henke e A. Regev apresentaram a seguinte

conjectura:
Conjectura 4.0.10. Para todo idempotente primitivo e € F'S,,, temos:
a) FS,e=FAge;
b) n(FSne) = FAnn(e);
c) dim F'S,n(e) = 2dim F'S,e.
Vamos explorar um pouco mais esta conjectura.
Lema 4.0.11. Seja e € F'S,, tal que F'S,e = F'A,e, entdo n(FS,E) = FA.n(e).

Demonstragao: De fato, se F'S,e = F'A,e, entao n(FS,E) = n(FA,e). Mas n é
homomorfismo de F'A,-modulos, logo n(F'S,E) = n(FAne) = FA,n(e). |

Observemos que se e € FS, é idempotente primitivo, entao F'S,e é F'S,-
modulo irredutivel, portanto existe um A F n tal que F'S,e = My, onde T € Tab,.

Vamos demonstrar um caso particular da conjectura.
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Lema 4.0.12. Seja e € F'S,, um idempotente primitivo tal que F'S,e = My, onde
T € Taby, A\ n. Se A # X, temos:

a) FS,e=FA,e;

b) n(FSye) = FAun(e);

¢) dim F'S,n(e) = 2dim F'S,e.
Demonstragao:
a) Se A # XN entdao My é FA,-modulo irredutivel. Sendo F'S,,e = My como F'S,,-
modulos, entao, em particular, F'S,e = My como F A,-modulos, assim F'S,e é tam-

bém FA,-modulo irredutivel. Mas FA,e é FA,-submodulo de FS,e, e
FA,e # {0}, logo FA,e = FS,e.

b) Segue do item a e do lema anterior.

c) E facil ver que FS,n(e) = FS, - FA,n(e), assim pela demonstracdo da propo-
sicao 3.4.8, dim F'S,n(e) = 2dim F A, n(e).

Como F'S,e = My, temos pelo teorema 1.1.21, F'S,e C I,. Recordando
que f(In) = Iv e que Iy + Iy = I, @ Iy, entao n(e) = e+ f(e) # 0. Logo
n(FSy,e) = FA,n(e) # {0}. Considerando n : F'S,e — FA,n(e), temos que n é
sobrejetora. Ademais, Kern ¢ F'A,-submodulo de F'Sye, e Kern # FS,e. Como
FS,e ¢ irredutivel, entdo Kern = {0}. Logo n ¢ isomorfismo e F'S,e = FA,n(e).

Portanto:

dim F'Spn(e) = 2dim FA,n(e) = 2dim F'Spe.

Este lema prova um caso particular da conjectura acima referida.
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Capitulo 5

As A-codimensoes da Algebra de

(Grassmann

5.1 Introducao a teoria das PI-algebras

Defini¢ao 5.1.1. Seja X = {z1, z9, --- } um conjunto infinito e enumerével de va-
riaveis. Denotamos por F'(X) a algebra associativa livre com unidade, que tem uma
base formada por 1 e pelas palavras ;1 - - - T, 2;; € X, n € N, com multiplicacao
definida por:

Definigao 5.1.2. Seja A uma éalgebra e f = f(zq,---,2,) € F(X). Diremos
que f é uma identidade polinomial para A se f(ay,---,a,) = 0, para quaisquer
a, -+ ,a, € A. No caso de f ser um elemento ndo nulo de F'(X), entdo diremos

que A é uma Pl-dlgebra.

Exemplo 5.1.3. Seja A uma éalgebra comutativa, entao para todo ay, as € A temos
ajay = agay. Consideremos o polindmio f(x1,zs) = [x1, xa] = X129 — 2921 € F(X),
que chamaremos de comutador duplo. E trivial ver que [a;, as] = 0, ou seja, [x1, 3]

¢ uma identidade polinomial para A.

Exemplo 5.1.4. Seja s,(z1,- -+ ,2,) € F(X) definido da seguinte forma:

Sn($17 I 7$n> — Z (_1)0'%.0_(1) .. xo_(n)

O'ESn
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O polinémio acima definido é conhecido como polinémio Standard de grau n. Pode-

mos facilmente observar que s, ¢ multilinear e possui a seguinte propriedade:

“Se @iy - - @i x4 - - - Xy, aparece em s, com coeficiente 1, entao

Tj1 - T Tij - - Tin @parece em s, com coeficiente F1.”

Se A é uma algebra de dimensao finita com dim A = m < n, entao s, é uma
identidade polinomial para A.
De fato, seja B = {e1, - , e, } uma base para A. Escolhendo e;1,--- ,e;, em

B entao como m < n, pelo menos um deles se repete. Assim pela propriedade

de s, acima referida, vemos que s,(e;1, - ,€;,) = 0. Mas s, é multilinear, logo
sp(ay, -+ ,a,) = 0 para quaisquer ay, - - - ,a, € A, ouseja, s, ¢éidentidade polinomial
para A.

Exemplo 5.1.5. Em 1950 Amitsur e Levitzki publicaram o artigo Minimal identities

for algebras, onde demonstraram o seguinte resultado:

“O polinémio Standard de grau 2n é uma identidade polinomial para a algebra

M, (F), das matrizes de ordem n.”

Este famoso resultado é conhecido como o Teorema de Amitsur-Levitzki, e &

considerado um marco na Teoria de PI-algebras.

Definicao 5.1.6. Um ideal bilateral I de F(X) ¢é dito um T-ideal se,
flg1s -+ ,9n) € I para todo f(z1,---,2,) € I, g1,-- , 9, € F(X). Ou seja, [ é

um T-ideal se for invariante por endomorfismos de F'(X).

Proposigao 5.1.7. Seja A uma élgebra e consideremos 7'(A) o conjunto de todas

as identidades polinomiais de A. Entao T'(A) ¢ um T-ideal.

Demonstragao: Um calculo direto nos mostra que T'(A) ¢ um ideal de F(X). Se-

jam f(xl7”' ka) S T(A>? gl(xlla"' Jxlnl)u'” 7gk(mk17"' 7‘rknk) € F<X> €, para

j=1,---,k, sejam a;ji,--- ,a;,, € A. Como b; := g;(a;1,--- ,a;,,) € A, entdo:

floi(arn, -+ ain, ), - >9k(ak1,"' 7al~mk)) = f(bl,--- >bn) = 0.

Logo f(g1, - ,gx) € T(A). Como f, g1, ,gr sa0 quaisquer, temos que T(A) é
T-ideal. [ |
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Definicao 5.1.8. Pode ser mostrado que a intersecao de uma familia qualquer de
T-ideais de F(X) é ainda um T-ideal. Logo, dado um subconjunto S qualquer de

T como sendo

F(X), podemos definir o T-ideal gerado por S, denotado por (S)
a intersegao de todos os T-ideais de F(X) que contém S. Assim, (S)T é o menor

T-ideal de F(X) que contém S.

Proposigao 5.1.9. Seja S um subconjunto qualquer de F(X). Entao (S)T é for-

mado por combinagoes lineares de elementos do tipo:

pf(gi, - gn)h (%)

Ondepagla"'7gn7h€F<X>efES'

Demonstragao: Seja J o conjunto formando pelas combinagoes lineares de ele-
mentos como em (*). B facil notar que J é T-ideal de F(X) e que S C J,
logo (S)T C J. Agora, para todo elemento pf(gi,---,gn)h como em (%) temos
pf(gi, -+ ,g,)h € (S)T. Mas (S)T ¢ ideal, logo todas as combinagoes lineares de

elementos do tipo () estao em (S)T, ou seja, J C (S)7. [ |

Definicao 5.1.10. Sejam S um subconjunto de F(X). Dizemos que f € F(X)
¢ uma consequéncia dos polinémios de S (ou que f segue dos polindmios de S) se

fe(s)T.

Pela proposigao anterior, f € F(X) é uma consequéncia de S se, e somente se,
f € combinagao linear de elementos do tipo pf(g1,--- ,gn)h, onde p, g1, -+, gn, h €
F(X)efes.
Definicao 5.1.11. Seja m = m(xy, -+ ,2,) um mondémio em F(X). Para
1 =1,---,n, se x; aparece d; vezes em m, entao definimos o multigrau de m como
sendo (dy, - -+ ,d,). Dizemos que f = f(z1, -+ ,2,) é um polindémio multi-homogéneo
de multigrau (dy, - - - ,d,) se f é uma combinagao linear de mondémios com multigrau
(dy,--- ,d,). Em particular, se f = f(xy1, - ,2,) é um polindbmio multi-homogéneo

de multigrau (1,---,1) entdo dizemos que f é multilinear.

Exemplo 5.1.12. O polinémio f(xy, Ty, 23) = 2122712371 +T3 1379 ¢ multi-homogéneo

de multigrau (3,1, 1). Ja o polinémio Standard,

Sn('xla o 7xn) = Z (_1>chr(1) © To(n)



é multilinear.

Definicao 5.1.13. Dois conjuntos de polinémios sao equivalentes se eles geram o

mesmo T-ideal.

Teorema 5.1.14. Seja F' um corpo infinito. Para todo f = f(z1, - ,z,) € F(X)

temos que {f} e {f4,.a,;d1, - ,d, > 0} sdo equivalentes, onde fg, .. 4, ¢ a com-

ponente multi-homogénea de multigrau (dy,--- ,d,) de f.

Demonstragao: Seja m; o maior nimero de vezes que ; aparece em um mononio

de f. Escrevendo f = fo+ -+ + fm,, sendo f; a componente de f formada pelos

mondmios onde x; aparece exatamente i vezes. Desta forma f € (fg, -+, fu, )T €
(NS fosr s fn)T
Como F' ¢ infinito, existem ay, - - - , a,y,, elementos distintos de F'. Desta forma:
flaozr, zz, - ya) = offo+agfi+ - +ag" fm
flonwy, @a, - 2n) = odfotaifit-+al" fu,
flom,z1, 20, ,2y) = a9n1f0 + 0471mf1 + ot fng -

Em forma matricial temos:

flagzy, g, -+, ) 1 O‘(l) cagt Jo
f(alth%“' 7xn) o 1 CY% a71’l11 fl
_f(am1x17m27"'7xn) ] _1 Oé'}nl azi ] _fml i
Definindo,
1 of - agt
1
V :: 1 al PR a’inl
1 oz}n ozf,}i

vemos que V' é uma matriz de Vandermond cujo determinante é dado por:

det V = H (0 — o) # 0.

0<j<i<mi
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Logo V' é uma matriz invertivel e portanto:

flaozy, z9, -+, 2p) Jo
Ve flarwy, o, -+ xy) _ N1
| flamay, @, xn) || f |
Desta forma fy, - -, fi,, s@o combinagoes lineares de f(aox1, T2, ,Tm, ), -,
flam @1, @2, 2my), @ assim fo, -+, frn, € (f)T. Logo (fo, -, fum)" S ()T
Paracadai =1,---,my, seja f; = fio+ -+ fimy,;, onde my; é 0 maior niimero

de vezes que xy aparece em f;, e f;; ¢ a componente de f; formada pelos monoémios

onde a variavel zo aparece exatamente j vezes. Usando o mesmo argumento temos

(fior s fime) T = (fi)T, e assim :
Y= o= T+ Fonr= -+ -

Repetindo este argumento, ao final de n passos, onde n é niimero de variaveis

de f, temos o resultado esperado. [

Corolario 5.1.15. Seja I um 7T-ideal de F/(X). Se F ¢ infinito, entdo I é gerado

por seus elementos multi-homogéneos.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado decorre diretamente do teorema
acima. [ |

Uma importante consequéncia deste corolario é que, as identidades polino-
miais de uma algebra A sobre um corpo F' infinito seguem de suas componentes
multi-homogéneas. Logo, para procurar tais identidades é suficiente procurar pelas

identidades multi-homogéneas.

Teorema 5.1.16. Seja F um corpo de caracteristica zero. Para todo
f= f(z1,--+ ,z,) € F(X) com multigrau (dy,--- ,d,), denotemos fy,; a compo-
nente multilinear de f(z11 4+ -+ x14,,* , Tp1+- - +Tng, ). Entdo {f} é equivalente
a { frute }-

Demonstragao: Como F' é um corpo de caracteristica zero, entao F' é infinito, e

pelo teorema anterior temos:
<fmult>T g <f(l'11 + -+ Tidys """ »Tnl + 4+ xndn)>T g <f>T
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Agora observemos que,

fmult(xla"' 7x17"'7xn7'”7xn):d1!"'dn!f(x17"' 7In)-
d d
1 m
Logo di! - d,\f(z1, -+ ,2n) € (fuur)?. Mas F tem caracteristica zero, logo
di!---d,! # 0 e portanto f € (fruue)?. Assim (f)T C (frnu)”- [ |

Corolario 5.1.17. Seja I um T-ideal de F'(X). Se Car(F') = 0 entao I é gerado

por seus elementos multilineares.

Demonstragao: A demonstragao deste resultado decorre diretamente dos teoremas

acima. n

Este corolario mostra que identidades polinomiais de uma algebra A sobre um
corpo F' de caracteristica zero seguem de suas componentes multilineares. Logo,

para procurar tais identidades é suficiente procurar pelas multilineares.

5.2 A-identidades e A-codimensoes

Nesta secao, se faz necessaria uma troca de notagoes. Para evitar ambiguidade

passaremos a denotar uma algebra qualquer por R.

Também devemos considerar F' = C.

Definicao 5.2.1. Seja P, o conjunto dos polinémios multilineares de grau n nas
variaveis {x1,--- ,x,}. Um calculo direto mostra que {zy(1) - Tom)| 0 € Sy} é uma

base para P, como espaco vetorial, portanto dim P, = n!.

Vamos considerar o seguinte produto bilinear S, x P, — P,, onde
of(xy, -, 2,) = f(®s1), "+, To(m)). Notemos que P, munido deste produto torna-
se um S,-modulo, e consequentemente um F'S,,-modulo.

Vamos considerar também a aplicagao:

@ : S, — P,

z A0 Z OsTo(1) """ To(n) -
0ESh oc€Sn
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Um céalculo direto mostra que ¢ é um isomorfismo de F'S,-mo6dulos. Assim,
existe uma correspondéncia biunivoca entre F'S, e P,. Diante deste isomorfismo,
podemos tratar os elementos de F'S,, como polindémios em P, e vice-versa.

Seja R uma élgebra sobre F. Como T-ideais sao invariantes por permutacoes

de variaveis temos:

O'f(l’l,' o 75(:71) = f(xO'(l)a U 7xa(n)> € anT(R)

para todo f(zy1,---,2,) € P,NT(R) e 0 € S,. Assim P, NT(R) é um FS,-
submoédulo de P, e, consequentemente, o quociente

Pn
BB) = 5wy

¢ também um F'S,-modulo.

Definicao 5.2.2. Seja R uma éalgebra. Paran € N, definimos a n-ésima codimensao

de R como sendo:
P,

cn(R) = dim P, (R) = dim le—;w

Como P,(R) ¢ F'S,-modulo de dimensao finita, entdo o Teorema de Maschke
nos diz que P,(R) pode ser decomposto em soma de F'S,-submo6dulos simples. Mas
cada submodulo simples é equivalente a algum dos F'S,,-modulos irredutiveis My,

A F n. Desta forma, sendo m, o numero de submédulos simples de P, (R) que sao

equivalentes a M), temos:

Portanto:

Definicao 5.2.3. Para cada A\ - n, o m, descrito acima é chamado de multiplicidade

do F'S,-modulo M, em P,(R).

Definigao 5.2.4. Recordando que F'S,, = @ I, onde os I)’s sao ideais bilaterais de

AFn
Iy

AQ—T(R) é a S,-codimensao

F'S,, e sendo R uma Pl-algebra, dizemos que ¢, = dim

local de R associada a .
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Como F'S,, = € I, entao:

AFn
] .[

AFn A-n

T FS,NT(R) (@®L)NT(R) DUINT(R)

AFn AFn

Pu(R)

Para todo a € F'S,, e A F n existem ay € I, tais que a = ), a). Definamos
entao o seguinte homomorfismo de F'S,,-mddulos:

FS, Iy

v Fsoarm  @onarm
a = (Gyy, 0, Gy, -

Se @ = bentdo a — b € FS, NT(R) e assim, para todo A F n temos
ax — by € IyNT(R), logo @y = by. Portanto (@) = v (b), ou seja, ¥ estd bem
definida.

Se ¥(a) = (0,---,0) entdo, para todo A F n, temos ay € I, NT(R). Assim,

a=>Y ay€ @(LNT(R)) = FS,NT(R), logoa = 0. Portanto, v & injetora. Mas,
AFn AFn

I

di L, B dim I, — dim(I, NT
1m§_%[)\ﬂT(R) ; im I, — dim(/, NT(R))

= ) dimIy— ) dim(I,NT(R))
AFn AFn

= dim F'S, — dim(FS, NT(R))

FS,

= dim 1"
MES, NT(R)

Portanto, 1) é isomorfismo de F'S,,-mo6dulos e assim:

I
P,(R) = GB —_— .
(R) IL,NT(R)
AFn
Logo:

e(R) =) an(R).

AFn
Assim, devido a equagao 5.1, temos para todo A F n,

C)\(R) = m)\d)\ . (52)

Defini¢ao 5.2.5. Seja P2 o espaco vetorial com base {1y, Tom)| 0 € Ay}
Os elementos de P4 sdo chamados A-polindmios ou polinémios pares. Se R é uma

algebra com uma identidade f € P4, entao dizemos que f é uma A-identidade para

R.
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Observemos que p(FA,) = P4 e assim, fazendo a identificacio F'A, = P4
temos que P4 é também um FA,-moédulo. Desta forma, se R é uma Pl-algebra,
PANT(R) é um FA,-submoédulo de P# e assim, o quociente
PA
PMR) = ——2—
(F) PANT(R)

¢ também um F'A,,-mddulo.

Definicao 5.2.6. Seja R uma Pl-dlgebra com T-ideal T'(R).  Denotamos

ct = dim PA(R), a n-ésima A-codimensio de R.

Observagao 5.2.7. Vimos no teorema 3.2.1 que, para todo A - n, se M, C I, é

um ideal minimal & esquerda entao, visto como F'A,-mddulo, temos:

i) Se A # X entdao M, é FA,-modulo irredutivel. Ademais, M, = M), como
F A, -médulos.

ii) Se A = X entdo como FA,-modulos, M, = M @& M, , onde M, My sao

FA,-mo6dulos irredutiveis, e dim M;r =dim M, = %d)\.
Mais ainda, estes sao todos os F'A,-mddulos irredutiveis e inequivalentes.

Consideremos a decomposi¢ao isotipica de F'A,:

FA, = @ Iy | @ @ Iy ®T))

{AN}EQnac(n) AEQqe(n)

Definigao 5.2.8. Seja R uma Pl-algebra. Definimos as A,-codimensoes locais

i, i de R da seguinte maneira:

T
i) Se N # A, entdo ¢y = dim S 0 S—

—+
I
ii) Se A = X, entdo ¢* = dim ——>——. Denotemos também c5' = ¢ " +¢5 .
I\ NT(R)

Assim:

cﬁ:Zcf\‘%—Zcf\‘. (5.3)
N=X

A<

Proposicao 5.2.9. Seja R uma PI-algebra.
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1) Se A # X entdo, ou c{(R) = cx(R) + cx(R), ou ¢ (R) < ex(R) + cx(R) — d.

2) Se A = )\ entdo, ou ¢ (R) = cA(R), ou ¢4 (R) < cex(R) — Ld,.

2

Demonstragao:

1) Sendo A # )\ entdo, pela proposigao 3.1.5, temos T{A,,\/} C I\ ® Iy. Para
a € Iy vy, vamos denotar @ :=a+ (Ip vy NT(R)) e a:=a+ (I & Lv) NT(R)).

Definamos o homomorfismo de F'A,,-mo6dulos:

T I, & I
— — -
[{)\7)\/} N T(R) (]/\ S ])\) N T(R)
a —> a

Sejam aj,ay € 7{,\7,\/} tais que @3 = a3. Logo ay — ay € 7{,\7>\/} NT(R) C
(In® Iy) NT(R). Assim d; = dy e portanto v(a;) = u(az), ou seja, ¢ estd bem
definida.

. T{A,X}
Sejam Gy, a3 € ————————
ooy NT(R)

Assim, a1 —as € T{,\,,\/} NT(R), logo a; = a3 e portanto ¢ é injetora.

tais que @y = ag, entdo a;—ag € (L ® Ly )NT(R).

Agora temos as seguintes opgoes:

i)Se ¢ for sobrejetora entao,

7{)\,)\’} ~ I)\ D I)\/ ~ _[)\ & ];\
IpyyNT(R) (helv)NT(R) LNTR)  LNT(R)
Assim, B
T !
dim =2 g +di

. I)\ A
= m-———- I —————
T NT(R) ILL,NT(R) I,NT(R)

e portanto ¢ (R) = cx(R) + cx(R).

ii)Se ¢ nao ¢é sobrejetora entao,

Ll
(Lo I,)NT(R)

Ty
[{A,)\’} N T(R)

2

Im: C

I
(Lo I)NT(R)

Desta forma existe M um FA,-submodulo irredutivel de

tal que M ¢ Im.. Assim:

/
=dimIm: < dim h© I

- — dim M.
Ty NT(R) (1, ) N T(R)
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LT,
(I, ® I{) NT(R)

A (R) < ex(R) + cx(R) — dy.

Mas M é F'A,,-submoddulo irredutivel de , logo dim M = d, e assim:

2) Sendo A = )\ entdo I, = Yj\r @I, CI\,NFA,. Procedendo de maneira analoga

ao caso anterior temos o resultado esperado. [ |

Definigao 5.2.10. Seja R uma PI-&lgebra. Definimos:
i) Thae(n, R) : {AFn|N < Xecl #cy+ A4}
ii) Toe(n, R) : {F 0N = Xecq # ey}
iii) T'(n, R) = Tue(n, R) U T 4c(n, R)
Corolario 5.2.11. Seja R uma Pl-algebra, entao:

(R <ca(R)— Y da— Y %dk.

A€l nac(n,R) AETac(n,R)
Demonstragao: Pela equagao 5.3 temos ¢! = > e + > cf.
N<A A=N
i) Se A ¢ I'(n, R) entao:
e c(R) = cr\(R) + c\(R), caso A # \;
e ci(R) =c\(R), caso A = \.
ii) Se A € I'(n, R) entao pela proposigao 5.2.9:

o c(R) < crx(R) +cxn(R) —dy, caso A # N.

o i <cy— %dA, caso A = \.

Portanto:
Am= Y dr Y de Y o
AZI(n,R) Aelnac(n,R) A€l ge(n,R)
1
= Z (ex+ev) + Z Cx T Z (ex+ev —dy) + Z (C)\_éd/\)
AgT(n,R) AET(n,R) el nac(n,R) Melae(n,R)
A£N A=)
1
=c(R)— > di— > 5.
AeTnac(n,R) AT ge(n,R)
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5.3 As A-codimensoes da Algebra de Grassmann

Definigao 5.3.1. A élgebra gerada por uma sequéncia de elementos {1, ey, es,- - }
satisfazendo a relacao,

eiej + €j€¢ =0

¢ chamada Algebra de Grassmann ou Algebra Exterior. Ela sera denotada por E.

Fica a cargo do leitor mostrar que o conjunto D, formado por 1 e pelos ele-
mentos e;, ---e; , tais que i1 < --- < i, n > 1, é uma base para £ como espago

vetorial.

Lema 5.3.2. Sejaa =e¢;, ---¢;,, € D, dizemos que o comprimento de a é n. Desta

forma:
1) Se a € D tem comprimento par, entdo a pertence ao centro de F.
2) Se a, b € D tem comprimento impar, entdao ab = —ba.

Demonstragao:

1) Sea=e; ---€;, €D tem comprimento par, entdo para todob=ej ---¢;, € D

Im

temos:

ab = e ---€,ej €

= (=1)™ba.

Mas o comprimento de a é par, logo n = 2k, k € N, assim mn = 2mk e
(—=1)™ = (=1)*>"* = 1, ou seja ab = ba. Como D é uma base de F entdao axr = za

para todo x € E, e assim a € Z(E).
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: : _ B - _ n
2) Como vimos acima se a = €;, ---¢€;,, b =€, ---e;. € D entao ab = (—1)""ba.

Mas se m, n sao impares, entao mn também é impar, portanto ab = —ba. [ |

Teorema 5.3.3. O comutador triplo
[9617372, 373] = [[3717 352], $3] = T1X2T3 — T2X1T3 — T3T1T2 + T3Tal1
é identidade polinomial para FE.

Demonstragao: Como [r1,z3,x3] é multilinear, é suficiente verificar que
la1,a9,a3] = 0 para quaisquer aq, as, a3 € D. Se a; ou ap tem comprimento
par, entdo [aj,as] = 0. Se a; e ay tem comprimento impar entdo, pelo lema
anterior, ajas = —azay. Assim [a1,as] = 2aja3 que tem comprimento par, logo

[a1, as, as] = [[a1, as],as] = 0. Com isso, segue o resultado. |

Teorema 5.3.4. Seja ' um corpo de caracteristica zero e E a Algebra de Grassmann

infinitamente gerada, entao:

1) T(E) é gerado por [xy,z2, 3], ou seja, toda identidade polinomial de E é

consequéncia de [z, xg, 3).
2) A n-ésima codimensao de F é dada por ¢, (F) = 2""1.

3) Recordando que H(1,1,n) = {A = (A, Ae,---) F nlAe < 1} temos
FS, ~ @ I
FS,NT(E)  seniiam hNT(E)
A demonstracao do item 1 pode ser encontrada em [10], corolario do Teorema
4.1. A demonstracao do item 2 pode ser encontrada também em [10], corolario do

Teorema 3.1. Ja a demonstragdo do item 3 pode ser encontrada em [11], Teorema

2.7
Lema 5.3.5. Se n > 4, entdo ¢2(E) =2""! — 1 ou ¢}{(E) <21 — 4.

Demonstracao: Do lema acima, cy(E) = dy se A € H(1,1,n) e ¢,(E) = 0 se
p & H(1,1,n), em particular, cqn)(E) = c¢u)(£) = 1. Recordando que
Iy, = Iy = Iny, entdo dim I n)y = 1. Como ¢y (E) = can(E) = 1,
entao [qny NT(E) = Iy NT(E) = {0}, logo (I(ny @ Ian)) NT(E) = {0}. Mas
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Liw,amy € Loy @ Tam, 1ogo Ty, amy NT(E) € (I & Iam) N T(E) = {0}, assim
c(%(E) = dimj(n)i(% = 1. Sendo ¢ (E) + cam(E) = 2, temos
c(‘)(E) # ¢y (E) + camy(E) e portanto (n) € T'yoe(n, E).

Notemos que se A € H(1,1,n), entao A = (n — j,17) para algum j, e
dn—jii) = (”j_l). Sel < j<n-—2 entao dy_;1;y > n—12> 3, poisn > 4.
Ademais se n é fmpar, entao n = 2m + 1, m > 2, assim o tnico A\ autoconjugado é

A=(m+1,1m") e 3dy =35 (3" > 3.

Caso 1: Suponhamos que I'(n, ) = {(n)}. Sabemos que

cn(E) = ¢y (E) +cam (B) + ¢, (E) = 2+ ¢,(E)

onde ¢ (F) = > a(F), e H(1,1,n) = H(1,1,n) — {(n), (1™)}. Assim
AeH*(1,1,n)
i (B) =21 — 2.
F I
Como S5 _ P -—2> . entao:

FS,NT(E)  jenitam HWNT(E)

FA, Towy | D I g Tiwamy
FANTE)  \ \ofam Loy NTE) |\ i NNTE) | Ty, amy NT(E)
M#£X M=

Logo cA(E)= > e+ > o+ c(%. Como I'(n, E) = {(n)} entao:
AEH*(1,1,n) AEH*(1,1,n)
A< M=
e Para todo A € H*(1,1,n), N < A, temos ¢} (E) = cx(E) + cx(E).
e Para todo A € H*(1,1,n), N = ), temos ¢ (E) = cx(E).

Assim:

A(E) = Z e+ Z cf%—cél)

AEH*(1,1,n) AEH*(1,1,n)
A< A =X
= E (C)\+C,\/)+ E C,\+1
AEH*(1,1,n) AEH*(1,1,n)
A< A=
3k
= ¢ (F)+1
— 2”—1 o 1
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Caso 2: Suponhamos que exista A € I'(n, F), A # (n). Da definigao 5.2.10 e do
teorema 5.3.4 temos, I'(n, ) C H(1,1,n),logo A = (n—j,19) para1 < j <n—2.

Agora temos dois subcasos:
i) Se N < \, entdo ¢ (E) < ex(E) + cy(E) — dy. Assim:
HE) <cy(B)—1—dy <2Vt —4
pois d, > 3.

ii)Se A\ = N, entdon = 2m +1,m > 2 e X = (m+ 1,10).  Assim

A (E) < ex(E) — 1d, e portanto:
A 1 n—1
GHE) S ca(B) = 1= 5dy £ 2" =4

pois %d,\ > 3.

Lema 5.3.6. As duas condig¢oes a seguir sao equivalentes.
1) Sen >3 entdo c2(E) > 271 — 1.
2) Se n > 3 entdo c(E) > 21 — 3.

Demonstragao: Relembrando que T(E) é gerado por [z1,xs, 23] € FA, , entdo
FA3NT(E) = {0}. Portanto ¢4 (F) = dim F A3 = 3, e a equivaléncia torna-se obvia
para n = 3.

Se n > 4 entao se vale 1 temos trivialmente 2. Agora se vale 2 entao

cAE) > 2»1 —3 > 2771 — 4. Pelo lema anterior temos c4(E) = 2" ! —1 e

n n

portanto vale 1. [ |

Observemos que pelo lema 5.3.5, se n > 4 entdo ¢(E) = 2"t — 1 ou ¢(F) <

n

2n=1 — 4. Agora, se o lema 5.3.6 ¢ verdadeiro, entdo para n > 3 temos c2(E) >

2n=1 — 1. Assim, paran > 4, ¢c2(E) = 2""' — 1. Como c¢{(F) =3 =231 — 1, entdo

concluimos que ¢ (E) = 2"t — 1, para todo n > 3.
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Portanto, para demonstrar que c4(E) = 2"~! — 1, para todo n > 3, basta de-
monstrar o lema 5.3.6. Para demonstrar este lema, vamos transformar este problema
em um problema de existéncia de determinadas matrizes. Para isso, consideremos

a seguinte definicao.

Definicao 5.3.7. Seja I C {1,2,--- ,n} (possivelmente vazio). Definimos
fr S, — {£1}, onde f;(o) é o sinal da permutacao que ¢ induz nos elemen-

tos de 1.
Exemplo 5.3.8. Sejam [ = {1,3,5} e 0 = (12435) € S; entao:

12 3 45 1 35
o= logo o|; = =(15)
2 45 31 5 3 1

portanto fr(o) = —1.

Para quaisquer escolha de {ay,--- ,a,} elementos de D, seja I C {1,--- ,n}
o conjunto dos indices para os quais a; tem comprimento impar. Pelo lema 5.3.2;se
a; tem comprimento par entdo a; € Z(E) e se a;, a; tem comprimento impar, entao

aja; = —aja;. Desta forma para todo o € Sy, ayq) - Gom) = fr(0)ay - an.
Lema 5.3.9. Sejam I C {1,--- ,n} en,0 € S,. Entao fi(on) = fi(o)fo-1y(n).

Demonstracao: Consideremos aq,---,a, € D tais que o conjunto dos indices
para os quais a; tem comprimento impar é igual a I, e ay---a, # 0. Escrevendo
bi = o (i), entao by = ag(y(i)) € a; = by-1(;), assim considerando by, -, b,, temos

. , . . . . L. —1
que o conjunto dos indices para os quais b; tem comprimento impar é igual a o~ (1).

Portanto:
frlomar -+ an = aoma)) o))
= byay- by
= forr(n(M o) - - Gom)
= fa*l(l) (n)fI(U)al cc Oy
Assim f(on) = fo-1(y(0) f1(0) = f1(0) for)(n). |
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Proposicao 5.3.10. Seja K™ a matriz que tem suas linhas indexadas pelos sub-
conjuntos I C {1,--- ,n}, suas colunas indexadas pelas permutagoes de o € A, e

suas entradas sdo f;(c). Entdo c2(E) = rank K",

Demonstragao: Seja g(z1,- -+ ,1,) € PA(x). Pela multilinearidade, g ¢ identidade
polinomial para F se, e somente se, g(ay,--- ,a,) = 0, para todo ay,--- ,a, € D.
Escrevamos g = ) oTo(1) - - To(n) € considerarmos os a,’s como incoégnitas. Se
ai, -+ a0, € D, e(;ﬁ:gg:

g(ala T 7an) = Z Aglg(1) = Qo(n)

O’GAn
= > afilo)ar---a,
oc€A,
= (Z aaf](a)) ap---an
O'EAn
Como podemos tomar aq, - - - ,a, € D de modo que a; ---a, # 0, entao g é identidade
se, e somente se, Y. a,fr(0) =0paratodo ] C {1,---,n}. Isso nos da um sistema

O’GAn
n!

de 2" equagdes lineares em % incognitas {a,|o € A,}. Observemos que a matriz

deste sistema é justamente K". Agora, a dimensao do espago de soluc¢oes do sistema

acima é %' — rank K™. Mas a dimensao do espaco de solugoes do sistema também
corresponde a dimensao do subespaco das A-identidades polinomiais multilineares
de grau n de E, ou seja, dim P2 N T(E). Como dim P! = 2! entdo:

| |
2(E) = dim P — dim(PANT(E)) = % — (% —rank K") = rank K".

[ |
Observemos que devido a este teorema, sao equivalentes os problemas de mos-
trar que ¢(F) = 2771 — 1, para todo n > 3, e mostrar que rank K" = 2"t — 1,

para todo n > 3.

Consideremos agora o seguinte resultado:

Lema 5.3.11. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1) Seja n > 3. Existe uma submatriz P™ de tamanho 2" x (2"~! — 1), formada

das 2! — 1 colunas de K™, tal que rank P™ = 2»~1 — 1.
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2) Seja n > 3. Existe uma submatriz L™ de tamanho 2" x (2"~ — 2), formada

das 2! — 2 colunas de K™, tal que rank L™ = 27— — 2.

Notemos que se vale 1 entdo existe uma submatriz P™ tal que rank P™ =
2=l — 1, e portanto ¢(E) = rank K™ > 2""' — 1, logo vale 1 do lema 5.3.6.
Analogamente, se vale 1 do lema 5.3.6 entao vale 1 do lema 5.3.11. Agora, se vale 2
do lema 5.3.11, entdo existe uma submatriz L™ tal que rank L™ = 2"~1 — 2 assim
cAE) =rank K™ > 21 —2 > 271 — 3 logo vale 2 do lema 5.3.6. E se vale 2 do

lema 5.3.6 entao vale 1 do lema 5.3.6, e consequentemente 1 do lema 5.3.11, o que

trivialmente implica em 2 de 5.3.11.

Portanto os lemas 5.3.6 e 5.3.11 sao equivalentes.

Estratégia para provar o Lema 5.3.11 Devido a esta tultima observacao, vemos
as afirmacoes 1 e 2 sao equivalentes.

Para provarmos que a afirmacgao 2 é verdadeira, nés construiremos de modo
indutivo a matriz L(™ escolhendo todas as linhas de K™ e determinadas 27! — 2
de suas colunas. Entdo mostraremos que rank L™ = 271 — 2.

Primeiramente, observemos que A, C A,.1, onde o(n + 1) = n + 1 para
todo o0 € A,. Assumindo que o lema 5.3.11 vale para algum n > 3, entao da
parte 1 existe uma matriz P com as correspondentes 2"~! — 1 permutacdes pares
{07 € A,]1 < j < 2! — 1} que indexam as colunas de P™. Mais ainda
rank P™ =271 — 1. Seja 7= (n—1nn+1) € A,,1, assim 707 € A, para todo
1 <j<2t—1. As 2" — 2 permutacdes pares que indexam as colunas de L™+
sao:

{olli<j<2 1} u{rol|1 <j<2" ' —1} C A, (5.4)

Nés entdo provamos que rank LD = 27 — 2. Pela equivaléncia entre 1 e 2
no lema 5.3.11, existe P("+1),

Comegaremos descrevendo as matrizes L™ e P a comegar por P®). As en-
tradas das matrizes sao fr(o). Nos representaremos o € A, por
o= [o(1),0(2), - ,0(n)]. Assim por exemplo se ¢ = (132) entdo o = [3,2,1].
Desta forma fp 33(3,2,1] = —1.
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Desta construcio obtemos P® da seguinte forma:

[1,2,3] | [2,3,1] | [3, 1, 2]
0 +1 +1 +1
{1} +1 +1 +1
{2} +1 +1 +1
{1, 2} +1 -1 +1
{3} +1 +1 +1
{1, 3} +1 -1 -1
{2, 3} +1 +1 -1
{1, 2, 3} +1 +1 +1

Observemos que ao escolher as linhas indexadas por subconjuntos W C {1, 2, 3}

que contém 1, temos a seguinte submatriz:

[ +1 +1 +1 ]
+1 -1 +1
+1 -1 -1
+1 +1 -1

Cujo rank é 3 = 2371 — 1. Como rank P® < 3, entdo temos rank P®) = 3.
Construiremos agora L™ a partir de P®). As 16 linhas de L™ sdo indexadas
pelos 16 subconjuntos de W C {1,2,3,4}. Primeiro listaremos os 8 subconjuntos
W C {1,2,3} e depois os 8 subconjuntos W com 4 € W. Observemos que neste

caso T = (234). As colunas de L serdo indexadas pelas 6 seguintes permutacoes:

i) As primeiras trés sdo as que indexam as colunas de P®), ou seja, [1,2,3,4],

2,3,1,4], [3,1,2,4].

ii) As trés proximas sdo (234)[1,2,3,4] = [1,3,4,2], (234)[2,3,1,4] = [3,4,1,2],
(234)[3,1,2,4] = [4,1,3,2].

Assim a matriz L™® fica:
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[1,2,3,4] | [2,3,1,4] | [3,1,2,4] | [1,3,4,2] | [3,4,1,2] | [4,1, 3, 2]

0 +1 +1 +1 +1 +1 +1
{1} +1 +1 +1 +1 +1 +1
{2} +1 +1 +1 +1 +1 +1
{1, 2} +1 -1 +1 +1 +1 +1
{3} +1 +1 +1 +1 +1 +1
{1, 3} +1 -1 -1 +1 -1 +1
{2, 3} +1 +1 -1 -1 -1 -1
{1, 2, 3} +1 +1 +1 -1 +1 -1
{4} +1 +1 +1 +1 +1 +1
{1,4} +1 +1 +1 +1 -1 -1
{2, 4} +1 +1 +1 -1 -1 -1
{1, 2, 4} +1 -1 +1 -1 +1 +1
{3, 4} +1 +1 +1 +1 +1 -1
{1, 3, 4} +1 -1 -1 +1 +1 +1
{2, 3, 4} +1 +1 -1 +1 +1 -1
{1, 2, 3, 4} +1 +1 +1 +1 +1 +1

A proposicdo 5.3.14 nos mostrara que rank L™ = 6.

Definigao 5.3.12. Seja W C {l1,---,m} e sejam a,b > m. Denotemos
WU {a} = {(W,a} e WU {a,b} = {W,a,b}. Sen > 3e {W;]1 <i <22}
alguma ordenagao nos subconjuntos W C {1,--- ;n — 2}, entdo ordenaremos os
subconjuntos W C {1,---,n} da seguinte forma: {W;|1 < i < 2772} depois
{Win — 1}1 < i < 2772} depois {{W;,n}|1 < i < 22} e por fim

{{Wi,n —1,n}1 <@ <272}

Com esta ordem as linhas de P sdo divididas nos seguintes blocos de tama-

nho 2772 x (2"t —1):
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W, A
P" =(A,B,C,D) =| {Wi,n—1} |B (5.5)

{M/ivn_lan} D

Agora vamos construir L1 a partir de P™. As colunas de LV sdo inde-
xadas pelas permutacoes como em 5.4. As primeiras 2" linhas sao indexadas pelos
mesmos subconjuntos que indexam P, enquanto as 2" tltimas sdo indexadas pelos
correspondentes subconjuntos com n + 1 adicionado. Os blocos de LY sdo entdo

denotados por L;;. Assim:

ol | 1o’

Wi Lyy | L2

{Wi,n—1} Loy | Loo

{Wi,n} L3i | L3z

L+ = {Wi,n—1,n} Ly | Lo
{Wi,n+1} Lsy | Lss
{Win—1,n+1} | Le | Lo
{Wi,n,n+ 1} L7y | Ly
{Wi,n—1,n,n+1} | Lg; | Ls2

Para terminar a demonstracao do lema 5.3.11, devemos mostrar que considerando
P™ e L) como acima, entdo rank L") = 2rank P™. Para isso, provaremos

o seguinte resultado:

Lema 5.3.13. Seja P™ = (A, B,C,D)" definido como em 5.5, e consideremos
L) construido como acima. Entdo as submatrizes L;; de L) g30 dadas da

seguinte forma.
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ol | 7o’

W; Al A

{Wi,n—1} B| A

{Wi,n} C| B

L&Y = W, n—1,n} D|-B
{Wi,n+1} Al C
{Wiyn—1,n+1} | B | -C
{Wi,n,n+ 1} C| D
{Wiyn—1,nn+1} | D | D

Demonstracao: Os blocos Lii, Lai, Lsi, Ly sdo dados pela definicdo de P™.
Para Lsy, L¢1, L71, Lsi, sejam I C {1,--- ,n} e o € S, C Sp+1. Segue da defini¢ao
de f que firni13(0) = fi(o). Com isso temos L 41 = Li; para 1 <i < 4.

Para a segunda coluna de blocos, vamos recordar que W; C {1,--- ,n — 2},

ol €A, eTéo3ciclor=(n—1nn+1).

1. Para que Lo = A, ¢ suficiente que para  todo
1 <4 <22 fy.(r0?) = fw.(07). Como W; C {1,---,n — 2}, entao

=Y (W;) =W, e fw,(1) = +1. Pelo lema 5.3.9 temos:

fWi (ng) = fW1 (T)fol(Wi) (Jj)

= sz(J])

2. Para  termos  Los = A, ¢ suficiente que para todo
1 <4 <22 funa(70?) = fw,(67). De novo fw,,-1(7) = +1 e temos

Y {W;, n — 1}) = {W;, n + 1}. Portanto:

fovin-13(t0?) = fovem—13(T) fr-1(qw, n1y) (0?)
= f{Wi,n-&-l}(O—j)
= sz<O-j>

3. Para que L3 = B, ¢ suficiente que para  todo

1 <@ <22 fininy(1707) = fwin—13(07). Como frw,n3(7) = +1 e temos
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L ({W;, n}) = {W;, n — 1}. Portanto:

f{Wi,n}(To'j) - f{Wi,n}<T>f7*1({Wi,n})(o-j>

= f{Wi,n—l} (Uj>-

. Para que Ly = —B, basta mostrarmos que para todo
1 < i < 2% friw e,y (10?) = —frw, no13(0?).  Observemos que
T=101,--,n—-2nn+1n—1], entdo fuw, n-1,n(7) = —1, e temos

T ({W;, n— 1, n}) = {W;, n— 1, n + 1}. Portanto:

f{Wi,n—l,n}(To-j) = f{Wi,n—l,n}<T>f7—1({W¢,n71,n})(Uj>
= _f{Wi,nfl,nJrl}(Uj)

- _f{Wi,TL—l} (Jj)'

. Para que Lo = C, basta que para todo
1 <@ <22 fiwnsy(10?) = fow,m(07). Como frw,ni13(7) = +1 e te-
mos 7 ({W;, n+ 1}) = {W;, n}, entao:

fowiniy (107) = frw, ey (T) fr-r(qwi, maap (07)

= f{Wi,n}(aj)'

. Para que Lgo = —C, basta que para todo
1 < { < 2n—2’ f{Wi,n—l,n-i-l}(TO-j) = _f{Wi,n}<Uj>~ Como
fiwin—1,n413(1) = =L e 7' ({W;, n — 1, n+ 1}) = {W;, n, n + 1}, entao:
fwon1003(707) = frws 1,041 (7) 1w o1, ma1y) (07)
= —fwinn+1} (Uj)

= f{Wi,n}(o-j)-

. Para que Ly = D é suficiente que para  todo

1 S 1 S 2n—27 f{Wi,n,n—‘rl}(TO-j) — f{Wi,n—l,n}<O-j>‘ Mas f{W,-,n,n—f—l}(T) = +1
e T Y ({W;, n,n+1}) = {W;, n — 1, n}, logo:

f{Wi, n,n+1} (Taj) = f{WZ, n,n+1} (T)fol({Wi, n,n+1}) (O_j)

- f{W27 n—1,n} (Uj)-
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8. Para que Lgy = D ¢é suficiente mostrarmos que para todo
1 < i < 2nZ f{Wi,n_17n7n+1}(TO'j) = f{Wi,n—l7n}(0-j)~ Mas
fwin—t,mnsp (1) =+le 7 H{({W;, n—1, n, n+1}) = {W;, n— 1, n, n+ 1},
assim:

f{Wi,nfl,n,n+1}(7_O-j) = f{Wi,nfl,n,n+1}(T)fol({Wi,n—l,n,n+1})(gj)
= fowin-tnni1y(0?)

= f{Wzmn—l,n} (Uj)~

Proposigao 5.3.14. Sejam P™ e L") como acima. Entdo rank L") ¢ 2" — 2.

u v

Demonstracao: Observemos que L) = ,onde U = P™_ Assim:
U X
L) _ u v N U V
U X 0 X-V
Notemos que:
C—-A 2A A
—-C—-A 2C C
X -V = ~ ~ — p®
D-B 2B B
D+ B 2D D
Logo:
A A A 0
B A B 0
C B C 0
(n) _ (n)
LoD P V _ D -D N D 0 _ P 0
0o P® 0 A 0 A 0o P
0 B 0 B
0o C 0 C
0 D 0 D
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Logo rank LY = rank = 2(2"! — 1) = 2" — 2, pois por

inducdo rank P™ =271 — 1. [ |
Desta forma, concluimos de forma indutiva que, para todo n > 3, existe uma
submatriz L™ de tamanho 2" x (2! — 2), formada das 2"~! — 2 colunas de K

tal que rank L™ = 2"~1 — 2. Isso prova o lema 5.3.11, e consequentemente o lema

5.3.6.

Com isso podemos provar o seguinte resultado:

Teorema 5.3.15. Se £ denota a Algebra de Grassmann infinitamente gerada e

F = C entdo ¢2(E) =21 — 1.
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