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RESUMO

Este dissetacao apresenta resultados clasicos sobre fungoes holomorfas tanto em uma
quanto em varias variaveis complexas. Sao tratados algums principais resultados sobre
representacoes integrais de funcoes holomorfas, aproximacao mediante fun¢oes holomo-
morfas, o operador de Cauchy-Riemman assim como a sua equagao homogénea e nao ho-
mogénea associada, resultados sobre func¢oes subharmonicas, e o problema de continuacao
analitica. Quanto a representacao integral de fun¢oes holomorfas apresentamos a formula
integral de Cauchy assim como alguns resultados imediatos, tais como a representagao
em série de potencias, as estimativas de Cauchy e o importante principio do maximo para
fungoes holomorfas, tanto como para uma e varias varidveis complexas. Quanto a apro-
ximacao apresentamos aqui o Teorema de Runge, assim como aqueles que resultam da
sua aplicagao no ambito das fungoes meromorfas tais como o Teorema de Mittag-Leftler e
o Teorema de Weierstrass. Detalhamos propriedades de fungoes subharmonicas, tanto do
ponto de vista cldassico como generalizado. Quanto a problemas de continuacao analitica
tratamos aqui no ambito de varias variaveis complexas o Teorema de extensao de Har-
togs, algumas propriedades geométricas sobre dominios de holomorfia onde provamos um
caso especial de extensao analitica chamado Teorema de Bochner. O caso especial de
um dominio de Reinhardt, e algumas propriedades é apresentado sobre os conceitos de
plurisubharmonicidade e pseudoconvexidade.



ABSTRACT

This work shows classical results of analysis of holomorphic functions of both one and
several complex variables. Are treated as main topics results on integral representations of
holomorphic functions, approximation by holomomorfas functions, the Cauchy-Riemman
operator and its homogeneous and non homogeneous equation associated, results on func-
tions subharmonics, and the problem of analytic continuation. As the integral representa-
tion of holomorphic functions present the Cauchy Integral Formula well as the immediate
results of this as are the representation in series of powers, estimates of Cauchy and the
most important of the principle for holomorphic functions, these results as much as for
one and several complex variables. As the approach we present here the Runge theorem,
as well as those resulting from its application in the context of meromorphic functions
that are Mittag-Leffler’'s theorem and the Weierstrass theorem. Subharmonic functions
are handled here putting out two main properties and some others that can be seen even
in a generalized sense. As for analytic continuation of problems discussed here in the
context of several complex variables Hartog the Extension Theorem, some geometric pro-
perties of holomorphy domains where we prove a special case where analytical extension
called Bochner’s theorem, the special case of a domain named Domain Reinhardt, and
some properties on the concepts of plurisubharmonicidade and pseudoconvexidade.
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1 Introducao

O objetivo do presente trabalho, é estudar alguns dos importantes teoremas classicos
no estudo de fungoes de variaveis complexas relacionados com aproximagcao, existéncia e
resolucao de solugoes para o operador de Cauchy Riemman, assim como alguns casos de
continuagao analitica e comportamento geométrico de dominios de holomorfia, fazendo
uso na maior parte do trabalho sé de ferramentas bésicas de analise.

Comecamos introduzindo a formula integral de Cauchy que ¢ a identidade pilar sobre a
qual se apoiam as principais propriedades de funcoes holomorfas tais como a representacao
de uma funcao em série poténcias, estimativas sobre as derivadas da funcao holomorfa e
o principio do maximo. E resulta disto perguntar-se se é possivel gerar funcoes analiticas
a través de tal representacao integral. De fato é possivel mostrar que representagoes
integrais mais gerais deste tipo geram funcoes analiticas sobre determinados conjuntos
abertos, isto é podem-se gerar solucdes da equacio Ou = 0, mais af surge outra pergunta,
entao serd que é possivel resolver também a equacio du = ¢ sendo ¢ uma funcao com de-
terminada regularidade. Podemos perguntar se a regularidade das solugoes desta equagao
nao homogénea é a mesma da fungao ¢ ou se as solugoes mantém se suportadas no suporte
da funcao ¢.

Outros dos problemas que consideramos no inicio do trabalho partem de uma ob-
servacao sobre o fato de que sendo f uma funcao inteira, isto é , uma fungao holomorfa
definida sobre C, é possivel representar ela mediante uma série de poténcias que converge
uniformemente sobre todo disco fechado centrado na origem a f, entao assim surge a
pergunta: Se (2 é um conjunto aberto e f é uma funcao holomorfa definida no conjunto
aberto ) entao, f pode ser aproximada uniformemente sobre subconjuntos compactos de
Q) por funcoes analiticas definidas sobre uma vizinhanca do Q?. Como resposta a esta
pergunta surge o teorema de Runge, o qual d4 condicoes topoldgicas e geométricas sobre
tais conjuntos para afirmar tal resultado. Como aplicacao de este resultado é possivel
resolver a equacdo particular Ou = ¢ sendo ¢ uma funcio de classe C*° convertendo o
problema num problema de aproximacgao. Como outras aplicacoes do teorema de Runge
seguem os teoremas de Mittag-Leffler e Weierstrass que resolvem problemas de existéncia
de func¢oes meromorfas com polos e zeros devidamente dispostos.

Apresentamos também resultados de consideravel importancia sobre fungdes subharmonicas,
que sao de fato resultados de caracter técnico na hora de estudar propriedades sobre a
analiticidade de func¢oes holomorfas de varias variaveis complexas e sobre o conceito de
pseudoconvexidade de dominios contidos em C™.

De forma anéloga ao estudo de funcoes holomorfas de uma variavel complexa, definem-
se as funcoes holomorfas de varias variaveis complexas como solugoes continuamente di-
ferenciaveis da equacao du = 0 onde agora

Ou = Z ou/0z;dz;,

assim u é holomorfa se é continuamente diferenciavel e satisfaz as equacoes de Cauchy-



Riemman em cada varidvel. Logo resulta natural fazer as mesmas perguntas que fizemos
acima no caso de uma variavel complexa. Mas por outro lado uma outra pergunta surge
independentemente de estas, na qual tenta-se afirmar a analiticidade de uma funcao a
partir da analiticidade separadamente em cada varidavel. Como resposta a esta pergunta
a qual dd uma resposta afirmativa surge o Teorema de Hartogs, o qual faz uso de uma
representacao integral de fungoes holomorfas andloga ao caso de uma variavel complexa.
Cabe destacar que este é um fendémeno exclusivamente das fungoes holomorfas de vérias
variaveis complexas, pois € facil mostrar contra exemplos de fungoes reais onde nao acon-
tece isto.

Propriedades como a representacao de funcoes analiticas em série poténcias, estimati-
vas sobre as derivadas da funcao holomorfa, o principio do maximo e a resolubilidade da
equacio nao homogénea du = ¢ sendo ¢ ao menos de classe C' e com suporte compacto,
sao adotadas de forma andloga ao caso de uma variavel.

No estudo de funcoes analiticas de uma variavel complexa encontra-se o problema de
estender uma funcao analitica & um dominio maior, o que as vezes podem ser feito fazendo
uso do raio de convergéncia de uma expansao em série de poténcias da funcao. E de fato
é trivial que existem fungoes analiticas num conjunto aberto conexo €2 tal que nao poden
ser continuadas analiticamente a um ponto a € C\ €2, por exemplo a funcéo z — 1/(z—a).
Mais isto ja nao é mais verdade para funcoes analiticas de mais de uma variavel. Este
fenémeno é conhecido como o fenémeno de Hartogs. Agora é natural se perguntar sobre
que outras hipdteses sobre o conjunto €2, é possivel fazer esta continuacao analitica, e mais
ainda sobre que outros conjuntos nao é possivel fazer isto. Um resultado que responde
isto para subconjuntos abertos em C é um corolario do teorema de Weierstrass, o qual
menciona que, para todo subconjunto aberto {2 C C existe uma funcao analitica definida
em {2 que nao pode ser continuada analiticamente a traves de nenhum ponto da fronteira
dele, e é neste sentido que definimos um dominio de holomorfia como sendo um subcon-
junto em C" com esta propriedade. Agora neste sentido resulta imediato se perguntar,
se a propriedade de ser dominio de holomorfia repousa s6 sobre caracteristicas ja sejam
geométricas ou nao da fronteira de dito conjunto.

Desde que a representacao em séries de poténcias de uma fungao analitica possibilita
a extensao analitica de fungoes ¢ natural estudar como primeiro caso os dominios de con-
vergéncia de séries de poténcias para conseguir uma forma de estender funcoes analitica-
mente, e sao as propriedades geométricas sobre conceitos de convexidade as que ressaltam
deste tipo de dominios. Tais propriedades geométricas permitem introduzir um tipo de
conjunto chamado Dominio de Reinhardt e tenta-se responder sobre que condigoes este
tipo de conjuntos corresponde a dominios de convergéncia de alguma série de poténcias.

Com respeito aos dominios de holomorfia, o caminho para iniciar o estidio ¢ definindo
o conceito de envoltéria holomorfa de conjuntos compactos. Primeiros resultados caracte-
rizam os dominios de holomorfia mediante este conceito, assim como responder a anterior
pergunta feita sobre Dominios de Reinhardt.



Seguindo com o estidio de continuidade analitica, tratamos aqui o Teorema de Bo-
chner, o qual menciona que toda funcao holomorfa u definida sobre um conjunto aberto
tubular conexo 2 C C" com n > 2, isto significa que € é do tipo {z : Re(z) € w} sendo
w C R™ aberto, estende-se analiticamente a uma funcao holomorfa definida na envoltéria
convexa de ). E deste importante teorema podemos como caso particular implicar o Te-
orema de extensao de Hartogs. (De fato, consideremos K un conjunto compacto contido
em C" e f uma fun¢ao analitica no conjunto C" \ K, e veja que em particular a fungao
f ¢ analitica no conjunto C" \ (P(K) + iR") onde P(K’) denota a projegao ortogonal de
K na parte real R" + {0} de C", logo do Teorema de Bochner, obtemos que f pode-se
estender analiticamente a uma funcao inteira.)

Para obter mais informagao sobre dominios de holomorfia e as carateristicas geométricas
da fronteira destes dominios, introduzimos os conceitos de Plurisubharmonicidade e Pseu-
doconvexidade, os quais nos permitem afirmar, que de fato a propriedade de dominio de
holomorfia ¢ uma propriedade local que depende sé dos pontos na fronteira do dominio e,
mais ainda, que é possivel caracterizar os dominios de holomorfia com fronteira de classe
C? em termos da forma de Levi.
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2 Propriedades elementares de funcoes de una Variavel
Complexa

Seja u uma fungiao de valor complexo em C*(€2), onde € é um conjunto aberto no
plano complexo C que identificaremos com R2. Se as coordenadas reais sao denotadas
por x e y e escrevemos z = T + iy entao temos que 2x = z + Z, 2iy=z — Z. Com isto a
diferencial de u pode ser expressado como combinacao linear de dz e dz a saber

ou ou ou ou

du= e+ Lay = Laz + Laz 1
“ (%cm—i_(?yy 0z Z+8EZ’ (1)

Definigao 2.0.1. Uma funcgdio v € C* € chamada de analitica (ou holomorfa) em € se
satisfaz a equacdo de Cauchy Riemann Ou = Oem Q, ou equivalentemente quando du
¢ proporcional a dz. Quando uma fungdo € analitica denotaremos Ou/0z por u'; assim
podemos escrever du = u'dz no caso que u seja analitica. Denotaremos também o conjunto
de todas as fungoes analiticas como A(S2).

onde usamos as notagoes

du_L(on 1owy  ou 1
0z 2\0xr ioy)’ 0z 2

As vezes denotaremos % por Ou.

Veja que se u = R + il sendo R e [ fungoes de valor real definidas em C, a equacgao
de Cauchy-Riemann é equivalente as equagdes OR/0x = 01 /0y, OR/Jy = —0I /0.

Por exemplo, se n é um inteiro, desde que d(z2") = nz""'dz (para z # 0 quando n > 0),
o mondmio 2" é uma funcdo analitica. Assim também o polinomio p(z) = >} _,ax2" é
uma funcao analitica. Outro exemplo importante é a funcao exponencial definida por
e* = e”(cosy + isiny), pois d(e*) = e* dz.

Veja que o operador 0/0% é linear, com isto obtemos que as combinagoes lineares com
coeficientes complexos de fungoes analiticas é analitica. Também podemos obter da regra
do produto para d(uv)

o), Ow)

9 9 dz = d(uv) =vdu+ udv =

N Uaz “az ? U@? u(ﬁ o

a regra do produto para os operadores 0/0z e 0/0%.

Se u é uma funcao analitica em €2 e v outra funcao analitica definida num conjunto
aberto contendo a imagem de u, entao a fungdo z — vowu (2), onde o denota a composigao
de funcoes, é analitica em 2, pois da regra da cadeia obtemos que

dvou(z)) =dv(u(z)) du =v'(u(z)) v dz (3)
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e ainda satisfaz a regra da cadeia para o operador 0/0z, como dv/0z = (Ov/0u)(0u/0z).

Considerando z — u(z) como uma aplicagio de R? em R?, se u ¢ uma fungao analitica
entdo a matriz Jacobiana de u = (R, I) esta dada por

OR/0x OR/0y
( 0I/0x 0I/dy )’

cujo determinante é OR/0x 01 /0y — OR/0y 0I/0x. De (2) e da equagao de Cauchy Rie-
mann obtemos que du/dx = Ou/0z e assim OR/0x = Re (0u/0z), 01 /0x = Im (Ou/0z).
Logo

OR/0x OI/0y — OR/0y 01 /0x = (Re (0u/02))* + (Im (Ju/0z))?

e com isto o determinante do Jacobiano é |u’(z)|. Agora se u'(zy) # 0 o Teorema da Fungao
Implicita implica que u é um difeomorfismo de uma vizinhanca de zy numa vizinhaga de
u(zp). Se v é tal que u o v(w) = w, segue da regra da cadeia que v/ (v(w))dv = dw, isto
é, dv é proporcional a dw e portanto é uma func¢ao analitica de w, e ainda Jz(w)/0w =
1/u/(z(w)). Logo podemos afirmar que se u é analitica tal que u’ nao se anula em 2 C C
aberto entao u é uma funcao aberta em (2, isto é, leva abertos de C em abertos de C.

2.1 Formula integral de Cauchy e suas aplicagoes

Seja 2 um aberto limitado tal que a sua fronteira 0€2 consta de uma quantidade finita
de curvas de Jordan de classe C!, v = (R, ) uma fungao de classe C* numa vizinhanga
aberta de €). Entao do Teorema de Green podemos obter que

ou
udz = / —dz Ndz. 4
/| > (1)
De fato

/asz udz = /m(R +il)(dx + idy)

:/Rdx+( Idy +i/]da:+Rdy
B

— //( agf —7)da:/\dy+i//ﬂ(%—%)dl‘/\dy
e
S )
e

_ //Q—dz/\dz

Usamos aqui a orientagdo padrao no plano de 092 (para mais detalhes consultar [11]).
Veja que se u é analitica, da equagao de Cauchy Riemann obtemos que f a0 udz = 0. Mais
ainda obtemos o seguinte resultado:

12



Teorema 2.1.1 (Férmula Integral de Cauchy nao-homogénea). Se u € de classe C' numa
vizinhanc¢a de W entao

u(C) = (2mi)! {/&J u // au/azdz A dz} | Wew (5

Prova. Seja € > 0 tal que o fecho do disco D((,¢e) de centro z e raio ¢ esteja contido
em Q. Seja . = Q\ D((,e). Desde que z — ¢ nao se anula quando z € ), a fungao
2z 1/(z =€) é holomorfa em (..

Aplicando (4) para a fun¢do u(z)/(z — ¢) e desde que 9Q. = 92U dD((, ) obtemos que

// au/a_d_/\dz - /89 :(_Z)Cdz

N /BQ %dz - /BD(QE) %dz
_ /3 u(z) ds — /027r u(¢ + ee®)idf. (6)

0nz—C

Como 9u/d 9u/d 9u/d
// “/Z d_// u/zd‘/\d —// u/zd_/\dz
. Q D(Ce)
e
‘// au/azd‘/\dz < // au/az dz A dz
D(ce) 26 D(Ce)
tJJIDe) |7

2 5
= QC’/ / r~Yrdrdf = 4wCe
0 0

para todo ¢ suficientemente pequeno e qualquer constante C' > supy, |0u/0z|, aqui D é
um disco fechado de raio positivo contendo (; assim temos que

lim // Ou)0z(z — ()" 'dz Adz = 0.
D(¢:e)

e—0t

Alem disso, se fixamos D’ um disco fechado de raio rq positivo com centro em ¢ entao u
é uniformemente continua sobre D', logo temos que para § > 0 existe g9 > 0 tal que se
£1,& € D' e [& — & < gg entdo |u(&;) — u(&s)| < d. Entao

27 2
/ u(¢ + ce)idf — 2mu(()‘ < / lu(¢ + ee) —u(¢)|do < 270
0 0

para todo ¢ < min {gg, ro}, portanto podemos afirmar que
2

lim u(¢ + e)idf = 2miu(C). (7)

e—0 0

13



Fazendo ¢ — 0 na igualdade (6) obtemos a féormula desejada. ]

Deste teorema, obtemos, no caso em que u seja uma funcao analitica em €2, a conhecida
formula de Cauchy para discos:

u(Q) = = /8 ulz) 4., (®)

21t Jop 2 —C
onde D ¢é um disco aberto contendo ¢ € €2 tal que o seu fecho esteja contida em 2.

Reciprocamente; o seguinte teorema afirma que a funcao u definida por

u)= [ T

op 2 — G
sendo f uma fungao continua em 0D, é analitica em C \ 0D.

)

Teorema 2.1.2. Se y € uma medida com suporte compacto em C, a integral

u(¢) = [ O du(2
define uma fungao analitica de classe C™ fora do suporte de p. Em quaisquer conjunto

aberto w onde du = (2mi) "tpdz AdZ para algum o € C*(w), temosu € C*(w) e Ou/0z = ¢
sek>1.

Prova. Dado que 1/(z — ¢) é uma funcdo de classe C'™ nas varidveis (z,() quando z
pertence ao suporte K de e ¢ € CK, entdao u é uma funcio de classe C™; e derivar sobre
o sinal de integragao (isto pelo Teorema da Convergéncia Dominada) e como 82 (Z_ y = 0
quando ¢ # z obtemos que u é analitica.

Provemos agora a segunda afirmacao. Primeiro suponhamos que w = R?. Fazendo uma
mudanca de variaveis, podemos escrever

=5 // dz A dZ. 9)

Veja que, se B(0, N) é uma bola de centro na origen e raio N > 0 temos que

1 Ny
—dxdy = 27 —dr < +00
Bo,N) [T+ Y] o T

entdo a fungao 1/ |z| é integravel sobre quaisquer conjunto compacto.

Logo podemos derivar sobre o sinal da integral em (9) ao menos k vezes, e ainda a integral
se mantersa continua. Assim v € C* e a sua derivada em relacao a ( ficard

8—2 = / / dz Ndz
oC 27TZ
= 27” / / dz Ndz

dz N dZ. (10)

27?2



Se D é um disco que contem o suporte de ¢, obtemos do Teorema 2.1.1 que

0 = el L [ 2]

- — // &p/ﬁzd A dz. (11)

ou __
De (10) e (11) temos que i

No caso geral, se zg € w, podemos escolher um conjunto aberto limitado V' C w e uma
fungao ¢ € CF(w) tal que seja igual a 1 numa vizinhanca de V. Veja que se y; = ¢u e
pe=(1—o)ue

00(C) :/Zigdw) L =12

entdao u = u; + uy. Dado que py = s=dpdz A dz e ¢pp € C¥(R?) temos do primeiro caso

27

que ‘98% = ¢p. E desde que py anula-se em V', segue que u = u; em V', e logo assim

ueCFe 8_Z = ¢ em V. Desde que 2 foi escolhido arbitrariamente, temos que u € C*(w)
ou __

€5 = pemuw. [

Corolario 2.1.3. Todo u € A(Q2) estd em C®(R2). Assim u' € A(QQ) se u € A(Q).

Prova. Segue da expressao u na formula (8), e do fato que:

Fu(@) _ K / G W 4. ken,
oD

ock 27 — Q)k+1
onde D é um disco aberto contendo ( e tal que seu fecho esta contido em €2, logo o
corolario segue do teorema anterior. O

Ainda, podemos obter mais informacao das derivadas das funcoes analiticas como
segue.

Teorema 2.1.4. Para todo conjunto compacto K C € e toda vizinhanc¢a aberta w C 2
de K existem constantes C;, j = 0,1, ..., tal que

su[};; ‘u(j)(z)’ < (| HuHLl(w) u € AQ),
zE

onde u\9) = & /02

Prova. Escolhemos ¢ € C§°(w) tal que ¢ = 1 numa vizinhanga de K. Se u € A(Q),

temos que
O(Yu) _ Ou oy _
B —¢ U 8z oz

15



Aplicando o Teorema 2.1.1 a funcao u sobre uma vizinhanca do suporte de 1) contida
em w, obtemos que:
—w (2)
(Yu)(¢ / / 8 —F——dz NdZ
27m

Desde que ¥ = 1 numa vizinhanca de K obtemos que

// Zdz/\d_ Ve e K.
2m

Veja que a integracao acima acontece no suporte de %(z) que é compacto e que de fato

é disjunto de K. A funcao z — ( é limitada inferiormente por uma constante Mg quando

( € K e z esta no suporte de a—lf Entao fazendo uso do Teorema da Convergéncia

Dominada podemos integrar sobre o sinal da integral e obter:

Pu(C aw
077 _2’/TZ// (z—¢ “d FNdz

Entao
oI ! w(z)2 (2
“@‘ = L //—( Vo2 . p gz
077 T (z —)itt
2 ]'
< u| dxdy
27T MK suppa, ‘ |
< CK,j// |ul dzdy,
onde Cf ; ¢ uma constante que depende s6 de K e j, e supp 22 i Y denota o suporte de O

Corolario 2.1.5. Se u,, € A(Q) e u, = u quando n — oo, uniformemente sobre subcon-
Juntos compactos de S), seque que u € A(Q).

Prova. Seja K C 2 um subconjunto compacto contido em €2 e w uma vizinhanca de K
tal que w CC 2. Fazendo uso do Teorema 2.1.4 as fungoes analiticas w,, — u,, seguem a
seguinte desigualdade

sup [u, (C) = Uy, ()] < Cr un — tmll 1) - (12)
CeK

Como {un}neN converge uniformemente em w, entao para ¢ > 0, AN > 0 tal que se
n,m > 0 entao |ul (z) —u, (2)| < e, Vz € W. Logo

[t = ]| 1) < 5/ dzdy. (13)
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Assim de (12) e (13) obtemos que u/, ¢ uniformemente de Cauchy em K, logo u!, converge
uniformemente em K. Da arbitrariedade de K C 2 obtemos que u;, converge uniforme-
mente sobre subconjuntos compactos de ).

Por outro lado, como du,, /0Z = 0, para todo n, obtemos que du,, /0x = (Ou,,/0z + du,,/0Z)
e Ju, /0y =i (0u,/0z — Ou,/0Z) converge uniformemente sobre conjuntos compactos em

Q.

Dado que u,, converge uniformemente sobre subconjuntos compactos a funcao u, obte-

mos que u é diferenciavel e mais ainda % = lim, %L;; g—;‘ = lim, %Ly" logo da
analiticidade de u,, obtemos que g—;, g_qu sao continuas, isto ¢ v € C1(Q). Também

ou 1 (0u 10u 1 ou, 1 Ou,, . Ou,

— == =——-—=— ] == lim — - lim = lim — =0

0z 2\0x 10y 2 \n—+oo Jx i notoo Jy n—+oo OJZ
Entao u é analitica em (2. O

Corolario 2.1.6. (Stieltjes-Vitali) Se u, € A(Q) e a sequéncia |u,| € uniformemente
limitada sobre todo subconjunto compacto de €2, existe uma subsequéncia u,; convergindo
uniformemente sobre todo subconjunto compacto de Q) para uma fungio u € A(S).

Prova. Seja K um conjunto compacto de €2 e w uma vizinhanca relativamente compacta
em () de K. Do Teorema 2.1.4 obtemos que

< Ol 1wy (14)

su an
Kp 82

para alguma constante C, para todo j € N. E desde que por hipdtese a sequéncia {|u,|} é
uniformemente limitada e w é relativamente compacto em €2, obtemos da desigualdade 14
que a sequéncia {|0u;/0z|}jen é uniformemente limitada em K. Desde que K é arbitrério
podemos afirmar que a sequéncia {|0u;/0z|};en é uniformemente limitada sobre quaisquer
conjunto compacto de 2. Segue da Desigualdade do Valor Médio que a sequéncia de
fungoes {u;};en é uniformemente continua sobre subconjuntos compactos de 2.

Logo do Teorema de Arzela-Ascoli, obtemos que para subconjuntos compactos de €2 exis-
tem subsequéncias de {u; } jen que convergem uniformemente em tais conjuntos compactos.
Agora, usemos o método da diagonal para encontrar uma subsequéncia de {u;};en tal que
converge sobre todo subconjunto compacto de €). Isto é, consideremos uma sequéncia de
conjuntos compactos encaixados Ki, Ko, ..., K, ... tal que U;K; = Q. Se {u,, }sen € a
subsequéncia de {u;};en que converge uniformemente sobre K, consideremos para Ko
uma subsequéncia {ug,}seny tal que converge uniformemente em Ks; da mesma forma
fazemos para K3, Ky, ... analogamente; para por fim considerar a sequéncia {us, }sen. Ob-
serve que ela converge uniformemente sobre todo subconjunto compacto K C ). Se
u(z) = lims 00 us, (2) temos do Corolério 2.1.5 que u € A(2). O

Corolario 2.1.7. A soma de uma série de poténcia
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u(z) = Zanz" (15)

¢ analitica no disco de convergéncia.

Prova. Suponhamos que o disco de convergéncia da série é D(0, R) e seja 0 < r < R.
Logor =r+10 € D(0, R) e assim a série Y .~ a,r" é absolutamente convergente. Desde

que:
oo

> and”
=0

para todo ¢ € D(0,7), obtemos do critério de Weierstrass que a série Y .-, a,,(" converge
uniformemente em D(0,7), e isto para quaisquer 0 < r < R. Desde que Uy.,<rD(0,r) =
D(0, R) obtemos que a série (15) converge uniformemente em todo conjunto compacto

contido em D(0, R). Logo do Corolario 2.1.5 , obtemos que a série (15) define uma funcao
analitica em D(0, R). O

<) lanfr" (16)
=0

De forma reciproca a este ultimo resultado, o seguinte teorema afirma que toda fungao
analitica num disco, é aproximada uniformemente por polinomios analiticos.

Teorema 2.1.8. Se u ¢ analitica em Q2 = {z;|z| <1}, temos
u(z) = Zu(”)(O)z”/n!
n=0
com convergéncia uniforme sobre todo subconjunto compacto de ().

Prova. Seja 0 < r; < ry < r. Fazendo 2 = D(0,ry) no Teorema 2.1.1 obtemos em
particular para todo z € D(0,71) que

uz:L ﬂd. 17
O =g [ P (1)

Por outro lado, desde que

P 1= /)
< Z s < ,TQZ (T_Q) (18)

2 g
prily

e r1/ry < 1 obtemos que a série

¢ uniformemente de Cauchy e assim do critério de Weierstrass converge uniformemente

em 0D(0,r2). Alem disso
2 1
> R (19)



Segue de (18), que podemos integrar termo a termo a série em (19), como segue:

1

u(z) = i s (OJZOZJC 77l = omi Z / TQ O-H (20)

Mas J! u(¢) )

%/K'm ng = u(0),
e entao - (.)( )

u’(0)z;

— JZ:; —j' )
]

Corolério 2.1.9. (A unicidade da continuagao analitica) Se u € A(2) e ha alguns pontos
z em ) onde
u®)(2) = 0, para todo k > 0, (21)

seque que u =0 em ) se €} é conexo.

Prova. Suponhamos ) seja conexo, e exista z € Q tal que u®)(z) = 0, para todo k > 0.
E facil ver que o conjunto

Z={¢ecQ: P =0, k=0,1,...}

é fechado. Se ¢ € Z C ) existe entao r > 0 tal que D({,r) C . Logo do Teorema 2.1.8,
para todo & € D((,r) temos que

isto é, u = 0 em D((,r); portanto u¥)(£) = 0 para & € D((,r) e para todo j € N. Logo
Z é aberto. Desde que € é conexo e z € Z temos que Z = Q. Logo u(¢) = u¥(¢) = 0
para todo ¢ € (). O]

Corolario 2.1.10. Se u € analitica no disco Q2 = {z;|z| <r} e se u nao € identicamente
0, podemos escrever de uma unica maneira na forma
u(z) = 2"v(z),

onde n é um inteiro > 0 ev € A(Q), v(0) # 0 (o qual significa que 1/v é também analitica
numa vizinhanga de 0)

Prova. Se u nao é identicamente nulo em D(0,r) entao, do Corolario 2.1.9, existe k € N
tal que u*)(0) # 0. Seja ko o minimo inteiro tal que u*°)(0) = 0. Logo do Teorema 2.1.8,
obtemos que

= Y w0t = Z )27/ + ko)l (22)

Jj=ko
e se definimos v como a série na direita desta ultlma igualdade, entao v é analitica em
D(0,7) e assim u(z) = 2*wv(2). Além disso v(0) # 0. O
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A continuagao segue uma importante consequéncia da representagao de uma fungao
analitica pela Formula Integral de Cauchy assim como a sua consequéncia chamada prin-
cipio do maximo para funcoes analiticas.

Teorema 2.1.11. Se u € analitica em Q = {z; |z — 29| < r} e se |u(z)| < |u(z0)| quando
z € Q, entao u € constante em €.

Prova. Se u(zy) = 0, entao obviamente por hipdtese u(z) = 0, Vz € D(zp, 7). Suponhamos
u(zo) # 0, entao de (5) obtemos que

1
u(zg) = =— u(z) dz
21 dD(20,0) © — 20
L " u(z + pe®)rie?
= — : de
271 J, ret
2w )
= — u(zo + pe'?)do
2w Jo

para p € (0,r). Logo

entao . "
/ Re(l—u(20+p€ ))dG—O (24)
0 u(zo)
Mas desde que 5((;)) < 1para z € D(z,r) entdao Re (u“((;))> < 1; logo Re (1 — :é?)) > (.

Portanto de (24) obtemos que Re (1 — M) = 0, para todo 6 € [0, 27| e ainda para

u(zo)

(20)

t= e (&%) =

todo p € [0,7). Logo Re (%) =1, para todo z € D(zp,r). Ainda

u(z)

u(20)

<

—_

Entao %) = 1, para todo z € D(0, R). Logo Im (5((;))) = 0, assim % =1, isto é
u(z) = u(zp), para todo z € D(z,r). O

Corolério 2.1.12. (Principio do Mdximo). Seja Q2 limitado e u € C(Q) analitica em Q.
Entao o mdzimo de |u| em Q € atingida na fronteira.

Prova. Se z € Q tal que |u(z2)] = max, g |u(2)| o qual existe desde que Q ¢é compacto
e por hipétese u é continua em Q. Se z, pertence a 9 entdo a afirmacao é verdade. Se
2o € Int (), entdo existe r > 0 tal que D(zg,7) C Q. Do Teorema 2.1.11, tem-se que u é
constante em D(zg,7), mais ainda u(z) = u(zy) em D(zg,r). Logo a derivada k-ésima da

fungao u — u(zp) no ponto zy é igual a zero , para todo k =0, 1,2, .... Logo, do corolario
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2.1.9 obtemos que u(z) = u(z) na componente conexa 2., de zy em €2. Da continuidade
de w em €2, em particular em 2., obtemos que u(z) = u(z) para todo z € Q.. Logo

em particular u({) = max, g |u(z)|, para todo ¢ € €., e em particular num ponto da
fronteira de €. O

2.2 O Teorema de Runge

Observamos do Teorema 2.1.8, que uma funcao que é analitica num disco D pode ser
aproximada uniformemente por polinomios analiticos sobre discos fechados contidos em
D, em particular toda funcao que ¢é inteira pode ser aproximada por polinomios analiticos
sobre cada subconjunto compacto. O Teorema de Runge apresenta uma condicao to-
poloégica sobre subconjuntos compactos de abertos para os quais é possivel aproximar
funcoes analiticas uniformemente.

Teorema 2.2.1. (Runge) Seja Q@ C C aberto e K C C compacto. As sequintes condi¢oes
sobre K sao equivalentes:

(a) Toda func¢ao que € analitica numa vizinhanc¢a de K pode se aproximar uniforme-
mente sobre K por fungoes em A(Q).

(b) O conjunto aberto Q\ K ndo tem componente coneza relativamente compacto em

Q.

(¢) Para todo z € Q\ K existe uma funcao f € A(Q) tal que

[f(2)] > sup | f|
K

Prova. (¢) = (b). Suponha que a afirmagao (b) nao seja verdade, isto é existe uma
componente conexa O contida em Q\ K tal que O C  é compacta. Afirmo que 00 C K.
De fato, seja a € 00, a ¢ K e D um disco aberto centrado em a com D C Q\ K
(o qual existe desde que Q2 \ K é aberto). Dado que a € 90, temos que D N O # ¢.
Consequentemente, D U O é conexo desde que ambos sao conexos e tem intersecao nao
vazia, e também DUO C Q\ K. Desde que O é uma componente conexa de 2\ K, segue
que D C O, e logo assim a pertence ao interior de O. Contradi¢ao pois a € 0O. Logo

00 C K.

Do principio do maximo obtemos que

sup | f| < sup|f|, Vfe AQ) (25)
O K

o que contradiz a hipétese (c).

(a) = (b) Suponhamos que (b) nao seja verdade. Entao existe uma componente conexa
O relativamente compacta em Q\ K e ainda, como feito acima, (25) é satisfeita. Veja que
se f é analitica numa vizinhanca de K, podemos escolher, por hipétese, uma sequéncia
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(fr)nen C A(S2) tal que converge uniformemente em K a funcao f. Assim de (25) tem-se
que:

sup |fn - fm| S sup |fn - fm|
Io) K

entao (fy), oy também converge uniformemente sobre 0. Seja F a funcdo limite de (f,)
em O, logo F é continua em O e do Coroldrio 2.1.5, F é analitica em O.

neN

Ainda F' = f em 0O, pois 00 C K. Portanto, em particular para a fungao f(z) =
1/(z — (), com ¢ € O, existird F analitica em O e continua em O tal que (z — ()F(z) = 1
para todo z € 00. Desde que 1 — (z — {)F(z) é uma fungao analitica em O e continua
em 0O, segue do principio do maximo que 1 — (z — ()F(z) = 0 em O. Mas nao existe
fungao analitica F' alguma tal que satisfaca a igualdade anterior para z = (. Portanto (b)
é valida.

(b) = (a). A prova que faremos agora, faz uso do Teorema de Hahn-Banach. Aplicando
este resultado ao espa¢o normado C(K) de fungoes continuas em K munido da norma
| . || =supg | - |, obtemos que o conjunto E de fungoes em A(€2) (restritos a K') é denso no
conjunto G de fungoes analiticas definidas em alguma vizinhanca aberta de K (restritas a
K) se, e somente se, todo funcional linear continua A definida sobre C(K) que é zero em
FE, também é zero em (G. Suponhamos entao A como acima seja zero em FE. Do Teorema
de Representacao de Riesz podemos escrever

A(f) = / fdu . feC(K)

onde i é uma medida definida sobre K. Seja

0= [ —zdul)  celK

Do Teorema 2.1.2, ¢ é analitica em 0K, e quando ¢ € 02, temos que

Wy g [ L g —
) =k [ =) = (26)

para todo k, pois a funcdo z —— (z — ¢)7*"! ¢ analitica em Q se ¢ € 0Q. Assim

pelo Corolario 2.1.9, ¢ = 0 em toda componente de 0K que interseta a 0. Desde que
[ z"dp(z) = 0 para todo n e

onde a série de poténcias converge uniformemente sobre K se || > supy |z|, também
obtemos que ¢ = 0 em toda componente nao limitada de LK. Seja agora O uma compo-
nente de CK limitada. Se O tem um ponto que ndo pertence a € entdo de (26) obtemos
que ¢ = 0 em O. Afirmo que O nao esta contido em 2. De fato, suponhamos que O C ;
desde que 9O esta contido em K (faga como (c) = (b)), obtemos que O C €2, mais
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ainda, O deberia ser uma componente de 2\ K (pois ndo existe nenhum componente
maior de CK', em particular de Q\ K, contendo O); logo O é compacto contido em €2, mas
isto contradiz a hipdtese, logo existe um elemento em O que nao pertence a §2. Assim,
como feito acima ¢ = 0 em O. Concluimos que ¢ = 0 em CK.

Escolhemos uma funcao ¢ € C§°(w), onde w é uma vizinhanga de K em que f é analitica,
e ainda 1 = 1 sobre uma vizinhanca wy de K. Entao se z € K temos que

10 =@ = g [ TR

Z _
- o [ 25 e 2 a n e,
27TZ \UJO g
desde que = 0 em wp; mudando o ordem de integragao tem-se que

/f Jaulz 27rz//\wof a¢ Lo(Qac ndg = .

Isto é A(f|kx) = 0. Logo E é denso em G, e assim a ﬁrmagéo (a) é provada.
(b) = (c¢) Seja z € Q\ K. Consideremos r > 0 tal que D(z,7) C Q\ K.

Dado que D(z,7) C Q\ K, entdo D(z,r) esta totalmente contida em alguma componente
de '\ K. Pela hipéteses (b) o componente D que contem D(z,r) nao ¢é relativamente
compacta em €2, assim, D \ D(z,r), também ndo serd relativamente compacta em Q\ K,
pois de ser assim, entdo (D \ D(z,7)) U D(z,7) = D seria relativamente compacta.

Logo D(z,r) U K também satisfaz (b). Desde que (b) = (a), temos que para a funcao
analitica que é 0 numa vizinhanga de K e 1 numa vizinhanca de D(z,7) poderia ser
aproximado uniformemente por uma sequéncia de fungdes analiticas (fy,)nen C 2.

Com isto, para n suficientemente grande terfamos que supy |fn| < 1/2¢|f.(z) — 1| < 1/2.
Assim em particular,

| fn(2)] > Sl;(p | ful -
O

Veja que como na prova (¢) = (b) podemos provar que se O é uma componente aberta
de CK entdao 00 C K. No que segue iremos usar isto nas provas nos seguintes teoremas.

Seja €2 um conjunto aberto em C e K C €2 conjunto compacto. Definimos a envoltoria
analitica de K em (), que denotamos por Kgq, ao conjunto

Ko = {z c 2 e O |f(2)] §sup|f|,Vf€A(Q)}.

Sempre que nao houver perigo de confusao denotaremos K. o simplesmente por K. Veja
que se ¢ € 09, entdo a funcio f(z) = == ¢ € A(Q) e assim para todo z € K teria-se que

d(C,K)Zggg|€—C|§|Z—C|
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e assim d(K, Q) < d(K,CQ), logo d(K,CQ) = d(K,CQ) desde que K D K.

Desde que a envoltoria convexa geométrica K opper de K é dada como

é a imagem de uma fungao continua, temos que K e € compacto. Logo se 2o & Keonver
existe w € Keonver tal que 0 < d(zo, Keonvex) = d(z0,w) = |20 — w|. Considerando o vetor

a = 2=, obtemos que a rotagao Tz (z) =az é tal que 0 < d(zp,w) = |20 — w| = Tx(20) €
R +i{0} e Re(T%(¢)) < 0 para todo ¢ € K pnper- LOgo
e — Re(Ta(Q) ~ GTalz0) — pazo

Y

para todo ¢ € K. Isto é z ¢ K, com isto provamos que KcC Keonves-

E claro que se K C L, entao KcC E; portanto K C K. Mas veja que se 2 € [/(\', tem-se
que

F(2) < sup ], Vf € AQ),
K

e desde que supgz |f| < supg |f| obtemos que |f(2)| < supg|f], logo z € K. Assim
obtemos que K=K.

Por outro lado K é compacto desde que K é compacto pois para todo z € K temos
que |z| < supeek [C] < cte.

Por exemplo, se {2 ¢ o disco aberto D(0, 3) de centro na origem e raio 3 e K’ = 9D(0,2)
entao do Principio do Maximo e como K cC K conver Obtemos que K = D(0,2). Mas veja
que se Q0 = D(0,3)\ D(0, 1), entao como d(K, Q) = d(K,CQ) temos que K = 0D(0,2) =
K.
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Veja que K é um conjunto compacto que contem K e que satisfaz a hipétese (¢) do
Teorema de Runge. Mas ainda a hipdtese (¢) do Teorema de Runge, é equivalente a dizer
que K = K. Logo podemos escolher uma sequéncia crescente K; C Ky C ... C K; C ...

de subconjuntos compactos de €2 tal que K; = f(\] e tal que todo subconjunto compacto
de ) esteja contido em algum K, de fato, considere os conjuntos

Kj={2€Q : || <jdCQ)>1/j}.

Desde que IA(]- C (K;)convez € K; C B(0,7), temos que [?j C B(0,j),esez € [?j, do fato
que d(z;,0Q) = d(K;,CQ) temos que
d(z,0Q) > d(K;,0Q) = d(K,0Q) > 1/;

temos [A(j C {z €Q : d(z,00Q) > 1/j}. Portanto [A(j C Kj, e assim [A(j = K;.

Teorema 2.2.2. I?Q ¢ a uniao de K e as componentes de 2\ K que sao relativamente
compactas em ().

Prova. Seja O uma componente de Q \ K que é relativamente compacta em . Entao
00 C K, e assim do principio do maximo tem-se que

[f(O < sup|f] <sup[f], VfeAQ)
00 K

para ¢ € O, portanto O C K.

Seja K1 a uniao de K e todas as componentes relativamente compactas em €2, contidas em
Q\ K, entao do anterior, K; C K. Veja que 2\ K é aberto, pois é a uniao de componentes
abertas de Q \ K. Logo K; é fechado, e como K; C IA(, entao K, é compacto. Agora da
definigao de K tem-se que 2\ K7, ndo contem componentes relativamente compactas em
), assim K; satisfaz a condi¢ao (b) do teorema de Runge, logo K; = I?l mas K C K,
entéol?cffl =K eportantolA(:Kl. ]
Teorema 2.2.3. Sejam )y C 2y conjuntos abertos em C. As sequintes condig¢oes sao
equivalentes

(a) Toda funcgao em A(Sy) pode ser aproximada por fungoes em A(ds), uniformemente
sobre todo subconjunto compacto de €2y .

(b) Se Qs \ Q= LUF onde F € fechado em Qy e L é compacto, F N L = ¢, se seque
que L = ¢.

(¢1) Para todo conjunto compacto K C €y tem-se que [/(\'92 = l/(\'gl.
(co) Para todo conjunto compactoK C €y, tem-se que I?% Ny = [A(Ql.

(e3) Para todo conjunto compactoK C €y, o conjunto [/(\'92 Ny € compacto.
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Prova. (a) = (cg) Desde que, se f € A(€y), em particular tem-se f € A(£), entao
Kq, C Ko, NQ4. Se z € Kq, Ny, entao para todo f € A(Qs) tem-se que:

[f(2)] < supf]
K

E se g € A(€), entao por hipotese tem-se que para K U {z}, existe {f,},cn C A(€22) tal
que f, — ¢ uniformemente em K U {z}, logo, para cada n tem-se que

|fu(2)] < sup | fu| < sup|fn — gl +suplgl.
K K K

Fazendo n — oo, obtemos que
l9(2)] < suplg]

entao z € [?Ql, logo [/(\'92 Ny = [?Ql.
(¢2) = (c3) Obvio.

(c3) = (a) Seja f € A(€) e K compacto contido em §;. Por hipétese temos que Ko, N,

é compacto, e também Kq, N8, é compacto pois esta contido em IA(QQ e 0Oy é fechado,
logo existe uma vizinhanca V de Kq, N 0Q; contida em Q, tal que V N Q; = ¢.

Defina fcomo sendo igual a f em 2; e 1 em V. Do teorema de Runge, para kQQ C Qo,
existe {fn},eny € A(€Q2) tal que converge uniformemente a f em ]?QQ. Em particular
{fn},en converge uniformemente a f em [?92 N Q. Logo f, — f uniformemente em
K C Kq, Ny, isto prova (a).

Com isto ultimo provamos que as afirmagoes (a), (c2) e (c3) sdo equivalentes.

(a) = (¢1) Afirmo que IA(QQ NCQy = ¢. De fato, suponhamos que exista z € IA(QQ N 0.
Desde que (a) e (c3) sao equivalentes, na prova anterior podemos considerar 0 = f €
A(€y), logo para n suficientemente grande teria-se que |f,(2) — 1] < 1/2 e |f,(¢) — 0] <
1/2 para todo ¢ € Kq, N Q. Entdo |f,(2)| > supg |fa| € assim z ¢ Kg,, mas isto 6 uma
contradicao, entao [?QQ NCQy = ¢ e assim [?92 C Q.

Logo desde que (a) é equivalente a (cy) temos que:

Ra, = Ko, N1 = Ko,.
Desde que (c¢;) implica obviamente (¢2) temos agora que as afirmagoes (a), (¢1), (¢2) e (c3)
sao equivalentes.

Provemos agora que (¢1) = (b). Seja w um subconjunto aberto relativamente compacto
em {2 tal que L C w, e N F = ¢, o qual existe desde que L é compacto e F' é fechado
e1m QQ.
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Dado que w é relativamente compacto em €2y, temos que W C €2y e também dw N F = ¢
desde que @ N F' = ¢, e obviamente dw N L = ¢, pois L C w. Entao dw C Qs \ (F U L),
logo dw C Q, pois Qy \ Q= FU L.

— o —

Desde que dw é compacta, do principio do méximo temos que (dw)q, D w. Entao (0w)g, D

—

L, pois w D L. Mas de (¢y), (/aw\)Q2 = (Ow)gq,, entao L C (w)q, C €2y, logo L = ¢ pois
por hipotese L Ny = ¢.

(b) = (c1) Seja K C €4 compacto, e O uma componente de €25\ K relativamente compacta
em €)y. Dado que 00 C K C €2y, tem-se que se

L=0n(Q\ Q) =@0U0)N(Q\ %) =00n(Q\ )

entao L é compacto.

Alem disso se F'= 00N (9 \ ) entdao F é fechado em Qy. FUL = (€22\ Q). Logo de
(b) tem-se que L = ¢ e assim O N (Qy \ Q1) = ¢, entdo O C Oy, e ainda O C ;.

Do Teorema 2.2.2, temos que [?QQ C [?Ql pois O ainda é relativamente compacta em €.
Dado que a inclusao Kq, C Kq, ¢ satisfeita pois €21 C 9, temos que Kq, = Kq, O

2.3 O Teorema de Mittag Leffler

Seja z € C e A, o conjunto de classes de equivaléncia de fungoes analiticas numa
vizinhanca de z com a relagao de equivaléncia ~ dada por

f~g& f=yg

numa vizinhanca de z.

Se [ € A(f), denotamos por f, a classe de equivaléncia onde f pertence. Definindo
em A, as fungoes f, + g. == (f +9)z, [ 9. == (f - g),, podemos observar que elas
estao bem definidas, isto é, nao dependem da escolha de f,g e além disso A, torna-se
um anel comutativo. Mais ainda se f,, g, € A, tais que f, # 0 # g., entdao do Corolario
2.1.10 obtemos que f(¢) = (¢ — 2)"F(¢), 9(¢) = (¢ — 2)™G(¢) numa vizinhanga de z
onde n, m sao inteiros > 0 e F', G sao funcoes analiticas numa vizinhanga de z, tais que
F(z) # 0 # G(2), logo (fg)(¢) = (¢ — 2)""(FG)((), assim fg # 0 numa vizinhanca de
z pois F'G(z) # 0 e assim simplesmente por continuidade, F'G # 0 em alguma vizinhanca
de z. Dado que (fg). # 0. Com isto, vemos que em A, nao existem divisores de zero.

Logo podemos formar o corpo quociente de A,, que denotamos por M., isto é, M, é
o conjunto de classes de equivaléncia em A, x (A, \ {0,}), siendo 0, a classe da fungao 0,
com a relagao ~ dado por

(f2r9:) = (I}, G2) < [.G. = g.F. (27)

e se denotamos f,/g, como a classe de equivaléncia de (f,, g.), M, torna-se um corpo com
as operagoes [f./g. + F2/G. = (fG + gF):/(9G)=, (f:/9:) - (F:/G2) = (fF):/(9G)-.
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Definicao 2.3.1. Uma fung¢ao meromorfa ¢ num conjunto aberto Q2 C C, € uma fung¢ao

gp:Q—>UMz

z€S)

tal que, para cada z € Q, ©(z) € M,, e existem, uma vizinhanca w de z, fungoes f,g €
A(w) tais que ¢(C) = fc/gc para todo ¢ € w.

Denotaremos por M (2) ao conjunto de todas as fun¢oes meromorfas em Q.

Em particular, se F' € A(Q2), entdo a aplicagdo z — F, define uma fun¢ao meromorfa
em . Ese F;G € A(Q) tais que F' # G, entdo existird ¢ € Q tal que F(¢) # G(() e
assim Fy # G¢. Logo podemos identificar A(2) como um subconjunto do M (£2).

Usaremos por conveniéncia a notagao ¢, em vez de ¢(z) que ¢ fosse uma fun¢ao me-
romorfa.

Veja que o conjunto das func¢oes meromorfas num conjunto €2, junto com as operagoes
(o +0)(2) =@, + 1., (p-V)(2) = @, - ¥, forma um anel comutativo com identidade.

E se Q é conexo e ¢ # 0 € M(Q2) entdo existe (, € 2 tal que ¢, # 0. Afirmo que
nestas condigoes @, # 0 para todo z € Q. De fato, seja Z ={2€Q : ¢, =0,},ez€ Z,
para r > 0 suficientemente pequeno ¢, = f¢/g; com ¢ € D(z,r) para f,g € A(D(z,71)),
logo f, = 0, isto é f = 0 em D(z,7), portanto ¢, = 0 para ¢ € D(z,r), com isto Z
é aberto. Se z € Q\ Z, entdo ¢, # 0,, e se pc = fc/ge, com ¢ € D(z,r) para r > 0
suficientemente pequeno, entdao 0, # f,/g., logo f. # 0, pois de ser assim terfamos que
f=0em D(z,r) e assim em particular f./g. = 0¢ para ¢ € D(z,r); do Corolario 2.1.10
temos que f(¢) = (¢ — ()"F(¢) com F(z) # 0, en € N, logo fc/gc = (2 — )" F¢/gc # O¢
para ¢ € D(z,r). Logo Q\ Z é aberto, isto é Z é fechado. Desde que (y € 2\ Z temos
que 2\ Z =, isto é ¢, # 0, para todo z € Q. Entao se ¢ = f¢/g, teria-se que f: # 0,
para todo ¢ € Q. Com isto fica bem definida a aplicagao ¢ — 1/¢ onde 1/¢, denota
gc/ fe quando ¢ = fc/gc. Observe que para z € €2 tem-se que ¢, -1/, = 1,. Chamamos
a aplicagao 1/¢ : z — 1/, a inversa da fun¢do meromorfa ¢ no conjunto conexo 2.

De forma geral, se ¢ € M(2) nao for identicamente nula em toda componente conexa
de Q, existe a fungdo 1/p € M(Q) tal que -1/ =1¢€ M(Q).

Para todo ¢ € M, podemos atribuir a ele um valor ¢(¢) em ¢, como segue

e Se g =0¢ entao ¢(¢) =0

e Se q # 0; eseq= fe/gc com f e g funcdes analiticas numa vizinhanca de ¢, e
gc # 0¢, obtemos que fc # 0. Logo do Corolario 2.1.10 podemos escrever f(z) =
(z—Q)"f1(2), g(2) = (2 — ()"¢1(2) numa vizinhanga de ¢, onde f1, g1 sdo analiticas
numa vizinhanga de ¢ e f1(¢) - g1(¢) # 0. Veja que n —m e f1(¢)/g1(¢) depende s6
de g e ndao de f e g (isto decorre de (27)). Logo definimos
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o sen<m

q(¢) = 4 f1(()/q1(¢) sen=m

0 sen>m

Veja que se ¢ € M(), entao o conjunto {z : ¢,(z) = oo} é discreto. De fato, seja
z € Q tal que ¢,(2) = oo desde que, como feito acima, ¢ = f¢/gc numa vizinhanca de z,
e assim da definicao de fungao meromorfa ¢.(¢) = f(¢)/g(¢) numa vizinhanca de z, mas

f(¢) # 0 # ¢(¢) para todo ¢ # z numa vizinhanca de z, logo ¢¢(¢) = f(¢)/g(¢) € C\ {0}
para todo ( # z numa vizinhanca de z.

Logo se p € M(£2), obtemos que a aplicacao
F:Q— CU{co}

z— ,(2)

que quando F'(z) # oo, F' escreve-se como a divisdao de duas fungdes que nao se anulam,
ou zero, numa vizinhanca de z, entao F' é analitica no complemento do conjunto discreto
D ={z : ¢.(2) = o0}. Damesma forma, podemos ver que o mapeo 1/F : z — 1/p,(z)
é analitica numa vizinhanga de D (aqui fazemos 1/00 = 0). Observe que esta funcao F' é
uma fun¢ao meromorfa no sentido classico.

Logo veja que se F' é uma funcdo com estas propriedades (isto é uma fungao mero-
morfa no sentido classico) entao a aplicagao ¢ : Q@ — |J,.q M. definida por ¢. = F. com
z2# D, o, =1/(1/F), se z € D, é uma funcdo meromorfa, e ainda ¢.(z) = F(z) para
todo z € ). Com isto a correspondéncia entre funcoes meromorfas no sentido classico e
funcoes meromorfas definidas como na Defini¢cao 2.3.1 é biunivoca. Dizemos que os pontos
z onde F'(z) = oo sao polos de F'. No que segue nao faremos distingao alguma entre p e F'.

Teorema 2.3.2. Se F' é uma fungao meromorfa numa vizinhanca de , entao existe uma
vizinhanga de ¢, onde

2) =Y Az =) +G(2)

com constantes Ay e uma fungao analitica G, e esta representacao é unica. Se Fy # 0,
existe também uma unica representacao, da forma

F(z) = (2 = ()"G(2)

onde G({) #0 en € Z. Sen >0, temos um zero de ordem n em (, se n <0, temos um
polo de ordem —n em (.

Prova. Suponhamos F' seja analitica fora de um conjunto discreto D e 1/F analitica numa
vizinhanga de D. Se ¢ ¢ D, entao a afirmagao é 6bvia. Se ( € D entdo 1/F é analitica
num disco aberto B de centro (.
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Desde que 1/F nao é identicamente nula em B, pois D é um conjunto discreto, obtemos
do coroldrio 2.1.10 que existem n € N e G € A(B) com G(z) # 0 para z € B, tal que

! "G(z
o — =<6
logo para z € D \ {(} tem-se que
1
=g

Desde que H = 1/G é analitica em B, uma expansao em série de poténcias de H centrada
em ( obtemos que

> HG) A
F(z) = — ZH.(O)(z—C)J

(z=Qr= I
n—1 ; 00
H(J)(() n+k)
= Z -¢)F
j=0 ’ k=
O]
Teorema 2.3.3. Seja z;, j = 1,2,..., uma sequéncia discreta de pontos diferentes no

conjunto aberto 2, e f; meromorfa numa vizinhanca de z;. Entao Existe uma funcao
meromorfa f em ) tal que f € analitica fora dos pontos z; e f — f; analitica numa
vizinhanga de z;, para cada j.

Prova. Em vista do Teorema 2.3.2 é suficiente assumir que

2) =Y Aplz—z)"
k=1

Como feito anteriormente, escolhemos uma sequéncia crescente de conjuntos compactos
Ky C Ky C ... tal que K; = Kj e Q = |JZ, K;. Desde que a sequéncia {2}, ¢
discreta em €2, existe s6 quantidades finitas de pontos z; que estao contida nos conjuntos
compactos K; paral € N, assim podemos assumir que a sequéncia de conjuntos compactos
escolhida ¢é tal que z, € K; para k > j. Desde que f, é analitica numa vizinhanca de Kj,
do Teorema de Runge podemos escolher u; € A(Q2) tal que

|fi(2) —uj(2)| <277  paraz € K;

Veja que a série

> (fi(z) = uy(2)

j=l
converge uniformemente sobre o conjunto compacto Kj, e assim converge a uma fungao
analitica no interior de K, e isto para quaisquer [ = 1,2, ..., logo a fungao

f(z):Z(fJ< —u;(z +Z fi(z) —u;(2))

j<l >l
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¢ uma fun¢ao meromorfa no interior de K;, para todo [ = 1,2,.... Ainda mais f — f; é
analitica em K, \ {2}, para algum [, tal que z; € K, pois em

Z(f](z) — u;(2)) + g +Z fi(z) = u;(2))

j<l(] ]>l0

a primeira soma finita é analitica em Q \ {z} e a outra série infinita converge para uma
funcao analitica no interior de K ;. O

Uma outra formulagao do Teorema de Mittag-Leffler é a seguinte:

Teorema 2.3.4. Seja Q2 = U;en§); onde o Q; € um conjunto aberto em C. Se f; € M(€;)
e fj — fx € A(Q; N Q) para todo j e k, entdo pode-se encontrar f € M(S) tal que
f—f; € A(Q)) para todo j.

Antes de fazer a prova, veja que se este teorema é valido, entao o resultado do Teorema
de Mittag-Leftler ¢ imediato.

Prova do Teorema 2.5.4. Sejam D; C §2; o conjunto de polos de f; em €2;. Primeiro, veja
que D;\ Dy, C D;\Qy; de fato, se existir z € D;\ Dy, tal que z ¢ D, \ {2, entdo z € ;N
e z € D; \ Dy, e portanto f; tem um polo em z e f;, é analitico numa vizinhanga de z,
entdo f; — fi € M(€2;N€Y;) sendo z um polo, mais isto é uma contradi¢ao com a hipétese;
logo D;\ Dy, C D\ Q. Assim D;\ Dy = D; \ €. De modo andlogo podemos provar que

Dj\ (Uk<j %) = D; \ (Ur<;Dy) (28)

para todo j € N. Consideremos agora os seguintes conjuntos D} = D;, Dj = D; \
(Ur<jS), para j = 2,3,..., Q) = Qy, Q) = Q; \ (Up<;Q%) para j = 2,3,...; e veja que a
familia de conjuntos D; sao disjuntos dois a dois e sao subconjuntos discretos em Q; que
também sao disjuntos dois a dois. E facil ver que a unido U; D’ ¢ discreta no conjunto

U; €2, e U; Q% = U;Q;. Por outro lado, veja que

DiUD;:D1U(D2\Ql):D1U(D2\D1):D1UD2

Logo por indugao e desde que (28) é valido obtemos que Ui, D’ = UL, D; para todo
m = 1,2,.... Assim U2, D} = U2, D;. Logo agora o resultado decorre do Teorema de
Mittag—Leﬂ‘ler O]

Com isto, mostramos que este tltimo teorema é equivalente ao Teorema de Mittag-
Leffler. Outro resultado equivalente é o seguinte resultado sobre existéncia de solugoes de
uma equagcao diferencial:

Teorema 2.3.5. Para todo f € C®(Q), a equac¢ao du/0zZ = f tem uma solu¢io u €
C>®(Q).

Antes de iniciar a prova, observe que o Teorema 2.1.2 resolve a equagao no caso f tiver
suporte compacto.
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Prova. Escolhemos uma sequéncia de conjuntos compactos K; C €2 com K ; = Kj tal que
todo subconjunto compacto de 2 esteja contido em algum K. Seja ¢; € C§°(Q2) tal que
1; = 1 numa vizinhanca de K; e ¢1 = ¢y, ¢; = ©; —;_; quando j > 1. Entao ¢; =0
numa vizinhanga de K;_4, e se z € K, C ) para algum j, € N, entdo ¢;(z) = 0, para
todo j > jo + 1, e assim

Y odix) = Y di(2) =) + (W = a)(2) e+ (o — Ye1)(2) =

j=1 j<do+1
= wjo (Z) =1

Assim )77, ¢ = 1 em Q. Do Teorema 2.1.2 existe u; € C*°(R?) tal que du;/0Z = ¢;f.

Logo u; é analitica numa vizinhanca de K;_;. Do Teorema de Runge podemos escolher

v; € A(Q) tal que |u; —v;| < 277 em Kj_;, e portanto em particular a desigualdade é

satisfeita em K; paral < j — 1.

Agora para [l € 1,2, ... temos que a série

o0

S (- vy) (29)

I+1

converge uniformemente em Kj, e desde que u; e v; em particular sao analiticas numa
vizinhanga de K; sendo j > [ + 1. Logo a série (29) converge a uma fungao analitica no

interior de Kj, e isto para todo [ € 1,2, .... Logo a série
u(z) = Z(UJ —vj), (30)
j=1

converge uniformemente sobre todo subconjunto compacto de €2 e ainda obtemos que u é
a suma de uma funcao analitica no interior de K; e outra funcao em C°°(R?), logo u é de
classe C'*™° no interior de Kj, e isto outra vez para todo [ € 1,2, .... Com isto u é de classe

C* em ().

Ao derivar termo a termo em (30) e desde que

obtemos que du/0z = f. O

O seguinte teorema ¢ um resultado intermediario para garantir a equivaléncia entre o
Teorema 2.3.5 e o Teorema de Mittag-Leffler.

Teorema 2.3.6. Sejam 2 = U32,Q; e gj, € A(S;NQ) para j, k = 1,2, ... que satisfazem
as sequintes condigoes

ik = —Gkjs  Gjk + g +g1;;, =0 em ;N QY Ny para todo j,k,l (31)
Entao, existem g; € A(§);) tal que
9ik = gk — g5, em ;N Qg para todo j, k. (32)
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Antes de iniciar a prova deste teorema, veja como este teorema implica no Teorema
2.3.4. De fato, seguindo a notacao do Teorema 2.3.4 definimos g;; = f; — fr em Q; N Q.
Entao a condi¢ao (31) é imediatamente satisfeita. Logo do Teorema 2.3.6 pode se obter
funcoes g; € A(2;) tais que

fi — fe = g6 = gr — gj em Q; N €Y para todo j, k (33)

Logo fj+g; = fx+gr em ;N . Isto permite afirmar que a aplicagao f : U32,€; — C
definida por f(z) = f;(2) +g;(2) se z € §1;, fica bem definida e ainda pertence a M (U;€;)
e é talque f — f; = g; € A(£2;). E com isto fica provado o Teorema 2.3.4.

Prova do Teorema 2.5.6. Seja {@,}, .y uma particao da unidade subordinada ao cobri-
mento U72,€2; de 2. Logo

(i) ¢, € C§°(Q;) para algum j. Podemos denotar j como sendo j, no caso supp ¢, C ;.

(ii) Todos exceto um numero finito de ¢, anulan-se num subconjuto compacto de €.

(it}) Yo = 1.

Seja ¢ € () entao existe uma vizinhanca B de ¢ em () tal que todos os ¢, anulan-se
exceto uma quantidade finita deles. Logo ( € supp ¢, C €2, para v € I com [ finito. Com
isto a funcao g; r esta definida en (, e em todo ponto de B.

Do anterior, a fungao

hi(C) = Z ©u3i,k(C)

veN
esta bem definida (considerando ¢, g;,r = 0 fora de €, ), e é de classe C*°(Q) por ser
escrito como soma finita de elementos desta classe numa vizinhancga de ¢ contida em (2.
Veja que
Ohy ~ Oh;

hy, — hj = Z%(giuk — i) = Z%gjk =Ggjk = Ve
em ;N Q. Logo a funcao ¢ definida em 2; dada por (z) = %(2) se z € (), esta bem
definida, e alem disso ¢ € C(92).

ou

O Teorema 2.3.5 garante a existencia de uma solucdo u € C'*°(Q2) da equagao 5= = —1.
Defina entao as fungoes g = hy +u em €0 para k = 1,2, ....

Assim, gx € C™(Q), gk — g = hie — hj = g, em ; Ny, e

_ _— —_ — 0
0z oz o VY
em ; entdo gx € A(2) e tem a propriedade requerida. ]
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2.4 O teorema de Welerstrass

Apresentamos aqui o Teorema de Weierstrass, o qual afirma que podemos garantir
a existencia de funcoes meromorfas com zeros e polos de ordens dadas localizados em
pontos de uma sequéncia discreta. A demonstracao deste teorema apresenta o caminho
para construir este tipo de funcgoes e este procedimento é de grande importancia pois
serd imitado na hora de construir fungoes com propriedades semelhantes na secao sobre
dominio de holomorfia no capitulo seguinte, mais precisamente no Teorema 3.5.5.

Teorema 2.4.1. Seja {z;}jen wma sequéncia discreta de pontos distintos no conjunto
aberto 2 € C, e sejam n; inteiros arbitrdrios. Entao existe uma funcao meromorfa f
em ) tal que f € analitica e diferente de zero exceto nos pontos z; e f(2)(z — z;)™™ €
analitica e diferente de zero numa vizinhanga de z; para todo j.

Prova. Sejam subconjuntos compactos K; de €2 para j = 1,2, ... como na prova do Teo-
rema 2.3.3, de tal forma que K contenha algum z;. Desde que (z;);en é uma sequéncia
descrita em (2, obtemos que cada subconjunto K; existem sé6 uma quantidade finita de
pontos z;. Logo podemos para cada j escolher fungoes racionais f; tais que os zeros e
polos desejados com sua ordem respetiva.

Para j = 1 podemos escolher uma funcao racional f tal que tenha zeros e polos com os
respetivos ordens desejados em K. Portanto podemos escrever que:

flh= CH(Z —w,)"™

sendo ¢ uma constante, o produto finito com w, € CK; N K», e m,, inteiros. Agora para
cada w, podemos escolher w!, € Q\ K5 na mesma componente de 2\ K; onde w, pertence,
o qual existe desde que Q\ K7 nao tem componentes relativamente compactas em Q \ Ko
e em particular toda componente de €\ K; interseta com 2\ K.

Logo a fungao fo = f[](z — w!,)™ tem os zeros e os polos em K, alem disso

o (1) -vees (23]

v

pode der definida unicamente como uma funcao analitica numa vizinhanca de K; desde
que w, e w', estdo na mesma componente de CK;. Assim podemos do teorema de Runge,
escolher uma funcao g, € A(2) tal que

log(f2/f1) —g1| <log(1+¢€1) em K,

sendo ¢; > 0. Logo

é691 -1l <e em Kj.
fi
Assim de modo andlogo, podemos para uma sequéncia nimeros 0 < €; tais que Zj‘;l g; <
00, definir indutivamente, fungoes fi, fa, ..., 91, g2, ... tais que
fj"rl g;
=¥ —1 <Ej em Kj (34)
J
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Deste ultimo segue que

J

. ; T (fin
Jl_l)rfoo Jr+1 Heg = fljl_[l <f—j€g

J=1

define uma fungao meromorfa em 2 com as propriedades desejadas, desde que por (34) o

produto
H (@ 9 )
fi

Jj=jo
converge uniformemente no conjunto compacto Kj,, e assim ¢ analitica no interior de K,

e isto para todo jo. O]

Corolario 2.4.2. Toda fun¢do meromorfa em Q pode se escrever na forma f/g onde f
e g sao analiticas em ().

Prova. Seja F' € M(£2), com polos nos pontos z; de ordens n;. Do Teorema 2.4.1 podemos
encontrar uma funcao g analitica com polos em z; de ordens n;. Logo a funcao definida
por f = Fg é analitica em Q. Assim F' = f/g. O

Corolario 2.4.3. Seja Q@ C C um congunto aberto. FEziste uma fungio f € A(Q) que
nao pode ser estendida analiticamente a um conjunto maior do que €2, nem mesmo a uma
fung¢ao meromorfa.

Prova. Indexemos todos os pontos em {2 que tenham coordenadas racionais para formar
uma sequéncia 21, zs, ... tal que todo ponto seja indexado uma quantidade infinita de
vezes, e seja r; = d(z;, CQ). Escolhamos agora uma sequéncia de subconjuntos compactos
K; C Q) tal que todo subconjunto compacto de €2 esteja contido em algum Kj; e escolhamos
também para cada j um ponto w; € CK; tal que |w; — 2;| < rj. Veja que a sequéncia
de pontos w; ¢é discreta em €2, de fato pois de nao ser assim existiria uma subsequéncia
de pontos {w;, }ken tal que esteja contido em algum K, mas isto é uma contradicao
pois em particular para algum indice j, > jo suficientemente grande deveria se ter que
w;, € CKj,. Logo do Teorema 2.4.1 podemos encontrar f € A(f2) tal que tenha zeros
s6 em cada ponto w; para j € N. Se a € Q tem coordenadas racionais e r = d(a, CQ2),
entdo o disco D = {z : |z —a| < r} contem uma quantidade infinita de pontos w; desde
que a é indexado infinitas vezes, assim poderiamos obter uma subsequéncia de pontos de
{w,};jen tal que converge a um ponto da fronteira de Q. Assim f nao pode ser continuada
a uma funcao meromorfa numa vizinhanga aberta do disco D, pois os zeros de uma funcao
meromorfa que nao é identicamente zero sao isolados. Logo f nao pode ser continuada a
uma fungao meromorfa definida num conjunto que contem propriamente a €. O

2.5 Funcoes Subharmonicas

Chamamos a uma funcao h de classe C? de funcao harmonica num conjunto aberto
Q C Cse Ah=40°h/020Z =0 em .

35



Definicao 2.5.1. Uma funcao u definida num conjunto aberto 2 C C e com wvalores em
[—00, +00) € chamada de subharménica se:

(a) u é uma fungdo semicontinua superiormente em S, isto €, o conjunto {z : u(z) < c}
¢ aberto para todo c € R.

(b) Para todo subconjunto compacto K C Q e quaisquer func¢ao continua h sobre K,
harmonica no interior de K e > u na fronteira de K, tem-se que u < h em K.

Lembremos que quando uma funcao semicontinua nao atinge o valor 400, entao tal
funcao ¢ limitada superiormente em subconjuntos compactos. Logo, se u é subharmonica
entao ela é limitada superiormente em conjuntos compactos. Entao se na definicao con-
sideramos tal fungao harmonica como a fungao constante supyy u, entao u(z) < supgyy u
para todo z € JK, entdo supy u(z) < supyr u < supy u e assim u atinge seus valores
maximos na fronteira de K. Isto é satisfaz o principio do maximo em conjuntos compactos.

Teorema 2.5.2. Seu € subharmonica e s € um numero real positivo, entao su € subharmonica.
Seuq, a € A, é uma familia de fungoes subharmonicas, entio u = sup,, u, € subharmonica

se u < 400 e u € semi-continua superiormente, que € sempre no caso A seja finito. Se
Uy, Ug, ... € uma sequéncia decrescente de fungoes subharmonicas, entao uw = lim;_,o u; €
sempre subharmonica.

Prova. Para a segunda afirmacao, sejam h e K como na definicao, entao u; < h Vj em
0K, entao u; < h em K Vj pois cada uma ¢é subharmonica, logo v < h em K. Provemos
agora a ultima afirmacao. Dado que

{z tulz)<ct={z : w(z)<c VvV uz<c\/...}:U{z D ui(z) < c}

que é aberto pois cada uma delas é aberto. Sejam h e K como na defini¢ao, € > 0
B; ={z : z € 0K, uj(z) > h(z) +¢}. entdo u(z) < h(z) para todo z € 0K. B,
compacto para todo j e Bj1; C B;. Afirmo que se j é suficientemente grande, entao B,
vazio, pois de nao ser assim, existiria um ponto zy em 0K tal que u;(z9) > h(z) + ¢ para
todo j, e entdo u(zp) > h(zp), contradicdo. Logo u;(z) < h(z) + ¢ para j > Ny e algum
Ny suficientemente grande; e assim u;(z) < h(z) +¢ para z € K e j > Ny. Considerando
7 = Ny, dado que o lado esquerdo desta ultima desigualdade é uma funcao harmonica,
tem-se que u;(z) < h(z) 4+ ¢ para z € K. Portanto u(z) < h(z) em K. O

D O~ O

O seguinte teorema apresenta uma caraterizacao das fungoes subharmonicas, além de
garantir que a subharmonicidade é uma propriedade local.

Teorema 2.5.3. Seja u definido en Q0 com valores em [—o00, +00) € assuma que useja
semicontinua superiormente. Entao, cada uma das sequintes condicoes sao necessarias e
suficientes para que u seja subharmonica.

(i) Se D é um disco fechado contido em §2 e f uma polindmio analitico tal que u < Ref
em 0D, entao u < Ref em D.
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(ii) Se Qs = {z € Q : d(z,0Q) > 6}, entdo tem se que

27
2mu(2) /du(r) < / /u(z +re®)dfdu(r), para z € §s (35)
0
para toda medida positiva du no intervalo [0, d]

(111) Para todo 6 > 0 e todo z € Qs existe uma medida positiva dy com suporte em [0, 0],

tal que du tenha massa fora da origem, (isto é, o suporte de p nao estd contido em
{0}), e (35) é valido.

Veja que as integragoes antes mencionadas estao bem definidas desde que u é semi-
continua e nao atinge o valor 400, e assim a integral da parte positiva da funcao é finita.

Prova. A Defini¢ao 2.5.1 implica imediatamente (i). Também ¢é trivial que (ii) implique
(iii). Entdo mostremos que (i) = (ii) e (iii) implique que u é subharmonica.

(i) = (i1). Sejaz € Q5, 0<r<deD={C : [C—2 <7} Se ) =30 ape™ ¢
um polindmio trigonométrico real (@; = a_y), tal que u(z + re?) < (6), entdo podemos

afirmar que
1 2
u(z) <ag=—
(2) < a0 2 Jo

0 (0)d9. (36)

De fato, pois se f(¢) = Z,ZCVZO ar(¢ — 2)¥/r* entao

= N N
% + % 7 — =1
Ref(z +re?) = (f2f)(z+r69):ao+;akek9+;ake w0

N -1
= ag+ Zakeikﬁ + Z akeike _ (p(@)
k=1 k=—N

Logo da hipdtese (i) tem se que u < Ref em D; em particular u(z) < Ref(z) = ao.
Agora, no caso ¢ seja uma funcao continua em 9D, tal que u(z + re?) < ¢(6), podemos
para todo £ > 0, encontrar um polindémio trigonométrico ¢ definido em [0, 27] tal que
¢ < v < ¢+ ¢, pois o conjunto dos polindmios trigonométricos é denso no conjunto das
fungoes continuas no circulo unitario. Logo

w2 < o [ o< [T owan e

2

Como ¢ é arbitrério, obtemos a desigualdade (36) substituindo ¢ por ¢. Dado que a
integral de uma funcao semicontinua superiormente, pode ser considerada como o infimo
das integrais de fungoes continuas que o superam, temos que

/O27r u(z + re?)dh = inf{ " #(0)do : u(¢) < ¢((),C € 8D}

0
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logo de (36) temos que

1 2T )
u(z) < —/ u(z + re')dh
2 Jo
integrando ambos lados com a medida du(r) obtemos o resultado.

(741) = u subharmonica. Sejam K e h como na definigao de fungdes subharménicas. Seja
M o supremo da fungdo v = u—h em K. Se M > 0 entao o conjunto F' = {z : v(z) = M}
¢ um conjunto compacto no interior do conjunto K pois v é semicontinua superiormente.
Se zp ¢ um ponto em F tal que minimiza a distancia de F' a2 0K. Se 0 <r < J,e d é
menor que a distancia de zg & 0K, entdo o circulo {z : |z — 29| = r} contem pontos onde
v(z) < M, e de fato pela semicontinuidade superior de v a desigualdade é satisfeita em
todo um arco do circulo. Isto implica que

/ /0 27rv(zo+rei9)d9d,u(r) < M2r / du(r) = v(z)2m / dp(r)

sendo dp um medida com as propriedades mencionadas em (4i7).

Dado que (35) é satisfeita com o signo igual no caso de fung¢oes harmonicas, temos que:

/ /O " u(zo + re)dfdu(r) < u(z)2nm / dp(r)

que é uma contradicao. Entao M < 0 e portanto, u < h em K. O

Observagao 2.5.4. Veja que na demonstragao (iii) = w subharmonica, bastava supor a
sequinte afirmac¢ao:

(iv) Para cada z € Qs existe uma medida dp, com suporte em [0, 4] tal que du, tenha
massa fora da origem.

E esta ultima, € diretamente implicada pela afirmagao (iit). Entdo podemos adicionar
a afirmagao (i) ao teorema anterior.

Corolario 2.5.5. Se uy, us sdo funcoes subharmonicas, entdo uy + us € subharmonica.

Prova. Dado que a soma de fungoes semicontinuas é semicontinua, o resultado decorre da
linearidade da integral na desigualdade (35). O

Corolario 2.5.6. Uma funcao u definida num conjunto aberto 2 C C € subharmonica se
todo ponto em €) tem uma vizinhanca onde u € subharmonica.

Prova. Segue da afirmacao (iv) na Observagao 2.5.4 O
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Corolario 2.5.7. Se f € A(Q)), seque-se que log|f| € subharmdnica em €.

Prova. Seja D um disco fechado contido em 2 e g um polinémio analitico tal que log| f(z)] <
Reg(z) para todo z em 0D. Mas esta ultima desigualdade é equivalente &

[f(z)e P <1 (37)
pois efe9(2) = |e9(2)| " do principio do méximo, a desigualdade (37) é valida em D, logo o
resultado segue de (i) no teorema (2.5.3). O

Teorema 2.5.8. Se ¢ € uma func¢ao convera crescente sobre R, tal que ¢(—o0) =
lim, , o ¢(x). Entao ¢ ou € uma fungao subharmonica, se u € subharmonica.

Prova. Seja xy € R. Entao existe k € R tal que

() = d(wo) + k(x — w0).

Entao ' 4
O(u(z +re”)) = ¢lwo) + k(u(z + re’) — wo)
e assim
1 2 ‘ 1 o '
o i o(u(z + reza))dﬁ > d(xo) + k <%/0 u(z + re’e)dﬁ — a:o) )
Fazendo z¢ = % fo% u(z + re?)df obtemos a seguinte desigualdade:
1 [ : 2 .
— P(u(z +re?))df > ¢ </ u(z + re’e)dﬁ) )
2m J, 0

Dado que u é subharmonica e ¢ crescente, temos por ultimo que:

d(u(z)) < ¢ (% /0% u(z + Tew)d9> < % /027T o(u(z + re?))do

A semicontinuidade decorre do fato de ¢ ser continua. O]

O Corolério 2.5.7 e o teorema anterior, implica o fato que |f| é subharmonica se f é
analitica.

Corolario 2.5.9. Sejam ui,us > 0 e assuma que logu; € subharmonica em Q, j = 1,2
(log0 = —o0). Entao log(u; + ug)é subharmonica em Q.
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Prova. Seja D C € um disco fechado, e f um polinomio analitico, tal que log(u; + uy) <
Ref em 0D, mas dado que e®*/ = |ef|, entdo a anterior desigualdade é equivalente &

(uy +ug)le™| < 1 (38)

em 0D. Por hipétese e do teorema anterior, logu; — Ref é subharmonica em 2, entao
eloswi=Rel — . .|e=/| ¢ subharménica em Q. Logo (u; + ug)|e™/| é subharménica. Entao a
desigualdade (38) é satisfeita em todo D pois a funcao constante é uma func¢ao harmonica,
e isto prova o corolério. O

O seguinte teorema, menciona a integrabilidade da func¢oes subharmonicas, nao iden-
ticamente —oco em conjuntos compactos do dominio.

Teorema 2.5.10. Seja u subharmonica no conjunto aberto 2 e u Z —oo em toda com-
ponente de §). Entdo u é integrdvel sobre todo conjunto compacto de 2 (escrevemos

we L () que implica que u > —oo em quase todo ponto.

Prova. Suponha §2 conexo. Sejam os conjuntos

E = {z€Q : uéintegravel em alguma vizinhanga de z}
P = {z€Q : u(z) = -0}

Afirmo que \ P C E. De fato, se z € 2\ P, entao u(z) > —o0, e existe para z um disco
D tal que D C Q e de (35) temos que

/D QM) > —o0

com d\ a medida de Lebesgue. E dado que a funcao é semicontinua superiormente entao
ela é limitada superiormente em D por uma constante, portanto a integral das partes
positiva e negativa da funcao u sao finitas, isto é, u é integravel em D. Logo z € E.

Observe que E é aberto em . Mostremos que Q \ E também é aberto. Seja zg € Q\ E,
entao u(zy) = —oo. Seja r > 0 tal que o disco de raio 2r e de centro zg, D(zg,2r), esteja
contido em Q. Afirmo que D(zg,7) C P, pois se existir ( € D(zg,7) tal que ¢ ¢ P entao
u(¢) > —oo; da subharmonicidade de u, do fato que D((,r) C §2 e de (35) temos que u é
integravel em D((,r) que contem zy, que é uma contradi¢ao pois 2o € Q2 \ E.

Por hipdtese, temos que u Z —oo, e assim F # ¢. Logo F = § por ser conexo. Seja
K C € é compacto. Logo para todo z € K existe uma vizinhanca V, de z tal que u
é integravel. Da compacidade de K temos que existe uma quantidade finita de pontos
21, Zm €m K tal que K C UM, V.. Assim

uld\ < / uld\ < oo.
[ 1 >,
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Se €2 nao for conexo, e K C {2 é compacto entao, existe uma quantidade finita de compo-
nentes O1, ..., O tal que K C Ué-:le. Se Kj = KN Oj, entao K é compacto, e assim do

anterior l
uld\ = / u|ld\ < 0o.
[ 1 >

Logo u € L},.(). O

Teorema 2.5.11. Se u € uma funcdao subharmonica em €2 e ndao —oo identicamente em
alguma componente de €2, entao tem se que

/uAvd)\ >0 se veCFN), ev>0 (39)

Prova. Da subharmonicidade de u tem se que

1 2 )
u(z) < —/ u(z + re')dh
2 Jo

Seja v € C3(Q) e v > 0. Temos que

v(z)u(z) < i/0 ﬂu(z + re®)v(z)db

27

0< V u(z) {% /027r v(z —re?)dh — 2m(z)} dA(z)] (40)

para r > 0. Por fazer uma expansao em série de Taylor de v centrada em z obtemos que:

2, /O%(U(z i) —u(2))d6 =

logo

2 [T 0u(z) L, Ou(z) o OPu(z) e 0%u(2)r?e §u(z) ,
= 2, (‘azm I R B =R B = >d9+
o)
r
2 0%v(z)  4do(r?)
;QW 0207 2
Logo
. 2f v(z —re?) —v(2))do 0*v(z)
rli}(% 72 _482827

e por fazer r — 07 em (40) e do Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos a desi-
gualdade desejada:

0< / u(2)4 a;géz)cu( )= / (=) AdA(2).
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Observe que no teorema anterior, no caso v € C*(2), integrando por partes observamos

que
/uAvd)\ = /Auvd)\.

Logo a desigualdade em (39) implica diretamente que Au > 0.

Teorema 2.5.12. Seja u € L, () e assuma que

loc

/ uAvd)\ > 0

com v € CZ(Q) ev > 0 entao existe uma tnica fungio U subharménica em Q, tal que
U =u qtp. Se ¢ € integrdvel nio negativa e dependendo sé de |z| com supp ¢ contido
em B(0,1) entdo tem se que para todo z € €2

) — qigg 44 = 0O)2(QdA(C)
Uie) = [ (Q)dA(Q)

Prova. Primeiro, veja que se V é uma funcao subharmonica, e ¢ é como no enunciado do
teorema com supp ¢ contido no disco unitario, entao

=V = 8000
V) = I T o0 0)

onde lim denota limite superior. De fato, da semicontinuidade superior de V em z, temos
que para € > 0, existe | > 0 tal que se |w — z| < [ entdo V(w) < V(z) + ¢ em particular
se |6] < lentdo V(z—6¢) < V(z)+e para ¢ € B(0,1), e assim

(41)

l/V@—éoﬂOdMOS(V@%Hﬂ/wKMMO,

logo, pela definicao de lim temos que

V(== 80)p(QdAC)
T Teom =V

de (77) no Teorema 2.5.3 obtemos que

V) [ o0t < [V -0e0an0)
para todo J suficientemente pequeno. Logo

JV(z =60 e(C)dA(C)
JeQ)dr¢) 7

onde lim denota limite infimo. Como lim < lim obtemos a igualdade (41).

V(Z> < h—m5~>0
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Agora provemos o resultado no caso que u € C?*(f2). Do Teorema 2.5.11, obtemos que
Au > 0. Entao se r > 0

o " ror T

Veja que fOQW g—;u(z +re?)d) =0, e se M(r) = &= 02”

. 2 1 1 02 )
0< /Au(z%—rew)d@:/( 0 + 0 + 0 z+re?)df (42)

u(z + re?)df entao de (42)
0< M"(r)+ M'(r)/r,

para todo r > 0, logo 0 < (rM’(r))’. Isto indica que rM’(r) é crescente para todo r > 0.
Dado que M’(r) é limitado para todo r > 0 numa vizinhanga de 0, entdao rM'(r) — 0
quando 7 — 0 entdao 0 < rM’(r), para r > 0. Com isto mostramos que M'(r) > 0, e
assim M é crescente. Logo M (0) < M(r), e portanto u é subharmonica.

No caso geral, seja ¢ € C5°(C) como no enunciado do teorema com suporte no disco
unitario. Entdo para cada § > 0 definimos em Qs = {z € Q : d(z,0Q) > ¢}

us(z) = / ul(z — 50)p(C)aN(C)/ / 2(O)AN(Q)

= 5 [ w05 [ w0

obtemos que us € C*°(£2).

Além do mais, se v € C2(Q) com v > 0 entdo:
([e@in@) [u@aaae = [ ([ ue-00@a@) s
= [ ([ vt s0m000) 0o
= [ ([ utwrsutw s s ) s = o

logo Aus > 0, e do anterior, obtemos que us é subharmonica.

Seja K conjunto compacto em {2, entao existe dy suficientemente pequeno tal que K C (s
para d < do.

No caso u seja continua, entao se € > 0 temos da continuidade uniforme de v em K que
existe ¢ suficientemente pequeno, ainda menor que Jdg, tal que:

us=) — u(z)| = ‘ =50 u<z>>w<<>dA<o\ J [0
< / fu(z — 60) — u(2)] 9(Q)dA(2) / H(O)AA(Q) <&

Entao [lus — ul[ 1) < €C, com C' = C(K) constante, para ¢ suficientemente pequeno.
Com isto u; — u em norma L' sobre subconjuntos compactos de  quando § — 0.
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Em geral, dado que u € L, .(Q), para K existe uma fungao continua v numa vizinhanga

de K tal que [[u —vl| 1) <€, entao
[us — ull gy < s = vsll gy + 105 = vl pa iy + v = ull e

onde vy é definido analogamente a us com v em vez de u. Logo para ¢ suficientemente
pequeno e do caso anterior aplicado a v, temos que ||us — uHLl(K) < 3eC, onde C = C(K),
e assim também us — u na norma L! sobre subconjuntos compactos quando § — 0.

Por outro lado, dado que a funcao r — (1/27) fo% us(z + re®)df é crescente, entdo se
0 < e < ¢’ sdo suficientemente pequenos, temos que

[ stz =<000x@) = [ ust+20p0)A0
— %/0 7T/u(;(z—i—z€7‘(3i9)90(7")”1”1”
< % i ﬂ/ug(z—l—E/?“ew)SO(T)rdrde
_ / us(z + £'Q)p(C)dN(C)
_ / us(z — €Q)p(C)dA(C)

Desta desigualdade, fazendo § \, 0 e desde us — u na norma L' sobre subconjuntos
compactos quando 6 N\, 0 obtemos que u.(z) < u.(z), quando £ < ¢’ e s@o suficientemente
pequenos. Logo, se definimos

U(z)izlsi_rgu(g,

do Teorema 2.5.2 temos que U ¢é subharmonica, e desde que us — « na norma L' sobre
subconjuntos compactos quando 6 — 0, entao U = u em quase todo ponto de (2. O

Terminamos esta sessao, provando o seguinte resultado de caracter técnico (conhecido
como Lema de Hartogs), que servira de ajuda na hora de provar o Teorema de analiticidade
separada de Hartogs.

Teorema 2.5.13. Seja {vy} uma sequéncia de fungoes subharmonicas em ) que sao
uniformemente limitadas por acima em todo subconjunto compacto de §2, e assuma que
limsup; ,,,vj(z) < C para todo ¢ > 0 e todo conjunto compacto K C €, pode se
encontrar kqy tal que

vj(2) < C+e, Vze K, j> ko

Prova. Seja K € ) compacto. Desde que ) pode ser substituida por um subcon-
junto aberto relativamente compacto arbitrario contendo K, podemos assumir sem perda
de generalidade que vy < 0 em {2, para todo k. Seja r > 0 tal que K C €3, =
{z€Q : d(z,Q) > 3r}. De (ii) no Teorema 2.5.3, para todo z € K temos que:

o (z) < /B 000
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Agora dado que —vy, é semicontinua inferiormente e nao negativa temos do Lema de Fatou
que :

/ lim inf(—vy)dA(¢) < lim inf/ —v(Q)dA(Q).
B(z,r)

B(z,r)

Entao

lim sup / ur(C)AN(C) < / lim sup vg(C)dA(C) < 7r2C
B(z,r) B(z,r)
para todo z € K.

Pela definigao de lim sup, tem-se que para € > 0, 3 kg € N com kg = ko(z) tal que

/ w(QINQ S TAC+ ), k> ky
B(z,r)

Seja 0 < § < r. Entao para todo w € B(z,0) tem-se que

7(r + 0)%vop(w) < /

B(w,r+9)

w(Q)dA(C) < / 0(Q)dA(C)

B(z,r)

pois vy < 0 e B(z,7) C B(w,r 4 §). Para k > ko temos que vy(w) < (C' + 5)(;25)?

para w € B(z,0). Veja que se C' + & > 0 nao temos nada que provar; neste caso supo-
mos C' + ¢ < 0. Dado que a funcao 0 — (%)2 é decrescente para 0 € [0,400), entao

J — (m)Q(C + 5) ¢ crescente para ¢ € [0,+00) e portanto, existe dy suficientemente
pequeno, alem mais do que r, tal que (Tf&))z((] +35)<C+e.

Logo v (w) < C + ¢, para w € B(z,0¢) e k > ky.

Com isto provamos que para todo z € K existem dy = dp(2) e ko = ko(z) tal que
v(w) < C + ¢, para w € B(z,0p) e k > ko. Agora como as bolas B(z,0¢(z)) geram
uma cobertura aberta de K obtemos do Teorema de Borel-Lebesgue que existe uma
quantidade finita de pontos z1,...,2, em K tais que as bolas B(z;,0¢(z;)) cobrem K,
entdo de considerar k{ = max{ky, ..., k,} obtemos que vi(w) < C' + ¢ para todo w € K e
k> k. O
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3 Propriedades elementares de funcoes de varias
variaveis complexas

3.1 Preliminares

Seja € um conjunto aberto em C" e u € C*(2) uma fungio de valor complexo. Iden-
tificamos C" com R?". Denotando as coordenadas reais por z; para | = 1,...,2n e as
coordenadas complexas por z; = xg;_1 + 1x; para j = 1,...,n.

Fazendo uso da notacao:

0 1( 9 0N 0 1 9 0
8zj N 2 8w2j_1 8I2j 8Ej B 2 6372]‘_1 8x2j

podemos expressar de forma andloga como no caso de uma varidvel complexa, du como
combinacao linear das diferenciais dz; e dz; como segue:

"\ Ou "\ Ju
du = ——dz; —dz;. 43
u = azj <j + ; azj Zj ( )

Denotamos
U — " ou

a formula (43) fica B
du = Ou + Ou.

As formas diferenciais que sao combinacoes lineares das diferenciais dz; sao chamadas
formas do tipo (1,0) e aquelas que sdo combinagoes lineares das diferenciais dz; sao
chamadas formas do tipo (0,1). Com isto du (respectivamente du) é a componente de du
do tipo (1,0) (respectivamente (0,1)).

Definicao 3.1.1. Uma fung¢io u € C'(Q) € dita ser analitica (ou holomorfa) em Q se du
¢ do tipo (1,0), isto € Ou = 0. O congunto das fungoes analiticas em ) € denotado por
A(Q).

Com isto, as fungoes analiticas ficam definidas como solugoes do sistema sobredeter-
minado pelas equagoes de Cauchy Riemann du = 0.

Veja que se du = 0, entdo Ou/0Z; para todo j = 1,...n, e se u = R + il, entdo
obtemos as Equacoes de Cauchy-

OR oI OR oI

61‘2]‘_1 8!E2j 8x2j 6x2j_1

Como 0 e 0 sdo operadores lineares, tem-se que para quaisquer f, g € C(Q)

- ~df9) . ~ Of _ ~~,909
fg) = sz‘zg g—dz-—l—E fo=dz;
( ) 62]‘ ! - c%j ! = 8zj J

J=1 J=1
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e podemos afirmar que A(2) é um anel.

Sejam u : C* — C¥ com u = (uy,...,u,), sendo u; analitica para j = 1,...,v, e
v € CY(W) onde W é um aberto contendo a imagem de u. A funcio u*v : Q — C
definida por u*v(z) = v(u(z)) é de classe C*. Logo

d(u*v) = —du —du
(o) = Ou, + ('9u i
j=1
Dado que du; é do tipo (1,0) para j = 1,...,v, entdo Ou;/0Z; = 0 para k = 1,...,n
e equivalentemente pelas Equacoes de Cauchy-Riemann temos que 0u;/0z, = 0 para
k=1,..,n,logo assim du; é do tipo (0,1) para j =1,...,v. Logo

. "L Ov — " ov
d(uv) = E aud e  OJu'v)= g 6ud
j j

Deste ultimo afirmamos que u*v é analitico se v é analitico. Logo a decomposicao de
d nos operadores 0,0 e a nocao de analiticidade fica invariante sobre aplicacoes analiticas.

Teorema 3.1.2. Sejam fi(w,z) com k = 1,...,n fun¢oes analiticas nas varidveis (w, z) =
(W1, ooy Wiy 21, vy 2n) MUMa vizinhanga do ponto (wg, zg) em C™ x C", e assuma que
fr(w®,2%) = 0 para k = 1,..,m e que det(0fy/0w;)i=; # 0 em (w°,2°). Entdo as
equagoes fr(w,z) = 0 para k = 1,...,m tem uma unica solu¢ao analitica determinada

w(2) numa vizinhanga de 2°, tal que w(2°) = w®.

Prova. Podemos considerar o sistema de m equagoes fi(w, z) = 0 para k = 1, ..., m, como
sendo um sistema de 2m equagoes dadas por Re(fi)(w, z) = 0 e Im(f)(w, z) = 0. Com
isto, a funcao F : R*™ x R*" — R*" dada por F := (Refy,..., Refo,, Imfi,...,Imf,,),
cumpre que F(w?, 2%) = (0,0).

Por outro lado se det(0f;/0w;)7}—, # 0 entdo o sistema

a m
(ﬁ) X =0 (44)
dw; jk=1
com X = (z1,...,2m) = (T1,...., Tayy) € R* tem uma unica solugio X = 0. Se w =

(W1, ooy W) = (Y1, -+, Yom ), tem-se que

Ms
g
M=

(ﬁReka o aRefka: ' 8Imka o almka )
OYya;—1 o 0Ya; 2]’(9y2j71 . Oya; &

Refk wz ol f )

dy; o Oy

/@

J
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Portanto desta ultima podemos afirmar que o sistema (9f)./0w;)73,_, X = 0 é equivalente

ao sistema %X = 0. Dado que o sistema (44) tem tnica solugdo X = 0, entao

OF(

concluimos que det(%’z)) # 0. Aplicando o Teorema da funcao implicita na funcao F'

obtemos a primeira afirmacao.

Para provar a analiticidade dos w;, basta observar que desde que w; satisfaz as equacoes
f(w, z) =0, entdo df =0 e logo assim o sistema de equacoes para dw;

=~ Ofy “~ Ofy

——dw; + —dz; =0, k=1,2,..m
= awj I = 8zj J

permite obter solugoes dw; como combinagoes lineares de dzi, dzy, ..., dz,. O

Veja que o teorema anterior implica também que, aplicagoes analiticas de C" em C",
tem localmente inversas analiticas quando o Jacobiano no sentido complexo (0 fx/ (3wj)7k:1
é diferente de zero.

Agora estendemos a defini¢ao dos operadores 0 e 0 para formas diferenciais arbitrarias.

Definigao 3.1.3. Uma forma diferencial é chamada do tipo (p,q) se ela pode se escrever

como
Z Z f[JdZI N ng

|=p|J|=¢

onde I = (iy,....1,) € J = (j1, ..., Jq) sGo multi-indices, isto é sequéncias de indices entre
1en edz! Ndz' denota dz;, A ... Ndz, Ndzj, A ... NdZj,.

Toda forma diferencial, pode-se escrever em uma, e s6 uma, soma de formas de tipo
(p,q) com 0 < p,q>n. Se f édo tipo (p,q) entao a diferencial exterior de f

df = dfiy Ndz" ndz’
pode se escrever como df = 0f + 0f onde
Of = 0fudz' Ndz! e Of =) Ofde’ ndz’
1,J 1,J

sao do tipo (p+1,q) e (p,q + 1) respetivamente.
Desde que o B
0=df =0+ (00+090)f +0*f
sendo todos os termos na direita de tipos diferentes, obtemos que
O’f=0, (00+00)=0, &f=0.
Portanto, se considerarmos a equacao
ou=f (45)

onde f é do tipo (p,q + 1), obtemos que Jf = 0 e uma condicdo necessaria sobre f para
a existéncia de alguma solucao.
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3.2 A Integral de Cauchy em polidiscos

Um conjunto D C C" é chamado de polidisco se existir discos Dy, ..., D,, C C tais que
D = D; x ... x D,. Chamamos de fronteira distinguida de D e denotamos por dyD ao
conjunto [[;, 9D;.

O seguinte resultado, afirma que quando uma fungao é analitica separadamente (isto
significa que é analitica em cada varidvel quando as outras sao devidamente fixadas) e
continua, entao ela é analitica, além disso ela satisfaz a formula integral de Cauchy em
polidiscos analoga ao caso de uma variavel. Dentro de pouco veremos que a condigao
de continuidade na hipotese pode ser retirada, sendo este resultado conhecido como o
Teorema de analiticidade separada de Hartogs.

Teorema 3.2.1. Seja D um polidisco em C", e u uma fun¢ao continua em D e tal que
em D € analitica em cada varidvel z; separadamente quando as outras sao devidamente
fixadas. Entao temos que

_ 1 w(Cry ey Gn)
u(z) = (2ri)" /aOD (G = 2) (G — Zn)dCL..an. (46)

Com isto, u € C*(D) e de fato u € analitica em D.

Prova. Seja D = Dy X ... x D, e z = (21,...,2,) € D. Fixando zy, 23, ..., 2, temos pela
hipéteses que

1 w(Cry 22, oy 2n)
ey ) = —— d(;. 47
ez m) = 5 | Sy (47
E também, fixando (; € Dy, z3 € D3, ... , z, € D,, temos que
1 u(<17<27 >Zn)
U(C1,y 29,y vy 2n) = — d 48
Goon) = 5 [ S 9

para todo z; € D,. Dado que a funcdo u é continua em D a formula (48) também é
satisfeita para (; € dD;.

Logo, de (47) temos que

<17<27-' )
(21, 29, oy Zn) dCad
(21, 22 2m /apl /3D2 (G — 21) (¢ — 22) el

Fazendo isto n—2 vezes mais, obtemos (46). Por outro lado, dado que funcao (z1, ..., 2,) —
((G1 — 21) (G — zn)) " é uma funcéo de classe C*(D) quando ((1, ..., () € 0gD obtemos
que u € C*(D) e portanto assim u é analitica. O

Do Teorema 3.2.1, se u € A(D) e continua em D também podemos obter que

N _«al U(Cryeeey Gn)
P = e o T e o

e assim desta podemos afirmar que:
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Corolario 3.2.2. Se Q C C" é aberto e u € A(), entao u € C*(Q) e toda derivada dela
é analitica em Q.

Teorema 3.2.3. Para todo compacto K C ) e toda vizinhanga aberta W C ) de K,
existe para todo multi-indice o uma constante C, tal que

sup [0%u| < Cyllul| 1wy para todo u € A(SQ). (50)
K

Prova. Seja K CC W C (2. Para todo ponto z = (21, ..., 2n) € K existe um polidisco
D=D;x..xD,talque z€ De D CW. Seu e A(Q2), entao pelo Teorema 2.1.4

o™
sup |aau’ = sup sup = (a(an_1,...,a1)u)
D (21,012n—1)ED1X...Xx D1 20, €Dy, 0z8n
< sup M, ||a(an—17-..,a1)uHL1(D |
(21,020 —1)ED1 X ... XDy 1
= M sup / lé(an_l,...,al)u‘
Zl7 ©Zn— 1 €D1>< XDn 1 /2
< M, / sup |a(04n—1,~~-,061)u‘
n (21502n-1) €D1>< XDp_1
<

17Dy "

= MnMnfl‘"MlHuHLl(Dgx.,.xD;L)
< MnMn—l‘-‘MIHUHLl(W

para algumas constantes Mj,...,M,, e um polidisco D] x ... X D! que contem o polidisco
Dy x ... x D, e estd contido em W. Com isto podemos afirmar, para um polidisco
D CcC W, a existéncia de uma constante Mp tal que a desigualdade é satisfeita. Dado
que K é compacto, existe uma cole¢ao finita de polidiscos D1, ..., Dn CC W tais que cobre
K. Considerando C, = max {Mpy, ..., Mp,} obtemos a desigualdade requerida. O

Teorema 3.2.4. Se u; € A() e up, — u quando k — oo, uniformemente sobre subcon-
Juntos compactos de ), entao u € A(S).

Prova. Seja K um subconjunto compacto de 2 e w um subconjunto aberto relativamente
compacto de €2 que contem K, do Teorema 3.2.3 temos que existe M > 0 tal que:

ou,, Ou,
82’]‘ 8zj

< M/|um—un|d/\ (51)

Dado que {u;} converge uniformemente em @ temos que {Ju,,/0z;} converge uniforme-
mente em K. Dado que K é arbitrario, entao {Ju,,/0z;} converge uniformemente sobre
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subconjuntos compactos de €2. Agora OJu,,/0%Z; = 0, portanto Ou,,/0Ts;_1 € Oy, /0xs;
convergem uniformemente sobre subconjuntos compactos de 2. Com isto a funcao limite
u é diferencidvel de classe C' em Q e du(z)/0z; = lim,— 100 QU (2)/0Z; = 0 para todo
z € . Logo u € A(Q). O

Teorema 3.2.5. Se u, € A(QQ) e a sequéncia |uy| € uniformemente limitado sobre todo
subcongunto compacto de €1, entdao eriste uma subsequéncia uy; convergindo uniforme-
mente sobre todo subconjunto compacto de 2 a uma fungdo de A(S).

Prova. Seja K CC (), e w uma vizinhanca de K relativamente compacta de 2. Do
Teorema 3.2.3 existe M > 0 tal que

Ou,

sup | =
K 2l

< M/ s |dA < Msup|uj|/d)\. (52)

Da hipétese, obtemos que {0Ju;/ azl}j oy também ¢é uniformemente limitada em compactos
para todo j. Desde que Ou;/0%Z; = 0 para todo j, entdo as sequéncias {0u;/0%9_1}
e {0u;/0xa}; y sdo uniformemente limitadas em compactos de 2, isto para todo [ =
1,2, ...,n. Logo a sequéncia é equicontinua em 2. Podemos implicar entao do Teorema de
Arzela-Ascoli (aplicando tal teorema em conjuntos compactos encaixados e o método da
diagonal usado no Coroldrio 2.1.6), temos que existe uma subsequéncia de funcoes {us, } jen
tal que converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de €2. O resultado segue
do Teorema 3.2.4. O

Consideremos agora expansoes em série de poténcias de fungoes que sao analiticas em
polidiscos. Diremos que a série

Z ao(z) (53)
[e%
converge normalmente num conjunto aberto € quando ) supg |a.(2)| converge para
todo conjunto compacto K C Q. Isto implica de fato que a série (53) existe e seja
independente da ordem da soma, e assim pelo Corolédrio 3.2.4 a soma ¢ analitica se todo
a,, € analitica.

Teorema 3.2.6. Se u € analitica no polidisco D = {z : |z;| <rj,j =1,..,n}, entdo tem
se que
220%u(0)

[0}

com convergéncia normal.

Prova. Sejam 0 <7 <r;, D ={2€C : [z <7} para, j=1,2,...,n,e D = H?:l Di.
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Do Teorema 3.2.1 temos para z no interior de D":

= 1 w(Cry ey Co)
= (2mi)" /6on (C1—21)--(Gn — n)d<1"'d<n
! (C1y ey Cn)
= @
BT Ju GG ey e
1 w(Cry ey Gn) (E)
(271'@)” /80D’ Cl'-'Cn Z C dClan

a

Desde que o somatério no integrando converge normalmente quando z pertence ao interior
de D’ e € 0yD’, da integracao termo a termo tem-se que

= Clw- ) z o

w2 = G >3 /%D, : (Z) 4Gy
_ 1 Wy C) o
= 2 )((Qm) /80D WdC1--.an) 2028

(061,...,0411

cujo somatoério resultante também converge normalmente quando ¢ € dyD’ e z no interior
de D’'. Logo da equagao (49), tem-se que

u(z) = Z m%fmza (54)

para todo z no interior de D’. Desde que os r; foram escolhidos arbitrariamente entre ()
e r; temos que a igualdade (54) é satisfeita para todo z em D. ]

Deste ultimo teorema podemos ver que se u € A(£2) e 9*u = 0 num ponto de ) para
todo multiindice «, entdao u = 0 se ) for conexo. Resultado que é conhecido como o
Teorema da unicidade da continuidade analitica.

Teorema 3.2.7 (Desigualdade de Cauchy). Se u € analitica e |u| < M no polidisco
{z @ |z] <rj,j=1,..,n}, entao

|0%u(0)| < Malr™®

Prova. Sejat €]0,1[e D' ={z : |z <trj,j =1,...,n}. Da equagao (49) temos que

« trle 3 trnewn) . 0 . 0n
|0%u(0)] = i) / / (o) a1+1 (trleiel)anﬂltrle L. itr,e’rd,...do,
'Mt |o¢\ 2T 2T
< 2 / / do...d6,, =
= a'Mt |°“(
para todo t em |0, 1[. Fazendo ¢ 1 obtemos o resultado. O
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Podemos ver destes dois ultimos teoremas que se f € A(C™) é limitada, entao f é uma
funcao constante, pois todas as derivadas num ponto quaisquer seriam zero. O resultado
analogo ao Principio do Méximo vale também para fungoes analiticas de varias varidveis.

Teorema 3.2.8 (Teorema de analiticidade separada de Hartogs). Se u € uma func¢do de
valor complezo definida num conjunto aberto 0 C C™ e u € uma funcao analitica em cada
varidvel z; quando as outras sao arbitrariamente fizadas, entao u é analitica em 2.

Dado que a afirmacao ¢ puramente local, entao sera suficiente provar o resultado em
polidiscos.

Lema 3.2.9. Se u é uma fung¢ao de valor complexo satisfazendo as hipoteses do Teorema
3.2.8 no polidisco Q@ = {z : |z;| <r;,j=1,..,n} e limitada em Q, entdo a funcdo €
analitica em Q.

Prova. Pelo Teorema 3.2.1 é suficiente mostrar que u é continua em 2. Seja |u| < M em
Qe z,( €. Desde que

n

u(z) = u(€) = > WGy ooer Gots 21 241, oos Zn) — WGty ooes Go1, Gy it s 20)); (55)

J=1

eafunciov;: {z € C : |z| <1} — {2 € C : |z| < 1} dada por

v;(§) = 2]1\4( (Cl,---,Cj—h%&—@&jﬂ,m,zn) _U(CI:-~7(j—17€j’zj+1a--wzn))

¢ analitica e tal que |v;| < lem {z € C : |z] < 1} e;(0) = 0 entdo do Lema de Schwartz
temos que |v;(§)| < |{| para todo £ € {z € C : |z| < 1}. Portanto

u(gla"'7Cj—1azjazj+17"'azn)_u(Ch"'?gj—vajﬂZj-i-la'--azn) < TJ(C]_ZJ) |C]_ZJ|
2M B T]2~ — ZjCj ‘T2 ZjCj‘
(56)
e assim
KJ ZJ|
lu(z) —u(Q)| <2M T (57)
Z J‘T _Z]C]|
Entao lim, ¢ |u(z) — u(¢)| = 0. Logo u é continua em ¢ € Q O

No que segue, assumiremos que o Teorema 3.2.8 ¢é verificado para fungoes como n — 1
variaveis (veja que esta afirmagao é trivial quando n=1).

Lema 3.2.10. Seja u uma funcao de valor complexo satisfazendo as hipoteses do Teorema
3.2.8 num conjunto aberto Q C C* e D =[]} D; um polidisco fechado con inteiror nao
vazio contido em ). Entao existem discos D} C Dy, para j =1,...,n com raio positivo e
D}, = D, tal que u ¢ limitado em D" =[]} D}, e assim analitico no interior de D'.
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Prova. Consideremos os seguintes conjuntos

n—1
Ey = {z’ = HDje]u(z’,znﬂ <M, z, € Dn}

=1

e veja que ele é a intersecao de conjuntos fechados, pois pela hipdteses feita antes de
. , " -1 .
enunciar o teorema, u ¢ analitica em [[/_; D; quando z, ¢ fixada em D, e portanto

. —1 ,
continua em H?:l D; quando z, ¢ fixada em D,,.

Dado que U3j_, By = H;L:_ll Dj e H;:ll D; possui interior distinto do vazio, segue do
Teorema de Baire, que existe My € N tal que E);, é um fechado com interior nao vazio.
Logo existe um polidisco H?:_ll D’ C Ey, com raio positivo tal que para 2’ € H;:ll Dj,
tenha-se que |u(z’, z,)| < M e isto para todo z, € D,,. Considerando D! = D,, temos

que [u| é limitada em []’_, D}, logo do Lema 3.2.9 u é analitica em [[_, Dj. O

Lema 3.2.11. Seja u uma fungdo de valor complexo no polidisco D = {z : |z; — z?] <
R, j=1,..,n} e assuma que u € analitica em 2’ = (z1,...,2,_1) Se z, € fizado e que u
€ analitico e limitado em D' = {z : |zj — 2| <r,j =1,..,n—1,]2, — 20| < R} para
algum r > 0. Entao u € analitico em D.

Prova. Suponhamos por simplicidade que z?, = (0 para todo 7 =1,...,n. Sejam 0 < R; <
Ry < R e denotemos para s > 0 el € N, D(0,s) = {£€C : || <R} e DY0,s) =
H;Zl D(0, s). Da analiticidade de u nas n — 1 primeiras varidveis em D" (0, R) quando
zp € fixado em D(0, R), obtemos que a série

w(Z', zn) = Z 9u(0, z)()" (58)

ol

o

converge normalmente na varidvel 2/ em D"1(0, Ry) para cada z, fixado em D(0, R).

Com isto, se chamamos a,(z,) = W, entao SUP pu-1(g,g,) |@a(2n)(2')*] — 0 quando

|a] — 400 para cada z, fixado em D(0, R). Logo |an(2,)] R';' — 0 quando |a| = 400
para cada z, tal que |z,| < R.

Dado que por hipétese u ¢ analitica em D™"1(0,7) x D(0, R) para algum r > 0, entao em
particular u é analitica nas n — 1 primeiras varidveis em D"1(0,7) quando z, ¢ fixado
em D(0, R) , logo das estimativas de Cauchy temos que

0“u(0, 2, o al
ozl = 12805 <y () St

O{! ¢ceDn=1(0,r)
para cada z, € D(0, R).

Dado que por hipétese, também a,(z,) é holomorfa na variavel z, € D(0, R) (fixando as
n — 1 primeiras varidveis no dominio D"~(0,7) x D(0, R) em 0 € D"7'(0,7)) entao temos
que a funcado definida D(0, R) dada por z, +— ﬁ log |aa(z,)| é subharmoénica para todo
multi-indice «a, e veja que:
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e A sequéncia { log |aa (2, |} ¢ uniformemente limitada em D(0, R) pois para
aeN™
0,

laf
todo z, € D(0, R), tem-se que:

1 1 1
—loglaa(zn)|] < —log(Mr_M) = —(log M — |a|logr) =
o || ||
1
= —logM —logr
||

e ﬁ log M é menor o igual a uma constante quando « ¢ suficientemente grande.

e Desde que

aa(zn)R‘QM‘ — 0 quando |a| — 400 para z, € D(0, R) temos que para

a| suficientemente grande |aq(z, R < 1, entao
|l 2

o
1 1
Lloglan(en)] = log| Tl |
| | Rl
1 1 1
= 10g (|aa(z) R} + —log | — | < — log
|al ( ) |l RY |l Rl

e assim mm%mﬁ log |aq(2,)] < log (R%) )

Logo, do Lema de Hartogs (Teorema 2.5.13) temos que, para |«| suficientemente grande

1 1
—loglag(z,)] <log | — |,
o oglaa () < 1os ()

isto é |aq(zy)] R'la‘ < 1 para todo |z,| < Ry, para |«| suficientemente grande. Com isto

sup |aa(z.) (2)%] = sup |aa(z.)| Ry <1

D{0,Ry) D(0,R1)

para todo R; < R, e |« suficientemente grande.

Logo a série Y aq(z,) (/)" converge uniformemente sobre subconjuntos compactos no
interior do polidisco D™(0, R;), para todo R; < R. Logo converge normalmente em
D"(0, R). Com isto e do Teorema 3.2.4 u(2’, z,,) é analitica em D"(0, R) pois cada termo
da série ¢ analitico. O

Prova do teorema de analiticidade separada de Hartogs. Supondo que o teorema é ver-
dade para n — 1 variaveis; os dois lemas anteriores sao verdadeiros, entao para ( =
(Ciy -y Gn) € Q; escolhamos R > 0 tal que o polidisco [[}—, D(0,2R) esteja contido em €.
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Do Lema 3.2.10 existe 29 = (27,...,20_1,¢a) € [[_; D({;, R) tal que u é analitica em
(H” ! D(z}, 7‘)) X D((n, R), para algum 0 < r < R. Mas ainda u satisfaz as hipdteses do

teorema em [[/- D( 7, R) x D((y, R). Do Lema 3.2.11 u é analitica em [’ D( , R) x
D(¢q, R) e Veja que ( pertence a este conjunto. Logo u é analitica numa v1zmhan(;a de
C. m

3.3 Equacoes nao homogéneas de Cauchy-Riemann num poli-
disco

Teorema 3.3.1. Seja f; € CJ*(C"), j=1,...,n, onde m >0, n > 1 e assuma que

of; _ s
0z, 0z

para todo j,k =1,2,...,n. Entio existe u € CJ*(C") que satisfaz a equagdo
5u == Z fjdEj
j=1

Prova. Defina

f1 C, 22,0 2
=5 / dgAdg, (59)

que estd bem definida desde que [ Zd( A d( < 400. Veja que u(z) = 0 se |z, ..., |2n|, ¢
suficientemente grande, e ainda u(¢) = 0 numa vizinhanca de z. Alem disso, da defini¢ao
de u, podemos escrever

27rz/< Yi(C = 21, 2, ey 20)dC A dC (60)
e assim u € C™(C"). Também
agz(:) _ _%m/c_lafl(g—glz,kzz,...,zn)deZ
_ /C 10 (C 2;122""’2")d<Ad5
- 27TZ/Clafk(é“ Z(;,ZZQ,...,Zn)dCAdZ
- % (C—zl)‘laf’“(c’g%’""Z”>d<AdZ.

Do Teorema 2.1.1 temos que

ou(z
G _ - 2 /D PR R TR

0z, 211

= fi(2),
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sendo R > 0 suficientemente grande. Logo, ag,(z) = (0 para k =1,2,...,n, fora de um disco
de raio suficientemente grande. Logo u é analitico fora de um disco de raio suficientemente
grande. Desde que u(z) = 0 para |zs|, ..., |2,| suficientemente grande, temos do Principio
de Continuacao Analitica que u = 0 fora de um disco de raio suficientemente grande. Isto

é supp u é compacto. O

O seguinte teorema, é conhecido como Teorema de extensao de Hartogs, do qual
pode se afirmar o seguinte fato importante, que toda singularidade isolada duma funcao
analitica de n varidveis complexas (com n > 1) é sempre removivel. O qual é uma
propriedade exclusiva de fung¢oes analiticas com mais de uma variavel complexa, pois um
contra exemplo imediato ao caso de uma varidvel é dada pela funcao 1/z que de fato é
analitica em C\ {0} mas nao pode ser continuada analiticamente em nenhuma vizinhanca
da origem; de fato, pois se la fosse continuada analiticamente numa vizinhanga da origem,
digamos num disco D(0, R) de centro na origem e raio R > 0 entdo em particular ela
deveria ser continua em D(0, R) e assim limitada neste conjunto. Por outro lado, veja que
a fungdo 1/z é limitada por 1/R no complementar de D(0, R), resultado assim limitada
em todo C, logo do teorema de Liouville obteriamos que 1/z é constante, mais isto é uma
contradicao.

Teorema 3.3.2. [Teorema de extensao de Hartogs] Seja @ C C™ um conjunto aberto,
K compacto tal que Q\ K € conero. Se u € AN\ K) entdo existe U € A(QQ) tal que
Ulo\x = u.

Prova. Seja ¢ € C§°(Q2) tal que ¢ = 1 numa vizinhanga de K. Definamos ug : 2 — C tal
que ug = (1 —pluem 2\ K e up =0 em K, entdo uy € C*(Q).

Definamos agora f = —udp em Q\K e f = 0 em KUCQ. Logo f é uma forma do tipo (0,1)
de classe C*° e tem suporte contido no suporte em €2 pois supp f C supp(@g&) C supp .
Alem disso é obvio que Of =0 em Q\ K e df = 0 em K ULQ. Logo a funcio dv = f, por
o Teorema 3.3.1 tem solucao v com suporte compacto, e que em particular se O é uma
componente conexa nao limitada do Csupp p; entdao O N C(suppv) # ¢.

Desde que Ov = —udy entdo v é analitica fora do supp ¢ em particular v é analitica em
0O, logo v = 0 em O. Em particular v = 0 num disco D contido em €\ supp f, que é
distinto do vazio pois ¢ # 2\ suppp C Q\ supp f.

Seja agora U = ug — v. Entdo U € C*(Q). Alem disso OU = dug — Ov = —udp — Ov =
f—0v=0emQ eu =Uem D. Logo (1 —¢p)u = U em D. De considerar D
suficientemente pequeno e perto de 02 entao u = U em D. Pela continuidade analitica,
temos que u = U em 2\ K pois esta é conexa. O

3.4 Séries de poténcias e Dominios de Reinhardt

No sentido de estudar conjuntos abertos onde é possivel estender toda funcoes analitica
definidas nela a um conjunto maior de forma analoga ao resultado do Teorema de extensao
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de Hartogs, introduzimos aqui os dominios de séries de potencias e os dominios de Rei-
nhardt.

Z A 2" (61)

[e%

Definimos o dominio de convergéncia D da série (61) como o conjunto de todos os
pontos z € C™ tal que a série converge absolutamente em todo ponto de uma vizinhanca

de z. isto é:
D:U{zE(C" : Z|aaw°‘|<+oo,\w—z|<r}.

r>0

Denotamos por B o conjunto de todos os pontos z € C" tal que |a,2%| < C para todo
multi-indice a e alguma constante C'. Isto é

B = {z € C" : suplasz®| < C, para alguma constante C' > O} )

Observe que D esta contido no interior de B.

Lema 3.4.1 (Lema de Abel). Se w € B, entao a série (61) converge normalmente em
{ze€C™ : |z] <|w|,j=1,..,n}.

Prova. Seja w € B, entao existe C' > 0 tal que |a,w®| < C. Seja também L =
{zeC™ : |z| <kjlw|, j=1,..,n}, com k; > 1 para j =1,...,n. Se z € L entao
lan 2| < k%|aqw®| < k*C

sendo k% = (k1, ..., k,)* = kT, ..., k. Desde que

;ka:ﬁ<1—1kj)<oo

j=1
entao

Zsup|aaza| < C’Zka < 00

« Lk «
para quaisquer k = (ky,...,k,) com 0 < k; < 1, j = 1,...,n. Logo a série converge
normalmente em {z € C"* : |z;| < |wy|, j=1,...,n}. O

Teorema 3.4.2. Se D e B sao como acima entao D ¢ igual ao interior do conjunto B
alem do mais a série de poténcias (61) converge normalmente em D e a soma € analitica.

Prova. Denotemos por B(&,r) uma bola aberta de centro £ € C™ e raio r > 0. Seja ¢ um
ponto do interior de B, entao existe ¢ > 0 tal que a bola B((,2¢) esteja contida em B.
Seja w € B((,¢) tal que |w| = || +&. Veja que w € B, e do lema anterior temos que a
série (61) converge normalmente em {z € C" : |z| < |w|}, em particular em B((,e). O
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Teorema 3.4.3. Seja D* = {{ € R" : (efl,...,eﬁn) € D}. Entao D* é um conjunto
aberto convero em R™. Se ( € D*, en € R™ cumpre que |n;| < |(;| entdon € D*. E
z € D se, e somente se, |z;| < €%, para algum & € D*.

Prova. Denotemos e = (ef1, ... e&) para ¢ € R" e S* = {£ € R" : e® € S} para um
subconjunto S de C™.

Afirmo que D* = Int(B*). De fato, se £ € Int(B*), entao existem r; > 0 com j =1,...,n
tais que (&, +71,...,& + 1) € B, entdo 7" € B sendo r = (11, ...,7,). Desde que €% <
€575 para j = 1,...,n, do Lema de Abel tem-se que e¢ € IntB, logo do Teorema 3.4.2
temos que e¢ € D, isto é, £ € D*. Entdo Int(B*) C D*. Se £ € D*, entdo e© € Int(B).
Dado que todas as coordenadas de e tem parte imaginaria zero e sdo positivos, existe
uma vizinhanca V' C R" de €©® tal que V' +i{0} C B e todo elemento de V' tenha
coordenadas positivas. Logo, se (ty,...,t,) € V' entdao (e, ... e) = (ty,...,t,) € B.
Seja W' = {(Inty,...,Int,) : (t1,...,t,) € V}. Logo W’ é aberto em R", W' C B* e
&1y ey &) = (In(e), ..., In(e*)) € W', Entéao (&1, ...,&,) € Int(B*). Isto é D* C Int(B*).
Assim provamos que D* = IntB*.

Sejam &, € B*, entdo e©) e € B, isto é |a(e)?| < C e |an(e™)?| < C para alguma
constante C' > 0. Se 0 < A < 1 entao

(laalexp(3" aje)* <
j=1

(laal exp(d_ ajm)) = < O,

=1

logo

n

|aa| (XTI = Jay[exp(D " ai(AG + (1= M) < C.

j=1

Portanto eA+1=Ym) ¢ B assim A + (1 — A\)p € B*. Logo D* é convexo.

Seja £ € D* = Int(B*). Sen € R" tal que ; < & para j = 1,..,n, entdo e < e
para todo j = 1,...,n. Desde que £ € Int(B*) e (Int(B))* = D* = Int(B*) temos que
e® € Int(B), do Lema 3.4.1 obtemos que e € Int(B), logo n € (Int(B))*.

Se z ¢ tal que existe £ € D* e |z;| < €% para j = 1,...,n. Desde que & € (Int(B))*,
entdo e®) € Int(B). Do Lema 3.4.1 temos que z € Int(B) = D. De forma reciproca, se
z € D, entao existe uma polidisco D = D(z1,2r) X ... X D(z,,2r) tal que a série converge

absolutamente em todo ponto dele, para algum r > 0. Considere entao & = In|z;| + 7 e
veja que |z < €%, e & € D = Int(B). Logo e©® = (Int(B))* = D*. O

Definicao 3.4.4. Se Q) C C™ ¢ aberto, entao dizemos que €2 é um dominio de Reinhardt
se para todo z € €0, tem-se que (¢ 2y, ...,e"% z,) € Q para todo (61,0, ...,0,) € R".

29



Veja que se 2 é um dominio de Reinhardt, com as notacoes do Teorema 3.4.3, e se

log ||| = {(log |C1], ..., log |Cu]) € R™ = (Chyeery o) € 2, || > 0 para j=1,..,n}

entao Q* = log||Q?||. De fato, se (z1,...,x,) € logl|||| entdo (log|Ci],...,log|C]) =
(%1, ..., x,) para algum ((y, ..., ¢,) € Qtal que |(j| > Oparaj = 1,..,n, assim (e, ...,e"") =
(I¢il, -y [Cal), como © é um dominio de Reinhardt temos que (|Ci],...,|C.|) € £, logo
(x1,....,x,) € Q. Por outro lado, se (y1,...,yn) € 2 entdo (e¥,...,e¥") € Q, mas

(Y1, s Yn) = (log(e”), ..., log(e?")) entdo (y1, ..., yn) € log|[2].

Teorema 3.4.5. Se () C R" é um dominio de Reinhardt conexo contendo o origem e
f € A(R2), entdo existe uma (e s6 uma) série de poténcias tal que

f(z)= Z g 2"

«

que converge normalmente em €.

Prova. Nesta prova consideraremos a norma e a distancia euclidiana. Seja e > 0 e ). =
{2€Q : d(,0Q) > ¢|z]}. Entao 0 € O, Q. C Q, se a < . Também €2, é um dominio
de Reinhardt, de fato, se z € Q. e d(z,0Q) < 400, entdo a bola B(z,d(z,()) de centro z
e raio d(z, Q) esta contido em Q, agora desde que Q é dominio de Reinhardt, entdo a bola
B((e" 2, ...,e"%2,),d(z,C)) também esta contida em 2, logo d((e? z, ..., ¥ 2,), () >
d(z,0) e assim d((e?zy,...,e?2,),0Q) > ¢|z| = ¢|(e2y,...,e""2,)| para quaisquer
(01,...,0,) € R"; se d(z,0Q) = oo é trivial que (€12, ...,e"2,) € €., para quaisquer
(04, ....6,) € R™.

Seja 2. a componente de €. que contem 0, logo QL C Q) se a < e. Desde que €2 cresce
quando ¢ decresce a 0 e desde que todo z € €2 pode ser enlagado a origem mediante um
caminho poligonal contido em €2, pois 2 é um aberto conexo, temos que Q = U.5o€2L.
Para € > 0 definimos a fungao g : 2. — C dada por

g(z) = (2mi)™ fltize, o tyzn)(t — 1) h (b, — 1) dty...dty,
OoT:

onde 7. é o polidisco {t € C" : |t;] < 14¢,5 =1,...,n}. Veja que se z € ), entao o
ponto (1 +¢)z € Q pois
2 = (1+¢)2| = elz] < d(,09),

e desde que 2 é um dominio de Reinhardt, temos que (e (1 + €)zy,..., e (1 + ¢)z,)
também estd em € para (64, ...,0,) € R, em particular (t121, ...t,2,) € Q para (t1,...,t,) €
T.. Portanto a integral e assim g estd bem definida. Derivando sobre o signal da inte-
gral, do Teorema 3.2.1 tem-se que g ¢ analitica em 2. Agora se |z| é tdo pequeno que
(t121, ...y tnzn) € Q para t € T, (por exemplo, z pertence a um polidisco de centro na
origem, contido em €2.), obtemos do Teorema 3.2.1 que f(z) = g(z), e desde que €. é
conexo segue do principio da continuacao analitica que f = g em L.
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Desde que a série > _(t1)"* 7 1...(t,) ! converge normalmente em 97 e

SO () ) =

ot =17, =1

[0}

temos que

fz)=> (2mi)™" F(t1z1, o tpzp )t Lt L, (62)

o 80 T

para todo z € QL. Veja agora, que se K ¢ um conjunto compacto contido em (2., entao o
conjunto K’ = {(t121, ... tnzn) @ (t1,..t,) € 0Tz, (21,...,2,) € K} é compacto contido
em (). Logo

su ’
(2mi) ™" fltrizr, ooty )ty ot L dt, | < P |/

su e
p ST (1 + €>|a|+n

K

e assim a série anterior converge normalmente em €.

Desde que cada termo na suma em (62), chamemos

falz) = (2mi)™ ftrzr, o tnz )ty ™ ot o7 L dt,
O00T:

¢ igual a 2%0%f(0)/a! em algum polidisco contendo o origem, temos que esta igualdade é
satisfeita em todo o conjunto conexo €2, pois f, também é analitico em Q. (por derivacao
sobre o sinal do integral e Teorema 3.2.1).

A unicidade da série segue de fazer a diferenciacao termo a termo, o qual pode se fazer
do fato de ter convergéncia normal em 2, e do que a, = 9“f(0)/al. O

Definicao 3.4.6. Um dominio de Reinhardt Q2 € chamado logaritmicamente convezro se
ele tem as propriedades do Teorema 3.4.3, isto €, € debe satisfazer :

(i) @ ={(&,....&) €R" : (%, ...,e%) € Q} € convezo.

(i) Sen = (m,....,m) € R" e|n;| < |G| com j =1,....,n para algum ((y, ..., ¢,) € QF
entao n € Q.

(ii) (21,...,2n) € ) se, e somente se, |z;| < €% com j =1,...,n para algum (&1, ..,&,) €

Q.

Equivalentemente, pelo visto imediatamente depois da Defini¢ao 3.4.4 um dominio de
Reinhardt €2 é logaritmicamente convexo se satisfaz:

(i) log||€2|| é convexo.

(ii) Sen = (M,...,nn) € R"e |n;| < || com j = 1,...,n para algum ((y, ..., () € log |||
entao n € log||Q||.
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(i)

2z = (21,...,2n) € § se, e somente se, log|z;| < & com j = 1,...,n para algum
(&1, ..,&) € log ||| (consideramos aqui log 0 = —0o0).

E claro que o interior da intersecao de dominios de Reinhardt é um dominio de Rei-
nhardt. Agora se {Q}aca ¢ uma familia de dominios de Reinhardt logaritmicamente
convexos, e () é o interior de Nyeca82y, € possivel mostrar que também 2 é um dominio
de Reinhardt logaritmicamente convexo. Logo para todo conjunto aberto 2 C C” pode
se encontrar um menor Dominio de Reinhardt logaritmicamente convexo que contem ele
(basta considerar a interse¢ao de todos aqueles que o contem, e trivialmente C" é um
deles).

Teorema 3.4.7. Seja  wm dominio de Reinhardt conezo contendo a origem, e seja § o
menor dominio de Reinhardt logaritmicamente convexo que contem €. Entdao toda funcdo

em A(QY) pode ser estendida a uma fung¢ao em A(S2).

Prova. Se f € A(2), entdao do Teorema 3.4.5 temos que
f(z) = Z Aoz

para todo z € §2. Seja D o dominio de convergéncia desta série. Dado que D é um
Dominio de Reinhardt logaritmicamente convexo e contem € temos que se {2 é 0 menor
domfnio de Reinhardt que contem Q entao D D Q. Considerando F(z) = 3 a,2® temos
que F é uma funcao analitica em D e em particular em 2, e F = f em €. O

Na seguinte secao, veremos que o conjunto 2 neste tultimo teorema ¢ de fato o dominio
de convergéncia de uma série de potencias e que existe uma funcao analitica em €2 tal que
nao pode ser estendida analiticamente além de €.

Por exemplo para € < 1, seja

Q = {ze€C® : max{|n],|=|} <1, min{|z],|z|} <<}
= {2€C?: |z|<e |2 <1}U{zeC?: |n| <1, |z <c}

Veja que 2 é um dominio de Reinhardt, entao
log ||| = {(z,y) e R* : x <loge, y<0}U{(z,y) €eR* : <0, y<loge}.
Assim, log ||Q|| = {(z,9) € R? : £ <0, y <0, x+y < loge}. Logo

Q = {(z1,2) € C? : log|z| <0, log|z| <0, log|z| + log|z| < loge}
= {(2’1,22) < (CQ : |Zl| <1, |22| <1, |2’122| < 8}
{(21,22) € C* : max{|z1], |2a|, |z122|/} < 1}
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3.5 Dominio de holomorfia

No Teorema de extensao de Hartogs e o Teorema 3.4.7 observamos alguns conjuntos
abertos tais que todo u € A()) pode ser estendido analiticamente a uma fungao analitica
definida num conjunto que contem €. Agora estudamos aqueles conjuntos onde onde este
fenémeno nao acontece.

Definicao 3.5.1. Um conjunto aberto 2 C C"™ € chamado de dominio de holomorfia se
nao existem conjuntos abertos €1y e g em C" tais que

(a) ¢7£Ql C Q2N
(b) Qq € um conjunto conexo nao contido em Q.

(¢) Para todo u € A(Q) existe uma fungao us € A(Q2) (necessariamente tinico) tal que
us =u em ().

Em termos gerais, a definicao menciona que nao existe parte da fronteira de 2 pela
qual todo elemento em A()) poderia ser continuada analiticamente. Por exemplo, do
Teorema de extensao de Hartogs podemos afirmar que se B(0, R) denota uma bola de
centro na origem e raio R > 0 contida em C", entao o conjunto B(0, R) \ B(0, R/2) néao
¢ um dominio de holomorfia quando n > 1. Por outro lado, do Coroléario 2.4.3 podemos
afirmar que todo conjunto aberto contido em C é um dominio de holomorfia. Desde que
a existéncia de uma funcao definida em 2 de tal forma que nao admita uma extensao
analitica por alguma parte da fronteira de ) garante a propriedade de €2 ser um dominio
de holomorfia, comecamos por estudar condicoes que fazem possivel construir esta funcgao.
Sendo este o sentido, é o Corolédrio 2.4.3 e o Teorema de Weierstrass os quais permitem
dar nossos primeiros passos na construcao de funcoes com tal propriedade. Comecamos
entao definindo a envoltéria analitica (ou holomorfa) de conjuntos compactos contidos em
abertos de C.

Definicao 3.5.2. Se K é um _subconjunto compacto de €2, definimos a envoltoria analitica
de K a qual denotamos por Kq, como sendo

J?Q:{z : zeQ,|f(z)|§31I1<p|f| sefeA(Q)}.

63



Veja que:
e K C [?Q
e Seja K onwer a envoltoria convexa geométrica de K. Afirmo que Kioppper O [?Q

De fato, seja zg & Konper, €nta0 existe uma aplicagao afim ¢ : C* — R tal que
w(z0) > p(2) Vz € K.

Logo ¢(z) = > 1/\_(21 &)+ >0 Ni(Z — &) para alguns €, A € C™ isto é p(z) =
(z=EN+(z=EN).

Entao ¢(z) = 2Re(g(z)), com g(z) = (z — &, A), veja que g é analitico (por ser
linear).

Assim €9 também ¢é analitico em ) mas
@

|9620)] = eReloto)) — ¢ Gol 22 _ _Re(9(2) 9]

Isto é Vz € K, logo 2y ¢ Ko.

Com isto CK .ppper C B[?Q ou equivalentemente [?Q C Koonvex-

e K élimitado & f; = my, ..., f, = m, sao limitadas em K < f; = my,..., f, = 7, sao
limitadas em Kq < Kq é limitado.

° IA(Q é fechado em €2 pois

R = ﬂ){z e < sl

FEA(Q

e Diferentemente ao caso do plano, onde toda envoltéria analitica de um conjunto
compacto é compacto, em geral Kg nao precisa ser um subconjunto compacto
contido em (). Por exemplo se n > 1 e consideramos o conjunto aberto {2 =
B(0,R)\ B(0,R/2) c C" e K = 0B(0,2R/3), observamos que se f é uma fungao
analitica qualquer neste conjunto 2 entao do Teorema de extensao de Hartogs f
pode ser estendida analiticamente ao conjunto ' = B(0, R) e assim pelo Princi-
pio do Méaximo obtemos que f(z) < supg |f(2)| para todo z € B(0,2R/3) assim
Ko = B(0,2R/3) mas Ko = B(0,2R/3) \ B(0, R/2) que nao é um conjunto com-

pacto contido em (2.

Seja D um polidisco aberto com centro na origem, definimos
AS(z) =sup{r : {z} +rD C Q}

Lema 3.5.3. Seja f € A(Q) e assuma que |f(2)] < AF(2), para todo z € K, e seja
¢ € Kq. Seu e A(Q) entao a série de poténcias de u centrada em ,

Z 80‘“(6) (Z _ C)a

al

«

converge quando z pertence ao polidisco {C} + | f(Q)| D.
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Prova. Seja D ={z : |zj|<r;,j=1,..,n}eld<t <l

Se A={z : |z —w;| <tr;|f(w)|,j =1,...,n para algum w € K} entao:

e ACQ,defato seja z € A entdo |z; — w;| < tr|f(w)| < tr;AF(w)
= zj € B(wy, tr;Ag (w)) = {w;} +tAG (W) {G + I¢] <rj}, V)
= z € {w} +tAJ(w)D C Qsendo 0 <t < 1
ARy

e A é limitado. Em efeito, seja z € A, entao

<z —wy| + [wy| <ty | f(w)] + |wy] (63)
< trysup|f|+ R (64)
K

para algum w € K e com R > 0 tal que K C B(0, R). Entdao A é limitado.

e A ¢é fechado, em efeito pois

A= {z : sup 151£n (ritl f(w)| — |z — wj]) > 0}

weK 3>

Portanto A é compacto, entao |u(z)| < M, Vz € A e algum M > 0.

Por outro lado, se w € K, entao da desigualdade de Cauchy no polidisco D(wy, try | f(w)]) %
oo X D(wy, tr, | f(w)]|) tem-se que

Mo B Mao!
(try | fw)))or.(tro [ fw)[)on— tlolpo | f(w)[

|0%u(w)| <

e entao
0 u(w)] | £ (w)[* el < Mol

para todo 0 <t < 1. Logo

0% u(w)] | f(w)]*re < Mal. (65)
Dado que (9%u)flel, é analitica, entdo a desigualdade também é satisfeita para todo
( € Kq.
Logo se z € {¢} + |f(¢)| D, com ¢ € Kg, entao

(2 — ¢)*0°u(() ‘ _r £ [o°u(Q)|

<M

e — )

al al
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V o € N". Logo a série

0%u(C)(z — O)*
3 Oz =9

ol
o

converge V z € {¢} + |f(Q)| D O

Observemos que do Lema 3.5.3, se 2 é dominio de holomorfia, entao o conjunto {¢} +
| ()| D teria que estar contido em Q para todo ¢ € Kq. De fato, se ({¢}+]f(¢)| D)\ # ¢,
entao podemos considerar como o conjunto )y na definicao de dominio de holomorfia o
conjunto conexo {C} + |f(¢)|D e como o conjunto ; = ({¢} + |f(O)|D) N Q. Entao se
u € A(Q) asérie Y (2 — ()*0%u/a! converge a uma funcdo analitica U no polidisco o,
e se z encontrasse perto de ¢ (por exemplo numa bola com raio pequeno tal que esteja
contida em () entdo a série é igual a u, logo u = U em 2 pois ; é conexo. Contradigdo
pois €2 é um dominio de holomorfia.

Seja § : C" — R uma funcao continua, tal que § > 0 exceto nao na origem e
I(tz) = [t|0(z), t € C, z € C".

Definimos
§(2,0Q) = inf 6(z —w),

wel
e chamamos de funcao distancia ¢ do ponto z ao complementar de €. Afirmo que a fungao
§(2,0Q) ¢ uma funcdo continua de z. De fato, suponhamos C" \ Q # ¢. Se p é tal que
inf|,; =1 0(2) > p > 0 entao

z

5(z) = |2|6 (

Isto é §(z) — +oo quando |z| — +00. Podemos escolher para z € Q, R > 0 suficiente-
mente grande tal que D(z, R) NI # ¢, e assim de (66)

’ |) > |z|p, paratodo |z| > 1 (66)
z

§(2,0Q) =6(2, D(z, R)N Q) = inf  0(z —w).
weD(z,R)NCQ

Desde que D(z, R) NC$ é compacto, segue que 6(z, Q) é continua em z. No caso Q = C"
¢ obvio.

Teorema 3.5.4. Se Q é um dominio de holomorfia, e f € A(Q) tal que
|f(2)] < 8(2,00)

para todo z € K, onde K é um conjunto compacto contido em §). Seque que

|f(2)] < 6(2,09) (67)
para toda z € IA(Q Em particular se f € uma constante temos que
inf d(z—w)= _inf §(z—w).
2€K, welQ z€Kq, wel
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Prova. Denotemos B, , = {z+aw : |a| <7, d(w) <1} ={v : é(v—2) <r}parar >0
e z € C". Logo
§(z,0Q) = sup{reR : B,.,CQ} (68)

= 5(1wr§f<1 5w (2,CQ) (69)

onde §,(z,0Q) =sup{r e R : z+aw € Qse |a| <7}

Suponhamos inicialmente que, se D = {w : d(w) < 1} é um polidisco. Afirmo que
§(z,00) < AL(2) = sup{r : {2z} +7D C Q}. De fato, de (68) se B,. C € entdo em
particular o conjunto {z +tw : r>t>0, t € R, we D} ={z} +rD esta contido em
Q; logo r < AB(2), e isto para todo r > 0 tal que B,, C Q. Logo §(z,0Q) < AB(2).

Da hipdtese temos que
F(O] < AF(C)

para todo (¢ € [?Q Do Lema 3.5.3, toda expansao em série de poténcias de elementos de
A(R2) centradas em ¢ € Kq converge em {}+]|f(¢)|D. E assim converge em {¢}+|af(¢)|D
para todo a € {t € C : |t| < 1}. Dado que Q é dominio de holomorfia todos os conjuntos
deste tipo devem estar contidas em (2.

Logo, da igualdade (68) temos que | f(¢)| = |af(¢)| < §(¢,CQ) para todo ¢ € Ko.

Em geral, da igualdade (69), é suficiente mostrar a desigualdade (67) para ¢, para w €

{£eC @ §(§ <1}
Mas veja que se
0(1,0,...0)(R(2), CR(Q)) = | f(2)] (70)

para todo z € [?Q e quaisquer rotacio seguida de uma dilatagao R com R™!(1,0,...,0) €
{€ : (&) < 1}, entdo teria-se que: Se w € {€ : §(¢) <1} e R, é uma rotagao seguida
de uma dilatacao tal que Ry, (wo) = (1,0,...,0) entao
6w (2,00Q) = sup{r : z+awy € Q,la| <1}
= sup{r : Ry, (2) 4+ aR(wy) € R(N),|a| < r}
= sup{r : Ry, (2)+a(1,0,...,0) € R(Q),|a| <}
= bio o (R(2), R) > 1)

para todo z € }?Q Com isto, é suficiente provar a desigualdade (70).

Seja R uma rotagao seguida de uma dilatagao R tal que R~*(1,0,...,0) € {w : d(w) < 1}.
Pela hipétese e pela desigualdade (69) temos que

1f(2)] < 53*1(1,0 ..... 0)(2’7 BQ)
para todo z € K. Por outro lado
dr-1(10,.0(2,0Q) = sup{r : z+aR7'(1,0,..,0) € Q|a| <7}
= sup{r : R(z)+a(1,0,...,0) € R(Q),|a| < r}
= 5(1,0 ..... 0)(R(z), CR(Q))-
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Entao |f(2)] < 60,0 (R(2),CR(Q)) para todo z € K.

Consideremos os conjuntos D* = {z : |z| < 1,|%] < (1/s),j = 2,...,n} para s € N,
e veja que AR (R(2)) acresce quando s acresce, AR (R(2)) < 90,0 (R(2), CR(Q)

0)(R(2),CR(Q)) para todo z € Q. Logo Af (z)
d1,0,...0)(2, CQ) quando s * +oo. Com isto para € > 0 suficientemente pequeno e s
suficientemente grande tem se por o teorema de Dini que

FE] < (14 e)ARy (R(2))

e Ag(sm(R(z)) converge para (1

.....

para todo z € K.

Dado que
ARioy(R(2)) = sup{r : {R(x)} + 7D, C R(Q)}
= sup{r : {z} +rR'D, C Q}
= AFTPI(
entao

F@I< 1+9a5 ()
para todo z € K. E desde que R7'(D,) ¢ ainda um polidisco, temos do Lema 3.5.3 que

FEI< 1+0a5 ()
para todo z € IA(Q, ou também

£ < (1+0)AZ (R(2)).

Logo
[f(2)] < (1 +€)d0...0(R(2), CR(Q))

para todo z € Kq. Fazendo £ — 0% obtemos a desigualdade desejada (70).

Por ultimo, veja que se a funcao constante igual a infccx 6(C, CQ) satisfaz a desigualdade
na hipotese pois

inf §(¢,CQ) < 6(z,0Q)

(eK

para todo z € K. Logo do que ja foi mostrado neste teorema, temos que

gél[f(é((, CQ) < 6(z,CQ)

para todo z € [?Q Logo
Cim}f(5(§,[]Q) < inf §(z,CQ).
S

(eKq

Portanto esta ultima desigualdade implica

inf §(¢,0Q) = inf §(2,CQ).

CeK (eKq
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Agora daremos uma caracterizacao dos dominios de holomorfia, com o seguinte teo-
rema.

Teorema 3.5.5. Se () € um conjunto aberto em C", as sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

(i) Q é um dominio de holomorfia.

(ii) Se K CC Q, seque que IA(Q CC (), e com as notacoes do Teorema 3.5.4 temos que

I _ £ (2)]
- o §(z,0Q)

ZGI?Q

5161]13 §(z,0Q)

para todo f € A(L).
(iii) Se K CC Q entio Ko CC Q.

(iv) Existe uma fungio f € A(Q) que ndo pode ser continuada analiticamente alem de €.
Isto é nao existem Qy, Qo como na defini¢ao de dominio de holomorfia e fo € A(2)
tal que f = fo em ;.

Prova. A implicagao (iv) = (i) segue da definigdo de dominio de holomorfia. A implicagao
(i4) = (iii) 6 ébvia.

(1) = (). Considerando a funcao distancia § como sendo a distancia euclidiana, do

Teorema 3.5.4 obtemos que inf.cx 6(z,CQ) = inf 2 d(z, CQ), mas desde que se K é um

conjunto compacto contido em €2 temos que inf__z §(z,0) > 0, e assim IA(Q cC Q.

Se ¢ é qualquer funcao distancia, desde que [?Q CC Qentdo §(z,0Q) > 0 para todo z € [?Q
(pois se §(z,0Q) = 0 para algum 2z no compacto Kgq, da continuidade de § entdo existiria
z € BQ tal que 6(z — z9) = 0, logo 2z = z € LQ, contradicdo ). Seja C' = sup,y 5‘{;(’522').
Se C' = 400, obviamente a igualdade é satisfeita pois

|/ (2)] |/ (2)]

—— < .
ek a(=00) 1L 5(=,Tq)

Se C' < 400, entao a funcao F = f/C é analitica, e desde que
|F(2)] < 6(2,09)

para todo z € K, temos do Teorema 3.5.4 que
|F(2)] < 6(2,09)

para todo z € }?Q Logo

£l o g LG

§(z,CQ) ek 0(z,09)
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para todo z € [?Q, isto é

/(=) £ (2)]

sup —=— < sup —=—.
zefgz 5(2’ CQ) N zelg (5(2, EQ)

(13) = (iv). Seja M um conjunto denso numeravel de Q, D = {z : |z;] < 1,7 =1,...,n},
e denotemos por D, para cada ¢ € € o maior polidisco da forma {(} + rD contido em
2. Seja {(;}jen uma sequéncia de elementos em M, contendo todo ponto de M infinitas
vezes.

Afirmacao A: E suficiente construir uma funcao f tal que nao pode ser continuada anali-
ticamente a uma vizinhanca de D, para quaisquer ¢ € M.

De fato, se ¢ € M entdao D¢ NI # ¢ (se OQ = ¢ a afirmagao (iv) segue trivialmente). Se
¢ € 012, para todo r > 0 existe da densidade de M em €2 um ponto £ € M tal que E estd
contido na bola B((,r) de centro em ( e raio r (com a norma do méximo). Em efeito, da
densidade de M existe £ € M tal que £ € B((,r/2); se re =sup{s : B(&,s) C 2}, afirmo
que ¢ < r/2 pois caso contrario, dado que |§ — (| < /2 entao ¢ € B(§,re) C Q. Mas
isto é uma contradicio, pois ¢ € 99Q; logo D¢ = B(&,1¢) C B((,r). Suponha agora que
(1v) é falso, entdo para a fungao f da afirmacao A existem Qq, Q5 e fo € A(€2) como na
afirmacao (iv) tal que fo = f em {2y; portanto se O é uma componente conexa de 25 N <)
que contenha um ponto de ;; entao fo = f em O. Se ¢ € 90 N IO, existem r > 0 tal
que B((,r) C Qs e do anterior acima existe £ € M tal que D C B(C,7). Logo f, estende

f além de D¢ C 2y, contradi¢ao com a afirmagao A.

Agora construimos a fungdo f da afirmacao A. Seja {(;}jen uma sequéncia de pontos em
M, tais que contem todo ponto de M infinitas vezes, também consideremos uma sequéncia
de subconjuntos compactos K; C Ky C ... tal que quaisquer subconjunto compacto de
) esteja contido em algum deles. Desde que [A(j = @Q é compacto em €2 podemos
encontrar z; € Dy, \l?j para cada 7 € N. Da definicao de lA(j temos que existe f; € A(2)
tal que fj(z;) = 1 e supg, [fj| < 1. Podemos assumir que supg, |f;| < 5. Podemos
também redefinir f; de tal forma que nao seja identicamente 1 em toda componente de

). Dado que
—+o0 “+o00 j
st;p!—fj! <Y 5 < Hoo
j=1 B j=1

temos que o produto
+00

[Ta-1ry
j=1
converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de €2, e definindo
f= lim |J(1—f)

m——+o0 -
J=1

temos que f é analitica em §2. Veja que f nao é identicamente nula e para todo [ € N, z
¢ um zero de f de ordem ao menos [; isto é, as derivadas 0% f(z;) = 0 para todo |o| < [.
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Se (€ M,sejal ={j € N : (; = (paraalgum (; € {(j}jen}. Pela construcao da
sequéncia {z;}jen temos que z; € D¢ para todo j € I, e desde que E é compacto existe
uma subsequéncia {z;, }ren C {2j}jes tal que converge em D, e mais especificamente a
um ponto £ em 9D N Of2.

——
- ——

4 Q ~ o
I/ \\\\
~&
IR IIRRAALAEEEY L 2N
5 Je o\
. \
. \
: (=G i
: ° \
: \
. \
5 \
. \
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Jk /
/

Se existir uma funcao F' analitica numa vizinhanca de E que estenda f, teria-se que
O F(z,) = 0"f(z;,) =0

para todo ji e todo |a| < jg. Entdo 0*F({) = 0 para todo a. Logo F' = 0 numa
vizinhanga de &, e assim ser identicamente zero em Dy, logo f = 0 em D¢, que ¢ uma
contradicao. Portanto a funcao f nao pode ser estendida analiticamente a uma vizinhanca
de D¢, para todo ¢ € M. Isto finaliza a prova. O

Corolario 3.5.6. Se ) é convexo no sentido geométrico entao 2 € um dominio de holo-
morfia.

Prova. Seja K C 2. A fungao h: Q x Q x [0,1] — C" dada por h(z,w,t) = zt + (1 —t)w
é continua, além disso, desde que {2 é convexo a imagem da funcao h esta contida em
Q. Como K é compacto entdo h(K x K x [0,1]) = Keonvex ¢ compacto. Desde que

IA(Q C Kionvesr © assim KQ C Keonvez, Obtemos que d(IA(Q,EQ) > d(Keonves, C2) > 0
portanto Ko CC Q. n

Corolario 3.5.7. Se ), é um dominio de holomorfia para todo o num conjunto de indices
A, entdao o interior Q0 de Ny € um dominio de holomorfia.

Prova. Seja K um conjunto compacto contido em 2. Entao IA(Q C I?Qa para todo «, do
Teorema 3.5.4 e desde que 0Q, C CQ, tem-se que

d(Kq,000) > d(Kq,,0004) = d(K,CQ,) > d(K,CQ) > 0.
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Logo da mesma forma d(IA(_Q, CQ,) > 0. Agora se ¢ € I?_Q, entdao d((,0Q,) > d(K,CQ)
para todo a. Portanto a bola B((,d(K,CQ)) C €, para todo «, e isto implica que
B(¢, d(K, CQ)) C Nacaa, logo ¢ é um ponto interior de Nayeafy, isto é ¢ € Q. Logo

Kq C Q. ]

Corolario 3.5.8. Seja Q2 um dominio de Reinhardt conexo contendo a origem, as sequin-
tes afirmacoes sao equivalentes:

(1) Q é um dominio de convergéncia de uma série de poténcias.
(i) Q é dominio de holomorfia

(iii) Q* = {& : (e, ...,e) € Q} € aberto convezo em R", e se & € QO* entdo n € Q
sen; <& para j=1,...,n. Alem disso, z € Q se e somente se |z;| < €% para todo
j=1,...n e algum & € Q*

Prova. A implicagao (i) = (i1i) segue do Teorema 3.4.3. (ii) = (i). Do Teorema 3.4.5,
para todo f € A(Q)) existe uma série de poténcias centrada na origem que converge
normalmente em (2 a funcao f. Entao 2 esta contida em todo dominio de convergéncia das
séries associadas as fungdes em A(2). Dado que € é dominio de holomorfia, entao existe
g € A(Q) tal que nao pode ser estendida além de €. Seja D o dominio de convergéncia da
série de poténcias centrada na origem associada a funcao g. Do anterior 2 C D. Afirmo
que D\ Q = ¢ (isto é D C Q), pois caso contrario, se consideramos Q5 = D e 3 =Q e
a funcao f = g, como na definicao de dominio de holomorfia teriamos uma contradigao.
Logo D = ().

(iii) = (ii). Sejam K um conjunto compacto contido em €, e P um conjunto finito de 2
tal que
K CUcep{z @ |7 <Gl 7=1,....,n}

e tal que nenhum |(;| é zero se ¢ € P.

Seja z € IA(Q e considere (s6 por simplificar a notacao) que z1, 22,...,2; #0 € zj41 = ... =
2, = 0. Entao temos para a = (ay, ..., ;) e da definicao de Kq que

0 < |22 <sup|¢Ph...¢57 ] <sup|¢fh...¢7).
ceK ¢ceP

Sejam A\, = oy /(D) o) para t = 1,..., 5. Logo

J J
Z A¢log [ 2| < sup {Z At log Kt’} :
el =1

t=1

Da arbitrariedade de o, temos que Ay, ..., A\; podem ser quaisquer numeros racionais tais
que a soma deles é 1. Entao a tultima desigualdade também é satisfeita para nimeros
reais nao negativos )\; cuja suma é 1.
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Desde que P ¢é compacto entao

J J
Z At log |z | < Z At log |G|
t=1 t=1

para algum ¢ € P. Com isto temos que log |z| < log|(;| para todo t = 1,..., 7, e assim
|z¢] < || paratodot =1,...,j. Desde que ¢ € ) por hipdteses temos que existe £ € * tal
que |G| < e parat =1,...,n. Agora, é 6bvio que |z = 0 < €% para todo ¢ =j+1,..,n;

logo temos que |z| < |¢] < e para todo t = 1,...,n, portanto z € Q. Isto é KocC Q. O

Assim do Teorema 3.4.7 e deste ultimo obtemos que toda funcao analitica definida
num dominio de Reinhardt conexo contendo a origem, admite uma extensao analitica
num dominio de holomorfia que contem o primeiro e que é também um dominio de Rei-
nhardt. Seguimos agora com outro resultado ainda mais geral sobre extensao analitica
sobre dominios tubulares chamado o Teorema de Bochner.

Definicao 3.5.9. Um conjunto 2 C C" aberto é chamado um tubo se existe um conjunto
aberto w C R™, chamado base de Q, tal que Q@ = {z : Re(z) € w}. Neste caso chamamos
Q como o tubo de base w.

Denotemos por T'(w) o tubo cuja base é w e ch(2) a envoltéria convexa geométrica do
conjunto 2. Veja que se € é um tubo de base w entao ch(2) é um tubo com base ch(w).

Lema 3.5.10 (Lema do Tubo). Seja

' = {(x1,0,...,0): 0 <21 <1} U{(0,22,0,...,0) : 0 < 25 < 1},
Ay = {(r1,22,0,...,0) : 21 > 0,29 > 0,21 + 19 < A},

e B uma vizinhanga de Ay em R™ e Q) = Tg. Para todo \ € [0, 1], existe M = M(\) >
0 tal que se

Q ={z€C":Re(z) eI, [Im(z)| < M}
entao @Q D Ay. Em particular (62/4—\@)9 D Ay + iy para todo y € R™.

No caso n = 2 poderia se perceber intuitivamente o conjunto () na seguinte figura:

@

iR Al il e = = T 7
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Prova. Seja S. = SL.NTy, com
Si={z€C:im+m—c(i+z)=1-€c233=..=2=0}.
Denotemos || f||;, = sup; |f| para L C C" compacto e f uma funcdo continua em L.

Afirmacao :
1 flls, = HfHSEOTF para todo f € A(f).

Primeiro faremos algumas observagoes.

e Se (x1 + iy1, To + Y2, 0,...,0) € S;, entao
ooy —e(e] +a3) fe(yi +y) =1-¢, 0<z, 0<as, a1+x<1 (T1)
em particular 2?2 + 22 < 1, assim y? + y5 < 1/e, portanto S. é compacto.

e (1,0,...,0),(0,1,0,...,0) € S., e se (x1,,0,...,0) € S. e diferente de aqueles, teria
se que 1 + x2 < 1. Pois no caso de ter 0 < 1 < 1 e < x5 < 1 entdo de (71) temos
que

Tt te(y dys)te=14e(@i+ o) <l4e(r+a2) <1l4e

e portanto x; + z9 < 1. O outro caso é mostrado da mesma forma.

e Se (z1,29,0,...,0) € S, entao

0
— (21 + 20— (23 + 23)) = 1 — 2¢ez,
62’1
portanto se € < 1/2, temos que Re(1 — 2e2) = 1 — 2ex; > 0. Logo do teorema da
funcao implicita temos que z; pode se escrever como funcao analitica de z,. E de
modo andlogo z; pode se escrever como funcao analitica de z;.

Suponhamos agora que, se f € A(f2) admite o seu valor maximo no conjunto S. num
ponto ((1,(s,0,...,0) € S: \ 11, entao

|f(C1,C2,0,...,0)] > |f(21, 22,0, ...,0)], para todo (z1, 22,0, ...,0) € S..

Dado que (¢, (2,0, ...,0) ¢ Tr, entdao (Re((1), Re((2),0,...,0) ¢ I' isto é Re(z1) > 0 e
Re(zz) > 0, em particular (1,0) # (Re(z1), Re(z2)) # (0,1). Logo da segunda observagao
feita temos que Re((;) + Re((2) < 1, e portanto ({1, (2,0, ..., 0) pertence ao interior de S,
relativo a SZ. Entao existe uma vizinhanga V' C C de (; onde z; = g(z;) com g analitica
em V. Dado que a funcao f(z1,9(#1),0,...,0) é uma fungao analitica de z; e em particular
tem-se que

1f(¢1,9(61),0,...,0)] > | f(21,9(%1),0,...,0)|, para todo z; € V,
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entao f(.,9(.),0,...,0) é constante em V. Isto é, f é constante em {Graf(g)}x{0},..., x{0} C
S., e assim na sua componente conexa. Portanto f atinge o seu valor maximo também
num ponto da fronteira de S..

Logo
||f||se = ||f||semTp :

Sejam os conjuntos

K. = {z=x+1wyeC" : xGF,y%—I—ygg1/5,y3:...:yn20}
k. = {(21,22,0,...,0) €R" : 0< 2,0 < a9, + 29 — (2 +23) <1—¢}
k= = {(21,72,0,..,0) €R™ : 0< 2,0 <my,m1 +25—e(2? +25)=1—¢}

e veja que k- C S. e S. NIt C K. entao

Iz < 1A Nls. = WIS

sz < 1|k (72)

Por outro lado, se @ € [0,1] e oL denota o conjunto {a§ : § € L}, entao | f[l = <

1 Nl

De fato, no caso de @ = 0 é ébvio. Se 0 < a < 1, sejam (z1,29,0,...,0) € ak> e
h(z1, ..., zn) = (az1, ..., az,), entdo para todo f € A(Q) de (72), tem se que:

Ty T2

|f($1,332,0,...,0)| = foh(g,E,O,...,O) < ”thHKEZ
= N lhwy < Ifllax.

E dado que aK. C K., para todo « €]0, 1], entao

[ llarz < NF1lk. -

Por outro lado, se € €]0,1/4[, para todo (21, 22,0,...,0) € k. \ (I ULD) existe a €]0, 1] tal

z1

que (%, %2,0,...,0) € k., pois a equagao
a?(1—¢) —a(zy +x9) +e(zd +23) =0
tem solucao « positiva e menor que 1, dada pela férmula de Bhaskara, pois a desigualdade

T+ 19 —e(2? +23) < 1—¢ éequivalente a (z1+2) +/ (21 + 29)% — 4e(1 — &) (22 + 22) <
2(1 — ¢) quando € €]0,1/4[. Logo

’f(x17x2707"70)| < HfHakE: < ||f||[(5

Portanto obteriamos que

1l < 11|l -
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Finalizando, para A € [0, 1], considere € €]0,1/4[ e A+ < 1 e veja que Ay C k.. Pois se
1+ 22 <Ae0<uz,0<z9 entao

vt a—e(@? Fad) <z ta, <A< 1 —¢

Logo se M =1/e, entdo @ D K., e assim || f||,, < [|fllg, isto é Qa D A,. O

Teorema 3.5.11 (Teorema de Bochner). Se Q é um tubo conexo, entio toda fun¢do
u € A(Q) pode ser estendida a uma fungio em A(ch(S2)).

Prova. (a) Primeiro assumimos que 2 = T'(B) onde B é um subconjunto de R"™ estrelado
conexo contendo a origem. Desde que a familia L de tubos W = T(w) com base w
estrelada contendo B e tal que toda fungao em A(2) pode ser continuada analiticamente
a W é distinta do vazio (pois €2 pertence a esta familia), e todo tubo com base estrelada
é conexo, e a intersecao deles é outro tubo com base estrelada; existe um tubo Q com
base estrelada w tal que toda fungao em A(£2) pode ser continuada analiticamente a 2 e
Q contem todo tubo estrelado com esta propriedade (Basta tomar a uniao dos elementos
da familia L). Queda por demonstrar que w é convexo.

Sejam &7, & vetores linearmente independentes em w. Podemos escolher coordenadas em
C™ tal que & = (1,0,...,0) e & = (0,1,0,...,0).

Seja E={a€eR : a€l0,1],{(x1,29,0,...,0) : 21,29 > 0,a > 21 + 22} C @}, observe
que
(i) 0e E
(ii) F é aberto em [0, 1], pois se a € E, entdo o conjunto
{(]}1,%‘270, 70) : Iy, X2 2 O,CL Z T +'T2}

que é compacto, esta contido em @ aberto, logo {(z1, 22,0, ...,0) : 1,29 > 0,a+c >
x1 + X9} esta contido em W para € suficientemente pequeno.

(iii) E ¢ fechado em [0, 1]. De fato, seja b € E,
I'={(x1,0,...,0) : 0 <y <1} U{(0,29,0,...,0) : 0 <y < 1}

ed>0tal que AP(z) >dparaz €l eD={z: |2 <1,j=1,..,n}. Portanto
existe a € E tal que |b —al <.

Do Lema 3.5.10, para A € [0, 1), existe um conjunto compacto K={zeC": z€
T(I'),Im(z)| < M = M,} tal que K5 D Ly := {(21,22,0,...,0) : z1,22 > 0, a >

r1 + x5}, E também (K + 1y)g O Ly + iy para todo y € R".

Por outro lado, dado que 2 é um tubo, se Ag(z) > ¢ para todo z € I, entao
Ag((’) > § para todo ( € K + iy, e para quaisquer y € R".
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Entao, do Lemma 3.5.3, tem-se que para. todo f € A(Q), a expansao em série de

de poténcias de f centrada em ¢ € (K + iy)g converge no polidisco {¢} 4+ dD, para
quaisquer y € R™. Em particular converge em todo polidisco da forma {(}+0D onde
¢ € Ly + 1y, para quaisquer y € R". Logo fpode ser definida no tubo T' que tenha
como base um conjunto de pontos cuja distancia ao conjunto I'U L seja menor que
0. Da definicao de €2 temos que tal conjunto T esta contido em (2. Considerando
A suficientemente perto de 1, por exemplo A tal que |b — Aa| < §, teria se que o
conjunto {(z1,x2,0,...,0) : x1,29 > 0,b > x1 + x2} estaria contido em w. Logo F
é fechado.

Entao E = [0, 1], e assim @ é convexo.

(b) Seja agora w um conjunto aberto conexo arbitrario em R™. Suponha 0 € w e denote Q
o tubo mais grande com base estrelada em relagao a origem tal que, para todo f € A(Q)

existe f € A(ﬁ) tal que f = f numa vizinhanca de 0.

Primeiro veja, que a familia L' de tubos W com base estrelada em relacao a origem tal
que para todo f € A(Q) é possivel encontrar f € A(W) tal que f = f numa vizinhanca
da origem; é ndo vazio pois o tubo de base B(0,7) = {z € R" : |z| < r} C w pertence a
familia L', sendo r suficientemente pequeno.

Logo €2 existe pois basta s6 considerar a uniao dos elementos de L', que como no caso
anterior, também serd um elemento de L’. Assim também, como no caso anterior prova-se
que 2 é convexo.

Afirmo que 2 C Q. Suponhamos por contradicao que Q ndo contem todo Q. Entdo existe
xo € w tal que o ¢ ©. Dado que w é aberto conexo podemos encontrar um caminho
poligonal que une z( e a origem. Seja x; o Ultimo ponto que interseta dw. Seja w; um
conjunto convexo que contem x; e esta contida em w.

Veja que o conjunto wy Uw é estrelado em relagao a x; e ch(w; Uw) é estrelado em relagao
a origem e ch(wy Uw) 2 w.

Se f € A(w), pela definigao de w, existe fE A(Q) tal que f f numa V1z1nhan(;a de 0.
Podemos definir a funcio f em T'(w; U®) dada por f fem T(@) e f=fem T(w).
Esta funcdo f esta bem definida pois tanto f como f estao definidas em particular em
T(wNw) que contem 0, logo f = f em wNw, e em particular f = f em wy Nw.

Pela parte (a) temos que f pode ser estendida analiticamente a uma funcao F' em
T(ch(wiw)), logo em particular F' = f numa vizinhanga de 0. Com isto, para todo
f € A(Q2) é possivel encontrar F' € A(T(ch(w; U))), tal que F = f numa vizinhanga
da origem. Logo pela definicio de € tem-se que T(ch(w, UD)) C Q = T(@), isto é
ch(w; Uw) C @, contradigao. Logo 2 C Q.

Da mesma forma, como na parte (a), obtém-se que ch(Q2) = €. O
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Veja que o resultado do Teorema de extensao de Hartogs segue como uma aplicacao
deste teorema, da seguinte forma: Se K é um conjunto compacto contido em C" com
n > 2 tal que CK = C*\ K é conexo e f é uma funcdo analitica em CK, considerando
R > 0 tal que o tubo T de base B = {(z1,...x,) € R" : 2+ ...+ 22 < R*} contenha K,
entao aplicando o Teorema de Bochner para a funcao f restrita ao tubo Tgg cuja base é
CB =R"\ B e como ch(Ttz) = C" obtemos que existe uma fungio F analftica definida
em C” tal que F = f no tubo Tyz. Como CK é conexo entdo do principio da continuacio
analitica temos que f = F em [K.

: i

: K

: Itp

iR™ :
/___ ______________ e [ 4
// /ER”
// B > //
// ///
// [:B 7/
e e o e  E——————— -
| ]

Corolario 3.5.12. Um tubo é um dominio de holomorfia se, e somente se, todas as
componentes conexas sGo0 CONVEXAS.

Prova. Seja {2 um tubo conexo.
(<) Se cada componente é convexo, entao cada uma é um dominio de holomorfia.

(=) Suponhamos que € nao é convexo, entao 2 & ch(2). Dado que ch(Q2) é conexo, do
teorema anterior, toda f € A(f2) é estendida a uma funcao analitica de ch(€2), isto é uma
contradicao com o fato de ser {2 dominio de holomorfia. O]

Teorema 3.5.13. Se Q é um dominio de holomorfia e fi,..., fn € A(Q) entio Qp =
{z : z€Q,|f;(») <1,j=1,..,N} € um dominio de holomorfia.

Prova. Em vista do Coroldrio 3.5.7 suficiente mostrar para N = 1. Seja K CC ;. Se
¢ € Kq entao

9(O)] < sup 9] = max[g|, Vg e AQ)
K
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em particular
(O] < max|f] <1

entao ¢ € {1y, [A(Q C Q.
[?Q é compacto pois €2 é dominio de holomorfia. Dado que [?Q ; C [?Q C Qy, entao
Cl@n([?gf) C Cl(cn(f?g) = [?Q C Qf

onde Cl@n([?gf) denota a clausura de I?Qf no conjunto C", entao [?Qf CC Qy
O

Teorema 3.5.14. Sejam ) e €' dominios de holomorfia em C™ e C™ respetivamente, e
seja u uma aplica¢ao analitica de 2 em C™. Entao

={z : 2€Qu(z) e Y}

¢ um dominio de holomorfia.

Prova. Seja K CC (2,. Entao KQ C KQ ccO E suficiente mostrar que KQ é fechado
em (). Pois assim KQ = FNQ sendo I fechado, logo KQ Kgu N KQ =FNan KQ =

Fn KQ, e assim KQ sera compacto. Desde que u(K) é compacto, entdo K’ = (u(K))q é
compacto contido em €Y.

Se fe A(V)e (€ [A(Qu tem que

|f (w(¢)] < sup|fou(z)| = sup |f]
zeK u(K)
entao u(¢) € K' = (/(K\))Q, Entdo u(Kq,) C K'. E da compacidade de K’ obtemos
que u(clg(Kg,)) € K' C Y, isto pela definicao de €, implica que ClQ(KQu) C €. Logo

ClQ(KQ1L) = ClQ(KQu) N KQU C Q, N KQu = KQu assim ClQ(KQu) KQu, isto e KQu é
fechado em (2. O]

Veja que nesta prova, nao fazemos o uso total do fato de ser 2 um dominio de holo-
morfia, e s6 precisamos do que Kq, CC (2 para todo K CC Q,. E se Q, CC (2, entao
podemos deixar de assumir que €2 é um dominio de holomorfia.

3.6 Pseudoconvexidade e Plurisubharmonicidade

Observe que os ultimos resultados na anterior secao, fazem uso do Teorema 3.5.4
quando f foi considerado constante, isto é, usamos s6 a segunda parte do resultado do
Teorema 3.5.4. Vejamos agora o seguinte resultado quando fazemos uso do primeira parte
do Teorema.

Sejam {2 um dominio de holomorfia, zy € 2, w € C", 0 < R tal que

Dr={z+1w : 1€ C,|7| < R} C Q.
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Considere a funcdo S : D(0, R) — R dada por 7 — —log §(2o + 7w, Q) onde § é uma
fungao distancia e D(0, R) é um disco de centro na origem e de raio R contido em C.

Afirmo que a funcao S é subharmonica. De fato, no caso em que w = 0 é 6bvio, pois
toda fungao constante é subharmonica. Seja w # 0 e f um polinomio analitico tal que

S(1) < Re(f(7)) para |T| =7 < R.
Podemos escolher um polinémio analitico F' em C" tal que F(zy + Tw) = f(7). Por

exemplo, desde que w # 0, existe uma coordenada de w, digamos wy, diferente de 0. Se
f(r) =ao+ a1 + ... + a,, 7", entdo podemos considerar F' : C* — C como sendo

T Zk—Zlg 7
F(zl,...,zn):Zaj o

entdao F(z9 + 7w) = F(2) + 1wy, ..., 2° + Tw,,) = f(7).

Entao
—log §(zo + 7w, 0Q) < Re(F(2 + Tw))

para todo || = r, logo
eRe(=FGoFm0) < 5 (20 + 7w, CQ)

para todo |T| = r, ou também

O] < 5(¢,C0) (73)

para todo ¢ € 0D, sendo D, o conjunto analogo a Dg. Logo do Teorema 3.5.4, tem-se que
a desigualdade (73) satisfeita para todo ¢ € (0D,),. Do Principio do Maximo temos

que D, C (0D, )Q e assim a desigualdade (73) é satisfeita para todo ¢ € D,. Mas isto
equivale dizer que

6Re(—F(zo-i—Tw S 5(20 —I—T’LU BQ)

para todo |7| < 7. Logo —logd(zo + 7w,CQ) < Re(f(7)), para todo |7| < r. Assim a
funcao S é subharmonica.

Definigao 3.6.1. Seja Q@ C C™ aberto e u : Q@ — R U {—o0}, u é chamada pluri-
subharmonica, se

(1) w € semicontinua por acima.

(17) Para z e w € C arbitrarios, a fungao 7 — u(z + Tw) € subharménica na parte de

C onde ela é definida.

Denotamos por P(£2), o conjunto de todas as fungoes plurisubharmoénicas definida em
Q.

Por exemplo, se f analitica, entao

(1) {z : log|f(2)| <s}={z : |f(2)| < e’} é aberto pois f é continua.
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(ii) Se g(7) = f(z+7Tw) entdo g é analitica na varidvel 7 onde f(z+ Tw) esteja definida,
logo do Coroldrio 2.5.7 log | f(z + Tw)| é subharmonica na varidvel t.

Logo log | f| é plurisubharmonica.

Teorema 3.6.2. Uma funcao u € C*(QY) € plurisubharmonica, se e somente se

noo92
Z@u(z) wp, >0, VzeQeweC" (74)

Prova. Seja z € Q e w € C" e a funcao s : 7 — u(z + 7w). Logo s é de classe C? na
parte de C onde ela estiver definida. Veja que

9?s(1) O*(u(z + Tw))
oroT oroT
O(u(z + Tw)))

n
= E (2 + Tw)wiw;.
— zkazj

Se u ¢é plurisubharmonica, entao s é subharmonica e em particular em 7 = 0 tem se que
25(0) /0707 logo

n
9%u

e isto para todo z € Q e w € C".

Agora se (74) é valido, em particular (74) sera verdade para todo 7 € C tal que z+7w € ,

isto é
n
9%u

— (2 + Tw)wpw; > 0.

Logo a fungao s é subharmonica para z € {2 e w € C". Portanto u é plurisubharmonica.

]
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Teorema 3.6.3. Seja 0 < p € C§° e identicamente zero quando |z| > 1, e depende sé de
21] 4 ooy [20| € assuma que [ ©(Q)dA(C) = 1. Se u € plurisubharmonica, seque que

ue(z) = / u(z — Q) p(Q)dN(Q) (75)

¢ plurisubhaménica, u. € C* onde d(z,0Q) > € e uc \, u quando € \, 0 ( assuma que

u # 0)

Prova. O fato de que u. decresce quando € \, 0 é verdade no caso n = 1. Suponha-
mos a afirmacgao seja verdade para n = m Seja u uma fungao plurisubharmoénica num
aberto de C™™!. Denotemos 2’ = (21, ..., 2m) € (21, .+, Zms Zms1) = (2, 2ms1). Veja que
(21, ey Zm) —> (21, ..y Zm, Zme1) € plurisubharmonica onde ela esteja definida, para cada
Zm+1 devidamente fixado. Também a func¢ao z,11 — w(21, ..., Zm, Zm+1) é subhamédnica
para cada (z1, ..., z,,) devidamente fixado. Logo se ¢ < &’ entao

/ Wz —eC 2~ na)p(QdA(Q) =
= o [l = ¢ s = i) B r (G
< o f [u = mni — cGun ZE O ar )
= i [ [ul = ¢z = ) L an G in(©)
S I (e DY
sendo ¢ = [ (¢, Gt )AA(C) € d = [ 9(C'y Crr1)dNCsr)- Logo a afirmacio de que .

decresce quando € Y\, 0 ¢ verdade para o caso em que n = m-+ 1. Logo u. decresce quando
€ \¢ 0 qualquer fosse n.

Por outro lado desde que u < u. quando n = 1, entao

w(21y ey 2n) < /u(zl —eC1,20 —€Coy ey 2p — 5@1)%@\(6),

logo, multiplicando em ambos lados por [ ¢(¢)dA(¢;) e integrando em relagao as varidveis

Ca, ..., ¢, Obtemos que
u(z) < ue(z). (76)

Por outro lado, da semicontinuidade por acima da funcao u, tem-se que para todo ¢ > 0,
existe [ > 0 suficientemente pequeno tal que, se |w — z| < [ entdao u(w) < u(z) + . Em

particular para |e| < [ tem-se que u(z —e¢) < u(z)+ 9 onde ( esta na bola aberta B(0,1)
de centro na origem e raio 1, e assim

wl2) = [ ul = 0PN < ulz) +0.
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Em resumo, para todo ¥ > 0, existe [ > 0 tal que se |e|] < [, entdo u.(z) < u(z) + ¢; da
definicao de limite superior, tem-se que

lim sup ue(2) < u(z).

e—0

Mas de (76) temos que
u(z) < lim iglf us(z)
E—

entdo u(z) = lim. o u.(2) e assim u. \, v quando & N\ 0.

E facil ver que u. € C* em d(z,09) > . Por ultimo, se v € C2 com suporte compacto
contido na parte de C onde 7 — u.(z + Tw) esteja definida e v > 0, entdo

/ ue(z + ) Av(r)dN(T) = / ( / w(z + 1w — 62’)@(2/)d)\(z’)Av(T)) dA(r)
_ / ( / u((z — ) + Tw>AU(T)dA(T)> H(2)AN() > 0.

Entao u. é plurisubharménica, pois este ultimo implica que A u.(z+7w) > 0 e a afirmagao
segue entao do Teorema 2.5.12. O]

Observe que o teorema anterior menciona que toda funcao plurisubharmonica em {2
restrita a subconjunto abertos proprios de €2, é o limite de uma sequéncia decrescente
de fungoes plurisubharmonicas de classe C'™°. Reciprocamente, do Teorema 2.5.2 o limite
decrescente de fungoes plurisubharmonicas é uma funcao plurisubharmonica.

Teorema 3.6.4. Sejam 2 C C" e Q) C C™ conjuntos abertos, f uma aplicacdo analitica
de Q em QY eue P(Q). Entao f*u e P()

Prova. Se u € C*(Q) entdo o resultado segue do Teorema 3.6.2 e do fato que:

" Q*uo f(z) ) Df.(2) OFi (2
];1 02,07, ’ Wk kZI tszl agsagt 0z; 8zk tszl agsagt
Ccom
N0
gS - 82’] 7

No caso geral, do Teorema 3.6.3 para qualquer € > 0 suficientemente pequeno, existe
uma sequéncia (u;);en de fungoes plurisubharmoénicas em C*°(§2.) tal que decrescem a u.
Logo, dado que u; o f decresce & uo f em f~1(Q2) e da observacao anterior ao teorema,
temos que u o f ¢ plurisubharménica em f~1(QL).

Dado que para todo subconjunto préprio de € existe € > 0 tal que f~1(£2.) D €y, entdo
u o f plurisubharmoénica em €. n
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Teorema 3.6.5. Se ) ¢ um dominio de holomorfia e 6 é uma funcao distancia, entao
—log 6(z,09) € plurisubharménica e continua.

Prova. Segue do feito ao inicio da sessao. O

Definig¢ao 3.6.6. Se K ¢é um subconjunto compacto do aberto Q@ C C", definimos o P(2)
envoltéria, KL, de K por

K = {z c z€Q, u(z) <supu, u € P(Q)} (77)
K

Observe que, desde que |f| é plurisubharmonica se f analitico, entao [A(g C ]’—?Q

Teorema 3.6.7. Se Q2 ¢ um conjunto aberto de C", entao as sequintes condi¢oes sao
equivalentes.

(i) —logd(z,0Q) € plurisubharmaonica em Q.
(ii) Eziste uma fungdo plurisubharmoénica continua u em ) tal que
Qo={z : zeQu(z) <C}CccQ,VCeR
(iii) KE cc Q se K cc Q.
Prova. (i) = (ii). Considere u(z) = max {|z|,—logd(z,0Q)} e veja que do Teorema
2.5.2 u ¢ uma funcao plurisubharmonica.

Logo, se ( € Q¢, entdo existe uma sequéncia {Zj}jeN em (¢ tal que z; — ¢ quando
j — +oo. Desde que —logd(z;,0Q) < C, temos que e < §(z;,0Q) e da continuidade
de § tem-se que 0 < e=¢ < §(¢,CQ), entdo ¢ € Q. Por outro lado também |z| < C. De de
estes dos ultimo, obtemos que Q¢ CC €.

(13) = (4i7). Seja € > 0 e veja que

Kl c {z : zEQ,u(z)<supu+8} ccQ
K

entao IAQI; cc Q.
(17i) = (i). Seja zo € ©, 0 # w € C", e escolha r > 0 tal que

D={z+1w : |1|<r}CQ.

Seja f : C — C um polinémio analitico tal que

—log 6(zp + 7w, 0Q) < Ref(2)
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para |[T| =7, e veja que esta desigualdade é equivalente a que
§(z0 + 7w, CQ) > }e_f(7)|
para || = 7.
Observe que o anterior implica que os pontos 2y + 7w + Aae /(™) estdo em €, para todo
AeR aeC"tal que 0 < XA <1, d(a) <1elr| =r (pois se estiver no complementar,

entdo A |e /™| §(a) = 0(z0 + 7w + Aae ) — (2 + Tw)) > §(20 + Tw,0Q) > |e7 /], que
¢ uma contradicao).

Seja algum a € C™, tal que §(a) < 1. Consideremos para A € [0, 1] a seguinte aplicagao
definida em {7 € C : |7| < 1} dada por 7 — 2o+ 7w + Aae /(") denotemos sua imagem
como D,.

Seja A = {\ : A€ [0,1],D, C Q} veja que Dy = D C 2. Entao A # ¢. Dado que se
A € A, D, é compacto entao existe € > 0 tal que Dy,. C 2. Assim A é aberto.

Mostremos que A é fechado.

Seja
K:{z0+7w+)\ae_f(7) 0<AL, |7 =7},

Veja que K é compacto, e esta contido em €2 pela observacao feita anteriormente nesta
demonstracao.

Seja A € A, e u € P(Q), entao Dy C Q e do Teorema 3.6.4 a fungdo 7 — u(zo + 7w +
Aae~f() é subharménica numa vizinhanca {7 : |7| < r}. Logo do principio do maximo
para fungoes subharmonicas, temos que

u(zo + 7w + Aae ) < sup u(z + 7w + Aae ') < supu,
K

|T|="r
para todo |7| < 7, entdo zy + 7w + Aae /() € IAQ]; para todo |7] < 7.
Logo, se {A;},cy € A, tal que A;j — A, entao 2z + 7w + Xae~ /) € CI(KE), onde CI(KE)
denota a clausura de K5, ¢ isto para todo |r| < r. Por hipétese CI(KE) C Q. Entao

20 + 7w + Aae™f7) € Q, para todo |7| < r, isto é, A € A. Logo A é fechado, e portanto
A =10,1].

Em particular zy + 7w + ae~/(™ € Q, para todo a € C" tal que §(a) < 1, e todo |7| < 7.
Logo de (68) no Teorema 3.5.4 obtemos que

‘e’f(7)| < 8(2 + 7w, Q)
para todo || < r. Isto implica que
—log §(z0 + 7w, Q) < Re(f(1))

para todo |7| < r. Portanto — log §(z,(€) é plurisubharmonica. O

85



Veja que no teorema acima, poderiamos adicionar a seguinte afirmacao
(1) Existe uma funcio distancia § tal que —log d(z,() é plurisubharménica em ().

e a prova ficaria de igual forma substituindo a implicacao (i) = (ii) por (i) = (i7).

Definicao 3.6.8. Um conjunto aberto {2 C C" € chamado pseudoconvezo se as condi¢oes
equivalentes no Teorema 3.6.7 sao satisfeitas.

Teorema 3.6.9. Se ), € um conjunto aberto pseudoconvero para todo o num conjunto
de indices A, entao o interior Q de Npeafdo € também pseudoconvexo.

Prova. Seja 6 uma funcao distancia e K um conjunto compacto contido em €2. Se z € 2
entao

5(2,002) = 32,0 (Naf2)) = inf d(2,C0%).

E assim —logd(z, Q) = sup,ey (—1logd(z,LQ0)). Do fato que a fungao 6 é continua e
do Teorema 2.5.2 obtemos que — log(z, Q) é plurisubharmoénica. Logo do Teorema 3.6.7
parte (i) obtemos que €2 é pseudoconvexa. ]

Teorema 3.6.10. Seja 0 um conjunto aberto em C". Se para todo ponto em Q existe
uma vizinhanca w tal que w N Q € pseudoconvero, entao €2 € pseudoconvexo.

Prova. Se {2 = C, entd@o a afirmagao 6bvia, suponhamos (C\ Q) # ¢. Sejam ¢ € 0 e w
como na afirmacao da hipdtese. De considerar V; como siendo uma bola de centro em ¢ e
de radio suficientemente pequeno obtemos que §(z,0Q) = 6(z,0(QNw¢)) para z € V; N1
Em particular, — log §(z, CQ2) é plurisubharménica em V;N{. Logo existe uma vizinhanga
V = Uceaa Ve de 99 tal que §(z,0Q) = §(z,C(QNw)) para z € VNQ. Consequentemente,
existe um conjunto fechado F C 2 tal que — log §(z, Q) é plurisubharménica em Q2 \ F.
Seja @o(t) := max{—logd(z,0Q) : z € F,|z| <t} parat € R (considere max ¢ = —o0).
Seja ¢ : R — RT uma funcao crescente convexa tal que p(t) > max{t, po(t)} para t € R.
Definamos
u(z) := max{—log (z,0Q), v(|z])}

para z € 2. Logo a funcdo u é continua em Q. Desde que ¢(|z|) > —log(z,(Q) para todo
z numa vizinhanca de F', a funcao u é plurisubharmonica em 2. Mais ainda

{z€Q :ukx) <t}c{zeQ : 6200 > |z|<t}CQ, teR.
Logo u satisfaz a condigao (ii) no Teorema 3.6.7. O

Veja que neste teorema, a condicao é obvia no interior do conjunto, portanto, a
condigao reserva-se aos pontos na fronteira do conjunto. Com isto, falando vagamente,
que a propriedade de pseudoconvexidade é uma propriedade local da fronteira de um
conjunto.

Teorema 3.6.11. Seja 2 um conjunto aberto pseudoconvezo em C", e seja K um sub-

conjunto compacto de 0, e w uma vizinhanga aberta de K&. Entdo existe uma funcgdo
u € C™(Q) tal que
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(a) u € estritamente plurisubharmonica, isto é, a forma hermitiana em (74) € estritamente
definida positiva para todo z € ).

(b) u<0em K masu >0 em QN Cw.

() {z : 2€Q, u(z) <c} CCQ para todo ¢ € R.

Prova. Dado que 2 é pseudoconvexa existe do Teorema 3.6.7 uma funcao uy € P(2)
continua tal que {z : z € Q,up(z) < C} CC Q, para todo C' € R.

Depois de adicionar uma constante, se for necessario, podemos assumir que ug < 0 em
K. Sejam K' ={z : 2€ Qup(z) <2} e L ={z : z2€ Quy(z) <0} NCw. K’ e L sdo

conjuntos compactos.

Dado que l?g Cw,e LNw = ¢, temos que L C IA({; = ¢. Da definigao de P(f2) envoltéria
temos que, para cada w € L existe u,, € P(2) tal que

U (W) > SUP Uy
K

Por adicionar uma constante se for necessario, podemos assumir também que:

U (W) > 0 > sup uy,.
K

Do Teorema 3.6.3, podemos obter uma fungao plurisubharmonica ,, de classe C*° numa
vizinhanca de K’ tal que

Uy < Uy < Uy + (— SUP Uy)
K

em K'. Logo se ( € K temos que

uw(C) < uw(() + (_ sup uw) < SUp Uy + (_ sup uw) =0.
K K K

Entao supg t, < 0, e alem disso 0 < wu,(w) < 4,(w) e da continuidade de i, @, > 0
numa vizinhanca V,, de w.

Dado que L é compacto, existe uma quantidade finita de pontos wy,...,w,, € L tal que
L c ", Vi, Podemos definir numa vizinhanga de K’ a fungao.

U i= MAaX Uy,.
1<i<m
Logo i é plurisubharmonica continua numa vizinhanca de K’, que satisfaz

o i< (Oem K.
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e ¢, > 0 numa vizinhanca de L.

Se C' = maxg i > 0, entao definimos em (2, a seguinte funcao

~f max{i(z), Cug(2)}, se up(z) < 2
v(z) = { Cug(z), se ug(z) > 1

v esta bem definida pois, se, 1 < ug(z) < 2, entdo z € K’ logo, i(z) < C < Cug(z), e
assim

Cup(z) = max {i(z), Cup(2)} .

Também

e Se z € K, entdo up(z) < 0eii(z) <0em K, e assim

v(z) = max {i(z), Cup(z)} < 0.

® Seja
z€lwnQ = Cwn(LUQ\L))

= CwnL)uCwn(Q\L))
= LU (Cwn{uy>0}).

No caso z € L entao up(z) < 0 e ii(z) > 0 e assim
v(z) = max {i(z), Cup(z)} >0
Se z € Cwn{¢ : up(¢) > 0} entdo ug(z) > 0 e assim Cug(z) > 0, como também

max {ii(2), Cug(z)} > 0, isto é v(z) > 0.
Portanto v satisfaz (b).
e Veja que {¢ : v(({) <d} C {C : u(¢) <d/C}. De fato, se v(¢) < d, entao pela

defini¢do de v temos que, ou Cug(¢) < d ou max {i(¢), Cug(¢)} < d, em ambos
casos obtemos que ug(¢) < d/C.

Portanto v satisfaz (c).
Agora ja podemos afirmar que existe uma funcao v continua, tal que {z : v(z) < ¢} CC
Q, paratodoc€ Reaindav < 0em K e v >0 em bwNQ.
Seja Q. = {2z : z2€ Q,v(z) <e}. Entao Q. CC . Inicialmente, para cada j = 0,1, ...,

consideremos
€; < min {d(Qj7 ngJrl) : d(Qj+21, EQ) } ’
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e com as notacoes do teorema 3.6.3, seja

0@ = o [ 00 (‘ C) Q) + &, |+

e veja que v; € C°(C") e se z € Q é tal que d(z,€);) < ¢;, entdo B(z,e) C Q1€ assim

vy(2) = / oz — £0B(QANC) + &5 2. (78)

Logo v; é estritamente plurisubharmonica em {£ : d(,€2;) < g;}; e alem disso v(z) <
vj(z) para todo z numa vizinhanca de ;.

Finalmente, para a escolha de ¢; dado que o primeiro termo da parte direita de (78)
decresce uniformemente em subconjuntos compactos de € quando € N\, 0 (pois v é continuo
em 2), podemos escolher ¢; ainda mais pequeno (se for necessario) tal que

v(z) <v(z) <wv(z)+1
em {);, para j =1,2,..., e vp <0, v; <0 em K.
Seja agora x € C*°(R) uma fungao convexa tal que x(t) = 0 quando ¢t < 0 e x'(¢) > 0

quando ¢ > 0. Entao )L(vj + 1 — j) é estritamente plurisubharmoénica numa vizinhancga de
Q; \ Q-1 pois se z € ; \ Q;_1, entdo vj(z) > j—1, eassimvj(z) +1—j5>0e

"L 0x(v; +1—7) -, Ov; Ov,
W = 41— D=L s
Z Do W, Wy, Z X" (vj + ])82‘1 8z_kwlwk +
k=1 I=1=Fk
- 9% L
+ Z X/(’Uj + 1-— j)az a_wlwk
Lk=1 1Y~k
N 2
1 8vj
=1
- 0Py
+ X/<UJ +1—) Z 8Zla;_kwlwk >0
1k=1

Por outro lado, dado que v; +1—1 > 0 em Q1 \ Qo temos que x(v; +1—1) > 0 em
Q4 \ Qo, entdo podemos escolhemos a; > 0 tal que

arx(vi+1—1)> sup v —vy > v —1
Q1\Q0

em Q; \ Q. De fato, também a;x(v; +1 — 1) 4+ vp > v em . Defino agora
uy = v + arx(vy).
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Suponha existam ayq, ..., a; de tal forma que

!
ul:vo+2akx(vk+1—k)>v
k

em (). Pela definigao de vy 41 temos que l < v < v <v+1leassim0<wvy;—((+1)+1
em Q41 \ , entdo x(vpe1 — (I+1)+1) > 0em Q4 \ . Agora escolhemos a4 tal que

XV — ((+1) +1) > sup v—u

L1\
em €241 \ €. Definimos
I+1
U1 = Vo + Z apx (v + 1 —k)
k=1

e veja que U, = u; em §; se [,m > j; logo assim a funcao definida por
U = liMy—sooUm

existe pois é finita desde que se z € €, entao vy, (2)—(I+r)+1 <v(z)+1-(I+r)+1 <0
e portanto x(vi4,(2) +1 — (I 4+r)) = 0 para r > 2. Alem disso u é de classe C™ em Q2 ¢
estritamente plurisubharmonica em cada fatia m\ Q2;. Agora desde que u = vy < 0 em
K e u>vem (), as propriedades (a),(b) e (c) seguem. O

Teorema 3.6.12. Seja Q2 C C" aberto com fronteira de classe C? esejal={zeC" :
p(z) < 0} onde p € de classe C* numa vizinhanga de Q e gradg # 0 em 9Q. Entdo Q) ¢é
pseudoconveza se, e somente se

Z 0%p)02;0Zw;wy, > 0, quando z € 9N e Z(?p/azjwj =0 (79)
7,k=1 j=1
A condigao (79) é chamada a condigao de Levi; e 9§ é também chamada por pseudo-

convexa se (79) é satisfeita.

Prova. (=) Se p; é outra funcao satisfazendo a hipotese no teorema. Entao p; = hp
com h > 0 numa vizinhanca de €. Assim

sep=>" g—ij = 0, que prova que (79) é independente da escolha de p.

Definimos a funcio p(z) := —d(z,0Q) para z € Q e p(2) := §(2,Q) para z € (Q. Logo
p € C? perto da fronteira de 2 (Segue do Teorema da funcao implicita). Em pontos
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de Q suficientemente perto da fronteira de 2, a plurisubharmonicidade de — log §(z, CQ)
permite escrever

- 1 826 1 (05N (86 "2
-3 Sl ) (a0 ) ) wioe = -1 Q) w;w, > 0.
Z ( 502,07 5 <5Zj> (fﬁk)) e jgl 020z}, (—log 8(,02)) wyw 2 0

7,k=1
(80)

para todo w € C". Se w é tal que ) 7 8w so-w; = 0 entao Y7 aw Few; = 0, e tambem

> i 8‘1‘? w; = 0. Portanto de (80) e da defini¢do de p temos que

Op(z)
Wy >0
< 92,07, 0 F T

j=

para todo z perto da fronteira de 2. Da continuidade de § obtemos que a desigualdade
anterior também é satisfeita em pontos da fronteira de €.

(«<=) Suponhamos que (79) é satisfeita e p é definida como acima. Suponha agora que
para w € C" tenha se que
_ Ologd(z + Tw,CQ)
N 6Zj8§k

> 0 quando 0 =7 € C,

para algum z numa vizinhanca de um ponto na fronteira de Q onde ¢ ¢é de classe C?. Da
Formula de Taylor temos que

B alogé(z,CQ) 810g5( ,CQ)_ 10%logd(2,0Q)
log 6(z +7w,0Q) = logd(z,CQ) + P °E T+3 522 T+

10%1ogd(z,09)_, 9%logd(2,0Q) _ )
a2 oz ellal)

— 10g 5(27 EQ) —+ 2Re <M7) + Re <82 logé(za CQ) 7_2) 4

0z 022
N dlog §(z,0Q)

2 2
S 4 of| )

2
Fazendo 2A = %(Zz’m), B = %&ZEQ) e temos que

log §(z + 7w, Q) = log §(2,CQ) + Re(AT + B7?) + c|7]* + o(|7]?). (81)

Seja a € C™ tal que 6(a) = 6(z,0Q), de modo que z + a € 9. Seja agora
2(7) =z + Tw + ae BT
entao para P € C2 temos que

2() = P| = |z4 71w+ ae™ P — P| >

> |2+ 7w — P|— a7 > §(z + Tw,0Q) — |a ‘eATJ“BTQ
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E assim
eAT+37'2

§(2(7),0) > §(z + 7w, Q) — §(a)

(82)
De (81) temos que 6(z + 7w, 0Q) = 6(z,CQ) ‘eATJFBTQ) eclTP+o(7”)  Logo para |7| suficien-
temente pequeno tem se que ¢|7|? + o(|7]?) > ¢|7|*>/2 e entdo de (82) temos que

5(2(7)) > 8(a) (ecW/? - 1) )eAT+BTz >0

Desde que §(z(0), Q) = 0, concluimos que (9/07)d(z(7),CQ) = 0 e assim (9%/0707)6(z(7), () >
0 quando 7 = 0. Com a notagao p usada acima, e desde que z(7) é uma fungao analitica
de 7, temos que

que ¢ uma contradi¢ao com a condi¢ao de Levi (79) em z(0). Isto completa a prova. [
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4 ANEXO

Teorema 4.0.13. (Teorema de Baire) Seja X um espacio métrico completo. Entao, se
{U,}, n > 1, é uma sequéncia de conjuntos abertos densos em X, o conjunto Y = ﬂn21 U,
¢ denso em X.

Prova. X é um espago métrico completo com métrica d. Seja a € X e € > 0. Escolhemos
x1 € U tal que d(a,z) < %5, ee; >0, < %5, tal que {r € X : d(z,z) < e} C Uy.
Escolhemos x5 € Us e 0 < g3 < 1 tal que d(z2,71) < Fe{r € X : d(z,72) < &2} CUs.
Por indugao, escolhemos z, € U, e ¢, > 0 tal que {z € X : d(z,z,) <e,} C U,,
d(Tpy1,Tn) < §2 € Enq1 < En. Entdo, se m > n, temos d(Tm, Tn) < d(Tm, T-1) + ... +
d(Tpy1,Tn) < en(27" + . 27 F),

Desde que X ¢ um espacio métrico completo, existe lim,, o, 2, = 2°, e temos d(z°, z,,)
En Doy 2™ = ,27"T < g,(n > 1). Portanto 2° € U, para todo n, alem d(z°, a)
d(z°,z1) + d(z1,a) < e, assim 2° € Y, d(2°,a) < ¢, assim também, desde que a € X
€ > (0 sao arbitrarios, segue que Y ¢é denso em X.

<
<
e

U

Teorema 4.0.14 (Teorema de Dini). Seja X um espago topoldgico compacto, e { f }nen
uma sequéncia mondtona crescente de fungoes de valor real em X, isto € f,(x) < fni1(2)
para todo n € N e todo x € X, que converge pontualmente a uma fun¢ao continua f,
entao f, converge uniformemente a f em X.

Prova. Seja € > 0. Sejam g, = f — f, paracadan € N, B, = {z € X : g,(z) < e}
Desde que cada g, é continua segue que cada FE,, é aberto. Desde que cada a sequéncia
{fn}nen é mondtona crescente, segue que { gy, fnen € mondtona decrescente, logo segue que
E, C By C ... C E, C .... Desde que a sequéncia f, converge pontualmente a f segue
que a familia de conjuntos FE, é uma cobertura aberta de X. Logo da compactidade de
X existe N € N tal que Fy = X. Isto é para todo n > N tem se que f(z) — f.(z) < ¢
para todo z € X. O
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