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Resumo

Os conhecidos Teoremas de Borsuk-Ulam e de Ljusternik-Schnirelmann
possuem diversas generalizacoes, dentre elas destacam-se aquelas dadas por C.
Schupp [12] e H. Steinlein [14]. Schupp generaliza o Teorema de Borsuk-Ulam,
substituindo a acao livre de Zy na esfera S™ por uma agao livre de Z,, sendo
p um numero primo qualquer. Na generalizacao do Teorema de Ljusternik-
Schnirelmann feita por Steinlein, a esfera S™ ¢é substituida por um espaco
normal M onde Z, atua livremente. Exploramos nesta Dissertacao os resul-
tados posteriores de H. Steinlein [15] no qual sd@o provados que as estimativas
do Teorema de Schupp sao as melhores possiveis e que as estimativas para o
Teorema de Steinlein podem ser melhoradas para certas situacoes e além disso
vale uma espécie de reciproca do Teorema de Steinlein. O conceito de génus de
um Z,-espago ¢ fundamental para estes teoremas, sendo que o génus da esfera
n-dimensional é igual a n + 1, independentemente do primo p e da Z, agao
livre em S™. Percebemos que os métodos empregados para a demonstracao
desse resultado pode ser usado para estimar um majorante para o génus de

uma n-variedade topolégica que admite uma Z,-acao livre.



Abstract

The classic Theorems of Borsuk-Ulam and Ljusternik-Schnirelmann
have many generalizations, among which we point out that given by C. Schupp
[12] and H. Steinlein [14]. Schupp generalizes the Borsuk-Ulam Theorem by
replacing the Zs-free action on the n-sphere by a Z,-free action, where p is any
prime number. In the generalization of the Ljusternik-Schnirelmann Theorem
maden by Steinlein, the n-sphere is replaced by a normal space M on which Z,
acts freely. We explore in this dissertation the subsequent results of Steinlein
[15] in which is proved that the estimates of the Schupp’s Theorem are the
best possible and the estimates for the Steinlein’s Theorem can be improved
in certain cases, furthermore a sort of converse of the Steinlein Theorem is
valid. The concept of genus of a Z,-space is fundamental for these theorems
and the genus of the n-sphere is n + 1 independently of the prime number
and the Z,-free action on S". We realize that the method employed in the
proof on this result can be used to estimate an upper bound for the genus of

a topological n-manifold that admits a Z,-free action.
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Introducao

Esta dissertacao tem dentre os seus objetivos o estudo dos teore-
mas de Borsuk-Ulam generalizado devido a C. Schupp [12] e de Ljusternik-
Schnirelmann generalizado, devido a Steinlein [14]. O primeiro teorema diz
que se a esfera S™ admite uma Zy,-acao livre gerada por f : S™ — S", sendo
p um primo, e n > (m — 1)(p — 1) + 1 entdo para qualquer fungao continua
h:S™ — R™ existe x € S™ tal que h(x) = h(f(x)). J&4 o Teorema de Steinlein
diz que se M é um espago normal que admite uma Z,-acao livre para algum
primo p, gerada por f: M — M e M é coberta por m fechados F, Fs, ..., F,
tais que F;N f(F;) =0 Vi=1,2,...,m entao

(m—3)@+1 sep=3
g(M, f) < (1)
(m—B)@—l—Z sep>3
sendo g(M, f) o génus do Z,-espaco (M, f), o qual é definido por A. S. Svarc
em [17].

Em 1984 Steinlein [15] mostrou que a estimativa dada por Schupp é a
melhor possivel, no entanto a estimativa dada em (1) nao é a melhor possivel
em certos casos. O estudo destas estimativas conduz a uma certa reciproca do
Teorema de Steinlein.

Nosso interesse foi estudar estas estimativas e as propriedades do génus

de um Z,-espaco.



O trabalho é organizado como segue. O capitulo 1 serd dedicado
aos conceitos preliminares, que envolvem nocoes de homotopia, grau de uma
aplicacao entre esferas de mesma dimensao, acao de um grupo topoldgico,
extensao de aplicacoes continuas, dimensao topoldgica, categoria de um espaco
e fibrados, necessarios para o bom entendimento desta dissertacao.

No capitulo 2 exibimos a demonstracao de que a estimativa do Teo-
rema de Schupp ¢ a melhor possivel.

No capitulo 3 é definido o génus de um espaco de Hausdorftf de duas
maneiras e demonstramos que estas defini¢oes coincidem se o espago em questao
for normal. O resultado mais importante deste capitulo relaciona o génus n de
um Z,-espaco M com a existéncia de aplicacoes equivariantes P : M — F,, ,,
sendo F,, , uma classe especial de Z,-espaco.

No capitulo 4, com auxilio de um resultado devido a Krasnosel’skii
[5], mostramos que o génus da esfera n-dimensional S™ é igual a n + 1, inde-
pendentemente do primo p e da Zy-acao livre em S™. Percebemos que nesta
demonstracao se pode majorar o génus de uma Z,-variedade n-dimensional
por n + 1.

No tltimo capitulo verificamos que vale de um certo modo a reciproca
do teorema de Ljusternik-Schnirelmann generalizado e que a estimativa do
génus para um espaco com uma Zr;—agao livre que tem base enumeravel e
uma propriedade K,, 7, propriedade essa que equivale as hipéteses do Teorema

de Steinlein enunciado acima, pode ser melhorada.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como finalidade definir os conceitos basicos que
serao usados no presente trabalho. Iniciaremos com a definicao de homotopia,
na secao posterior definiremos grau de uma aplicacao entre esferas de mesma
dimensao e listaremos algumas de suas propriedades. O grau que definimos
aqui é bastante conhecido na literatura como o grau de Brower. Definiremos
também grupos topolégicos e acao de tais grupos em um espaco topoldgico, é
a partir dessa definicao e de alguns resultados inerentes ao grau que veremos
que o grupo topolégico (Zs,+) é o unico grupo nao trivial que pode atuar
livremente na esfera n-dimensional S™ se n é par, e isto vai ser de grande
utilidade no nosso trabalho. A secao 1.4 é dedicada a extensao de aplicacoes
continuas, nela veremos algumas consequéncias do teorema de extensao de H.
Tietze. Nas trés tultimas secoes daremos énfase aos conceitos de dimensao
topoldgica, categoria de um espaco e fibrados, respectivamente.

Ao leitor familiarizado com tais defini¢oes fica a seu critério dispensar
ou nao a leitura deste primeiro capitulo, retornando ao mesmo conforme a
necessidade.

Para maiores detalhes sobre os assuntos mencionados neste capitulo
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ver [1], [2], [3], [4], [6], [8], [9], [10], [11] e [20].

1.1 Homotopia

Sejam X e Y espacos topoldgicose f,g: X — Y aplicagoes continuas,
dizemos que f é homotdpica a g quando existe uma aplicagao continua
H : X xI — Y(sendo I o intervalo fechado [0, 1] C R) tal que H(z,0) = f(x)
e H(xz,1) = g(x) para todo x € X.

A aplicacao H é uma homotopia entre f e g e, é denotada por fgg

ou simplesmente f ~ g.

Exemplo 1.1.1 SeY C R" € convexo entao todas as aplicacoes continuas de
X em Y sao homotopicas , pois sejam f,qg: X — Y entao basta definirmos

H: X xI—Y por Hz,t) =tf(z) + (1 — t)g(x).

Observemos também que, a relacao de homotopia é compativel com
composicao de funcées, ou seja, dadas as aplicacoes continuas f, f : X — Y

eqg,g Y — Ztaisque f~f eg~g entdo go f~g o f.

Definicao 1.1.1 Dizemos que dois espacos topologicos X e Y possuem o
mesmo tipo de homotopia se existem aplicagoes continuas f : X — Y e

g:Y — X tais que:
fog>~idy e go f~idy
sendo idx e idy as aplicacoes identidade de X e 'Y, respectivamente.

A aplicagao f é chamada equivaléncia homotoépica e denotamos os

espacos topologicos com mesmo tipo de homotopia por X ~ Y.

Exemplo 1.1.2 Se X eY sdo homeomorfos entao possuem o mesmo tipo de

homotopia.
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Exemplo 1.1.3 R" — {0} e S"! possuem o mesmo tipo de homotopia. De
fato, consideremos f : S"' — R™ — {0} a inclusdio e g : R™ — {0} — S"~!

dada por g(x) = Tal- Assim, fog~idgn_{o} € go f ~idgn1.

Definicao 1.1.2 Um espaco topolégico X €é contrdtil se a aplicagcao identi-

dade idx : X — X ¢é homotdpica a uma aplicagao constante.

Observacao 1.1.1 Um espaco X tem o mesmo tipo de homotopia que um

ponto se e somente se X € contrdatil.

1.2 Grau de uma aplicacao entre esferas de
mesma dimensao

Definicao 1.2.1 Sejam S™ a esfera unitdria n—dimensional, f : S™ — S™
uma aplicagio continua, f. : H,(S™) — Hp(S™) o homomorfismo induzido
de f na n—ésima homologia de S™ e o € H,(S™) = Z um gerador.

O grau de f ¢é definido como sendo o tnico inteiro grau(f) € 7Z tal que

file) =grau(f).a .
Propriedades:
(1) Se f:S™ — S™ é homeomorfismo, entao grau(f) = +1.
(2) grau(idsn) =1, sendo idgn : S™ — S™ a aplicagao identidade.
(3) Se f,g:S™ — S™ s@do continuas e homotdpicas,entao grau(f)=grau(g).
(4) Se f,g:S™ — S™ sdo continuas, entao grau(g o f)=grau(g).grau(f).

(5) grau(A) = (—1)"*! sendo A : 8" — S™ a aplicacao antipoda dada por

Alx) = -z .
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Lema 1.2.1 Sejam f,g : S™ — S™ aplicacoes continuas tais que

grau( f)+(=1)".grau(g)# 0. Entao 3 x € S™ tal que f(x) = g(x).

Demonstragao: Suponhamos que f(z) # g(x) Yz € S™, entao o segmento de
reta ligando f(x) a —g(z) ndo passa pela origem, sendo assim podemos definir
a aplicagao continua F': S™ x [0,1] — S™ dada por F(z,t) = %.
Observe que F' é uma homotopia entre f e aplicacao Aog sendo A : S — S”
dada por A(xz) = —x. Portanto, segue de (3), (4) e (5) que grau (f)=grau
(A o g)=grau (A).grau (g)=(—1)""'grau (g), ou seja, grau (f)+(—1)"grau

(9)= 0, o que é um absurdo. 0O

Lema 1.2.2 Seja f : S — S?" uma aplicagdo continua tal que grau (f)> 0.

Entio 3 x € S* tal que f(z) = .

Demonstragao: Seja idgen : S*™ — S?" a aplicacao identidade. Como o
grau (idgzn)= 1 temos que grau (f)+(—1)*"grau (ids.)=grau (f)+1# 0. Us-
ando o Lema acima podemos afirmar que 3 z € 5?" tal que f(x) = idgen(z) =

x, ou seja, f tem ponto fixo. O

1.3 Acao de um grupo topoldgico

Definigao 1.3.1 Um grupo topolégico (G,*) é um grupo que também é

espaco topologico, satisfazendo as propriedades abaizo:

(i) A operagio x : G x G — G do grupo G é uma aplica¢do continua.

1

(i) A aplicacio G — G dada por g — g~ é uma aplica¢ao continua.

Exemplo 1.3.1 O grupo (Z,+) é um grupo topoldgico, sendo Z o conjunto

dos numeros inteiros.
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Ezxzemplo 1.8.2 (S',.) é um grupo topoldgico, sendo S* o espago de todos 0s

nimeros complexos z tal que ||z|| = 1.

Defini¢ao 1.3.2 Uma a¢do a esquerda (direita) de um grupo topoldgico
(G, %) em um espago topoldgico X € uma aplicagao continua G x X — X
(usualmente denotada por (g,x) — gx) ((g,x) — xg)) que satisfaz as sequintes

propriedades:
(i) ecx =x (veqg =)V x € X, sendo e¢ o elemento neutro do grupo G.
(i) (91 % g2)x = g1(g27) (x(g1 % g2) = (xg1)g2) Vx € X € g1, 92 € G.

Quando uma tal acao é dada dizemos que G atua no espaco X pela
esquerda (direita) .

As observagoes, defini¢oes e teoremas abaixo serao dados considerando-
se acoes a esquerda, no entanto tudo permanece valido para as correspondentes

acoes a direita.

Observagao 1.3.1 Se a acao definida acima satisfaz a sequinte propriedade
abaixo:

gxr =z para algum xr € X = g = eg

entao dizemos que a acao é livre, ou que G atua livremente no espaco X, e
neste caso dizemos que X é um (G-espago.

Uma agdo G x X — X ¢é dita ser propriamente descontinua
se para todo z € X existe U C X aberto tal que z € U e UNgU = ()

Vge@, g#eg, sendo gU ={gye X ; ye U}

Lema 1.3.1 Se X ¢ um espaco de Hausdorff e G € um grupo finito entdao toda

acao livre de G em X € propriamente descontinua.
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Prova: Seja G = {eg, g1,...,9x}- Dado x € X, como a agao é livre devemos
ter x # g;x para todo j = 1,2,...,k. Como X é um espaco de Hausdorft
existem abertos U; e V; de X tais que z € Uj, gjo € V; e U;NV; = () para todo
j=12,...,k. SejaU = ﬂ;‘?:l[Uj N (gj_ll/})], temos entao que U é aberto e
reU. Além disso, UNg;U =0 V j=1,2,...,k, pois se existisse y € UNg;U
entaoy € Uj ey € g;U C gj(gj_le) =V} o que é um absurdo. O

Pode ser demonstrado sem dificuldades o seguinte teorema:

Teorema 1.3.1 Seja (G, %) um grupo topoldgico atuando em um espago

topologico X.

(i) A relagio em X definida por x ~ y <= gxr =y para algum g € G € uma

relacao de equivaléncia.

(ii) Para cadax € X, G, ={g € G ; gx =z} € um subgrupo de G, chamado

subgrupo de isotropia de v € G.

Teorema 1.3.2 Se um grupo topoldgico (G, *) atua no espago topoldgico X,
entdo esta agdo induz um homomorfismo (G,*) — (Homeo(X),o0), sendo
(Homeo(X),0) o grupo de todos os homeomorfismos de X em X munido da

operacao de composi¢ao.

Demonstracao: Seja g € G, a aplicacao 7, : X — X dada por 74(x) = gz é
uma bije¢do, onde (75) ™! = 7,-1. Além disso, 7, é continua, pois é a composi¢ao
da aplicagao continua A : X — G x X dada por A\(z) = (g, x) com aplicagao
G x X — X dada por (g,z) — gz, o mesmo ocorre com 7,-1. O conjunto
Bij(X, X) das bijegoes de X em X é um grupo com a operagao composigao
e Homeo(X) = {h : X — X; h é homeomorfismo } é um subgrupo do

grupo Bij(X, X). Considere agora a aplicacao ¢ : G — Homeo(X) dada por
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®(g) = 7, e note que G(g1 * g2) = Tgyugs = Ty, © Tgy = P(g1) © #(92), logo ¢ é um

homomorfismo como queriamos. O

Observacao 1.3.2 Se acao € livre o homomorfismo ¢ do teorema acima € in-
jetor, além disso para cada elemento g # eq o homeomorfismo correspondente

Ty Nao fizxa ponto.

Definigao 1.3.3 A orbita de x € X, T = {gx ; g € G} ¢ a classe de
equivaléncia de x da relagao de equivaléncia definida acima.

Denotamos por X/G ao conjunto de todas as drbitas T da ac¢ao G
sobre X, o qual € munido da topologia quociente induzida pela aplicagdao p -
X — X/G que associa cada x € X sua orbita T. O conjunto X/G munido

dessa topologia é chamado espago de érbitas da acao G x X — X.

Teorema 1.3.3 Se um grupo topologico G atua no espaco topolégico X, entao

o cardinal da drbita de x € X € o indice [G : G,].

Demonstracgao: Sejam g, h € G. Como

-1

gr=hr <= (' shr=r<= g '+hc G, <= hxG,=g*G,

segue que a aplicacdo g * G, — gr é uma bijegdo bem definida de G/G, em

z={gzr; g € G} 0

Observacao 1.3.3 Dada uma aplicacio f : M — M, entdo para cadan € N

denotamos f: M —s M como sendo f° =idy e f* = fo f® 1 sen > 0.

Teorema 1.3.4 Seja G =7, = Z/pZ o grupo dos inteiros modulo p sendo p
um numero primo, seja M um espaco topologico e f: M — M uma aplicagcao
continua tal que fP =idy e f(x) #x ¥ x € M, entao G atua livremente em

M.
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Demonstracgao: Definamos a seguinte aplicacao ¢ : G x M — M dada por
Y(k,z) = fF() ¥V x € M. Nao é dificil verificar que a aplicacdo 1) satisfaz
as propriedades da definicao 1.3.2; basta entao mostrar que essa acao é livre.
Pelo teorema de Lagrange, temos que |G| = [G : G,.].|G,| ¥V x € M (|G| denota
o cardinal de G), mas pelo teorema 1.3.3 temos que p = |z|.|G,|, dai segue
que [T| =1e |G| =pou [T| =pe |G, =1. Como a érbita de z € M é dada
por T = {ff(x) ; k€ G} e f(z) # 2 V 2 € M podemos afirmar que |Z| é no
minimo 2. Portanto, necessariamente devemos ter |Z| = p e |G| = 1, ou seja,

G, = {0} e consequentemente 1) é uma acao livre. O

Definicao 1.3.4 Quando uma aplicacao f : M — M satisfaz as hipdteses

do teorema acima, entao dizemos que f gera uma Zy,-acao livre em M.

Exemplo 1.3.3 Seja M = S™ a esfera n-dimensional ¢ A : S — S™ a
aplicacdo antipoda dada por A(z) = —z, observe que A € continua, A? = idgn
e Alx) £ x ¥V xS logo A gera uma Za-agdo livre em S™, 1 : Ly x S™ — S

dada por ¢¥(0,z) =z e (1, 2) = —x.

Exemplo 1.3.4 Seja T o toro em R3 formado pela rotacio do circulo
(x —3)%2+ 22 = 1 sobre o eivo-z. Seja f: T — T definida por f(x,y,2) =
(—x,—y,—z) areflexao em torno da origem. A aplicagdo f gera uma Zo—ac¢ao

livre em T'.

Exemplo 1.3.5 Seja S?"' = {z = (21,...,2,) € C" ;5 ||z|| = 1}, e e =
et sendo k € N* os naturais sem o zero. Considere q1y -, Gn NUMETOS 1N~
teiros que sao primos relativos com k. Entio f : S*"1 — S?"71 dada
por f(z1, ..y 2n) = (€02, ...,e%2,) gera uma Zy—acao livre em S*"~ 1. O

espago de orbitas S*"1 )7, dessa agdo é chamado espago lenticular de tipo
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(k;q1,q2, -+, qn) e denotado por

L(k;QI7q27 s 7qn)

Teorema 1.3.5 Zy € o unico grupo nao trivial que pode atuar livremente na

esfera n-dimensional S™ se n é par.

Demonstracao: Desde que o grau de um homeomorfismo deve ser 1, a acao
de um grupo (G,*) em S™ determina uma funcdo d : G — {£1} dada por
d(g) =grau 7,, onde 7, : S — S™ é um homeomorfismo e {—1,1} é um grupo
com a multiplicagao usual. A aplicagdo d é um homomorfismo, pois d(g; * g2)
= grau (Ty,.g,) = grau (7,4, 0 7,,) = grau (7, ).grau(r,,)=d(g1).d(g2). Veremos
agora que quando n é par o nucleo do homomorfismo d é trivial. Para isso
suponha que exista g # eg tal que g € Nucleo(d) = {g € G;d(g) = 1}, ou
seja, o grau (7,) = 1. Usando o lema 1.2.2 temos que 7, tem um ponto fixo, o
que é um absurdo, pois a acao ¢ livre. Portanto, quando n é par G é isomorfo

a d(G) que é um subgrupo de {—1,1}. 0

1.4 Extensao de aplicacoes continuas

Um dos problemas mais importantes da topologia é o da extensao
de aplicagoes continuas. Nesse problema, é dada uma aplicacao continua
f:A—Y, definida num subconjunto fechado A de um espaco topologico X
e indaga-se sobre a possibilidade de estender f a X, ou seja, sobre a existéncia
de f: X — Y continua tal que a restricio de f ao subconjunto A coincida
com f, ou seja, fla = f.

Resultados importantes concernentes a extensao de fungoes continuas
sao o famoso teorema de Tietze e suas consequéncias imediatas os quais lista-

mos abaixo.
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Teorema 1.4.1 (H. Tietze)(]9]) Seja X um espago normal e A um subcon-

junto fechado de X.

(a) Qualquer aplicacao continua de A sobre o intervalo fechado [a,b] de R

pode ser estendida a uma aplicagao continua de X sobre [a, b].

(b) Qualquer aplicagdo continua de A sobre R pode ser estendida a uma

aplicacao continua de X sobre R.

Antes de enunciar algumas consequéncias bésicas do teorema acima,

vamos fixar as seguintes notacoes:

I" =la,b] X [a,b] x ... x [a,b], a,bER, a<b
Sn = {(l‘l) -..,In;mn-i—l) c RTH_I ) CE% =+ ... —’—{Ei +1’i+1 = 1}
Si = {(231, "'axnaxn—i-l) e s" 3 Tpt1 Z 0}

D" = {(x1,...,xn) € R"; ||(21, oy )|| < 1}

Corolario 1.4.1 Seja X um espaco normal e A C X um subconjunto fechado.

Seja f : A — I™ continua, entdo [ pode ser estendida continuamente a X.

Prova: Note que f = (fi,..., fn) onde f; : A — [a,b] é continua V i =
1,..,n. Sendo assim pelo teorema acima cada f; pode ser estendida para
uma aplicacdo continua f; : X — [a,b]. Defina f: X — I" como sendo
f@) = (fi(x),..., fu(x)) ¥ x € X. Como suas coordenadas sio continuas
podemos afirmar que f é continua, além disso dado a € A temos f(a) =
(fi(a),..., fula)) = (fila),..., fa(a)) = f(a). Portanto, f é uma extensio

continua de f. ad

Corolario 1.4.2 Seja X um espaco normal e A C X um subconjunto fechado.

Seja f: A — R"™ continua, entao f pode ser estendida continuamente a X .
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Prova: A prova é analoga a do corolario anterior.

Corolario 1.4.3 Seja X um espago normal e A C X um subconjunto fechado
de X. SeY € homeomorfo a R™ ou a I" para algum n > 1, entdo toda func¢ao

continua f : A — Y possui extensao continua f : X — Y.

Prova: Suponhamos que h : Y — R" seja um homeomorfismo entre Y e R",
entdo ho f : A — R admite uma extensao continua ho f : X — R™ pelo
corolario acima. Defina f =h 'oho f: X — Y e observe que f é continua
pois é composicao de funcdes continuas, além disso dado a € A temos f(a) =
(h"oho f)(a) =h~((ho f)(a)) =k ((ho f)(a)) = (k™" o h)(f(a)) = f(a).
Portanto, f é uma extensao continua de f. No caso em que Y é homeomorfo
a I™ a prova é analoga. O

Uma vez que,
S - {ph AR (pe ST
D" =~ I"
St~ D"~ 1"
seguem os resultados abaixo, sendo que = denota homeomorfismo.

Corolario 1.4.4 Seja X um espaco normal e A C X um subconjunto fechado.
Seja f : A — S™ continua e nao sobrejetora, entio f pode ser estendida

continuamente a X.

Corolario 1.4.5 Seja X um espaco normal e A C X um subconjunto fechado.

Seja f : A — D™ continua, entdo f pode ser estendida continuamente a X.

Corolario 1.4.6 Seja X um espaco normal e A C X um subconjunto fechado.

Seja f: A —— S% continua, entdo f pode ser estendida continuamente a X.
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1.5 Dimensao topoldégica

Nesta secao definiremos o conceito de dimensao topoldgica, e a partir

dai enunciaremos alguns resultados pertinentes a teoria da dimensao.

Definicao 1.5.1 Uma colecao T' de subconjuntos de um espagco X ¢é dito ter
ordem m + 1 se algum ponto de X estd em m + 1 elementos de I', e nenhum

ponto de X esta em mais do que m + 1 elementos de I.

Definicao 1.5.2 Sejam I' e 8 colegoes de conjuntos, dizemos que 3 refina I’

se para cada B € (3, existe A €T tal que B C A.

Definicao 1.5.3 Um espaco X € dito ter dimensao finita se existe algum
inteiro m tal que para toda cobertura aberta I' de X, existe uma cobertura
aberta B de X que refina I' e tem ordem menor ou igual a m+1. A dimensao

topologica de X € definida como sendo o menor valor de m para que isto ocorra.

Observacgao 1.5.1 A dimensao topoldgica de um espaco X € denotado por

dim X.

Exemplo 1.5.1 Todo conjunto com a topologia discreta tem dimensao

topoldgica igual a 0.
Listaremos abaixo alguns resultados que envolvem dimensao topolégica.

Definicao 1.5.4 Uma n—wvariedade topoldgica é um espago M de Hausdorff
com base enumerdvel tal que para cada ponto p € M existe uma vizinhanca

aberta de p que é homeomorfa a um aberto do espago euclidiano R™.
Teorema 1.5.1 ([9]) Se M é uma n-variedade topoldgica entio dim M = n.

Segue diretamente das definigoes de n—variedade topolégica e de acao

propriamente descontinua o seguinte resultado
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Teorema 1.5.2 Se G € um grupo topoldgico que atua sobre uma n—variedade
topologica M de tal forma que essa acdao € propriamente descontinua entdo o

espago de orbitas M /G € ainda wma n—variedade topoldgica.

Corolario 1.5.1 Se M é uma n—wvariedade topologica que é um G—espago
sendo G um grupo finito, entdo o espago de orbitas M /G € uma n—variedade

topoldgica e portanto dim M /G =n = dim M.

Prova: Pelo lema 1.3.1 a acao é propriamente descontinua, logo pelos teoremas

1.5.2 e 1.5.1 acima segue o resultado. O

1.6 Categoria de um espaco

Em 1930, Ljusternick e Schnirelmann ([8]) introduziram a nogao de
categoria de uma variedade M. Essa mesma definicao se aplica a um espagco
topoldgico arbitrario, além disso a categoria de um espaco X é um invariante

homotopico.

Definicao 1.6.1 A categoria de um espaco topologico X € o menor niumero

de conjuntos fechados e contrdteis em X que formam uma cobertura de X .

Observacgao 1.6.1 Na definicao acima quando dizemos que F C X é um
conjunto fechado ”contrdtil em X7, queremos dizer que a inclusao j : F — X
¢ homotopica a uma aplicacdo constante. Assim, por exemplo S' € contrdtil

em S%, embora S' ndo seja contrdtil.
Observacao 1.6.2 Denotaremos a categoria de X por cat X.

Teorema 1.6.1 cat X =1 se e somente se X é contradtil.
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Teorema 1.6.2 Se X tem o mesmo tipo de homotopia que Y entdao
cat X =cat Y.

Prova: Como X ~ Y entao existem aplicacoes continuas f : X — Y e
g:Y — X tais que fog~idy e go f ~idyx. Note que Y = U™, g7 (A)),
sendo cada g~'(A;) fechado em Y pois A; é fechado em X e g é continua.
Verifiquemos que g~*(A;) é contrdtil em Y para i = 1,...,n. Seja a aplicagio
H;: A; x I — X tal que Hy(x,0) =z e H;(x,1) = e, sendo e, um caminho
constante. Consideremos agora F; : g~ '(A4;) x I — Y como sendo Fj(y,t) =
(f o Hi)(g(y), 1), assim Fi(y,0) = (f o Hi)(9(y),0) = f(g(y)) = (fog)(y) e
Fi(y,1) = (f o Hi)(9(y),1) = f(es) = e, sendo e, um caminho constante.
Sendo G : Y x I — Y uma homotopia entre f o g e idy, entdo G|gs-1(4,)xr
¢ uma homotopia entre f o gl,-1(4,) €@ : g7'(A;) — Y a inclusdo. Portanto

cat Y < cat X, e de maneira andloga mostra-se que cat X < cat Y. O

Exemplo 1.6.1 cat S" =2, n > 0.

Exemplo 1.6.2 cat (R"*' —{0}) = cat (D" —{0}) = 2, porque ambos tém

o mesmo tipo de homotopia da S™, sendo que D" = {zx € R"™! ; ||z|| < 1}.

Listaremos abaixo outro resultado pertinente a categoria de um espaco
(c.f-[4]).

Teorema 1.6.3 Se X € conexo por caminhos e paracompacto entdo

cat X <dim X + 1.

1.7 Fibrados e Fibrados Principais

A definicao de fibrados que daremos nesta secao pode ser encarada

como a generalizacao de espagos de recobrimento , ou seja, localmente como o
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produto do espaco base por sua fibra.

Definigao 1.7.1 Sejam X,B e F espacos (de Hausdorff ) ep : X — B
uma aplicagao continua. Dizemos que p € uma fibragcao localmente trivial
com fibra F se para cada b € B existe uma vizinhanca U tal que b € U e um
homeomorfismo ¢ : U x F — p~Y(U) tal que p(¢(b,y)) = b para todo b € U e

y e F.

Observagao 1.7.1 Observe que em p~'(U), p corresponde a projecdo

UxF — U. Assim, a aplicacio ¢ € chamada de trivializacao local.
Observemos também que se b € U entdo a restricao de ¢ a {b} x F — p~1(b)
¢ um homeomorfismo , ou seja, se p : X — B € uma fibracao localmente

trivial com fibra F, entao F ~ p~'(b) V b € B.

Exemplo 1.7.1 Seja p : B x F' — B dada por p(x,e) = x, entio p é
uma fibracao localmente trivial, pois dado b € B existe U = B tal que
¢:Bx F — p ' (U) =B x F dada por ¢(z,e) = (x,e) € uma trivializagio

local.

Exibiremos agora a definicao de fibrado.

Definicao 1.7.2 Seja G um grupo topologico atuando livremente pela direita
num espa¢o (de Hausdorff ) F como um grupo de homeomorfismos. Sejam
X e B espagos (de Hausdorff ). Um fibrado & sobre um espaco base B,
com espaco total X, fibra F' e grupo estrutural G, consiste numa fibragao
localmente trivial p : X — B junto com uma colegao ) de trivializagoes

locais ¢ : U x F' — p~1(U), chamadas cartas sobre U, tais que:

(i) cada ponto de B possui uma vizinhanga sobre a qual existe uma carta em

Q.
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(11) se ¢ : U X F — p Y (U) estd em Q eV C U, entdo a restricio de ¢ a

V x F estd em §).

(iii) se 1, ¢ € Q sao cartas sobre U, entdo existe uma aplicagao 0 : U — G

tal que ¢ (u,y) = ¢(u, yb(u)).
(iv) o conjunto 2 € maximal satisfazendo (i),(ii) e (ii7).

Denotamos o fibrado acima por £ = (X, p, B, F, G). Algumas vezes, o

espago total de um fibrado € é denotado por E(&) e o espago base por B(§).

Observacao 1.7.2 Dadas as cartas ¢ e 1 sobre U, temos que
o+ Ux F — U x F é um homeomorfismo que comuta com a
projecao m: U x F — U. Assim, seque que ¢~ (u,y) = (u, u(u,y)), sendo
p : Ux F — F a aplicagio continua dada por p = wpd ), com
mp : UXF — F aprojecao em F. Definindo 0 : U — G poryf(u) = pu(u,y),
temos que 0 do item (iit) da defini¢ao acima é completamente determinado

pelas cartas ¢ e 1.

Exemplo 1.7.2 O Fibrado Produto £ = (B x F,p, B, F, {id}).
Ja vimos que a fibracdo localmente trivial é a projecao na primeira varidvel,
¢ =1id e U = B. Observe que o grupo estrutural consiste apenas do elemento

neutro (id : F' — F).

Definicao 1.7.3 Dados G—espacos X e Y, dizemos que uma fungao continua
f: X — Y € equivariante se f(g-z) =g - f(x) Vg€ G, v € X, ou seja,

o diagrama

Gx X2 X

idGXfJ/ lf
Y

GxY——Y
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comuta, sendo ¢ e 1 as acoes de G em X eY respectivamente.

Teorema 1.7.1 Considere o fibrado £ = (X, p, B, F, K), suponha que G atua
sobre F' pela esquerda e que as agoes G e K comutam ((g(yk) = (gy)k V g €
G, k€ K ey € F). Entdo existe uma unica ac¢ao de G sobre X tal que
plgr) = plx) Vg e GeVar € X ecada carta o : U x F — pY(U) ¢

equivariante [onde G atua em U X F por (g, (u,y)) — (u, gy)].

Prova: A acao € definida pela equivariancia das cartas e € suficiente provar
que esta independe da escolha das cartas sobre U. Sendo assim, € so mostrar

que cada o) : U x F — U x F € equivariante. Mas

g™ W(u,y)) = gu,yb(u))
= (u,9(y0(u)))
= (u,(g9y)0(u))

= o "(u, gy) = ' U(g(u,y)).
O

Defini¢do 1.7.4 Um fibrado & = (X, p, B, F,G) é chamado G-fibrado prin-
cipal se sua fibra F' coincide com seu grupo estrutural G e a agao GXG — G

¢ dada pela multiplicacao do grupo.

Por razoes dbvias denotaremos tal fibrado principal por (X, p, B, G).
Seque imediatamente do teorema 1.7.1 e da definicao acima o sequinte

coroldrio

Coroldrio 1.7.1 Seja (X,p, B,G) um fibrado principal, entao existe uma

agao livre de G sobre X tal que p(gx) =p(x) Vg€ G eV x € X . A aplicagao
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p : X — B induz um homeomorfismo X/GLB, sendo X/G o espago de

orbitas da acao.

Reciprocamente, se X € um G—espaco a esquerda entio (X, m, X/G,G)
¢ um G—fibrado principal, sendo m : X — X/G a proje¢ao de X sobre o

espaco de orbitas da acao.

Exemplo 1.7.3 Sejam G um grupo topologico, X um espago topologico e
G xG — G a multiplicacao de G entao sep: X xG — X € a projecao natu-
ral temos que (X xG,p, X, G) é um G— fibrado principal, chamado G—fibrado

trivial sobre X e denotado por e(X,G). A agao de G em X x G € dada por

g(x, h) = (z, gh).
Exemplo 1.7.4 (S",n,RP™, Zs) € um Zs—fibrado principal.

Ezemplo 1.7.5 (S* ', 7, L(p,q1,--,qn),Zy) € um Z,—fibrado principal

(c.f. exemplo 1.3.5).

Exemplo 1.7.6 Se { = (X,p, B,G) é um G—fibrado principal e A C B um
subespago de B entio {|a = (p~'(A),plp-1(a), A, G) € também wm G— fibrado

principal chamado restricao de & ao subespaco A.

Definigao 1.7.5 Dados ¢ = (X,p,B,G) en = (Y,q,C,G) dois G—fibrados
principais, entao um morfismo de G-fibrados principais, ou um
G-morfismo de € em n é um par (f,f) : € — 1, sendo f : X — Y

uma aplicacao equivariante, f: B — C' continua tal que o diagrama

Z

bS]
<~
~
e
Q

Z'E

A

comuta, isto é, qo f = fop.
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Diz-se usualmente que uma aplicacao f satisfazendo as condicoes acima
é uma aplicacao que cobre f ou que f é coberta por f .

Se ¢ =(X,p,B,G)en=(Y,q, B,G) sao G—fibrados principais sobre
um mesmo espaco base B entao um B—morfismo de £ em 7 é um morfismo
de fibrados principais da forma (idg, idg).

Dois G—fibrados principais £ = (X,p,B,G) e n = (Y,q,C,G) sao
isomorfos (not. £ = n) se existe um G —morfismo (f, f) : & — n tal que fef
sao homeomorfismos. Notemos que neste caso ( f LY i — € 6 também

um G—morfismo.

Teorema 1.7.2 Todo G—morfismo entre G— fibrados principais sobre o

mesmo espaco base B € um isomorfismo.

Defini¢ao 1.7.6 Sejam ¢ = (X,p,B,G) um G-—fibrado principal e

f : By — B uma fung¢ao continua. O fibrado induzido ou pull-back
de & por f, denotado por f*(§) = (X1, p1, B1,G) € o G—fibrado principal com
espago base By, espago total X1 = {(b1,x) € By xX ; f(b) =p(x)} C By x X,
a agao livre G x X1 — X3 € dada por g(by,z) = (b1,9x) ep; : X1 — By €

dada por pi(by,x) = by.

Observemos que f : X1 — X dada por f(bl, x) = x é uma aplicagao
equivariante e po f = f opy, ou seja, (f, f) : f*(€) — € é um G—morfismo

de f*(¢) em ¢ chamado morfismo canénico de um fibrado induzido.

Exemplo 1.7.7 Sejam & = (X,p, B,G) um G—fibrado principal e A C B

um subespago de B. Se j : A — B ¢é a inclusao entio j*(§) = £|a sendo

~

j:p Y (A) — E(*(€)) dada por j(z) = (p(x),z).
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Exemplo 1.7.8 Sejam ¢ = (X,p,B,G) um G-—fibrado principal e

¢ : By — B uma aplicagao constante igual a vo € B. Entio c*(§) =
e(B1,G) = (B1 x G,p1,B1,G), sendo ¢ : By x G — E(c*(§)) dado por
é(by,g) = (b, é(x0,9)), sendo ¢ : U x G — p~Y(U) uma carta sobre uma

vizinhanc¢a U de xg.

O préximo teorema que vamos enunciar abaixo vai ser de grande uti-

lidade no capitulo 4, a sua demonstracao pode ser encontrada em [3].

Teorema 1.7.3 Sejam f,qg : B — B’ duas aplicagées homotdpicas, sendo
B um espaco paracompacto, e seja & = (X, p, B/,G) um G-fibrado principal

sobre B'. Entdo *(£) e g*(&) sdo isomorfos.



Capitulo 2

Uma boa estimativa do teorema

de Borsuk-Ulam

Neste capitulo analisaremos uma generalizacao do teorema cléssico de
Borsuk-Ulam. O intuito aqui nao é provar o teorema, mas verificar que a
sua estimativa nao pode ser melhorada. Além disso, enunciaremos e provare-
mos um resultado que sera de grande utilidade no capitulo 5. Sendo assim,

comecemos enunciando o

Teorema 2.0.4 (Borsuk-Ulam) Seja

n>m (2.1)

eh :S" — R™ uma aplicacdo continua. FEntao existe um x € S™ com

h(z) = h(A(z)), sendo A : S™ — S™ a aplicagdo antipoda dada por A(x) = —x.

J& vimos no Exemplo 1.3.3 que A : S — S™ gera uma Zs-agao livre
em S", sendo assim é natural substituirmos a aplicacao A por uma aplicacao
f 8" — 8" gerando um Z,—acao livre em S™ e perguntarmos se para toda

aplicagao continua h : S — R™ existe um x € S™ com h(x) = h(f(x)).

29
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Essa questao tem sido extensivamente estudada nao somente para as
esferas, mas para espacos mais gerais. Para as esferas temos o seguinte resul-

tado:

Teorema 2.0.5 (Borsuk-Ulam generalizado)(c.f. [7],[12]) Sejam p um nimero
primo, m,n € N com

n>m-1)(p—1)+1 (2.2)
e seja f : S" — S™ gerando uma Z,- agao livre em S™. Entdo para cada

aplicagdo continua h : S™ — R™, existe um x € S™ com h(z) = h(f(z)).

Observacao 2.0.3 Para p = 2 a estimativa (2.2) € a melhor possivel, pois
neste caso se considerarmosn < (m—1)(p—1)+1, teremos n < m, logo basta

tomarmos h : S™ — R™ como sendo a inclusao que € uma aplica¢do continua

e além disso tem-se que h(f(x)) # h(z) V x € S™.

O que faremos agora é verificar que a estimativa (2.2) no teorema de
Borsuk-Ulam generalizado também nao pode ser melhorada para p > 3 sendo

P um numero primo.

Teorema 2.0.6 Sejam m € N — {0,1}, p > 3 um nidmero primo,

L= {(x1, 29, ..., z,) € (R™71)? ZxZ—OGRm D!

S = Sm=lp=1

e : S — 8 dada por p(x1,x2,...,x,) = (T2, ..., xp,x1). Entdo existe uma

aplicacao continua h : S — R™ com h(z) # h(p(x)) V z € S.

Prova: Seja hy : S — R™! dada por hy(x1,22,...,2,) = x1. Como h; ¢é a

primeira projecao temos que h; é continua. Considere também d: S — R a
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aplicacao continua definida por

d(z) = |[(h(e(2)) = hi(@), ha(0*(@)) = ha(@(x)), ooy ha(9” (@) = ha(" " (2)))]

= H(JZ‘Q — T1,T3 — T2y..., 1 — Jj'p)H

sendo ||| : (R™ ') — R a norma euclidiana. Desde que (z1,x2,...,x,) #
(0,0,...,0) e 1 + 2 + ... + x, = 0 temos que d(z) # 0V x € S. Observe
também que pela definicdo de d e ¢ temos d(x) = d(¢(x)) V = € S. Seja
a: R — [0,1] uma aplica¢do continua com a(0) = 1e a(t) =0V ¢ > \/?ﬁ.

Seja g : S — R definida por

i) = [[a ) b,

Observe que g é uma aplicacao continua, pois é soma, produto e composicao
de funcoes continuas. Seja h : § — R™ a aplicacao continua dada por
h(z) = (hi1(x), g(x)). Provaremos que h(z) # h(p(x)) V z € S. De fato:

se hy(z) # hi(p(x)) ¥V o € S, entdo a aplicagdo h tem a propriedade desejada.
Suponhamos entao que exista x € S tal que hy(z) = hi(¢(x)). Pela defini¢ao

de d e a deve existir j € {0,1,...,p — 1} com

1h1 ("~ () = ha ("7 ()

o a0 )=0
pois, se V j € {0,1,...,p — 1} tivermos a(||h1(”p7j(w));(};l)(”p7jfl(x))H) # 0, entao
|1 — 2] [ 2p — 2p |2 — 4|

e dai, pela definicao de o teremos

lo =@l _ VP o —apall VP flza -l VP

d(x) p’ d@) p’ T A p

Como a fungdo f : [0, +00) — [0, +00) dada por f(z) = z* é crescente temos

Jos =l oy —mpal? 2=l B, P, L AP
@@e @@ @y ) T et =1
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Mas por outro lado, como d(z) = ||(z2 — x1, 23 — Ta, ..., 11 — )| € z; € R™!

Vi=1,..,p entao

21 —p | + lzp—zp- ? o g 2 lz1—apl® Hllzp—zp-1 |2+ Fllza -z _

(d())? (d())? d(=)* (d())?

ou seja, 1 < 1 o que é um absurdo. Sendo assim, para esse r € S com

hi(p(x)) = hi(x) temos que

T a7 (@) — (@ @)
1L () |

=0

i d(x) d(x)
_ ”‘za ("3 (@) = (@) Mhale(@) = @)

th PP (z)) — ha(? 7 ()]
Ha i) ).a(0)

1h1 ("7 () = ha ("7~ ()|
Ha( a0 )

J=0

Ainda supondo que hy(z) = hi(¢(x)) temos que

Jole)) = ga(uw a+1(d(>;(;;1<¢p—j<x>>”)
_ s Z ol ) bty
I ’;2‘;;0@( (e ta) = e
O Z H At e - e,
o joa(nhl«o - <as>>d—($1<w1<x>>||)
= 1+ g()

em particular g(¢(x)) # g(z). Portanto, se existe x € S com hy(z) = hy(¢(x))
o que acabamos de ver acima nos garante que para esse r € S teremos

h(z) # h(p(x)), o que finaliza a prova do teorema. 0

H?a( (e () = (@) 07 (a) = ha(e 0 )

)
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. hi(oP= 3+ ()Y —hq (0P~ (2 hi(oP= 9 (x))—hi (P~ 9= (2
(+) Seja A; = o@D o B, = oIl @D hue? Nl

Note que, Bj = A;11 ¥V j € {0,1,...,p— 1} e além disso para hy(x) = hy(p(x))

temos Ay = a(O) =1, dal' segue que

p—2 1 p—2
ZHA—HA +HA +HA—|— —I—HA = Ap. AL+ Ag Ay As 4+
=1 j=0 7=0 7=0 7=0

Ag A Ag Ay = A+ A Ay ot Ay Ao Ap 3. A, .

Por outro lado temos que

p—3 1 p—3
N fHB +HB +HB + ...+ [ Bi = Bo + Bo.Bi + Bo.B1.B,
i=0 j=0 j=0 j=0 j=0 Jj=0

+...+ Bo.Bl...Bp_4.Bp_3 - Al + Al.AQ + Al.AQ.Ag + ...+ Al.AQ...Ap_3.Ap_2

As préximas duas afirmagoes abaixo vao nos permitir tirar conclusoes

sobre a estimativa (2.2) do teorema de Borsuk-Ulam generalizado.

Afirmagao 2.0.1 S € uma esfera ((m —1)(p—1) — 1) — dimensional contida

em S(m—br—1,

Prova: Para m > 2 e p um numero primo temos que (m — 1)(p — 1) <
(m —1)p — 1. Considere T : (R™1? — R™! dada por T'(z1, 2, ...,x,) =
1+ 22+ ...+, . Nao é dificil verificar que T' é uma transformagao linear
sobrejetora. Como o Ker T' = L, o teorema do nicleo e da imagem nos garante
que dim L = (m — 1)(p — 1), ou seja, L é um subespaco vetorial de (R™1)?
com dimensdo (m — 1)(p — 1). Logo podemos afirmar que S := S™m=1r=1 [,

é uma esfera ((m — 1)(p — 1) — 1)) — dimensional. O
Afirmacao 2.0.2 A aplicacao ¢ gera uma Zy-agdo livre em S.

Prova: Usando a definicdo da aplicacdo ¢ temos que ¢P(xq,29,...,x,) =

(21,29, ..., xp) ¥V x = (21,29, ...,2,) € S. Além disso, ¢ nao tem ponto fixo,
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pois se existir € S tal que p(z) = = teremos:
o(x1, X9, .oy xp) = (X1, Xa, ...y Tp) == (T1, T2, oo, Tp) = (T2, T3, ..., T1) = X1 =
Ty = ... = T, 0 que é um absurdo, pois 1 +z2+ ...+ x, = 0 e (v1, 22, ..., 7,) #

(0,0, ...,0).

Observagao 2.0.4 Se assumirmos que p > 3, entdo o nimero (m —1)(p—1)
¢ par para qualquer m € N — {0,1}. Portanto pelo Teorema 1.3.5 nao existe

Zy-acdo livre na S™=DP=Y parg p > 3.

Juntando o teorema 2.0.6, as duas afirmacoes acima e a observagao
que acabamos de fazer podemos afirmar que para p > 3 o numero n =
(m—1)(p—1)+1 da estimativa (2.2) do teorema de Borsuk-Ulam generalizado
é o menor possivel, pois se n < (m — 1)(p — 1) + 1 podemos encontrar uma
Z,—acio livre o : S=DE-1-1 __, gin=1)(p=1)=1 ¢ p . GIm=Dl-=L _, Rm

continua tal que h(z) # h(p(x)) V 2z € SMm=Dr-D-1,

O préximo teorema que vamos enunciar e provar nos garante que dada
a Z,—agdo livre ¢ : Sm=DE-D=1 . gm=DE-D=1 ¢omo no teorema 2.0.6
existe uma cobertura da S~ D®=1=1 por fechados Uy, ..., Uy, com U;Np(U;) =

() parai=1,...,4m.

Teorema 2.0.7 Seja M um espaco normal, p um numero primo, e seja
f M — M gerando uma Zy-acgao livre em M. Seja m € N tal que existe
uma aplicagao continua h : M — R™ com h(x) # h(f(x)) ¥V x € M. Entdo
existem conjuntos fechados Uy, ..., Uy C M com U?ZIU]- =M eU;nf(U;) =0

para j =1, ...,4m.

Demonstracao: Seja g : M — S™ ! definida por

_ @) ) .
g(x) = (@) = @) (91(2), g2()-., g (2)) -
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Para cada | € {1,...,m} definamos os seguintes conjuntos

1

vm

Wit = {z € M;g(z) > 0}

Ry =A{x € M;|g(z)| >

W ={r e M;g(z) <0}

RF=RNW~ .

Cada subconjunto definido acima é fechado em M. Fixemos [ € {1,...,m} e
consideremos primeiramente R;" e W, .

Seja x € M com f(x) € R;f. Entdo para algum j € {0,...,p — 1} devemos ter

(R(fP7 1 (@) = h(f7 (2))) < 0

sendo (h(fP~9t(z)) — h(fP77(x))); a [—ésima coordenada de g(fP~7(x)) mul-
tiplicado por ||h(fP~7*1(z)) — h(fP77(x))||. De fato:

Como f(z) € R, entao

ou seja,
\/%-Hh(ﬁ(x)) —h(f@)| < (h(f*(x)) = h(f(2))),

Suponha que (h( 7~ (x)) — h(f7~3(@)) = (A(f*+1 ()} = (A(f* (@) >
0V j € {0,....p— 1}. Dai segue que

T IR () = R(f (@) < (h(f(2)) = h(f () = (B(f*(2)))i = (h(f(2))) <
(h(f2(2))) — (h(z))r < (R(f(2))) — (h(z)) < ... < (R(fP7H (@) — (A(z)) <
(h(x)); — (h(x)) = 0, 0 que é um absurdo.

Como Rf e W, sio fechados disjuntos, pelo Lema de Urysohn existe uma

aplicagao continua ay : M — [0,1] com ay|p+ =1 e ayfy— = 0. Sendo
I I
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assim, pelo que acabamos de ver acima, se z € M com f(z) € R temos que

(g(fP77(x))); < 0 para algum j € {0,...,p — 1}, isto é, fP~7(z) € W,". Dai

segue que
0 = Ha+ (7 H (fr @)as (7 ()
= Hm(fp’j(x))-w(f(w)) = Ha+(fp*j(x)) 1
j=0 Jj=0
p—2
= Ha+(fp_j(x))
=0
p—2 k
Defina a aplicagao continua by : M — R por b, (z l_IaJr (fP(x
k=0 j=0
Provaremos agora que se € M com f(z) € R;", entdo b, (f(z)) — by(x) = 1.
De fato:
p—2 k A p—2 k
be(f(2) =bi(@) = Y JJac(7 (@) = D [ ar (£ (@)
k=0 j=0 k=0 j=0
p—2 k 4 p—2 k
= 1+ a7 @) = > [[ar(f7 ()
k=1 j=0 k=0 j=0
p—2 k p—3 k p—2
DS a7 @) - S T8 - [ B
k=1 j=0 k=0 j=0 =0
p—2 k p—3 k
2 Y a7 @) = YT (@) ~0
k=1 j=0 k=0 j=0
p=3 k p—3 k
ERED I | ERGAIOIEDB) | ERG)
k=0 j=0 k=0 j=0
= 140
= 1

(xx) Seja A; = ay(fP7(x)) e B; = ay(fP7(x)), note que Ag = 1 e B; =

Aj V5 €{0,1,..,p— 1}, logo temos que

p—2 k p—2 k
S ITac(r 7 @) => 1] A _HA +HA + .. +HA = Ag. Ay +
k=1 j=0 k=1 j=0

Ag. Ay Ag + o+ Ag A Ay Ay 2_A1—|—A1 A2+ AL A2 A

Por outro lado temos que
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p—3 k p—3 k p—3
STTac(r @) =Y B = HB +HB+ + 1B = Bo + Bo.By
k=0 j=0 k=0 j=0 j=0 j=0 J=0

+.. ‘I'BO Bl Bp_g :Al+A1.A2+...+A1.A2...Ap_2

Defina ¢y : M — S* por cy(x) = eP+@7 e 05 seguintes conjuntos

» 1
‘D1 — {€2mt;0 S t S g}
4 1 2
Do = 2mit, — <t< Z
4 2

Além disso defina também G, = R Nc¢;'(Dg) para d € {1,2,3} el €
{1,2,...,m}. Como cy é continua temos que GZ{J ¢é fechado em M para cada d.

Da mesma maneira que foi feito anteriormente podemos definir uma funcao

a- : M — [0,1] com a_|p— = 1 e a_[p+ = 0, obtendo-se ainda uma
1 !
p—2 k

funcao b_ : M — R dada por b_(x) = g Ha_(fp_j(x)), tal que V.o € M

k=0 j=0
com f(z) € R; tem-se b_(f(x)) —b_(x) = 1. Além disso podemos definir

_: M — 5" por ¢ = €™ ¢ 0s conjuntos fechados G, = R, Nc¢Z'(Dy)
para d = 1,2,3. Sendo assim, defina os seguintes conjuntos H;; = Gil UG,
Hy; = G;l, Hs; = GQ_J e Hy = G;l U G;l. E obvio que os conjuntos H;; sao
fechados em M para i = 1,2,3,4, e além disso é facil ver que R; = UleHu
sendo | € {1,2,...,m}. J& sabemos que se x € M com f(z) € R teremos
bi(f(z)) = by(z) + 1. Dal segue que by (f(x)).mi = by(x).mi + mi. Logo
co (f(x)) = d+U@Nmi — ha(@)mi gri _ ghile)mi (_1) = _ebs@mi — _¢ (), ou

seja, nao existe d € {1,2,3} com cy(z), ¢ (f(x)) € Dy simultancamente.
Afirmacgao 2.0.3 H;; N f(H;,;) =0 Vie{1,2,3,4} el € {1,2,...,m}.

Prova: A prova desta afirmacao sera divida em dois casos:
Caso 1: G, N f(Gy) =0V de{l,2,3}ele{l,2,..,m}.

Suponha que exista z € Gf,Nf(G,). Isso implica que z € GF, = R Ne;'(Dy)
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ex € f(Gy)), ouscja, z = f(y) onde y € Gy;. Como ¢y (z) = ¢y (f(y)) € Da e
¢+ (y) € Dy, a discussdo acima nos garante que isso é um absurdo. Portanto,
Gy, N f(Gy) = 0, e de maneira andloga mostra-se que Gy, N f(Gy) = 0
Vde{l,23).

Caso 2: G, N f(Gy)=0Vde{l,3}elec{l,2,...,m}.

Suponha que z € G, N f(Gy;). Tsso implica que = = f(y) onde y € G, =
Ry Nne-'(Dg) € Ry € W) ex € G, = R N¢;'(Dy). Usando a definigao
da aplicagao a; temos a;(f(y)) =1 e ay(y) =0. Assim para 1 < k < p—2

temos que

H a:(f7 () = as(f(©)-ar(y)-ar (fP7(y) - ar(fF () =0

—2 K

Logo, b (F0) = 3 [ (77" (9) = 4. ((4)) = 1 & consequentemente
k=0 j=0

ci(fly)) = U™ — em e Dy\Dy U Ds, ou seja, f(y) € G3\GY, UG,

i

Portanto, G:{J N f(Gy;) = 0 e analogamente mostra-se que G, N f(Gr) =10

v de{1,3}. 0
Afirmagao 2.0.4 M =U" | R,

Prova: Basta mostar que M C U R;. Para isso seja x € M. Como
g: M — 5™ temos que g(z) = (g1(2), ..., gi(x), ..., gm(x)). Sendo assim
para algum [ € {1,...,m} temos que g;(z) < \;—% ou g;(z) > \/% Isso implica

que z € R; para algum [, ou seja, v € U R;. ad

Portanto, pela afirmacdo acima M = U™ R, = U™ (UL H;;) =
UgneaHiy, sendo A = {1,2,3,4} x {1,...,m}. Como a cardinalidade de A

é 4m o teorema é verdadeiro.
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Corolario 2.0.2 Sejam m,p e S como no teorema 2.0.6. FEntao existem
conjuntos fechados Uy,...,UpnC S com U;N@U;) = 0V j =1,...,4m e

4m



Capitulo 3

O génus de um Z;,—espaco

Neste capitulo introduzimos duas noc¢oes de génus de um espaco com
uma Zy,-acao livre. Exploraremos algumas propriedades dessas nogoes e a
relagao entre ambas, bem como uma relacao entre o génus de um Z,—espago

e a existéncia de aplicagoes Z,—equivariantes.

3.1 Definicoes e exemplos

Nesta se¢ao daremos duas defini¢oes de génus, e demonstraremos dois
lemas que relacionam as duas defini¢oes. Para finalizar a secao veremos alguns

exemplos que permitem entender melhor a definicao de génus.

Definicao 3.1.1 Seja p um numrero primo, entao definimos

H,={(M,f); M é Hausdorff e f: M — M gera uma Z,—a¢ao livre em M }
N, ={(M,f)e H,; M énormal }

Vamos definir abaixo o primeiro conceito de génus:

40
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Definicao 3.1.2 Seja (M, f) € H, entao definimos

LM, f)= { GCM; existem fechados disjuntos Gy, ...,G,—1 C M com

G=ULGie f(G)=G; Vi=1,.,p—1}

S(M, f) = {SC LM, f); M=Uges G}

e o génus g(M, f) é definido por
g(M, f) = min{card & ; S € S(M, f)}.

Observagao 3.1.1 Seg(M, f) =1, entao existe 7 € S(M, f) tal que card T =
1, logo 7 = {M}, mas como T C L(M, f) existem Gy, ...,Gp_1 C M fechados

disjuntos com M = U'_;G;. Portanto, M é desconexo.

Observagao 3.1.2 Seja (M, f) € H, e T = {z, f(z),..., fP"'(x)} a drbita de
x. Considere 7 = {T}yenr. Como T € L(M, f) para cada x € M | temos que

T € S(M, f) e consequentemente g(M, f) < card T < card M.

Antes de definirmos o segundo conceito de génus, precisaremos antes

definir o que é uma cobertura admissivel.

Definicao 3.1.3 Seja M um espaco de Hausdorff. Dizemos que UC 2M ¢

uma cobertura admissivel de M se
(a) U € uma cobertura aberta de M

(b) existe uma familia (ty)vey de aplicagoes continuas ty - M — [0, 1] tal

que

(i) tulp— v =0

(11) para todo x € M existe um U € U com ty(x) =1
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Seja H o conjunto dos nimeros cardinais e oo um objeto que nao
pertence a H. Seja H*=HU{oo} com a ordem induzida da boa ordenagao de

‘H junto com a < 0o, V a €H.

Definicao 3.1.4 Seja p um nimero primo e (M, f) € H,. Entdo definimos
Xy ={a€H; aéo cardinal de uma cobertura admissiveld C 2M tal que
para todo U € U existem abertos disjuntos Uy, ..., U,y C M com Uf:_ol U =U
e f Ug) =U; Vi=1,..,p—1}

se tal cobertura admissivel U existe, e Xy, r = {00} caso contrdrio.

Como X7y C 'H* ¢é nao vazio e H* é um conjunto bem ordenado,
podemos afirmar que X, ¢ possui um elemento minimo, sendo assim considere

a definicao abaixo.

Definicao 3.1.5 Seja p um nimero primo e (M, f) € H,. Entao o génus
g(M, f) € definido por

g(M, f) =minXy s
Observacao 3.1.3 Se g(M, f) =1 entao M é desconexo.

Os proximos dois lemas que vamos enunciar e provar vao nos dizer
qual a relacao entre os dois génus definidos acima . Além disso, os lemas serao

fundamentais para provar outros resultados neste e nos préximos capitulos.
Lema 3.1.1 Seja (M, f) € Hy, entao g(M, f) < G(M, f).

Prova: Se g(M, f) = oo o resultado é ébvio. Suponha {Dy},cq cobertura
admissivel de M tal que V A € © existem abertos disjuntos Dyy,Dy,,...,Dx,_,

tais que Dy = Dy, U Dy, U...UD, | e Dy, = f{(Dy,) parai = 1,..,p — 1.

p—1

Defina A = {\ € Q; tp,(z) = 1 para algum = € M}. Seja x € M. Como

{Dy}req ¢ cobertura admissivel de M, existe A € A tal que tp, (z) = 1. Além
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disso, como tp, (M — D)) = 0, podemos afirmar que x € D). Mas sabendo
que Dy = Dy, U Dy, U...U D, , podemos supor(reindexando se necessario)
que x € D,,. Seja C, a componente conexa de x em D). Logo C, C D,,.
Como tp, : M — [0,1] é continua entdo tp, (C,) é conexo em [0, 1], logo
tp, (C;) é um intervalo em [0, 1], em outras palavras existe 0 < ¢, < 1 tal que
tp,(Cy) = (ex, 1] ou tp, (Cy) = [e4,1]. Seja 0, = =FL. Entdo [4,,1] C tp, (Cy).

Definamos agora o seguinte conjunto:

Fyy = tp, ([02,1]) 0 (M — (Dy, U Dy, U...U Dy, )

Desde que tp, é uma aplicacao continua e [d,, 1] é fechado em [0, 1] podemos

afirmar que F), é um conjunto fechado em M.
Afirmacao 3.1.1 F), C D,,

Prova: Sejay € I\,. Entao tp,(y) € [0,,1] ey € M — (D5, UD,,U...UD,_,).
Como 6, > 0 entdo tp, (y) > 0, ou seja, y € Dy, pois se y ¢ D, terfamos que
tp,(y) = 0. Mas também y ¢ D), U D,, U...U D, _,. Logo podemos afirmar
que y € D,,, como queriamos. O

Defina os seguintes conjuntos: Fy, = f(F),)i=1,2,...,p—1. Como f
¢ um homemorfismo e F), é fechado em M podemos afirmar que F), ¢ fechado

em M, Vi=12 .. p—1.
Afirmacao 3.1.2 F\, C D,,, t=1,..,p—1.

Prova: Como F\, C Dy, e Dy, = f'(D,,) podemos afirmar que F), =
fY(Fy,) C fi{(Dy,) = Dy, ouseja, F\, C Dy,,Vi=1,..,p—1. 0
Logo, pelas afirmacoes acima temos que Fy = UP—  F\, C UP_0D,, =

D,. Portanto, para todo x € M existe A € A tal que = € F), ou seja, M =
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UxeaF). Pela Definigdo 3.1.2 podemos afirmar que g(M, f) <card A <card

Q=79(M, f), o que acaba a prova do lema .
Lema 3.1.2 Seja (M, f) € N,, entio g(M, f) = g(M, f).

Prova: Basta mostrar que g(M, f) < g(M, f). Para isso suponha {U,}aeq
cobertura fechada de M tal que para todo A € €2 existam fechados disjuntos

U)\O,UM,...,U)\ tais que U)\ = U,\0 U U>\1 J---u U,\pi1 e U)\i = fi<U)\O),

p—1
i=1,...,p— 1. Desde que M ¢ normal, existem abertos Vy,,Vy,,...,Vy,_, tais

que Uy, CVy, i =0,....,p—=1eVy,NVy =0, Vi j Defina o seguinte

conjunto,
B>\0 = VAO N f_l(vh) N (fQ)_l(VM) AERRD (fp_l)_l(vkp—l)

Como f* ¢ homeomorfismo V ¢ = 1,...,p — 1, cada V), é aberto e como a
intersec¢ao é finita podemos afirmar que B}, é um conjunto aberto. Além disso,
Uy, C By, pois, desde que f{(Uy,) = Uy, C Vj, temos que Uy, C (f/)~1(Vy,)
Vi=1,...,p—1. Defina By, = f{(By,) Vi=1,....,p—1. Como f*¢

homeomorfismo temos que cada B, é aberto em M .
Afirmacao 3.1.3 U), C B,,, 1=1,...,p— 1.

Prova: Como Uy, C B,, e U, = f(Uy,) podemos afirmar que U,, =
' (Uxy) C fY(By,) = By, ouseja, Uy, C By, Vi=1,...,p—1. 0
.

Logo, pela afirmacio acima temos que Uy = U'_ Uy, C U'; By, = B, e con-

= 1=
sequentemente M C UycqUy C UyeaBy. Como M é normal e os conjuntos U,
e M — B, sao fechados disjuntos em M V \ € §2, segue pelo lema de Uryshon
que existem aplicagoes continuas tp, : M — [0,1] tais que tp, (Uy) = 1 e

tp, (M — By) = 0. Portanto, { By} ecq é uma cobertura admissivel de M, sendo

assim g(M, f) <card Q= g(M, f), e o lema estd provado.
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Exemplo 3.1.1 Seja p > 2 primo e identifiquemos S' como sendo S' =
{ €C ;|2 =1}. Seja f: S' — S* dada por f(z) = ze . Jd vimos
pelo Ezemplo 1.3.5 que f gera uma Z,-agao livre em Sl Mostraremos que

(S, f) = 2. Para isso basta mostrar que g(S*, f) = 2, pois S* é um espago

normal. Considere 0s sequintes conjuntos

27y 27 +1
Gg.l):{zeSl;ﬂSa'r’gZSM}? j=0,....p—1
p p
e
2 1 2m(j + 1
GS-Z):{ZESl, m(2j + )_argzgm}, j=0,....,p—1.
p p

Temos que G§1) e Gf) sio fechados em S*. Além disso Gg»k) N ng) =0
j#i, k=12, fj(Gél)) = G§-1) e fj(G((JQ)) = G§2), Vj=0,...,p—1. Portanto,
tomando G = U?;(I)Gy) e G? = U?;(%Gg-g) temos que T = {GW, GP} ¢

S(SY, f) e consequentemente g(S*, f) < 2. Por outro lado como S € conexo

a Observagdo 3.1.1 nos garante que g(S*, f) > 1. Portanto, g(S*, f) = 2.

Exemplo 3.1.2 Seja f: T — T como no Ezemplo 1.3.4, entao g(T, f) > 2,
pois T € conexo e T # (). Para verificar que g(T, ) < 2 considere 0s conjuntos
abaixo

Ggl):{(x,y,z)eT; y>0ex <0}
Ggl):{(x,y,z)ET; y<0ex>0}
G[()2):{(x,y,z)€T; y<0ex<O0}
GSQ):{(x,y,z)ET; y>0ex>0}

Observe que cada ng) ¢ fechado em T,V k=12 eV j =0,1. Além disso
FGPYy =GP |k =1,2. Portanto, 7 = {GW,GP} € S(T, f) sendo GV =
Gél) U G’gl) e G® = GéQ) U GgQ), e consequentemente g(T, f) < 2. Portanto,

9(T,f) =2
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Observagao 3.1.4 O prézimo exemplo que vamos colocar abaizo vai ser de

grande utilidade no ultimo capitulo.

Exemplo 3.1.3 Seja ¢ : St — S definida por ¢(z) = 2.7 . Jd vimos pelo
Ezemplo 1.3.5 que ¢ gera uma Zq-agdo livre em S*. Mostraremos agora que
(St @) = g(St, ) = 2. Como pelo mesmo argumento do exemplo anterior
temos que g(S', @) > 2 basta mostrar que g(S',p) < 2. Para isso considere

0s sequintes conjuntos:

. 1
G = U?ZOGE-” sendo Ggl) ={ze 8", 8% <arg z < 8+ m —; )W}
41 |+ 2

G¥ = U?:0G§2) sendo G;Z) ={ze 8", —(8] —; )™ <arg z < —80 —; )W}

Temos que cada G;l) e G;Q) sdo fechados em S'. Além disso, S* = G UG®?),
Veremos agora que Gg-l) N GEI) =0 parai,j=0,...,6 ei# j. De fato:

Sem perda de generalidade podemos supor que © < j. Logo teremos que

8i+1 ; . . . .. . L, . . L.

@ < S%J, pois como © < j € 1,] sao numeros inteiros positivos temos
. . . . . . . . 8i+1 i

que j —1 > %, ou seja, 8 — 8i > 1 e isso implica que @ < 8%. Portanto,

se z € Gﬁl) ﬂGgl) entao arg z < w e arg z > w o que € um absurdo.

De maneira andloga mostra-se que GE-Q) N GZ@) =0 parai,j=0,...,6 ei#j.
Para concluirmos que g(S', @) < 2 sé nos resta provar que @(Gg.l)) = Gﬁ)l e

(G(Q)) = G, Mas isto seque direto da definigao d untos GV e G\
o(G; pacy q ¢do dos conjuntos G~ e G
Vj=0,...,6.

Observacao 3.1.5 No prozimo capitulo veremos que se (S™, f) € N,, entao

g(s™, f)=n+1.

3.2 O geénus e aplicagoes equivariantes

A partir do Teorema 1.3.4 podemos reformular a definicao 1.7.3 de

aplicagao equivariante entre Z,—espacos da seguinte forma:
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Definicao 3.2.1 Sejap um nimero primo e (M, f1), (Ms, f2) € H,. Dizemos
que P : (M, fi1) — (Ms, f2) € uma aplicacdo equivariante, se P : My — My

¢ continua e Po fi = fa 0o P, ou seja o diagrama

MlLMz

e

MlLMz

comuta.

Verifica-se facilmente que se p é primo, (M, f1), (M, f2) € H, e
P: (M, fi) — (My, f3) é uma aplicacao equivariante, entdao Po ff = f¥o P,

VEeN.

Lema 3.2.1 Seja p um nimero primo e (M, f1), (Ma, fa) € H,. Seja
P : (M, fi) — (Ma, f2) uma aplicagao equivariante. Entao, G(My, f1) <

g(My, fo).

Prova: Se g(Ma, f3) = oo é 6bvio que g(My, f1) < g(Ms, f3). Suponha entao
que D = {Dy} cq seja cobertura admissivel de M, tal que ¥V A € Q) existem
abertos disjuntos Dyy,Dy,,...,Dy,_, tais que Dy = Dy, U Dy, U---UD, , e

DM = fQZ(D)\O) 1= 1,...,p— 1.
Afirmagao 3.2.1 U ={P (D)) }rcq € uma cobertura aberta de M.

Prova: Como P ¢ continua temos que P~!(D,) é aberto em M, V \ € €.
Seja x € M;. Entao P(x) € My e como {Dj}rcq ¢ uma cobertura aberta de

M, temos que P(x) € D, para algum \ € . Daf segue que z € P~1(D,). O

Afirmacao 3.2.2 Frxiste uma familia (tpfl(DA))Pfl(D/\)eu de aplicagoes
continuas tp-1(p,y : My — [0,1] tais que tp-1(p) v — p-1(py) =0 eV x € M,

3 P7(Dy) €U tal que tp-1(p,(z) = 1.
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Prova: Como D = {D)}\cq é uma cobertura admissivel de M, existe uma
familia (¢p,)p,ep de aplicagbes continuas tp, : My — [0,1] com

tp\s—py, = 0eV ax € My, 3 Dy € D com tp,(x) = 1. Sendo assim,
considere tp-1(p,) = tp, o P : M; — [0,1] e note que se z € My — P~1(D),)
entao P(x) ¢ Dj, e dai segue que tp-1(p,)(z) = (tp, o P)(x) = tp,(P(x)) = 0,
ou seja, tp-1(p,)(z) =0V 2 € My — P7'(D,). Note também que, se z € M; e
portanto x € M, entdo existe Dy € D tal que tp, (P(x)) = 1, ou seja, existe

P~Y(D,) € U tal que tp-1(p,)(z) = (tp, o P)(x) = tp,(P(z)) = 1. 0

Como Dy = Dy, U Dy, U...UDy,_, com Dy ND, =0 Vi#j, temos que
P_I(D,\) = P_I(D)\O)UP_I(D)\l)U...UP_I(DAp_l) com P_I(D)\i>ﬂP_I(D)\j) =
(), Vi # 7. Sendo assim, para finalizar a prova do lema basta mostrar que

P7Y(Dy,) = fi(P~Y(D,,)) i = 1,..,p — 1. De fato:

P (Dy) = P (fa(Dx)) = ((f2) 7 o P)7H(Dy,) =
= (ff o P) " (Da) = (Po fI7) " (Da) =

= (Po(fi)™) (D) = (P~ (Dy,))

Portanto, g(Mj, f1) <card Q= g(M,, f3), e o lema esté provado.

Definiremos a seguir um conjunto especial denotado por F,, , ( onde p
é primo e n € N), e uma Z,-agao livre ¢, , : F},,, — F,, ,. A partir daf exibire-
mos algumas propriedades desse conjunto e mostraremos que g(F,, ,,, pnp) < n.
Além disso, dado (M, f) € N, relacionaremos o génus g(M, f) com a existéncia

de uma aplicagao equivariante P : (M, f) — (F,p, ¥n,p) para algum n € N.

Definicao 3.2.2 Sejan € N e p um numero primo. Seja

lo ={z=(z1,2,...) € (CN*;Z |j|* < o0}
j=1



49

com a norma usual do espaco de Hilbert. Defina

(

0, sen=0
{7z =(21,.,22,0,...) € l; [|z]| =1} sen € {2,4,6,...}

k
{Z = (Zlu "-7ZW707 ) € 127 HZH =1, Z@ = ‘Zwk(p)%r

para algum k € {0,1,....,p —1}}, sen € {1,3,5,...}

27 2mi

e np: Frnp — Fop dada por ¢, ,(2) = (z1e 7 ,z0e 7 ,...).
Propriedades:

(1) Se n é par F),, é a esfera S"~!, independentemente do ntiimero primo p.

2mi 4mi 2(p—1)mi

(2> Fl,p = {]‘76T’677 ,GT} C Sl

(3) Se n > 1 é fmpar, temos que F,, C S"e F,, = X°UX'U..UXP!

sendo que X* = 571 e X*¥ ~ S7 ! parak =1,...,p—1, sendo o conjunto
St ={(21,...,x,) € ST CR™; 1, >0},
Seja X* = {2 = (21, s 204, 0, .)€ Iy [|2]] = 1, 2y = \ZLMA%W}
sendo k € {0,..,p — 1}. Sendo assim é facil ver que X° = S7°',
Para k = 1,...,p — 1 considere a seguinte aplicacao hy : X* — S77!
dada por hk(zl,...,z@,zw,o,...) = (T1,%9, ey Tp_9, Tp_1, ]zwD
sendo que z; = x7 + i:pg,...,zw = T, 9 + tx,_1. Observe que hy
é continua, pois suas coordenadas sao continuas. Considere agora a
aplicagao h,;l : Sﬁ’l — X* dada por

2kmi
Rt 2y, X1, 1) = (21,0, 2w, VI—(@i+.+a22 )er ,0,..) e

Z1 = T1 + %9 .0y Zinm)) = Tp_9 + 1x,_1. Como h,;l é uma aplicacao
2
continua e hy o h,;l = idgn-1 € h,;l o h, = idxr podemos afirmar que hy
+

¢ homeomorfismo para k =1, ...,p — 1.

(4) X*NXs=S"2parak,s=0,...,p—1ek#s,sendo X¥ e X* definidos

como no item anterior.
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2kmi

Sejaz = (21, ..y Zn-1), Z(ns1), 0, ...) € X*NX?%. Entao 2men) = |2@man |e?
2 2 2 2
2571 2kmi 2571 .
€ Zminy = |Zmanle » . Como e » # e » temos que |zwmin| = 0, isto
2 2 2
é, 2ms1) = 0 e consequentemente X* N X® = {z = (21,..., 2u-1),0,...) €
2 2

ls 2]l = 1} = 5"
(5) Sen < s entao F,, C Fy, , além disso @, p|p, ,, = @np-

(6) F,, ¢ um espaco normal.
Desde que F,, , C l3 e 5 ¢ um espaco métrico, temos que F}, ,, ¢ um espaco

métrico com a métrica induzida de l. Logo F,,, é um espago normal.

(7) ¢n,p ¢ uma aplicagdo continua.

Basta observar que suas coordenadas sao aplicagoes continuas.

(8) @b (2) =2 Vz={(21,...,2,0,..) € Frp .

Segue direto da definigao de ¢y, .

9) Onp(2) # 2, V2= _(2,..,%,0,..) € F, .
Suponha que exista z = (21, ..., 2;,0,...) € F,,, tal que ¢, ,(2) = z, isto
é, (zle%,...,zje%,O, ) = (#1,..,24,0,...). Como (z1,...,2;,0,..) #
(0,...,0,0,...) entdo existe algum z; # 0 tal que zje% = z;. Isso implica
omi

quee » —1 =0, ou seja, %’r = 27k onde k ¢ inteiro. Dai segue que p = %

o que é um absurdo, pois p > 2 é um ndmero primo.

Definicao 3.2.3 Seja (F,p, ¢np) € N, como acima e k = 1,...,n. Entdo

definimos os sequintes conjuntos:

2 27 (27 + 1)
k J J
Fj():{zeFmp;|z(k2ﬁ|22n—+1,7§arg2@§7}
se k é impar e
2 2741 25 +1
Fj(k):{zEan; |z |2 > , (2] + )WgarngSM}
’ n+1 p 2 p
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se k é par, e

(k) _ | p—1pk)
FYW =U._ F;
Afirmagio 3.2.3 F,, = Up_ F(®.

Prova: Mostraremos para n um numero par. No caso em que n é um nimero
fmpar a prova é andloga. Note que Ur_, F(®) C F, . Basta entdo mostrar que
F,, C Up_ F®_ De fato:

Seja z = (21,...,22,0,...) € F,p. Entao |z]* + .. + [22[> = 1. Daf segue

Além disso temos que % <

que |%|? > &+ = 2 para algum [ = 1,...,
2

o3

(Qj;zl)w < arg z < W para algum j = 0,...,p — 1.

21
Portanto como % > n%l temos que 2 = (21, ..., 21, ..., 22,0, ...) € Fj( ) ou » =
(zl,...,zl,...,z%,o,...) € F;Ql_l) para algum j = 0,...,p — 1. Em ambos os
casos temos que z = (21,...,zl,...,z%,0,...) € Fj(k) c F® para algum k =

1,00, 20— 1,21, ....n. O
Afirmacdo 3.2.4 FONFY =0V i,j=0,...p— 1 comi # j.

Prova: Mostraremos para k£ um numero par. No caso em que k£ é um nimero

impar a prova é andloga. Suponha que z = (z1, ..., 2,0, ...) € Fj(k) N Fi(k). Dai

9 9 (2j+D)7 2(j+1)m
segue que |Zg’ > 5 , S < arg 2k < = e

MSGTQZES
P 3

2(i+1)w

; Como i # j podemos supor sem perda de ge-

2+ (2j+ D)7

neralidade que 7 < j, logo teremos que < , pois como 1 < j e1,]

sao numeros inteiros positivos temos que j — 7 > %, ou seja, 27 — 21 > 1 e isso

2(i+1)m (2j+1)m

p

implica que 2(i + 1) = 2i + 2 < 2j + 1. Consequentemente <

2(i4+1)m
p

2(i+1 ,
% o que é um absurdo. O

Portanto, arg zr < e arg zZr >
2 2

Afirmagao 3.2.5 (,pn’p(Fj(k)) = Fj(_li)l Vk=1,..neVji=0,...p—1.

Prova: Mostraremos para & um numero par. No caso em que k é um

numero fmpar a prova ¢ andloga. Seja z € gomp(Fj(k)). Dai segue que z =
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Onp(21, .. 21,0,...) tal que (21, ..., 2,0,...) € Fj(k). Sendo assim |z§|2 > 2

ntl
e @ < arg Zk < W. Observe que z = @, (%1, ...,2,0,...) =
(e%zl,...,e%zl,(),...) € F.pe \e%zgﬁ = |e%]2\zg|2 = \z§]2 > %H Além
disso arg (6%23) é dado por
2 + 1)1 2 - 2(j+ 1) 2
(2j+ r )W+—7T§arg(62sz)§—(j+)7T+—7r
p 2 p p
ou equivalentemente,
27+ 3 i 2(7+2
2j+3)m < arg (627,2&) < 2( +2)m
p 2 p
k 2j+3)7
Portanto, z = ¢, »(21, ..., 21,0,...) € 1U’j(+)1 ={zeF,,; |z§|2 > ni“ , (ﬁp Im <

271

arg (er zr) < W} e consequentemente gomp(Fj(k)) c F® . Por outro

k - .
) J+1

lado, seja z = (z1,...,2,0,...) € F](_Ii)l Dai segue que z = (z1,...,2,0,...) €

F,, tal que |z§|2 > 2o e @ < arg zp < 20497 Sendo assim,
—2mi —2mi —2mi ,
tomemos w = (z1e » yon BT Zne T ,0,...) € F,, sen épar e w =
—2mi —2mi 2(s—1)mi
(z167» o ZEE P ]zwkaT,O, .)€ F,,paras €{0,...p—1}sené

—27i

P Zg) f;

> 2 o &I 2w o arg (e
P

. Ob =22 2
fmpar. Observe que |e » z§| = |Z§| > 5 -

. . —27i
@ — 27”, ou seja, @ < arg (e » z;) < Q(JJFTUW e consequentemente
k ,
w € Fj( ), Portanto, ¢, ,(w) = (zl,...,zg,...,z%,o,...) = zsen épar e
2s7i
Onp(w) = (21, .00y 28, o, [Zean e 7 ,0,...) = z se n é impar, logo podemos
2 T
(k) (k)
afirmar que F;; C @, (). O

27 27

Lema 3.2.2 Seja ¢, : Frpy — Fopy dada por ¢, ,(2) = (z1e7 29 7, ...).

Entdo G(Fyp, ¢np) = 9(Fpp, Onp) < 1

Prova: Como F),, é normal ja sabemos que G(F,, p, ©np) = 9(Fnp, np). Basta
entao mostrar que g(F, ,, ¥np) < n. Mas pelo fato que Fj(k) ¢ fechado em £}, ,
Vi=0,..,p—1eV k=1, .,n, sendo os Fj(k) definidos como acima, temos

pelas trés afirmacoes anteriores que g(F), ,, Pnp) < 1. O
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Lema 3.2.3 Seja p um ndmero primo e (M, f) € N,. Ses = g(M,f) €
finito, entao s € o menor numero tal que existe uma aplica¢do equivariante

P (M, f) — (Fsp @sp)-

Prova: Como s = g(M, f) temos que M = U;ZIGO) sendo cada GV =
Géj)LJ...LJGI(fE1 e G§j) sao subconjunos fechados disjuntos de M V¢t =0, ...,p—1.
Além disso ft(Géj)) = GY). Mostraremos que para cada j € {1, ..., s} existem
aplicacoes P; : U_,G® — F;, com P;o fl|U_, GY = ¢;, 0 P;. Observe
que se isto ocorrer teremos P = P,, pois M = UleG(i). Considere os passos
abaixo:

Passo 1: Para j = 1 considere a aplicacdo continua P, : G — Fy, dada

2tmi

por Pi(x) = e» sex € G,g” onde t = 0,...,p — 1. Note que P, é uma

aplicacio equivariante pois, se z € G\ entdo f(z) € f(GV) = f(ft(Gél))) =

2(t+1)7i

ft“(G(()l)) = G&)l. Logo (Piof)(x) = Pi(f(z)) =e » . Mas por outro lado,

2tmi 2twi 2w 2(t+1)7i

temos que (p1,0 P)(z) = o1,(Pi(z)) =@1p(e? )=er e» =e »
Passo 2: Suponhamos que para j € {1, ..., s —1} existam aplica¢oes continuas
P U_GY — F;, com Pjo fl|Ul_, G = ;o P;. Mostraremos que existe
Pj1 U GY — Fy, com Piygo flUlly G = @)1, 0 P, Note que,
ainda para j € {1,...,s — 1} temos que UleG(i) C nglG(i) U Géjﬂ) e além
disso U_, G é fechado em U_, G U G(()Hl) que ¢é normal.

Passo 3: Se j € {1,...,s — 1} é fmpar ja vimos que F};, C S = Fj;1,. Logo
pelo Corolario 1.4.4 podemos estender continuamente a aplicagao
p o U_GY — F, C S para uma aplicagio continua
P U_,GOUGYY — 5T = Fyy

Passo 4: Se j € {1,..,s — 1} é par ji vimos que F;, = S7~' Cc S C
Fj11,. Logo pelo Corolario 1.4.6 podemos estender continuamente a aplicacao

P : U_GY — F, C S, para uma aplicacgio continua
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Piy1 UL GOUG™ — 1 C Fiia,

o
Passo 5: Defina P, : U GY — F; ., como sendo

Pjii(x), sex € U_ ,GY U G(()j+1)
@1y (Pia (fP7H(2))), sex € G l=1,..,p—1)

(1) Se x € Gl(jH) paral = 1,....p — 1 temos que fP~'(z) € fp—l(Gl(jH)) =

P

J+1 =

PG JH))) PG JH)) G(j+) Portanto faz sentido P, (fP~!(x)),
e consequentemente ¢, (P (fP7H(x))).
(2) Se z € (U_,GP UGV n GV = (U_,g9)n GV para | =
1,...,p — 1 temos que
Pi1p(Pira(f771(2))) = 1l (P (77! (@) = By (f1(f*~!(2))) = Pi(f*()) =
Pj(z) = Pji1(x)
Juntando os itens (1) e (2) acima podemos afirmar que a aplicagdo
P UfillG(i) — Fj11, estd bem definida e, além disso, pelo lema da
colagem P;1; é continua. Sendo assim, veremos agora que Pjiq o f| U]Jrl @) —

©j+1,p © Pji1. Para isso analisemos os trés casos abaixo:

Caso 1: Se x € nglG(i) é facil ver que f(x) € UzzlG(i). Dali segue que

(Pirio f)(x) = Pia(f(2)) = Pja(f(2) = Pi(f(x)) = (Pj o f)(z) =

= (pjpo P)(x) = 9jp(Pi(x)) = @jr1,(Pi(x)) =

o

Cir1p(Pir1(7)) = (Pjr1p © Piy1)(T)

1Se z € UW_,GW entao fP~Y(z) e U_,G?

“Desde que Pj o f Ui g = ¥ipo Py entao Pjo fl‘ug':lG(i) = %o
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Caso 2: Sez € GV (1 =0,...p—2), f(z) € F(GI) = F(FUGYTY)) =

le(GéjH)) sendo [ +1 € {1,...,p — 1}. Dai segue que

(P10 f)(x) = Ppal(f(@) = 53, (Pin (7Y (f(2))) =
i1, (Pi (77 (@) =

= jt1p(Pir1(2)) = (i1 © Pi1)(T)

Caso 3: Se x € G, [(x) € J(GY) = F(H(GE) = (Gy™) =

p—1 >

G(()jﬂ). Dai segue que

(Piyro f)(x) = Pia(f(x)) = Pi(f(2)) =
90j+1,p(90§;},p(ﬁj+1(fpi(pil)(x»)) =

Pirrp(Pi1 () = (0541 © Pia)()

Portanto, existe P = P; : M — Fjy, equivariante. Para finalizar a prova
basta mostrar que s = g(M, f) = g(M, f) é o menor nimero tal que existe
essa aplicacao P. Para isso, suponha que n < s e que exista P : M — F,,
equivariante. Pelo Lema 3.2.1 e sabendo que ¢(F,,, ¢np) < n temos que
s=g(M, f) < g(Fnp, pnp) <n, o que éum absurdo. 0

Definiremos abaixo quando um espaco topolégico M é n—conexo para
n > 0 e logo apds veremos em que condigdes dado (M, f) € H, existe uma

aplicacdo equivariante P : (Fy12,, Pniop) — M.

Definicao 3.2.4 Um espaco topologico M ¢é dito ser n—conexon > 0, se toda

fungao continua f : S7 — M com 7 < n admite uma extensao continua

T:Dj+1—>M.

Exemplo 3.2.1 A esfera S"' é n—conexa.
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Lema 3.2.4 Sejan € N e p um nimero primo. Seja (M, f) € H, com M ndo-
vazio e n-conexo. Entao existe uma aplicacio P : (Fyiop, Oni2p) — (M, f)

equivariante.

Prova: Mostraremos que para m € {1,..,n + 2} existem aplica¢oes
P, : F,, — M equivariante. Observe que se isto ocorrer, teremos en-
contrado P = P49 : Fy12, — M equivariante. Considere os passos abaixo:
Passo 1: Desde que M ¢é nao-vazio existe x € M. Sendo assim defina

P, : Fy,, — M como sendo Pl(e%) = fHx)Vk=0,..p—1. Notemos que

2kmi 2kmi 2mi  2kmwi 2(k+1)mi

(Prowip)(e s ) =Pi(piple ) =Piler.er)=Ple » )= f(r)=

2kmi 2kmi

f(ff@) = f(Pile ) = (foPi)(er)

Portanto, Py : (Fip,p1,) — (M, f) é uma aplicacdo equivariante.

Passo 2: Suponha que para 1 <m < n + 1 exista P, : F},,, — M equivari-
ante. Mostraremos que existe P41 @ Frpp1p, — M tal que Pj1 0 g1y =

f o Py41. Para isso considere os itens (a) e (b) abaixo:

(a) Se m é um ndmero par temos que ST C Fy,11,. Além disso, sabemos
que, existe um homeomorfismo h,, : ST — D™ tal que hy,(Fn,) =
Sm=1 onde F,, = S™ ' C S7. Como por hipétese de indugao
m—1 < ne M én—conexo, a definicao 3.2.4 nos garante que a aplicacao
P,oh t:S™ 1 — M admite uma extensao continua ¢,, : D™ — M.

Sendo assim, defina a aplicagao P41 : Finp1p — M como sendo

- 2kmi
Poii(2) = (fkogbmohmogoﬁlfl’p)(z) V2= (21,..., 2m, |z<m;2> e ,0,..) €

Foi1ponde k =0,...,p — 1. Para vermos que P,,;; estd bem definida

observe a afirmacao abaixo:
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Afirmagao 3.2.6 goﬁl_fl’p(FerLp) c ST para k = 0,..,p — 1, sendo
Omt1p : Fmi1p — Fy1p como na definicao 3.2.2.

2k - L.
Prova: Dado z = (21, ..., 2m, ]z<m+2) ler ,0,...) € Fl,,4+1, entdo pela definigao

de Y1, temos que

p—k 2(p—k)mi 2(p— k)Trz 2(p—k+k)mi

Omi1p(z) = (zme 7 .. zme |Z'm+2 e 7 ,0,...)
2(p—k)mi 2(p— k)Trz
= (e 7 ., zme |Zm+2| 0,...)
Como |ZmT+2| > 0 podemos afirmar que gofn_fl,p(z) e ST, 0

Afirmacao 3.2.7 P, .1 € uma aplicagio continua. Além disso P11 € uma

aplicacao equivariante.

Prova: Como P,,.; é composicao de aplicagoes continuas, logo é continua.

2kmi

Seja z = (21,...,2 |z(m+2)|e r,0,...) € Fu41,- Entdo pela definicao de
2mi 2mi 2(k+1)mi
Omt1,p TEMOS qUE Y1 p(2) = (2167, ,Zme |z(m+2> le”» ,0,...) sendo

k € {0,...,p — 1}. Por outro lado pela definigao de P,,;; temos que

(P10 @m1p)(2) = ("0 om0 @b ) (mi1p(2)) =
= (" 0 dm o hm o bl ,)(2) =
= (foffodmohmoghly )(z) =
= f((ffodmohmophi,)(2) =
= f(Pns(2)) = (f 0 Pnya)(2)

(b) Seja m um nimero impar, entao F,41, = {z = (21,..., 2omsn),0,...) €
2
lo; ||z]| = 1}. Seja 0 < s < 1 e k um numero natural. Defina o seguinte

conjunto:

Sks=1{z=(21,..,2k,0,...) €lo; ||z|| =1, 0 < arg z, <2ms}.
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Dai segue que

2m
S(m+1) = {Z = (21, ...,Z(m;q),o, ) S FerLP 3 0 < arg Z(m;q) < ?}

2 )

3=

Sabemos que o argumento do ntmero complexo z = 0 nao estd bem
definido, mas aqui assumimos que os elementos z = (z1, ..., Zm-1,0, ...)
2

€ F,41, também pertencem ao conjunto S+
2

l.
’p

m
1:S .
1) +

Afirmacao 3.2.8 S
2

Prova : Seja z = (21,..,2m-1), Zm+1),0,...) € Spmiy
2 2

1 Entéo Z(m+1) —
2 12 2

|z(m27+1)|ew sendo 0 < 6 < w. Como sen § > 0V 6 € [0,7], temos que z =
(21,...,2L;1>,]zw|cos 9,\zw]sen 6,0,...) € ST. Logo Swé c St
Por outro lado, seja (21, ..., Zm, Tme1) € ST Considere z; = a1 + izy, ...,
Zmo) = s + 1Tpm_1, Zmg) = Tm + 1Tme1. Como x4 > 0 temos que

arg zmsy € [0,7]. Dai segue que (21, ..., Zm-1), Z(m+1),0,...) € Smsn) 1. Por-
2 2 2 2 2

O

tanto, ST C Sty 1-
2 12

, — D™ dada por

P

Afirmacao 3.2.9 A aplica¢ao h,, : S m+y
2 b
h(z) = (Re z1,Im z1, ..., Re Z@m-1), IM Z@m-1), |2 ms1) |cos(§ arg zm+1 ))
2 2 2 2
¢ um homeomorfismo.

Prova: Seja g,, : Sms1) 1 — Sms1)
2 'p 2
ifarg Z(m;,l)

dada por g, (21, ..., Zmo)s Zmi), 0,...) =

=

)

(21, ooy Zm=1), | Zman) |€ ,0,...). Observe que g,, é continua, pois suas
2 2

coordenadas sao continuas. Além disso g,;l 0 S mtn)

1 — S+ 1dada por
2 2 2 p

(2

— arg z(m+1)
1 _ (m+1l)
9m (21, ey Z(m2_1) s Z(m;—l) s O, ) = (Zl, ceey Z(m2—1) s |Z(m;—1) |6

LSEIN)

,0,...) é uma

aplicagao continua. Como g, o g,.! = idg (ms1) 1
2 2

e g © gm = ids,, ., , temos
2o
que g, ¢ um homeomorfismo. Sabendo que f : ST" — D™ definida por

f(x1, s Ty Tie1) = (21, ..., Tpp) é um homeomorfismo, pela afirmagao 3.2.8
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podemos compor f o g,,, logo h,, = fo gn : Swmsy . — D™ dada por

2 )

D =

(21, .., z(m;n,(), ) = (=1, ooy Zm) ’Z(m;l) |cos(& arg z<m2+1))) ¢ um homeo-

morfismo. O

Afirmagao 3.2.10 Seja hy, @ Siminy 1+ — D™ dada como na afirmagao an-

2

RS

terior. Entao

B (Smtn 1 N EFpp) = hin({z € Stneny 1| arg zmn =0 ou arg zma = 28}) =
2 ’p ’ 2 ’p 2 2 p
Sm—l
Prova: Seja z = h,,(w) onde w = (21, ..., Zm+1), 0, ...) € STH 1 N F,,,. Entao
2 ’p
hm(w) = (Re z1,Im z1, Re 29, Im 29,..Re Zm-1),Im Zm-1,*|zmin]|) €
2 2 2

S 1080 Iy (S ey 1NE,) © S™ L. Por outro lado, seja (1, ..., Ty—1, Tm) €

1
2 ’p

S™=1 Entao considere z = x; + %9, ..., Zm-1) = Tym—2 + iTm_1 € Zimt1) =
2 2
(2—p)mi ,
Ty € Ty > 0 OU Zmeyy = Tpe P se x,, < 0. Dai segue que z =
2

(21, .ry Z(m;l) , Zmt1), 0, ...) € Sim

. 1 NFpp, € hi(2) = (21, ..., Tin—1, Trn). Por-
’p

tanto, S™ 1 C hy (S 1 N Fp)- O

+1)
2 ’

1
P
Pela afirmacao acima faz sentido compormos a aplicacao

P, : F,, — M com h;bl : 8™l s Sty
2 ’p

N Fnp C Fn, Sendo

assim P, o h ! : S™1 — M é uma aplicacao continua. Mas como por
hipdtese de inducao m —1 < n e M é n—conexo, a definicao 3.2.4 nos garante
que a aplicagio P, o h ! : S™!' — M admite uma extensdao continua

Om + D™ — M. Defina a aplicacao P41 @ Fiuy1p, — M como sendo

2(k+1)m
p

Prii(2) = (ffopmohy,o gofn_fl »)(2) sabendo que %7“ <arg Zmy <
? 2
k € {0,...,p—1}. Para vermos que P, esta bem definida observe a afirmagao

abailxo:

Afirmacao 3.2.11 Seja @pi1p @ Fop1p — Fog1p como na defingao 3.2.2,

entao

—k
Ot p(Fmi1p) C S

2 )

Vk=0,..,p—1.

hSA
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Prova : Dado z = (%1, ..., Zm-1), Zm+1), 0, ...) € Fj4q, temos que
2 2

2(p—k)mi 2(p—k)7i

p—k —

gomH’p(zl,...,z<m2+1),0,...) = (z1e” » ye € ,0,...). Sabendo que
2’“7” < arg Zimin < M para algum k € {0,...,p — 1} | isso implica que

_ 2(p—k)7i
%TW + 222K < rg Zgane P < (kzl)w + (ppk Sendo assim podemos

2

2(p—k)mi
afirmar que 0 < arg Zmgne 7 < 2 Portanto, gome(zl, eos Zlmt1) 0,..) C
S(m+1) 1- g

2 ’p

Afirmacgao 3.2.12 P,, .1 é uma aplicagao equivariante.

Prova: Como F,,.; é composicao de aplicagoes continuas, logo é continua.

Seja z = (Zl, ey Z(m;l) ,0, ) S Fm+1,p- Entao g0m+17p(2,’1, ey Z(m;rl) ,0, ) =
(zle%, ey z<m+1)e%, 0,...). Além disso temos que
2
2 2km i 2(k+D)m 2w
—+ —<arg zempner < ——— + —
D p 2 p p

ou equivalentemente

20k +1 i 21k +1 1
—( + )W < arg z<m+1>627 < K * )+ ]W
2 p

para k € {0,..,p — 1}. Logo pela definicao de P,,;1 temos que

(P10 @mi1p)(2) = (F" 0 b o b 0 G0 ) (Pmi1(2)) =
= (" odmohmophly,)(z) =
= (foffodmohmophi,)(z)=
= fU(ffobmohmoghi,)(2) =
= f(Pni,(2)) = (f © Pnya)(2)

Portanto, existe P = P, 5 : F, 12, — M equivariante, o que finaliza a prova
do lema.
O proximo resultado é uma simples consequéncia dos dois tltimos

lemas.
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Lema 3.2.5 Seja m > 2 inteiro e p um numero primo. Seja (S, @) como no
Teorema 2.0.6 ¢ (M, f) € N,. Entao g(M, f) < (m —1)(p—1) se, e somente

se, existe uma aplicagdo equivariante P : (M, f) — (S, p).

Prova: (=) Sen = g(M,f) < (m — 1)(p — 1), entdo pelo Lema 3.2.3
n é o menor numero tal que existe uma aplicacao equivariante
P (M, f) — (Fnp,¢np). Como n < (m — 1)(p — 1) e sabendo que
Fop € Fin—1)(p-1)p podemos considerar a inclusao j : F,,, — Fn_1)(p-1)p
que ¢ uma aplicacao equivariante, isto é, j o @n;, = QEm-1)(p-1)p © J. Além
disso como S é uma esfera ((m — 1)(p — 1) — 1)-dimensional entao temos que
S é ((m—1)(p—1) — 2)-conexo. Dai pelo Lema 3.2.4 existe uma aplica¢ao
equivariante Py : (Fim—1)(p—1),p> Pm—1)(p—1),p) — (S, ¢). Usando a propriedade
equivariante de Pj, P, e j mostraremos que P = Pyojo P, : (M, f) — (S, ¢)
é uma aplicagao equivariante. De fato:

P é continua, pois é composicao de aplicagdes continuas. Além disso,

POf = PQOjoplof:P2ojo‘;0n,pOP1:
= P2090(m—1)(p—1),pojop1:

= wpoPojoP,=polP.

Portanto, se (M, f) < (m—1)(p—1) existe P : (M, f) — (S, ) equivariante.
(«<=) Suponha que exista uma aplicacao equivariante P : (M, f) — (5, ¢).
Entao pelo Lema 3.2.1 e pela Observagao 3.1.5 temos que g(M, f) < (S, ¢) =

(m—=1)(p—1). O



Capitulo 4

A categoria do espago S"/f

Seja f : S"™ — S™ continua, gerando uma Z,—acao livre sobre S".
Baseado num resultado de Krasnosel’skii [5] serda mostrado neste capitulo que
se S"/f é o espago de orbitas dessa acdo entdo a categoria de Ljusternik-
Schnirelmann de S™/f , cat (S™/f) é igual a n+ 1, e como consequéncia desse
resultado serd mostrado que ¢g(S™, f) = n + 1 qualquer que seja a aplicacao
f:S" — S" gerando Z,—acao livre em S™. A técnica usada nos permitira

obter um majorante para o génus de uma classe ampla de Z,—espaco.

Teorema 4.0.1 ([5]) Seja (S™, f) € N,, e sejam GY) cS"i=12,...,re
j=0,1,...,p—1 subconjuntos fechados tais que S™ = U;_,G® G = U?;éG@

e fI(GY) =GV Vi=1,.,reVj=0,..p— 1. Entio
r>n+ 1.

Corolério 4.0.1 Se (S™, f) € N, entao g(S™, f) > n+ 1.

Corolério 4.0.2 Se (S™, f) € N, entdo cat (S"/f)=n+1.

Prova: Suponha que cat (S"/f) = r. Entao existem fechados Uy,Us,...,U,

de S™/f tais que as inclusdes ¢; : U; — S™/f sdao homotdpicas a uma

62
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aplicagao constante ¢; : U; — S™/f dada por ¢i(z) = y; Vi = 1,..,7.
Sendo S™/f conexo por caminhos podemos considerar todos os pontos y;
iguais a um tnico ponto y € S"/f. Consideremos o Z,—fibrado principal
& = (S, p,S"/f,Z,) sendo p : S* — S™/f a projecao que leva cada ponto
xr € S™ em sua classe. Segue do Teorema 1.5.2 que S™/f é uma n—variedade
topoldgica, donde S™/f é paracompacto [18] e como todo subespago fechado
de um espaco paracompacto é paracompacto segue que cada U; é paracom-
pacto. Sendo ¢; ~ ¢; o Teorema 1.7.3 nos garante que ¢;(§,) ¢ isomorfo a
ci(&) Vi =1,..,r. Mas pelo Exemplo 1.7.7 o Z,-fibrado principal ¢;(&,)
é isomorfo ao Z,-fibrado principal ¢|y, = (X', p,U;) sendo X' = p~'(U;) e
p = pl,-1w,) e pelo Exemplo 1.7.8 o Z,-fibrado principal c}(&,) ¢ isomorfo
ao Z,-fibrado principal produto ¢(U;,Z,) = (U; x Zy,,p1,U;,Z,). Sendo

assim, existe um homeomorfismo h; : U; X Z, — p " (U;) Vi = 1,...,r tal

que 5hi(z, k) = hy(3(x, k)), ou seja, f*o h;(x, k) = hi(z,s + k). Notemos que

S"=Uip (V)

p N U;) = hi(Uy x {0}) Uhy(U; x {TH) U ..U hy(U; x {p—1})

sendo a unido acima disjunta, e h;(U; x {k}) é fechado em p~'(U;) V¥ k =
0,...p—1eV¥i=1,..r, pois h; é homeomorfismo e U; x {k} é fechado
em U; x Z,. Usando a definicao das agoes e a propriedade equivariante do

homeomorfismo h; temos também que
FE(hai(U; x {0})) = hy(U; x {k})

VEk=0,...,.p—1eVi=1,..r. Sendo assim, definamos:



64

G = hi(U; x {k})
GO — UiléG/(;).
Como S™ = U_,G® e fk(G(()i)) = Gl(j) Vk=0,..,p—1 temos pelo Teorema

4.0.1 que r > n + 1, ou seja, cat (S"/f) > n+ 1. Pelo Coroléario 1.5.1 e o

Teorema 1.6.3 temos que cat (S™/f) <n+ 1. Assim cat (S",f)=n+1. O
Corolario 4.0.3 Se (S™, f) € N, entao o g(S™, f) =n+ 1.

Prova: Como cat (S™, f) = n+1, usando os mesmos argumentos do Corolario
4.0.2 encontramos fechados G, G® | ..., G*Y < S tais que S™ = UG,
GO = Ui;éG,(;) e fk(G((f)) = GS) Vk=0,..,p—1leVi=1,..,n+1. Portanto,
pela definigao do génus ¢(S™, f) podemos afirmar que ¢g(S™, f) < n+ 1. Mas
pelo Coroldrio 4.0.1 temos que g(S™, f) > n+1 e consequentemente g(S", f) =
n—+ 1. O

Os argumentos empregados na demonstragao do Corolario 4.0.2 nos

permitem concluir o seguinte resultado

Teorema 4.0.2 Sejam M wma n—uvariedade topologica conexa por caminhos

e f: M — M gerando uma Z,—agao livre em M, entao
g(M, ) <n+ 1.

Prova: Suponha que cat (M/f) = r. Segue do Teorema 1.6.3 e Corolario
1.5.1 que

r=cat (M/f) <dim (M/f)+1=n+1

sendo M/ f o espago de érbitas da agao gerada por f. Também existem fecha-

dos Fi,Fy, ..., F. em M/ f tais que as inclusoes ¢; : F; < M/ f sao homotépicas
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a uma aplicagdo constante ¢; : F; — M/f, ci(x) =y Vax € FyeVi=
1,...r. Como F; é paracompacto segue do Teorema 1.7.3 que ¢/ ({(M, f)) =
ci(§(M, f)) sendo (M, f) o Z,—fibrado principal (M, p, M/ f,Z,). Pelos Exem-
plos 1.7.7 e 1.7.8 temos que os espagos totais E(q (£(M, f))) e E(ci(£(M, f)))
sao respectivamente equivariantemente homeomorfos a p~!(F;) e F; x Z,,. Por-

tanto existem homeomorfismos equivariantes h; : F; x Z, — p~'(F;) donde
p~ () = Ushi(Fy x {j})
Definindo G = p~}(F)) e Gy) = hi(F; x {j}) temos que
M =u_,GY
D =140
GY =P iG;
Gg-i) sao fechados de M
CONG" =0 sej#l Yi=1,..r
PG =GY Yj=0,up—1, Vi=1,..,r
Logo pela defini¢ao do génus g(M, f) temos que g(M, f) <r <n+ 1. O

Exemplo 4.0.2 Para a esfera S™ vimos acima que o g(S™, f) coincide com
o magorante n + 1 dado pelo Teorema 4.0.2 acima , qualquer que seja a a¢ao

gerada por f.

Exemplo 4.0.3 Pelo Exemplo 3.1.2 exibimos uma f : T — T gerando uma

Zs—agao livre no toro T tal que g(T, f) =2 <2+ 1.

Exemplo 4.0.4 A acdo do Exemplo 4.0.2 acima foi obtida pela restricao da
antipoda A : R? — R3 no toro. O mesmo procedimento pode ser feito com o
bitoro, tritoro, etc., dispostos de maneira conveniente em R3 de tal forma que

A R? — R3 quando restrita a essas superficies tenham suas imagens ainda
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contidas nas respectivas superficies. Isso fornece exemplos de Zo—agoes livres
em qualquer superficie compacta orientada bidimensional. Temos pelo Teorema
4.0.2 acima que o génus dessas superficies munidas por estas Zo—agoes livres

ou qualquer outra Z,—agdo livre que possa existir deve ser menor ou igual a

3.



Capitulo 5

A propriedade Ky, ;

Neste capitulo analisaremos o Teorema de Ljusternik-Schnirelmann
generalizado, provado por Steinlein [14]. A partir dai, definiremos quando um
espago com uma Zy,-acao livre tem a propriedade K,,,, sendo p um numero
primo e m natural, e veremos como melhorar a estimativa do génus para um
par (M, f) € N7 que tem a propriedade K, ,, ¥V m > 3, quando M tem base

enumeravel.

5.1 O Teorema de Ljusternik-Schnirelmann

Nesta secao abordaremos uma generalizacao do teorema classico de
Ljusternick-Schinirelmann e veremos que de um certo modo vale a reciproca

deste teorema generalizado.

Teorema 5.1.1 (Ljusternik-Schnirelmann) Sejam My, ..., M, conjuntos fecha-
dos da S™ tal que S™ = U™, M; e M; N A(M;) = 0 para i = 1,...,m, sendo

A: 8" — S™ dada por A(z) = —x. Entdo

gS" A)=n+1<m-—1.

67
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No Teorema acima surge a idéia muito natural de substituirmos S™ por
um espaco de Hausdorff M, e A : S — S™ por uma aplicagao
f M — M gerando uma Z,—acao livre e perguntarmos em que condigoes
existe uma cobertura de M por m fechados Mj, ..., M, com M; N f(M;) = ()

para ¢ = 1,...,m. Com este intuito considere a seguinte defini¢ao:

Definicao 5.1.1 Seja m € N e p um numero primo. Dizemos que o par
(M, f) € H, tem a propriedade K, ,, se existem My, My, ..., M,, C M conjun-

tos fechados tais que M = U M; e M; N f(M;) =0 Yi=1,...,m.
Em [14] temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1.2 (Ljusternik-Schnirelmann generalizado) Sejam m natural,

m >3 e (M,f) €N, tal que (M, f) tem a propriedade K,,,. Entao

M. F) < (m—3)51+1, sep=3
- (m—3)51+2, sep>3

Para responder se vale de um certo modo a reciproca do Teorema

acima, comecemos definindo os seguintes niimeros:

Definicao 5.1.2 Seja m natural e p um nimero primo. Defina entdao

ri(m,p) = maz{n e N; V (M, f) e N, com g(M, f)<n
tem a propriedade K, ,}
ro(m,p) = max{n € N; 3 (M, f) € N, comG(M,f)=n e
(M, f) tem a propriedade K, ,}
O préximo resultado que vamos enunciar e provar abaixo nos fornece

uma relagdo entre os nimeros r1(m,p) e ro(m,p). Além disso, veremos que

ri(m,p) > ([F] —1)(p—1) parap >3 em > 4.
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Teorema 5.1.3 Sejam € N, m >4 e p > 3 um numero primo. FEntao,

(51 =D = 1) < ri(m,p) < ralm.p)

sendo [F] = mar{n € Z ; n < 7}

Prova: Mostraremos inicialmente a primeira desigualdade. Seja (M, f) € N,
com g(M, f) < ([F] = 1)(p—1) e (S,¢) como no Teorema 2.0.6 com [7F] em
vez de m. Pelo Lema 3.2.5, existe uma aplicagdo equivariante P : (M, f) —
(S, ). Pelo Corolario 2.0.2 sabemos que S pode ser coberto por 4[] < m
conjuntos fechados Vi, ..., Vym) com V; N (Vi) = 0 para i = 1,...,4[*F]. Seja
U; = P71(V;). Como P é continua temos que cada U; é fechado em M. Além

disso temos que

Unf(Ui) = P=HV)Nf(PTH(VA)) € 'PTH (VNPT (Vi) = PTH(Vinp(Vi)) =

PY0) =0 Vi=1..,4%]. Como S = 4%11/ podemos afirmar que
M = j[%l}U Se 4[%] < m podemos completar a cobertura {U;} de M com
Uymiyy = Uymyye = .. = Uy, = (), e assim concluimos que (M, f) tem a

propriedade K,,, donde vale a primeira desigualdade. Para mostrar a outra
desigualdade, suponha que r2(m,p) < r1(m,p). Dal segue que V (M, f) € N,
com G(M, f) > ry(m, p) ndo existem conjuntos fechados My, ..., M, com M =
U, M;e M;nf(M;) =0,Vi=1,..,m. Em particular parag(M, f) = r1(m, p);
o que é um absurdo, pois contraria a definicdo do nimero r;(m, p). Portanto,
ri(m,p) < ro(m, p). 0

Segue imediatamente do Teorema acima o seguinte resultado

!Basta observar que f(P~1(V;)) € P~ Y(p(V;)). Para tanto, seja z € f(P~1(V;)) =
Jy e PHV;) tal que z = f(y) = P(x) = P(f(y)) = ¢(P(y)), pois P é equivariante. E

como y € P71(V;) segue que P(y) € V;, ou seja, P(z) € ¢(V;) donde z € P~1(p(V;)).
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Teorema 5.1.4 Seja (M, f) € N, tal que g(M, f) < ([3] — 1)(p — 1) sendo
m >4 ep > 3 um nimero primo. Entdo o par (M, f) tem a propriedade

Kpp.

O Teorema acima nos diz que de um certo modo vale a reciproca do

teorema 5.1.2.

Corolario 5.1.1 Se (M, f) € N, e M é uma n—variedade topoldgica com
n< (3 -1DE-1—-1,m2>8ep>3 um nimero primo entdao eristem

fechados My, My, ..., My, tais que M = U™, M; e M; N f(M;) = 0.

Observagao 5.1.1 Algumas estimativas para o nimero ro(m,p) também sdao

conhecidas. Em [13] e [19] temos que

ro(m,2) <m —1, m € N*
e pelo Teorema 5.1.2 temos que para m > 3
—1
(m—=3)5+1, sep=3

Tg(m,p) S
(m—3)E2+2, sep>3

Diante da estimativa acima poderiamos nos perguntar se esta pode ser
melhorada. Na préxima se¢ao nos restringiremos a verificar que a estimativa
para o numero ry(m,7) sendo m > 3 pode ser reduzida considerando que o

espago M dos pares (M, f) € N7 tem base enumerével.

5.2 O génus e a propriedade K,, 7

Nesta se¢ao, nos dedicaremos a mostrar que dado um par (M, f) € Ny

com a propriedade K, 7 onde M tem base enumeravel, g(M, ) < 2(m — 2),
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VY m > 3, e consequentemente pela definigdo do numero r5(m,7) veremos

também que a sua estimativa pode ser reduzida em relagao a ja extistente em
[14].

Iniciemos com o seguinte resultado:

Lema 5.2.1 ([12]) Sejam p primo e (M, f) € N,. Sejam Aoy, Ay,....,. A, C M

subconguntos fechados com ) = Ay C Ay C ... C A,

(A — Ay, f) finito para i = 1,..,n. Entdo g(M, f) <3 g(A; — A, f).

Dado o par (M, f) € N, com a propriedade K,,,, definiremos abaixo
conjuntos especiais A; para j = 0,...,m tais que estes conjuntos satisfazem as

hipéteses do Lema acima.

Definigao 5.2.1 Seja (M, f) € N, com a propriedade K,,,. Entao para j =

1,...,m defina
Aj={z e M; {z, f(z),.. fF " (z)} C U{ZlMl}
€ Ao = @

Para verificar que os conjuntos A; definidos acima satisfazem as hipéteses

do Lema anterior observe as afirmacoes abaixo:
Afirmacao 5.2.1 A, C A, C...C A, =M.

Prova: Suponha que 7 < i para i,j = 0,...,m e considere o conjunto
A; = {z € M; {z,f(x),..., fF'(v)} € U_,M;}. Como U__ M, C U, M,
podemos afirmar que A; C A;. Para ver que o conjunto A,, = M basta

observar que U™, M; = M. O

Observacgao 5.2.1 A, = Ay, = (. Para p > 3, para ver que A; = 0 basta

observar que se existe v € Ay entao, pela defini¢ao do proprio Ay, temos que
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x, f(x) € My o que € um absurdo, pois My N f(My) = 0. Para vermos que
Ay = 0, observe que se existe x € Ay entdo x € My ou v € My. Ssuponha que
x € My. Como MyN f(M;) =0 e My f(My) = () temos que f*(z) € M,
para todo k par. Logo pelo fato de que p > 3 € impar teremos fP~(x) € My o
que é um absurdo, pois assim teremos x € My N f(M;) = (. No caso em que

x € My a prova € andlga desde que Mo N f(My) = 0.
Afirmacgao 5.2.2 Os conjuntos A; sao fechados em M para j =1,...,m.

Prova: Mostraremos que M — A; é aberto em M para j = 1,...,m. Para
isso considere a aplicacdo continua f¥ : M — M sendo k € {0,...,p — 1}.
Como nglMl é fechado em M temos que M — U{ZlMl é aberto em M,
logo Uz;é(fk)_l(]\/[ — U{lel) ¢ aberto em M. Portanto basta mostrar que
M — A; = WZU(fY)"Y(M — U_,M;). Para isso seja © € M — A;. Entdo
x ¢ Aj. Dal existe £ = 0,...,p — 1 tal que f*(z) ¢ U{ZlMZ, ou seja,
x € ()" (M — U_,M,) e consequentemente x € UY_j(f*)~""(M — Ul_, M;).
Logo M — A; € UA(F) (M — UL, M)).

Por outro lado, tomemos = € UY_;(f*)~"(M — U_, M;). Entdo x €
(f")"" (M — Ul_, M;) para algum k € {0,...,p — 1}. Dai segue que f*(z) €
M — U{lel, ou seja, © ¢ A; e consequentemente x € M — A;. Logo

UPZo(f5) MM — U M) € M — A;. O
Afirmacao 5.2.3 f(A4;,)=A4; Vj=1,...m.
Prova: Se z € f(A;) entdo x = f(a) sendo a € A;, ou seja, o conjunto

{a, f(a), ..., fP"Y(a)} € U_,M;. Como z = f(a) temos que f(z) = f*(a),

f2(z) = f3a), ..., fF"Yz) = fP(a) = a. Portanto, { /7' (z),x, ..., fP2(x)} =

{a, f(a), ..., fP""(a)} C U_,M; e consequentemente = € A;. Logo f(A;) C A;.
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Por outro lado, seja z € A;. Como f ¢ bijegao existe s € M tal que
x = f(s). Basta entdo mostrar que s € A;. De fato:
s = fP(s) = frH(f(s) = fr71(a), f(s) =z, f2(s) = f(f(s)) = f(a), ..,
F771(s) = PR f(s)) = £ ()
Como {x, f(2),..., fP2(2), fF"Y(x)} C U_,M; temos que o conjunto
{s, f(s),..., fF71(s)} C U{ZlMl, ou seja, s € A; e consequentemente o ponto

v = [f(s) € f(4;). Logo A; C f(A;). 0

Observagao 5.2.2 Como f € uma bijecao e f(A;) = A;, nao € dificil ver que

f(A] - Ajfl) = A] - Ajfl A ] = 1, L, m.
Afirmacao 5.2.4 g(A; — A;_1, f) € finito para j =1,...,m.

Prova: g(A; — Ao, f) = g(As — Ay, f) = 0 pois, Ag = A1 = Ay = (). Seja
(M, f) € N, com a propriedade K,,,. Pelo Teorema 5.1.2 segue que g(M, f)
¢ finito se m > 3. Sendo assim, considere ¢ : A; — A;_; — M a aplicagao
inclusdo. E facil ver que 7 é uma aplicacao equivariante. Logo pelo Lema 3.2.1
temos que g(A4; — A;_1, f) < g(M, f). Consequentemente g(A; — A;_1, f) é

finitoV 5 =1,...,m. O

Portanto, pelo lema anterior temos g(M, f) <> 77 g(A;— A1, f) =
>3 G(Aj — Ajq, f), sendo os conjuntos A; como na Definigao 5.2.1.

O nosso objetivo agora ¢é estimar um majorante para g(A; —A;_1, f) e
a partir disso melhorar a estimativa da Observacao 5.1.1 para rq(m, p), p > 3,

m > 3, supondo que os espagos envolvidos tem base enumeravel.
Afirmacao 5.2.5 Sex € A; — A;_; entao {z, f(z),..., P71 (x)} N M; # 0.

Prova : Sex € A; — A;_; temos que {z, f(x), ..., f*"'(¥)} C U_, M, e existe

i =0,..,p—1 tal que f'(xz) € M, pois, caso contrario, se Vi = 0,....,p — 1
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tivermos f'(z) € MjU...UM;_q, entao {x, f(x),..., fF"Hx)} C M1U...UM;_4,
isto é, x € A;_1 o que ¢ um absurdo. O

Fixado j € {3,...,m} definiremos abaixo uma subdivisao especial de

Aj — Aj—l-
Definicao 5.2.2 Seja N C Z, qualquer subconjunto. Entao defina
<N>={zre€cd;—A4; f'(r)e M <= ac N}

Observacao 5.2.3 Para a,...,a; € Z, escrevemos < aq,...,a; > em vez de

<Aay,..,q} >.

Veremos abaixo algumas propriedades do conjunto < N >:

(1) <N>#£Q=a+1¢ N VaeN.
Prova: Suponha que @+ 1 € N para algum @ € N. Daf se existe
r € < N > entao f%z) € M; e f(f*(z)) = f*T(z) € M;. Logo
M; N f(M;) # 0, o que é um absurdo. O caso em que @ —1 € N é

analogo. ad

Observagao 5.2.4 Pela propriedade (1) podemos afirmar que < N >= () se
card N > 7%1 sendo p > 3. Basta observar que ¥V N C Z, com card N > 7%1

vai existir um elementos € N tal que s =a =+ 1 para algum @ € N.

(2) Sejaa € Z, entdo f(<a+1>)=<a>.
Prova: Mostraremos primeiramente que f(< a+ 1 >) C < a >. Para
isso, seja ¢ € f(< @+ 1 >), entdo z = f(y) sendo que o elemento y
pertence a < @+ 1 >, ou seja, y € A; — A;_1 e f*T(y) € M;. Como
fAj—Aj1) =A;—A;_ temos que z € A; — A;_; e além disso f*(x) =
f*(f(y)) = f***(y) € M;. Portanto, z € < @ >. Por outro lado, suponha

que



I0)

r e<a> Entaor € A — A4 e f*x) € M;. Queremos mostrar
que existe y € < @+ 1 > tal que © = f(y). Tome y = fP~1(x). Ob-
serve que frl(y) = frPTN(a) = fo(fP(x)) = fU(z) € M;, isto &
y € <a+1>. Portanto, x = f(y) € f(< @+ 1 >) e consequentemente

temos que <@ > C f(<a+1>). 0

fU<ar,ag,....,a; >) =<p—Il+a,p—1I+as.,p—1+a, >

Prova: Mostraremos primeiramente que

fl(<m,@,...,@>) C<p—Il+a,p—I1l+ag,..p—l+a;>.

Para isso, seja ¢ € fY< a1,az,..,a, >), entdao z = f!(y) sendo
Yy €< @1, 0g,...,0; >, ouseja, y € Aj — A;j e fi(y) € M; <=k €
{a_l, CL_Q, ,aTI} Como f(Aj—Ajfl) = Aj —Aj,1 temos que xr € Aj —Aj,1

e além disso fP~*(z) = f*(y) € M; <= k € {ay,aq, ...,a,}, logo = €

<p—Il+a,p—Il+ay,...p—1+a,>.

Por outro lado, suponha que z e<p—I{+a;,p—1l+ag,....p =l +a; >,
entdioxr € A;—A;_ 1 e fPH(x) € M; <=k € {ay, @y, ..., @} Queremos
mostrar que existe y €< ay,ay, ...,a; > tal que z = f'(y). Tome y =
fP7U(z). Observe que f*(y) = fP~**(z) € M; <= k € {ay,az,...,aq}.

Reciprocamente se f*(y) € M; teremos que fP~'"**(z) € M;, mas isso

implica que p— I+ k = p—[+a; para algum i = 1,...,q, logo k = @;

para algum i = 1,...,q. Assim z = f!(y) € fi(< @y, az, ..., a5 >). O

Seja N C Z, entao

¢ fechado em A; — A;_;.

Prova: Sejam N = {ai,...,a;} C Z, e o conjunto B dado por B =
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(f)y"Y(M;) N (fe2)~ (M) N0 (fe)~H(M;). Mostraremos que
Bc |J <v>.
NC VC z,
Para isso seja © € B. Entao f*(z) € M; V a; € N. Seja V C Z, tal que
fYz) € Mj <= a € V. Dai segue que N C Vex € <V >, ou seja,

S U < V' >. Mostraremos agora que
NC VC 7,

lJ <v>csB

NC VC 7,

Para isso seja =z € U < V >. Entao existe VO N tal que
NC VC Z,
x €<V >. Dai segue que f*(x) € M;, V a € V, em particular f*(x) €
M; ¥V a€ N CV. Logo z € B. Concluimos portanto que o conjunto
B=rL(f )= U <V
NC VC 1z,
Como f* : A;—Aj_y — M é continua para todo @; € N e M; ¢ fechado
em M, temos que B = (f*) Y (M;) N (f2) Y (M;) N ...n(f) (M) é
fechado em A; — A;_;. Consequentemente, U < V > ¢ fechado
NC VC 7,
em A]’ - Aj—l- a

O préximo resultado nos dd uma estimativa para o g(A4; — A;_1, f)

quando p = 7.

Teorema 5.2.1 Se (M, f) € N; tem a propriedade K,z ¥ m > 3 e M tem
base enumerdvel, entio g(A; — A;_1,f) < 2 para j = 3,...,m, sendo os A,

definidos como na Definicao 5.2.1.

Prova: Definiremos uma aplicagao equivariante P : (A; — A; 1, f) — (S%, ¢)

sendo ¢ : ST — S a Zz-acdo livre definida por ¢(z) = z.¢'7 . Pela Afirmacdo
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5.2.5 e pela propriedade (1) do conjunto < N > temos que

Aj—A L, = <0,24>U<0,2>U<0,4>U<0>U

e pela definicao de < N > temos que a uniao acima é disjunta. Pela pro-
priedade (3) do conjunto < N > podemos rescrever o conjunto A; — A, 4

como sendo

Aj— A = f(KL,3,5>Uf(<L,3>)Uf(<1,5>)Uf(<1>)U
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é fechado em A; — A;_;. Como fh: Aj—Ajy — Aj—A;_, é homeomorfismo
para | =0, ...,6 temos que f'(<1,3,5 >U < 1,5 >) é fechado em A; — A;_1,
logo A = US_,fi(< 1,3,5 > U < 1,5 >) ¢é fechado em A; — A;_;. Defina a

8mli — —

aplicacdo P, : A — St por Pi(z) = e 7 sex € fi(< 1,3,5 >U < 1,5 >).

Mostraremos que P, é equivariante. De fato:

V

P, é uma aplicacao continua, pois em cada z € f!(< 1,3,5 > U < 1,5 >)

[ =0,..,6 P, é uma aplicacdo constante e fi(< 1,3,5 > U < 1,5 >) N fF(<

>
-

1,35 >U<1,5>) =0V kIl=0,..6 com k # [ pela propriedade (3) e
definicio do conjunto < N >. Suponha que z € fi{(< 1,3,5 > U < 1,5 >)
paraalgum [ € {0,1,...,6}, entao f(z) € f'*(< 1,3,5 > U < 1,5 >). Dai pela

8m(l+1)i

definigao de Py temos que Py(f(z)) = e~ 7 . Por outro lado, pela defini¢ao de

8mli 8mli 8mi 8m(l+1)i

@ temos que p(Py(z)) =¢(e’7 )=e 7 .e7 =e 7 . Portanto, (Piof)(z) =
(poPy)(x) Va e A. O préximo passo é estender P, continuamente ao conjunto
AU < 1,3 >. Para isso observe que A U < 1,3 > ¢ um subespaco de M que é
regular e tem base enumerdvel, logo A U < 1,3 > é um espaco normal. Como
A ¢ fechado em A; — A;_; temos que A ¢é fechado em A U < 1,3 >. Entédo pelo
Teorema de Extensao de Tietze podemos estender continuamente P; para uma
aplicagio Py : AU < 1,3 >— S tal que Py(< 1,3 >) C {e*™; 0 < d < i}
Defina entdo a aplicagdo P : UP (< 1,3, >U<1,5>U<1,3>) — S
por:

Pi(z), ser e AU<T1,3>
Py(x) =

O(PL(f ), sex € fi(<T1,3>)1=1,...,6)

(1) Sez € fY(< 1,3 >) temos que f7!(z) € f7H(fl(<1,3>)) =<1,3 > para
I =1,...,6. Portanto faz sentido P1(f7!(z)), e consequentemente, ' (P (f7!(z))).

(2)Sere (AU<T1,3>)N(f(<1,3>)) paral=1,...,6 temos que
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P (PLfT () =2 (P(f (@) =*Pi(f/(f7H(2))) = Pi(f7(2)) = Pr(a)

Juntando os itens (1) e (2) acima podemos afirmar que a aplica¢do
Py U (< 1,3,5>U<1,5>U<1,3>) — S! definida como acima
estd bem definida e além disso, pelo lema da colagem, P, é continua. Sendo
assim, veremos agora que P, o f|p = ¢ o P, sendo B o seguinte conjunto
B=U%,f(<1,3,5>U<1,5>U<1,3>). Para isso analisemos os trés
casos abaixo:

Caso 1: Sex € A

Caso 2: Sez € fli(<1,3>)(1=0,..,5)

flx) e f(fi(<1,3>)) = fHY< 1,3 >)sendol+1 € {l,...,6}. Daif segue que

(Prof)) = Pf(x) =" (P (f(2)) =
= (¢ (P(f(2))) = (Pa(2)) =

= (poR)(x)

28ex € fi(<1,3,5>U<1,5>)entdao f!(z) € A
3(ploP1:P10fl
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Caso 3: Sexr € f5(< 1,3 >)

flx) e f(f(<1,3>)) = f(<1,3>)=<1,3>. Dai segue que

(Pyo f)(@) = Pa(f(x) = Pi(f(2) =
= (" (A(f(@) =

= p(By(x)) = (po P)()

Portanto, P, é uma aplicacao equivariante. Veremos agora que P pode ser
estendida continuamente ao conjunto B U < 1 >. Para isso seja N = {1, 3}.
Entao pela propriedade (4) do conjunto < N > temos que
lJ <V>=<135>U<136>U<L3>
{13}cvc z

é fechado em A; — A;_;. Logo UY_,f'(<1,3,5 >U <1,3,6 >U <1,3>)
é fechado em A; — A;_q, pois f' é homeomorfismo para [ = 0,...,6. Como o
conjunto B pode ser escrito B = U f{(<1,3,5 >U<1,5>U<1,3>)=
AU (U f(<1,3,5>U <1,3,6 >U < 1,3 >)) temos que B é fechado em
Aj— A;_; e consequentemente é fechado em B U < 1 >. Desde que BU < 1 >
¢ um subespaco normal, pois é regular e enumeravel o Teorema de Extensao
de Tietze nos garante que P, pode ser estendida continuamente para uma
aplicagio Py : BU <1 >— S' tal que Po(<1>) C {e*™; 0 <d < 2}.
Defina entdao P : US  f(< 1,35 >U<1,5>U<1,3>U<1>)— S

por:

Py(z), sexr e BU<T1>

O (Py(f ), sex € fY < TI>)1=1,..,6)

De maneira analoga ao que foi feito para a aplicagao P,, podemos mostrar que

P(z) =

P é uma aplicacao que esta bem definida, continua e equivariante. Portanto,

sabendo que A; — A; 1 = U (< 1,3,5>U<1,5>U<1,3>U<1>)
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acabamos de mostrar que existe uma aplicagao P : (4; — A;_1, f) — (S%, ¢)

equivariante. Logo pelo Lema 3.2.1 e Exemplo 3.1.3 podemos afirmar que

glA; — A, f) <g(S" ¢) =2 O

Coroldrio 5.2.1 Se M tem base enumerdvel entio ro(m,7) < 2(m — 2),

Y m > 3.

Prova: Se m > 3, ro(m,7) é o maior nimero pertencente ao conjunto N tal
que existe um par (M, f) € N; com g(M, f) = ro(m,7) e tem a propriedade
K, 7. Mas para esse par (M, f) € N; podemos definir os conjuntos A; como
na Definicao 5.2.1 e, além disso, como M tem base enumeravel entao pelo

Teorema acima temos que

No caso de p = 5 o Teorema anterior é demonstrado de maneira
analéga, ou seja, se um par (M, f) € N5 tem a propriedade K,,5 e M tem
base enumeravel entao ro(m,5) < 2(m — 2), ¥ m > 3, mas essa estimativa é
igual a dada na Observacao 5.1.1 .

No caso de um par (M, f) € Nj ter a propriedade K, 3 e M tem base
enumeravel, pode se mostrar sem maiores dificuldades que g(A4;—A4,_1, f) =1,
V j =3,..m, sendo os A; como na Defini¢ao 5.2.1. Logo para esse par temos
que r3(m, 3) < (m—2), V' m > 3, mas essa estimativa também ¢ igual 4 dada na
Observagao 5.1.1 . Portanto, para p = 3 e p = 5 a técnica usada por Steinlein
e exposta acima para reduzir a estimativa do ntimero ry(m,7) quando M tem
base enumerdvel é insuficiente para reduzir a estimativa dos nimeros r9(m, 3)

e ro(m, 5).
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