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Resumo

O estudo de germes de funções anaĺıticas (Cn, 0) → (C, 0) sob a R - equi-

valência é um ponto central na Teoria das Singularidades e a informação que temos

nessa direção é bastante rica. Nessa dissertação temos um estudo similar para uma

equivalência que preserva uma determinada variedade anaĺıtica X, a RX - equi-

valência.



Abstract

The study of analytic germs of functions (Cn, 0) → (C, 0) under R - equi-

valence relation is a central point in Singularity Theory and the information we

have in this direction is very rich. In this dissertation we have a study similar for an

equivalence relation which preserve certain analytic variety X, the RX - equivalence.
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Prefácio

O estudo de germes de funções f : (Cn, 0) → (C, 0) sob a ação do grupo R

dos germes de difeomorfismos de C
n, a R-equivalência, é um dos objetivos da teoria

das singularidades e a informação que temos nesta direção é bastante ampla e pode

ser encontrada em livros básicos da teoria, por exemplo, em [6], [14] e [15].

Considerando um germe de variedade anaĺıtica (X, 0) ⊂ (Cn, 0), V. Arnold

[2], J. Bruce e R. Roberts [8], entre outros, apresentaram uma generalização da R-

equivalência através do grupo RX dos germes de difeomorfismos de C
n que preservam

X, onde dois germes f e g são RX-equivalentes se existir um difeomorfismo ϕ ∈ RX

tal que f = g ◦ ϕ. Quando X = ∅, a RX-equivalência se torna a R-equivalência.

Para o estudo da RX-equivalência é necessário encontrar os campos logaŕıtmicos de

X, ΘX , i.e., os campos de vetores tangentes à X.

O objetivo deste trabalho é estudar resultados básicos da RX-equivalência

e apresentar algumas propriedades de ΘX .

Este trabalho está organizado da seguinte forma:

Nas preliminares temos uma visão geral dos principais pré-requisitos utili-

zados no decorrer do texto, objetivando o esclarecimento de notações e a ilustração

de resultados básicos. Maiores detalhes podem ser encontrados nos livros [15] e [19].

No segundo caṕıtulo introduzimos a RX-equivalência, o conceito do módulo

de campos logaŕıtmicos para um germe de subvariedade X, ΘX , que é de fundamen-

tal importância para o desenvolvimento do trabalho e também algumas definições

que são comuns à todas as equivalências como as deformações, os desdobramentos

e os germes estáveis.

No caṕıtulo 3 direcionamos nosso estudo para um método mais eficiente
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de classificação: A Transversal Completa. O Teorema da Transversal Completa

foi demonstrado na sua forma mais geral no artigo de J.Bruce, N. Kirk e A. Du

Plessis [7], usando-se o Lema de Mather 3.1. No caso particular do grupo RX o

artigo de J. Bruce e J. West [9], demonstrou o teorema usando deformações RX-

triviais. Neste trabalho estudamos ambas abordagens. Para ilustrar a eficiência

desse método classificamos germes de submersão f : (C3, 0) → (C, 0) sob a RX-

equivalência, considerando-se como variedade, X, o Guarda-chuva de Whitney.

No quarto caṕıtulo, baseando-se em [4], [8] e [24], abordamos o cálculo

do módulo ΘX que, em geral, é muito dif́ıcil de ser determinado. Mas, nos casos

onde o germe de subvariedade X é definido por uma função quase-homogênea ou

quando a subvariedade é o discriminante de uma deformação de uma função com

uma singularidade isolada na origem, possúımos um algoritmo para determinar o

módulo ΘX .

Finalizando, o apêndice fornece uma idéia introdutória sobre a teoria de

feixes que é necessária para a compreensão de conceitos utilizados no decorrer do

texto.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 O anel On e a R-equivalência

Nosso objetivo é estudar localmente funções anaĺıticas f : C
n → C. Para

tanto, introduzimos uma relação de equivalência no espaço das funções anaĺıticas

definidas num aberto contendo a origem de C
n, da seguinte forma:

f ∼ g ⇐⇒ ∃ aberto V, com 0 ∈ V ⊂ C
n tal que f|V ≡ g|V .

As classes de equivalência são chamadas de germes, denotadas por f : (Cn, 0) →

(C, f(0)), ou simplesmente, por f . A coleção de todos esses germes de funções

é denotada por On. Observemos que On é um anel noetheriano local cujo ideal

maximal é dado por Mn = {f ∈ On : f(0) = 0}. Denotamos por On,p o conjunto

dos germes de aplicações f : (Cn, 0) → (Cp, f(0)).

A idéia é tentar agrupar esses germes em determinados conjuntos. Para isso

precisamos da noção de uma ação de um grupo e da noção de grupo de Lie:

Uma ação de um grupo G em um conjunto M é uma aplicação

ϕ : G×M −→ M

(g, x) 7−→ ϕ(g, x) = g · x

tal que para todo x ∈M e todos g, h ∈ G temos

(a) 1 · x = x, onde 1 é identidade do grupo G;
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(b) (gh) · x = g · (h · x).

Neste caso dizemos que G atua em M . O conjunto G ·x = {g ·x : g ∈ G} é chamado

de órbita de x em M .

Um grupo de Lie G é um grupo multiplicativo que é uma variedade dife-

renciável tal que as operações de multiplicação e inversão são diferenciáveis. Dizemos

que um grupo de Lie G atua em uma variedade diferenciável M quando existe uma

ação de G em M que é diferenciável.

Em geral, as órbitas de uma ação de um grupo de Lie G em uma variedade

diferenciável M não são subvariedades e, sim subvariedades imersas, mas nos casos

em que para algum x ∈M , G ·x é uma subvariedade, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.1. Seja ϕ : G ×M → M uma ação de um grupo de Lie G em uma

variedade diferenciável M . Se as órbitas são subvariedades de M , então para todo

x ∈ M , a aplicação ϕx : G → G · x dada por ϕx(g) = g · x é uma submersão. E

mais, o espaço tangente à órbita G · x em x é a imagem de dϕx(1) : T1G → TxM ,

ou seja,

TxG · x = dϕx(1)(T1G). (1.1)

Demonstração: Veja [15], página 74.

Uma das metas da teoria das singularidades é classificar germes de On,p sob

relações de equivalências em On,p dadas por ações de grupos. Como trabalhamos

apenas no anel On a relação de equivalência de nosso interesse é dada pela ação dos

subgrupos do grupo dos germes de difeomorfismos de On,n que preservam a origem,

o qual é denotado por R. A ação é dada por ϕ.f = f ◦ ϕ−1, para todo ϕ ∈ R e

f ∈ On. Dizemos que dois germes f, g ∈ On são R-equivalentes se existir um germe

ϕ ∈ R tal que f ≡ g ◦ ϕ−1 assim,

f ∼R g ⇐⇒ ∃ ϕ ∈ R tal que f ≡ g ◦ ϕ−1.

O conjunto dos germes de difeomorfismos que não preservam a origem é denotado

por Re (o grupo estendido).
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Dado f ∈ On, para cada inteiro positivo k, definimos o k-jato de f por

jkf = jkf(0) = pk(f)(0) − f(0),

onde pk(f)(0) é o polinômio de Taylor de grau k do representante f no ponto x = 0,

observemos que esse polinômio independe do representante escolhido.

Observemos que On não é uma variedade diferenciável e na tentativa de

amenizar a dificuldade em trabalhar com espaços de dimensão infinita, trabalha-

mos com variedades diferenciáveis; que possuem dimensão finita. Denotamos por

Jk(n, 1) o C-espaço vetorial dos k-jatos dos germes de On e por Hk o subespaço

de Jk(n, 1) formado pelos polinômios homogêneos de grau k. Portanto Jk(n, 1) e

Hk são variedades diferenciáveis pois são difeomorfas à algum espaço vetorial de

dimensão finita. Dado jkf ∈ Jk(n, 1) quando não houver dúvidas denotamos esse

elemento apenas por f .

Da mesma forma, ao invés de trabalhar com o grupo R, que possui dimensão

infinita, trabalhamos com o conjunto Rk que denota o grupo de Lie (que age em

Jk(n, 1), veja [22], página 151) formado pelos k-jatos de germes de R.

Para a classificação de germes de função sob uma equivalência é necessário

que conheçamos o espaço tangente de uma órbita em um germe. Como foi dito ante-

riormente, o grupo R não é um grupo de Lie e On não é uma variedade diferenciável,

dado um inteiro positivo k, trabalhamos com os espaços dos k-jatos, Rk (que é um

grupo de Lie) e Jk(n, 1) (que é uma variedade diferenciável). Assim, podemos usar

a equação (1.1) do Teorema 1.1 para encontrar o espaço tangente de uma órbita em

um jato. No caso do grupo R temos:

Dados um inteiro positivo k e um germe de k-jato f ∈ Jk(n, 1) fixados,

definimos a aplicação:

ϕf : Rk −→ Jk(n, 1)

h 7−→ jk(f ◦ h−1) = jkf ◦ jkh−1.

Como Rk é um aberto de Jk(n, n) então T1R
k = Jk(n, n). Seja g ∈ T1R

k e consi-

deramos a curva α : (−ε, ε) → Rk, com α(0) = 1 e α′(0) = g,

α(t)(x) = x+ tg(x),
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d

dt
[ϕf ◦ α(t)]t=0 =

d

dt
[jk(f ◦ α(t))]

|t=0
= jk d

dt
(f ◦ α(t))

|t=0

= jk

n
∑

j=1

∂f

∂xj

(α(t))α′
j(t)

|t=0

=
n
∑

j=1

jk ∂f

∂xj

gj ∈ TfR
kf

com gj ∈ Mn pois α(t) ∈ Rk, para qualquer t.

Considerando-se o ideal de On, J(f) = 〈 ∂f

∂xj
〉nj=1 vemos que, pelo Teorema

1.1, temos TfR
k · f = jk(MnJ(f)), para qualquer k. Portanto é natural definir o

espaço tangente à R-órbita em um germe f como o conjunto:

TfRf = MnJ(f),

e o espaço tangente estendido à R-órbita em um germe f por:

TfRef = J(f).

A seguir enunciamos alguns teoremas envolvendo o anel On que são extre-

mamente úteis no desenvolvimento de resultados posteriores do texto:

Teorema 1.2 (Teorema de Preparação de Malgrange). Dado um germe de função

ϕ : (Cn, 0) → (Cs, 0), seja M um On-módulo finitamente gerado então M é um

Os-módulo finitamente gerado, com relação à estrutura de módulo dada pelo homo-

morfismo induzido:

ϕ∗ : Os −→ On

g 7−→ ϕ∗(g) = g ◦ ϕ,

se, e somente se, o C-espaço vetorial
M

ϕ∗(Ms)M
tem dimensão finita.

Demonstração: Veja [14], página 30.

Teorema 1.3 (Lema de Nakayama). Sejam M um On-módulo finitamente gerado,

N um submódulo de M e I ⊂ Mn um ideal. Então M ⊆ IM +N =⇒M ⊆ N .

Demonstração: Veja [15], página 102.

Teorema 1.4. Sejam M um On-módulo livre finitamente gerado e N um submódulo

de M . Então

dimC

M

N
<∞ ⇐⇒ ∃ k > 0 tal que Mk

nM ⊂ N.

Demonstração: Veja [15], página 104.
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1.2 Germes de variedades

Dados dois subconjuntos X, Y de C
n dizemos que X e Y são equivalentes

em um ponto z ∈ X ∩ Y se existir uma vizinhança U de z tal que X ∩ U = Y ∩ U .

A classe de equivalência do conjunto X em um ponto z é chamada de germe do

conjunto X e é denotada por (X, z), ou simplesmente por X quando o ponto z

estiver subentendido.

Se f ∈ On, a classe de equivalência do conjunto {x : f(x) = 0}, onde f é um

representante do germe f , é denotada por V(f); se f1 e f2 são dois representantes

de um mesmo germe então os conjuntos V(f1) e V(f2) são iguais. Um germe de

variedade (X, x) é um conjunto do tipo:

X = V(f1) ∩ . . . ∩ V(fr) = V(f1, . . . , fr),

para determinados f1, . . . , fr ∈ On.

Definimos o ideal de um germe de variedade X por

I(X) = {f ∈ On : X ⊂ f−1(0)}.

Dizemos que um germe de variedade X é irredutivel quando para quaisquer

germes X1 e X2 tais que X = X1 ∪X2 então X = X1 ou X = X2.

Proposição 1.5. Seja X um germe de variedade então existem um inteiro positivo

p e X1, . . . , Xp variedades irredut́ıveis, com Xi não contida em Xj, para todo i 6= j,

tais que X = X1∪. . .∪Xp. Essas variedades são unicamente determinadas, a menos

da ordem, e são chamadas de componentes irredut́ıveis de X.

Demonstração: Veja [19], página 89.

Chamamos de germe de subvariedade anaĺıtica em x, um germe de conjunto

X em x tal que, para alguma vizinhança V de x, o germe X ∩ V pode ser descrito

por V(f1, . . . , fr), para alguns f1, . . . , fr ∈ On.

Dizemos que um ponto z de um germe de subvariedade X é um ponto

regular ou suave se para alguma vizinhança V de z, o germe V ∩X pode ser descrito
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como o conjunto dos zeros de um número finito de germes de funções anaĺıticas que

possuem z como ponto regular. Um ponto de X não regular é chamado de ponto

singular de X.

Teorema 1.6 (Hilbert’s nullstellensatz - versão local). Seja I um ideal de On. Então

I(V(I)) = Rad(I), onde Rad(I) é o seguinte ideal {f ∈ On : ∃n ∈ N tal que fn ∈ I}.

Demonstração: Veja [18], página 660.

Seja Y = V(f1, . . . , fr) uma variedade irredut́ıvel. Definimos

dimY = n− max
x∈Y

posto
(

( ∂fi

∂xj
(x) )n×r

)

.

Se X é uma variedade e X = X1 ∪ . . . ∪ Xp é a sua decomposição em

componentes irredut́ıveis, então

dimX = max
1≤i≤p

dimXi.

Dizemos que a variedade é equidimensional quando todas as suas componentes ir-

redut́ıveis têm a mesma dimensão. Além disso, se x ∈ X a dimensão da variedade

X = X1 ∪ . . . ∪Xp no ponto x é

dimxX = max
x∈Xi

dimXi.

Dizemos que um germe X = V(f1, . . . , fr) é reduzido se a C-álgebra local

On

〈f1,...,fr〉 não possuir elementos nilpotentes.

1.3 Campos de vetores

Um campo de vetores ξ em uma variedade diferenciável M é uma corres-

pondência que a cada ponto p de M associa um vetor ξ(p) ∈ TpM . O campo é

suave se a aplicação ξ : M → TM é suave. Considerando-se uma parametrização

x : U ⊂ C
n →M , com U aberto, é posśıvel escrever

ξ(p) =
n
∑

j=1

ξj(p)
∂

∂xj

,
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onde ξj : U → C, j = 1, . . . , n é uma função em U e { ∂
∂xj

} é uma base associada à x

para TpM . O conjunto dos campos de vetores formam um espaço vetorial sobre C.

É conveniente pensar em um campo ξ como uma aplicação ξ : D → D,

onde D é o conjunto formado pelas funções anaĺıticas em M , f : M → C, dada por

(ξf)(p) = ξ(f)(p) =
n
∑

j=1

ξj(p)
∂f

∂xj

(p),

onde f indica a expressão de f na parametrização x. Também podemos considerar

germes de campos de vetores.

Dado um grupo de Lie G agindo suavemente em uma variedade diferenciável

M e ξ um campo de vetores em G então dizemos que ξ é invariante à esquerda se,

para qualquer x ∈ G, ocorrer

dAx(ξ) = ξ ◦ Ax,

onde Ax : G→ G · x é dada por Ax(g) = gx (a ação do grupo à esquerda). Ou seja,

se ξ é invariante à esquerda então dAx(ξ(g)) = ξ(gx).

Uma álgebra de Lie G sobre C é um espaço vetorial complexo munido com

uma aplicação bilinear [·, ·] : G × G → G tal que para todo x, y, z ∈ G tem-se:

(a) [x, y] = −[y, x];

(b) [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0.

Teorema 1.7. Sejam G um grupo de Lie agindo suavemente em uma variedade

diferenciável M e DerG o conjunto de seus campos invariantes à esquerda. Então

DerG munido com a aplicação

[·, ·] : (ξ, δ) 7−→ [ξ, δ]

com (ξδ)f = ξ(δf), para todo f ∈ D, satisfaz:

1. DerG é um C-espaço vetorial e a aplicação:

α : DerG −→ T1G

ξ 7−→ α(ξ) = ξ(1)

é um isomorfismo de DerG no espaço tangente de G na identidade;
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2. Campos de vetores invariantes à esquerda são anaĺıticos;

3. Se ξ, δ ∈ DerG então [ξ, δ] ∈ DerG;

4. DerG é uma álgebra de Lie.

Demonstração: Veja [26], página 85.

Logo à todo grupo de Lie G que age em uma variedade diferenciável M po-

demos associar uma álgebra de Lie, DerG, que é identificada com o espaço tangente

de G na identidade. Para cada x ∈M , DerG · x ⊂ TxM é a imagem de DerG pela

diferencial da ação, assim DerG · x coincide com o espaço tangente Tx(G · x) da

órbita de x sob G.



Caṕıtulo 2

A RX-equivalência

Seja (X, 0) ⊂ (Cn, 0) um germe de subvariedade anaĺıtica reduzida. Neste

trabalho nosso interesse está voltado para o subgrupo dos germes de difeomorfismos

de R que preservam X, o qual passamos a descrever a seguir:

Seja ϕ : (Cn, 0) → (Cn, 0) um germe de difeomorfismo. Dizemos que ϕ

preserva X se o isomorfismo induzido ϕ∗ : On → On, dado por ϕ∗(f) = f ◦ ϕ,

preserva o ideal I(X), i.e., ϕ∗(I(X)) = I(X). O grupo formado por tais germes é

denotado por RX . O conjunto de germes de difeomorfismos que preservam X e não

se anulam na origem é denotado por ReX
.

Um germe de difeomorfismo ϕ : (Cn, 0) → (Cn, 0) preserva X se, e somente

se, (ϕ(X), 0) = (X, 0), ou seja, RX = {ϕ ∈ R : ϕ(X) = X}.

Embora o grupo RX seja uma generalização do grupo R (basta tomar X =

∅), ele é, na verdade, uma classe especial de subgrupos geométricos de R estudados

por J. Damon [12].

Definição 2.1. Dois germes f, g ∈ On são RX-equivalentes se existir um difeomor-

fismo ϕ ∈ RX tal que f ≡ g ◦ ϕ. Notação: f ∼RX
g.

A RX-equivalência é uma relação de equivalência.

Definição 2.2. Seja k um inteiro positivo. Um germe f ∈ On é k-RX-determinado

se para todo g ∈ On com mesmo k-jato que f temos que f e g são RX-equivalentes.
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Dizemos que f é finitamente RX-determinado quando f é k-RX-determinado, para

algum inteiro positivo k.

2.1 Os campos logaŕıtmicos

Para encontrar germes de difeomorfismos que preservam um germe de sub-

variedade X a técnica usual é a integração de germes de campos de vetores tangentes

à X. Passamos a descrever tais campos:

Definição 2.3. Seja Der0C
n o On-módulo formado pelos germes de campos de

vetores anaĺıticos de C
n na origem.

Seja ξ ∈ Der0C
n, se quando visto como derivação, i.e.,

ξ =
n
∑

j=1

ξj
∂

∂xj

ocorrer ξ(h) ∈ I(X), para qualquer h ∈ I(X) então dizemos que esse campo é

logaŕıtmico para X. O On-submódulo formado pelos germes de campos de vetores

logaŕıtmicos é denotado por Θ(X,0), quando o ponto x = 0 estiver subentendido

escrevemos apenas ΘX .

A próxima Proposição afirma que ΘX é exatamente o conjunto dos campos

de vetores que são tangentes às partes suaves da variedade X.

Proposição 2.4. Seja X =
⋃p

j=1Xj a decomposição em componentes irredut́ıveis

de X. Então ξ ∈ ΘX se, e somente se, para cada ponto suave x (suficientemente

próximo da origem) de cada componente irredut́ıvel Xj de X, o campo ξ é tangente

à Xj em x.

Demonstração: Seja ξ um representante de um germe em ΘX . Seja x ∈ X

um ponto suave de Xj suficientemente próximo da origem. Podemos escolher germes

f1, . . . , fr, onde fi : (Cn, 0) → C, tais que o germe (X, x) é a imagem inversa do

valor regular 0 ∈ C
r por f = (f1, f2, . . . , fr), i.e.,

(X, x) = f−1(0) =
r
⋂

i=1

f−1
i (0).
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Então ξ(f1), . . . , ξ(fr) se anulam em x pois, fi ∈ I(X, x) e x está suficientemente

próximo da origem. Então ξ é tangente à Xj em todo ponto suave x próximo da

origem.

Por outro lado, suponhamos que ξ é tangente às partes suaves de Xj, para

j = 1, . . . , p. Se h ∈ I(X) e x ∈ Xj é um ponto suave então como h se anula em x

temos que ξ(h) também se anula em x. Assim ξ(h) se anula em cada Xj e portanto

se anula em X.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [8].

Corolário 2.5. Se X =
⋃p

j=1Xj é a decomposição em componentes irredut́ıveis de

X então ΘX =
⋂p

j=1 ΘXj
.

Demonstração: É uma consequência direta da Proposição 2.4. Esta de-

monstração também pode ser encontrada em [8].

Definição 2.6. Denotamos por Θ0
X o On-módulo formado pelos campos de vetores

de ΘX que se anulam na origem.

Proposição 2.7. Seja ξ ∈ Θ0
X . Então o fluxo ϕt gerado por ξ preserva X. Dessa

forma, ϕt ∈ RX , para todo t suficientemente próximo da origem.

Demonstração: Seja ϕ(x, t) o fluxo gerado pelo campo de vetores ξ ∈ Θ0
X .

Queremos mostrar que, para qualquer t suficientemente próximo da origem e para

todo h ∈ I(X), temos h ◦ ϕt ∈ I(X); portanto, basta mostrar que ∀ h ∈ I(X),

h ◦ ϕt(x) é identicamente nula para pequenos valores de t e todo x ∈ X, para tanto

verifiquemos que a expansão de Taylor de h ◦ ϕt é identicamente nula em t = 0 e

x ∈ X.

Seja x ∈ X um ponto arbitrário, temos que

(h ◦ ϕt)(x)|t=0 = h(ϕ(x, t))|t=0 = h(ϕ(x, 0)) = h(x) = 0;

se ξ =
∑n

j=1 ξj
∂

∂xj
e como ϕ é o fluxo gerado por ξ, temos

∂ϕ

∂t
(x, t) = ξ(ϕ(x, t)),
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∂
∂t

(h ◦ ϕ)(x, t) =
n
∑

j=1

∂h
∂xj

(ϕ(x, t))
∂ϕj

∂t
(x, t) =

=
n
∑

j=1

ξj(ϕt(x))
∂h
∂xj

(ϕt(x)) = ξ(ϕt(x))(h(ϕt(x)))

assim, ∂
∂t

(h ◦ ϕ)(x, t)|t=0
= ξ(ϕt(x))h(x)|t=0 = ξ(x)(h(x)) = ξ(h)(x) = 0 pois,

h ∈ I(X).

∂2

∂t2
(h ◦ ϕ)(x, t)|t=0

=
∂

∂t
(

n
∑

j=1

ξj(ϕt(x))
∂h
∂xj

(ϕt(x)))|t=0 =

= dξ(ϕt(x))dϕt(x)
∂h
∂t

(ϕt(x))|t=0
=

= dξ(x)ξ(x)(h(x)) = dξ(x)ξ(h)(x) = 0

Por indução, podemos ver que ∂r

∂tr
(h ◦ ϕ)(x, t)|t=0

= 0, para todo r ≥ 1 e

todo x ∈ X; portanto h ◦ ϕ é identicamente nulo para todo x ∈ X e todo t numa

vizinhança da origem.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [8].

Exemplo 2.8. Seja X a variedade de C
2 dada por X := y−x2 = 0 e consideramos

o campo ξ dado por

ξ(x, y) = x
∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
.

Notemos que ξ está em Θ0
X , pois se h ∈ I(X) = Rad(〈y − x2〉) = 〈y − x2〉 então

ξ(h)(x, y) = x
∂h

∂x
(x, y) + 2y

∂h

∂y
(x, y) ∈ 〈y − x2〉.

Portanto pela Proposição anterior 2.7 temos que o fluxo gerado por ξ,

ϕt : (C2, 0) −→ (C2, 0)

(x, y) 7−→ ϕt(x, y) = (etx, e2ty)

preserva X, para todo t suficientemente próximo da origem, de fato

ϕt(x, x
2) = (etx, e2tx2) = (etx, (etx)

2
).

Assim como a R-equivalência, para classificar germes de função sob a RX-

equivalência é necessário calcular os espaços tangentes à uma RX-órbita em um

germe f .
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Dado um inteiro k positivo e usando o Teorema 1.1, trabalhamos com o

espaço dos k-jatos Rk
X e a variedade diferenciável Jk(n, 1). Portanto, precisamos

determinar o espaço T1R
k
X :

Afirmação: T1R
k
X = jk(Θ0

X).

Seja ξ =
∑n

j=1 ξj
∂

∂xj
∈ T1R

k
X e seja α : (−ε, ε) → Rk

X , com α(0) = 1,

α′(0) = ξ, e

α(t)(x) = x+ tξ(x)

então α(t)(x) ∈ Rk
X , para qualquer t suficientemente pequeno, segue que ξ(0) = 0

pois os difeomorfismos de RX preservam a origem. Queremos mostrar que ξ é um

k-jato que satisfaz:

ξ(h) ∈ I(X), ∀ h ∈ I(X).

Observemos que, para qualquer x ∈ X e qualquer h ∈ I(X), temos

h(α(t)(x)) = 0,

derivando em relação à t, e tomando t = 0, temos

0 =
n
∑

j=1

α′
j(0)(x)

∂h

∂xj

(α(0)(x)) =
n
∑

j=1

ξj(x)
∂h

∂xj

(x) = ξ(h)(x) =⇒ ξ(h) ∈ I(X),

assim ξ ∈ jk(Θ0
X).

Por outro lado, se ξ ∈ jk(Θ0
X) então, pela Proposição 2.7, o fluxo ϕ gerado

por ξ preserva X. Consideramos a curva

α(t) = jkϕ(x, t) : (−ε, ε) → Rk
X

e α(0) = 1 e portanto ξ ∈ T1R
k
X .

Sabendo-se qual é o espaço T1R
k
X , podemos determinar o espaço tangente

à uma Rk
X-órbita em um germe f , seguindo o Teorema 1.1. Fixado um k-jato

f ∈ Jk(n, 1), definimos a aplicação:

ϕf : Rk
X −→ Jk(n, 1)

h 7−→ jk(f ◦ h−1) = jkf ◦ jkh−1.
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Pela equação (1.1), temos

dϕf (1)(jk(Θ0
X)) = TfR

k
Xf.

Sejam ξ =
∑n

j=1 ξj
∂

∂xj
∈ jk(Θ0

X) e α : (−ε, ε) → Rk
X , com α(0) = 1 e α′(0) = ξ,

α(t)(x) = x+ tξ(x),

d

dt
[ϕf ◦ α(t)]

|t=0
=

d

dt
[jk(f ◦ α(t))]

|t=0
= jk d

dt
(f ◦ α(t))

|t=0
=

= jk

n
∑

j=1

∂f

∂xj

(α(t))α′
j(t)

|t=0

=
n
∑

j=1

jkξj
∂f

∂xj

∈ TfR
k
Xf ,

com ξj ∈ Mn pois α(t) ∈ Rk
X , para qualquer t, portanto esse campo se anula na

origem; temos, para qualquer inteiro positivo k,

TfR
k
Xf = jk(Θ0

Xf).

Fazendo analogia com o grupo R, definimos:

Definição 2.9. O espaço tangente à RX-órbita em um germe f é o conjunto:

Θ0
Xf = {δ(f) : δ ∈ Θ0

X}.

O espaço tangente estendido à RX-órbita em um germe f é o conjunto:

ΘXf = {δ(f) : δ ∈ ΘX}.

Assim como é feito com a R-equivalência, queremos determinar métodos

que ajudem a classificar germes sob a RX-equivalência. Apesar do grupo RX ser

um subgrupo geométrico do grupo R (veja [12], página 47) e portanto garantir que

os teoremas de determinação (veja [11], parte III, seção 9) se apliquem à ele, damos

a seguir uma demonstração desses teoremas cuja interpretação é mais simples:

Teorema 2.10 (Teorema da Determinação Finita). Dado um germe f ∈ Mn se

o ideal Θ0
Xf contem alguma potência do ideal maximal Mn então f é finitamente

RX-determinado. Mais ainda, se Mk
n ⊂ Θ0

Xf então f é k-RX-determinado.
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Demonstração: Seja g ∈ Mn tal que jkg = jkf logo f − g ∈ Mk+1
n .

Definimos a famı́lia

F : (Cn × C, 0) −→ (C, 0)

(x, t) 7−→ F (x, t) = (1 − t)f(x) + tg(x).

Se Ft(x) = F (x, t) então F1 = g e F0 = f . Seja I um compacto de C contendo 0 e

1 então basta mostrar que Fs é RX-equivalente à Ft, para todos t, s ∈ I. Fixamos

s em I, por sua compacidade, basta mostrar tal fato para todo t suficientemente

próximo de s. Seja s0 ∈ I fixado arbitrariamente. Queremos mostrar que existe uma

famı́lia de difeomorfismos H : (Cn × C, 0) → (Cn, 0) preservando X, que satisfaz:

(i) H(x, s0) = x;

(ii) H(0, t) = 0;

(iii) F (H(x, t), t) = F (x, s0).

Supondo que (i) é válido e tomando t = s0 então (iii) é automaticamente satisfeita,

assim (iii) pode ser trocada pela afirmação de que F (H(x, t), t) não depende de t,

i.e.,

(iii)’
n
∑

j=1

∂F

∂xj

(H(x, t), t)
∂Hj

∂t
(x, t) +

∂F

∂t
(H(x, t), t) = 0;

para mostrar (i), (ii) e (iii)′ basta encontrar um campo ξ na origem de C
n × C tal

que

(iv)
n
∑

j=1

ξj
∂F

∂xj

= −
∂F

∂t
;

(v) ξj(0, t) = 0, para qualquer j = 1, . . . , n;

(vi) ξt ∈ Θ0
X , para cada t fixo;

se tal campo existir, o seu fluxo H preserva X, para cada t fixo (pelo Teorema 2.7)

e

(vii)
∂H

∂t
(x, t) = ξ(H(x, t), t);
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satisfazendo H(x, s0) = x. Consideramos o P.V.I.







∂H
∂t

(x, t) = ξ(H(x, t), t)

H(0, s0) = 0
(2.1)

tem solução única H(0, t) = 0 (veja [1], página 56). E, (ii) está satisfeita; o item

(iii)′ pode ser trocado por (iv) e (vii). Portanto resta mostrar a existência de um

campo ξ satisfazendo (iv), (v) e (vi). O argumento é algébrico e não depende da

escolha de s0. Vejamos que

∂F

∂t
= g − f ∈ Mk+1

n

e mais se η ∈ Θ0
X então, tomando η(F ) =

∑n

j=1 ηj
∂F
∂xj

e considerando o germe

(x1, . . . , xn, t) 7→ t como um elemento de On+1 que só depende de t

η(f) =
n
∑

j=1

ηj

∂f

∂xj

=
n
∑

j=1

ηj

∂F

∂xj

+ t
n
∑

j=1

ηj

[

∂g

∂xj

−
∂f

∂xj

]

∈ Θ0
XF + Mn+1M

k+1
n

e temos

Mk+1
n ⊆ Mk

n ⊆ Θ0
Xf ⊆ Θ0

XF + Mn+1M
k+1
n

segue do Lema de Nakayama 1.3 que

Mk+1
n ⊆ Θ0

XF

e provamos a existência de tal campo ξ tangente à variedade X.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [11].

Observemos que o Teorema 2.11, a seguir, é quase uma rećıproca do Teorema

anterior 2.10.

Teorema 2.11. Se f é k-RX-determinado então Mk+1
n ⊂ ΘXf .

Demonstração: Consideramos a projeção

Π : Jk+1(n, 1) −→ Jk(n, 1)

jk+1g 7−→ Π(jk+1g) = jkg.
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Afirmamos que Π−1(jkf) ⊆ Rk+1
X ·jk+1f . De fato, dado g ∈ Π−1(jkf), como

f é k-RX-determinado então g ∼RX
f e existe h ∈ RX tal que f ◦ h = g assim,

g = jk+1g = jk+1(f ◦ h) ∈ Rk+1
X · jk+1f

sendo

Tjk+1fR
k+1
X · jk+1f = jk+1(ΘXf) =

ΘXf + Mk+2
n

Mk+2
n

e

Tjk+1fΠ
−1(jkf) = (dΠ)−1(jk+1f)(Tjkf{j

kf}) = (dΠ)−1(jk+1f)(0)

= ker dΠ(jk+1f) = Π−1(0) =
Mk+1

n

Mk+2
n

.

Assim,
Mk+1

n

Mk+2
n

⊆
ΘXf + Mk+2

n

Mk+2
n

=⇒ Mk+1
n ⊆ ΘXf

pelo Lema de Nakayama 1.3.

Portanto, pelos Teoremas 2.10 e 2.11 temos que, dado um germe f ∈ Mn

f é finitamente RX-determinado ⇐⇒ Θ0
Xf ⊃ Mp

n, para algum p.

O Corolário a seguir fornece um critério geométrico para estabelecer a RX-

determinação de um germe:

Corolário 2.12. Um germe f ∈ Mn é finitamente RX-determinado se, e somente

se, o germe de

{x ∈ C
n : δ(f)(x) = 0,∀δ ∈ ΘX}

em 0 é igual a {0} ou é vazio.

Demonstração: Observemos que

V(ΘXf) =
(

{x ∈ C
n : δ(f)(x) = 0,∀δ ∈ ΘX}, 0

)

.

Vamos supor que f é finitamente RX-determinado, então pelo Teorema

anterior 2.11, existe p ∈ N tal que Mp
n ⊂ ΘXf , olhando para as variedades desses

elementos temos

{0} = V(Mp
n) ⊃ V(ΘXf) =

(

{x ∈ C
n : δ(f)(x) = 0,∀δ ∈ ΘX}, 0

)
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portanto o germe de {x ∈ C
n : δ(f)(x) = 0,∀δ ∈ ΘX} é vazio ou é {0}.

Por outro lado, se V(ΘXf) é vazio ou {0} então I(V(ΘXf) é igual a Mn

ou a On, segue, pelo Teorema 1.6, que

Mn ⊆ I(V(ΘXf)) = Rad(ΘXf).

Sabemos que ΘXf contem uma potência do seu radical (veja [3], página 83) logo

Mp
n ⊆ (Rad(ΘXf))p ⊂ ΘXf, para algum p ∈ N,

pelo Teorema 2.10, temos que f é finitamente RX-determinado.

Definição 2.13. Dizemos que um germe f ∈ Mn possui uma singularidade isolada

na origem em X quando o germe de

{x ∈ C
n : δ(f)(x) = 0,∀δ ∈ ΘX}

na origem é igual a {0}.

Observemos que, pela Definição acima e pelo Corolário 2.12, se um germe

possuir uma singularidade isolada na origem em X então o germe é finitamente

RX-determinado.

Exemplo 2.14. Seja X := x3 − y2 = 0 uma variedade anaĺıtica de C
2. Vemos na

Proposição 4.10 que os seus campos de vetores tangentes são gerados por

ξ1(x, y) = 2x
∂

∂x
+ 3y

∂

∂y
e ξ2(x, y) = 2y

∂

∂x
+ 3x2 ∂

∂y
.

Consideramos os germes de função:

f(x, y) = y3 + xy2 e g(x, y) = 3x3 + xy + 4y2

assim,

ΘXf = 〈8xy2 + 9y3, 6x3y + 9x2y2 + 2y3〉

ΘXg = 〈18x3 + 5xy + 24y2, 3x3 + 42x2y + 2y2〉

e

V(ΘXf) = {(x, 0) : x ∈ C}

V(ΘXg) = {(0, 0)}

então f não é finitamente RX-determinado e g é finitamente RX-determinado.
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2.2 Deformações e Desdobramentos

Definição 2.15. Seja f0 ∈ On.

(a) Um germe F : (Cn × C
r, 0) → C é uma deformação de f0 se F (x, 0) = f0(x).

A deformação F é denotada por (F, r);

(b) Um germe F : (Cn × C
r, 0) → C × C

r é um desdobramento de f0 se

• F (x, a) = (f(x, a), a) e,

• f(x, 0) = f0(x).

As definições abaixo são análogas para um germe de desdobramento.

Definição 2.16. Seja f0 ∈ On.

(a) Duas deformações (F, r) e (G, q) do germe f0 são isomorfas se existir uma

aplicação (Φ, λ) : (F, r) → (G, q), denominada RX-aplicação de deformações

tal que:

1. Φ(x, a) = (φ(x, a), a) satisfazendo

• φ(x, 0) = x, para todo x ∈ (Cn, 0);

• Para cada a0 ∈ C
q suficientemente próximo da origem fixado,

φ(·, a0) : (Cn, 0) → C
n

pertence à ReX
.

2. Um germe λ : (Cq, 0) → (Cr, 0).

3. F (φ(x, a), λ(a)) = G(x, a).

(b) Uma deformação (F, r) de f0 é RX-trivial se for isomorfa à deformação cons-

tante (x, a) 7→ f0(x).

(c) Uma deformação (F, r) de f0 é RX-versal se para qualquer deformação (G, q)

de f0 existir uma RX-aplicação de deformações (Φ, λ) de (F, r) em (G, q).
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Teorema 2.17. Uma deformação (F, r) de um germe f é RX-versal se, e somente

se,

ΘXf + C

{

∂F

∂a1

(x, 0),
∂F

∂a2

(x, 0), . . . ,
∂F

∂ar

(x, 0)

}

= On.

Demonstração: Veja [11], página 44.

Corolário 2.18. Uma deformação (F, r) de um germe f é RX-versal se, e somente

se

C

{

∂F

∂a1

(x, 0),
∂F

∂a2

(x, 0), . . . ,
∂F

∂ar

(x, 0)

}

geram o espaço quociente On

ΘXf
.

Demonstração: Consequência imediata do Teorema 2.17.

Definição 2.19. Duas deformações de mesmo parâmetro (F, r) e (G, r) de um

germe f são RX-equivalentes se existir duas RX-aplicações de deformações (Φ, λ) :

(F, r) → (G, r) e (Ψ, µ) : (G, r) → (F, r) que satisfazem:

• Φ(x, a) = (φ(x, a), a) e Ψ(y, b) = (ψ(y, b), b);

• (Φ(ψ(y, b), µ(b)), λ(µ(b))) = (y, b) e (Ψ(φ(x, a), λ(a)), µ(λ(a))) = (x, a).

Teorema 2.20. Quaisquer duas deformações RX-versais de mesmo parâmetro de

um mesmo germe são RX-equivalentes.

Demonstração: Veja [11], página 47.

2.3 Germes estáveis

A idéia de um germe estável f é que qualquer deformação de f é equivalente

a f , ou seja, um germe estável deve ser a sua própria deformação versal. Entretanto

essa idéia não é totalmente correta. Por exemplo, tomando-se

(X, 0) = ∅ e f(x) =
n
∑

j=1

x2
j ,
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para x = (x1, . . . , xn) ∈ C
n certamente gostaŕıamos que f fosse estável mas o germe

(x, t) 7→ f(x) + t é uma deformação versal não-trivial. Isso nos leva a seguinte

definição:

Definição 2.21. Um germe f ∈ Mn é RX-estável se a deformação à 1-parâmetro

F (x, t) = f(x) + t é uma deformação RX-versal.

Definição 2.22. Se f ∈ Mn possui uma singularidade isolada na origem em X

então dimC
On

ΘXf
é chamada de multiplicidade de f sobre X na origem. Notação:

µX(f).

Seja f ∈ Mn um germe com uma singularidade isolada na origem em X.

Então

1. f é RX-estável se, e somente se, 1 gera On

ΘXf
, ΘXf = Mn e µX(f) = 1.

2. µX(f) = 0 e ΘXf = On se, e somente se, f é a sua deformação RX-versal.

Proposição 2.23. Sejam f ∈ Mn um germe RX-estável e (F, r) uma deformação

de f . Então para todo a ∈ (Cr, 0), suficientemente próximo da origem, existe um

ponto x(a) de X, dependendo suavemente de a e um germe de difeomorfismo ϕa :

(Cn, 0) → C
n que também depende suavemente de a, que leva (X, 0) em (X, x(a)),

tais que f(ϕa(x)) = F (x, a) + constante.

Demonstração: Como f é RX-estável então G(x, t) = f(x) + t é uma de-

formação RX-versal logo existe uma RX-aplicação de deformações, (Φ, λ) : (G, 1) →

(F, r) tal que F (x, a) = G(φ(x, a), λ(a)) = f(φ(x, a)) + λ(a). Tomamos o ponto

x(a) = φ(0, a) ∈ X e lembramos que φ(·, a) ∈ ReX
para cada a suficientemente

pequeno e ambos dependendo suavemente de a; seja ϕa(x) = φ(x, a). Assim, temos

f(ϕa(x)) = F (x, a) − λ(a), com a fixo.

Como ϕa ∈ ReX
, ϕa leva (X, 0) em (X, x(a)).

Esta demonstração também pode ser encontrada em [8].

Proposição 2.24. Todo germe f ∈ Mn, RX-estável é 2-RX-determinado.
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Demonstração: Como f é RX-estável, a deformação F (x, t) = f(x) + t é

RX-versal e portanto ∂F
∂t

(x, 0) = 1 gera On

ΘXf
o que acarreta Mn = ΘXf e o resultado

segue pelo Teorema 2.10.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [8].

Proposição 2.25. Seja f ∈ Mn e suponhamos que ΘX = Θ0
X . Então

1. f é RX-estável se, e somente se, Mn ⊂ ΘXf + M2
n;

2. Os germes RX-estáveis são 1-RX-determinados;

3. Quaisquer dois germes RX-estáveis são RX-equivalentes.

Demonstração: Veja [8], página 65.

2.4 Funções com pontos cŕıticos isolados

Nesta seção procuramos condições no germe de subvariedade anaĺıtica X

que assegurem que existam germes f : (Cn, 0) → (C, 0) com ponto cŕıtico isolado

na origem em X. Estas condições são dadas em termos de uma determinada es-

tratificação de X, a qual passamos a descrever; para maiores detalhes veja [8] e

[24].

Definição 2.26. Uma estratificação de um subconjunto V de uma variedade dife-

renciável M é uma partição X de V em subvariedades diferenciáveis, chamadas de

estratos, de M que satisfazem:

• Todo ponto em V possui uma vizinhança em M que intersecta um número

finito de estratos;

• A condição de fronteira: Se X,Y ∈ X e X ∩ Y 6= ∅ então Y ⊂ ∂X.

Sejam X uma subvariedade anaĺıtica reduzida de C
n e U uma vizinhança

suficientemente pequena da origem de C
n. Dado um ponto x ∈ U , denotamos por

ΘX(x) = {δ(x) ∈ C
n : δ ∈ ΘX}
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o subespaço linear de TxU .

Lema 2.27. Sejam X uma subvariedade anaĺıtica reduzida e U uma vizinhança

suficientemente pequena da origem de C
n. Então existe uma única estratificação

{Xα : α ∈ I} de U com as seguintes propriedades:

1. Cada estrato Xα é uma subvariedade conexa imersa de U e, ainda

U =
˙⋃

α∈I

Xα;

2. Se x ∈ U está no estrato Xα então o espaço tangente TxXα coincide com

ΘX(x);

3. Se Xα e Xβ são dois estratos distintos com Xα ∩Xβ 6= ∅ então Xα ⊂ ∂Xβ.

Demonstração: Veja [24], página 280.

Definição 2.28. A estratificação do Lema 2.27, {Xα : α ∈ I} de U é chamada de

estratificação logaŕıtmica de X e cada estrato Xα é chamado de estrato logaŕıtmico.

Proposição 2.29. Sejam X uma subvariedade anaĺıtica reduzida e U uma vizi-

nhança suficientemente pequena da origem de C
n. Então

1. Se X é equidimensional então as componentes conexas do conjunto U \ X e

do conjunto X \ sing(X) são estratos logaŕıtmicos;

2. Se x e y são pontos do mesmo estrato logaŕıtmico de X então existem vi-

zinhanças V e W de x e y respectivamente, e uma aplicação biholomorfa

ϕ : (V, x) → (W, y) que preserva X;

3. Seja Xα um estrato logaŕıtmico de X de dimensão m. Então em cada ponto

x ∈ Xα existem uma vizinhança V de x, um sistema de coordenadas local

z1, . . . , zn e uma aplicação h : V → C
n tais que

(i) h(z1, . . . , zn) = h(z1, . . . , zn−m, 0, . . . , 0);

(ii) X
⋂

V = {z ∈ C
n : h(z) = 0};
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(iii) Xα

⋂

V = {z1 = . . . = zn−m = 0}.

Demonstração: Veja [24], páginas 282 e 284.

Na Proposição 2.29, a segunda afirmação afirma que dois germes (X, x)

e (X, y) em pontos de um mesmo estrato logaŕıtmico são isomorfos. A terceira

afirmação diz que em uma vizinhança de um ponto x ∈ C
n, a variedade X e,

portanto sua estratificação logaŕıtmica é analiticamente um produto cartesiano dos

estratos logaŕıtmicos que contêm x.

Definição 2.30. Um germe X é holonômico se para alguma vizinhança U da origem

a estratificação logaŕıtmica de U possuir um número finito de estratos.

Seja r um inteiro positivo e consideramos o germe

Ar =
(

{x ∈ U : dimC ΘX(x) ≤ r}, 0
)

Ar é um germe anaĺıtico fechado e é a união de todos estratos logaŕıtmicos de

dimensão ≤ r. E seja

Br = Ar \ Ar−1 =
(

{x ∈ U : dimC ΘX(x) = r}, 0
)

.

Observemos que para x ∈ Br suficientemente próximo da origem dimxBr ≥ r.

Proposição 2.31. Um germe X é holonômico se, e somente se, dim0Ar ≤ r, para

todo r, com m ≤ r ≤ n, onde m é a dimensão do estrato Xα que contem a origem.

Demonstração: Veja [24], página 287.

Proposição 2.32. Se o germe X não é holonômico então para algum inteiro r, com

0 ≤ r ≤ n− 1 temos dimBr > r.

Demonstração: Veja [8], página 28.

Proposição 2.33. Seja f ∈ Mn um germe com um ponto cŕıtico isolado na origem

em X. Suponhamos que Ft seja uma deformação anaĺıtica de f . Então, para t

suficientemente próximo da origem, todos os pontos cŕıticos de Ft são isolados.
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Demonstração: Consideramos o conjunto

Σ = {(x, t) ∈ C
n × C : x é ponto cŕıtico de Ft}.

Seja π : Σ → C a projeção no segundo fator, π(x, t) = t. Então Σ é uma variedade

anaĺıtica, pois

Σ = V

(

∂Ft

∂x1

, . . . ,
∂Ft

∂xn

)

⊂ C
n × C.

Por hipótese 0 ∈ C
n é um ponto cŕıtico isolado de F0 = f acarretando que π é uma

aplicação finita em uma vizinhança da origem (veja [17], página 62), i.e., imagem

inversa do ponto nesta vizinhança é um conjunto finito.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [8].

Corolário 2.34. Seja f ∈ Mn um germe com ponto cŕıtico isolado na origem

em X. Suponhamos que ker(df(0)) contenha limt→0 ΘX(x(t)), para algum caminho

anaĺıtico x : [0, ε) → (Cn, 0), com x(0) = 0. Então existe uma deformação anaĺıtica

Ft, t ∈ [0, ε) de f tal que Ft possui um ponto cŕıtico isolado em x(t) em X.

Demonstração: Seja lt uma famı́lia de formas lineares com lo = df(0) e

lt ⊃ ΘX(x(t)) = {δ(x(t)) : δ ∈ ΘX}, para t ∈ [0, ε), definimos

Ft(x) = f(x) + lt(x) − df(x(t))(x).

F0(x) = f(x) + l0(x) − df(x(0))(x) = f(x) + df(0)(x) − df(0)(x) = f(x).

dFt(x(t)) = df(x(t)) + lt − df(x(t)) = lt.

Portanto Ft tem pontos cŕıticos em x(t), para todo t ∈ [0, ε), já que lt foram tomadas

de forma que lt ⊃ ΘX(x(t)). Como Ft é uma deformação de f , pela Proposição

anterior 2.33, todos os pontos cŕıticos de Ft são isolados.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [8].

Lema 2.35. Dado uma subvariedade anaĺıtica X. Sejam x um ponto suave de Br

e f : (Cn, x) → C com uma singularidade isolada em x. Então a dimensão de Br

em x é menor ou igual à r.
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Demonstração: Suponhamos que dimxBr ≥ r + 1. Se δ1, . . . , δr estão

em Θ(X,x) e são linearmente independentes em x (tais campos existem pois estamos

supondo dimxBr > r) então para y ∈ Br suficientemente próximo de x, temos que

δ1(y), . . . , δr(y) são linearmente independentes e 〈δ1(y), . . . , δr(y)〉 está contido em

ΘX(y); pela definição de Br, sabemos que dim ΘX(y) = r portanto esse conjunto

de vetores δ1(y), . . . , δr(y) geram ΘX(y). O germe de variedade em x formado pelos

pontos cŕıticos de f em Br é igual à

(

{p ∈ Br : δ1(f)(p) = . . . = δr(f)(p) = 0}, x
)

e tem dimensão maior ou igual à 1 e assim f não possui uma singularidade isolada

em x.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [8].

Teorema 2.36. Seja U uma vizinhança suficientemente pequena da origem de C
n.

Então (X, x) suporta um germe com ponto cŕıtico isolado para cada ponto x ∈ X∩U

se, e somente se, X é holonômico.

Demonstração: Veja [8], página 66.

Teorema 2.37. O conjunto dos germes f ∈ Mn com pontos cŕıticos não-isolados

em X tem codimensão infinita no espaço de todos os germes se, e somente se, X é

holonômico.

Demonstração: Afirmamos que o conjunto dos germes com pontos cŕıticos

não-isolados tem codimensão infinita se para todo germe de polinômio p de grau d

podemos encontrar um germe f com jdf(0) = p e f gerando uma função tendo

0 ∈ X como ponto cŕıtico isolado.

Se X é holonômico sejam {0}, X1, . . . , Xs seus estratos logaŕıtmicos. Para

cada inteiro positivo d seja {ϕj : 1 ≤ j ≤ N} o conjunto de monômios nas variáveis

x1, . . . , xn de grau d e definimos

ϕd : (Cn × C
N , 0) −→ (C, 0)

(x, u) 7−→ ϕd(x, u) =
N
∑

j=1

ujϕj(x).
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Se g ∈ Mn é uma função polinomial de grau d definimos

G : (Cn × C
N , 0) −→ (C, 0)

(x, u) 7−→ g(x) + ϕd+1(x, u).

A restrição de G à Xi × C
N é uma submersão, para i = 1, . . . , s

Para uma vizinhança suficientemente pequena U de 0 ∈ C
n e quase todos

s ∈ C
N o germe G(·, s) : Xi ∩ U → C tem 0 como valor regular pelo Lema da

Transversalidade de Thom (veja [15], página 53).

Afirmamos que qualquer germe h tem ponto cŕıtico isolado na origem em

X. Caso contrário podemos encontrar uma curva x : [0, ε) → C
n, com x(0) = 0,

x(t) 6= 0 para todo t > 0 e com h tendo um ponto singular em x(t) (veja [10], página

148).

Mostremos que h(x(t)) = 0. Certamente x(t) está em algum estrato, diga-

mos X1. Agora,
d

dt
(h(x(t))) =

n
∑

j=1

∂h

∂xj

∂xj

∂t

e, como x(t) está em X1, temos que

δ(t) =
n
∑

j=1

∂xj

∂t
(t)

∂

∂xj

está em Tx(t)X1. Como h tem ponto singular em x(t) temos d
dt

(h(x(t))) = 0, para

todo t > 0, e como h(x(0)) = 0 deduzimos que h(x(t)) = 0 para todo t > 0. Isso

contradiz a afirmação que h : X1 ∩ U → C tem a origem como valor regular.

Para a rećıproca suponhamos que (X, 0) não seja holonômico, tal que para

algum 0 ≤ r ≤ n − 1 temos que dimBr < r. Seja l uma forma linear determi-

nando um hiperplano que contem o limite de espaços ΘX(x(t)) para algum caminho

anaĺıtico x(t), com x(0) = 0 e x(t) ∈ Br, para t > 0. Afirmamos que nenhum

germe f : (Cn, 0) → (C, 0) com df(0) = l tem ponto cŕıtico isolado em 0. Se algum

germe dessa forma possuir um ponto cŕıtico isolado na origem então pela Proposição

2.33 existe uma deformação Ft de f com pontos cŕıticos isolados em x(t) ∈ Br e

segundo [8], página 67, isso não é posśıvel. Dessa forma germes com singularidades

não-isoladas são de codimensão ≤ n− 1.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [8].



Caṕıtulo 3

A Tranversal completa para o

grupo RX

A classificação de germes é em grande parte um trabalho indutivo. Por

exemplo, trabalhando com funções sob a R-equivalência, se consideramos o germe

f(x, y) = x3 então J(f) = 〈x2〉. Assim, TfRf = 〈x3, x2y〉 e f não é um germe

finitamente R-determinado. Como j3f = f , o próximo passo para a classificação é

considerar os 4-jatos g tais que j3g = f . Ou seja, consideramos os 4-jatos da forma:

g = x3 + ax4 + bx3y + cx2y2 + dxy3 + ey4

com a, b, c, d, e ∈ C e obtemos 5 parâmetros para serem analisados.

Neste caṕıtulo mostramos como o Teorema da Transversal Completa pode

ser usado para obter métodos eficientes para a classificação de germes sob a RX-

equivalência. Uma maneira de agrupar os germes é classificando todos os (k +

1)-jatos a partir de um determinado k-jato dado, obtendo assim uma árvore de

classificação com vários ńıveis correspondentes ao grau do jato envolvido. O Teorema

da Transversal Completa fornece uma lista reduzida de germes a serem analisados.

No caso do exemplo acima, o método afirma que qualquer 4-jato g com

j3g = f é R-equivalente à um germe da forma:

x3 + axy3 + by4

a, b ∈ C reduzindo-se o número de parâmetros a serem analisados para 2.
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Portanto o método fornece uma lista reduzida de todos (k + 1)-jatos que

são equivalentes a um k-jato dado.

O Teorema da Transversal Completa foi demonstrado na sua forma mais

geral no artigo de J. Bruce, N. Kirk e A. Du Plessis [7], onde foi usado o Lema de

Mather. Para o caso particular do subgrupo RX , J. Bruce e J. West [9], demons-

traram o Teorema usando as propriedades das deformações RX-triviais. A seguir

descrevemos tais resultados:

Teorema 3.1 (Lema de Mather). Seja G um grupo de Lie agindo suavemente numa

variedade diferenciável M . Seja W uma subvariedade conexa de M . Então W está

contido em uma única órbita se, e somente se,

1. TwW ⊂ TwGw, para qualquer w ∈W ;

2. dimC TwGw independe da escolha de w ∈ W .

Demonstração: Veja [23], página 234.

Seja V um espaço vetorial de dimensão finita sobre C; dizemos que um

conjunto não-vazio A é um espaço afim associado à V se existir uma aplicação

V × A → A que leva cada par (v, a) em um elemento de A, denotado por a + v,

satisfazendo as seguintes condições:

(i) a+ (v + u) = (a+ v) + u, para quaisquer v, u ∈ V e qualquer a ∈ A;

(ii) Dados a, b ∈ A existe um único vetor v ∈ V tal que b = a+ v;

denotamos tal espaço vetorial por VA.

Lembremos também que à todo grupo de Lie G podemos associar uma

álgebra de Lie identificada com o espaço tangente à G na identidade, T1G. E, se

temos uma ação deG em uma variedade diferenciávelM , para cada x ∈M , podemos

associar a álgebra de Lie de G · x com Tx(G · x), o espaço tangente da órbita de x

sob G no ponto x.
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Teorema 3.2 (Teorema da Transversal Completa). Seja G um grupo de Lie agindo

suavemente em um espaço afim A associado a um espaço vetorial VA e W ⊂ VA um

subespaço vetorial tal que

Ta+wG(a+ w) = TaGa (3.1)

para qualquer a ∈ A e qualquer w ∈ W . Então

1. a+ (TaGa ∩W ) ⊂ Ga
⋂

(a+W ), para qualquer a ∈ A;

2. Se a ∈ A e T é um subespaço vetorial de W tais que

W ⊂ T + TaGa

então para qualquer w ∈W , existem g ∈ G e t ∈ T tais que

g(a+ w) = a+ t

Demonstração:

1. Fixemos a ∈ A arbitrariamente. Vamos mostrar que N = a + (TaGa ∩W ) ⊂

Ga. Como N é subespaço afim de VA então N é conexo.

Seja y ∈ N , com y = a+ β onde β ∈ TaGa ∩W ⊆ W . Por hipótese,

TyGy = Ta+βG(a+ β) = TaGa

o que acarreta

TyN = TaGa ∩W ⊂ TyGy;

e, dimC TyGy = dimC TaGa.

Portanto dimC TyGy independe de y. Pelo Lema de Mather 3.1, N está contido

em uma única órbita, a saber, Ga.

2. Pelo item (1) temos

G(a+ β) ∩ (a+ β +W ) ⊃ a+ β + (Ta+βG(a+ β) ∩W )

para qualquer β ∈ W , o que implica

G(a+ β) ∩ (a+ β +W ) ⊃ a+ β + (TaGa0 ∩W ).
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Figura 3.1: Transversal Completa

Portanto

⋃

β∈T

G(a+ β) ⊃
⋃

β∈T

(

a+ β + (TaGa ∩W )
)

= a+ T + (TaGa ∩W ),

logo
⋃

β∈T

G(a+ β) ⊃ a+W,

e para qualquer β ∈ W , a + β ∈ ∪t∈TG(a + t), assim a + β ∈ G(a + t̃), para

algum t̃ ∈ T .

Esta demonstração também pode ser encontrada em [7].



CAPÍTULO 3. A TRANVERSAL COMPLETA PARA O GRUPO RX 32

Nosso objetivo é aplicar o Teorema da Transversal Completa para o grupo

RX ; enunciamos o Teorema para qualquer subgrupo de Lie do grupo R1 e mostramos

que R1X
é um subgrupo de Lie de R1. Primeiramente definimos um subgrupo de

Lie:

Sejam M e N duas variedades diferenciáveis e f : M → N uma imersão.

Tomamos L = f(M) e consideramos em L duas topologias:

1. A topologia induzida de N ;

2. A topologia dada pela imersão f , onde os abertos são da forma A ⊂ L, onde

f−1(A) é um aberto em M .

Uma subvariedade imersa L em N é quase-regular se para toda aplicação

cont́ınua ϕ : V → N , com V espaço topológico localmente conexo e ϕ assumindo

valores em L então ϕ : V → L é cont́ınua na topologia dada pela imersão; observemos

que se a topologia induzida por N coincidir com a topologia dada pela imersão então

a condição de quase-regularidade é sempre satisfeita.

Um subgrupo de Lie H de um grupo de Lie G é um subgrupo que também

é uma variedade quase-regular.

Dado um grupo de LieG agindo em um espaço afim A associado a um espaço

vetorial VA e W ⊂ VA um subespaço vetorial, a principal hipótese do Teorema da

Transversal Completa é a seguinte:

Ta+wG(a+ w) = TaGa.

O nosso objetivo é aplicar o Teorema para subgrupos do grupo R então tomamos

VA = A = Jk(n, 1) considerando-o como um subespaço de Jk+1(n, 1), sendo Hk o

subespaço de Jk(n, 1) formado pelos polinômios homogêneos de grau k tomamos

W = Hk+1 nosso primeiro impulso é tomar G = Rk+1 o grupo dos (k + 1)-jatos de

difeomorfismos de R mas nessas condições a hipótese do Teorema não é satisfeita

pois, para quaisquer g ∈ Jk(n, 1) e p ∈ Hk+1,

Tg+pR
k+1(g + p) = jk+1(MnJ(f) + MnJ(p))
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e não podemos afirmar que o conjunto dos (k+1)-jatos de MnJ(p) é nulo. Portanto

Tg+pR
k+1(g + p) não é igual à TgR

k+1g; dessa forma definimos:

Definição 3.3. Seja R1 o subgrupo de R formado pelos difeomorfismos cujos 1-jatos

é a identidade.

Analogamente ao grupo R, no caso do grupo R1 obtemos

TfR
k
1f = jk(M2

nJ(f))

e a hipótese do Teorema da Transversal Completa é satisfeita para G = Rk+1
1 .

Um subgrupo H de R é um subgrupo de Lie de R1 se, para cada inteiro

positivo k, o grupo dos k-jatos Hk é um subgrupo de Lie de Rk
1.

Teorema 3.4 (Transversal Completa para o grupo R). Sejam H um subgrupo de

Lie de R1 e f ∈ Jk(n, 1). Se T ⊂ Hk+1 é um subespaço vetorial tal que

Hk+1 ⊂ T + TfH
k+1f

então todo (k + 1)-jato g, com jkg = f está na mesma Hk+1-órbita do que algum

(k + 1)-jato da forma f + t, para algum t ∈ T .

Demonstração: Sejam A = VA = Jk(n, 1), W = Hk+1 e G = Hk+1.

Olhando o espaço vetorial dos k-jatos inclúıdo no espaço vetorial dos (k + 1)-jatos,

para se usar o Teorema da Transversal Completa 3.2 basta mostrar que:

Tg+pH
k+1(g + p) = TgH

k+1g

para quaisquer g ∈ Jk(n, 1) e p ∈ Hk+1.

Sejam g ∈ Jk(n, 1), p ∈ Hk+1 e ξ ∈ T1H temos

jk+1ξ(f + p) = jk+1ξ(f)

já que T1H ⊂ T1R1 então ξ tem seu 1-jato nulo e p é um polinômio homogêneo de

grau k + 1. Portanto para qualquer p ∈ Hk+1 existem h ∈ Hk+1 e t ∈ T tais que

(f + p) ◦ h = f + t,
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ou seja, qualquer (k + 1)-jato g, com jkg = jkf é Hk+1-equivalente à f + t, para

algum t ∈ T .

Esta demonstração também pode ser encontrada em [7].

Finalizando, queremos aplicar o Teorema da Transversal Completa, para

o grupo RX . Analogamente ao grupo R se consideramos G = Rk+1
X , A = VA =

Jk(n, 1) e W = Hk+1, a hipótese (3.1) não é satisfeita pois,

Tf+pR
k+1
X (f + p) = jk+1

(

ΘXf + ΘXp
)

e não podemos afirmar que os (k+1)-jatos de ΘXp são nulos; portanto consideramos

campos em ΘX cujos 1-jatos são nulos e obtemos fluxos que são difeomorfismos cujos

1-jatos são a identidade.

Definição 3.5. Denotamos por Θ1
X o On-submódulo de ΘX formado pelos campos

cujos 1-jatos são nulos.

Lema 3.6. O grupo R1X
é um subgrupo de Lie de R1.

Demonstração: Como R1X
é um subgrupo de R1 então para cada inteiro

positivo k fixado, seja ik : Rk
1X

→ Rk
1 a aplicação de inclusão. Então ik é uma

imersão e a topogia induzida por Rk
1 coincide com a topologia dada por ik. Portanto

R1X
é um subgrupo de Lie de R1.

Teorema 3.7 (Transversal Completa para o grupo RX). Seja f ∈ Jk(n, 1). Se

T ⊂ Hk+1 é um subespaço vetorial tal que

Hk+1 ⊂ T + TfR
k+1
1X

f

então todo (k+1)-jato g, com jkg = f é Rk+1
1X

-equivalente à f+ t, para algum t ∈ T .

Conforme foi observado anteriormente, o Teorema acima 3.7, foi demons-

trado por J. Bruce, J. West em [9], usando-se apenas a abordagem das deformações

RX-triviais; a qual passamos a descrever a seguir:
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Definição 3.8. Seja F : (Cn ×C, 0) → (C, 0) um germe de uma famı́lia de funções

à 1-parâmetro, com F (0, t) = 0 para t próximo da origem.

1. F é uma famı́lia RX-trivial se existir uma famı́lia à 1-parâmetro de difeo-

morfismos H : (Cn × C, 0) → (Cn, 0) que preservam X, com H(x, 0) = x,

H(0, t) = 0 para t próximo da origem e

F (H(x, t), t) = F (x, 0);

2. Seja k um inteiro positivo. F é uma famı́lia k-RX-trivial se existir uma famı́lia

à 1-parâmetro de difeomorfismos H : (Cn ×C, 0) → (Cn, 0) que preservam X,

com H(x, 0) = x, H(0, t) = 0 para t próximo da origem e

F (H(x, t), t) = F (x, 0) + φ(x, t)

para algum φ ∈ Mk+1
n+1.

Esta definição diz que se uma famı́la F é RX-trivial então, para t próximo

da origem fixado, Ft é RX-equivalente à F0.

Observemos que uma famı́lia é k-RX-trivial se ela é RX-trivial a menos de

termos de grau k. Obviamente, uma famı́lia RX-trivial é k-RX-trivial para todo

inteiro positivo k.

A próxima Proposição fornece critérios para identificar se uma famı́lia é

RX-trivial ou k-RX-trivial, para algum k.

Proposição 3.9. Seja F : (Cn × C, 0) → (C, 0) um germe tal que F (0, t) = 0, para

t próximo da origem. Sejam ξ1, . . . , ξp os germes de campos de vetores que geram

Θ0
X . Então

1. F é RX-trivial se existir um germe α : (Cn × C, 0) → C
p satisfazendo

p
∑

i=1

αiξi(F ) +
∂F

∂t
≡ 0,

onde

ξi(F ) =
n
∑

j=1

ξij
∂F

∂xj
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ou, equivalentemente
∂F

∂t
∈ Θ0

XF ;

2. F é k-RX-trivial se existir um germe α : (Cn × C, 0) → C
p satisfazendo

p
∑

i=1

αiξi(F ) +
∂F

∂t
∈ Mk+1

n

ou, equivalentemente
∂F

∂t
∈ Θ0

XF + Mk+1
n .

Demonstração:

(1) Suponhamos que exista tal α e definimos o campo

η ≡

p
∑

i=1

αiξi ≡
n
∑

j=1

ηj

∂

∂xj

então a equação diferencial







∂H
∂t

(x, t) = η(H(x, t), t)

H(x, 0) = x
(3.2)

tem solução definida em alguma vizinhança de (0, 0) ∈ C
n ×C (veja [1], página 56).

Ou seja, podemos encontrar H : (Cn × C, 0) → (Cn, 0) satisfazendo (3.2).

O campo η é tangente à X pois é uma combinação de campos de Θ0
X ; pela

Proposição 2.7, o fluxo gerado por η, Ht preserva X para t próximo da origem.

Definimos, então, uma nova famı́lia

G : (Cn × C, 0) −→ (C, 0)

(x, t) 7−→ G(x, t) = F (H(x, t), t),

diferenciando em relação à t, obtemos

∂G

∂t
(x, t) =

∂

∂t

[

F (H(x, t), t)
]

=
n
∑

j=1

∂F

∂xj

(H(x, t), t)
∂Hj

∂t
(x, t) +

∂F

∂t
(H(x, t), t) =

n
∑

j=1

∂F

∂xj

(H(x, t), t)ηj(H(x, t), t)+
∂F

∂t
(H(x, t), t) =

(

n
∑

j=1

ηj

∂F

∂xj

+
∂F

∂t

)

(H(x, t), t) = 0
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por (3.2) e, pela hipótese que
∑p

i=1 αiξi(F ) + ∂F
∂t

= 0.

Vemos que G não depende de t, i.e., G(x, t) = G(x, 0) para t próximo da

origem, portanto

F (H(x, t), t) = G(x, t) = G(x, 0) = F (H(x, 0), 0) = F (x, 0).

Observemos que ∂H
∂t

(0, t) = η(H(0, t), t) tem solução única H(0, t) = 0 já que os

campos ξi, i = 1, . . . , p, se anulam na origem, então H tem as propriedades exigidas.

(2) Suponhamos que tal α exista e seja H solução do P.V.I.







∂H
∂t

(x, t) = η(H(x, t), t)

H(x, 0) = x
(3.3)

onde η =
∑p

i=1 αiξi.

Da mesma forma que no item (1), como ξi são tangentes à X, Ht preserva

X. Se G(x, t) = F (H(x, t), t),

∂G

∂t
(x, t) =

(

n
∑

j=1

ηj

∂F

∂xj

+
∂F

∂t

)

(H(x, t), t) ∈ Mk+1
n .

Observando que Mk+1
n = 〈xI = xi1

1 . . . x
in
n 〉 onde |I| =

∑n

l=1 il = k + 1

podemos escrever ∂G
∂t

como uma soma
∑

GIx
I , com |I| = k + 1. Então

G(x, t) −G(x, 0) =

∫ t

0

∂G

∂u
(x, u)du =

∑

I

(

∫ t

0

∂GI

∂u
(x, u)du

)

xI ∈ Mk+1
n

como G(x, 0) = F (x, 0) o resultado segue.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [9].

Como aplicação do Teorema 3.9 podemos demonstrar o Teorema da Trans-

versal Completa para o grupo RX .

Teorema 3.10. Sejam f ∈ Mn e {h1, . . . , hr} uma coleção de polinômios ho-

mogêneos de grau k + 1 tais que

Θ1
Xf + 〈h1, . . . , hr〉 + Mk+2

n ⊃ Mk+1
n .
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Então qualquer g ∈ Mn com jkg = jkf é R1X
-equivalente a um germe da

forma:

f(x) +
r
∑

i=1

uihi(x) + φ(x),

onde φ ∈ Mk+2
n e ui ∈ C.

Demonstração: Seja g ∈ Mn, com jkg = jkf e consideramos a diferença

g − f ∈ Mk+1
n . Por hipótese, podemos escrever:

g − f = η(f) +
r
∑

i=1

uihi + φ, (3.4)

onde η =
∑

ηj
∂

∂xj
∈ Θ1

X , ui ∈ C e φ ∈ Mk+2
n . Consideramos um compacto I

de C que contenha os pontos 1 e 0 e para cada ponto t0 ∈ I definimos a famı́lia

F 0 : C
n × I → C por

F 0(x, t) = f(x) + (1 − t− t0)(g − f)(x) + (t+ t0)
r
∑

i=1

uihi(x),

F 0
t (x) = F 0(x, t) e F 0(0, t) = 0. Para cada t0 ∈ I fixado, temos

η(F 0) = η(f) + (1 − t− t0)(η(g − f)) + (t+ t0)
r
∑

i=1

uiη(hi)

∂F 0

∂t
= f − g +

r
∑

i=1

uihi = −η(f) − φ

por (3.4) e lembrando que η tem o seu 1-jato nulo,

η(F 0) +
∂F 0

∂t
∈ Mk+1

n .

Pela Proposição 3.9 a famı́lia F 0 é k-RX-trivial.

Assim para cada t0 fixo e t próximo da origem existe uma famı́lia de difeo-

morfismos que preservam X, H0(x, t), tal que

(F 0
t ◦H0

t )(x) = f(x) + (1 − t0)(g − f)(x) + t0

r
∑

i=1

uihi(x) + φ0
t (x). (3.5)

Para cada t0 conseguimos uma vizinhança aberta desse ponto na qual F 0
t é RX-

equivalente ao germe da segunda parcela de (3.5). Essas vizinhanças formam uma



CAPÍTULO 3. A TRANVERSAL COMPLETA PARA O GRUPO RX 39

cobertura de abertos do compacto I logo existe uma subcobertura finita (que possui

intersecções) de I formada por vizinhanças dos pontos t0, . . . , tr; podemos supor que

tr = 1 e t0 = 0 e,

(F 0
t ◦H0

t )(x) = g(x) + φ0
t (x),

(F r
t ◦Hr

t )(x) = f(x) +
r
∑

i=1

uihi(x) + φr
t (x).

A RX-equivalência é transitiva portanto podemos concluir que os dois ger-

mes acima são RX-equivalentes.

Como η ∈ Θ1
X , para cada t, Ht tem como 1-jato a identidade.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [9].

Usando o Lema de Nakayama 1.3, podemos enfraquecer a hipótese do Teo-

rema 3.10 da seguinte forma:

Θ1
Xf + 〈h1, . . . , hr〉 ⊃ Mk+1

n (3.6)

então qualquer germe g, com jkg = jkf é R1X
-equivalente a um germe da forma

f(x) +
∑r

i=1 uihi(x).

Como corolário do Teorema da Transversal Completa podemos demonstrar

de forma mais direta o Teorema da Determinação Finita 2.10 para o grupo RX .

Corolário 3.11. Dado f ∈ Mn e Mk+1
n ⊂ Θ1

Xf então f é k-RX-determinado.

Demonstração: Seja g ∈ Mn com jkg = jkf então, pelo Teorema 3.10, g é

RX-equivalente com um germe da forma f+
∑r

j=1 uj ·0+0 = f , (veja a equivalência

de (3.6)).

Esta demonstração também pode ser encontrada em [9].

Corolário 3.12. Seja f ∈ Mn.

1. Se Mk+1
n ⊂ Θ1

Xf + Mk+2
n então f é k-RX-determinado;

2. Se Mk
n ⊂ Θ0

Xf + Mk+1
n então f é k-RX-determinado.
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Demonstração:

(1) Se Mk+1
n ⊂ Θ1

Xf +MnM
k+1
n então pelo Lema de Nakayama 1.3, temos

que Mk+1
n ⊂ Θ1

Xf e portanto, pelo Corolário 3.11, f é k-RX-determinado.

(2) Temos que

Mn · Θ0
Xf ⊂ Θ1

Xf

pois, se ξ(x) =
∑n

j=1 xjξj, com ξj(0) = 0 então j1ξ(0) = 0. Portanto

Mk
n ⊂ Θ0

Xf + Mk+1
n ⇒ Mk+1

n ⊂ Mn · Θ0
Xf + Mk+2

n

o que acarreta Mk+1
n ⊂ Θ1

Xf + Mk+2
n e pelo item (1), f é k-RX-determinado.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [9].

3.0.1 Submersões sobre o Guarda-chuva de Whitney

Para ilustrar a aplicabilidade do Teorema da Transversal Completa para

o grupo RX , vamos classificar germes de submersão sob o Guarda-chuva de Whit-

ney, i.e., vamos considerar como variedade anaĺıtica a hipersuperf́ıcie definida pela

equação X := v2 − u2w = 0, o Guarda-chuva de Whitney. Para maiores detalhes

veja [9].

Proposição 3.13. O O3-módulo, ΘX , onde X := v2 − u2w = 0, é gerado por

ξ1 = u
∂

∂u
+ v

∂

∂v
, ξ2 = v

∂

∂v
+ 2w

∂

∂w
,

ξ3 = u2 ∂

∂v
+ 2v

∂

∂w
e, ξ4 = v

∂

∂u
+ uw

∂

∂v

neste caso, ΘX = Θ0
X .

Demonstração: Veja [9], página 22.

Para classificar germes sob a R1
X-equivalência precisamos determinar os 1-

jatos de difeomorfismos de RX . Vamos considerar as partes lineares dos campos de

vetores que geram ΘX :

linear(ξ1) = u ∂
∂u

+ v ∂
∂v

linear(ξ2) = v ∂
∂v

+ 2w ∂
∂w

linear(ξ3) = 2v ∂
∂w

linear(ξ4) = v ∂
∂u
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Integrando essas partes lineares obtemos os 1-jatos dos germes de RX :

ϕ1 : (u, v, w) 7−→ (eλu, eλv, w) ϕ2 : (u, v, w) 7−→ (u, eλv, e2λw)

ϕ3 : (u, v, w) 7−→ (u, v, w + 2αv) ϕ4 : (u, v, w) 7−→ (u+ βv, v, w)

Teorema 3.14. Qualquer 1-jato de um germe de submersão f de (C3, 0) em (C, 0)

é R1
X-equivalente a um germe de alguma das seguintes famı́lias:

1. UW k+1 : u+ wk+1, para k ≥ 0;

2. WUk+1 : w + uk+1, para k ≥ 1;

3. VW k+1 : v + wk+1, para k ≥ 1;

e, cada um desses germes é (k + 1)-RX-determinado.

Demonstração: Consideramos o 1-jato de f , au+ bv + cw, com algum a,

b ou c não-nulo já que f é uma submersão.

Se ac 6= 0 então a 6= 0 e c 6= 0 usando o difeormorfismo

ϕ3(u, v, w) = (u, v, w + 2αv)

podemos tomar α = −b
2c

e, conseguimos o 1-jato de difeomorfismo,

φ1 : (C3, 0) −→ (C3, 0)

(u, v, w) 7−→ φ1(u, v, w) = ( 1
a
u,

√
c

ac
v, 1

c
w − b

√
c

ac2
v)

portanto au+ bv + cw é R1
X-equivalente com

(a) u+ w.

Agora, se ac = 0 então a = 0 ou c = 0.

Para a = 0 e c 6= 0 temos o germe bv + cw e usamos o difeomorfismo:

ϕ3(u, v, w) = (u, v, w −
b

c
v)

e, consideramos o germe

φ2 : (C3, 0) −→ (C3, 0)

(u, v, w) 7−→ φ2(u, v, w) = (u,
√

c

c
v, 1

c
w − b

√
c

c2
v)

portanto bv + cw é R1
X-equivalente com
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(b) w.

Para c = 0 e a 6= 0 temos au+ bv e usamos o difeomorfismo:

ϕ4(u, v, w) = (u−
b

a
v, v, w)

e,

φ3 : (C3, 0) −→ (C3, 0)

(u, v, w) 7−→ φ3(u, v, w) = ( 1
a
u− b

a2v,
1
a
v, w)

portanto au+ bv é R1
X-equivalente com

(c) u.

Para a = 0 e c = 0 temos o germe bv e consideramos o difeomorfismo

h5(u, v, w) = (
1

b
u,

1

b
v, w) ∈ RX

portanto bv é R1
X-equivalente com

(d) v.

Caso (a) Suponhamos que f(u, v, w) = u+ w. Então temos

ξ1(f) = u ξ2(f) = 2w

ξ3(f) = 2v ξ4(f) = v

portanto Θ0
Xf ⊃ M3, pelo Corolário 3.12, item (2), k = 0 temos que f é

1-RX-determinado.

Caso (b) Suponhamos que f(u, v, w) = w. Então temos

ξ1(f) = 0 ξ2(f) = 2w

ξ3(f) = 2v ξ4(f) = 0

temos um germe com k-jato w e a transversal completa (veja 3.7) é dada por

T = C{uk+1}. Consideramos o germe f(u, v, w) = w + uk+1 e

ξ1(f) = (k + 1)uk+1 ξ2(f) = 2w

ξ3(f) = 2v ξ4(f) = (k + 1)vuk

temos que Θ0
Xf ⊃ Mk+1

3 e f é (k + 1)-RX-determinado.
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Caso (c) Suponhamos que f(u, v, w) = u. Então temos

ξ1(f) = u ξ2(f) = 0

ξ3(f) = 0 ξ4(f) = v

dessa forma temos um germe com k-jato u e a transversal completa (veja 3.7)

é dada por T = C{wk+1}. Consideramos o germe f(u, v, w) = u+ wk+1 e

ξ1(f) = u ξ2(f) = 2(k + 1)wk+1

ξ3(f) = 2(k + 1)vwk ξ4(f) = v

temos que Θ0
Xf ⊃ Mk+1

3 e f é (k + 1)-RX-determinado.

Caso (d) Suponhamos que f(u, v, w) = v. Então temos

ξ1(f) = v ξ2(f) = v

ξ3(f) = u2 ξ4(f) = uw

dessa forma temos um germe com k-jato v e a transversal completa (veja 3.7)

é dada por T = C{wk+1}. Consideramos o germe f(u, v, w) = v + wk+1 e

ξ1(g) = v ξ2(g) = v + 2(k + 1)wk+1

ξ3(g) = u2 + 2(k + 1)vwk ξ4(g) = uw

temos que Θ0
Xf ⊃ Mk+1

3 e f é (k + 1)-RX-determinado.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [9].



Caṕıtulo 4

Germes de campos de vetores em

variedades

Para o estudo da RX-equivalência é fundamental conhecer o espaço tan-

gente à RX-órbita em um determinado germe f , ou seja, precisamos descobrir quais

são os campos de vetores tangentes à variedade. Um caso, relativamente simples de

encontrar o On-módulo ΘX ocorre quando X é uma variedade quase-homogênea,

veja Proposição 4.7. Quando consideramos como variedade o discriminante de uma

deformação versal de um germe com singularidade isolada, podemos mostrar que os

campos de vetores definidos por Saito [24], são os campos de vetores tangentes ao

discriminante, veja o Teorema 4.17. Parte deste caṕıtulo está baseado no artigo de

J. Bruce [4].

4.1 Caracterização dos campos de vetores

Proposição 4.1. Existe um subconjunto finito de campos em Θ0
X que juntos geram

o espaço tangente de C
n em todos os pontos de C

n \X suficientemente próximos da

origem.

Demonstração: Suponhamos que (X, 0) = V(f1, . . . , fr) e, consideramos

o conjunto F = {fi
∂

∂xj
}, com 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j ≤ n, esse conjunto satisfaz as

condições da Proposição. De fato,
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• Para todo g ∈ I(X) e todo x ∈ X,

fi(x)
∂g

∂xj

(x) = 0
∂g

∂xj

(x) = 0,

para 1 ≤ i ≤ r e 1 ≤ j ≤ n; portanto fi
∂g

∂xj
∈ I(X);

• Como 0 ∈ X, para cada i, temos fi(0) = 0 logo fi
∂

∂xj
se anula na origem;

• Se x /∈ X está suficientemente próximo da origem, então podemos encontrar

j0 ∈ {1, . . . , r} tal que fj0(x) 6= 0 e, qualquer campo de vetores δ do espaço

tangente à C
n em x pode ser escrito como combinação dos campos formados

por este germe, i.e.,

δ =
n
∑

j=1

δj
∂

∂xj

= δ1
1

fj0

fj0

∂

∂x1

+ . . .+ δn
1

fj0

fj0

∂

∂xn

.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [8].

Proposição 4.2. Se X é equidimensional então existe um subconjunto finito de ΘX

consistindo de germes que se anulam no conjunto singular de X e juntos geram o

espaço tangente à X em todos os pontos suaves de X suficientemente próximos da

origem.

Demonstração: Suponhamos (X, 0) = V(f1, . . . , fr) e que a dimensão de

X seja l. Então, como X é equidimensional existe, pelo menos, um menor de ordem

(n− l) × (n− l) da matriz

A =









∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
. . . ∂f1

∂xn

...
... . . .

...

∂fr

∂x1

∂fr

∂x2
. . . ∂fr

∂xn









cujo determinante quando aplicado em um ponto suave de X é não-nulo enquanto

que os determinantes dos menores de ordem maior a (n− l) × (n− l) são nulos.

Lembremos que um ponto x ∈ X é singular se os determinantes de todos

os (n− l) × (n− l) menores de A são nulos em x.
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Seja B a matriz obtida de A adicionando-se, como a (r + 1) linha o vetor

( ∂
∂x1
, ∂

∂x2
, . . . , ∂

∂xn
), obtendo-se a seguinte matriz

B =















∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
. . . ∂f1

∂xn

...
... . . .

...

∂fr

∂x1

∂fr

∂x2
. . . ∂fr

∂xn

∂
∂x1

∂
∂x2

. . . ∂
∂xn















Então o conjunto dos campos obtidos tomando-se o determinante dos me-

nores de B de ordem (n− l+1)×(n− l+1) que contêm essa última linha adicionada

possui as propriedades desejadas:

Os germes obtidos são campos de vetores que se anulam em pontos singu-

lares de X pois, como foi mencionado anteriormente todos determinantes de todos

menores de A de ordem (n− l) × (n− l) são nulos em um ponto singular. E ainda,

esses campos geram o espaço tangente à X nos pontos suaves, pois quando aplicado

em um ponto suave esse determinante não será nulo e o resultado segue análogo à

Proposição 4.2.

Esta demonstração também pode ser encontrada em [8].

O exemplo a seguir ilustra a construção feita na demonstração anterior:

Exemplo 4.3. Seja X a hipersuperf́ıcie definida por f : (Cn, 0) → C, então essa

variedade tem dimensão n − 1. Pelo menos um menor de ordem 1 × 1 da matriz

A = ( ∂f

∂x1

∂f

∂x2
. . . ∂f

∂xn
) é não-nulo em um ponto suave. Construimos a matriz

B =

(

∂f

∂x1

∂f

∂x2
. . . ∂f

∂xn

∂
∂x1

∂
∂x2

. . . ∂
∂xn

)

e os determinantes dos menores de ordem 2 × 2 são os campos

∂f

∂xi

∂

∂xj

−
∂f

∂xj

∂

∂xi

,

para 1 ≤ i < j ≤ n.

Seja U uma vizinhança suficientemente pequena da origem de C
n. Seja FU

o conjunto das funções anaĺıticas definidas em U ; se V é um subconjunto abertos de
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U e f ∈ FU e consideramos a aplicação ρV U(f) = f|V então {FU , ρV U} é um prefeixe

em U e o feixe associado a este prefeixe é denotado por OU , analogamente, o feixe

de germes de campos de vetores em U é denotado por DerU . Definimos

ΞX =
⋃

x∈X

Θ(X,x),

onde Θ(X,x) = {δ ∈ DerU : δ(h) ∈ I(X, x), ∀h ∈ I(X, x)} e ΞX é um subfeixe de

DerU . Além disso, com a operação

[·, ·] : ΞX × ΞX −→ ΞX

(ξ, δ) 7−→ [ξ, δ] = ξδ − δξ

ΞX se torna uma álgebra de Lie.

Proposição 4.4 (Propriedade dos campos de vetores). Seja X uma subvariedade

anaĺıtica reduzida. Então

1. ΞX é um OU -submódulo coerente de DerU ;

2. ΞX é fechado para a operação de álgebra de Lie;

3. Se δk =
n
∑

j=1

δkj

∂

∂xj

, para 1 ≤ k ≤ l + 1 são elementos de Θ(X,x), e X tem

dimensão l em x, então os determinantes dos menores de ordem (l+1)×(l+1)

de (δkj) estão em I(X, x).

Demonstração: Veja [15], página 60.

Definição 4.5. Um germe de variedade X ⊂ (Cn, 0) de dimensão d é chamado de

intersecção completa se o seu ideal I(X), é gerado por n− d germes de On.

Vamos considerar uma classe especial de intersecção completa com singula-

ridade isolada para a qual ΞX é particularmente boa: a classe quase-homogênea.

Definição 4.6. Um germe de subvariedade X ⊂ (Cn, 0) é dito quase - homogêneo

se é definido por um germe f : (Cn, 0) → (Cp, 0), f = (f1, . . . , fp) tal que existem

inteiros w1, . . . , wn, d1, . . . , dp e para todo t ∈ C,

fj(t
w1x1, . . . , t

wnxn) = tdjfj(x1, . . . , xn), 1 ≤ j ≤ p.
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Proposição 4.7. Seja X ⊂ (Cn, 0) um germe de intersecção completa com uma

singularidade isolada definido por um germe quase-homogêneo f : (Cn, 0) → (Cp, 0),

f = (f1, . . . , fp). Então ΞX é gerado pelos campos fi

∂

∂xj

, 1 ≤ i ≤ p e 1 ≤ j ≤ n, o

campo de Euler
n
∑

j=1

wjxj

∂

∂xj

e os campos triviais:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂
∂xi1

∂
∂xi2

. . . ∂
∂xip+1

∂f1

∂xi1

∂f1

∂xi2
. . . ∂f1

∂xip+1

...
... . . .

...

∂fp

∂xi1

∂fp

∂xi2
. . . ∂fp

∂xip+1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

para toda (p+ 1)-upla i1, . . . , ip+1 satisfazendo 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ip+1 ≤ n.

Demonstração: Veja [8], página 79.

Exemplo 4.8. Consideramos o germe de variedade anaĺıtica X := x4+y4+z4 = 0 é

um germe de intersecção completa com uma singularidade isolada na origem definido

por um germe homogêneo. Pela Proposição 4.7, ΞX é gerado pelos campos:

(x4 + y4 + z4)
∂

∂x
, (x4 + y4 + z4)

∂

∂y
, x4 + y4 + z4 ∂

∂z
,

x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ z

∂

∂z
,

4y3 ∂

∂x
− 4x3 ∂

∂y
, 4z3 ∂

∂x
− 4x3 ∂

∂z
, e 4z3 ∂

∂y
− 4y3 ∂

∂z

4.2 Divisores Livres

Definição 4.9. Uma variedade reduzida X ⊂ (Cn, 0) é um divisor livre quando ΘX

é um On-módulo livre.

Proposição 4.10. Seja X uma hipersuperf́ıcie anaĺıtica reduzida e sejam

ξj =
n
∑

l=1

ξjl
∂

∂xl

,

com 1 ≤ j ≤ n, elementos de ΘX com a propriedade que det(ξjl) é uma equação que

define X. Então X é um divisor livre e ΘX é livremente gerado por ξ1, . . . , ξn.
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Demonstração: Veja [24], página 270.

Exemplo 4.11. Tomemos X := y − x2 = 0 uma hipersuperf́ıcie anaĺıtica reduzida

de C
2. Consideramos os campos de ΘX

ξ1 =
∂

∂x
+ 2x

∂

∂y
e ξ2 = x

∂

∂x
+ 2y

∂

∂y

det(ξjl) = det

(

1 2x

x 2y

)

= 2(y − x2)

que gera X, portanto pela Proposição acima 4.10, X é um divisor livre e ΘX é

gerado pelos campos ξ1 e ξ2.

4.2.1 Cálculo de ΘX quando X é o discriminante

Definição 4.12. Dada uma deformação (F, p) de um germe f ∈ Mn, definimos o

discriminante de F como o germe do conjunto:

D =

{

a ∈ C
p : ∃ x ∈ C

n, F (x, a) =
∂F

∂x1

(x, a) = . . . =
∂F

∂xn

(x, a) = 0

}

Teorema 4.13. Sejam f ∈ On e (F, p) uma deformação de f . Então F é uma

deformação R-versal de f se, e somente se,

J(f) + C{
∂F

∂a1

(x, 0), . . . ,
∂F

∂ap

(x, 0)} = On

Demonstração: Veja [11], página 44.

Observemos que a definição de deformação versal para a R-equivalência é

análoga à Definição 2.16, item (c), dada anteriormente de deformação RX-versal.

Lema 4.14. Seja f ∈ Mn um germe com uma singularidade isolada na origem.

Então On

J(f)
é um C-espaço vetorial de dimensão finita.

Demonstração: Como f possui uma singularidade isolada na origem te-

mos que V(J(f)) = {0}, assim pelo Teorema 1.6

Rad(J(f)) = I(V(J(f))) = I({0}) = Mn.
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Como J(f) contem uma potência do seu radical (veja [3], página 83), então existe

inteiro k > 0 tal que J(f) ⊃ Mk
n e o resultado segue pelo Lema 1.4.

Lema 4.15. Sejam f ∈ Mn um germe com singularidade isolada na origem e

{g1 + J(f), . . . , gp + J(f)} uma base do C-espaço vetorial On

J(f)
. Então o germe

F : (Cn × C
p, 0) −→ C

(x, a) 7−→ F (x, a) = f(x) +

p
∑

i=1

aigi(x),

onde a = (a1, . . . , ap), é uma deformação R-versal do germe f ∈ On.

Demonstração: Pelo Teorema 4.13, basta mostrar que

J(f) + C{
∂F

∂a1

(x, 0), . . . ,
∂F

∂ap

(x, 0)} = On. (4.1)

Mas (4.1) ocorre pois, g1 + J(f), . . . , gp + J(f) geram On

J(f)
.

Considerando as hipóteses do Lema anterior 4.15, definimos o ideal:

J (F ) = 〈
∂F

∂x1

, . . . ,
∂F

∂xn

〉 ⊂ On+p.

Lema 4.16. Se f ∈ Mn é um germe com singularidade isolada na origem e

{gi + J(f)}p

i=1 formam uma C-base para On

J(f)
então os germes g1 + J (F ), . . . , gp +

J (F ) formam uma Op-base livre para On+p

J (F )
.

Demonstração: Sejam A = On+p

J (F )
e Π a projeção

Π : (Cn × C
p, 0) −→ (Cp, 0)

(x, a) 7−→ Π(x, a) = a

pelo Teorema de Preparação de Malgrange 1.2 temos que A é um Op-módulo fini-

tamente gerado via Π∗ se, e somente se, A
MpA

é um C-espaço vetorial de dimensão

finita. Afirmamos que:

A

MpA
tem dimensão finita ⇐⇒

On

J(f)
tem dimensão finita.
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observemos que A
MpA

∼=
On+p

J (F )+Mp
, basta usar o homomorfismo sobrejetor:

φ : A −→ On+p

J (F )+Mp

g + J (F ) 7−→ g + (J (F ) + Mp),

onde ker(φ) = MpA. E, J (F ) + Mp = J(f) + Mp já que, para 1 ≤ j ≤ n,

∂F
∂xj

= ∂f

∂xj
+
∑p

i=1 ai
∂gi

∂xj
, assim

A

MpA
∼=

On+p

J (F ) + Mp

=
On+p

J(f) + Mp

∼=
On

J(f)

e pelo Lema 4.14, On

J(f)
tem dimensão finita.

Agora, basta mostrar que g1 + J (F ), . . . , gp + J (F ) geram A livremente.

Considerando o conjunto:

Σ = {(x, a) :
∂F

∂xj

(x, a) = 0, 1 ≤ j ≤ n}

e sendo π : (Σ, 0) → (Cp, 0) a projeção na segunda coordenada. Denotemos por

O(Σ) a estrutura de feixe de Σ, i.e., O(Σ) é o feixe Σ juntamente com a aplicação

π sobre o espaço topológico (Cp, 0), logo π é uma aplicação holomorfa própria onde

todas as fibras são conjunto discretos em (Σ, 0) pois f é um germe com uma singu-

laridade isolada, portanto é finita (veja [17], página 175) e assim a imagem direta

π∗(O(Σ)) é um feixe de O(Cp)-módulos coerente (veja [17], página 64). Definimos

o homomorfismo de O(Cp)-módulos

r : O(Cp)p −→ π∗(O(Σ))

(ψ1, . . . , ψp) 7−→ r(ψ1, . . . , ψp) =

p
∑

j=1

ψjgj

e seja F = π∗(O(Σ))
Im(r)

(também coerente veja A.4) o co-núcleo de r. Como g1, . . . , gp

geram On+p

J (F )
como um Op-módulo o feixe F tem fibra trivial em 0 ∈ C

p. Por coerência

temos que F é trivial em uma vizinhança de 0 ∈ C
p. Dessa forma para b próximo

da origem podemos dizer que g1, . . . , gp geram

⊕

x̃

On+p(x̃,b)

J (F )(x̃,b)
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como um (Op)b
-módulo (veja A.2), com x̃ variando de forma que (x̃, b) ∈ Σ. Segue

que g1, . . . , gp geram
⊕

x̃

Onx̃

J(f)x̃

(4.2)

como um C-espaço vetorial, a soma sendo sobre os mesmos x̃. Como essa soma

direta tem dimensão p segue que g1, . . . , gp formam, de fato, uma C-base para (4.2).

Afirmamos que g1, . . . , gp geram livremente On+p

J (F )
pois, caso contrário, para algum

germe não-nulo (ψ1, . . . , ψp) ∈ Op
p teŕıamos

∑p

i=1 ψigi = 0 em On+p

J (F )
o que contradiz

o fato que, para cada b fixo, {gi} são linearmente independentes em (4.2).

Esta demonstração também pode ser encontrada em [4].

Como os germes g1+J (F ), . . . , gp+J (F ) formam uma base livre para On+p

J (F )

então para cada j = 1, . . . , p, podemos encontrar germes aij ∈ Op que satisfazem:

F · gj + J (F ) =

p
∑

i=1

aijgi + J (F ) (4.3)

usando as notações acima, os campos

ξj =

p
∑

i=1

aij

∂

∂ai

(4.4)

são germes de campos de vetores tangentes ao discriminante D. Mais ainda, eles

formam uma base livre para ΘD, portanto o discriminante é um divisor livre, i.e.,

Teorema 4.17. Os campos em (4.4) formam uma base livre para ΘD, i.e., o con-

junto de todos os campos tangentes ao discriminante coincide com o Op-módulo

gerado pelos ξj e qualquer tal campo é expresso como combinação linear dos ξj.

Para demonstrar tal teorema precisamos dos seguintes resultados:

Consideramos o seguinte conjunto:

M = {(x, a) ∈ (Cn × C
p, 0) : F (x, a) = 0}

e seja Π a projeção na segunda componente de (M, 0) em (Cp, 0), i.e.,

Π : (M, 0) −→ (Cp, 0)

(x, a) 7−→ Π(x, a) = a
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Definição 4.18. Um campo ξ ∈ Der0C
p é Π-levantável se para algum campo ξ̃

restrito à M temos

dΠ(ξ̃) = ξ ◦ Π

Se ΣΠ é o conjunto dos pontos cŕıticos de Π então (D, 0) e Π(ΣΠ, 0) coin-

cidem pois

ΣΠ = V

(

〈F,
∂F

∂x1

, . . . ,
∂F

∂xn

〉

)

e, D = Π(V(〈F,
∂F

∂x1

, . . . ,
∂F

∂xn

〉)).

Lema 4.19. Um campo ξ em C
p é tangente ao discriminante se, e somente se, ξ

levanta via Π à um campo em ΣΠ.

Demonstração: Veja [4], página 563.

Lema 4.20. Um campo ξ levanta em ΣΠ se, e somente se, ξ levanta em M .

Demonstração: Veja [4], página 564.

O Teorema 4.17 é uma conseqüência imediata do seguinte teorema:

Teorema 4.21. As seguintes condições são equivalentes:

1. O campo ξ em C
p é Π-levantável;

2. O campo ξ pertence à ΘD;

3. ξ =
∑

cjξj, para únicos cj ∈ Op, com ξj como em (4.4).

Demonstração: Pelos Lemas 4.19 e 4.20 sabemos que (1) e (2) são equi-

valentes, portanto um campo ξ em C
p é tangente ao discriminante se, e somente se,

ξ levanta em M .

Vamos mostrar que (3) ⇐⇒ (1).

Suponhamos que, para cada j, o campo ξj é levantável então existe ξ̃j em

M tal que dΠ(ξ̃j) = ξj ◦ Π e

ξ ◦ Π =

p
∑

i=1

(ci ◦ Π)(ξi ◦ Π) =

p
∑

i=1

(ci ◦ Π)(dΠ(ξ̃i)) = dΠ

( p
∑

i=1

biξ̃i

)
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e
∑

biξ̃i é um campo em M .

Portanto vamos mostrar que ξj são levantáveis. Para cada j = 1, . . . , p,

temos

F · gj =

p
∑

i=1

aijgi +
n
∑

l=1

αl

∂F

∂xl

para αl ∈ On+p , consideramos o campo

ξ̃j = ξj +
n
∑

l=1

αl

∂

∂xl

com ξ̃j(F ) =

p
∑

i=1

aij

∂F

∂ai

−

p
∑

i=1

aijgi + Fgj,

como ∂F
∂ai

= gi temos ξ̃jF se anulando em M e,

dΠ(ξ̃j) = dΠ

(

ξj +
n
∑

l=1

αl

∂

∂xl

)

= ξj ◦ Π

então ξ̃j é um levantamento para ξj.

Por outro lado, se ξ tem um levantamento ξ̃ então ξ̃(F ) ∈ 〈F 〉 em On+p.

Conseqüentemente podemos escrever:

ξ̃(F ) =
(

n
∑

j=1

γj

∂F

∂xj

+

p
∑

i=1

cigi

)

F

para únicos ci ∈ Op e alguns γj ∈ On+p, dessa forma,

ξ̃(F ) =
n
∑

j=1

δj
∂F

∂xj

+
n
∑

j=1

p
∑

i=1

ciaijgi

para alguns δj ∈ On+p. Reciprocamente se

ξ̃ =
n
∑

j=1

εj

∂

∂xj

+

p
∑

i=1

ei

∂

∂ai

com εj ∈ On+p e ei ∈ Op então

ξ̃(F ) =
n
∑

j=1

εj

∂F

∂xj

+

p
∑

i=1

eigi

Como gi geram On+p

J (F )
livremente temos ei =

∑p

l=1 clail e

ξ =

p
∑

i=1

ei

∂

∂ai

=

p
∑

i=1

ciξi.
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Esta demonstração também pode ser encontrada em [4].

No exemplo abaixo, usando-se o Teorema 4.17, vamos encontrar o O1-

módulo ΘX , quando X é o discriminante de uma singularidade do tipo Ak:

Exemplo 4.22. As singularidades Ak

Consideramos o germe f(x) = xk+1. Então J(f) = 〈xk〉 e

O1

J(f)
≈

C[[x]]

〈xk〉
≈ 〈1, x, x2, . . . , xk−1〉

e como C-base desse espaço vetorial escolhemos

{

g1(x) = xk−1, g2(x) = xk−2, . . . , gk−1(x) = x, gk(x) = 1
}

e temos a deformação R-versal

F : (C × C
k, 0) −→ (C, 0)

(x, a) 7−→ F (x, a) = xk+1 +
k
∑

j=1

ajx
k−j

onde a = (a1, . . . , ak).

∂F

∂x
= (k + 1)xk +

k−1
∑

j=1

aj(k − j)xk−j−1 ⇒ J (F ) = 〈(k + 1)xk +
k−1
∑

j=1

aj(k − j)xk−j−1〉

trabalhando no anel O1+k

J (F )
podemos trocar xk por

−
1

k + 1

k−1
∑

j=1

aj(k − j)xk−j−1

já que estão na mesma classe. E é fácil obter os campos de vetores básicos para

qualquer Ak-singularidade.

Tomamos k = 3, logo f(x) = x4, J(f) = 〈x3〉 e

{g1(x) = x2, g2(x) = x, g3(x) = 1}

é uma base para
O1

J(f)
.

Temos a deformação versal:

F (x, (a1, a2, a3)) = x4 +
3
∑

j=1

ajx
3−j = x4 + a1x

2 + a2x+ a3
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e ainda,

J (F ) = 〈
∂F

∂x
〉 = 〈4x3 + 2a1x+ a2〉

podemos trocar x3 por −
1

4

2
∑

j=1

(3 − j)ajx
3−j−1 = −

1

2
a1x−

1

4
a2

Assim, conclúımos que, quando X é o discriminante de uma singularidade

A3, o O3-módulo ΘX é gerado por:

ξ1(a1, a2, a3) =
(

a3 −
1

4
a2

1

) ∂

∂a1

−
1

2
a1a2

∂

∂a2

−
3

16
a2

2

∂

∂a3

ξ2(a1, a2, a3) =
3

4
a2

∂

∂a1

+
(

a3 −
1

4
a2

1

) ∂

∂a2

−
1

8
a1a2

∂

∂a3

ξ3(a1, a2, a3) =
1

2
a1

∂

∂a1

+
3

4
a2

∂

∂a2

+ a3
∂

∂a3

.



Considerações Finais

Dado um germe de subvariedade anaĺıtica (X, 0) ⊂ (Cn, 0) e um germe de

função f : (Cn, 0) → (C, 0), podemos trabalhar com uma segunda relação de equi-

valência em On que também considera a subvariedade X. Basta estudar a restrição

de f ao germe X, f|X e usar difeormorfismos de X. O grupo dos difeormorfismo de

X é denotado por R(X). O estudo sobre a R(X)-equivalência pode ser encontrado

em [13].

Observamos que enquanto a R(X)-equivalência considera o comportamento

de um germe f somente sobre X, a RX-equivalência considera o comportamento do

germe sobre X e fora de X. Por exemplo:

Consideramos a subvariedade de C
2, X := y − x2 = 0 e os germes

f(x, y) = x3 e g(x, y) = x3 + y − x2;

f e g são iguais quando considerados sobre X e portanto são R(X)-equivalentes.

Mas, considerando-se a RX-equivalência, temos que

ΘX = 〈
∂

∂x
+ 2x

∂

∂y
, x

∂

∂x
+ 2y

∂

∂y
〉

e

ΘXf = 〈3x2, 3x3〉 ⇒ V(ΘXf) = {(0, y) : y ∈ C}

ΘXg = 〈3x2, 3x3 − 2x2 + 2y〉 ⇒ V(ΘXg) = {(0, 0)}

logo f não é finitamente RX-determinado e g é finitamente RX-determinado então

f e g não são RX-equivalentes.

Portanto podemos concluir que a RX-equivalência é mais restritiva do que

a R(X)-equivalência.
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O fato da RX-equivalência levar em conta o comportamento dos germes

fora da subvariedade X acarreta em uma diferença nos espaços tangentes de uma

órbita em um germe f , i.e.,

TRe(X)f = TReX
f + I(X).

Assim como para o grupo RX , todos os resultados de determinação e des-

dobramentos são válidos para o grupo R(X). Por exemplo:

Teorema 4.23 (Teorema de determinação finita). Dado f ∈ Mn então se

TR(X)f ⊃ Mp
n,

para algum inteiro positivo p, então f é finitamente R(X)-determinado.

A demonstração deste teorema é análoga à demonstração do Teorema de

Determinação Finita para o grupo RX 2.10, onde basta considerar o espaço tangente

de uma R(X)-órbita no germe f .



Apêndice A

Teoria de feixes

Nesta seção damos uma visão geral e introdutória sobre feixes; noções

básicas necessárias para o entendimento de alguns conceitos que são usados ao longo

do texto. Para maiores detalhes veja [17].

Sejam T e X dois espaços topológicos, se π : T → X é um homeomorfismo

local, o par (T , π) é chamado de feixe (de conjuntos) em X e π é chamada de

projeção. Para cada x ∈ X, o subconjunto Tx = π−1(x) é chamado de fibra (ou

stalk) de T em x.

Sejam (T , π) e (F ,Π) dois feixes em X. Um morfismo de feixes é uma

aplicação cont́ınua ϕ : T → F tal que Π ◦ ϕ = π; portanto um morfismo de feixes

leva cada fibra de T num ponto x na fibra correspondente de F no ponto x e podemos

considerar, para cada x ∈ X, a aplicação induzida ϕx : Tx → Fx.

Se Y é um subespaço topológico de X, cada feixe (T , π) em X induz um

feixe (π−1(Y ), π|π−1(Y )) em Y , onde π−1(Y ) carrega a topologia de T . Esse feixe é

chamado de restrição de T à Y e é denotado por T|Y . Analogamente um subespaço

topológico F de T é um subfeixe de T quando (F , π|F) é um feixe em X.

Sejam (T , π) e (F ,Π) dois feixes em X, consideramos o produto:

T ⊕ F = {(z, w) ∈ T × F : π(z) = Π(w)} =
⋃

x∈X

(Tx ×Fx)

com a topologia de T × F ; a aplicação T ⊕ F → X dada por (z, w) 7→ π(z) é um

homeomorfismo local e T ⊕ F é um feixe em X, chamado de soma de Whitney de
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T e F . Analogamente podemos definir a soma de Whitney para p feixes em X,

T1 ⊕ . . .⊕ Tp; se Tj são todos iguais, escrevemos T p para essa soma de Whitney.

Uma aplicação cont́ınua s : Y → T de um subespaço Y ⊂ X em um feixe

(T , π) em X é chamada de seção sobre Y em T se π◦s = idY . Escrevemos sx = s(x);

o conjunto de todas as seções sobre Y em T é denotado por Γ(Y, T ).

Suponhamos que para cada subconjunto aberto U de X existe um espaço

topológico associado à U , TU e para qualquer par de abertos U e V de X, com

V ⊂ U , existem aplicações restrições ρV U : TU → TV satisfazendo

ρUU = idU e ρWV ◦ ρV U = ρWU

sempre que W ⊂ V ⊂ U . Então a famı́lia {TU , ρV U} é um prefeixe em X. Para todo

feixe T em X temos {Γ(U, T ), rV U} com rV U(s) = s|V , o prefeixe canônico.

Lema A.1. Para todo prefeixe existe um feixe associado.

Demonstração: Veja [17], página 225.

Sejam X e Y dois espaços topológicos, f : X → Y cont́ınua e T um feixe em

X. Para cada aberto V ⊂ Y associamos um conjunto Γ(f−1(V ), T|f−1(V )). Se V ⊂ U

são abertos de Y temos a restrição ρV U : Γ(f−1(U), T|f−1(U)) → Γ(f−1(V ), T|f−1(V )

e {Γ(f−1(V ), T|f−1(V )), ρV U} é um prefeixe em Y ; o feixe associado é denotado por

f∗(T ) é chamado de feixe imagem de T com respeito à f . Com a bijeção natural

de Γ(f−1(V ), T|f−1(V )) em Γ(V, f∗(T )) podemos identificar Γ(f−1(V ), T|f−1(V )) com

Γ(V, f∗(T )).

Feixes com estrutura algébrica

Um feixe T em X é chamado de feixe de anéis (ou de grupos abelianos) se

(i) Para cada x ∈ X, Tx é um anel (subgrupo abeliano);

(ii) A aplicação T ⊕ T −→ T , (z, w) 7−→ z − w é cont́ınua;

(iii) A aplicação: T ⊕ T −→ T , (z, w) 7−→ zw é cont́ınua;
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tais operações estão bem definidas pois, se (z, w) ∈ T ⊕T então x = π(z) = π(w) e

z − w, zw ∈ Tx, para algum x ∈ X. E, 0x é o elemento neutro em Tx e a aplicação

x 7→ 0x é uma seção de X em T , a seção nula. Assumimos que toda fibra Tx possui

identidade 1x dependendo suavemente de x, gerando uma seção em T .

Sejam A um feixe de anéis e T um feixe de grupos abelianos. T é um feixe

de A-módulos se existir um morfismo de feixes A⊕ T → T tal que cada fibra Tx é

um Ax-módulo. Se T1, . . . , Tp são feixes de A-módulos então a soma de Whitney é

um A-módulo com operações definidas componente à componente. Em particular

Ap é um A-módulo.

Sejam T um feixe de A-módulos em X e s1, . . . , sp ∈ Γ(U, T ). Definimos

um A|U -homomorfismo

σ : Ap

|U −→ T|U

(a1x, . . . , apx) 7−→

p
∑

i=1

aixsix

(A.1)

com x ∈ U e ajx ∈ A|U x
. Dizemos que T|U é gerado pelas seções s1, . . . , sp quando

σ é sobrejetora, ou seja, para qualquer x ∈ U

Tx = Axs1x
+ . . .+ Axspx

um feixe de módulos é localmente finitamente gerado em x se existir uma vizinhança

U de x tal que o feixe restrito à U é gerado por finitas seções. O feixe é localmente

finitamente gerado quando é localmente finitamente gerado em x, ∀x ∈ X.

Teorema A.2. Sejam F um feixe localmente finitamente gerado e s1, . . . , sp seções

numa vizinhança de x que geram Fx então s1, . . . , sp geram Fw para todo w sufici-

entemente próximo de x.

Demonstração: Veja [20], página 166.

Seja σ A|U -homomorfismo como em (A.1), o feixe de relações de s1, . . . , sp

é um A|U -submódulo de Ap

|U definido por

Rel(s1, . . . , sp) := kerσ =
⋃

x∈U

{

(a1x, . . . , apx) ∈ Ap
x :

p
∑

i=1

aixsix = 0

}
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Um feixe é um feixe de relação com tipo finito em x, se para todo σ como

na expressão (A.1) de seções num aberto U de x, Rel(s1, . . . , sp) é localmente fini-

tamente gerado em x. O feixe é um feixe de relação com tipo finito se é de relação

com tipo finito em todo x.

Um feixe T de A-módulos é um feixe coerente se é um feixe localmente

finitamente gerado e é um feixe de relação com tipo finito.

Teorema A.3. Todo subfeixe de Op
n localmente finitamente gerado é coerente.

Demonstração: Veja [20], página 167.

Teorema A.4. Seja ϕ : T → F um On-homomorfismo entre feixes coerentes.

Então os feixes Im(ϕ), ker(ϕ) e coker(ϕ) são coerentes.

Demonstração: Veja [20], página 237.
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