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Resumo

O estudo de germes de fungdes analiticas (C*,0) — (C,0) sob a R - equi-
valéncia é um ponto central na Teoria das Singularidades e a informagao que temos
nessa direcao é bastante rica. Nessa dissertacao temos um estudo similar para uma
equivaléncia que preserva uma determinada variedade analitica X, a Rx - equi-

valéncia.



Abstract

The study of analytic germs of functions (C",0) — (C,0) under R - equi-
valence relation is a central point in Singularity Theory and the information we
have in this direction is very rich. In this dissertation we have a study similar for an

equivalence relation which preserve certain analytic variety X, the R x - equivalence.
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Prefacio

O estudo de germes de fungoes f : (C",0) — (C,0) sob a agao do grupo R
dos germes de difeomorfismos de C", a R-equivaléncia, ¢ um dos objetivos da teoria
das singularidades e a informagao que temos nesta diregao é bastante ampla e pode
ser encontrada em livros béasicos da teoria, por exemplo, em [6], [14] e [15].

Considerando um germe de variedade analitica (X,0) C (C™,0), V. Arnold
[2], J. Bruce e R. Roberts [8], entre outros, apresentaram uma generalizagao da R-
equivaléncia através do grupo R x dos germes de difeomorfismos de C" que preservam
X, onde dois germes f e g sao R x-equivalentes se existir um difeomorfismo ¢ € Ry
tal que f = go . Quando X = (), a Rx-equivaléncia se torna a R-equivaléncia.
Para o estudo da R x-equivaléncia é necessario encontrar os campos logaritmicos de
X, Oy, i.e., os campos de vetores tangentes a X.

O objetivo deste trabalho é estudar resultados bésicos da R x-equivaléncia
e apresentar algumas propriedades de Ox.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

Nas preliminares temos uma visao geral dos principais pré-requisitos utili-
zados no decorrer do texto, objetivando o esclarecimento de notagoes e a ilustragao
de resultados bésicos. Maiores detalhes podem ser encontrados nos livros [15] e [19].

No segundo capitulo introduzimos a R x-equivaléncia, o conceito do médulo
de campos logaritmicos para um germe de subvariedade X, © x, que é de fundamen-
tal importancia para o desenvolvimento do trabalho e também algumas definicoes
que sao comuns a todas as equivaléncias como as deformagoes, os desdobramentos
e os germes estaveis.

No capitulo 3 direcionamos nosso estudo para um método mais eficiente
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de classificagao: A Transversal Completa. O Teorema da Transversal Completa
foi demonstrado na sua forma mais geral no artigo de J.Bruce, N. Kirk e A. Du
Plessis [7], usando-se o Lema de Mather 3.1. No caso particular do grupo Rx o
artigo de J. Bruce e J. West [9], demonstrou o teorema usando deformagoes R x-
triviais. Neste trabalho estudamos ambas abordagens. Para ilustrar a eficiéncia
desse método classificamos germes de submersao f : (C3,0) — (C,0) sob a Rx-
equivaléncia, considerando-se como variedade, X, o Guarda-chuva de Whitney.

No quarto capitulo, baseando-se em [4], [8] e [24], abordamos o cdlculo
do médulo ©x que, em geral, é muito dificil de ser determinado. Mas, nos casos
onde o germe de subvariedade X ¢ definido por uma funcao quase-homogénea ou
quando a subvariedade é o discriminante de uma deformacao de uma fungao com
uma singularidade isolada na origem, possuimos um algoritmo para determinar o
médulo Ox.

Finalizando, o apéndice fornece uma idéia introdutéria sobre a teoria de
feixes que é necessaria para a compreensao de conceitos utilizados no decorrer do

texto.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 O anel O, e a R-equivaléncia

Nosso objetivo é estudar localmente funcoes analiticas f : C* — C. Para
tanto, introduzimos uma relagao de equivaléncia no espaco das funcoes analiticas

definidas num aberto contendo a origem de C", da seguinte forma:
f~g<= JabertoV, com 0V C C" tal que fjy = gv.

As classes de equivaléncia sao chamadas de germes, denotadas por f : (C*,0) —
(C, f(0)), ou simplesmente, por f. A colegdo de todos esses germes de fungoes
é denotada por O,. Observemos que O, é um anel noetheriano local cujo ideal
maximal é dado por M,, = {f € O,, : f(0) = 0}. Denotamos por O,,, o conjunto
dos germes de aplicagoes f : (C™,0) — (CP, f(0)).

A idéia é tentar agrupar esses germes em determinados conjuntos. Para isso
precisamos da nogao de uma acao de um grupo e da nogao de grupo de Lie:

Uma agao de um grupo G em um conjunto M é uma aplicagao

o:GxM — M
(g,2) +— w(g,7)=g =

tal que para todo x € M e todos g, h € G temos

(a) 1-2 =z, onde 1 é identidade do grupo G;
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(b) (gh)-x=g-(h-x).

Neste caso dizemos que G atua em M. O conjunto G-z = {g-x : g € G} é chamado
de orbita de x em M.

Um grupo de Lie G é um grupo multiplicativo que é uma variedade dife-
renciavel tal que as operagoes de multiplicagao e inversao sao diferenciaveis. Dizemos
que um grupo de Lie G atua em uma variedade diferenciavel M quando existe uma
acao de G em M que é diferenciavel.

Em geral, as 6rbitas de uma agao de um grupo de Lie G em uma variedade
diferenciavel M nao sao subvariedades e, sim subvariedades imersas, mas nos casos

em que para algum z € M, G- x é uma subvariedade, obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.1. Seja ¢ : G X M — M uma a¢ao de um grupo de Lie G em uma
variedade diferencidvel M. Se as orbitas sao subvariedades de M, entao para todo
r € M, a aplicagao ¢, : G — G - x dada por p,.(g) = g -z € uma submersio. E
mais, o espago tangente a orbita G - x em x é a imagem de dp,(1) : 1G — T, M,
ou seja,

T,G -z = dp,(1)(T1G). (1.1)

Demonstracao: Veja [15], pagina 74.

Uma das metas da teoria das singularidades ¢ classificar germes de O,,,, sob
relagoes de equivaléncias em O, , dadas por acoes de grupos. Como trabalhamos
apenas no anel O,, a relacao de equivaléncia de nosso interesse é dada pela acao dos
subgrupos do grupo dos germes de difeomorfismos de O,, , que preservam a origem,

1 para todo p € R e

o qual é denotado por R. A acao é dada por ¢.f = fo ¢~
f € O,. Dizemos que dois germes f, g € O,, sao R-equivalentes se existir um germe

© € R tal que f = go ! assim,
frrge=JpcRtalque f=goyp '

O conjunto dos germes de difeomorfismos que nao preservam a origem é denotado

por R, (o grupo estendido).
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Dado f € O,, para cada inteiro positivo k, definimos o k-jato de f por

i*f = 3*£(0) = pr(f)(0) — f(0),

onde pi(f)(0) é o polinomio de Taylor de grau k do representante f no ponto x = 0,
observemos que esse polinomio independe do representante escolhido.

Observemos que O,, nao é uma variedade diferenciavel e na tentativa de
amenizar a dificuldade em trabalhar com espacos de dimensao infinita, trabalha-
mos com variedades diferenciaveis; que possuem dimensao finita. Denotamos por
J¥(n,1) o C-espaco vetorial dos k-jatos dos germes de O, e por H* o subespaco
de J*(n,1) formado pelos polindmios homogéneos de grau k. Portanto J*(n,1) e
H* sdo variedades diferencidveis pois sao difeomorfas a algum espaco vetorial de
dimensao finita. Dado j*f € J*(n,1) quando nao houver dividas denotamos esse
elemento apenas por f.

Da mesma forma, ao invés de trabalhar com o grupo R, que possui dimensao
infinita, trabalhamos com o conjunto R* que denota o grupo de Lie (que age em
J¥(n, 1), veja [22], pagina 151) formado pelos k-jatos de germes de R.

Para a classificacao de germes de funcao sob uma equivaléncia é necessario
que conhecamos o espago tangente de uma orbita em um germe. Como foi dito ante-
riormente, o grupo R nao é um grupo de Lie e O,, nao é uma variedade diferenciavel,
dado um inteiro positivo k, trabalhamos com os espacos dos k-jatos, R* (que é um
grupo de Lie) e J*(n,1) (que é uma variedade diferencidvel). Assim, podemos usar
a equagao (1.1) do Teorema 1.1 para encontrar o espago tangente de uma érbita em
um jato. No caso do grupo R temos:

Dados um inteiro positivo k e um germe de k-jato f € J¥(n,1) fixados,

definimos a aplicacao:
or:RFY — Jk(n,1)
ho— J(foh™) = j*f oL,
Como RF é um aberto de J*(n,n) entao TyR* = J*(n,n). Seja g € TyR* e consi-

deramos a curva a : (—¢,¢) — RF, com a(0) =1 e o/(0) = g,

aft)(z) = v +tg(x),
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d d d
Gleroaie = LMToal)] | =iG(eal)
= Y Lampaiy =S4y ety
j=t = =0 =1 !

com g; € M,, pois a(t) € R¥, para qualquer ¢.

Considerando-se o ideal de O,,, J(f) = (%);‘:1 vemos que, pelo Teorema
1.1, temos TyRF - f = j*(M,J(f)), para qualquer k. Portanto é natural definir o

espaco tangente a R-érbita em um germe f como o conjunto:
TyRf = My J(f),
e o espaco tangente estendido a R-6rbita em um germe f por:
TiRef = J(f).

A seguir enunciamos alguns teoremas envolvendo o anel O,, que sao extre-

mamente tuteis no desenvolvimento de resultados posteriores do texto:

Teorema 1.2 (Teorema de Preparagao de Malgrange). Dado um germe de fung¢dao
¢ : (C",0) — (C*0), seja M um O,-mddulo finitamente gerado entio M é um
Os-mddulo finitamente gerado, com relacdo a estrutura de modulo dada pelo homo-
morfismo induzido:
0 — O,
g — ¢(9) =gop

se, e somente se, o C-espaco vetorial " tem dimensao finita.

M
(M) M
Demonstracao: Veja [14], pagina 30.
Teorema 1.3 (Lema de Nakayama). Sejam M um O,-mddulo finitamente gerado,
N um submddulo de M e I C M,, um ideal. Entdo M CIM + N — M C N.
Demonstracao: Veja [15], pagina 102.

Teorema 1.4. Sejam M um O,,-mddulo livre finitamente gerado e N um submdodulo
de M. Entao

M
dimcﬁ<oo<:>3k>0talquerLMCN.

Demonstragao: Veja [15], pagina 104.
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1.2 Germes de variedades

Dados dois subconjuntos X, Y de C" dizemos que X e Y sao equivalentes
em um ponto z € X NY se existir uma vizinhanca U de z tal que X NU =Y NU.
A classe de equivaléncia do conjunto X em um ponto z é chamada de germe do
conjunto X e é denotada por (X, z), ou simplesmente por X quando o ponto z
estiver subentendido.

Se f € O,, a classe de equivaléncia do conjunto {z : f(x) = 0}, onde f é um
representante do germe f, é denotada por V(f); se fi e f2 sdo dois representantes
de um mesmo germe entdo os conjuntos V(f1) e V(f2) sao iguais. Um germe de

variedade (X, z) é um conjunto do tipo:

X=V(f))N...0V(f) =V(f,.- . fo),

para determinados fi,..., f, € O,.

Definimos o ideal de um germe de variedade X por
I(X)={f€O0,: X C fH(0)}.

Dizemos que um germe de variedade X ¢ irredutivel quando para quaisquer

germes X; e X tais que X = X; U X5 entao X = X; ou X = Xo.

Proposicao 1.5. Seja X um germe de variedade entao existem um inteiro positivo
p e Xq,...,X, variedades irredutiveis, com X; nao contida em X;, para todo i # j,
tais que X = X;U...UX,. FEssas variedades sao unicamente determinadas, a menos

da ordem, e sao chamadas de componentes irredutiveis de X.

Demonstracao: Veja [19], pagina 89.

Chamamos de germe de subvariedade analitica em x, um germe de conjunto
X em x tal que, para alguma vizinhanca V de x, o germe X NV pode ser descrito
por V(fi,..., fr), para alguns fi,..., f. € O,.

Dizemos que um ponto z de um germe de subvariedade X é um ponto

regular ou suave se para alguma vizinhanca V' de 2, o germe V N X pode ser descrito
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como o conjunto dos zeros de um nimero finito de germes de fungoes analiticas que
possuem z como ponto regular. Um ponto de X nao regular é chamado de ponto

singular de X.

Teorema 1.6 (Hilbert’s nullstellensatz - versao local). Seja I um ideal de O,,. Entao

Z(V(I)) = Rad(I), onde Rad(I) € o sequinte ideal { f € O, : In € N tal que f™ € I}.

Demonstragao: Veja [18], pagina 660.

Seja Y = V(fi1,..., f;) uma variedade irredutivel. Definimos

. o Ofi
dimY =n — I;lea;(pOStO(( Ery (z) )n><r>‘

Se X é uma variedade e X = X; U...U X, é a sua decomposicao em

componentes irredutiveis, entao
dim X = max dim X;.
1<i<p

Dizemos que a variedade é equidimensional quando todas as suas componentes ir-
redutiveis tém a mesma dimensao. Além disso, se z € X a dimensao da variedade

X =X,U...UX, no ponto x é

dim, X = maxdim Xj;.

zeX;
Dizemos que um germe X = V(f1,..., f,) é reduzido se a C-dlgebra local
7 flct).’_"‘ ) nao possuir elementos nilpotentes.

1.3 Campos de vetores

Um campo de vetores £ em uma variedade diferenciavel M é uma corres-
pondéncia que a cada ponto p de M associa um vetor &(p) € T,M. O campo é
suave se a aplicagao £ : M — TM é suave. Considerando-se uma parametrizagao

x:U CC"— M, com U aberto, é possivel escrever

£(p) = Z£j<p>a%,
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onde(;:U—C,j=1,...,néuma funcasoem U e {%} é uma base associada a x
Lj

para T,M. O conjunto dos campos de vetores formam um espago vetorial sobre C.

E conveniente pensar em um campo £ como uma aplicacao £ : D — D,

onde D é o conjunto formado pelas fungoes analiticas em M, f: M — C, dada por

(€N = Z@ 8%

onde f indica a expressao de f na parametrizacao x. Também podemos considerar
germes de campos de vetores.

Dado um grupo de Lie G agindo suavemente em uma variedade diferenciavel
M e € um campo de vetores em G entao dizemos que £ é invariante a esquerda se,

para qualquer z € GG, ocorrer
dAy(§) = § 0 Aq,

onde A, : G — G -z é dada por A,(g) = gz (a agdo do grupo a esquerda). Ou seja,
se £ é invariante a esquerda entao dA,(&(g)) = £(gx).

Uma élgebra de Lie G sobre C é um espaco vetorial complexo munido com

uma aplicagao bilinear [-,-] : G x G — G tal que para todo x,y, z € G tem-se:

(a) [ZE,y] = —[y,ﬂf];

(b) [z, 9l 2] + [ly, 2], 2] + [[z, 2], 4] = 0.

Teorema 1.7. Sejam G um grupo de Lie agindo suavemente em uma variedade
diferencidvel M e DerG o conjunto de seus campos invariantes a esquerda. Entao

DerG munido com a aplicag¢do

[] 2 (€,0) — [€, 0]
com (£0)f = &(0f), para todo f € D, satisfaz:
1. DerG € um C-espago vetorial e a aplicagdo:
a: DerG — TG

§ — a(§) =¢(1)

¢ um isomorfismo de DerG no espaco tangente de G na identidade;
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2. Campos de vetores invariantes a esquerda sao analiticos;
3. Se &,0 € DerG entao [£,0] € DerG;
4. DerG é uma dlgebra de Lie.

Demonstragao: Veja [26], pagina 85.

Logo a todo grupo de Lie G que age em uma variedade diferenciavel M po-
demos associar uma algebra de Lie, DerG, que ¢é identificada com o espaco tangente
de G na identidade. Para cada z € M, DerG -x C T, M ¢é a imagem de DerG pela
diferencial da agao, assim DerG - z coincide com o espago tangente T, (G - x) da

orbita de z sob G.



Capitulo 2
A R x-equivaléncia

Seja (X,0) C (C",0) um germe de subvariedade analitica reduzida. Neste
trabalho nosso interesse esta voltado para o subgrupo dos germes de difeomorfismos

de R que preservam X, o qual passamos a descrever a seguir:

Seja ¢ : (C",0) — (C™,0) um germe de difeomorfismo. Dizemos que ¢
preserva X se o isomorfismo induzido ¢* : O, — O,, dado por ¢*(f) = f o ¢,
preserva o ideal Z(X), i.e., ¢*(Z(X)) = Z(X). O grupo formado por tais germes é
denotado por Rx. O conjunto de germes de difeomorfismos que preservam X e nao
se anulam na origem ¢ denotado por R, .

Um germe de difeomorfismo ¢ : (C",0) — (C™,0) preserva X se, e somente
se, (p(X),0) = (X,0), ouseja, Ry ={p € R: p(X) = X}.

Embora o grupo R x seja uma generalizacao do grupo R (basta tomar X =
(), ele é, na verdade, uma classe especial de subgrupos geométricos de R estudados

por J. Damon [12].

Definicao 2.1. Dois germes f,g € O,, sao Rx-equivalentes se existir um difeomor-

fismo ¢ € Ry tal que f = goy. Notagao: f ~g, g.
A R x-equivaléncia é uma relagdo de equivaléncia.

Definicao 2.2. Seja k um inteiro positivo. Um germe f € O,, € k-Rx-determinado

se para todo g € O, com mesmo k-jato que f temos que f e g sao Rx-equivalentes.
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Dizemos que f € finitamente Rx-determinado quando f € k-Rx-determinado, para

algum inteiro positivo k.

2.1 Os campos logaritmicos

Para encontrar germes de difeomorfismos que preservam um germe de sub-
variedade X a técnica usual é a integracao de germes de campos de vetores tangentes

a X. Passamos a descrever tais campos:

Definigao 2.3. Seja DeryC" o O,-mdédulo formado pelos germes de campos de
vetores analiticos de C™ na origem.
Seja & € DerygC", se quando visto como derivacgao, i.e.,
= 0
§= JZI 5;'8—%
ocorrer £(h) € Z(X), para qualqguer h € Z(X) entdo dizemos que esse campo €
logaritmico para X. O Op-submaodulo formado pelos germes de campos de vetores
logaritmicos € denotado por ©(x), quando o ponto x = 0 estiver subentendido

ESCTEVEMOS apenas @X .

A préxima Proposicao afirma que ©x é exatamente o conjunto dos campos

de vetores que sao tangentes as partes suaves da variedade X.

Proposicao 2.4. Seja X = U];:l X a decomposicao em componentes irredutivess
de X. Entio £ € Ox se, e somente se, para cada ponto suave x (suficientemente
prozimo da origem) de cada componente irredutivel X; de X, o campo £ € tangente

a Xj; em x.

Demonstragao: Seja £ um representante de um germe em O x. Sejax € X
um ponto suave de X suficientemente préximo da origem. Podemos escolher germes
fi,--., fr, onde f; : (C",0) — C, tais que o germe (X,z) é a imagem inversa do

valor regular 0 € C” por f = (f1, fa, ..., fr), L.€.,

(X,2) = 77(0) = ()£
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Entao £(f1),...,&(f.) se anulam em z pois, f; € Z(X,x) e = estd suficientemente
préximo da origem. Entao § ¢ tangente a X; em todo ponto suave x proximo da
origem.

Por outro lado, suponhamos que £ é tangente as partes suaves de X, para
j=1,...,p. Se he€ I(X) e x € X; é um ponto suave entdo como h se anula em x
temos que &£(h) também se anula em x. Assim {(h) se anula em cada X, e portanto
se anula em X.

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [8]. u

Corolario 2.5. Se X = U§:1 X, € a decomposicao em componentes irredutiveis de

X entdo Oy = ﬂ?;l Ox;.

Demonstragao: E uma consequencia direta da Proposicao 2.4. Esta de-

monstragao também pode ser encontrada em [8].

Definigao 2.6. Denotamos por ©% o O,-mddulo formado pelos campos de vetores

de ©x que se anulam na origem.

Proposigao 2.7. Seja & € ©%. Entao o fluro s gerado por & preserva X. Dessa

forma, ¢, € Rx, para todo t suficientemente proximo da origem.

Demonstragao: Seja p(z,t) o fluxo gerado pelo campo de vetores & € ©Y.
Queremos mostrar que, para qualquer t suficientemente proximo da origem e para
todo h € Z(X), temos h o ¢, € Z(X); portanto, basta mostrar que V h € Z(X),
h o @(x) é identicamente nula para pequenos valores de t e todo z € X, para tanto
verifiquemos que a expansao de Taylor de h o ¢, é identicamente nula em ¢ = 0 e
reX.

Seja x € X um ponto arbitrario, temos que

(h o @i)(2) g = Mo (2, 1)) g = h(o(,0)) = h(z) = 0;

se £ = Z?:l Sj% e como ¢ ¢é o fluxo gerado por &, temos

20 (01) = €l 1),
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n

Ghop)wt) = D Fr(ple )G (1) =
= D &) FE (ele) = Eleile)) (Blnl))

assim, 7 (h o ¢)(x,1),,_, = &(pu(2))h(x) =y = £(x)(h()) = £(h)(2) = 0 pois,
heZ(X).

Eho)w )y = 5D Eilal@) & (ae))imo =

= dé(eu(x))dpi() Gy (0e(@)) g =
= dé(x)¢(x)(h(x)) = d(x)€(h)(x) =0

Por inducao, podemos ver que W(ho ©)(x, t)|t=0 =0, para todor > 1 e
todo z € X; portanto h o ¢ é identicamente nulo para todo z € X e todo ¢t numa
vizinhanga da origem.

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [8]. u

Exemplo 2.8. Seja X a variedade de C* dada por X := vy — 22 = 0 e consideramos

o campo & dado por
0 0
SN ey
o) =vg. + 25,
Notemos que & estd em ©%, pois se h € T(X) = Rad({y — z%)) = (y — 2*) entao

E()o,) = 535 (0,0) + 205 0.0) € (g = %),

Portanto pela Proposicao anterior 2.7 temos que o fluro gerado por &,
Pt - (C27 O) - ((C27 O)
(.73, y) = ¥t (.’I?, y) = (etmu thy>

preserva X, para todo t suficientemente proximo da origem, de fato

oi(z,2?) = ('z, e*a?) = (et$,(etm)2).

Assim como a R-equivaléncia, para classificar germes de funcao sob a R x-
equivaléncia é necessario calcular os espacos tangentes a uma Rx-6rbita em um

germe f.
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Dado um inteiro k£ positivo e usando o Teorema 1.1, trabalhamos com o
espaco dos k-jatos RE e a variedade diferencidavel J*(n,1). Portanto, precisamos

determinar o espago Ty R%:
Afirmagao: TiR% = j5(6%).

Seja £ = >0, f‘j% € TiR% e seja a : (—e,e) — R%, com a(0) = 1,
a(0)=¢& e
at)(z) = o + tE(z)
entdo a(t)(x) € RE, para qualquer ¢ suficientemente pequeno, segue que £(0) = 0
pois os difeomorfismos de Ry preservam a origem. Queremos mostrar que £ é um

k-jato que satisfaz:

¢(h) € T(X), ¥ h € T(X).

Observemos que, para qualquer x € X e qualquer h € Z(X), temos

derivando em relagao a t, e tomando t = 0, temos
n ) a
0= 0O Z& I (a) = €(h) x) = E(h) € T(X),
=1 7

assim £ € j*(0%).
Por outro lado, se £ € j%(0%) entao, pela Proposigao 2.7, o fluxo ¢ gerado

por & preserva X. Consideramos a curva
a(t) = j p(a,t) : (—e,6) = R
e a(0) =1 e portanto £ € TyR%. u
Sabendo-se qual é o espaco T1R%, podemos determinar o espago tangente

a uma R%5-6rbita em um germe f, seguindo o Teorema 1.1. Fixado um k-jato

f € J¥(n, 1), definimos a aplicacio:
pr: Ry — JHn,1)
h — jN(foh ') =j fosrhn!
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Pela equagao (1.1), temos

dr(1)(*(0%)) = TyRX f.

Sejam € = Y0, €52 € j*(0%) e 't (—e.¢) — Rk, com a(0) = 1 e o/(0) = £,

d d d
glerea] = Gliffea)] | =i*g(foa) =
.Z" of , Z” re Of
B jkal o, 110 o = jkgja_xj € RS,

com §; € M,, pois a(t) € R’)“(, para qualquer t, portanto esse campo se anula na

origem; temos, para qualquer inteiro positivo k,

TyR% f = 7" (0% ).
Fazendo analogia com o grupo R, definimos:

Definicao 2.9. O espaco tangente a Rx-orbita em um germe f € o conjunto:
0% f = {6(f) : 0 € 6%},
O espago tangente estendido a Rx-orbita em um germe f € o conjunto:

Oxf = {5(f) 10 € @X}

Assim como é feito com a R-equivaléncia, queremos determinar métodos
que ajudem a classificar germes sob a R x-equivaléncia. Apesar do grupo Rx ser
um subgrupo geométrico do grupo R (veja [12], pagina 47) e portanto garantir que
os teoremas de determinacao (veja [11], parte III, secao 9) se apliquem a ele, damos

a seguir uma demonstragao desses teoremas cuja interpretacao é mais simples:

Teorema 2.10 (Teorema da Determinagao Finita). Dado um germe f € M, se
o ideal ©% f contem alguma poténcia do ideal mazimal M, entao f é finitamente

R x-determinado. Mais ainda, se MF C ©% f entao f é k-Rx-determinado.
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Demonstragao: Seja g € M, tal que j*g = j*f logo f — g € MFHL,
Definimos a familia

F:(C"xC,0) — (C,0)
(x,t) — F(z,t)=(1—1t)f(z)+tg(x).

Se Fi(z) = F(z,t) entdo F; = g e Fy = f. Seja I um compacto de C contendo 0 e
1 entao basta mostrar que Fy é R x-equivalente a F}, para todos t,s € I. Fixamos
s em I, por sua compacidade, basta mostrar tal fato para todo ¢ suficientemente
proximo de s. Seja sg € I fixado arbitrariamente. Queremos mostrar que existe uma

familia de difeomorfismos H : (C"* x C,0) — (C",0) preservando X, que satisfaz:
(i) H(z,so) = x;

(ii) H(0,t) = 0;

(iii) F(H(x,t),t) = F(x,so).

Supondo que (7) é vélido e tomando ¢ = s, entao (i) ¢ automaticamente satisfeita,
assim (ii7) pode ser trocada pela afirmacao de que F(H (z,t),t) nao depende de ¢,

(i)’ Z )ag (2,1) + aa—];(H(x,t),t) _ 0.

para mostrar (7), (i) e (¢ii)’ basta encontrar um campo & na origem de C" x C tal

que

F
(IV) Z 5] axj YR

(v) &(0,t) =0, para qualquer j =1,...,n
(vi) & € ©%, para cada t fixo;

se tal campo existir, o seu fluxo H preserva X, para cada t fixo (pelo Teorema 2.7)

e

(vit) Sl (o 1) = €(H (n,1),1);
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satisfazendo H (z, sg) = x. Consideramos o P.V.I.

OH
x,t) = H(x,t),t
Yo t) = E(H 1.0 o)
H(O,So) =0
tem solugao tnica H(0,t) = 0 (veja [1], pagina 56). E, (i7) esta satisfeita; o item
(7ii)" pode ser trocado por (iv) e (vii). Portanto resta mostrar a existéncia de um

campo ¢ satisfazendo (iv), (v) e (vi). O argumento é algébrico e ndo depende da

escolha de sg. Vejamos que

OF
_ eMkJrl
o =9/
e mais se n € % entdo, tomando n(F) = > i nj% e considerando o germe
J
(1, ...,2Zp,t) — t como um elemento de O,,,1 que s6 depende de t
n n n 89 f . -
=S =SS [ U ot ant
— J =1 Lj Zj

e temos

ML C MEC 0% fF COYF + M, M

segue do Lema de Nakayama 1.3 que
M C % F

e provamos a existéncia de tal campo & tangente a variedade X.

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [11]. |

Observemos que o Teorema 2.11, a seguir, é quase uma reciproca do Teorema

anterior 2.10.

Teorema 2.11. Se f é k-Rx-determinado entao MF C Oxf.

Demonstracgao: Consideramos a projecao

I: J*(n, 1) — J%n,1)

k+1

g — TI(j*g) = jbg.
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Afirmamos que 171 (5% f) € R&F- 5541 f. De fato, dado g € 171 (5% f), como

| é k-Rx-determinado entao g ~x, f e existe h € Ry tal que f oh = g assim,

g=j"g =" (foh) e RE- M

sendo
. . Oxf + Mkt2
Tijle)s(H L = ROy f) = Xj;\/l—kw
e
Ty f IR F) = (@) 7HGE (T 55 1) = (dID) (G £)(0)
MkJrl
= kerdl(j*'f)=1"10) = /\ﬁ
Assim,
MEHL O f + MET2 k
ME+2 = ME+2 = M, COxf
pelo Lema de Nakayama 1.3. |

Portanto, pelos Teoremas 2.10 e 2.11 temos que, dado um germe f € M,
f é finitamente R x-determinado <= 0% f D M?, para algum p.

O Corolario a seguir fornece um critério geométrico para estabelecer a R x-

determinacao de um germe:

Corolario 2.12. Um germe f € M,, € finitamente Rx-determinado se, e somente

se, o germe de

{r e C":§(f)(x) =0,V0 € Ox}
em 0 € igual a {0} ou € vazio.
Demonstragao: Observemos que
V(Oxf) = ({x eC: 8(f)(x) =0,Y0 € @X},o>.

Vamos supor que f é finitamente R y-determinado, entao pelo Teorema
anterior 2.11, existe p € N tal que M? C Oy f, olhando para as variedades desses

elementos temos

{0} = V(IMP) 5 V(Ox f) = <{a: € C: 6(f)(x) = 0,¥5 € Ox), o)
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portanto o germe de {x € C" : §(f)(x) = 0,Vd € Ox} é vazio ou é {0}.
Por outro lado, se V(O©x f) é vazio ou {0} entdao Z(V(Ox f) é igual a M,,

ou a O, segue, pelo Teorema 1.6, que
M, CI(V(Ox[)) = Rad(Oxf).
Sabemos que Oy f contem uma poténcia do seu radical (veja [3], pagina 83) logo
MP C (Rad(Ox f))P C Oxf, para algum p € N,
pelo Teorema 2.10, temos que f é finitamente R x-determinado. [ |

Definicao 2.13. Dizemos que um germe f € M, possui uma singularidade isolada

na origem em X quando o germe de
{r e C":§(f)(x) =0,V0 € Ox}
na origem € igual a {0}.

Observemos que, pela Definicao acima e pelo Corolario 2.12, se um germe
possuir uma singularidade isolada na origem em X entao o germe é finitamente

R x-determinado.

Exemplo 2.14. Seja X := 23 — y*> = 0 uma variedade analitica de C*. Vemos na

Proposicao 4.10 que os seus campos de vetores tangentes sao gerados por

Consideramos os germes de func¢ao:
flxy) =y* +ay? e g(z,y) = 32° + xy + 4y

assim,
Oxf = (8xy? + 993, 623y + 9x2y? + 29°)
Oxg = (1823 + 5xy + 24y, 323 + 4222y + 29°)

V(Oxf)={(z,0): 2 € C}
V(Oxg) ={(0,0)}

entdo f nao € finitamente Rx-determinado e g € finitamente Rx-determinado.
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2.2 Deformacoes e Desdobramentos

Definigcao 2.15. Seja fy € O,,.

(a) Um germe F : (C" x C",0) — C ¢ uma deformagao de fy se F(x,0) = fo(x).
A deformagao F € denotada por (F,r);

(b) Um germe F : (C" x C",0) — C x C" é um desdobramento de fy se

o F(z,a) = (f(x,a),a) e,

o f(x,0) = folx).

As defini¢oes abaixo sao analogas para um germe de desdobramento.
Definicao 2.16. Seja fy € O,.

(a) Duas deformagoes (F,r) e (G,q) do germe fo sao isomorfas se ezistir uma
aplicagao (P, \) : (F,r) — (G,q), denominada Rx-aplicagio de deformagoes
tal que:

1. ®(z,a) = (¢(x,a),a) satisfazendo
e ¢(x,0) =z, para todo x € (C™,0);

e Para cada ay € C? suficientemente proximo da origem fizado,
o(-,a0) : (C*,0) = C"

pertence a R, .
2. Um germe A : (C2,0) — (C",0).
3. F(6(r,a),\a)) = Glz,a).

(b) Uma deformagao (F,r) de fo é Rx-trivial se for isomorfa a deformagdo cons-

tante (x,a) — fo(x).

(c) Uma deformagao (F,r) de fy é Rx-versal se para qualquer deformacio (G, q)
de fo existir uma Rx-aplicagao de deformagoes (®, ) de (F,r) em (G,q).
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Teorema 2.17. Uma deformacdo (F,r) de um germe f é Rx-versal se, e somente

se,

oF OF OF

Demonstracao: Veja [11], pagina 44.

Corolario 2.18. Uma deformagao (F,r) de um germe f é Rx-versal se, e somente

se
or oF or
Cq—(,0), =—(2,0),..., — (2,0
(@0, 50 (0}
geram o espaco quociente @%‘f.
Demonstracgao: Consequéncia imediata do Teorema 2.17. |

Definicao 2.19. Duas deformagoes de mesmo parametro (F,r) e (G,r) de um
germe f sao Rx-equivalentes se existir duas R x-aplicagoes de deformagies (P, ) :

(F,r) — (G,r) e (Y, pn): (G,r) — (F,r) que satisfazem:
i @(:L‘,a) = (¢($’a)>a) € \P(yab) = (¢(yvb)7b)7'

o (2((y,b), (b)), (b)) = (y,0) e (¥(o(x,a), A(a)), 1(A(a))) = (2, a).

Teorema 2.20. Quaisquer duas deformagoes Rx-versais de mesmo parametro de

um mesmo germe sao Rx-equivalentes.

Demonstragao: Veja [11], pagina 47.

2.3 Germes estaveis

A idéia de um germe estavel f é que qualquer deformacao de f é equivalente
a f, ou seja, um germe estavel deve ser a sua propria deformagao versal. Entretanto

essa idéia nao é totalmente correta. Por exemplo, tomando-se

(X,0)=10 e f(a:):Z:L?,
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para x = (x1,...,x,) € C" certamente gostariamos que f fosse estdvel mas o germe
(z,t) — f(x) +t é uma deformagao versal nao-trivial. Isso nos leva a seguinte

definicao:

Definigao 2.21. Um germe f € M, € Rx-estavel se a deformac¢ao a 1-parametro

F(z,t) = f(xz) +t € uma deformagao Rx-versal.

Definigao 2.22. Se f € M,, possui uma singularidade isolada na origem em X

entdo dimg @O—;f ¢ chamada de multiplicidade de f sobre X na origem. Notagao:
px (f)-
Seja f € M, um germe com uma singularidade isolada na origem em X.
Entao
1. f é Rx-estavel se, e somente se, 1 gera @O—;f, Oxf=M,eux(f)=1

2. ux(f)=0e Oxf =0, se, e somente se, f é a sua deformacao R x-versal.

Proposicao 2.23. Sejam f € M,, um germe Rx-estdavel e (F,r) uma deformagao
de f. Entao para todo a € (C",0), suficientemente proximo da origem, existe um
ponto x(a) de X, dependendo suavemente de a e um germe de difeomorfismo @, :
(C™,0) — C™ que também depende suavemente de a, que leva (X,0) em (X, z(a)),

tais que f(pq(z)) = F(x,a) + constante.

Demonstragao: Como f é Rx-estével entao G(xz,t) = f(z) +t é uma de-
formacao R x-versal logo existe uma R x-aplicagao de deformagoes, (®, ) : (G,1) —
(F,r) tal que F(x,a) = G(¢(x,a),\(a)) = f(é(z,a)) + A(a). Tomamos o ponto
z(a) = ¢(0,a) € X e lembramos que ¢(-,a) € R., para cada a suficientemente
pequeno e ambos dependendo suavemente de a; seja p,(x) = ¢(x,a). Assim, temos
f(pa(x)) = F(x,a) — M a), com a fixo.

Como ¢, € Rey, @a leva (X,0) em (X, z(a)).

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [8]. |

Proposicao 2.24. Todo germe f € M,,, Rx-estavel é 2-R x-determinado.



CAPITULO 2. A Rx-EQUIVALENCIA 292

Demonstragao: Como f é Rx-estdvel, a deformagao F(z,t) = f(x) +1t é

R x-versal e portanto % (z,0) = 1 gera

On
Oxf

o que acarreta M, = Ox f e o resultado
segue pelo Teorema 2.10.

Esta demonstragao também pode ser encontrada em [8]. |
Proposigao 2.25. Seja f € M,, e suponhamos que Ox = 0%. Entdo
1. f é Rx-estdvel se, e somente se, M,, C Oxf + M?;
2. Os germes Rx-estdveis sao 1-Rx-determinados;
3. Quaisquer dois germes R x-estaveis sao Rx-equivalentes.

Demonstragao: Veja [8], pagina 65.

2.4 Funcoes com pontos criticos isolados

Nesta se¢ao procuramos condigoes no germe de subvariedade analitica X
que assegurem que existam germes f : (C",0) — (C,0) com ponto critico isolado
na origem em X. Estas condicoes sao dadas em termos de uma determinada es-
tratificacdo de X, a qual passamos a descrever; para maiores detalhes veja [8] e

[24].

Definicao 2.26. Uma estratificacao de um subconjunto V' de uma variedade dife-
rencidvel M € uma particao X de V' em subvariedades diferencidveis, chamadas de

estratos, de M que satisfazem:

e Todo ponto em V possui uma vizinhanca em M que intersecta um niumero

finito de estratos;

o A condicio de fronteira: Se X, Y € X e XNY # () entao Y C 0X.

Sejam X uma subvariedade analitica reduzida de C™ e U uma vizinhanga

suficientemente pequena da origem de C". Dado um ponto x € U, denotamos por

Ox(xz)={d(z) e C": 6 € Ok}
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o subespaco linear de T,U.

Lema 2.27. Sejam X uma subvariedade analitica reduzida e U wma vizinhanca
suficientemente pequena da origem de C™. FEntao existe uma unica estratificacao

{Xo:a €I} deU com as sequintes propriedades:

1. Cada estrato X, € uma subvariedade conexa tmersa de U e, ainda

U= UXQ;

a€el
2. Se x € U estd no estrato X, entao o espaco tangente T, X, coincide com
Ox(z);
3. Se X, e Xp sao dois estratos distintos com X, ﬁX_@ # () entio X, C 0Xp.

Demonstracao: Veja [24], pagina 280.

Definigao 2.28. A estratifica¢io do Lema 2.27, {X, : a € I} de U € chamada de

estratificacao logaritmica de X e cada estrato X, € chamado de estrato logaritmico.

Proposicao 2.29. Sejam X uma subvariedade analitica reduzida e U uma vizi-

nhanca suficientemente pequena da origem de C™. Entao

1. Se X ¢€ equidimensional entdo as componentes conezxas do conjunto U \ X e

do conjunto X \ sing(X) sao estratos logaritmicos;

2. Se x ey sao pontos do mesmo estrato logaritmico de X entao existem vi-
zinhancas Ve W de x e y respectivamente, e uma aplicacao biholomorfa

v: (V,x) = (W,y) que preserva X ;

3. Seja X, um estrato logaritmico de X de dimensao m. Entdo em cada ponto
r € X, existem uma vizinhanca V de x, um sistema de coordenadas local
21y, 2, € uma aplicagao h :' V — C" tais que
(1) h(z1, ..o 2z0) =h(z1, ., 2pm, 0, ..., 0);

(i) XNV ={2€C": h(z)=0};
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(i) XoNV=A{z=...=2,-m =0}.

Demonstracao: Veja [24], paginas 282 e 284.

Na Proposicao 2.29, a segunda afirmacao afirma que dois germes (X, x)
e (X,y) em pontos de um mesmo estrato logaritmico sdo isomorfos. A terceira
afirmacao diz que em uma vizinhanca de um ponto x € C", a variedade X e,
portanto sua estratificacao logaritmica é analiticamente um produto cartesiano dos

estratos logaritmicos que contém z.

Definicao 2.30. Um germe X é holonomico se para alguma vizinhanga U da origem

a estratificagao logaritmica de U possuir um niumero finito de estratos.

Seja r um inteiro positivo e consideramos o germe
A, = ({:1: eU: dimc Ox(x) < 7"},0)

A, é um germe analitico fechado e é a uniao de todos estratos logaritmicos de

dimensao < r. E seja
B, = AN\A,_, = ({x e U: dime Ox(z) = 7“},0).
Observemos que para x € B, suficientemente préximo da origem dim,B, > r.

Proposicao 2.31. Um germe X € holonomico se, e somente se, dimgA, < r, para

todo r, com m <r <n, onde m é a dimensao do estrato X, que contem a origem.
Demonstracao: Veja [24], pagina 287.

Proposicao 2.32. Se 0 germe X nao € holonomico entao para algum inteiro r, com

0<r<n-—1 temos dimB, > r.
Demonstracao: Veja [8], pagina 28.

Proposicao 2.33. Seja f € M,, um germe com um ponto critico isolado na origem
em X. Suponhamos que F; seja uma deformacao analitica de f. Entdo, para t

suficientemente proximo da origem, todos os pontos criticos de Fy sao isolados.
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Demonstragao: Consideramos o conjunto
Y. ={(z,t) € C" x C: x é ponto critico de F}}.

Seja m : ¥ — C a projegao no segundo fator, m(z,t) = ¢t. Entao ¥ é uma variedade
analitica, pois ) )
F F
z:v(a—g,...,a—:@ﬁ cC"xC.
Por hipdtese 0 € C™ é um ponto critico isolado de Fy = f acarretando que 7 é uma
aplicagao finita em uma vizinhanca da origem (veja [17], pagina 62), i.e., imagem
inversa do ponto nesta vizinhanca é um conjunto finito.

Esta demonstragao também pode ser encontrada em [8]. |

Corolario 2.34. Seja f € M, um germe com ponto critico isolado na origem
em X. Suponhamos que ker(df(0)) contenha lim,_o©x(x(t)), para algum caminho
analitico x : [0,e) — (C™,0), com x(0) = 0. Entao existe uma deformacgdo analitica

F,, t €10,¢e) de f tal que Fy possui um ponto critico isolado em x(t) em X.

Demonstracao: Seja [; uma familia de formas lineares com [, = df(0) e

I D Ox(x(t)) ={(x(t)) : § € Ox}, parat € [0,¢), definimos
Fy(x) = f(x) + Li(x) — df (z(8))(2).

Fo(x) = f(z) + lo(z) — df (x(0))(x) = f(z) + df (0)(x) — df (0)(z) = f(x).
dF,(x(t)) = df ((t)) + I, — df (z(t)) = L.

Portanto F; tem pontos criticos em z(t), para todo ¢t € [0,¢), ja que [, foram tomadas
de forma que l; D Ox(z(t)). Como F; é uma deformacao de f, pela Proposicao
anterior 2.33, todos os pontos criticos de F}; sao isolados.

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [8]. |

Lema 2.35. Dado uma subvariedade analitica X. Sejam x um ponto suave de B,
e f:(C" z) — C com uma singularidade isolada em x. Entdao a dimensdao de B,

em x € menor ou igual a r.
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Demonstragao: Suponhamos que dim, B, > r + 1. Se d1,...,0, estao
em O(x ) € sdo linearmente independentes em « (tais campos existem pois estamos
supondo dim, B, > r) entao para y € B, suficientemente préximo de z, temos que
01(y),...,0-(y) sdo linearmente independentes e (91(y),...,0.(y)) estd contido em
O©x(y); pela definigdo de B,, sabemos que dim O x(y) = r portanto esse conjunto
de vetores 01(y), ..., d,(y) geram Ox(y). O germe de variedade em x formado pelos

pontos criticos de f em B, é igual a

(fpe B :0u(N) = = 0.(H)(p) = 0}.2)

e tem dimensao maior ou igual a 1 e assim f nao possui uma singularidade isolada
em .

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [8]. u

Teorema 2.36. Seja U uma vizinhanga suficientemente pequena da origem de C".
Entao (X, z) suporta um germe com ponto critico isolado para cada ponto x € X NU

se, e somente se, X € holonomico.
Demonstracao: Veja [8], pagina 66. |

Teorema 2.37. O conjunto dos germes f € M, com pontos criticos nao-isolados
em X tem codimensao infinita no espago de todos os germes se, e somente se, X €

holonomico.

Demonstragao: Afirmamos que o conjunto dos germes com pontos criticos
nao-isolados tem codimensao infinita se para todo germe de polinomio p de grau d
podemos encontrar um germe f com j¢f(0) = p e f gerando uma funcao tendo
0 € X como ponto critico isolado.

Se X é holonémico sejam {0}, X, ..., X, seus estratos logaritmicos. Para
cada inteiro positivo d seja {¢; : 1 < j < N} o conjunto de mondémios nas varidveis

x1,...,T, de grau d e definimos
el (C*x CN 0) — (C,0)

@) — o) = Y ue@).
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Se g € M,, é uma funcao polinomial de grau d definimos
G:(C"xCM,00 — (C,0)
(z,u) — g(z) + " (z,u).

A restricao de G & X; x CV é uma submersao, parai=1,...,s

Para uma vizinhanca suficientemente pequena U de 0 € C" e quase todos
s € CN o germe G(-,8) : X; NU — C tem 0 como valor regular pelo Lema da
Transversalidade de Thom (veja [15], pdgina 53).

Afirmamos que qualquer germe h tem ponto critico isolado na origem em
X. Caso contrério podemos encontrar uma curva x : [0,) — C", com z(0) = 0,
x(t) # 0 para todo ¢ > 0 e com h tendo um ponto singular em z(¢) (veja [10], pagina
148).

Mostremos que h(z(t)) = 0. Certamente z(t) estd em algum estrato, diga-
mos X;. Agora,

d =~ Oh Ox;
a0 =2 5 5

e, como x(t) estd em X, temos que

ox
Z]&r

j=1 J

estd em T, X;. Como h tem ponto singular em z(t) temos < (h(z(t))) = 0, para
todo t > 0, e como h(z(0)) = 0 deduzimos que h(z(t)) = 0 para todo t > 0. Isso
contradiz a afirmagao que h: X; NU — C tem a origem como valor regular.

Para a reciproca suponhamos que (X, 0) nao seja holonémico, tal que para
algum 0 < r < n — 1 temos que dim B, < r. Seja [ uma forma linear determi-
nando um hiperplano que contem o limite de espagos O x(z(t)) para algum caminho
analitico z(t), com z(0) = 0 ¢ z(t) € B,, para t > 0. Afirmamos que nenhum
germe f : (C",0) — (C,0) com df(0) = [ tem ponto critico isolado em 0. Se algum
germe dessa forma possuir um ponto critico isolado na origem entao pela Proposicao
2.33 existe uma deformagao F; de f com pontos criticos isolados em z(t) € B, e
segundo [8], pagina 67, isso nao é possivel. Dessa forma germes com singularidades

nao-isoladas sao de codimensdao <n — 1.

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [8]. |



Capitulo 3

A Tranversal completa para o

grupo Ry

A classificacao de germes é em grande parte um trabalho indutivo. Por
exemplo, trabalhando com funcoes sob a R-equivaléncia, se consideramos o germe
f(z,y) = a® entao J(f) = (2*). Assim, TyRf = (2 2%y) e f ndo é um germe
finitamente R-determinado. Como j3f = f, o préximo passo para a classificacao é

considerar os 4-jatos g tais que j3g = f. Ou seja, consideramos os 4-jatos da forma:
g =2+ azx* + b’y + cx®y® + day® + ey’

com a,b,c,d, e € C e obtemos 5 parametros para serem analisados.

Neste capitulo mostramos como o Teorema da Transversal Completa pode
ser usado para obter métodos eficientes para a classificacao de germes sob a R x-
equivaléncia. Uma maneira de agrupar os germes é classificando todos os (k +
1)-jatos a partir de um determinado k-jato dado, obtendo assim uma &rvore de
classificagao com varios niveis correspondentes ao grau do jato envolvido. O Teorema
da Transversal Completa fornece uma lista reduzida de germes a serem analisados.

No caso do exemplo acima, o método afirma que qualquer 4-jato g com

739 = f é R-equivalente & um germe da forma:
3 + axy® + by?

a,b € C reduzindo-se o nimero de parametros a serem analisados para 2.
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Portanto o método fornece uma lista reduzida de todos (k + 1)-jatos que
sao equivalentes a um k-jato dado.

O Teorema da Transversal Completa foi demonstrado na sua forma mais
geral no artigo de J. Bruce, N. Kirk e A. Du Plessis [7], onde foi usado o Lema de
Mather. Para o caso particular do subgrupo Ry, J. Bruce e J. West [9], demons-
traram o Teorema usando as propriedades das deformacoes R x-triviais. A seguir

descrevemos tais resultados:

Teorema 3.1 (Lema de Mather). Seja G um grupo de Lie agindo suavemente numa
variedade diferenciavel M. Seja W uma subvariedade conexa de M. Entao W estd

contido em uma unica orbita se, e somente se,
1. T,W C T,,Gw, para qualquer w € W;
2. dim¢ T,,Gw independe da escolha de w € W.

Demonstragao: Veja [23], pagina 234.

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre C; dizemos que um
conjunto nao-vazio A é um espago afim associado a V se existir uma aplicagao
V x A — A que leva cada par (v,a) em um elemento de A, denotado por a + v,

satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) a+ (v+u) = (a+v) + u, para quaisquer v,u € V e qualquer a € A;
(ii) Dados a,b € A existe um tnico vetor v € V' tal que b = a + v;

denotamos tal espaco vetorial por V4.

Lembremos também que a todo grupo de Lie G podemos associar uma
algebra de Lie identificada com o espaco tangente a GG na identidade, T1G. E, se
temos uma ac¢ao de G em uma variedade diferenciavel M, para cada x € M, podemos
associar a algebra de Lie de G - = com T,(G - x), o espago tangente da dérbita de z

sob G no ponto .
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Teorema 3.2 (Teorema da Transversal Completa). Seja G um grupo de Lie agindo
suavemente em um espaco afim A associado a um espaco vetorial Vo e W C V4 um

subespaco vetorial tal que

TorwG(a+w) =T,Ga (3.1)
para qualquer a € A e qualquer w € W. Entao
1. a+ (T,GanNW) C Ga((a+ W), para qualquer a € A;
2. Seac AeT éum subespaco vetorial de W tais que
WcT+T,Ga
entao para qualquer w € W, existem g € G et € T tais que

gla+w)=a+t

Demonstragao:

1. Fixemos a € A arbitrariamente. Vamos mostrar que N = a + (T,GaNW) C

Ga. Como N é subespaco afim de V4 entao N é conexo.
Sejay € N, comy=a-+ [ onde § € T,GanN'W C W. Por hipdtese,

T,Gy = Ta+5G(a +3) =T,Ga

0 que acarreta

TyN =T,GanW C T,Gy;
e, dlmc TyGy = dlmc TaGCL.

Portanto dim¢ 7, Gy independe de y. Pelo Lema de Mather 3.1, N esta contido

em uma Unica orbita, a saber, Ga.
2. Pelo item (1) temos
Gla+p)N(a+B+W)Dda+p+ (TossGla+ p)NW)
para qualquer 8 € W, o que implica

Gla+p)N(a+8+W)Da+ f+ (T.Gag "W).
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T,Ga

Figura 3.1: Transversal Completa

Portanto

UJGl+p > U(a+6+(TaGamW)) —a+ T+ (T,Gan'W),

BeT BET
logo
U Gla+p0) Da+W,

BeT
e para qualquer 3 € W, a+ 8 € UjerG(a +t), assim a + 3 € G(a + 1), para
algum t € T.

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [7]. u
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Nosso objetivo é aplicar o Teorema da Transversal Completa para o grupo
R x; enunciamos o Teorema para qualquer subgrupo de Lie do grupo R e mostramos
que R, é um subgrupo de Lie de R;. Primeiramente definimos um subgrupo de
Lie:

Sejam M e N duas variedades diferenciaveis e f : M — N uma imersao.

Tomamos L = f(M) e consideramos em L duas topologias:
1. A topologia induzida de N;

2. A topologia dada pela imersao f, onde os abertos sao da forma A C L, onde

f7Y(A) é um aberto em M.

Uma subvariedade imersa L em N é quase-regular se para toda aplicagao
continua ¢ : V.— N, com V espaco topoldgico localmente conexo e ¢ assumindo
valores em L entao ¢ : V' — L é continua na topologia dada pela imersao; observemos
que se a topologia induzida por N coincidir com a topologia dada pela imersao entao
a condicao de quase-regularidade é sempre satisfeita.

Um subgrupo de Lie H de um grupo de Lie G é um subgrupo que também

¢ uma variedade quase-regular.

Dado um grupo de Lie G agindo em um espaco afim A associado a um espaco
vetorial V4 e W C V4 um subespaco vetorial, a principal hipétese do Teorema da

Transversal Completa é a seguinte:
TotwG(a+w) = T,Ga.

O nosso objetivo é aplicar o Teorema para subgrupos do grupo R entao tomamos
Vy = A = J¥(n,1) considerando-o como um subespaco de J**1(n, 1), sendo H* o
subespago de J¥(n, 1) formado pelos polindomios homogéneos de grau k tomamos
W = H**1 nosso primeiro impulso é tomar G = R*¥*! o grupo dos (k + 1)-jatos de
difeomorfismos de R mas nessas condicoes a hipotese do Teorema nao ¢é satisfeita

pois, para quaisquer g € J*(n,1) e p € H*1,

Ty R g+ p) = T (MR J(f) + My (p))
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e nao podemos afirmar que o conjunto dos (k+1)-jatos de M,,J(p) é nulo. Portanto

T,

vpRETH (g + p) nao é igual a T,;R*g; dessa forma definimos:

Definicao 3.3. Seja R1 o subgrupo de R formado pelos difeomorfismos cujos 1-jatos

¢ a identidade.
Analogamente ao grupo R, no caso do grupo R; obtemos
TyRYf = 3 (MLI(f))
e a hipétese do Teorema da Transversal Completa é satisfeita para G = R,

Um subgrupo ‘H de R é um subgrupo de Lie de R, se, para cada inteiro
positivo k, o grupo dos k-jatos H* é um subgrupo de Lie de RE.

Teorema 3.4 (Transversal Completa para o grupo R). Sejam H um subgrupo de

Lie de Ry e f € J¥(n,1). Se T C H*' é um subespago vetorial tal que
H* T+ TyH ! f

entio todo (k + 1)-jato g, com j*g = f estd na mesma H* '-6rbita do que algum

(k + 1)-jato da forma f +t, para algum t € T.

Demonstragao: Sejam A = V4 = J¥(n,1), W = H e G = HF
Olhando o espaco vetorial dos k-jatos incluido no espago vetorial dos (k + 1)-jatos,

para se usar o Teorema da Transversal Completa 3.2 basta mostrar que:
Tg+ka+1(g + p) — Tng+1g

para quaisquer g € J*(n,1) e p € H*L.
Sejam g € J¥(n, 1), p € H* e £ € TYH temos

P +p) = 5E(S)

ja que TYH C T1'R4 entao £ tem seu 1-jato nulo e p é um polindmio homogéneo de

grau k + 1. Portanto para qualquer p € H**! existem h € H**! e t € T tais que

(f+p)oh=f+t,
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ou seja, qualquer (k + 1)-jato g, com j*g = j*f é H**l-equivalente & f + t, para
algum t € T

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [7]. u

Finalizando, queremos aplicar o Teorema da Transversal Completa, para
o grupo Rx. Analogamente ao grupo R se consideramos G = R';;’l, A=V, =

JE(n,1) e W = H*1 a hipétese (3.1) ndo é satisfeita pois,

Ty RE(f +p) = (O] + Oxp)

e nao podemos afirmar que os (k+1)-jatos de © xp sdo nulos; portanto consideramos
campos em O x cujos 1-jatos sao nulos e obtemos fluxos que sao difeomorfismos cujos

1-jatos sao a identidade.

Definigao 3.5. Denotamos por ©% o O, -submddulo de ©x formado pelos campos

cujos 1-jatos sao nulos.
Lema 3.6. O grupo R, € um subgrupo de Lie de R,.

Demonstracao: Como R, ¢ um subgrupo de R entao para cada inteiro
positivo k fixado, seja iy : R’fx — R} a aplicagao de inclusao. Entdo i, é uma
imersdo e a topogia induzida por R¥ coincide com a topologia dada por i;. Portanto

Ri1, ¢ um subgrupo de Lie de R;. |

Teorema 3.7 (Transversal Completa para o grupo Rx). Seja f € J¥(n,1). Se

T C H*Y ¢ um subespaco vetorial tal que
Hk‘-‘rl C T + Tlelfj(-lf
entao todo (k+1)-jato g, com j*g = f ¢é le)tl-equwalente a f+t, para algumt € T.
Conforme foi observado anteriormente, o Teorema acima 3.7, foi demons-

trado por J. Bruce, J. West em [9], usando-se apenas a abordagem das deformagoes

R x-triviais; a qual passamos a descrever a seguir:
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Definigao 3.8. Seja F': (C" x C,0) — (C,0) um germe de uma familia de fungoes

a 1-parametro, com F(0,t) =0 para t préximo da origem.

1. F € uma familia Rx-trivial se existir uma familia o 1-parametro de difeo-
morfismos H : (C* x C,0) — (C",0) que preservam X, com H(z,0) = =z,

H(0,t) =0 para t prézimo da origem e

F(H(x,t),t) = F(z,0);

2. Seja k um inteiro positivo. F' é uma familia k-R x -trivial se existir uma familia
a 1-parametro de difeomorfismos H : (C* x C,0) — (C™,0) que preservam X,

com H(z,0) =z, H(0,t) =0 para t prézimo da origem e

F(H(z,t),t) = F(x,0) + ¢(z,1)

para algum ¢ € METT.

Esta definicao diz que se uma famila I’ é R x-trivial entao, para t préximo
da origem fixado, F; é Rx-equivalente a Fj.

Observemos que uma familia é k-R x-trivial se ela é R x-trivial a menos de
termos de grau k. Obviamente, uma familia R y-trivial é k-Rx-trivial para todo
inteiro positivo k.

A proxima Proposicao fornece critérios para identificar se uma familia é

R x-trivial ou k-R x-trivial, para algum k.

Proposicao 3.9. Seja F': (C* x C,0) — (C,0) um germe tal que F(0,t) =0, para
t proximo da origem. Sejam &i,...,&, 0s germes de campos de vetores que geram

0%. Entdo

1. F é Rx-trivial se ezistir um germe « : (C* x C,0) — CP satisfazendo

P OF

onde
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ou, equivalentemente

OF _ o p
5 € O%F

2. F é k-Rx-trivial se existir um germe o : (C* x C,0) — CP satisfazendo
Z ;& (F + — 6 MEH

ou, equivalentemente

OF
- € O% F + M

Demonstragao:

(1) Suponhamos que exista tal « e definimos o campo

P n 9
n= Zaifi = an%
i=1 j=1 J

entao a equacao diferencial

%?(I t) = ﬂ(H(%t)at)

(3.2)
H(z,0) = =z

tem solugao definida em alguma vizinhanga de (0,0) € C" x C (veja [1], pagina 56).
Ou seja, podemos encontrar H : (C" x C,0) — (C",0) satisfazendo (3.2).

O campo 7 é tangente & X pois é uma combinagiao de campos de ©%; pela
Proposigao 2.7, o fluxo gerado por 7, H; preserva X para t préximo da origem.

Definimos, entao, uma nova familia

G:(C*xC,00) — (C,0)
(x,t) — G(x,t) = F(H(x,1),1),

diferenciando em relacao a t, obtemos

%—f(x,t) _9 P).0] =3 OF H(a, 1), 2 or
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por (3.2) e, pela hipétese que Y7 | ;&(F) + 25 = 0.
Vemos que G nao depende de t, i.e., G(z,t) = G(x,0) para t préximo da

origem, portanto
F(H(x,t),t) = G(z,t) = G(x,0) = F(H(x,0),0) = F(x,0).

Observemos que 92(0,¢) = n(H(0,t),t) tem solugdo tnica H(0,t) = 0 jé que os
campos &;, 1 = 1,...,p, se anulam na origem, entao H tem as propriedades exigidas.

(2) Suponhamos que tal « exista e seja H solugao do P.V.I.

OH
Sz, t) = H(x,t),t
Riat) = nH(,0.0) .
H(z,0) = =z
onde n = >0 ;.
Da mesma forma que no item (1), como &; sao tangentes a X, H; preserva

X. Se G(z,t) = F(H(x,t),t),

oG T, t) = (zn: nja—F - a—F)(H(x,t),t) € MEHL
1

Observando que Mt = (2! = 2 ... 2i) onde |I| = S| 4 = k+ 1

odemos escrever 2¢ como uma soma S Gyz!, com |I| = k + 1. Entao
ot )

LG _ oG, I k+1
G(z,t) — G(x,0) = /0 %(x,u)du = Z:( i E(x,u)du):c e M;

como G(x,0) = F(z,0) o resultado segue.

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [9)]. |

Como aplicacao do Teorema 3.9 podemos demonstrar o Teorema da Trans-

versal Completa para o grupo Rx.

Teorema 3.10. Sejam f € M, e {hy,...,h.} uma colecao de polinomios ho-

mogéneos de grau k + 1 tais que

OLf + (b1, .., hy) + MEF2 S MEFL
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Entao qualquer g € M,, com j*g = j*f é R, -equivalente a um germe da

forma:
r)+ > uihi(x) + 6(x)
i=1
onde ¢ € MF? e, € C.

Demonstracao: Seja g € M,,, com j*g = j*f e consideramos a diferenca

g — f € M® L Por hipétese, podemos escrever:
9-f=ﬁ(f)+2uihi+¢, (3.4)
i=1

onde n = > n; 8?0 € 04, u; € Ce ¢ € ME2 Consideramos um compacto [

de C que contenha os pontos 1 e 0 e para cada ponto ty € I definimos a familia

F°:C"x I — C por
FO($,t>:f( ) (1_t_t0)(g f t+t0 Zuz )
FY(z) = F°(x,t) e F°(0,t) = 0. Para cada t, € I fixado, temos

n(F%) =n(f)+ (1 —t—to)(n(g — f)) + (t + to) Zum

8F0
== g+2uzh =—n(f) = o
por (3.4) e lembrando que 7 tem o seu 1-jato nulo,
o , OF° k1
F e M,
n(E") + >

Pela Proposicao 3.9 a familia F° é k-R x-trivial.
Assim para cada tg fixo e t préximo da origem existe uma familia de difeo-

morfismos que preservam X, H%(z,t), tal que
(F o H)(w) = f(z) + (1= to)(g — f)(=) + tg Zuz i(@) + (). (35)

Para cada t; conseguimos uma vizinhanca aberta desse ponto na qual F? é Rx-

equivalente ao germe da segunda parcela de (3.5). Essas vizinhancas formam uma
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cobertura de abertos do compacto I logo existe uma subcobertura finita (que possui
intersecgoes) de I formada por vizinhangas dos pontos t, . . ., t,; podemos supor que
tr=1ety=0e,

(F) o H))(x) = g(x) + ¢} (x),

(F/ o H)(x Zu ) + ¢p ().

A R x-equivaléncia é transitiva portanto podemos concluir que os dois ger-
mes acima sao R x-equivalentes.
Como n € ©%, para cada t, H; tem como 1-jato a identidade.

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [9)]. |

Usando o Lema de Nakayama 1.3, podemos enfraquecer a hipdtese do Teo-

rema 3.10 da seguinte forma:
O%f + (b1, ..., he) D M (3.6)

entdo qualquer germe g, com j*g = j*f é R, -equivalente a um germe da forma

f(@) + 30 wihi().

Como corolario do Teorema da Transversal Completa podemos demonstrar

de forma mais direta o Teorema da Determinagao Finita 2.10 para o grupo Rx.
Corolério 3.11. Dado f € M,, e MF1 C ©L f entdo f é k-Rx-determinado.

Demonstracao: Seja g € M,, com j*g = j* f entdo, pelo Teorema 3.10, g é
R x-equivalente com um germe da forma f+ 25:1 u;-04+0 = f, (veja a equivaléncia
de (3.6)).

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [9)]. |
Corolario 3.12. Seja f € M,,.
1. Se MEFL C OL f + MET2 entdo f € k-Rx-determinado;

2. Se MF C % f + MEFL entio f é k-Rx-determinado.



CAPITULO 3. A TRANVERSAL COMPLETA PARA O GRUPO Rx 40

Demonstragao:
(1) Se MEFL C ©% f + M, ME! entdo pelo Lema de Nakayama 1.3, temos
que MFL c ©L f e portanto, pelo Corolario 3.11, f é k-Rx-determinado.
(2) Temos que
M, -6%f C Oxf
pois, se §(x) = Y 7, x;§;, com &;(0) = 0 entao j'§(0) = 0. Portanto

MECO%f+ ME! = MEH € M, - O% f + M-

o que acarreta M1 C ©L f + ME2 e pelo item (1), f é k-R x-determinado.

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [9)]. u

3.0.1 Submersoes sobre o Guarda-chuva de Whitney

Para ilustrar a aplicabilidade do Teorema da Transversal Completa para
o grupo Ry, vamos classificar germes de submersao sob o Guarda-chuva de Whit-
ney, i.e., vamos considerar como variedade analitica a hipersuperficie definida pela
equacao X = v? — v?w = 0, o Guarda-chuva de Whitney. Para maiores detalhes

veja [9].

Proposicao 3.13. O Os-mddulo, Ox, onde X := v? — v?w = 0, € gerado por

0 0 0 0
&zu%—l—z}%, 52:’(]%"‘211)@—11),
0 0
&3=u 3_+2U8_ e, 54—va—+uw%

neste caso, Ox = 6%.

Demonstracao: Veja [9], pagina 22.

Para classificar germes sob a R -equivaléncia precisamos determinar os 1-
X

jatos de difeomorfismos de Rx. Vamos considerar as partes lineares dos campos de

vetores que geram O y:

linear(¢;) = ui + v2  linear(&) = v 4 2wl

linear(¢s) = 202 linear(&y) = v
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Integrando essas partes lineares obtemos os 1-jatos dos germes de R x:

A A )

o1 (u,v,w) — (eMu, e, w A, ePw)

2 1 (u,v,w) — (u, e*v, e w
03 (u,v,w) — (u,v,w+2av) @y (u,v,w) — (u+ Bo,v,w)

Teorema 3.14. Qualquer 1-jato de um germe de submersio f de (C3,0) em (C,0)

¢ R -equivalente a um germe de alguma das sequintes familias:
1. UWF sy 4+ wht ) para k> 0;
2. WU - w 4w, para k> 1;
3. VWL oy 4 wb ) para k> 1;

e, cada um desses germes é (k + 1)-Rx-determinado.

Demonstragao: Consideramos o 1-jato de f, au + bv + cw, com algum a,
b ou ¢ nao-nulo ja que f é uma submersao.
Se ac # 0 entao a # 0 e ¢ # 0 usando o difeormorfismo
w3(u, v, w) = (u,v,w + 2av)

podemos tomar o = ;—f e, conseguimos o 1-jato de difeomorfismo,

§b1 : ((CSJO) - (6370)
(u,v,w) — ¢1(u,v,w) = (Fu, Lv, ~w — 2F0)
portanto au + bv + cw é Ri-equivalente com
(a) u+w.

Agora, se ac = 0 entdao a = 0 ou ¢ = 0.

Para a = 0 e ¢ # 0 temos o germe bv + cw e usamos o difeomorfismo:

b
@3(“’7 v, ’U}) = (U, v, w — —U)
c
e, consideramos o germe
¢y : (C3,0) — (C3,0)
(u,v,w) — Pou,v,w) = (u, %v, %w — I%EU)

portanto bv + cw é Ri-equivalente com
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(b) w.
Para ¢ =0 e a # 0 temos au + bv e usamos o difeomorfismo:
b
wa(u,v,w) = (u— —v,v,w)
a
e7

¢3: (C3,0) — (C3,0)

(u,v,w) — P3(u,v,w) = (%u — a%'u, év,w)

portanto au + bv é R -equivalente com

(c) u.

Para a =0 e ¢ = 0 temos o germe bv e consideramos o difeomorfismo
1 1
hs(u, v, w) = (gu, gv,w) € Rx
portanto bv é R} -equivalente com
(d) v.

Caso (a) Suponhamos que f(u,v,w) =u+ w. Entao temos

2w

G(f)=u  &(f)
&(f)=2v  &(f)

portanto ©% f D Msj, pelo Coroldrio 3.12; item (2), k& = 0 temos que f ¢

v

1-R x-determinado.

Caso (b) Suponhamos que f(u,v,w) = w. Entéo temos

G(f)=0  &(f)
&(f)=2v  &(f)

temos um germe com k-jato w e a transversal completa (veja 3.7) é dada por

2w
0

T = C{u*"}. Consideramos o germe f(u,v,w) =w + u* e

&G(f) = (k+Du" &(f) = 2w
&(f) =20  &(f) = (k+1vu

temos que O% f D M5 e f é (k + 1)-Rx-determinado.
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Caso (c) Suponhamos que f(u,v,w) = u. Entdo temos

& (f) &(f) =0

&(f) =0 &lf)

v

dessa forma temos um germe com k-jato u e a transversal completa (veja 3.7)

é dada por T' = C{w**!}. Consideramos o germe f(u,v,w) = u+ wk*! e

G(f)=u  &(f)=2(k+ 1)uw"t!
&(f) =2k + Dow*  &(f)

v
temos que O% f D M5 e f é (k + 1)-Rx-determinado.

Caso (d) Suponhamos que f(u,v,w) = v. Entdo temos

v

GU)=v &)
&) =u* &(f)

uw

dessa forma temos um germe com k-jato v e a transversal completa (veja 3.7)

é dada por T'= C{w"™'}. Consideramos o germe f(u,v,w) = v+ w ™ e

v+ 2(k + 1wkt

51(9) =v 52(9)

&(9) = u? +2(k + Dow*  &(g) = uw

temos que O% f D M5 e f é (k + 1)-Rx-determinado.

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [9)]. n



Capitulo 4

Germes de campos de vetores em

variedades

Para o estudo da R x-equivaléncia é fundamental conhecer o espaco tan-
gente a ‘R x-6rbita em um determinado germe f, ou seja, precisamos descobrir quais
sao os campos de vetores tangentes a variedade. Um caso, relativamente simples de
encontrar o O,-médulo ©x ocorre quando X é uma variedade quase-homogénea,
veja Proposicao 4.7. Quando consideramos como variedade o discriminante de uma
deformagao versal de um germe com singularidade isolada, podemos mostrar que os
campos de vetores definidos por Saito [24], sdo os campos de vetores tangentes ao
discriminante, veja o Teorema 4.17. Parte deste capitulo esta baseado no artigo de

J. Bruce [4].

4.1 Caracterizacao dos campos de vetores

Proposigao 4.1. Eziste um subconjunto finito de campos em ©% que juntos geram
o espago tangente de C" em todos os pontos de C"\ X suficientemente prdzimos da

origem.

Demonstragao: Suponhamos que (X,0) = V(f1,..., f;) e, consideramos
o conjunto F' = {fi%}, com1l <i<rel<j<n, esse conjunto satisfaz as
J

condicoes da Proposicao. De fato,
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e Para todo g € Z(X) e todo x € X,

0 0
filw) (@) = 057 (2) = 0,

para 1 <i <rel<j<mn; portanto fia%gj € I(X);
e Como 0 € X, para cada 7, temos f;(0) = 0 logo fi£ se anula na origem;
J

e Se r ¢ X estd suficientemente préximo da origem, entao podemos encontrar
Jo € {1,...,r} tal que f;,(z) # 0 e, qualquer campo de vetores J do espago
tangente a C" em x pode ser escrito como combinagao dos campos formados

por este germe, i.e.,

~_ 0 1, 9 1. 9
d = djm—=0—fjom—+ - -+ 07— Ffip=-
; Tox; g, fmafl e Jio i Oy
Esta demonstragao também pode ser encontrada em [8]. |

Proposicao 4.2. Se X ¢é equidimensional entao existe um subconjunto finito de © x
consistindo de germes que se anulam no conjunto singular de X e juntos geram o
espaco tangente a X em todos os pontos suaves de X suficientemente prorimos da

origem.

Demonstragao: Suponhamos (X,0) = V(fi,..., f.) e que a dimensao de
X seja l. Entao, como X é equidimensional existe, pelo menos, um menor de ordem

(n—1) x (n — 1) da matriz

ofi  Of1 of1

o1 Oxa o OTn
A=

ofr  Ofr Ofr

oz Oxo T Oy

cujo determinante quando aplicado em um ponto suave de X é nao-nulo enquanto
que os determinantes dos menores de ordem maior a (n — ) X (n — 1) sdo nulos.
Lembremos que um ponto x € X ¢ singular se os determinantes de todos

os (n — 1) x (n — 1) menores de A sdo nulos em .
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Seja B a matriz obtida de A adicionando-se, como a (r + 1) linha o vetor

(6%17 8%2, ..., 32, obtendo-se a seguinte matriz
of 9h of
orx1 Oxo T Oxp
B =
Ofr  Ofr Ofr.
ox Oxo T Oxy
0 o r
0z1  Oz2 77 Oz

Entao o conjunto dos campos obtidos tomando-se o determinante dos me-
nores de B de ordem (n—1[+1) x (n—1+1) que contém essa tltima linha adicionada
possui as propriedades desejadas:

Os germes obtidos sao campos de vetores que se anulam em pontos singu-
lares de X pois, como foi mencionado anteriormente todos determinantes de todos
menores de A de ordem (n — 1) x (n — ) sdo nulos em um ponto singular. E ainda,
esses campos geram o espaco tangente a X nos pontos suaves, pois quando aplicado
em um ponto suave esse determinante nao serd nulo e o resultado segue analogo a
Proposicao 4.2.

Esta demonstracao também pode ser encontrada em [§]. |

O exemplo a seguir ilustra a construcao feita na demonstracao anterior:

Exemplo 4.3. Seja X a hipersuperficie definida por f : (C",0) — C, entao essa

variedade tem dimensao n — 1. Pelo menos um menor de ordem 1 X 1 da matriz

A= (2L 2L 2Ly ¢ ngo-nulo em um ponto suave. Construimos a matriz
811 8332 azn
of  of or
B _ ox1 Oxo e Oxn
9 9 e
ox1 Oxo T Oxn

e 0s determinantes dos menores de ordem 2 X 2 sao 0s campos

af &  of a

8951- a$j 8xj 3%-’

para 1l <1< j <n.

Seja U uma vizinhanca suficientemente pequena da origem de C". Seja Fy

o conjunto das funcoes analiticas definidas em U; se V' é um subconjunto abertos de
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Ue f € Fy e consideramos a aplicagao pyy(f) = fjv entao {Fy, pyu} ¢ um prefeixe
em U e o feixe associado a este prefeixe é denotado por Oy, analogamente, o feixe

de germes de campos de vetores em U é denotado por Dery. Definimos

Ex = U O(x.2),

zeX
onde O(xy) = {0 € Dery : 6(h) € I(X,z), Vh € I(X,x)} e Zx é um subfeixe de
Dery. Além disso, com a operacao
[',']25){ XEX — EX

Zx se torna uma algebra de Lie.

Proposicao 4.4 (Propriedade dos campos de vetores). Seja X uma subvariedade

analitica reduzida. Entao

1. Ex é um Opy-submddulo coerente de Dery;
2. Ex € fechado para a operacao de dlgebra de Lie;

n
0
3. Se o, = E §kj8—, para 1 < k < 141 sdo elementos de ©(x ), e X tem
x.
=1 !
dimensdo | em x, entao os determinantes dos menores de ordem (I+1) x (I+1)

de (0x;) estao em I(X,x).

Demonstragao: Veja [15], pagina 60.

Definigao 4.5. Um germe de variedade X C (C",0) de dimensao d é chamado de

intersecgao completa se o seu ideal Z(X), € gerado por n — d germes de O,

Vamos considerar uma classe especial de intersec¢ao completa com singula-

ridade isolada para a qual =x é particularmente boa: a classe quase-homogénea.

Definigao 4.6. Um germe de subvariedade X C (C",0) € dito quase - homogéneo
se € definido por um germe f : (C",0) — (CP,0), f = (f1,..., fp) tal que ezistem

inteiros wy, ..., Wy, dy, ..., d, e para todo t € C,

[t xy, .ty = tdjfj(xl, ), 1<ji<p.
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Proposicao 4.7. Seja X C (C",0) um germe de intersec¢ao completa com uma
singularidade isolada definido por um germe quase-homogéneo f : (C*,0) — (CP,0),

0
f=(fi,..., fp). Entao Ex € gerado pelos campos fZE)T’ 1<i<pel<j<mn, o

J

campo de Fuler Z W

Tj— € 0S8 campos triviais:
- 5’xj
Jj=1
d d d
0wy Oz, 77 8:cip+1
ofr  Ofi 0f1
Oxiy  Oxiy 77 8xip+1
Ofp Oy Afp
Oz Oxiy 77 8mip+1
para toda (p+ 1)-upla iy, ..., i,y satisfazendo 1 < iy <iy < ... <141 < n.

Demonstracao: Veja [8], pagina 79.

Exemplo 4.8. Consideramos o germe de variedade analitica X := z*+y*+2* =0 €
um germe de interseccao completa com uma singularidade isolada na origem definido

por um germe homogéneo. Pela Proposicao 4.7, Zx € gerado pelos campos:

0 0 0

4 4 4\ Y 4 4 4 Y 4 4 4 Y

(" 4y +z)ax,(x +y —i—z)ay,x—i—y +Z@z’
ar Yoy %6z

0 0 0 0 0 0

QP — —dad— 423 —daP | e 423 — — dyP—

re xay’ “or Toar € Zay Y oz

4.2 Divisores Livres

Definigao 4.9. Uma variedade reduzida X C (C",0) é um divisor livre quando ©x

¢ um O,,-modulo livre.

Proposicao 4.10. Seja X uma hipersuperficie analitica reduzida e sejam

= 0
=Y 53'16—371,
=1

com 1 < j <n, elementos de ©x com a propriedade que det(§;;) € uma equagao que

define X. Entao X € um divisor livre e Ox € livremente gerado por &1, ...,&,.
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Demonstracao: Veja [24], pagina 270.

Exemplo 4.11. Tomemos X =y — x? = 0 uma hipersuperficie analitica reduzida

de C?. Consideramos os campos de ©x

0 0 0
S =— 42— e &L=1—+2y—
ox oy x Y

1 2z
det(&;) = det ( > = 2(y — 2?)
T 2y

que gera X, portanto pela Proposicao acima 4.10, X € um divisor livre e ©x €

gerado pelos campos & e &s.

4.2.1 Calculo de Oy quando X é o discriminante

Defini¢ao 4.12. Dada uma deformagao (F,p) de um germe f € M, definimos o

discriminante de F' como o germe do conjunto:

D:{GGC”:EIIEC”, F(x,a):a—(x,a):...:—

Teorema 4.13. Sejam f € O, e (F,p) uma deformagdio de f. Entao F € uma
deformagao R-versal de [ se, e somente se,

oF OF

Demonstragao: Veja [11], pagina 44.

Observemos que a definicao de deformagao versal para a R-equivaléncia é

andloga a Defini¢ao 2.16, item (c), dada anteriormente de deformagao R x-versal.

Lema 4.14. Seja f € M, um germe com uma singularidade isolada na origem.

Entao J%}) ¢ um C-espago vetorial de dimensao finita.

Demonstracao: Como [ possui uma singularidade isolada na origem te-

mos que V(J(f)) = {0}, assim pelo Teorema 1.6

Rad(J(f)) =Z(V(J(f))) = Z({0}) = M.
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Como J(f) contem uma poténcia do seu radical (veja [3], pagina 83), entao existe

inteiro k > 0 tal que J(f) D M e o resultado segue pelo Lema 1.4. |

Lema 4.15. Sejam f € M, um germe com singularidade isolada na origem e

{pn +J(f)s-- 90 + J(f)} uma base do C-espago vetorial J%;) Entao o germe

F:(C"xCr0) — C
p

(w,0) — Flz,a) = f(z) + Y agi(x),

=1

onde a = (a1, ...,a,), € uma deformacdo R-versal do germe f € O,,.

Demonstracgao: Pelo Teorema 4.13, basta mostrar que

oF OF
Mas (4.1) ocorre pois, g1 + J(f), ..., 9, + J(f) geram JCZ}L) n

Considerando as hipoteses do Lema anterior 4.15, definimos o ideal:

OF OF

j(F>:<8_551""’8_xn>

C Onip

Lema 4.16. Se f € M, ¢é um germe com singularidade isolada na origem e

On

{g:+ J(f)}_, formam uma C-base para JOf entao os germes gy + JEF),...,9p+

J(F) formam uma Op-base livre para ?’E;';

Oner

Demonstracgao: Sejam A = 7

e IT a projecao

IT: (C*xCr,0) — (CP0)

(x,a) — T(z,a)=a

pelo Teorema de Preparacao de Malgrange 1.2 temos que A é um O,-médulo fini-

tamente gerado via II* se, e somente se é¢ um C-espaco vetorial de dimensao

_A
1 MpA

finita. Afirmamos que:

tem dimensao finita.

tem dimensao finita <= i

M,A J(f)
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A ~ Ontp
MpA " J(F)+Mp’

observemos que basta usar o homomorfismo sobrejetor:

. On
¢p:A — J(F)II/)\/IP

g+ IF) — g+ (TF)+M,),

onde ker(¢) = MpA. E, J(F)+ M, = J(f) + M, ja que, para 1 < j < n,

gTFj = 597]; +30 35;;‘_, assim
A ~ O"+p _ On+p ~ On
MA — J(F)+ M, J(f)+M,  J(f)
e pelo Lema 4.14, % tem dimensdo finita.

Agora, basta mostrar que g1 + J(F'), ..., g, + J(F) geram A livremente.

Considerando o conjunto:

Y ={(z,a): %(w,a):(), 1<j<n}
j

e sendo 7 : (X,0) — (CP,0) a projecao na segunda coordenada. Denotemos por
O(X) a estrutura de feixe de X, i.e., O(X) é o feixe ¥ juntamente com a aplica¢ao
7 sobre o espago topolégico (CP,0), logo m é uma aplica¢ao holomorfa prépria onde
todas as fibras sao conjunto discretos em (X, 0) pois f é um germe com uma singu-
laridade isolada, portanto é finita (veja [17], pagina 175) e assim a imagem direta
T.(O(X)) é um feixe de O(CP)-mddulos coerente (veja [17], pagina 64). Definimos

0 homomorfismo de O(CP)-médulos
r:OCrY — m(0%))

(?ﬂl,---,%) — r(wlw"’wp):ijgj
j=1

e seja F = %((TE))) (também coerente veja A.4) o co-nticleo de r. Como g1, ..., g,

On , . _ -
geram j(;’)’ como um O,-médulo o feixe F tem fibra trivial em 0 € CP. Por coeréncia
temos que F ¢é trivial em uma vizinhanca de 0 € CP. Dessa forma para b proximo

da origem podemos dizer que gy, ..., g, geram

@ O—mrp(i,b)
~ T(F)@p
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como um (O,),-médulo (veja A.2), com & variando de forma que (Z,b) € X. Segue

que gi, - .., gp geram

T

On;
@ TGP (4.2)

como um C-espago vetorial, a soma sendo sobre os mesmos z. Como essa soma

direta tem dimensao p segue que g, . .., g, formam, de fato, uma C-base para (4.2).
Afirmamos que ¢y, ..., g, geram livremente ?(L;’)’ pois, caso contrario, para algum
germe nao-nulo (Y1, ...,1,) € OF terfamos Y7 1;g; = 0 em ?’(‘;’)’ o que contradiz

o fato que, para cada b fixo, {g;} s@o linearmente independentes em (4.2).

Esta demonstragao também pode ser encontrada em [4]. u

Como os germes g1 +J (F), ..., g,+J (F) formam uma base livre para ??;23’

entao para cada j = 1,...,p, podemos encontrar germes a;; € O, que satisfazem:
p
F'9j+j(F):Zaijgi+j(F> (4.3)
i=1
usando as notagoes acima, os campos

p
0
fj = Z aij% (44)
i=1 ¢

sao germes de campos de vetores tangentes ao discriminante D. Mais ainda, eles

formam uma base livre para ©p, portanto o discriminante é um divisor livre, i.e.,

Teorema 4.17. Os campos em (4.4) formam uma base livre para Op, i.e., o con-
) J
Junto de todos os campos tangentes ao discriminante coincide com o Op-mddulo

gerado pelos &; e qualquer tal campo é expresso como combinagao linear dos &;.

Para demonstrar tal teorema precisamos dos seguintes resultados:

Consideramos o seguinte conjunto:
M = {(z,a) € (C" x C?,0) : F(x,a) =0}
e seja I a projecao na segunda componente de (M, 0) em (CP?,0), i.e.,

IT:(M,0) — (CP,0)

(x,a) — T(z,a)=a
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Definicao 4.18. Um campo £ € DeroCP ¢ Il-levantdvel se para algum campo &

restrito a M temos

dIl(§) = §oll

Se XII é o conjunto dos pontos criticos de II entao (D, 0) e II(XII, 0) coin-
cidem pois

OF OF

OF OF
78_m7...,8_%>)).

_7---’_
81’1 @l’n

I = V((F, )) e, D=TI(V((F

Lema 4.19. Um campo & em CP ¢ tangente ao discriminante se, e somente se, £

levanta via 11 a um campo em XI1.
Demonstracao: Veja [4], pagina 563.
Lema 4.20. Um campo & levanta em Y11 se, e somente se, £ levanta em M.

Demonstracao: Veja [4], pagina 564.

O Teorema 4.17 é uma conseqiiéncia imediata do seguinte teorema:
Teorema 4.21. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. O campo & em CP ¢ Il-levantavel;
2. O campo & pertence a Op;
3. &= c¢&, para tinicos ¢; € Op, com & como em (4.4).

Demonstracao: Pelos Lemas 4.19 e 4.20 sabemos que (1) e (2) sao equi-
valentes, portanto um campo & em CP é tangente ao discriminante se, e somente se,
¢ levanta em M.

Vamos mostrar que (3) < (1).

Suponhamos que, para cada j, o campo &; ¢ levantavel entao existe f; em
M tal que dII(§;) =& o0ll e

p

£oT1=Y (oM (o) = Y (e 0 M(IE)) = dH(Z bié)

i=1
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e > b;& é um campo em M.
Portanto vamos mostrar que §; sao levantaveis. Para cada j = 1,...,p,

temos

para o € O,4, , consideramos o campo
n
=6+ 0
J J — axl

- N OF
com (F) = Zaij% - Z%‘gz‘ + Fy;,
i=1 L=l

como % = g; temos ;I se anulando em M e,
a;

- n o
d N=d ; g — | =& 0
HE) H(gj * = alaajl) Gell

entao éj ¢ um levantamento para §;.
Por outro lado, se & tem um levantamento & entdo £(F) € (F) em O,,.

Conseqiientemente podemos escrever:

&) = (i i > igi) F
j=1 7 =1

para tUnicos ¢; € O, e alguns 7, € 0,4, dessa forma,

n

- ", OF ?
€<F):Z(SJ%+Z ciaijgi
j=1 J

j=1 i=1

para alguns ¢; € O,,4,. Reciprocamente se

O .
Como g; geram —7£¢ livremente temos e; = > ., cja; €

J(F)
p a p
§= ig = ii
;e &zi ;C
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Esta demonstracao também pode ser encontrada em [4]. u
No exemplo abaixo, usando-se o Teorema 4.17, vamos encontrar o Oi-
moédulo Oy, quando X é o discriminante de uma singularidade do tipo Ag:

Exemplo 4.22. As singularidades A,

Consideramos o germe f(x) = 2**'. Entdo J(f) = (a*) e

01 _ Cll«]] 2 K1
— = ~((l,z,z°,...,x
0~ :
e como C-base desse espaco vetorial escolhemos
{91(@ =2 go(2) = 2" g (7)) = 2 gi(2) = 1}

e temos a deformacgao R-versal
F:(CxCF0) — (C,0)

k
(r,a) — F(z,a0) =2+ Z a;zhI

j=1

onde a = (ay, ..., a).

8F k—1 ' k—1 '

5 = (k+1)a* + Zl a;j(k — )zt = J(F) = (k+1)z" + Zl aj(k — )a"I71)
J= J=

trabalhando no anel 21(“; podemos trocar z* por

F

=
7 2k =)
7=1
ja que estao na mesma classe. E € facil obter os campos de vetores bdsicos para

qualquer Ag-singularidade.

Tomamos k = 3, logo f(x) =z*, J(f) = (2%) e

{91(2) = 2%, ga(2) = @, g3(2) = 1}

¢ uma base para &
J(f)

Temos a deformagao versal:

3
4 3—j _ 4 2
F(z,(ay,a2,a3)) =z + g ajz° =2 + az° + ar + ag
J=1
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e ainda,
T(F) = (T = {42® + 2012 + )
: . 1 1
podemos trocar x* por ~71 2(3 — fajz* 7 = —gmT = Ja

Jj=1
Assim, concluimos que, quando X € o discriminante de uma singularidade

Az, 0 O3-maodulo ©x ¢é gerado por:

12>8 1 0 3 5,0

51((11,@2,@3) = <a3 4@1 a 2&1@28@2 Eaga—ag

1 0
E(ar, az,a3) = Z_la28_al + <a3 > - _a1a28 @
&(ay, ag,a3) = 1 i + - 3 8 +a 8
slan, Gz, a3) = 3 18a1 4 aa2 38a3



Consideracoes Finais

Dado um germe de subvariedade analitica (X,0) C (C",0) e um germe de
funcao f : (C",0) — (C,0), podemos trabalhar com uma segunda relagao de equi-
valéncia em O,, que também considera a subvariedade X. Basta estudar a restricao
de f ao germe X, fix e usar difeormorfismos de X. O grupo dos difeormorfismo de
X é denotado por R(X). O estudo sobre a R(X)-equivaléncia pode ser encontrado
em [13].

Observamos que enquanto a R (X )-equivaléncia considera o comportamento
de um germe f somente sobre X, a R x-equivaléncia considera o comportamento do

germe sobre X e fora de X. Por exemplo:

Consideramos a subvariedade de C?, X := y — 2% = 0 e os germes

f(z,y) =2 e g(z,y) = 2 +y — 2%

f e g sdo iguais quando considerados sobre X e portanto sao R(X)-equivalentes.

Mas, considerando-se a R x-equivaléncia, temos que

0 o 0 0
Ox =(—+2x—,x— +2y—
X <8w + :B@y’xaa: + y8y>
Oxf=(32%,32%) = V(Oxf)={(0,y):y€C}
Oxg = (322,323 — 222 + 2y) = V(Oxg)={(0,0)}
logo f nao ¢ finitamente R y-determinado e g ¢é finitamente R x-determinado entao

f e g nao sao Rx-equivalentes.

Portanto podemos concluir que a R x-equivaléncia é mais restritiva do que

a R(X)-equivaléncia.
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O fato da R x-equivaléncia levar em conta o comportamento dos germes
fora da subvariedade X acarreta em uma diferenga nos espagos tangentes de uma

orbita em um germe f, i.e.,
TRAX)f =TRe f +I(X).

Assim como para o grupo Ry, todos os resultados de determinacao e des-

dobramentos sao vélidos para o grupo R(X). Por exemplo:

Teorema 4.23 (Teorema de determinacao finita). Dado f € M, entdo se
TR(X)f > M7,
para algum inteiro positivo p, entdo f é finitamente R(X)-determinado.

A demonstracao deste teorema é analoga a demonstracao do Teorema de
Determinacao Finita para o grupo Rx 2.10, onde basta considerar o espago tangente

de uma R(X)-érbita no germe f.



Apéendice A
Teoria de feixes

Nesta secao damos uma visao geral e introdutéria sobre feixes; nocoes
bésicas necessarias para o entendimento de alguns conceitos que sao usados ao longo

do texto. Para maiores detalhes veja [17].

Sejam 7 e X dois espacos topoldgicos, se 7w : 7 — X é um homeomorfismo
local, o par (7,7) é chamado de feize (de conjuntos) em X e m é chamada de
projecio. Para cada x € X, o subconjunto 7, = 7 (x) é chamado de fibra (ou
stalk) de 7 em z.

Sejam (7,7) e (F,II) dois feixes em X. Um morfismo de feizes ¢ uma
aplicagao continua ¢ : 7 — F tal que Il o ¢ = 7; portanto um morfismo de feixes
leva cada fibra de 7 num ponto x na fibra correspondente de F no ponto x e podemos
considerar, para cada x € X, a aplicacao induzida ¢, : 7, — F,.

Se Y é um subespago topoldgico de X, cada feixe (7,7) em X induz um
feixe (1Y), Mz-1(vy) em Y, onde 7 '(Y") carrega a topologia de 7. Esse feixe é
chamado de restricao de 7 a 'Y e é denotado por 7jy. Analogamente um subespaco
topolégico F de 7 é um subfeize de 7 quando (F,mz) é um feixe em X.

Sejam (7, m) e (F,II) dois feixes em X, consideramos o produto:

ToaF={(z,w)eT xF :w(z)=I(w)} = U(’];X]-“m)

rzeX

com a topologia de 7 x F; a aplicacdo 7 & F — X dada por (z,w) — 7(z) é um

homeomorfismo local e 7 & F é um feixe em X, chamado de soma de Whitney de
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T e F. Analogamente podemos definir a soma de Whitney para p feixes em X,
T\ @ ... ®7T,; se T; sao todos iguais, escrevemos 77 para essa soma de Whitney.
Uma aplicagdo continua s : Y — 7 de um subespaco Y C X em um feixe
(7T,7) em X é chamada de secdosobre Y em 7 se mos = idy. Escrevemos s, = s(x);
o conjunto de todas as segdes sobre Y em 7 ¢é denotado por I'(Y, 7).
Suponhamos que para cada subconjunto aberto U de X existe um espaco
topoldgico associado a U, 7y e para qualquer par de abertos U e V de X, com

V C U, existem aplicagoes restricoes pyy : Ty — 7Ty satisfazendo

pvu =tidy € pwv o pvu = pwu

sempre que W C V C U. Entao a familia {7y, pyy} é um prefeize em X. Para todo

feixe 7 em X temos {I'(U, T ),ryy} com ryy(s) = sy, o prefeixe canonico.
Lema A.1. Para todo prefeize existe um feixe associado.

Demonstragao: Veja [17], pagina 225.

Sejam X e Y dois espagos topolégicos, f: X — Y continua e 7 um feixe em
X. Para cada aberto V' C Y associamos um conjunto I'(f~*(V'), Zj-1(vy). Se V. .C U
sao abertos de Y temos a restricao pyy : D'(f7'(U), Tjt-1w)) — T (V), 41 (v
e {L(f~1(V), Tjs-1(v)), pvu} é um prefeixe em Y; o feixe associado é denotado por
f«(T) é chamado de feize imagem de 7 com respeito a f. Com a bije¢do natural
de T'(f~4(V), Tj;—1vy) em T(V, f.(T)) podemos identificar T'(f~(V), T/;-1(v)) com
I'(V, f.(T)).

Feixes com estrutura algébrica

Um feixe 7 em X é chamado de feize de anéis (ou de grupos abelianos) se
(i) Para cada x € X, 7, é um anel (subgrupo abeliano);
(ii) A aplicaggo T &7 — 7, (2,w) — z — w é continua;

(iii) A aplicacao: T @ 7T — 7, (z,w) — zw é continua;
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tais operagoes estao bem definidas pois, se (z,w) € T &7 entdao z = w(z) = w(w) e
z—w,zw € T, para algum x € X. E, 0, é o elemento neutro em 7, e a aplicagao
x — 0, é uma secao de X em 7, a secao nula. Assumimos que toda fibra 7, possui
identidade 1, dependendo suavemente de x, gerando uma secao em 7 .

Sejam A um feixe de anéis e 7 um feixe de grupos abelianos. 7 é um feize
de A-mddulos se existir um morfismo de feixes A @7 — 7 tal que cada fibra 7, é
um A,-médulo. Se 7y, ...,7, sao feixes de A-mddulos entao a soma de Whitney ¢é
um A-médulo com operacoes definidas componente a componente. Em particular
AP é um A-mdédulo.

Sejam 7 um feixe de A-médulos em X e sq,...,s, € ['(U,7). Definimos

um Aj-homomorfismo

U:.AfU — Ty

4 (A.1)
(alxa s 7ap:c) ? E a'ixsiz
=1
com r € U e aj, € Ajy,. Dizemos que 7y é gerado pelas segoes sy, ..., s, quando

o ¢é sobrejetora, ou seja, para qualquer x € U
T, = Apsi, + ...+ Agsy,

um feixe de modulos é localmente finitamente gerado em x se existir uma vizinhanca
U de z tal que o feixe restrito a U é gerado por finitas secoes. O feixe é localmente

finitamente gerado quando é localmente finitamente gerado em z, Vax € X.

Teorema A.2. Sejam F um feize localmente finitamente gerado e sq,. .., s, se¢oes
numa vizinhanga de x que geram F, entao si,...,s, geram F,, para todo w sufici-

entemente prorimo de x.

Demonstracao: Veja [20], pagina 166.

Seja o Ajy-homomorfismo como em (A.1), o feize de relagdes de s1,...,s,

é um Ajy-submédulo de AfU definido por

p
Rel(s,...,sp) = kero = U {(alx, ce ) €AY Zamsiz = O}
i—1

zelU
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Um feixe é um feize de relagao com tipo finito em x, se para todo o como
na expressao (A.1) de se¢oes num aberto U de x, Rel(sy,...,s,) ¢ localmente fini-
tamente gerado em x. O feixe é um feize de relagao com tipo finito se é de relagao
com tipo finito em todo .

Um feixe 7 de A-médulos é um feize coerente se é um feixe localmente

finitamente gerado e é um feixe de relagao com tipo finito.
Teorema A.3. Todo subfeixe de OF localmente finitamente gerado € coerente.
Demonstracao: Veja [20], pagina 167.

Teorema A.4. Seja ¢ : T — F um O,-homomorfismo entre feixes coerentes.

Entao os feizes Im(yp), ker(p) e coker(y) sao coerentes.

Demonstragao: Veja [20], pagina 237.
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