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Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo detalhado de alguns tépicos da
Teoria Geométrica da Medida, dando atencao especial ao conceito de n-varifold e
ilustrando seu uso no comportamento assintético de pontos criticos do funcional

energia da teoria de transicao de fases de van der Waals-Cahn-Hilliard.



Abstract

The goal of this work is the detailed study of some topics of Geometric Measure
Theory, giving special attention to the n-varifold concept and illustrating its use in
the asymptotic behavior of critical points of the energy functional for the van der

Waals-Cahn-Hilliard theory of phase transitions.



Introducao

O objetivo principal desta dissertacao de mestrado consiste no estudo do conceito
de n-varifold e a ilustracao do uso deste conceito no estudo do comportamento
assintotico de solugoes de equacoes diferenciais parciais eliticas.

O conceito de n-varifold faz parte de uma colegao de idéias e resultados
matematicos conhecida como Teoria Geométrica da Medida. Esta teoria foi de-
senvolvida para tentar sanar problemas no calculo das variacoes em dimensoes e
codimensoes altas. Trata-se de uma teoria muito geral de superficies k-dimensionais
no espaco euclidiano IR", sem restrigoes quanto a singularidades ou tipo topolégico.
A teoria geométrica da medida usa a teoria da medida para generalizar a geometria
diferencial.

Este campo tem um “periodo classico”de cerca de 1900 até 1960 e um
“periodo moderno”de cerca de 1960 até os dias atuais.

O periodo classico foi devotado ao desenvolvimento de uma teoria de in-
tegracao para conjuntos k-dimensionais em espagos n-dimensionais (k nao excede
n), especialmente quando estes conjuntos possuirem singularidades essenciais. Este
desenvolvimento ¢ indispensavel na analise geométrica moderna. Desta maneira
que os conjuntos k-retificaveis ficaram bem estabelecidos como dominios naturais
de integracao usando-se a medida de Hausdorff k-dimensional H*. Essencialmente,
tudo o que ¢é verdade na integragao de Lebesgue em espagos euclidianos permanece
valido se usarmos a medida de Hausdorff em conjuntos retificaveis. De fato, basta
termos em mente as Férmulas da Area (uma férmula geral de mudanca de variaveis)

e da Co-Area (uma forma curvilinear do teorema de Fubini). Nao podemos deixar



10

de citar também o importante teorema de estrutura para conjuntos de medida de
Hausdorft finita.

Foi no periodo moderno, entretanto (em particular com os trabalhos de
De Giorgi, Federer, Fleming e Reinfenberg ) que as novas idéias comegaram a ser
introduzidas com grande sucesso em dimensoes altas. Por este motivo, o ano de 1960
é frequentemente tomado como ponto decisivo da Teoria Geométrica da Medida.

O conceito de n-varifold foi introduzido em 1965 por Fred Almgren em
[8]. Estes novos objetos foram denominados varifolds tendo em vista que sao sub-
stitutos para as variedades (do termo inglés manifold) do célculo variacional ( do
termo inglés variational calculus). Um varifold V tem uma distribuicao 0V chamada
primeira variag¢ao que reflete, em algum sentido, a curvatura e a fronteira de obje-
tos geométricos bem gerais. Quando este varifold corresponder a uma subvariedade,
esta curvatura coincidird com a curvatura classica da subvariedade.

Esta dissertagao esta dividida da seguinte maneira: no capitulo 1 sao feitas
algumas preliminares necessarias ao bom desenvolvimento deste trabalho. No capitulo
2 estuda-se a classe das fungoes de variacao limitada. No capitulo 3 é discutido o con-
ceito de subvariedade e alguns de seus principais resultados para entao no capitulo 4
estes resultados serem generalizados agora para conjuntos simplesmente retificaveis.
No capitulo 5 é definido o conceito de n-varifold e sao discutidas algumas de suas
principais propriedades e resultados e finalmente no capitulo 6 é feita uma ilus-
tracao do uso deste novo conceito para caracterizar a interface dos pontos criticos

do funcional energia na teoria de transicao de fases de van der Waals-Cahn-Hilliard.



Sumario

Introducao 9
1 Preliminares 13
1.1 Nogoes Bésicas . . . . . . . . . 13
1.2 Teoremas de Cobertura . . . . . . . . . . ... .. ... ... .. 18
1.3 Medidas de Hausdorff . . . . . . . ... ... ... L. 23
1.4 Densidades . . . . . . ... 28
1.5 Medidasde Radon . . . . .. ... ... . oL 33
2 Funcoes de Variacao Limitada 37
2.1 Fungoesna Reta . . . . .. .. ... ... oo 38
2.2 Generalizacao para dimensao superior . . . . . . . . .. .. ... ... 42
2.3 Conjuntos de Perimetro Finito . . . . . . . . . ... ... ... .... 49
3 Subvariedades de R"™* 52
3.1 Fatos Basicos . . . . . . ... . 53
3.2 Férmulada Area . . . .. ... ... ... 58
3.3 AFérmuladaCo-Area . . . . . . . ... 61

3.4 Formulas da Primeira e Segunda Variacao da Area de uma Subvariedade 64

4 Conjuntos Contavelmente n-Retificaveis 70
4.1 Nocoes Bésicas e Propriedades Tangentes . . . . . . . .. . ... ... 71
4.2  Gradientes, Jacobianos, Areae Co-Area . . . ... ... ... ... . 75
4.3 Teorema da Estrutura . . . . .. .. .. ... 0oL 78

11



5 O conceito de n-varifold 80
5.1 Definicoes Basicas e Propriedades . . . . . . .. ... ... ... ... 81
5.2 A Primeira Variagao de um n-Varifold . . . ... ... .. ... ... 83
5.3 Varifolds Gerais . . . . . . . ... 85
5.4 Primeira Variacao de um Varifold Geral . . . . . ... .. ... ... 89

6 Ilustragao do uso de n-varifold no estudo de interfaces na teoria de

transicao de fases de van der Waals-Cahn-Hilliard 92
6.1 Hipdteses e Consequéncias Imediatas . . . . . . .. .. .. ... ... 94
6.2 Varifolds Associados . . . . . . .. ... 96
6.3 Resultado Principal . . . . . . ... ... 0o 97
6.4 Minimos Locais de Energia . . . . . . . . ... ... L. 99

Referéncias Bibliograficas 100



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo serao estudados alguns topicos preliminares necessarios para o bom

desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Nocoes Basicas
Seja (X, d) um espago métrico com métrica d.
Definicao 1.1 Uma medida exterior é uma fung¢ao mondtona e subaditiva
p: 2% — 0, 00]
com (@) = 0.
Serd adotada a nogao de mensurabilidade de Caratheodory:

Definigao 1.2 Um subconjunto A C X € dito p- mensurdvel se:

u(S) = p(S\ A) + u(S N A),

para todo S C X.

E claro, pela subaditividade de u, que para garantir a mensurabilidade de

um conjunto é preciso apenas checar a seguinte desigualdade:

u(S) =2 p(S\ A) + p(SNA) (1.1)

13
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para todo S C X com p(S) < 0.

Definicao 1.3 Uma colecao M de subconjuntos de X forma uma o-dlgebra se M

satisfaz:

1. 0,X € M;
2. Se Ay, Ay, ... € M,entao |J A;e (VA EM ;
i=1 i=1

3. SeAGMentéoX\AG]\}.

E facil ver que a colegao S de subconjuntos p-mensuraveis forma uma
o-algebra. Além disso, todos os conjuntos de p-medida nula sao trivialmente u-

mensuraveis.

Proposicao 1.1 1. Se Ay, A, ..., sao subconjuntos p-mensurdveis de X, disjun-
tos dois a dois, entdao: - N
p(lJA) = uA)).
j=1 j=1
2. Se Ay C Ay C ..., sao subconjuntos p-mensurdveis de X, entao:

lim pu(4;) = n(lJ 4))

Jj—oo
3. Se Ay D Ay D ..., sdo subconjuntos p-mensurdveis de X e p(A;y) < oo entao:

Tim p(A45) = () 45)

J

Il
—

Definicao 1.4 Uma medida p é chamada de regular se, para cada subconjunto

A C X, existir um subconjunto p-mensurdvel B D A tal que u(B) = u(A).

Para uma medida regular u, prova-se que a relagao

lim p(4;) = M(U Aj)

Jj—oo
é valida desde que A; C A;41, V i, mesmo se os conjuntos A; nao forem p-mensuraveis.

Definicao 1.5 Uma medida p em X € dita Borel-regular se todos os conjuntos de

Borel forem p-mensurdveis e se, para cada subconjunto A C X, existir um conjunto

de Borel B D A tal que p(B) = p(A).



Observagao 1.1 Note que a defini¢cao acima nao implica que u(B\ A) = 0, a

menos que A seja p-mensurdvel!

Definicao 1.6 Dado qualquer subconjunto A C X e qualquer medida p em X,

define-se uma nova medida 1| A em X por:

(u|A)(Z2)=wANZ)VZ C X.

E facil ver que todo subconjunto p-mensuravel é também p| A-mensurdvel,
mesmo que A nao seja pg-mensuravel.
E também facil ver que p| A é Borel-regular desde que p seja Borel-regular

e A seja p-mensuravel.

O seguinte teorema ¢ particularmente muito usado. Nele, é usada a seguinte
notacao:

d(A, B) = dist(A, B) = inf {d(a,b);a € A,b € B}
Teorema 1.1 (Critério de Caratheodory) Se u é uma medida em X tal que
1(AU B) = p(A) + u(B)

sempre que A e B forem subconjuntos de X com d(A, B) > 0, entdo todos os con-

juntos de Borel sao p-mensurdveis.

Demonstracao:
Como os conjuntos mensuraveis formam uma o-algebra, é suficiente provar
que os conjuntos fechados sdo p-mensuraveis, ou seja, por (1.1), apenas checar que,

se F' for fechado, entao:

p(S) = WS\ F) + (SN F) (1.2)

para todo S C X com pu(S) < oo .

Seja entao F um conjunto fechado.
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1
Seja F; = {:E € X;dist(x, F}) < ;} Entao,
d(S\ F;,SNF)>0

e dai
w(S) 2 p((S\F;) U (SNFE)) =p(S\Fj) +u(SNF)

Note que para garantir que (1.2) acontece, basta mostrar que:

lim p(S\ Fj) = pu(S\ F).

J—00

Para checar isto, como F' é fechado, podemos escrever:

S\F=(S\F)u (URk)

sendo

1 1
= —— F)y < —»5.
Ry, {xGS,k+1<d(:E, )_k}

Mas entao, pela subaditividade de p, tem-se:

U5\ F) < S\ F) < S\ F) + D (i)
e daf tem-se:

lim (SN Fy) = p(S\ F),

apenas do fato que ) pu(Ry) < oo. Para verificar isto, note que d(R;, R;) > 0 se
k=1

J > i+ 2 e dai por hipétese do teorema e por inducao sobre N tem-se, para cada

inteiro N > 1:

L (UR% ) <(s) <0

As seguintes propriedades basicas de regularidade de medidas Borel-regular

sao grande importancia:



17

Teorema 1.2 Suponhamos que p seja uma medida Borel-reqular em X e que

X=UYV,, sendo u(V;) < oo com V; aberto para cada j =1,2,.... Entao:
j=1

(1) w(A) = inf{u(U); U é aberto,U D A}, para cada subconjunto A C X e

(2) W(A) = sup{u(F); F é fechado, F C A}, para cada subconjunto A C X

p-mensuravel.

Demonstragao: Note inicialmente que (2) segue de (1). Para provar (1) assuma
que u(X) < oo. Pela regularidade de Borel da medida p, é suficiente mostrar (1)
para o caso em que A é um conjunto de Borel.

Seja entao A= {conjuntos de Borel A tais que (1) acontece}. Trivialmente,
A contém todos os conjuntos abertos e é facil checar que A é fechado sobre unioes e
intersegoes contaveis, em particular, A deve conter também os conjuntos fechados, ja
que qualquer conjunto fechado em X pode ser escrito como uma intersecao contavel
de conjuntos abertos.

Daf, se A = {A € A, X\ A € A}, entdo A é uma o-algebra contendo
todos os conjuntos de Borel. Entao A contém todos os conjuntos de Borel e (1) esta
provado no caso em que p(X) < oco.

No caso geral em que p(X) < oo, é ainda suficiente provar (1) quando A é
um conjunto de Borel.

Para cada j = 1,2,... basta aplicar o caso anterior a cada medida p|V;}.

Dai, para cada € > 0, é possivel selecionar um aberto U; D A tal que :
€
p([0; VN AN ) < o

e dai

w([U;nVI\A) < 2—6]

Somando em j, obtém-se:

(@

wJW;n i)\ 4) <€

J=1
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o
Como {J (U;NV;) é um aberto e contém A, a prova do teorema esta com-
j=1
pleta.

Observacao 1.2 No caso em que o espago métrico X for localmente compacto e

separdvel, a condigao X = |J V; com V; aberto e u(V;) < oo € automaticamente
j=1
satisfeita, ja que p(K) < oo para cada compacto K. Além disso, neste caso:

w(A) =sup{u(K); K é compacto, K C A}

para cada subconjunto A C X, p-mensurdvel com u(A) < oo, jd que sobre as
condi¢oes dadas acima em X , qualquer conjunto fechado F' pode ser escrito como

oo
uniao de compactos F = | J K.
i=1

Por fim, serao enunciados dois resultados cléssicos da teoria da medida:

Lema 1.1 (Lema de Fatou)Seja (f,), uma sucessao de fungoes integrdveis nao

negativas. Entao:

/lim inf f,dp < lim inf/fnd,u
Demonstragao:  Ver [2], pdg 19.

Teorema 1.3 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue)Seja (f,,)n
uma sucessao de fung¢oes mensurdveis tais que |f,| < g, sendo g integravel e f =

lim f,, qtp. Entao, f € integravel e

i [ fudn = [ fdy

Demonstracao:  Ver [2], pag. 20.

1.2 Teoremas de Cobertura

Nesta secao, serao enunciados dois importantes teoremas de cobertura: o Teorema

da Cobertura de Besicovitch e o Teorema da Cobertura de Vitali. O primeiro vai se
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mostrar mais poderoso na pratica que o segundo, ja que pode ser aplicado a qualquer

medida de Borel finita.

NOTACAO: Seja B uma bola fechada em IR". Denotaremos por B a bola

concéntrica a B e com ralo 5 vezes o raio de B.

Definicao 1.7 1. Uma colecio B de bolas fechadas em IR" ¢ uma cobertura de

um conjunto A C IR" se:

ACUB;

BeB
2. B € uma cobertura fina de A se para cadax € A e cadae >0,dB € B

tal que v € B e diamB < €.

Teorema 1.4 Teorema da Cobertura de Vitali Seja B uma colegcao de bolas

fechadas nao degeneradas em X com
R = sup{diamB; B € B} < cc.

Entao, existe uma subcolecao B' C B de elementos disjuntos 2 a 2 tais que:

Usc U B

BeB Bep’

ou seja, para cada B € B, 35 € B tal que SNB#0 e B C S.

Demonstragao:

Para cada j = 1,2, 3, ..., defina o conjunto:

B; = {BEZ’)’;QE < diamB < i}

j 9j—1
Definimos S; C B; da seguinte maneira:
(a) Seja S; qualquer colegao maximal de bolas disjuntas em B;.
(b) Assumindo que S;, S, ..., Sg_1 foram escolhidos, escolha Sy como sendo
qualquer colecao maximal disjunta de:

k-1
{B € B, | BN B" = para todo B' € USJ}‘

j=1
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Finalmente defina B’ = |J S;. Claramente B’ é uma colecao de bolas
j=1
disjuntas e B’ C B.

Agora fixe B € B. Entao existe um indice j tal que B € B; . Pela maxi-

j
malidade de S, existe uma bola B’ € U Sk com BN B' # 0.

k=1
Mas

D
diamB' > —
23

e portanto diamB < 2diamB’.

Assim, B C B’, o que conclui a prova do teorema.

Corolario 1.1 Sejam B e B’ como no teorema anterior e A C X coberto de modo
fino por B. Entao: .
aAlUys c Uy B
= Besn(° B))
=1

para qualquer subcolegao finita { By, Ba, ..., Bx} de B'.

Demonstracao:

N
Seja {By, B, ..., By} C B'ex € A\ |J Bj. Como B cobre A de modo fino
i—1

]:
N N
e X\ U B;j ¢é aberto, é possivel encontrar B € B tal que BN (|J B;) =0 ez € B.
j=1 j=1
Para este B € B, pelo teorema anterior pode-se escolher S € B’ com SN B # 0 e
BcCS.

Claramente S N B; = (), para todo j =1,2,..., N e portanto

re |J S

Corolario 1.2 Seja U C IR™ um aberto e § > 0. Entdo existe uma familia de bolas

fechadas {B;}32,, disjuntas duas a duas tais que |J By C U , diamB; < 6, Vj e
j=1

e\ U By =0
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Demonstragao:

1. Fixel—g%n<(9<l.
Suponha inicialmente £"(U) < oo.

2. Afirmagdo: Existe uma colecao finita {B;} de bolas fechadas e disjuntas
em U tais que diamB; < 9d,1=1,...,M; e
My
cr <U \(J Bi) <6L™(U). (%)
i=1

Prova da Afirmacao: Seja By = {B; B C U e diamB < ¢}. Pelo Teorema 1.4

da Cobertura de Vitali, existe uma colecao contavel e disjunta & C B; tal

que:
ve |J B
BeS&;
Entao:
LM U) < ) LY(B)
BeS;
=5"> L"(B)
BeS&,
52| B).
BeS;
Entao
E”( U B) > izn(U)
_ 5n 7
BeSy
e dai
1
LU < —— | L"
( U B) < (1 5n)£ )
BeS:
Como S é contdvel, existem bolas By, ..., By, em S; satisfazendo (x).

3. Agora sejam:

My
U2 =U \ U Bi;
i=1
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={B; B C UyediamB < ¢},

e como acima, acha-se uma quantidade finita de bolas disjuntas By, 11, - . ., B,

em B, tais que

m(U\ZﬁlBi) - (02 U )

i=Mi+1

< 0L (Uy)

< 0*L™(U).

4. Continuando este processo até obter uma colecao de bolas disjuntas tais que
U\UB <OFLMU) (k=1,...).

Como 6% — 0, o corolario estd provado se L"(U) < oo. Se LM(U) = oo, o

argumento acima aplicado aos conjuntos:
={reUtaisque m<l|z|<m+1} (m=0,1,...)
garante o resultado desejado.

Teorema 1.5 Teorema da Cobertura de Besticovich Seja B uma colecao de

bolas fechadas em IR"™, A o conjunto dos centros de B e suponha que o conjunto

de todos os raios de bolas de B é um conjunto limitado. Entao, existem subcoleg¢oes

Bi,...,By C B, (N =N(n)) tais que cada B; é uma cole¢do de elementos disjuntos
N

2 a 2 (ou vazia) e a unido |J B; ainda cobre A:
j=1

N
Ac Y B).
j=1 BEB]‘
Demonstracao:  Ver [2], pagina 30.

E importante reforcar que N é uma constante fixa que depende apenas de
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1.3 Medidas de Hausdorff

A medida de Lebesgue n-dimensional £" definida em IR" é classicamente
conhecida pela propriedade de ser Borel-regular, invariante por translacao e pelo fato
da medida do cubo unitario [0, 1] ser igual a 1. Infelizmente, para subconjuntos
"m-dimensionais”de IR", (m < n) é mais dificil atribuir uma medida m-dimensional.
A 4rea m-dimensional de uma aplicacdao f : D C R™ — IR" de classe C! é classi-
camente definida como a integral do Jacobiano J,,f sobre D. Dai, a area de uma
subvariedade m-dimensional M de IR" (ver definigdo de subvariedade no préximo
capitulo) é entao definida pelo célculo das porgoes parametrizadas de M, provando-
se que a area independe da parametrizagao escolhida.

Em 1918, F. Hausdorff introduziu uma medida m-dimensional em IR" que
déd a mesma area para subvariedades, mas é definida para todos os conjuntos de
R". Esta é a medida basica usada na teoria de integracao sobre superficies m-
dimensionais de IR™ que possam ter singularidades.

Além disso, a medida H™ de uma subvariedade m-dimensional suave de IR™
coincide com qualquer outra definigdo razoavel de m-area (por exemplo a medida
de Lebesgue, a medida integralgeométrica, entre outras).

Inicialmente serao definidas as medidas de Hausdorff H™ em termos dos
diametros de coberturas convenientes. Em seguida, serao discutidas as propriedades
basicas das medidas de Hausdorff e um importante resultado provado nessa primeira
etapa é que em R", a medida de Hausdorff n-dimensional coincide com a medida de
Lebesgue n-dimensional.

Um fato relevante concernente ao estudo da medida de Hausdorff, reside na
sua generalidade no sentido de continuarem validos os principais resultados relativos
a densidades n-dimensionais e o modo no qual estes ltimos relatam algumas relagoes
entre medidas quaisquer e medidas de Hausdorff. Este assunto sera tratado no
préximo tépico.

Além disso, as medidas de Hausdorff tém a vantagem de acompanhar e
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descrever melhor a geometria dos conjuntos.

Definicao 1.8 Dado um niumero real m nao-negativo, define-se a medida de Haus-

dorff m-dimensional de A C X por:

e para cada § > 0, HJ*(A) € definido por:
H?(A)Einf{ Zwm(%) ; AQUCj e diaij<5}.
j=1 j=1
sendo w,, o volume da bola unitdria em IR™ no caso em que m € um inteiro positivo

e uma constante positiva conveniente caso contrdrio.

O infimo é tomado sobre todas as colegoes contaveis C4, Cs, ... de subcon-

juntos de X tais que diamC; <de AC |J C;.

7j=1

Afirmacao 1.1 H}*(A) é uma funcao decrescente em 9.

De fato, dado ¢ > 0, defina

U5:{ Zwm<dmeCj> L AC |G e diamc; <5}

Jj=1 Jj=1

Seja agora ¢’ < ¢. Entao:

> diamC;\™ oo . /
UyZ{ Zw’"(T]) : AC ch e diamC} <(5}.

j=1 j=1
Claramente Us C Us.

Logo, é possivel concluir que H'(A) > HJ*(A) e portanto a afirmagao é verdadeira.

Esta afirmacao garante que o limite na definicao acima sempre existe, em-

bora possa ser co. Além disso,

H™(A) = sup H5' (A).

6>0
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Entao, é possivel concluir que:

Observagao 1.3 (1) Como diamC; = diamC}, a hipdtese que C; seja fechado pode
ser adicionada na defini¢cio acima sem mudar o valor de H™(A). De fato, para
qualquer € > 0, € possivel achar um aberto U; O C; com diamU; < diamC'; + 2—6]
Também pode-se tomar C; aberto, exceto no caso m = 0.

(2) Evidentemente HJ'(A) < oo, Vm >0, § > 0 no caso em que A é um

subconjunto totalmente limitado de X .

Segue facilmente da definicao de HJ' que:

HP (AU B) = HJ*(A) + HJ*(B) se d(A, B) > 20,
e dai

H™(AUB) =H"(A) + H™(B)
sempre que d(A, B) > 0.

Entao pelo critério de Caratheodory, tem-se que todos os conjuntos de Borel
sao H™-mensuraveis.

Segue disso e da observagao (1) anterior que cada medida H™ é Borel-
regular.

Em geral, nao ¢ verdade que os conjuntos de Borel sao Hj'-mensuraveis,
para ¢ > 0. Por exemplo, se n > 2, entao o espago {z = (x1,...,2,) € R"; z, > 0}
nao é Hz-mensuravel!

Mais tarde, sera mostrado que para cada inteiro n > 1, H"™ coincide com
a definicao usual de medida de volume n-dimensional em uma subvariedade C! em
R k> 0.

Inicialmente sera provado que H™ e L™, a medida de Lebesgue n-dimensional,
coincidem em IR".

Lembrando a definicao de £™:
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e Se K denota a colecao de todos os cubos n-dimensionais I da forma:
I =(a1,a1+1) % (ag,aa+1) X ... x (an,a,+1),sendoa; € R, Vi=1,2,...,n,

[ >0 ese |l| = volume de [ =[", entao:

= inf ) " |Ij],
j

sendo o infimo tomado sobre todas as colegoes contaveis (ou finitas)

{I,I,..} CK com Ac | I

J
L™ é unicamente caracterizada dentre as medidas em IR" pelas propriedades:
o LV(I)=1I|,VIE€K;
o L7"(A) =inf {L"(U);U D A é aberto}, VA CR"

Teorema 1.6 L£"(A) = H"(A) = H}(A), VACIR" ed > 0.

Demonstragao:
Mostremos inicialmente que HJ(A) < L"(A),Vé >0, A C R".

Seja € > 0 dado arbitrariamente. Escolha {I;}7°, C K tal que

Ac|JIv e > || < LY(A) + e
k=1 k=1

Pelo corolario 1.2 para cada [, podemos tomar uma cole¢ao de bolas B;

fechadas {B;}52,, disjuntas duas a duas tais que |J B; C A, diamB; < 0, Vj e
j=1

LA\ U B) =

E]omo para cada Z C IR", vale:
LY(Z)=0= Hy(Z) =0,
temos:

war=ra({) < S () S

jil =

e () - -
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sendo p; o raio da bola B; e dafi,

Hi(A) < H?(U1k> <Y ML) <> L <

< L'A)+e Vex>0.

Dai, fazendo € — 0, temos provado que:
Hy(A) < L"(A), V>0, AcC R".

Para provarmos a desigualdade contréria, H§(A) > L"(A), V4§ > 0,
A C IR", precisaremos da desigualdade :

conhecida como desigualdade isodiamétrica (ver [2], pagina 69).

Notemos que, V {C;}; com A C |J C}, temos:
j=1

L7(A) < L‘”< 001 Cj) < im(cj) < iwn(dm;ncj)n,

e daif, tomando o fnfimo sobre todas as colegoes {C;}52, tais que diamC; < ¢ e

A C | €y, obtemos a desigualdade desejada:
j=1

HI(A) > L7(A), V5 >0,AC IR"

Dal, podemos concluir que H}(A) = L*(A), VA C R", VJ > 0 e final-

mente,
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1.4 Densidades

Neste topico serao introduzidas as nocoes de densidade superior e densidade in-
ferior n-dimensional de uma medida num conjunto arbitrario, num ponto qualquer.
A nocao de densidade de medidas atualmente generaliza a nocao de densidade de
conjuntos.

O intuito principal serd, a partir de informacoes apropriadas sobre a densi-
dade superior n-dimensional de uma medida, conseguir conecgoes entre esta medida
e a medida de Hausdorff n-dimensional.

Inicialmente sera introduzida a nocao de densidade n-dimensional

de uma medida g em X.

Definicao 1.9 Para qualquer medida p em X, qualquer subconjunto A C X e qual-
quer ponto x € X, definem-se as densidades n-dimensionais superior e in-

ferior por:
AN By(x)) |

Y

0" (u, A, x) = limsup
p—0t WnPn

ANB
0% (u, A, x) = liminf w
=07 WnPn

sendo B,(x) a bola fechada.

No caso A = X, simplesmente escrevemos 6" (u, x) e 07 (u, ) e dai

0" (, Ay x) =0 (u| A, ),

00 (p, A, ) = 02 (u| A, ).

Observacao 1.4 Efcicz'l ver que se todos 0s conjuntos de Borel sao p-mensurdveis,
entdo (AN B,(x)) > limsup u(A N B,(y)) para cada p fizo e dai u(A N B,(x)) €

Yy—x

uma fungao Borel mensurdvel de x, para cada p fizo.

Note que para isto acontecer nao € necessdrio que A seja mensurdvel.
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De fato, para cada p fizo e todo h > 0, definamos
Ap ={(AN B,(y));0 < |y — x| < h}.
Como (AN By(x) € Ay ,V h >0, temos:
sup Ap, > n(AN By(z)),V h>0
y

e dai

inf {sup A, } < u(AN B,(x)).
h>0" 4

Assim concluimos que, para cada p > 0 fizo, vale:

u(AN B,y(x)) = limsup (AN B,(y)).

Yy—z

Se 0" (u, A, x) = 07(u, A, ), entdo seu valor comum serd denotado por
0™, A, x).
Informagoes apropriadas sobre a densidade superior nos fornece conexoes

entre e ‘H™. Mais especificamente, temos:

Teorema 1.7 Seja p uma medida Borel-reqular em X et > 0

(1) Se Ay C Ay C X e 0 (u, Ag,z) >t,V x € Ay, entao:
tH" (A1) < p(Aq);

(2) Se AC X e 0™ (u,A,x) <t,V x €A, entio:
1(A) < 2'tH"(A).

Um caso importante de (1) é quando A; = As. Note que nao assumimos
Ay, As ou A p-mensuraveis.
Demonstragao: (1) Queremos provar que, quando A; C Ay C X e

0" (u, Ag, ) > t, Vo € Ay, t > 0, entdo:

tH" (A1) < p(Az).
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Os casos em que t = 0 e pu(Ay) = oo sdo triviais. Suponhamos entao t > 0
e p(Ay) < oo. Podemos também supor a desigualdade estrita: 6*"(u, Ay, x) > t,
Vo € Ay, jA que para obter a conclusdo de (1) para t igual a um dado t; > 0, é
claramente suficiente prova-lo para cada t < t;.

Para cada 6 > 0, seja B (dependendo de §) a colecao:
B = {B,(x) (bolas fechadas); x € A1, 0<p<6/2 e p(AsNB,(z)) > twyp"}

Evidentemente B cobre A; de modo fino e portanto, pelo Teorema da Cobertura de
Vitali existe uma subcolecao disjunta B’ C B tal que para cada B € B, 35 € B’ tal
que SNB#0eBcCS.

Como p(Ay; N B) > 0 para cada B € B (j4 que B cobre A; e A; C As)
e como p(Ay) < oo, segue que B’ é uma colegdo contavel {Bj, By, Bs, ...} e pelo

corolério (1.1) do terorema da cobertura de Vitali, temos:

N o)
AI\UBjC U Bj, VN >1

j=1 J=N+1
N o)

e dal A; C (U B;)n( U B;j), ¥ N >1 e pela definicao de H}, temos:

j=1 J=N+1

L) <3+ 5
j=N+1

diamB;

sendo p; = m?; L

Como B, € B, Vj, temos:

[e.9]

Downd ST (AN By) =171 D (ul A)(By) =

(UB)<t Lu(Ay) <

Fazendo N — oo, obtemos: HZs(A1) < ¢t 1u(As) e fazendo 6 — 0T, obtemos:
tH" (A1) < p(Az)

como queriamos mostrar.
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(2) Queremos provar que, se A C X e 0" (u, A, x) <t, Vx € A, entdo
u(A) < 2"tH™(A).

Podemos assumir que 0" (u, A,x) < t, Vo € A, j& que para provarmos a conclusao
de (2) para um dado t = t; > 0 é claramente suficiente prové-lo para cada t > t;.

Dali, se
Ay ={z € A u(ANB,(x)) < tw,p",V 0 < p <1/k},

oo
entao A = LJA;€ e Ag1 C A, VE=1,2,....
k=1
Os A,'s nao sao necessariamente (-mensuraveis, mas pela regularidade de

4, temos hm pu(Ag) = U Ag).
Seja 0 < § < 1/2k e seja {C1,Cy, ...} qualquer cobertura contavel de Ay
com diamCj < 0 e C; N A, #0, VY j.

Para cada j, podemos escolher x; € Ay tal que By, (z;) D Cj, sendo

_ diamC}
p] - 2 . 1
Dai, como 2p; < A temos pela definicao de Ay:
1(C5) < p(Bay, (x5)) < 2"twnpf
e dai

p(Ag) <27 tanp] 2"tz d@amC’ Wy

7=1
Tomando o infimo sobre todas as coberturas {C’j} de Ay, temos u(Ax) < 2"tHF(Ag)

e fazendo 0 — 07, p(Ag) < 2"tH"(Ag) e como isto vale V k € IN, fazendo k — oo,

obtemos:
w(A) = p(|J Ar) = Jim pu(Ag) < 2TH"(Ar)
k=1
Como corolério do teorema 1.7 (1) acima, podemos provar o seguinte:
Teorema 1.8 Se u é uma medida Borel-reqular, se A é um subconjunto p-mensurdvel

de X e se u(A) < oo, entao
0" (1, A,x) =0

qtp(H™) para x € X \ A.
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Note a importancia do caso u = H".

Demonstracao: Para cada t > 0, seja
Co={r e X\ A;07(u, A, x) > t}

Suponhamos por absurdo que H"(C};) > 0. Entao podemos achar, pelo teorema 1.2

(2) (j& que H™ é Borel-regular) um conjunto fechado E C A tal que:

H(C))

€

1) wA\E) <

Como X \ E é aberto e C; C (X \ A) C (X \ E), temos:
" (u, AN (X \ E),x) =0"(u,A,z) > t, Vo e (.

Dai, aplicando o teorema 1.7 (1) para u|A, C;y e X \ E no lugar de p, Ay e Ay,

obtemos:

tH"(Cy) < (u[A)X N\ E) = n(AN(X\ E)) = p(A\ E)
e portanto (A \ E) > tH"(C;) (—«) absurdo pois contradiz (1).
Logo, H"(Cy) =0,V t > 0. Em particular,
H(|J i) =0
k=1
e dai
0" (n, A,x) =0 gtp(H")

para x € X \ A.

Temos assim o resultado desejado.
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1.5 Medidas de Radon

Aqui, estudamos a teoria basica das medidas de Radon. Uma medida é dita de
Radon quando a mesma ¢é Borel regular e finita em subconjuntos compactos. A
finitude das medidas de Radon em subconjuntos compactos é o que torna possivel
integrar funcoes continuas com suporte compacto. Se o espaco de chegada destas
fungdes for um espaco de Hilbert munido de um produto interno ( , ) entao vale
o importante Teorema da Representacao de Riesz, que nos permite identificar, a
cada funcional linear definido no espaco das fungoes descritas acima, uma medida
de Radon.

Além disto, também discutimos um pouco da teoria de diferenciacao de
medidas e provamos um resultado analogo ao teorema fundamental do calculo, agora
para medidas.

Em toda esta secao admitiremos que X é um espaco métrico localmente

compacto e separavel.

Definicao 1.10 Diremos que p € medida de Radon em X se i for Borel-reqular

e finita em subconjuntos compactos de X.
Notemos que tal medida automaticamente possui as seguintes propriedades:
o u(A)=inf{u(U); U éabertoe U D A}, VA C X
o u(A) = sup{p(K); K é compacto e K C A}, VA C X p-mensurével.

De fato, se H é um espaco de Hilbert com produto interno (, ) e se C2(X, H)
denota o espaco das funcoes continuas de Xem H com suporte compacto, entao
associamos a cada medida de Radon p e a cada fungao py-mensuravel v: X — H,

satisfazendo |v| = 1 qtp(u), um funcional linear L : C2(X, H) — IR definido por:

L(f) = /X (f v)dp.

O seguinte “Teorema da Representacao de Riesz” mostra que todo funcional linear

L:C)(X,H) — IR é obtido como acima, desde que

() sup{L(f); f € CHX, H),|f| <1,supp(f) C K} < o0
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V K C X compacto.

Teorema 1.9 (Teorema da Representacdo de Riesz) Seja L um funcional
linear qualquer em C2(X, H) satisfazendo (*) acima. Entdo, existe uma medida p
em X e uma func¢ao p-mensurdvel v : X — H tais que |v(x)| = 1 qtp(n) para

zeXe

L(f) = /X (f.v)dp, Vf € CO(X, H)

Observacgao 1.5 1. Notemos que:

sup{L(f): | € C2(X, H),|f| < 1,supp(f) C V} = u(V),

V'V C X aberto. Por esta razao, a medida p é chamada de medida variagcao

total associada ao funcional L.

2. Note que no caso H = 1R, o teorema garante que o funcional lineal L pode ser

representado por:
L) = [ fodu s €0
X

com v(zx) = £1 qlp(u) para x € X. No caso especial em que L é nao-negativo,

isto €, L(f) > 0 se f >0, entdo v =1 e dai o teorema garante que neste caso:

L(f) = /deu-

Assim, podemos identificar uma medida de Radon em X com um funcional

linear nao negativo em C2(X,R).

Agora se U C X é um aberto e U é compacto, denotaremos por L o
conjunto dos funcionais lineares limitados com valores em IR definidos em Cy(X) =
{f : X — TR continuas com supp(f) C U}, os quais sdo nao-negativos em C (X ) =
{f € Cu(X); f = 0},

O teorema de Banach-Alaoglu nos diz que {\ € Lf;; [|\|]| < 1} é fracamente
compacto, isto é, dada uma sequéncia {\,} C Lf; com sup ||\¢|| < oo, podemos
achar uma subsequéncia {\/} e A € Lj; tais que lim )\k;j(l f) = Af) para cada

f € CH(X) fixa. Usando o teorema da Representagdao de Riesz (e em particular a
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observagao (2)) junto com uma representacao de X por uma sequéncia crescente de
abertos {U;} com U; compacto para todo i, evidentemente isto implicard no seguinte

resultado a respeito de sequéncias de medidas de Radon em X:

Teorema 1.10 Suponha {u} uma sequéncia de medidas de Radon em X com
sup i (U) < 00, YU C X aberto com U compacto. Entdo, eviste uma subsequéncia
k>1

{pw} que converge para uma medida de Radon p em X no sequinte sentido:

lim pge (f) = p(f) para cada f € CO(X), sendo CO(X) = {f; f € uma fungdo continua
tomando valores reais e com suporte compacto em X }. Aqui, estamos usando a

notacao u(f) = /deu.

Agora seja p uma medida de Radon em X qualquer. Dizemos que X tem
a propriedade simétrica de Vitali com relagao a p se para toda colecao B de
bolas que cubra seu conjunto de centros A = {z; B,(x) € B para algum p > 0} de
modo fino, exista uma subcolecao contavel de elementos disjuntos dois a dois B’ C B

cobrindo A qtp(u), desde que p(A) < oo.

Observacao 1.6 1. Pelo corolario 1.1 vemos que um espaco métrico X local-

mente compacto e separdvel tem essa propriedade, jd que

1(Bsp(x)) = cpu(By(x)),
sempre que B,(x) C X, sendo ¢ uma constante independente de x e p.

2. O caso especial em que X = IR"™ € muito importante e mostra-se, usando o
Teorema da Cobertura de Besicovich 1.5 que IR™ tem a propriedade simétrica

de Vitali com relacao a qualquer medida v de Radon.

Teorema 1.11 Teorema de Diferenciacao de Medidas Sejam ji1y e o medi-
das de Radon em X, sendo que X tem a propriedade simétrica de Vitali com relagao

a 1. Entao:

= lim M
D,“,uz(x) = pL0+ Ml(Bp<5U)>
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existe qtp(uy) e € pi-mensurdvel. Além disso, para qualquer conjunto de Borel A C
X,

na(d) = [ Dpadis + pi(4) (1.1)

sendo us(A) = po|Z e Z é um conjunto de Borel de medida p,-nula (Z independe
de A). No caso que X também tem a propriedade de Vitali com relag¢do a ps, entdo

D, po também existe qtp(pz) e

ps = p2[{x; Dy, pa() = oo} (1.2)

(isto €, podemos tomar Z = {x; D, pa(x) = oo} neste caso).
Demonstragao:  Ver [1], pag 25.

Observacao 1.7 (1) E claro da observa¢io 1.6 (2) que 1.11(2) sempre acontece
quando X = IR".

(2) 1 é chamada parte singular de p, com relagdo a . E ficil
checar que pi = 0 se e somente se todos os conjuntos de medida py-nula também
tem medida po-nula. Neste caso dizemos que jio € absolutamente continua com
relacao a ;.

Entao, 1.11(1) simplesmente diz que :
(%) p2(A) = /(Dm,ug)dpl , VACX, A: boreliano
A

Teorema 1.12 (Teorema da Diferenciacao de Lebesgue-Besicovitch)

Seja u uma medida de Radon em R™ e f € L}, (R", n). Entao:

1
lim ——— du — f(x ——
r—0 /'L(B(x7 T)) /B(xm) f a f( ) Qtp(ﬂ> <

Demonstragao:  Ver [2], pdg. 43.



Capitulo 2

Funcoes de Variacao Limitada

Aqui é feito um estudo detalhado das funcoes de variagao limitada, dando um
relevo muito especial a sua definicao em dimensoes superiores. Inicialmente sera
introduzido o conceito de variacao limitada na reta.

A nocao classica de variagao limitada para funcoes reais de variavel real esta
intimamente ligada a ordenacao de R, razao pela qual nao ¢ diretamente generalizada
para dimensoes mais altas. Logo, com o intuito de estender essa teoria a dimensoes
superiores, serd introduzido o conceito de wvariagcdo essencial (limitada), conceito
este que preserva muitas das boas propriedades da defini¢ao cldssica em dimensao
1. Além disso, a variacao essencial nao é afetada por mudancas no valor da funcao
em conjuntos de medida nula, o que nao é verdade na defini¢ao classica.

O conjunto das funcoes de variacao limitada serd munido de uma norma
sob a qual esse tem uma estrutura de espaco de Banach. Serao provados resultados
importantes de compacidade e aproximacao por fungoes derivaveis.

Em particular, em dimensao maior que 1 uma func¢ao de variacao limitada
nao é necessariamente limitada. Este fato constitui uma das perdas significativas
quando se passa para dimensao superior, mas é atenuado por se poder provar que o
espaco das fungoes de variacao limitada em R™ é mergulhavel em algum LP, em que
p depende apenas da dimensao n.

Sera apresentada também uma definigao de perimetro de um conjunto en-

quanto variacao da sua funcao caracteristica. Também serao definidos os conceitos

37
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de fronteira reduzida de um conjunto e fronteira no sentido da teoria da medida.

Por fim, enunciaremos o importante teorema de Gauss-Green generalizado.

2.1 Funcoes na Reta

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados sobre fungoes de variacao limitada
em dimensao um, classe esta intimamente relacionada com a classe das funcoes

monadtonas.

Definicao 2.1 Seja f uma funcao real de varidavel real e a < b dois numeros reais.

Chama-se variagao de f no intervalo [a,b] o sequinte ninero real:

varZ(f):sup{Z|f(ti)—f(ti_1)|; n € N, a:to<t1<...<tn:b}
i=1

Uma funcao f diz-se de variagcao limitada se existir alguma constante
C > 0 tal que
varg(f) < C,

quaisquer que sejam a < b. Definimos a variag¢ao de f como:
var(f) = sup{var’(f);a < b € R}.

Proposicao 2.1 Seja f uma fungao de variagao limitada em [a,b]. Entao f é limi-

tada em |a, b].

Demonstracao: Como Z |f(t:) — f(ti1)| < varb(f), temos:
i=1

[f(@)] < |f(a)| + varg(f),

para todo x em qualquer parti¢ao de [a,b] e isto mostra que f é limitada em |[a, b].
O seguinte exemplo mostra que nao vale a reciproca desta proposicao, ou
seja, uma funcao limitada num intervalo nao tem necessariamente variagao limitada

neste intervalo:

Exemplo 2.1 A funcao f definida por f(x) = xsen(1l/x) se 0 <z <27 e f(0) =0

€ limitada mas nao tem variacao limitada neste intervalo.
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De fato, basta tomarmos a sucessao z,, = 1/(n + 1/2)7. Entéao:

(="

f@n) = o an

e dai
gy
27
varg™(f) > E — — 00
— nmw

Sao de verificacao imediata os seguintes fatos:

1. Se f for uma fungao mondtona no intervalo [a, b, entao f tem variacao limitada
em [a, b], sendo

varg(f) < [ f(a) = fO);

2. Se f for lipschitziana no intervalo [a, b], entao f tem variacao limitada em |[a, b],

tendo-se:

var’(f) < Lip(f)|a — b|.

O seguinte resultado nos da uma importante caracterizacao das fungoes de

variacao limitada na reta:

Teorema 2.1 Seja f uma func¢ao definida no intervalo |a,b]. Entao, ftem variagao

limitada se, e somente se pode ser escrita como diferenca de duas funcoes crescentes.

Demonstracao: Comecamos por observar que, se f se escreve como diferenca de
duas funcoes crescentes, entao f tem variacao limitada.

Entao, seja f com variagao limitada em [a, b]. Sejam

1

plo) =3 (varz() + 1)

(o) = 5 (varz(h) - 1)

As fungoes p e q sao monotonas crescentes e f = p — ¢

E claro que modificando o valor de uma funcao, mesmo que s6 num ponto,

a sua variacao pode ser afetada. A definicao de funcao de variacao limitada aqui
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apresentada, bem conhecida e 1til quando se estudam funcoes reais de variavel real,
torna-se algo desajustada se pensarmos que muitas aplicagoes envolvem sobretudo
conceitos que se mantém inalterados quando se alteram valores da funcao em estudo
em conjuntos de medida nula. Estas limitacoes da definicao “classica”’sao ultrapas-
sadas introduzindo uma nova definicao de variacao em dimensao um: a variagao
essencial, que nao é afetada por mudancas no valor de f em conjuntos de medida
nula e cuja generalizacao a dimensao superior é equivalente a definicao que intro-
duziremos na se¢ao seguinte.

A nocao de variacao essencial, entretanto, depende de um outro conceito,
o de continuidade aproximada. A continuidade aproximada nao é afetada por mu-

dancas nos valores de f em conjuntos de medida nula.

Definicao 2.2 Uma funcao f € aproximadamente continua num ponto xg se,
para qualquer 6 > 0, o conjunto X = f{y;|y — f(wo)| > 6} tiver densidade nula
em Ty, oU Seja:

iy X N {@s |2 — @ <)) (XN Bi(20))

Mm@ e — v <D rR mlBwe)

Definigao 2.3 Seja f uma fungao real integrdvel em [a,b]. A varia¢cdo essencial

de f no intervalo [a,b] é definida por:

varess’(f) = sup { 2": |f(t:) — fltic)]; a<ty<...<t,< b}
i=1

sendo cada t; um ponto de descontinuidade aproximada de f. Uma fun¢ao [ diz-se de
variacdo essencial limitada se existir uma constante C' > 0 tal que varess? < C

quaisquer que sejam a < b. Definimos entdo a variagcao essencial de f como
varess(f) = sup{varess’(f);a < b € R}

Resulta imediatamente destas definigdes que se f : [a,b] — IR tem variagao
limitada entao f tem variacao essencial limitada. No entanto, a reciproca nao é

verdadeira:

Exemplo 2.2 A funcio f(z) =1sex € Q e f(x) =0 sex € R\ Q tem variagdo

essencial limitada mas nao tem vartacao limitada.
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A variacao essencial é uma nocao valida ¢tp, ou seja, uma funcao pode
tomar valor infinito em alguns pontos e, mesmo assim, ser limitada no sentido que

iremos explicar:

Definigao 2.4 Seja f : [a,b] — TR. Chamaremos de supremo essencial de f

em [a,b] ao nimero:
inf{a; f(z) <a gtp em |[a,b]}
e denotaremos por supess®(f).
Definicao 2.5 Uma fungdo f diz-se essencialmente limitada se
supess|f| < oo, Ya<beTR

E trivial observar que funcao essencialmente limitada nao implica funcao
com variacao essencial limitada (fungao limitada ja nao implicava variacao limitadal)
Podemos, entretanto, provar um resultado andlogo a proposicao 2.1 para o

caso “essencial”.

Proposicao 2.2 Seja f uma funcao de variagao essencial limitada em |a,b]. Entdo,

f € essencialmente limitada em [a,b).

Demonstracao: Este resultado é analogo a 2.1. As conclusoes que se tiraram ai
para todos os pontos de um intervalo [a,b] continuam validos se excluimos alguns

pontos (que formam um conjunto de medida nula).
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2.2 Generalizacao para dimensao superior

Nesta secao, introduziremos a nocao de funcao de variacao limitada em dimensao
superior a 1. Comecamos por definir variacao essencial limitada e daremos outras
defini¢oes de funcao de variacao limitada, provando a equivaléncia com a defini¢ao
usada. Sao generalizados alguns resultados interessantes acerca da variacao de
fungoes de dimensao 1. Provaremos resultados de aproximacao e semicontinuidade
inferior para fungoes de variacao limitada. Muniremos o espaco das fungoes de
variagao limitada com uma norma que o torna espaco de Banach e provaremos al-
gumas propriedades desse espago, nomeadamente resultados de compacidade e a

possibilidade de mergulho num espaco L”, em que p depende apenas da dimensao

n.
Seja f : IR" — IR. Para cada k = 1,...,n, denotaremos por
.QA?].C = (.Tl, ey =15 Tt 1y - - ,$n) S IRn_l.
Sendo t € IR e escrevendo fi(Zg,t) = f(x1,. .., Tp_1,t, Tps1,- .-, 2y) deno-

taremos por varess(fy) a variagao essencial de f como fun¢ao da variavel t € [a, b]
para cada I, fixo.
Definiremos o supremo essencial de uma fung¢ao definida em IR" de modo

analogo ao que foi feito para o caso unidimensional:

Definigao 2.6 Uma funcio f € LY(IR") tem variacao essencial limitada se,
para cada k = 1,2,....,n, a variagio essencial de f(xq,...,Tr_1,t,Thi1,...,Ty)

como funcao de t for integravel em ordem Z; em IR".

Esta é a generalizacao natural a dimensao superior da definicao de variagao
essencial (limitada) dada na se¢@o anterior. Como veremos, esta nogao de variagao

é equivalente a definicao de variacao que apresentaremos na proxima definicao.

Observacao 2.1 Em dimensao superior, ao contrdrio do que se passa em dimensao

1, uma funcao de variagao essencial limitada nao tem que ser essencialmente limi-

1
tada. Por exemplo, veja a funcdio f(x,y) = ——————

(Vz+vy)?*
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Finalmente definiremos a nogao de fungao de variagao limitada em IR":

Definigao 2.7 Dado um aberto U C R" e f € LY(U), definimos a variacao de f

comao:
vary(f) = sup { / fdivgdC™; g € CHU,RM)elgllo < 1}.
U

Diremos que f tem variagao limitada se vary(f) < oo

Denotaremos o espago das fungoes de varia¢ao limitada por BV (U).

Df = <8J:1 s B ) denotara o gradiente de f.

Teorema 2.2 Se f é uma funcdo de classe Ct em IR"™ entdo f tem variacao limitada

(&

vary(f) = / _|Dflac"

Demonstragao:  Seja f € C!(IR"). Para toda fungao g € CL(U,IR") tem-se,

integrando por partes :

/ FdivgdL™ = / fz 8*% Z / G gacn

Como g = 0 fora de um compacto e ||g||o = 1, deduzimos que

|dL" <
T

[%[3

Por passagem ao supremo sobre tais fungoes g obtemos a igualdade pretendida.

—lde < /\Df\dﬁ"
1 A

Defini¢ao 2.8 Uma fungio f € L, (U) tem variagdo localmente limitada em

U se, para cada conjunto aberto V CC U:

sup{/fdivgdﬁ";gGCi(V,IR”) e ||g||0§1} < 00
U

Escrevemos

BVioe(U)

para denotar o espaco de tais funcoes.
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Teorema 2.3 (Teorema de Estrutura para fung¢éoes BV,,.(U)) Seja f € BVi,.(U).
Entao ezistem uma medida de Radon p em U e uma funcao p-mensurdvel o : U —

R" tais que:

1 |o(x)] =1 qtp(u) e

/ fdivedr = — / ¢ - odu

para toda ¢ € CH(U,IR™).

Este teorema diz que as primeiras derivadas fracas de uma funcao BV sao
medidas de Radon.

Demonstracao: Vamos definir o funcional linear
L:CI(UR") — R

por:
L(¢) = —/ fdivodr
U
para toda ¢ € C}(U,IR").
Como f € BV,.(U), temos:

sup{L(¢); ¢ € C:(V,IR"),[¢] < 1} = C(V) < o0
para cada conjunto aberto V CC U, e dai:

[L(o)] < C(V)[ 9l = (*)

para toda ¢ € C}(V,IR"). Fixemos um compacto qualquer K C U e vamos escolher
um aberto V tal que K C V CC U. Para cada ¢ € C.(U,IR") com suppp C K,
escolhemos ¢ € CH(V,IR") (k =1,2,...) de modo que ¢, — ¢ uniformemente em

V. Defina
L(¢) = lim L(¢w);

k—oo
Por (x) este limite existe e independe da escolha da sequéncia {¢x}52, convergindo

para ¢. Entao, L se extende unicamente a um funcional linear

L:C(UR") — R
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sup{L(¢); ¢ € C.(U,IR"), |¢| < 1, suppp C K} < o0

para cada conjunto compacto K C U. Pelo Teorema da Representacao de Riesz 1.9
existe uma unica medida p e uma funcdo o que satisfazem (1) e (2). Isto conclui a

demonstracao do teorema.
NOTACAO Se f € BV,e(U), entao denotaremos por

1D

a medida p. Assim o item (ii) no teorema 2.3 fica:

/fdmdx:—/(p-adupfu.
U U

Observagao 2.2 1. ||Df| é chamada medida variagdo de f;
2. Se f € BVi,o(U)NLYU) entio f € BV (U) se e somente se ||Df||(U) < oo.
3. Da prova do teorema da Representacao de Riesz, podemos ver que
IDAIV) =sup{ [ saivodsio e v lol < 1)
para cada V CC U.

4. Claramente temos ||Df||(U) = vary(f).

Agora apresentaremos um teorema importante sobre funcoes de variacao

limitada: a semicontinuidade inferior.

Teorema 2.4 (Semicontinuidade inferior da medida variacao) Seja fi €

BV(U) (k=1,2,...,) e f — f em L, .(U). Entao:
IDFIW) < limint |DAID).
Demonstragao: Seja ¢ € CH(U,R"),|¢| < 1. Entao:

/ fdivgpdr = lim | frdivode
U k=0 Ju
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—— Jin [ 6-oud|Dfi] < lmint DA (D)
—oo Jir —00

Entao:
DAl = sup{ [ saivsds; o € cwme,fol <1}
U
< liminf | D fi || (U).
Agora um outro teorema também importante: a aproximacao por funcoes
suaves.

Teorema 2.5 (Aproximacao Local por Fung¢oes Suaves) Dada f € BV (U),

entao existe uma sequéncia de funcoes {fr}re, C BV(U)NC>(U) tal que:

fe — f emLY(U)

IDll(U) = [IDFU)I] quando k — oo.

Demonstragao:  Ver [2], pdg. 172.

Definiremos agora uma norma para BV (U) que o tornara espago de Banach.
Definicao 2.9 Dada f € BV (U), definimos

I lBvw) = [l + IDFIT).

Sem a parcela || - ||1, || - || pv(v) ndo seria uma norma, ja que uma funcao que
nao seja a identicamente nula pode ter variagao nula (por exemplo qualquer fungao

constante diferente de zero).
Proposicao 2.3 (BV(U),| - |lsvw)) € um espaco de Banach.

Demonstragao: Resulta facilmente da defini¢ao de variacao limitada que BV (U)
tem uma estrutura de espaco vetorial sobre o corpo IR. Vamos agora mostrar que

com a norma || - || gy vy ele é completo.
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Seja f uma funcao de variacao limitada em U.

I fllsveny =0< | flli =[DfI(U) =0« f=0.

E trivial verificar lafllBvwy = |ofl|fllBvw) para qualquer « real e que
1f +9llsvay < Ifllsvw) + llgllBva), o que prova que de fato || - ||pv) é uma
norma.

Para provar a completude, tomemos uma sequéncia de Cauchy {fy} C
BV (U). Pela definicao de || - ||py@w), esta sequéncia também é de Cauchy no
espago métrico completo L'(U). Entao existe uma funcio f € LY(U) tal que
fr — f na norma de L'(U). Sendo {f;} uma sequéncia de Cauchy em BV (U),
a sequéncia || fx||pv(wy é limitada. Consequentemente, {||Dfi||} é limitada e pelo
teorema 2.4 temos que f € BV (U). Como f, — f em L'(U), falta apenas provar
que |[|D(fx — f)|| — 0 quando k — oo para concluirmos que f, — f em BV(U).

Seja € > 0. Entao, existe um inteiro L tal que:

Gk =L=f; = fillsvw) <e=D(f; = f)ll(U) <e.

Como fr — fem LYU), fr.— f; — fi — f em L} (U) e, novamente pelo teorema 2.4:

1D = DIl < liminf [D(f; = fo)]| < e.

Concluimos que fy — f em BV (U) e, consequentemente, que
(BV(U), |l - llBv)) é um espaco de Banach.
O préximo resultado garante que o espaco BV (U) pode ser mergulhado

num espaco L” em que p depende apenas da dimensao d.
Teorema 2.6 (Desigualdade de Sobolev)Seja f € BV (IR"). Entao,

1fllp < CIDFIIIR™)

n
sendo p = 1 e ¢ depende apenas da dimensao n.

Demonstragao:  Ver [2], pdg 189.

A seguir provaremos um importante resultado de compacidade em BV (U).
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Teorema 2.7 Seja U um subconjunto aberto de R"™ com fronteira C'. Se {fi}x
for uma sequéncia de fungoes com || - ||pyw) uniformemente limitada, entao { fi}r

possui uma subsequéncia convergente em LY(U) para uma funcio de BV (U).

Demonstracao: Seja {f;}» uma sequéncia de fung¢oes em BV (U) com
| fell vy < L para algum L. Para cada k, o teorema 2.5 de aproximagao por funcoes

suaves nos permite escolher f;, € C*(U) tal que:

fo— fildcn <+ (2.1)
U n

Jim IDFI(U) = [[D fill(U) (2.2)

De (2.2), podemos deduzir que sup || D fi||(U) < co. Pelo teorema de Rel-

lich, a sequéncia {f}r é relativamente compacta em L', isto é, {fi}; tem uma
subsequéncia {f,, } que converge em L' para uma funcio f € L'(U).

Pelo teorema 2.4,
IDFIV) < limind [ Df,, () < oo.

Consequentemente, o limite da subsequéncia extraida de {f}1 estd em BV (U).
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2.3 Conjuntos de Perimetro Finito

A variacao da funcao caracteristica de um conjunto E mede o “tamanho”da fronteira
de E, isto é, para conjuntos com fronteira suficientemente regular (por exemplo bolas
e retangulos) a variacao da caracteristica é igual ao perimetro do conjunto no sentido
tradicional. Esta secao é dedicada ao estudo do perimetro de subconjuntos de IR"
enquanto variagao de sua funcao caracteristica. Definiremos a fronteira reduzida de

um conjunto e enunciaremos o Teorema de Gauss-Green generalizado.

Definicao 2.10 Sejam E um boreliano e U um aberto de IR". Definimos o perimetro

de E em U como:

pery(E) = vary(xe)

Definigao 2.11 Um subconjunto E C IR"™ L™-mensurdvel tém perimetro finito

em U se xg € BV(U).
Seria interessante definirmos uma versao local deste conceito:

Definicao 2.12 Um subconjunto E C IR™ L"-mensurdvel tém perimetro local-

mente finito em U se xg € BV,.(U).

Suponhamos que E é um conjunto de perimetro localmente finito em U.

Logo, pela definigao, xg € BV,.(U) . Denotaremos por
[OE]
a medida dada pelo Teorema 2.3 de Estrutura para fungées em BV),.(U) e por
Vg = —0.
Da prova do Teorema da Representagao de Riesz 1.9, vemos que:
01(V) = sup{. [ oz € CLvRslel < 1)

para cada V CC U.
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Chamaremos a medida ||0E|| de medida perimetro de E; notemos que neste
caso, o perimetro de E em U fica: pery(E) = vary(xg) = ||0F||(U).

Consequentemente, o item (2) do teorema 2.3 fica:

/divcﬁdaf:/qﬁwEdH@EH
E U

para toda ¢ € C}(U,IR").

Introduziremos agora a noc¢ao de fronteira reduzida de um conjunto.

Definicao 2.13 Seja x € IR". Diremos que v € 0*FE, a fronteira reduzida de E

se!

1. ||OE||(B(z,7)) > 0 para todo r > 0;

1

2. lim / ved||OF|| = ve(x) e
M BN B @ 1) S, 2 NOEN = vel@)

3. lvg(x)] =1.
Observacao 2.3 Notemos que pelo teorema 1.12, temos:
|OE|[(R™\ 0"E) = 0.

Como anteriormente, continuamos assumindo que E é um conjunto de perimetro

localmente finito em IR".

Definicao 2.14 Seja x € R". Diremos que z esta na fronteira no sentido da

teoria da medida 0. F se:

£(B,(z) N E)

lim sup >0
r—0 rr
€
LB, E
lim sup (B,(z) \ E) > 0.
r—0 rm

Lema 2.1 e O'E C 0.E;

o H" 1 (0,E\ &"E) = 0.
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O préximo teorema diz que se E é um conjunto de perimetro localmente
finito, entao a usual férmula de Gauss-Green continua vélida se considerarmos agora

a fronteira de E no sentido da teoria da medida.

Teorema 2.8 (Teorema de Gauss-Green-Generalizado) Seja E C R™ um

congunto de perimetro localmente finito. Entao:

1. H"Y0.ENK) < oo para cada compacto K C TR™.

2. Mais ainda, para cada x € O,F qtp(H"™™'), existe uma tinica normal exterior

unitdaria vg(x) tal que:

/ divodr = ¢ - vpdH"
E 0+ E

para toda ¢ € CL(IR™, R").

Demonstracao:  Ver [2], pdg. 209.



Capitulo 3

Subvariedades de R

Aqui, foram apresentados os fatos bésicos concernentes a subvariedades C* do
espaco euclidiano. Na verdade, essa nocao de variedade diferenciavel é necessaria
para estender os métodos do Calculo Diferencial a espagos mais gerais que o R™.

O exemplo mais acessivel de variedade é uma superficie regular do R?; intu-
itivamente, uma superficie regular ¢ uma reuniao de abertos do R? organizados de
tal modo que quando dois abertos se interceptam, a transicao de um para o outro
se faz de maneira diferencidavel. Como consequéncia, faz sentido falar de funcgoes
diferenciaveis nestas superficies e aplicar os métodos do Célculo Diferencial.

Embora a necessidade de uma idéia abstrata de superficie tenha surgido
desde Gauss, foi necessario quase um século para que tal idéia atingisse a forma
definitiva que vamos apresentar. Uma das razoes desta demora é que o papel fun-
damental de mudanca de parametros nao era bem compreendido.

Pois bem, definida uma subvariedade diferencidvel n-dimensional no R,
partimos para generalizar varias nogoes ja conhecidas do Calculo Diferencial, tais
como espaco tangente, derivada direcional, curvatura média, entre outras. Sob cer-
tas condicoes, conseguimos também provar o Teorema da Divergéncia para campos
que nao necessariamente tomam valores no espaco tangente de uma subvariedade
diferenciavel.

Vimos a Foérmula da Area, que estabelece que , se m > n, entao a medida

n-dimensional de f(A) pode ser calculada integrando-se o jacobiano de f sobre A. A

52
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Férmula da Co-Area nos diz que a medida (n-m)-dimensional dos conjuntos de nivel
de f é computada pela integracao do jacobiano da f, embora aqui tenhamos m < n.
Na tdltima se¢ao mostramos as Férmulas da Primeira e Segunda Variagao da Area

de uma subvariedade.

3.1 Fatos Basicos

Nesta secao, apresentaremos as primeiras definicoes relativas a subvariedades C* do

espaco euclidiano IR™**. Sejam k> 0 e r > 1.

Definicao 3.1 Diremos que M é uma C"-subvariedade n-dimensional de R"*
se para cada y € M existirem abertos U,V C R™™ com y € U, 0 € V e um C’-
difeomorfismo ¢ : U — V tais que ¢(y) =0 e p(MNU) =W =V NIR".

Aqui e subsequentemente identificaremos IR™ com o subespaco de IR™™
consistindo de todos os pontos x = (21, ..., ZTn4k) tais que x; = 0, para todo
j=n+1,....n+k.

Em particular, temos representacgoes locais:

YW =R pW)=MnU, ¢(0) =y
Y (0) 9Y(0)

tais que: ——,. ..,
d oxy ' ox,,

(Por exemplo podemos tomar ¢ = ¢~ )

sdo vetores linearmente independentes em IR™ .

Defini¢ao 3.2 Definimos o Espaco Tangente Aproximado T, M de M em y
como sendo o subespaco de R™™ consistindo dos pontos T € R™™ tais que:
7 =4(0) para alguma curva v € C*, v: (=1,1) — R"™ (=1,1) C M e v(0) = y.

Y (0) 9y(0)
oxy = Oux,

T,M tem uma base { } para uma representacao local v

como acima.

Diremos que uma funcdo f : M — RY, (N > 1) éCem M (I <r)se f
for a restricao a M de uma funcéo f : U — IRY de classe C' sendo U um conjunto

aberto de R"** tal que M C U.
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Definicao 3.3 Dado 7 € T,yM, definimos a derivada direcional D.f por:
d
D.f = L i,
para qualquer curva v : (—1,1) — M de classe C* com v(0) =y, ¥(0) = 7.

Como esta definicao independe da particular curva vy que escolhermos para

representar 7, somos induzidos a definir a aplicagao linear
dfy : Ty,M — RY
por df, (1) = D, f.

Definigao 3.4 Se f for uma funcdo real (N=1), podemos definir o gradiente VM f

de f por:
VM) =Y (D)), yeT,M
j=1
sendo Ti, ..., T, qualquer base ortonormal para T,,M .

Se fizermos V;-wf(y) =¢;- VM f, sendo e; 0 j-ésimo vetor da base canonica de R"*,

J=1,...,n+k, entao
n+k

VM) =D VY ) e
j=1
Se f for a restricio a M de uma funcao f € C*(U), sendo U C IR™™* um

aberto e M C U, entao:

VYfy)=(Df(y)", yeM

sendo Df o gradiente usual de fem U e ()T significa a projecio ortogonal de IR™**

em T, M.

Definicao 3.5 Dado um campo vetorial X = (X1,..., Xpp) : M — R"™ ™, com
X;eC(M), j=1,...,n+k, definimos:

n+k
divy X = VI'X;

Jj=1
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Note que nao exigimos que X, € T,M. Ou seja, definimos o divergente
de um campo vetorial numa subvariedade sem necessariamente o campo morar no
plano tangente da subvariedade.

Notemos também que, para cada y € M, temos:

n+k n+k n+k n n
divy X = ZV;WX] = Zej : VMX Zeg Z DTin)Ti> = Z(DTZX) " T
j=1 j=1 =1 =1

sendo {7}, qualquer base ortonormal para T, M.

Teorema 3.1 (Teorema da Divergéncia) Se o fecho M de M for uma variedade

suave e compacta com fronteira OM = M \ M, entdo

/ divy XdH" = — [ X -ndH™!
M oM

sendo 1 a co-normal interior unitdria ¢ OM, ou seja, |n| = 1, n é normal a OM,

tangente a M e aponta para M em cada ponto de OM.
Observacao 3.1 1. Note que no teorema acima M ndo precisa ser orientdvel;

2. Em geral, o fecho M de M ndo serd uma subvariedade com fronteira

suave; de fato, pode acontecer H™(M \ M) > 0.

Por exemplo, considere o caso
M = U{azy )ER*y=— }\{O}

M é uma C"-subvariedade 1-dimensional de IR? para todo r > 1, mas M\ M é todo
o eixo coordenado dos x.
Entretanto, neste caso geral ainda temos / divyy X = 0 se supp(X) N M
M
for um subconjunto compacto de M e X, € T,M,Vy c M.
Definigao 3.6 Se M for uma subvariedade pelo menos C?, definimos a segunda

forma fundamental de M em y como sendo a forma bilinear

B, : T,M x T,M — (T,M)* dada por:

By(r,n) = - Z(n : DTVa)Va‘y )
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comv, T € TyM e sendovn,...,v; (definidos numa vizinhanga de y) campos vetoriais
satisfazendo v, (2) - v5(2) = dup € Vo(2) € (T.M)* para todo z numa vizinhanca de
Y.

O significado geométrico de B é o seguinte: se 7 € T,M com |7| = 1 e
v (=1,1) — R™™ ¢ uma curva C? com (0) =y, v((—=1,1)) € M e 4(0) = 7,
entao B,(7,7) = ((0))*, que ¢é justamente a componente normal (relativa a M) da
curvatura de v em 0, sendo que aqui v é considerada um espago curva ordinario em
IR"** (assim, B,(7,7) mede a ”curvatura normal”’de M na diregao 7). De fato, isto

¢é facilmente visto pelo seguinte:
va(y(t)) - 3(t) =0, Vi, Jt] <1,

j& que A(t) € T,M e vo(y(t)) € (TyyM)* .
Derivando esta igualdade com relacao a t, apds fazer t = 0 obtemos:

D.vy -7 + va(y)-5(0)=0 =
= Vo(y) - J(0) = =Dyvy - T

Dai, multiplicando por v,(y) e somando em «, obtemos:
k

(7(0))L - = Z(T : DaVa) : Va(y) - By(T’ 7—)7

a=1

como queriamos.
Note que o parametro t nao precisa ser um comprimento de arco para -y; é
suficiente que ¥(0) = 7, |7| = 1.

Mais geralmente, por um argumento similar, se 7,7 € T, M e se ¢(0,0) = v,

06(0,0)  9(0,0) _(%6(0,0)\"
o(U) C M, 8—x1 =Te 8—1'2 =1, entao By(1,n) = (W) )

Em particular, B,(7,n7) = By(n,7), ou seja, B, é uma forma bilinear

simétrica com valores em (T, M)=.

Definicao 3.7 Definimos o vetor curvatura média H de M em y como sendo

o traco de B,. Entao:

n

H(y) = ZBy(TivTi) € (Ty]w)L (3.1)

i=1
sendo T, ..., T, uma base ortonormal qualquer para T, M.
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Note que, se vy, ...,V sao como na definicao 3.6, entao:

k n

ZZ DnVa Va(y)

a=1 i=1

e dai, numa vizinhanca de y
k
H= Z (divpve ) Ve (3.2)

Suponhamos agora que M é uma C?-subvariedade compacta, com fronteira

OM = M \ M (n-1)-dimensional suave. Seria interessante computarmos

M

no caso em que a condigao X, € T, M nao ¢é satisfeita. Para tanto, vamos decompor
X em duas partes

X=X"+Xx*

sendo X " sua parte tangente e X+ sua parte normal sendo também que pelo menos

localmente,

Dai, numa vizinhancga de vy,
divy X+ = (Ve - X)divv,
e entdo por (3.2)

divyX*-=-X-H (3.3)

em cada ponto de M.

Por outro lado, pelo Teorema da Divergéncia 3.1 temos:

/deXT—— X
M

oM

e dai, como divy X = divyy X " + divy, X+, obtemos:

/ divy XdH" = — / X -HdH"— [ X -ndH"". (3.4)
M M

oM
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3.2 Férmula da Area

Inicialmente, estudamos as propriedades diferenciaveis das funcoes Lipschitz

e enunciamos o Teorema de Rademacher que estabelece que uma funcao local-

mente lipschitz f : R" — R™ ¢ diferenciavel gtp(L"™). Posteriormente, discutimos
aplicacoes lineares de R” em R™ e introduzimos a nogao de Jacobiano.

Feito isto, tivemos condi¢oes de enunciar a Formula da Area que estabelece

que, se m < n entdo a medida n-dimensional de f(A), contando as multiplicidades,

pode ser calculada pela integragao do Jacobiano de f sobre A. Como consequéncia

da Formula da Area, provamos a Formula da Mudanga de Varidveis .

Definicao 3.8 Uma funcao f: X — IR é chamada lipschitz se existe

L < oo tal que:

() |f(z) = [yl < Ldz,y), VryeX

sendo d a métrica em X.

Denotaremos por Lip(f) a menor constante L tal que (*) acontece, ou seja,

|f(x) = f(y)]
d(z,y)

Temos o seguinte teorema de extensao para fungoes lipschitz:

Lip(f) = sup { ;Y € X, w%y}

Teorema 3.2 Se AC X e f: A— IR ¢ lipschitz entao existe f : X — IR lipschitz

com Lip(f) = Lip(f) e f =[],

Enunciaremos agora o Teorema de Rademacher sobre diferenciabilidade de

fungoes lipschitz em IR".

Teorema 3.3 (Teorema de Rademacher) Se f é uma fungao lipschitz em IR"™
entao f € diferencidvel qtp(L™), ou seja, grad(f(z)) = (D1f(x), Daf(z),..., Dpf(x))

existe e
lim fly) = f(z) — grad(f(x)).(y — z)

y— ly — x|

=0 ¢gtp(L")r € R".
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Também enunciaremos os seguintes teoremas:

Teorema 3.4 (Teorema da Extensao de Whitney) Sejam A C IR" fechado,

h:A— 1R ev:A—IR" continuas. Suponha que para quaisquer Ty, yo € A,

lim R(x,y) =0,

T—20,Y—Y0,

sendo x,y € A, x #y e

h(y) — h(z) — v(a).(y — 2)

Entdo, existe uma funcao g : R" — IR de classe C' tal que g‘A =he Dg‘A =v

(lembrando que Dg denota o gradiente usual de g).

O seguinte teorema ¢ uma consequéncia do Teorema da Extensao de Whitney:

Teorema 3.5 Seja f : IR" — IR uma funcdao lipschitz. Entao, para cada € > 0,

existe uma funcgdo g de classe C* com
L'({w; fx) # g(x)} U{z; Df(x) # Dy(x)}) <€
Recordemos que, se X\ : IR" — IR" é uma aplicagao linear e A C IR", entao
LM(A(A)) = |detA|L™(A).

Em geral, se A : R" — IRY, com N > n, entdo existe um subespaco n-dimensional
F de RY tal que A(IR") C F. Escolhemos uma transformacio ortogonal ¢ de RY

tal que ¢(F) = R". Logo, ¢A : R" — IR" e portanto
L7(g\(A)) = |det(g))|£"(4), YA C R”
Além disso, como q é ortogonal, temos

|det(g\)| = \/det(A* o N),

sendo \* : RY — IR™ o adjunto de \.

Como H"(¢(B)) = H"(B), V B C IR" e pelo teorema 1.6 temos:

L"(gA(A)) = H"(qA(A)) = H"(A(4))
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Assim, obtemos a Formula da Area para uma aplicacio linear A : R® — R™, n < N:

H*(A(A)) = /det(\ o NH™(A), ¥ A € R” (3.5)

Seja J f o jacobiano de f, definido por:

T (y) = \Jdet(df,)" o (df,) (3.6)

edf, : T,M — IRY a aplicacdo linear induzida descrita anteriormente e

(df,)* : RN — T, M denota a transformacio adjunta.

Teorema 3.6 (Férmula da Area) Dada uma aplicacio de classe C!
f:M — RN 1:1 (M é uma C*-subvariedade n-dimensional de R™™), temos:
A = [ Tpare

para todo conjunto A C M H"™-mensurdvel.

A demonstracao da férmula da area enunciada acima é provada com um
argumento baseado na aproximacao do caso linear 3.5 (ver [12] ou [13] para detalhes).

Se f nao é 1:1, temos a Férmula da Area Geral (que segue de 3.6 )

Jo U ) = [ g 57)

V A C M H"- mensurdvel sendo H° a medida de Hausdorff 0-dimensional, ou seja,
a "medida contagem”.
Mais geralmente ainda, se g ¢ uma funcao H"-mensuravel em M e nao

negativa, entao temos a Férmula Geral da Mudanca de Variaveis:

Joo | st = [ ngme 35)

Isto segue diretamente de 3.7 simplesmente aproximando g por fungoes sim-

ples.
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3.3 A Férmula da Co-Area

A Formula da Co-drea estabelece que a medida (n — m)-dimensional dos con-
juntos de nivel de f : R" — R™, (com m < n) é computada pela integracao do
Jacobiano. Notamos que a Férmula da Co-drea é um tipo de generalizacao curvi-
linear do Teorema de Fubini.

Além disso, entre outros resultados, vimos que aplicando a Férmula da Co-area ao
conjunto dos pontos que anulam o jacobiano de f, obtemos uma versao fraca do

Teorema de Morse-Sard.

Assim como na discussao da Formula da Area, comecaremos olhando para
aplicacoes lineares A : IR" — IRY assumindo, entretanto, N < n. Olhemos ini-
cialmente para o caso especial que A é uma projecio ortogonal p de IR™ em RR”.
(Como antes, identificamos IR com o subespaco de IR" consistindo de todos os
pontos (z1,...,2,) com x; =0 paraj=n—N+1,...,n .) A projecao ortogonal
p tem a seguinte propriedade: para cada y € R, p~!(y) é um espago afim (n-N)-
dimensional (isto é, para quaisquer z,2’ € p~'(y), x # 2/, a linha determinada por x
e 2’ estd contida em p~!(y)).Cada um desses espagos ¢ uma translacao do subespaco
(N-n)-dimensional p~*(0). Logo, as imagens inversas p~*(y) decompoem todo o IR™

em ”pedacgos” paralelos (n-N)-dimensionais e dai, pelo Teorema de Fubini

o7 ) 0 Ay = 7 (39)
para todo A C IR" L"-mensurével.

Esta férmula (que nds enfatizamos novamente, é simplesmente o Teorema
de Fubini) é um caso especial de uma férmula mais geral conhecida como férmula
da co-érea.

Suponhamos agora A : R" — IRY, N < n, com rankA = N.  Seja
F = X\7(0). Entdo, para cada y € IR, A"!(y) é um espaco afim (n-N)-dimensional
que ¢ uma translagao de F. Logo, os conjuntos A~'(y) decompoem todo o IR™ em

pedagos paralelos (n-N)-dimensionais. Tomemos uma transformagao ortogonal ¢ :
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IR" — IR" tal que ¢(F) = R"™ e ¢(F*+) = RY. Assim, )\ pode ser representada
da forma A = 0 opo ¢, sendo p a projecao ortogonal de IR™ em RY ¢ ¢ é uma
transformacdo nao-singular de RY em IRY. Dai, por 3.9, para qualquer A C IR"

‘H"-mensuravel,
£M(4) = L(g(4)) = /]RN H N (y) N g(A)dL™ ()

- / NG W) N ALY ()

Fazendo a mudanca de varidveis z = o(y) (dy = |deto|~'dz), obtemos:
et () = [ H N 7 07 o @) 0 AL e)

_ /IRN H=N (A1 (2) N A)dLY (2)
Além disso, como ¢* o g =1 e pop* = 1IRN, temos Ao A* =coco*: RY — RY
e portanto |deto| = Vdet\ o A*.

Assim, finalmente temos a Férmula da Co-Area para aplicagoes lin-

eares:
Videth o X = /IRN H N\ z) N A)dLN (2) (3.10)
Note que se rankA < N, entdao AN A71(2) = 0 e dal H" M(A71(2) N A)
qtp(LY) z € R.

Além disso,
rank(\) < N = dim(c(IR")) < N = |deto| =0

e portanto a igualdade permanece valida no caso que rankA < N com ambos os
lados da igualdade sendo zero.
Mais geralmente, dada uma aplicacdo f : M — IRVde classe C' sendo M

uma C'-subvariedade n-dimensional de IR"**, definimos

T f(x) = V/det(df.) o (df.)*

sendo, como ja vimos, df, : T,M — IR” a aplicacdo linear induzida. Entdo, temos

condig¢oes de enunciar:
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Teorema 3.7 Férmula da Co-Area Seja f : M — IRY wma aplicacdo de classe

C' e M uma C'-subvariedade n-dimensional de R™"*. Entdo, para qualquer conjunto

de Borel A C M,

/A J*fdH" = /RN H N (AN 7 ()AL ()

A demonstragao envolve um argumento baseado no caso linear 3.10 (ver [12]
ou [13] para detalhes).

Uma importante consequéncia de (3.10) é que, se
C={zxeM;J f(x)=0}
entao fazendo A = C' em (3.10), obtemos:
H™N(AN 7 (y) =0 atp(LY) y € RY.

Se J*f(x) # 0 precisamente quando df, tiver rank igual a N, é claro do
teorema da fungao implicita que se x € f~1(y) \ C entao existird vizinhanga V de x
tal que V' N f~1(y) é uma C'-subvariedade (n-N)-dimensional. Em resumo temos o

seguinte teorema:

Teorema 3.8 (Teorema C' de Sard) Suponha f : M — RY uma funcio de

classe C* com N < n. Entdo, para quase todo (L) y € f(M), temos:

i) ="\ U(f ) nao),
sendo C = {x € M; J*f(x) = 0}(= {x € M;df, tem rank < N}), H" N (f~(y) N
CY=0 qtp(LN) y e RY e (f1y)\ O) ¢ uma C'-subvariedade (n-N)-dimensional.
Observagao 3.2 Se f e M sdo de classe C*N*1, o teorema de Sard garante um

resultado mais forte, que de fato f~'(y) NC = 0 qtp(LY) y € RY e dat f~(y) ¢

uma C" N _subvariedade (n-N)-dimensional qtp(LN ) y € RY.

Uma generalizacao de 3.7 bastante usada ¢é a seguinte:

Se g é uma fungao nao-negativa e H"-mensuravel em M, entao:

/M J*fgdH" = /IRN ( /f . gdH"_N) dL™ (y) (3.11)
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3.4 Formulas da Primeira e Segunda Variacao da
Area de uma Subvariedade

Seja M uma C'-subvariedade n-dimensional de IR"™* e seja U € IR""* um aberto
tal que UNM # () e H"(K N M) < oo para cada compacto K C U.
Além disso, seja {¢:}_1<1<1 uma familia de difeomorfismos de U — U tal que:
(1) é(t,x) = ¢(x) é uma aplicagio C* de (—1,1) x U — U;
(2) ¢o(z) ==, Vael; (3.12)
(3) ¢u(x)=axVte(—-1,1), xe€U\K,
sendo K C U um subconjunto compacto de U. Sejam também X e Z os vetores

velocidade inicial e aceleragao para ¢;; entao:

0p(t, ) D?(t, )
KXo = ot o o Za= T‘tzo
Dai,
2
Gulr) = @ + 1Xe + S+ off?) (3.13)

e X e Z tém suportes que sao subconjuntos compactos de U. Seja M; = ¢,(M N K),
sendo K C U um subconjunto compacto; entao, {M;} é uma familia de variedades

tal que:
o My=MnNK;
e M, coincide com M fora de algum subconjunto compacto de U.

e —Hn Mt

}t 0 © g2 |t _o» Ou seja, a primeira

d
Queremos computar —H” (M)
e a segunda variagao da area de M.

Aqui a férmula da drea (teorema 3.6 ) é particularmente usada pois no da:

H (6 (M 1 ) = /M v

sendo ¢; = e K C U um subconjunto compacto como em 3.12 (3). Logo,

o ’MOU

para computarmos a primeira e a segunda variacao, podemos diferenciar sob o sinal

da integral. Entao, o computo se reduz ao calculo de

0?

0
ot Yy |t:0 12

J%’t 0
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Para realizar este calculo iremos primeiramente obter uma expressao mais manejavel
para Jv;. Notemos que para cada t fixoe 7 € T, M,

2

d(vn)s(7) = Do(y) = 7 + tD. X + %DTZ +o(th)

Dali, relativo as bases {7, ..., 7,} para T,M e {ei, ..., ensr} para R™™ a aplicacio

d(y)y : TyM — IR™™ tem matriz:
t2
;] = Tz-l -+ tDTin + EDTiZl + O(t3>

parat=1,...,nel=1,...,n+k.
n+k

Entao, (d@bt}z)* o (d@[}t|w) tem matriz (Zalialj) = (b;;), sendo

=1 i,7=1,...,n
bij = 0ij + (1D X + 7,07, X) +t*(1/2(1: D7, Z + 73D, Z) + (D7, X)(Dr, X)) + o(t?)
e dai, usando a féormula geral

det(I +tA + t*B) = 1+ t-traco(A) + t*( traco(B) + 1/2(traco(A))? — 1/2(traco(A?))) + o(t?),

obtemos:

det((dzﬁt\x)* o (d¢t|r)> =1+ t( ZTiDTiX + ZTjDTjX> +
i=1 Jj=1
{ <ZT1DTZZ + ZTJDT]Z> + Y DX+
i=1
+%(ZTiDn~X + ZT]'DT].X) — %Z(TiDTjX + TanX)Z} + o(t3) =
i=1 j=1

i,j=1

N | —

=1 + t(2divyX) + ¢* {1/2 (2div,, Z Z\D X|? + 1/2(2div, X)? —

1 n n n
- 5(Z(nDﬁ.XY +2) (7D, X) (D X) + Z(ernXV)] + o(t?) =
ij=1 ij=1 ij=1
1 + 2tdivy X + t* {deZ + 2divy X)* + Y D X[ = ) (mD., X)* -

i=1 ij=1

— Z(TiDTjX)(TanX)} + o(t?) (%)

1,j=1
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Seja
(D, X)* = ( parte normal de D, X )= D, X — Z(TjDTiX)Tj

j=1

Logo,

DX = (D, X)" +) (7D, X)7; =

J=1

= (D, X)* = (D X)) + Z (75D, X )?|; 2
7=1

ja que (D,,X)* tem a propriedade de ser perpendicular a todos os vetores da base
{7j}7_,. Agora, somando em i e observando que |7;|* = 1, para todo j, j& que a

base é ortonormal, temos:

n n

inﬂ.XP Z\ D X)) + > (1D, X)%.
=1

=1 j=1

Voltando em (x), obtemos:

n

det((din|,) o (din]))) = 1+ 2tdivyX + t*[divy Z + 2(divy X)* + Y |(D-X)"* -

=1

— > (D, X)(1;D,X) ]| + ot

2,j=1

1 1
Usando a férmula v1+2 =1+ 5%~ éxz + o(2*) na igualdade acima, finalmente

concluimos que:

2
Jip, = \/det( ( dwt}x)* o ( dqﬂt‘x)) =1+ tdivy X + — f (deZ + (divp X )*+

+ Z (D, X)* Z (TZ-DT].X)(T]-DTZ,X)) + o(t%)
4,7=1
Com esta expressao para Ji;, a Férmula da Area nos fornece imediatamente

as Formulas da Primeira e Segunda Variacao da Area de M :

d TL N n
(M) o /M div, XdH (3.14)
(§
d2 ‘ ) n n
ﬁH"(Mt)} :/A4(dvaZ+(dvaX)2+§ (D X)) = (D7, X)(1;D-, X))

i=1 ij=1

(3.15)
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Definigao 3.9 Diremos que M é estaciondria em U se H"(M N K) < oo para
d

cada compacto K C U e se %Hn(Mt)‘t:O =0, sendo My = p:(MNK), K e ¢; como

em (3.12).

Logo, tendo em vista a féormula 3.14, vemos que M é estacionaria em U se e
somente se / divy XdH"™ = 0, sendo X de classe C* em U com supp(X) subconjunto
M
compacto de U.

O seguinte lema é uma simples consequéncia de 3.4.

Lema 3.1 1. Se M ¢ uma C*-subvariedade de R™* ¢ M ¢ também uma C3-
subvariedade com fronteira suave (n — 1)-dimensional 9M = M \ M, entio M

é estaciondria em U se e somente se g =0em MNU edMNU =10

2. Mais geralmente, se M é uma C?-subvariedade de R™™ arbitrdria e U N M
¢ um subconjunto compacto de M, entao M é estaciondria em U se e so se

250 em M NU.

Faremos agora uma importante modificagao na idéia de estacionariedade de

uma subvariedade.

Definicao 3.10 Seja N uma C?-subvariedade (n + k;)-dimensional de R™"*, sendo
0 < ky <k e suponha U um subconjunto aberto de N com M C N. Diremos que M

¢ estaciondria em U se (3.14) acontece sempre que X, € T,M, Yy € M

Esta definicao ¢ evidentemente equivalente a exigéncia

d, . B
SH (@M )],y =0

sempre que ¢, satisfizer as condigoes (3.12) (tendo sempre em mente que agora U
é uma aberto da subvariedade N, antes de ser um aberto de IR™™ como anterior-
mente).

De fato, basta usarmos que

/ divy XdH" = — [ X -ndH™!
M

oM
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e que supp(X) é compacto e portanto supp(X) N M é subconjunto compacto de M.

Se tivermos uma familia ortonormal v, ... v* ( definida perto de um ponto
y € M) de campos vetoriais normais a M tais que v!,..., " sdo tangentes a N e
vRi+1l oy s8o normais a N, entdo para qualquer campo vetorial X em M, podemos
escrever
X=X 4 x® :
sendo
k
XM eT.N e X® = Z (vj - X)v; (= parte normal a N de X ).
j=k1+1
Logo, se {71, ..., 7.} é qualquer base ortonomal para T,,M, temos:
divy X = divyy X + Z X)divpyv;
Jj=k1+1

n

k
=divy XY+ > (- X)) (Dryy) -7

j=ki+1 i=1
n k

= divy XV + Z ( Z (- Drvj - vj)y;) - X
=1 j=ki+1

= divy, XW + Z B,(1i,7;)) - X

=1

—dl’UMX ZX B 7—177—2

sendo B, a segunda forma fundamental de N em y, — Z X - By(ri,m) € (T,M)".
i=1
Logo, podemos concluir o seguinte:

Lema 3.2 Se N ¢ uma subvariedade (n + ky)-dimensional de R"™* M C N e U
¢ um subconjunto aberto de N tal que H"(M N K) < oo sempre que K for um

subconjunto compacto de U, entdo M é estaciondaria em U se e somente se

M M

para cada campo vetorial X de classe C* com suporte compacto contido em U; aqui,

g ZB (15,75), y € M, sendo que B denota a seqgunda forma fundamental

de N em y e{m,..., T} € qualquer base ortonormal de T, M.
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Finalmente temos o seguinte lema sobre a formula da segunda variacao:

Lema 3.3 Se M é uma subvariedade C? estaciondria em um aberto U C R™™,
com (M\ M)NU =0 e se X como em (3.15) tem suporte compacto em U com
X, € (T,M)*+, Yy € M, entao:

5_;Hn M), / <Z| D, X)* Z(X-B(n,fj)f)dm

2,5=1

Demonstracao: Como X é de classe C?, segue que Z ¢é de classe C' e como M é

M

X é normal a M, ou seja, X = X+ e dai, por 3.3,

estacionaria em U segue que :

divyX = —X - H.

Pelo lema 3.1 (2), H = 0 e portanto divy X = 0. Por (3.6) e do fato de X ser normal

a M, segue que

Ti * DT].X =X B(TZ‘,Tj).
Logo,

T M (M) ),y / (dvaZ+(dvaX)2+Z ’(DTZ.X)J"Q—Z(TiDTjX)(TjDTiX)) —
M

i=1 ij=1

/ (ZIDTZX Z(nDWXxT]-DnX)):

i,7=1

-/ (Z| D, X)* Z(X~B(ij))(X'B(ij))) -

7,7=1

/ (Z\ D, X)* Z(X : B(n,rj))2) JH"

i,7=1
ja que B ¢ bilinear.

Assim, concluimos o resultado.



Capitulo 4

Conjuntos Contavelmente

n-Retificaveis

Neste capitulo, introduziremos a nogao de conjuntos contavelmente n-retificaveis,
que sao as “superficies m-dimensionais”da teoria geométrica da medida.

A teoria dos conjuntos contavelmente n-retificiveis nos dard uma nogao
apropriada de “superficies generalizadas”; estes sao os conjuntos nos quais residem
os varifolds retificiveis (como veremos mais tarde). As fungoes relevantes neste
contexto nao sao mais suaves, como na geometria diferencial, mas apenas lipschitz.

Na primeira secao deste capitulo, daremos algumas definicoes basicas e
provaremos um importante resultado que estabelece que conjuntos contavelmente
n-retificaveis sao essencialmente caracterizados pela propriedade de ter um apropri-
ado “espago tangente aproximado”em quase todo ponto.

Nas secoes posteriores, mostraremos que a férmula da area e da co-area
se estendem naturalmente para o caso em que M é simplesmente um conjunto n-
retificdvel ao invés de uma C!- subvariedade.

Faremos ainda um breve comentario a respeito do teorema de estrutura de

Federer.
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4.1 Nocoes Basicas e Propriedades Tangentes

Nesta secao, introduziremos a definicao de conjuntos contavelmente n-retificaveis.
Definiremos também o espaco tangente aproximado de um conjunto contavelmente
n-retificdvel e provaremos um importante resultado que caracteriza estes conjuntos

em termos de seu espaco tangente aproximado.

Definicao 4.1 Diremos que um conjunto M C R™™* ¢ contavelmente n-retificdvel

Se
M C MyU (UF]-(IR”)),
j=1

sendo H"(My) =0 e F; : R" — R™* sdo fungées lipschitzianas para j = 1,2, .. ..

Notemos que pelo teorema de extensao para fungoes lipschitz (teorema 3.2)

esta definicao é equivalente a dizermos que:

M = My U (DFj(Aj))v

sendo H"(My) = 0 e Fj: A; — IR"** lipschitziana para todo j com A; C IR™.
Temos agora um importante lema de caracterizagao:
Lema 4.1 M € contavelmente n-retificivel se, e somente se M C |J N;, sendo

=0
H"(No) = 0 e para cada j > 1, N; é uma C'-subvariedade n-dimensional de TR™*".

Demonstracao: (=) Segue direto da defini¢ao.

(<) Pelo teorema 3.5, podemos escolher funcoes C* ggj ), géj ), ... tais que,
se F; sao funcgoes lipschitz como na definicao acima de conjuntos contavelmente
n-retificaveis, entao:

Fae)c B (U @), =12,
i=1

sendo H"(E;) = 0. Entao, fazemos:

No = (Q@) U (Qgi(j)(cij))v
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sendo C;; = {z € R™; ng(j)(:v) =0}e Jgi(j) denota o jacobiano de g§j). Pela Férmula

da Area, temos:

H" ( U gfj)(oz‘j)) =0
i=1
e dai H"(Ng) = 0.

Agora, para cada z € IR"\C;;, seja U;;(z) um subconjunto aberto de IR™\ C;;

()

contendo x e tal que g, ¢ 1:1. Tais U;;(x) existem pelo teorema da fungao inversa,

Cij

que também garante que ggj )(Uij (z)) = N;;j(z) é uma C'-subvariedade n-dimensional

de R™*. Assim, podemos evidentemente escolher uma colecio contdvel 1, xo, . . .

de pontos de R" \ Cj; tais que

Uij(z) = R™\ Cyj

3

i
I

e dai
o0

U ij l'k 0 gz])(IRn \ CZJ)

e portanto temos:
[e.e]
F(RH\Nc | N
ik=1
para cada j. Assim, temos provado o resultado.
Nosso intuito agora sera dar uma importante caracterizacao para os conjun-

tos contavelmente n-retificaveis em termos do espago tangente aproximado, definido

logo abaixo:

Definicao 4.2 Seja M um subconjunto de R, H"-mensurdvel com
H"(M N K) < oo, para todo compacto K. Entao um subespago n-dimensional P
de R™* serd chamado de espago tangente aproxrimado para M em x (z um

ponto de R"** dado) se:

lim Fy)dH"(y / Fy)dH™(y

A=O0T S A (M)
V f € COUR™™), sendo n, : R — R™* definida por n,1(y) = X\ (y — z),
y,z € R"™ X\ > 0.
Caso exista, o espaco tangente aproximado para M em x serd denotado por

T,M.
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Seria conveniente enfraquecermos a condi¢ao H"(M N K) < oo, VK com-
pacto na definicao 4.2. Podemos, de fato, definir T, M no caso em que assumimos
simplesmente a existéncia de uma fungao positiva 6 localmente H"™-integravel em
M. A existéncia de tal funcao 6 é equivalente a exigéncia que M possa ser represen-

tado por uma uniao contavel de conjuntos H"-mensuraveis com medida localmente

H™-finita.

Definicao 4.3 Se M é um subconjunto H"-mensurdvel de R™* e 6 ¢ uma funcio
positiva localmente H™-integrdvel em M, diremos que um dado subespago n-dimensional
P de R"™ ¢ o0 espaco tangente aprorimado para M em x com relacdo a

0 se:

lim f@W)0(z + Ay)dH"(y) = /f YAH" (y

+
A—0 nr,A(M)

V f e COIR™F)

Pela mudancga de variaveis z = = + Ay, a igualdade acima é equivalente a :

lim A~ /f Yz —2)0(2)dH"(2) = /f JAH"™ (y

A—0F

Y f € CO(IR™H).

Observagao 4.1 Notemos que, se jp = H"|0 e se M, = {z € M;0(xz) > n},
entdo H"(M, N K) < oo para cada compacto K e 0*"(u, M \ M,,z) = 0 gtp(H")
x € M, (pelo teorema (1.7)). Dai, para quase todo (H") x € M,, o espago tangente
aprozimado para M com relagdo a 6 coincide com T, M, (como definido em 4.2)
se este ultimo existir. Seque que o espacgo tangente aproximado de M com relagao
a duas diferentes funcoes 0 e 0 coincidem qtp(H"™) em M. Por esta razdio, também
denotaremos o espago tangente aprozimado na defini¢ao 4.3 por T, M (sem indica¢do

da dependéncia de 0).

O seguinte teorema nos da uma importante caracterizagao dos conjuntos contavel-

mente n-retificaveis em termos da existéncia dos espacgos tangentes aproximados.
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Teorema 4.1 Seja M um conjunto H"-mensurdvel. Entao M é contavelmente n-
retificdvel se, e somente se, existir uma funcao 6 positiva e localmente H™-integrdvel

em M com relagdo a qual o espago tangente aproximado T, M exista qtp(H™) x € M.

Observagao 4.2 Se M é H"-mensurdvel e contavelmente n-retificavel, entao podemos

escrever M como uma uniao disjunta U M;, sendo H"(My) = 0, M; é H"-mensurdvel
=0
e M; C N; para j > 1, sendo N; uma C'-subvariedade n-dimensional de IR"*.

De fato, para verificarmos esta observagao, basta definirmos indutivamente M; =
(M N N;) \]L_Jl M;, j > 1, sendo cada N; uma C'-subvariedade e My = M \ Ej N;
tendo medicgonula. Tais NN; existem pelo lema 4.1. Mostraremos logo em ség?ﬁda
que T, M =T, N; qtp(H") x € M;. Este é um fato bastante usado.
Demonstracao: (Teorema (4.1)) (=) Suponhamos entao que M é um conjunto
contavelmente n-retificavel. Entao, como descrito na observacao acima, podemos
escrever M como uma uniao disjunta U M;, sendo H"(My) =0, M; C N;, j > 1,
N; é uma C'-subvariedade n—dimensicj;;l e M; é H"-mensuravel. Seja u = H"|0,
sendo 6 qualquer funcao positiva localmente H™-integravel em M. Pelo teorema 1.7

(1) " (u, M\ M;,x) =0 qtp (H") z € M;.

Além disso, como N; é C', temos, pelo teorema de diferenciagao 1.11

n _ oy AB,(2) 0 M)
(2) 0% (p, M;, w) = pli%lJr H"™(B,(x) N N;)

De (1), (2) e do fato de N; ser C', segue facilmente que o espago tangente

=0(x) qtp (H" )z e M,.

aproximado para M com relagao a 6 existe ¢tp ( H" ) x € M; e coincide com T, N;.
Ao invés de apenas a volta do teorema anterior, vale um resultado muito
mais geral: (a volta do teorema corresponde ao caso em que 1 = H™ |60 no resultado

abaixo; veja observacao em seguida)

Teorema 4.2 Seja p uma medida de Radon em R™™* e para cada xz € R"™ e
A >0, seja pip (A) = X "u(x + ANA). Suponha que para quase todo x (1), existam

0(z) € (0,00) e um subespaco n-dimensional P C R™™ tais que:

(+)  lim /f Vo (y /f YdH™(y
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(P é chamado espago tangente aproximado para p em x e 0(x) €
chamada multiplicidade). Seja M = {x; (%) acontece para algum P e algum 0(z) €
(0,00)} e defina 0(x) = 0 para x € R™™\ M.

Entdo, M € contavelmente n-retificvel, @ é H"-mensurdvel em R"™ ey =

H (6.

Observacao 4.3 Note que no caso p = H"|0, sendo 6 uma funcgdo positiva e local-

mente H"-integrdvel em IR temos:

/ fdug = / fW)0(x + Ay)dH"(y) ,
Na,\ (M)

sendo M = {x;0(x) > 0} e dai o espago tangente para ju em z € justamente o espago
tangente aprozimado T, M com relagdo a 0 (no sentido de 4.3). Dai, temos a volta

do teorema 4.1 nesse caso especial.

4.2 Gradientes, Jacobianos, Area e Co-Area

Generalizaremos as nocoes de gradiente e jacobiano num conjunto contavelmente
n-retificavel. Feito isto, mostraremos que neste contexto continuam validas as
Férmulas da Area e da Co-Area.
Em toda esta secao, M denotarda um conjunto H"—mensuravel e contavel-
(o)
mente n-retificavel; assim, podemos expressar M como uma uniao disjunta U M;,
§=0

sendo H"(My) = 0, M; C N;, j > 1, N; é uma C'-subvariedade n-dimensional de

R e M; é H"-mensurével.

Definicao 4.4 Seja f uma funcdo localmente lipschitz em um aberto U C R™* com

M c U. Definimos o gradiente de f VM f qtp(H") em M por:
VY f(a) = VY f(x),

sempre que x € M; e f|N‘ for diferencidvel (o que é verdade qtp(H") x € M; em
J

virtudo do teorema de Rademacher 3.3 junto com a hipdtese de N; ser C')
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Observagao 4.4 Notemos que, pela observacao 4.2, VM f(x) € T,M qtp(H")

reM €, @ Menos de um conjunto de medida nula, independe da particular decom-
POSICA0 U M; usada na definigao; isto é, VM f estd bem definido. ( De fato, como
%Nj :JESM qgtp(H™) x € M; e como T, M independe da particular decomposi¢io

U M, podemos deduzir que VM f também independe da decomposicio, a menos de
7=0

um congunto de medida nula).

Tendo definido VM f, podemos agora definir a aplicacao linear induzida
por f dM f, : T,M — TR em todos os pontos para os quais T, M e VM f(z) existam,
por:

dMf (1) =<7, VMf(2) >, Te€T,M

Se f=(f',..., fV) toma valores em IR" (cada f’ localmente lipschitz em

U,j=1,...,N), definimos d™ f, : T,M — IRY por:

N
dM f. (1) = Z <7, VMfi(z) > ¢ (4.1)

No caso em que N > n, definimos o jacobiano Jy f(z) ¢tp(H") x € M

por:

T f () = \/det(dM f,)* o (dM f,)

como no caso suave 3.6, sendo (d f,)* : RY — T, M a adjunta de d™ f,.

Agora temos condigoes de generalizar a férmula da area:
Teorema 4.3 (Férmula Geral da Area)Se =Y., fY), N >n, entdo:
[ s = [ a0 @)
A R
para qualquer conjunto A C M H"™-mensurdvel.

Demonstragao: Suponhamos (apds uma possivel decomposicao de “quase todo” (H")

M; em uma uniao contdvel e usando o teorema de aproximagao C* (2.4)) que
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f|M_ = gj{M_, sendo g; de classe C' em IR™™ j > 1. Tendo em vista as
J J

definicoes 4.4 e 4.1, temos:
Juf(x) = JIn;g;(x) qtp(H") x € M;.

Entao, Jyf é H"-mensuravel e pelo caso suave da férmula da area (teorema 3.6

com N, no lugar de M, AN M; no lugar de A e g; no lugar de f), temos:

n __ 0 . _1 n
/AmMj T fdF = /]RNH (ANM; 0 (y)dH (y).

Agora, somando em j > 1 e usando o fato que se ¢ : U — IRY ¢ localmente
lipschitz e B tem medida nula entdao H" (¢ (B)) = 0, concluimos a demonstragao do

teorema.

Notemos também que, se g é qualquer funcao nao-negativa H"-mensuravel
em M, entao aproximando g por funcgoes simples, o teorema anterior implica a

formula mais geral:

gJufdH" = | ( gdH%)dH" (y).
M R™ )

No caso em que f é 1:1 em M, isto se torna:

n __ ° -1 N' )
/MgJMde —/IRNg fdH (4.2)

[remos agora generalizar a formula da co-area para o caso em que M é sim-
plesmente H”-mensurével e contavelmente n-retificivel e f : U — IRY é localmente
lipschitz com N < n (U: aberto e M C U como antes). De fato, podemos definir,

(como no caso suave descrito na segao 2.3)

Ji; = Jdet(dM f,) o (dM f,)*

com dM f, como em 4.1 e (dM f,)* = adjunta de dM f,.

Entao, vale:
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Teorema 4.4 (Férmula Geral da Co-Area) Sejo f : U — RY localmente
lipschitz com N <n e M H"-mensurdvel e contavelmente n-retificdivel. Entao, para

todo conjunto H™-mensurdvel A C M, vale:

/A Ty fdH™ = /]RN H* (AN f7H(y)dL" (y)

Isto segue do caso C' da férmula da co-drea (teorema 3.7 ) usando a decom-
o

posicao M = U M; e o teorema de aproximagao (2.4) da mesma maneira que foi
Jj=0
feito na discussao acima da férmula da area.
Assim como para o caso suave, aproximando uma dada funcao nao-negativa

g por fungoes simples, deduzimos do teorema 4.4 uma férmula mais geral :

/ gJidH" = / N / gdH™ N)dL (y). (4.3)
A RY " Jrrnm

4.3 Teorema da Estrutura

Este impressionante teorema descreve a estrutura de subconjuntos arbitrarios de
IR™**. Provado para subconjuntos 1-dimensional de IR? por Besicovitch em 1939,
foi generalizado para dimensoes superiores por Federer em 1947.

Inicialmente introduziremos a nogao de conjuntos puramente nao n-retificaveis:

Definicao 4.5 Seja P um subconjunto de R"™. Diremos que P é puramente ndo
n-retificdvel se “quase todas”(H"™) as suas projecoes em subespagos n-dimensionais

de R™* tém medida nula.

Ou seja, podemos dizer que um conjunto puramente nao n-retificavel P é
invisivel em quase todas (H") diregoes.

O teorema, de prova nao trivial, diz o seguinte:

Teorema 4.5 (Teorema da Estrutura) Seja E um subconjunto arbitrdrio qual-
quer de R™* com H™(E) < oo. Entio, E pode ser decomposto em dois subcon-
juntos disjuntos E = RU P, com R contavelmente n-retificivel e P puramente nao

n-retificavel.
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Como consequéncia imediata deste teorema, juntamente com a defini¢ao

4.5, temos o seguinte resultado de retificabilidade de um conjunto:

Teorema 4.6 (Teorema de Retificabilidade) Se A C R™™ ¢ um subconjunto

arbitrdrio qualquer que pode ser escrito como uma uniao contdvel U A; comH"(4;) <
j=1

00, V7 e se qualquer subconjunto B C A com medida H™-positiva tiver a propriedade

H™"(p(B)) > 0 para qualquer projecao n-dimensional, entao A é contavelmente n-

retificavel.



Capitulo 5

O conceito de n-varifold

Neste capitulo, desenvolveremos a teoria dos n-varifolds nos concentrando particu-
larmente nos n-varifolds estacionarios, que generalizam a nogao classica de subvar-
iedades minimas de IR"™. Naturalmente injetado no espaco dos n-varifolds em uma
subvariedade M sao os subconjuntos k-retificaveis de M, que inclui as subvariedades
k-dimensionais bem como superficies k-dimensionais mais gerais em M.

Um varifold k-dimensional em uma subvariedade M ¢é dito retificdvel (in-
tegral) se ele pode ser fortemente aproximado por uma combinacao linear positiva
real (inteira) de varifolds correspondentes a subvariedades k-dimensionais continua-
mente diferenciaveis de M. A qualquer objeto geométrico classico k-dimensional em
M corresponde um varifold integral k-dimensional em M.

Se V é qualquer varifold em M, entao definiremos um funcional linear 6V no
espago vetorial dos campos vetoriais suaves em M com suporte compacto. Chamare-
mos 0V de primeira variacao de V. Diremos que V é estaciondrio se 6V = 0. No caso
em que V corresponder a uma subvariedade M, representaremos V' em termos da
curvatura média da subvariedade e da normal exterior a fronteira da subvariedade,
que é tangente a subvariedade. Reciprocamente, JV/ determina a curvatura média
e a normal exterior. Entao, para qualquer varifold V, a primeira variagao 6V é em

algum sentido a curvatura média de V junto com a fronteira de V.

80
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5.1 Definicoes Basicas e Propriedades

Nesta segao, serd definido o conceito de n-varifold retificavel encontrado em [1]. Ver-
emos mais tarde que esta definicao é essencialmente equivalente a nocao de varifold

retificivel dada por Allard em [4].

Definicao 5.1 Sejam M um conjunto contavelmente n-retificdvel e H™-mensurdvel
e 0 uma funcao em M positiva e localmente H"-integrdvel. Correspondente a tal
par (M,0), definimos o n-varifold retificdvel v(M,0) como sendo simplesmente a
classe de equivaléncia de todos os pares (M, ), sendo M contavelmente n-retificdvel

com

HY (M\M)U(M\M)) =0 e =0 qtp(H") em M N M.

0 é chamada fungao multiplicidade de v(M,0). Se a funcao multiplici-
dade tomar valores inteiros qtp(H"), v(M, 0) serd chamado de n-varifold retificavel

de multiplicidade inteira (ou simplesmente n-varifold inteiro).

Definigao 5.2 Associado a um n-varifold retificivel V = v(M,0), existe uma me-

dida de Radon py, chamada medida peso de V definida por:

v = HHL07

sendo que convencionamos desde jd 6 =0 em IR\ M.

Ou seja, para cada conjunto A C IR™™* H"-mensurével, temos:

jy (A) = / 0dH".
ANM

Definicao 5.3 A massa (ou peso) de V é definida por:

M(V) = (R").
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Notemos que, em virtude do teorema 4.2, uma medida abstrata de Radon
w1 é, atualmente, py para algum n-varifold retificavel V se, e somente se, 1 tem um
espaco tangente aproximado T}, com multiplicidade 6(x) € (0, 00) qtp (1) z € R™™.
Neste caso, V' = v(M,0), sendo M = {z;0""(u,x) > 0}.

Definigao 5.4 Dado um n-varifold retificivel V- = v(M,0), definimos o espago
tangente T,V como sendo o espago tangente aproximado de py (definido no teo-

rema 4.2 caso este exista.

Entao:
T.V=T,M qtp (H") x € M,
sendo T, M o espaco tangente aproximado de M com relacao a fungao multiplicidade
6 (ver teorema 4.3 e observagao (3.1)).
Ainda para V' = (M, 0), definimos o suporte de V, denotado supp (V)
por:

supp(V') = supp(py ).

Definicao 5.5 Para qualquer subconjunto A C R™™*, H"-mensurdvel, V | A€o

n-varifold retificavel definido por:
VIA=u(MnNA-MNA)).

Definigao 5.6 Dado V = v(M,0) e uma sequéncia Vi, = v(My,0y) de n-varifolds
retificdvets, diremos que Vi, converge para V e escreveremos Vi, — V', se py, —

wy no sentido usual das medidas de Radon.

Queremos agora discutir a nocao de aplicacao de um n-varifold retificavel

por uma aplicacao Lipschitz.

Definigao 5.7 Seja V = v(M,0), sendo M C U, U C R™* aberto e W c R™™™
também um aberto. Seja f : (suppV)NU — W uma funcao lipschitz 1:1 e prépria
(isto é, f~H(K) N supp(V) € compacto, VK C W compacto). Definimos o varifold
tmagem fyV por:

KV =u(f(M),00f7).
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Mais geralmente, se f satisfaz as condigoes acima, exceto que f nao seja

necessariamente 1:1, entao definimos

£V =u(f(M),0),

sendo @ definida em f(M) por:

Y o) (= /f 1(y)mM9dH°).

zef~H(y)NM
Note que 0 é localmente ‘H"-integravel em W em virtude da Formula da

Area (secio 3.2 ) e de fato

wu(sv) = [

e

OdH"™ = / Ja fOdH", (5.1)
) M

sendo Jys f o jacobiano de f relativo a M, ou seja:

Juf = \/det(dM f,)* o (dM f,)

e d” f, : T,M — IR™* ¢ a aplicacdo linear induzida por f.

5.2 A Primeira Variacao de um n-Varifold

Suponhamos {¢;} _c<i<c (¢ > 0) uma familia de difeomorfismos em um con-

junto aberto U C IR"* satisfazendo:

(1) o = 1, Jcompacto K C U tal que Pelink = ;U\K , Vit € (—ee€); 5:2)

(2) (z,t) — ¢¢(x) é uma aplicacao suave de U x (—¢,€) — U.

Entao, se V' = v(M, 0) é um n-varifold retificdvel e se K C U é um compacto

como em (5.2) acima, entao temos, de acordo com (5.1):

M(dny(VIK)) = / Ty b OdH"

MNK
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d
e dai, nés podemos calcular a primeira variagao Eﬂ(@u(VLK))L:O

exatamente como na sec¢ao (2.4). Nés entao deduzimos:

d
%%((ﬁtﬁ(‘/t[(”t:o:AddiUMXduv’ (53)

9
ot

divys X como no capitulo 2:

sendo X|, = —o(t,z)| .o O vetor velocidade inicial para a familia {¢;} e sendo

divy X = VX (=¢; - (VM X))

(VM X7 como na segao (3.2)).

Podemos agora enunciar as seguintes definigoes:

Definigao 5.8 Diremos que um n-varifold retificdvel V- = v(M, 0) é estaciondrio
em U se /dz’vMXd,uV = 0 para qualquer campo vetorial X de classe C' em U com

suporte compacto em U.

Mais geralmente, se N é uma subvariedade (n + ki )-dimensional de IR™**,
(k1 < k), U é um subconjunto aberto de N, M C N e se a familia {¢;} é como em
(5.2), entdo é razodvel definirmos os seguintes conceitos (nos quais B é a segunda

forma fundamental de N):

Definicao 5.9 Se U C N ¢é um aberto e M C N € como acima, entao diremos que

V =u(M,0) ¢ estaciondrio em U se:

/dZUMXd,U,V: —/XE d,uv

U U T

para todo campo vetorial X de classe C em U com suporte compacto em U, sendo

EM = Zﬁx(Ti,Ti), e {m,...,Tn} € qualquer base ortonormal para o espago tan-
=1

gente aproximado T, M de M em .

Notemos que por (5.3), o qual permanece valido se U C N, isto é equivalente

d
a E%(@ﬁ(vu())’t:o = 0 sempre que {¢;} for como em (5.2), com U C N.

Serda conveniente generalizarmos estas nogoes de varifold estacionario do

seguinte modo:



85

Definigao 5.10 Seja V' = v(M,0) um n-varifold retificivel. Suponhamos H uma
fungdo localmente iy -integrdvel em M N U com valores em R™™*. Diremos que V

tem curvatura média generalizada H em U (U C R™™* aberto) se:

U U T

para todo campo vetorial X de classe C* em U com suporte compacto em U.

Observacao 5.1 1. No caso que M € suave, com (M \ M)NU = 0 e quando
0 =1, a curvatura média genteralizada de V é exatamente a curvatura média

ordindria de M como descrita no capitulo 2.

2. V € estaciondrio em U (U C R™* aberto) no sentido da definigio 5.8 pre-
cisamente quando tem curvatura média generalizada igual a zero em U e V é
estaciondrio em U (U aberto em N) no sentido da defini¢cao 5.9 precisamente

quando possui curvatura média generalizada H _ .

5.3 Varifolds Gerais

Definiremos agora a nogao de n-varifold geral, seguindo essencialmente o trabalho
de W.K. Allard [4], mostrando como aplicar uma fun¢ao suave em um varifold.
Introduziremos o espaco tangente a um varifold geral num ponto. A classe
mais importante de varifolds é a dos varifolds retificaveis e a dos varifolds integrais,
que também serao definidos nesta secao.
A questao de quando um n-varifold geral atualmente corresponde a um
varifold n-retificadvel (no sentido da segao (4.1) )serd também respondida nesta segao.
Mostraremos como os conjuntos contavelmente retificaveis sao naturalmente

inseridos no conjunto dos varifolds retificaveis.
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Seja G(n + k,n) a colecio de todos os subespacos n-dimensionais de IR™**,
equipado com a métrica p(S,T) = |ps — pr| = (02 — p2)z | sendo pg, pr as
projecoes ortogonais de IR""* em S, T respectivamente e pgj = ¢; - ps(ej) , piTj =
e; - pr(e;) sdo as correspondentes matrizes com relagdo a base ortonormal padrao
{e1,..., ensr} para R™™.

Para um subconjunto A C IR™™*, definimos G, (A) = A x G(n + k,n)
equipado com a métrica produto. E claro entdo que G, (K) é compacto para cada

compacto K C IR™"*.

Definigdo 5.11 Um n-varifold geral ¢ uma medida de Radon V em G,(IR"¥)

e um n-varifold geral em U é uma medida de Radon V' em G, (U).
Denotaremos por V,,(U) o espago de todos os n-varifolds gerais em U.

Definigao 5.12 Dado um n-varifold geral V- € V,,(U), definimos a correspondente

medida de Radon ||V||, chamada peso de V por:
IVII(A) =V({(x,S);x €A e SeGn,n+k)})
para cada conjunto de Borel A C U.

Para qualquer subconjunto de Borel A C U, a usual terminologia V' |G,,(A)

denotard a restricao de V a G, (A) , ou seja :
(V|G,(A)(B) =V(BNGL(A)), BC G,(U).
Agora mostraremos como associar, a cada subconjunto n-retificavel de U,

um n-varifold. Seja M um subconjunto n-retificavel de U. Entao, definimos

v(M)e V,(U) por:
v(M)(E)=H"({z e U; (z,ToM) € E})

para cada conjunto de Borel F € G, M, sendo T, M o espaco tangente aproximado

a M em x e que portanto existe gtp(H") x € M. Claramente v(M) é um n-varifold.
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Definig¢ao 5.13 Diremos que V € V,(U) é um n-varifold geral retificdvel se

existirem nimeros positivos {cg ey € conjuntos n-retificdveis { My }re, tais que:

V= Z CkU(Mk).
k=1

Se 0s ¢;’s forem inteiros positivos, diremos que V é um n-varifold inte-

gral.

Para um n-varifold retificavel, definimos a densidade de V como sendo a
funcao ¢ dada por:
0(z) =Y {ersa € My}
Mostremos agora que a defini¢ao de n-varifold retificivel dada na secao (4.1)
é essencialmente equivalente a definicao que acabamos de enunciar.
Dado um n-varifold retificavel v(M,#) em U (no sentido da secdo 4.1), existe
um n-varifold geral V correspondente (também denotado por v(M, ) ou simples-

mente v(M) no caso 6§ =1 em M) definido por:
V(4) = py(=(TM 0 A)), A C Gy (U)

sendo ||V|| =H"|0 e TM = {(z,T,M);x € M.} com M, ={x € M; M tem espago
tangente aproximado com relagdo a 6 em x no sentido da defini¢ao (4.3) }. Aqui e
daqui pra frente, 7 denotard a projecao (z,S) — = de G,(U) em U.
Evidentemente V assim definido tem medida peso ||V || = H"|6.
A questao de quando um n-varifold geral atualmente corresponde a um
varifold n-retificavel é satisfatoriamente respondida no préximo teorema. Antes,

porém, precisaremos da seguinte defini¢ao e lema técnico:

Definigao 5.14 Dado T € G(n + k,n), © € U e § € (0,00), diremos que um

n-varifold V em U tem espago tangente T com multiplicidade 0 em x se:

lim V,\ = 0u(T), (%)

A—0t
sendo o limite no sentido usual das medidas de Radon em G,,(IR"**). Em (%) usamos

a notagao Vy  para o n-varifold definido por:

Vaa(A) = A"V Ay + 2, 9); (y, 5) € A} N Ga(U)),
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para A C G,(IR").

Observacgao 5.2 Note que pela defini¢ao 5.14 (%) implica que a medida peso ||V

tem espaco tangente aproximado T com multiplicidade 6 em x, no sentido do teorema

4.2.

Lema 5.1 Seja V um n-varifold em U. Entao, existe uma medida de Radon ng)

em G(n+ k,n) gtp(||V]]) x € U tal que, para qualquer 3 continua em G(n + k,n),

Lo o B(S)AV (g, 5)
9)d (z) 9) = i Gn(Bp(z))
/G<n+k,n)ﬁ< Jdny (S) = i = VB, @)

Além do mais, para cada conjunto de Borel A C U,

[ s@aves= [ [ ssmPs)avie
Gn(A) A JG(ntkn)
se 3> 0.
Demonstragao:  Ver [1].
Finalmente temos o teorema que diz quando um n-varifold é retificavel:

Teorema 5.1 (Primeiro Teorema de Retificabilidade) Seja V um n-varifold
geral em U que possui espago tangente T, com multiplicidade 6(x) € (0,00) qtp(||V]|)
xelU.

Entao, V é n-retificavel. De fato, M = {x € U;T,,0(x) existem} é H"-
mensurdvel, contavelmente n-retificivel, 0 € localmente H"-integrdvel em M eV =

v(M,0).

Demonstragao: Como mencionamos na observacao 5.2, ||V|| possui espago tan-
gente aproximado T, com multiplicidade (z) no sentido do teorema 4.2 gtp(||V]])
x € U. Dal, pelo teorema 4.2, temos que M é H"-mensuravel, contavelmente n-
retificavel e 6 é localmente H"-integravel em M e de fato ||[V|| = H™|0 em U (se
fizermos = 0 em U \ M).

(z)

Agora, se x € M ¢ um dos pontos para os quais 7, existe e se 3 é uma

fungdo continua e nao negativa em G(n + k,n), entdo evidentemente

0 (8) = 0(x)B(T)
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e pela segunda parte do lema 5.1, temos:

| saves)= [ sy
Gn(A) MNA
para todo conjunto de Borel A C U. Pela arbitrariedade de A e [ segue facilmente
que
| t@saves) = [ fadvie)
Gn(U) M
para toda f € C.(G,(U)) e daf temos mostrado que V' = v(M, ) como querfamos

(ja que [|V]| = H"™[# como haviamos mencionado anteriormente).

5.4 Primeira Variacao de um Varifold Geral

Podemos agora dar sentido a primeira variacao de um n-varifold geral V em U.
Primeiramente, precisaremos discutir a nocao de aplicacao de uma funcao em um
tal varifold geral. Introduziremos a nocgao de varifold estacionario, que generaliza
a nocao de subvariedade minima de IR"**. Por fim definiremos a curvatura média

generalizada e a co-normal unitaria de tal varifold.

Definicao 5.15 Sejam U,U abertos de R™™* ¢ f : U — U wma aplicacio de classe
C' com f|(supppv)nu propria. Definimos entio o varifold imagem f,V em U por:

fV(A) = / Jf(@)dV (z, S)

F=1(A)

com A C Gn(U) um conjunto de Borel e sendo

F:GHU) — Gn(U) definida por F(x,S) = (f(z),df.(S))
Jsf(x) = (det((dfs]s)" o (dfls))?, (2,5) € Gu(U) €

G (U) ={(z,9) € Gu(U); Jsf(z) # 0}.

Note que esta coincide com nossa prévia definicao dada na secao 4.1 no caso

em que V = v(M,0).

Definicao 5.16 Dado qualquer n-varifold V em U, definimos a primeira variag¢ao

6V de V como sendo o funcional linear em K(U,IR"™) dado por:
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OV(X) = M(¢,V|Gn(K))|

t=0
sendo {¢i}—1<1<1 uma familia qualquer de difeomorfismos como em 3.12 ¢ K € como

em 3.12(3).

E claro que podemos computar OV (X) explicitamente diferenciando-se sob
o sinal da integral na definicao 5.15.

Isto nos d4, (exatamente como foi feito na se¢ao (2.4)).

oV (X) :/G( )divSX(x)dV(a:,S)

sendo para qualquer S € G(n + k,n),

n+k n
divgX = i ViX' =) <7 DX >,
i=1 i=1
sendo {7,...,7,} uma base ortonormal para S e V¥ = ¢; - V¥, com
Vof(x) = ps(gradmmkf(x)), f e CY(U) e ps é a projecao ortogonal de R™* em
S.
De modo andlogo ao que definimos na secao 4.2, diremos que V é esta-
ciondrio em U se 6V (X) =0, VX € K(U,R"™).
Mais geralmente, V é de primeira variagao limitada em U se para cada

W CC U existir uma constante ¢ < oo tal que:
16V (X)| < ¢ - supy| X |, VX € K(U,IR"), com supp|X| c W

Evidentemente, pelo teorema geral da Representacao de Riesz 1.9 esta exigéncia é
equivalente a existéncia de uma medida de Radon ||0V|| (a medida variacao total

de §V) em U caracterizada por:
16VII[(W) = sup{|sV (X)[; X € K(U,R™), [X] <1, supp|X| C W} (< 00),

para todo aberto W CcC U.

Notemos entao que, pelo teorema 1.9, podemos escrever:

5v<x>:/ divs X (2)dV (z, ) E_/ v Xd||5V]],
n(U) U
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sendo v uma fun¢ao ||dV||-mensuravel com |v| =1 qtp(|[0V]|) em U.

Pela teoria de diferenciacao 1.11 sabemos mais, que:

_ iy 1OVI(Be(2))
DyillV () = lim IVII(B,(x))

existe qtp(||V]]) e que, por 1.11(1.1) (fazendo H(z) = Dy |6V ||(z)v(z)):

/u-XdH(SVH :/ﬂ-XdHV|]+/1/-Xdo,
U U U

sendo o = ||V |17 ¢ Z = {a € U, Dy |V (x) = 00} (IV]|(Z) = 0).

Entao, podemos escrever:

IV (X) :/ divg X (z)dV (z,5) = —/g-XdHVH —/V-XdU
Gn(U) U Z

para todo X € K(U, IR™™).
Por analogia a identidade cléssica 3.4 chamaremos H de curvatura média
generalizada de V, Z de fronteira generalizada de V e v|; de co-normal

unitaria generalizada de V.



Capitulo 6

Ilustracao do uso de n-varifold no
estudo de interfaces na teoria de

transicao de fases de van der

Waals-Cahn-Hilliard

Nosso intuito neste capitulo, ¢é ilustrar o uso do conceito de n-varifold no
estudo do comportamento assintético de pontos criticos de funcionais de energia.
Mais precisamente, na teoria de transicao de fases de van der Waals-Cahn-Hilliard.
Para um estudo detalhado do que sera discutido neste capitulo indicamos o artigo

[3]. O funcional em questao é

Ee(u)z/(]{eyvmu@}dx (6.1)

definido num espago de funcoes adequado e sendo W o potencial de poco duplo com
minimo local estrito em +1. Em particular, estamos interessados na caracterizagao
das solucoes quando € — 0.

Os pontos criticos do funcional (6.1) satisfazem:
eAu=e "W (u) — X\, (6.2)

sendo \ o multiplicador de Lagrange associado ao vinculo da forma fU u=m.

92
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Para solugoes que sao minimos absolutos de energia com o vinculo acima,
Modica [5] e Sternberg [6] usaram a técnica de I'-convergéncia [10] para mostrar que
(passando a uma subsequéncia ) o limite dos minimos de 6.1 quando ¢ — 0 é uma
funcao com valor +1 em quase todo ponto e com interface de area minima na classe
apropriada das fungoes competidoras. As técnicas empregadas de I'-convergéncia
dependem essencialmente da minimalidade de energia das solugoes.

Em [3], o objetivo é também a caracterizagdo dos pontos criticos de 6.1
mas sem a hipdtese de minimalidade de energia, ou seja, as solugoes em questao sao
pontos criticos gerais de energia. Por este motivo as técnicas de I'-convergéncia nao
sao aplicaveis neste contexto.

Um bom entendimento de tais solugoes é importante no estudo de problemas
dinamicos tais como a equacao de Allen-Cahn e a equacao de Cahn-Hilliard em
dominios limitados. Dai a importancia de se conhecer o limite assintético de tais
solucoes quando € — 0.

Nesta generalidade, a “aproximacao”apropriada a ser usada é o conceito de
n-varifold associado aos conjuntos de nivel das solugoes. Varifolds neste tipo de prob-
lema foram previamente usados por T. Ilmanen [7] no estudo do fluxo gradiente de
um funcional semelhante e por Padilla-Tonegawa [11] no estudo do comportamento
de pontos criticos do mesmo funcional estudado por Ilmanen, definidos em U C IR",

que sao minimos locais de energia para n=3 e estaveis para n=2. O funcional em

F.(u) :/U{E|Vu]2+ @}dw

Com esta nocao precisa de “aproximacao”por varifolds, mostra-se que os

questao é:

conjuntos de nivel das solugoes convergem (no sentido aproximado) a um varifold
(n-1)-retificdvel com curvatura média constante.

Em [4], prova-se que o suporte de um varifold retificivel com curvatura
média limitada é uma variedade suave em um subconjunto aberto e denso. Deste fato
tem-se entao uma caracterizacao da interface das solugoes no sentido aproximado.

Além disso, esta variedade tem curvatura média nula quando o multiplicador
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de Lagrange nao esta presente (A = 0) e tem curvatura média localmente constante

no caso geral.

6.1 Hipodteses e Consequéncias Imediatas

Ao longo de todo este capitulo, assumiremos as seguintes hipdteses:

A: A funciao W : IR — [0,00) é C3 e W(41) = 0. Para algum v € (—1,1),
W' <0em (y,1) e W >0 em (—1,7). Para algum a € (0,1) e k > 0, W"(x) > k
para todo |z| > .

B: U C IR" é um conjunto aberto, limitado com fronteira Lipschitz OU.

Seja uma sequéncia de fungoes {u'}2, em C3(U) que satisfaz:
(21) El'A’U/i = 6;1WI(Ui) — )\2

em U. Além disso, lim; . ¢ = 0 e supomos que existem ¢y, A\g e Fy tais que

T2 i
/{EZ]VUI +W(u)}<EO
U 2 €;

supy [u'| < e, [N < Ao e

para todo i.

Discutiremos agora algumas consequeéncias imediatas das suposigoes.

Seja ¢(s) = / VW(s)/2ds. Para cada i, definamos novas fungoes w' =
0

¢pou’. Estas duas funcoes w' e u! diferem apenas no modo como os conjuntos de nivel
sao parametrizados. Logo, a informagao essencial destes conjuntos é preservada. A
vantagem de olharmos para w' ao invés de u’ reside no fato da norma BV de w’ ser

uniformemente limitada.

Como |[Vw'| = /W (u?)/2 - |Vu'|, temos:

, 12 i
/\wré/ {‘“'V“' +W<“)}s@ (6.3)

Temos também que ¢(—cp) < w' < ¢(cp).
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Pelo teorema de compacidade para fungdes de variagao limitada ( teorema
2.7), existem uma subsequéncia também denotada por {w’} e um limite pontual w™
qtp tais que:
lim [ |w"—w™| =0 e / |Dw™| < hminf/ |V
= Jy U = Ju
sendo |Dw®™| a variagao total da medida de Radon de valor vetorial Dw®.

Seja ¢! a funcao inversa de ¢ e definamos
S I | fe’)
u™ = ¢ (w™).

Entao, u* — u® qtp e pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

/ lu" — u™| — 0.
U

/UW(uOO):/UliiIEglfW(ui).

Por definigao, temos:

Pelo Lema de Fatou,

/ liminf W (u') < liminf [ W(u')
U

1—00 1—00 U
€ por sua vez

liminf [ W(u') =0

1—00 U
pois se este limite assumisse qualquer valor positivo,tomando o limite em (6.3)
chegariamos numa contradicao quanto a limitacao da energia.
Isto mostra que u® = +1 qtp em U e os conjuntos {u® = +1} tém

perimetro finito em U, ja que

1 1 Ey
oo — = — == 0 < —
ot = 131@) = 5 [ 10w = [ pu] < 22

sendo
o= [ Vs

e ||0A|| denota o perimetro de A no sentido da segao (2.3).
Pelo Teorema de Gauss-Green generalizado para conjuntos de perimetro

finito ( teorema 2.8), existem um conjunto (n-1)-retificavel M> C suppl||0{u>™ = 1}|
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e uma funcao vetorial unitaria > definida em M (apontando para {u> = 1}) tais

que:

/ divg = —/ v>® . gdH™ ', Vg e CHU).
fue=1} ~

6.2 Varifolds Associados

Nesta se¢ao, mostraremos como associar a cada solugao u’ de (6.2) um varifold V'
(via w?).
Pelo Teorema de Sard, {w' =t} C U é uma C3-hiperficie para quase todo
(LY t.
Definimos V* € V,,_1(U) por:
, +oo .
Vi = [ o(u! = ey

para cada conjunto de Borel A C G,,—1(U). Notemos que:
IVl = [ 1t = o
Pela Férmula da Co-Area 3.7 temos:

/abH"—l({wi — 11N A)dt = /A V']

e portanto
Vi) = [ (vu
A
para cada conjunto de Borel A C U.

Temos assim associado a cada u’ o varifold Vi, Podemos interpretar o

varifold V' como uma média ponderada dos conjuntos de nivel de w?.
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6.3 Resultado Principal

Enunciaremos agora o resultado que nos dara a caracterizagao das solugoes
de 6.2. A demonstracao deste teorema encontra-se em [3] e sua prova consiste no
principal resultado provado neste artigo. Nao nos preocupamos com sua demon-
stracao ja que nosso intuito é simplesmente ilustrar o uso do conceito de varifold

neste contexto.

Teorema 6.1 Seja V' o varifold associado a u' (via w'). Passando a uma sub-

sequéncia se necessario, podemos assumair:
Ai = Ao, U —u> gtp V' — V(no sentido de varifold).
Além do mais,

1. Para cada ¢ € C.(U),

| Vud? ) W (u® ) ,
Ve = i [ 0“0 — i ™) — i [ gjvu

1—00

2. suppl|0{u™ = 1}|| C supp||V|| e {u'} converge uniformemente localmente para

+1 em U \ supp||V]|;

3. Para cada U CC U e0 <b< 1, {|u'| <1=b}NU converge para U N suppl||V |

no sentido da distancia de Hausdorff;

4. O wvarifold limite V' € retificdvel e o limite normalizado o=V é um varifold

integral. Além do mais, a densidade 0(x) = oN(x) de V satisfaz:

impar qtp(H™)x € M,
N(z)=

par qtp(H™)z € supp||V| \ M>

5. A curvatura média generalizada H de V € dada por:

Aseo(1) gip(H™™Y) & € M,
H(z)= { "

0 gtp(H*") @ € supp||[V ||\ M.

sendo v>*° a normal interior para M.
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O item (1) diz que no limite, a energia ¢ igualmente dividida entre os dois
termos do funcional energia 6.1. Ou seja, ocorre uma chamada equiparticao da
energia.

O item (4) garante a retificabilidade do varifold limite. Mais ainda, garante
que o limite normalizado o~V é um varifold integral.

No item (5), fica estabelecido que o vetor curvatura média generalizada H
de V é zero em supp||V]| \ M e é igual a %V”(m’) em M.

Dos itens (4) e (5), concluimos que V tem curvatura média limitada em U
(j& que a densidade de ||V|| é limitada qtp em supp||V]|).

A relacao (5) entre o multiplicador de Lagrange A, (ou o potencial quimico
no modelo de fluido bifdsico) e a curvatura média da interface limite, chamada
relagdo de Gibbs-Thompson foi estabelecida por Luckhauss e Modica [9] no caso em

que nao ha perda de energia no limite.

Temos ainda o seguinte resultado, provado por Allard em [4]:

Teorema 6.2 O suporte de um varifold retificivel com curvatura média limitada é

uma variedade suave em um subconjunto aberto e denso.

Logo, combinando este resultado com o teorema principal desta secao, con-
cluimos que o suporte do varifold limite é uma variedade suave em um subconjunto
aberto denso O (ja que V é retificdvel com curvatura média limitada). Mais ainda,
a multiplicidade N de V em O é localmente constante e dai o suporte tem curvatura
média localmente constante por (5).

Claramente se nenhum multiplicador de Lagrange estiver presente, o suporte

do varifold limite tem curvatura média nula.

Temos assim uma boa caracterizacao (no sentido aproximado) da interface

das solucoes no limite. Para solucoes que sao minimos absolutos de energia com

um dado vinculo, Modica [5] e Sternberg [6] mostraram que {u>* = 1} é uma

hiperficie de area minima absoluta com um dado vinculo. Neste caso, adicionando
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a hipétese (A), pelo teorema 6.1 acima, item (3) tem-se um resultado concernente

a convergéncia da interface no sentido da medida de Hausdorff.

6.4 Minimos Locais de Energia

Vamos agora discutir brevemente o caso em que os pontos criticos do funcional 6.1
sao minimos locais de energia.

Para tanto, precisaremos da seguinte

Definigdo 6.1 Para U CC U, diremos que u € H'(U) é um minimo local de
energia para E. se existir uma constante positiva c tal que E.(u) < E.(1) para todo

u € HY(U) satisfazendo:
/]u—ﬂ|<c eu—u=0em U\U.
U

Podemos também (dependendo do problema) impor a condigao de vinculo

/U(u—ﬁ):O.

Com esta definicdo em mente, em [3] prova-se o seguinte:

Teorema 6.3 Suponhamos, além das hipdteses (A) e (B), que {u'} € uma sequéncia
de minimos locais de energia em U CC U para E. (com ou sem vinculo).
Entio, N(z) = 1 qtp(H™") em U N supp||V||. O conjunto d{u> = 1} em

. A .
U tem curvatura média constante ——v™ e ndo hd perda de energia em U.
o

Claramente por este teorema e novamente pelo teorema 6.2, concluimos que
o suporte do varifold limite (neste caso) é uma variedade suave em um subconjunto

aberto denso.
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