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Matemática.

São Carlos – SP

Março de 2006



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ficha catalográfica elaborada pelo DePT da 
Biblioteca Comunitária da UFSCar 

 
 
 
M669av 

 
Miotto, Márcio Luís. 
     Analiticidade, na variável espacial, da solução do 
problema de Cauchy para a equação de KdV / Márcio Luís 
Miotto. -- São Carlos : UFSCar, 2006. 
     56 p. 
 
     Dissertação (Mestrado)  -- Universidade Federal de São 
Carlos, 2006.  
  
     1. Equações diferenciais parciais. 2. Equação de 
Korteweg-de Vries. 3. Cauchy, Problemas de. 4. 
Analiticidade. 5. Estimativas bilineares. 6. Teorema do ponto 
fixo (Topologia). I. Título. 
 
                                                      CDD: 515.353 (20a) 
 

  
 



Orientador

Prof. Dr. Gerson Petronilho



Banca Examinadora

Prof. Dr. Gerson Petronilho

Prof. Dr. Wagner Vieira Leite Nunes
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Resumo

Neste trabalho usamos estimativas bilineares e teorema do ponto fixo para

mostrar que a solução do Problema de Cauchy para a equação de Korteweg-de Vries,

com dado inicial anaĺıtico periódico, é anaĺıtica e periódica na variável espacial.



Abstract

In this work we use bilinear estimates and point fix theorem to show that

the solution to the initial value problem for the Korteweg-de Vries equation with

analytic periodic initial data is analytic and periodic in the space variable.
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Introdução

O nosso trabalho baseia-se no artigo de Gorsky e Himonas [GH], o qual

apresenta um estudo sobre o Problema de Cauchy, com dado inicial periódico, para

a equação de Korteweg-de Vries (KdV),
{

∂tu + ∂3
xu+

1
2 ∂x(u

2) = 0, x ∈ T, t ∈ IR, (1)

u(x, 0) = ϕ(x), ϕ ∈ Cω(T), ϕ̂(0) = 0, (2)

onde Cω(T) denota o conjunto das funções anaĺıticas periódicas e ϕ̂ denota o coefi-

ciente de Fourier de ϕ.

O nosso objetivo neste trabalho é demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 1.1 A solução u(·, t) do problema de valor inicial (1)–(2) pertence a

Cω(T), para t próximo de 0.

A demonstração deste resultado será feita utilizando estimativas bilineares

e um teorema do ponto fixo.

Lembremos que o Teorema 1.1 foi primeiramente demonstrado por Trubowi-

tz [Tr] usando a técnica do espalhamento. Vários autores têm estudado a equação

de KdV, dentre eles podemos citar Bourgain [B], Byers e Himonas [BH], Korteweg

e de Vries [KdV], Kenig, Ponce e Vega [KPV1], [KPV2], [KPV3] e Sjöberg [Sj].

Gostaŕıamos de salientar que embora o dado inicial seja anaĺıtico, em geral

a solução não preserva esta propriedade na variável t como acontece com a variável

x. Em [BH], encontra-se a construção de um exemplo em que o dado inicial é

5
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um função anaĺıtica periódica, mas u(0, ·) 6∈ Cω(IR). Finalmente salientamos que

embora a solução possa não ser anaĺıtica na variável t, mostra-se que a mesma

pertence ao espaço de Gevrey G3(IR) na variável t para x fixado e próximo de zero,

(ver Himonas e Petronilho [HP]).



O Problema de Cauchy para a

equação de KdV

Este caṕıtulo esta dividido em cinco partes. Na primeira, iniciamos a

demonstração do Teorema 1.1 transformando o problema (1)–(2) em infinitas equa-

ções. Na segunda seção, introduzimos dois espaços de funções, os quais serão de

extrema importância para o que segue. Na terceira parte, exibimos condições para

que uma função periódica de classe C∞ seja uma função anaĺıtica. Nesta seção ainda

definimos um espaço natural para expressar a analiticidade na variável x. Na quarta

seção, obtemos algumas estimativas que são úteis para demonstrarmos o Teorema

1.1 e finalizamos este caṕıtulo fazendo a demonstração do referido teorema.

1.1 Infinitas equações

Nesta seção iremos começar a demonstração do Teorema 1.1 e para isto

começamos diferenciando formalmente as equações (1)–(2), k vezes com respeito a

x, donde obtemos os seguintes problemas

∂t

(
∂k

xu
)

+ ∂3
x

(
∂k

xu
)
+

1
2 ∂x

[
∂k

x(u · u)
]

= 0, (1.3)

∂k
xu(x, 0) = ∂k

xϕ(x), k = 0, 1, · · · . (1.4)

{

Definindo Bk(v, v)
.
=

1

2
∂x

[
∂k

x(v · v)
]

e usando a fórmula de Leibniz, obtemos

7
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que

Bk(v, v) =
1

2
∂x

k∑
j=0

k!

j!(k − j)!
∂k−j

x v ∂j
xv.

Por simplicidade, neste trabalho denotaremos ∂k
xv = vk, para todo k ∈ IN .

Devido a notação utilizada, podemos reescrever Bk(v, v) da seguinte forma

Bk(v, v) =
1

2

k∑
j=0

(
k

j

)
∂x(vk−jvj).

Portanto podemos reescrever o problema de valor inicial (1.3)–(1.4) da

seguinte maneira
{

∂tuk + ∂3
xuk + Bk(u, u) = 0, (1.5)

uk(x, 0) = ϕk(x), k = 0, 1, · · · . (1.6)

Desse modo, caso u : T× IR → IR seja tal que uk é solução do problema de

valor inicial (1.5)–(1.6), para todo k = 0, 1, · · · , então a função u0 = u será solução

do problema de valor inicial (1)–(2).

Agora, com o objetivo de encontrar as soluções do problema de valor inicial

(1.5)–(1.6), definimos o operador W , onde para cada função h ∈ C∞(T) temos

W (t)h(x) =
∑
n∈ZZ

einxein3tĥ(n).

O operador W é frequentemente denotado por e−t∂3
x .

É interessante ressaltar que W (0)h(x) =
∑
n∈ZZ

einxĥ(n) = h(x) e ainda que

∂t

(
W (t)h(x)

)
= −∂3

x

(
W (t)h(x)

)
,

para todo x ∈ T, pois

∂t

(
W (t)h(x)

)
=

∑
n∈ZZ

einxein3tin3ĥ(n)

=
∑
n∈ZZ

−∂3
x

(
einx

)
ein3tĥ(n)

= −∂3
x

(∑
n∈ZZ

einxein3tĥ(n)

)

= −∂3
x

(
W (t)h(x)

)
.



9

Como o nosso objetivo é encontrar as soluções do problema de valor inicial

(1.5)–(1.6), definimos para cada k = 0, 1, · · · ,

vk(x, t) = W (t)ϕk(x)−
∫ t

0

W (t− τ)Bk(v, v)(x, τ) dτ,

Fixado k ∈ IN qualquer, mostremos que vk(x, t) satisfaz o problema de valor

inicial (1.5)–(1.6).

De fato, se x ∈ T então temos que

vk(x, 0) = W (0)ϕk(x) = ϕk(x).

Como

∂tvk(x, t) = ∂t

(
W (t)ϕk(x)−

∫ t

0

W (t− τ)Bk(v, v)(x, τ) dτ

)

= ∂t

(
W (t)ϕk(x)

)−W (0)Bk(v, v)(x, t)

−
∫ t

0

∂t

(
W (t− τ)Bk(v, v)(x, τ)

)
dτ

= −Bk(v, v)(x, t)− ∂3
x

(
W (t)ϕk(x)

)

−
∫ t

0

−∂3
x (W (t− τ)Bk(v, v)(x, τ)) dτ

= −Bk(v, v)(x, t)− ∂3
x

(
W (t)ϕk(x)−

∫ t

0

W (t− τ)Bk(v, v)(x, τ)

)
dτ

= −Bk(v, v)(x, t)− ∂3
xvk(x, t),

então temos que

∂tvk(x, t) + ∂3
xvk(x, t) + Bk(v, v)(x, t) = 0,

o que mostra o desejado.

Portanto caso encontrarmos uma função u : T× IR → IR de modo que

uk(x, t) = W (t)ϕk(x)−
∫ t

0

W (t− τ)Bk(u, u)(x, τ) dτ, (1.7)

para qualquer k = 0, 1, · · · , então teremos que uk é solução do problema de valor

inicial (1.5)–(1.6) e consequentemente a função u0 = u será solução do problema de

valor inicial (1)–(2).
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Usando série de Fourier e transformada de Fourier podemos reescrever a

equação (1.7) da seguinte maneira

uk(x, t)=
∑
n∈ZZ

ei(nx+n3t)ϕ̂k(n)+i
∑
n∈ZZ

ei(nx+n3t)

∫ ∞

−∞

ei(λ−n3)t − 1

λ− n3
B̂k(u, u)(n, λ) dλ, (1.8)

para qualquer k ∈ IN, pois devido a definição do operador W temos que

uk(x, t) =
∑
n∈ZZ

einxein3tϕ̂k(n)−
∫ t

0

(∑
n∈ZZ

einxein3(t−τ)B̂k(u, u)
x

(n, τ)

)
dτ

=
∑
n∈ZZ

ei(nx+n3t)ϕ̂k(n)−
∫ t

0

[∑
n∈ZZ

einxein3(t−τ)

(∫

IR

eiτλB̂k(u, u)
x,τ

(n, λ) dλ

)]
dτ

=
∑
n∈ZZ

ei(nx+n3t)ϕ̂k(n) +
∑
n∈ZZ

ei(nx+n3t)

[∫

IR

(∫ t

0

−eiτ(λ−n3) dτ

)
B̂k(u, u)(n, λ) dλ

]

=
∑
n∈ZZ

ei(nx+n3t)ϕ̂k(n) +
∑
n∈ZZ

ei(nx+n3t)

[∫

IR

(
− eiτ(λ−n3)

i(λ− n3)

)∣∣∣∣
t

τ=0

B̂k(u, u)(n, λ) dλ

]

=
∑
n∈ZZ

ei(nx+n3t)ϕ̂k(n) +
∑
n∈ZZ

ei(nx+n3t)

[∫

IR

(
−eit(λ−n3) − 1

i(λ− n3)

)
B̂k(u, u)(n, λ) dλ

]

=
∑
n∈ZZ

ei(nx+n3t)ϕ̂k(n) + i
∑
n∈ZZ

ei(nx+n3t)

∫ ∞

−∞

ei(λ−n3)t − 1

λ− n3
B̂k(u, u)(n, λ) dλ.

Como estamos interessados em mostrar que a solução do problema de valor

inicial (1)–(2) é anaĺıtica na variável x, apenas para t próximo de zero, a seguir

escolhemos uma função ψ : IR → IR infinitamente diferenciável, com suporte contido

no intervalo (−1, 1), onde 0 ≤ ψ(t) ≤ 1, para todo t ∈ IR e ainda ψ(t) ≡ 1 se |t| < 1
2
.

Fixado 0 < δ < 1 qualquer, definimos a função ψδ : IR → IR, onde para

cada t ∈ IR temos ψδ(t) = ψ( t
δ
).

Agora, substituindo na equação (1.7) a função uk por ψδuk e multiplicando

a expressão resultante pela função ψ, obtemos que

ψ(t)ψδ(t)uk(x, t) = ψ(t)W (t)ϕk(x)−ψ(t)

∫ t

0

W (t− τ)Bk(ψδu, ψδu)(x, τ)dτ (1.9)

.
= T δ

k (u0, u1, . . . , uk).

Então se encontrarmos uma função u de modo que T δ
k (u0, u1, . . . , uk) satis-

faz a equação (1.9) para todo k, então T δ
0 (u0) = u0(x, t) será a solução do problema
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de valor inicial (1)–(2), desde que |t| < δ
2
.

Demonstraremos o Teorema 1.1 garantindo a existência de tal função u e

mostrando que a função T δ
0 (u0) é anaĺıtica na variável x. Para tanto, necessitamos

de alguns espaços de funções especiais.

1.2 Os Espaços X s e Ys

Antes de definirmos tais espaços, demonstramos um resultado que nos for-

nece uma propriedade da solução u do problema de valor inicial (1)–(2).

Lema 1.1 Se u : T × IR → IR for solução do problema de valor inicial (1)–(2),

então temos que

û x(0, t) =
1

2π

∫

T
u(x, t) dx = ϕ̂(0) = 0,

para todo t em IR, onde û x denota o coeficiente de Fourier de u com relação a

variável x.

Demonstração: Seja f : IR → IR, onde f(t) =

∫

T
u(x, t) dx para cada t ∈ IR.

Devido a relação (2) temos que

f(0) =

∫

T
u(x, 0) dx =

∫

T
ϕ(x) dx = 2πϕ̂(0) = 0.

Então para concluir a demonstração, basta mostrar que f ′(t) = 0, para todo

t ∈ IR. Devido a relação (1) temos que

f ′(t) =

∫

T
∂tu(x, t) dx

=

∫

T
−∂3

xu(x, t)− 1

2
∂xu

2(x, t) dx

= −
(

∂2
xu(x, t) +

1

2
u2(x, t) + C(t)

)∣∣∣∣
2π

x=0

= ∂2
xu(0, t)− ∂2

xu(2π, t) +
1

2
u2(0, t)− 1

2
u2(2π, t)

= 0,
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pois ∂2
xu(·, t) e u2(·, t) são 2π−periódicas na variável x.

Observe que se ûx(0, t) = 0 para qualquer t ∈ IR, então temos para todo

λ ∈ IR que û(0, λ) = 0.

Portanto se u é solução do problema de valor inicial (1)–(2) então û(0, λ) = 0

para todo λ ∈ IR.

Devido ao Teorema 5 em ([B], p.221) e ao fato que ϕ ∈ Hs(T) para qualquer

s ≥ 0, sabemos que o problema de valor inicial (1)–(2) possui uma única solução

global (ver definição abaixo) para todo s ≥ 0. Logo a solução u do problema de

valor inicial (1)–(2) é C∞ na variável x.

Lembremos que o problema de valor inicial para a KdV é localmente (glo-

balmente) bem-posto em um espaço X se dado u0 ∈ X existe T = T (u0) (para

todo T ) tal que existe uma única u resolvendo a equação integral associada a KdV,

como em (1.7), com u ∈ C([−T, T ]; X) e a aplicação

u0 → u ∈ C([−T, T ]; X)

é cont́ınua.

Motivados por esta propriedade, definimos a seguir o espaço de funções X s,

o qual foi usado por diversos autores, ver por exemplo [KPV2], [KPV3].

Definição 1.1 Dado s ≥ 0, definimos por X s, o espaço das funções u ∈ L2(T×IR),

onde para qualquer λ ∈ IR temos û(0, λ) = 0, com u(·, t) ∈ C∞(T) para qualquer

t ∈ IR e ainda

|||u|||X s =


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

(
1 + |λ− n3|) |û(n, λ)|2 dλ




1/2

< ∞. (1.10)

Temos que (X s, ||| · |||X s) é um espaço vetorial normado completo.

Para provar a analiticidade na variável x necessitamos do seguinte espaço.
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Definição 1.2 Fixado s ≥ 0, definimos por Ys o espaço das funções u ∈ X s, onde

|||u|||Ys = |||u|||X s +


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

|û(n, λ)| dλ

)2



1/2

< ∞. (1.11)

Temos que (Ys, ||| · |||Ys) é um espaço vetorial normado completo.

Observe ainda que Ys ⊂→ X s, para qualquer s ≥ 0.

Os espaços Ys foram primeiramente introduzidos por Colliander, Keel, Staf-

filani, Takaoka e Tao [CKSTT] para se estudar a bem postura global do problema

de valor inicial para a equação de KdV quando s ≥ −1/2.

Observe que as normas |||u|||Ys e |||u|||X s diferem apenas pela quantidade
∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

|û(n, λ)| dλ

)2



1/2

. Esta quantidade foi acrescentada com o objetivo

de garantir que se u ∈ Ys, então u(·, t) ∈ Hs(T) para todo t ∈ IR, fixado. Vejamos

tal resultado.

Lema 1.2 Sendo s ≥ 0 qualquer e u ∈ Ys então para todo t ∈ IR, fixado, temos que

‖u(·, t)‖Hs(T) ≤ |||u|||Ys .

Demonstração: Fixemos t ∈ IR qualquer. Como para cada n ∈ ZZ temos que

û x(n, t) =

∫

IR

eiλ·tû(n, λ) dλ, então

‖u(·, t)‖Hs(T) =


∑

n∈ ŻZ

|n|2s |û x(n, t)|2



1/2

=


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∣∣∣∣
∫

IR

eit·λû(n, λ) dλ

∣∣∣∣
2



1/2

≤
(∑

n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣eit·λû(n, λ)
∣∣ dλ

)2
)1/2

=

(∑
n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

|û(n, λ)| dλ

)2
)1/2

≤ |||u|||Ys ,
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o que conclui a demonstração.

A seguir apresentamos um resultado que nos garante que dada uma função

ψ(t) ∈ C∞
0 (IR) qualquer, então ψu ∈ Ys para toda u ∈ Ys, ou seja, o espaço

Ys é invariante pela multiplicação de funções na variável t que são infinitamente

diferenciável e que possuem suporte compacto.

Lema 1.3 Dada ψ(t) ∈ C∞
0 (IR), então existe C = C(ψ) > 0, de modo que,

|||ψu|||Ys ≤ C|||u|||Ys ,

para toda u ∈ Ys.

Demonstração: Nestas condições evidentemente que ψu ∈ Ys. Definimos a

função g : T× IR → C, onde g(x, t) = ψ(t)u(x, t). Então se n ∈ ZZ e λ ∈ IR, temos

ĝ(n, λ) = ψ̂ t(λ) ∗ û x,t(n, λ) =

∫

IR

ψ̂ t(τ)û x,t(n, λ− τ) dτ.

Como 1 + |λ − n3| ≤ (1 + |τ |) (1 + |λ− τ − n3|), para quaisquer n ∈ ZZ e

λ, τ ∈ IR, então temos que

|||ψu|||2X s=
∑
n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

(
1 + |λ− n3|)

∣∣∣∣
∫

IR

ψ̂ t(τ)û x,t(n, λ− τ) dτ

∣∣∣∣
2

dλ

)

≤
∑
n∈ZZ

|n|2s

∫

IR

(
1 + |λ− n3|)

(∫

IR

∣∣∣ψ̂ t(τ)û x,t(n, λ− τ)
∣∣∣dτ

)2

dλ

≤
∑
n∈ZZ

|n|2s

∫

IR

(∫

IR

(1 + |τ |)1/2(1 + |λ− τ − n3|)1/2
∣∣∣ψ̂ t(τ)û x,t(n, λ− τ)

∣∣∣dτ

)2

dλ

≤
∑
n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

(∫

IR

∣∣∣(1+|τ |)1/2(1+|λ−τ−n3|)1/2
ψ̂ t(τ)û x,t(n, λ− τ)

∣∣∣
2

dλ

)1/2

dτ

)2

≤
(∫

IR

∣∣∣(1 + |τ |) ψ̂(τ)
∣∣∣ dτ

)2 ∑
n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

(
1 + |µ− n3|) |û(n, µ)|2 dµ

)

≤C|||u|||2X s ,

onde a terceira desigualdade decorre da desigualdade de Minkowski para Integrais e
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a última segue do fato de que a função ψ pertence ao espaço de Schwartz. Note que

∑
n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

|ĝ(n, λ)| dλ

)2

=
∑
n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣∣
∫

IR

ψ̂ t(τ)û x,t(n, λ− τ) dτ

∣∣∣∣ dλ

)2

≤
∑
n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

∫

IR

∣∣∣ψ̂(τ)û(n, λ− τ)
∣∣∣ dτdλ

)2

=
∑
n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣ψ̂(τ)
∣∣∣
∫

IR

|û(n, λ− τ)| dλdτ

)2

=
∑
n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣ψ̂(τ)
∣∣∣ dτ

∫

IR

|û(n, λ)| dλ

)2

=

(∫

IR

∣∣∣ψ̂(τ)
∣∣∣ dτ

)2 ∑
n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

|û(n, λ)| dλdτ

)2

≤ C
∑
n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

|û(n, λ)| dλdτ

)2

,

onde a última desigualdade decorre do fato de ψ pertencer ao espaço de Schwartz.

Pelo fato de

|||ψu|||Ys = |||ψu|||X s +

(∑
n∈ZZ

|n|2s

(∫

IR

|ĝ(n, λ)| dλ

)2
)1/2

,

obtemos então que |||ψu|||Ys ≤ C|||u|||Ys , o que conclui a demonstração.

Na sequência demonstraremos um resultado que tem por objetivo caracte-

rizar, através da norma ‖ · ‖Hs(T), as funções anaĺıticas periódicas. Para tanto, para

cada k ∈ IN, denotemos ϕk
.
= ∂kϕ.

Lema 1.4 Seja ϕ ∈ Cω(T) qualquer, então para cada s ≥ 0 existe M(s, ϕ) > 0 e

Cϕ = C(ϕ) > 0, tal que

‖ϕk‖Hs(T)≤M(s, ϕ)

(
1

2Cϕ

)k

k!,

para cada k ∈ IN .

Demonstração: Fixemos k ∈ IN e s ≥ 0 quaisquer. Pelo fato de ϕ ∈ Cω(T),

temos que existem constantes C, ε > 0, de modo que |ϕ̂(n)| ≤ Ce−ε|n|, para todo
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n ∈ ZZ . Portanto obtemos que

‖ϕk‖2
Hs(T) =

∑

n∈ ŻZ

|n|2s|ϕ̂k(n)|2

=
∑

n∈ ŻZ

|n|2s|n|2k|ϕ̂(n)|2

≤
∑

n∈ ŻZ

|n|2s|n|2kC2e−2ε|n|

=
∑

n∈ ŻZ

C2|n|2se−ε|n||n|2ke−ε|n|.

Como o intuito de limitarmos |n|2ke−ε|n|, para todo n ∈ IN, definimos a

função f : [0,∞) → IR, onde f(t) = t2ke−εt, para todo t ∈ [0,∞).

Pelo fato da função f ter como ponto de máximo t0 = 2k
ε
, obtemos que

f (|n|) ≤ f(2k
ε
) para cada n em ZZ , ou seja,

|n|2ke−ε|n| ≤
(

2k

ε

)2k

e−2k =

[(
2

ε

)k

kke−k

]2

≤
[(

2

ε

)k

k!

]2

,

para todo n ∈ ZZ , onde a última desigualdade decorre do fato de kke−k ≤ k!, para

todo k ∈ IN.

Como a série
∑
n∈ZZ

C2|n|2se−ε|n| converge, existe uma constante M(s, ϕ) < ∞,

de modo que
∑
n∈ZZ

C2|n|2se−ε|n| ≤ M(s, ϕ)2.

Então devido a majoração acima de ‖ϕk‖2
Hs(T), obtemos que

‖ϕk‖2
Hs(T) ≤

[
M(s, ϕ)

(
2

ε

)k

k!

]2

.

Tomando Cϕ = ε
4

e pelo fato das constantes M(s, ϕ), Cϕ > 0 independerem

do valor de k ∈ IN então obtemos que

‖ϕk‖Hs(T) ≤ M(s, ϕ)

(
1

2Cϕ

)k

k!,

para todo k ∈ IN, o que conclui a demonstração.

Na sequência deste trabalho, denotaremos por Cϕ > 0, a constante obtida

pelo Lema 1.4, onde ϕ ∈ Cω(T) é a condição inicial do problema (1)–(2). Ainda nos
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referindo a condição inicial do problema (1)–(2), denotamos para cada s ≥ 0,

[[ϕ]]s =
∞∑

k=0

Ck
ϕ

k!
‖ϕk‖Hs(T).

A seguir, apresentamos um resultado que nos dá uma condição para que

uma função ϕ ∈ C∞(T) seja uma função anaĺıtica em T.

Lema 1.5 Seja ϕ : T → IR uma função infinitamente diferenciável. Se existem

constantes s ≥ 0,M(s, ϕ) ≥ 0 e Cϕ > 0, onde para qualquer k ∈ IN temos

‖ϕk‖Hs(T) ≤ M(s, ϕ)

(
1

2Cϕ

)k

k!, (1.12)

então ϕ ∈ Cω(T).

Demonstração: Sabemos que ϕ ∈ Cω(T) se, e somente se, ϕ ∈ C∞(T) e existem

constantes positivas C e ε, de modo que |ϕ̂(n)| ≤ Ce−ε|n|, para todo n ∈ ZZ .

Pela relação (1.12) obtemos para qualquer k ∈ IN que

∑
n∈ZZ

|n|2s |ϕ̂k(n)|2 =
∑
n∈ZZ

|n|2s|n|2k |ϕ̂(n)|2 ≤ M(s, ϕ)2

(
1

2Cϕ

)2k

(k!)2 ,

donde resulta que

|n|2s|n|2k|ϕ̂(n)|2 ≤ M(s, ϕ)2

(
1

2Cϕ

)2k

(k!)2 ,

para quaisquer k ∈ IN e n ∈ ZZ . Temos que a última relação é equivalente a,

|n|s|n|k|ϕ̂(n)| ≤ M(s, ϕ)

(
1

2Cϕ

)k

k!,

para todo k ∈ IN e n ∈ ZZ , ou ainda,

Ck
ϕ|n|k
k!

|ϕ̂(n)| ≤ M(s, ϕ)

(
1

2

)k

,

para quaisquer k ∈ IN e n ∈ ZZ\{0}, donde resulta que

∞∑

k=0

(Cϕ|n|)k

k!
|ϕ̂(n)| ≤ M(s, ϕ)

∞∑

k=0

(
1

2

)k

,
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para todo n ∈ ZZ\{0}, ou seja,

eCϕ|n||ϕ̂(n)| ≤ 2M(s, ϕ),

para todo n ∈ ZZ\{0}.
Tomando C = max{2M(s, ϕ), |ϕ̂(0)|} e ε = Cϕ, obtemos então que

|ϕ̂(n)| ≤ Ce−ε|n| para qualquer n ∈ ZZ , o que conclui a demonstração.

1.3 O espaço A(Ys)

Como o nosso objetivo é mostrar que a solução u, do problema de valor

inicial (1)–(2), é anaĺıtica na variável x, desde que t esteja próximo de zero, então

vamos introduzir um espaço especial para tornar isto posśıvel.

Como já visto no Lema 1.4 o fato de ϕ ∈ Cω(T) pode ser traduzido em

termos das normas Hs por

‖ϕk‖Hs(T)≤M(s, ϕ)

(
1

2Cϕ

)k

k!,

para cada k ∈ IN . Portanto se definirmos

{ϕk}=̇(ϕ0, ϕ1, ϕ2, · · · ), ϕk = ∂k
xϕ

e definirmos

[[{ϕk}]]s=̇[[ϕ]]s =
∞∑

k=0

Ck
ϕ

k!
||ϕk||Hs(T),

então pela definição de [[ϕ]]s, temos que

[[{ϕk}]]s < ∞.

Motivados por este resultado, a seguir iremos definir um espaço natural para

expressar a analiticidade na variável x.
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Definição 1.3 Fixado s ≥ 0, definimos A(Ys) como o conjunto das sequências

{vk} .
= (v0, v1, v2, . . .), onde vk ∈ Ys para cada k ∈ IN e ainda

|||{vk}|||s =
∞∑

k=0

Ck
ϕ

k!
|||vk|||Ys < ∞. (1.13)

Temos que (A(Ys), ||| · |||s) é um espaço vetorial normado completo.

Mostraremos a seguir porque este espaço é apropriado para mostrarmos a

analiticidade pretendida.

Lema 1.6 Se {vk} ∈ A(Ys) para algum s ≥ 0, então v(·, t) ∈ Cω(T), para qualquer

t ∈ IR fixo.

Demonstração: Pelo fato de existir s ≥ 0 de modo que

|||{vk}|||s =
∞∑

k=0

Ck
ϕ

k!
|||vk|||Ys < ∞,

então existe uma constante M = M(s, v), de modo que

Ck
ϕ

k!
|||vk|||Ys ≤ M,

para todo k ∈ IN . Mas isso é equivalente a afirmar que se k ∈ IN, então

|||vk|||Ys ≤ M

(
1

Cϕ

)k

k!.

Fixado t ∈ IR qualquer, pelo fato das hipóteses do Lema 1.2 serem satisfeitas,

obtemos então que

‖vk(·, t)‖Hs(T) ≤ |||vk|||Ys ≤ M

(
1

Cϕ

)k

k!,

para todo k ∈ IN. Como as hipóteses do Lema 1.5 são satisfeitas, conclúımos que

v(·, t) ∈ Cω(T). Pelo fato de t ∈ IR ser qualquer, temos então que v(·, t) ∈ Cω(T)

para todo t ∈ IR, o que conclui a demonstração.

Na sequência deste trabalho denotaremos por Bs[0, r] o conjunto das se-

quências {vk} ∈ A(Ys), onde |||{vk}|||s ≤ r.
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Temos que o espaço A(Ys) é extremamente útil para demonstrarmos o Teo-

rema 1.1, pois para cada s ≥ 0 fixo, vamos garantir a existência de 0 < δ < 1 e

de {vk} ∈ A(Ys), de modo que T δ
k (v0, v1, . . . , vk) satisfaz a equação (1.9) para cada

k ∈ IN. Isso implica que se |t| < δ
2
, então a função T δ(v0) = v(x, t) é uma solução

do problema de valor inicial (1)–(2) e pelo fato de {vk} ∈ A(Ys) temos então que a

função v é anaĺıtica na variável x.

Como iremos demonstrar o Teorema 1.1 utilizando a técnica do ponto fixo,

então para cada 0 < δ < 1, definimos o operador T δ : A(Ys) → A(Ys), onde

T δ ({vk}) =
(
T δ

0 (v0), T
δ
1 (v0, v1), . . . , T

δ
k (v0, v1, . . . , vk), . . .

)
=

{
T δ

k (v0, v1, . . . , vk)
}

.

Na sequência veremos alguns resultados técnicos que serão úteis para mos-

trarmos que a aplicação T δ é uma contração em um subconjunto apropriado de

A(Ys).

1.4 Estimativas

Esta seção tem por objetivo encontrar, para cada s ≥ 0 fixo, condições sobre

0 < δ < 1 e r > 0, de modo que o operador T δ seja uma contração em Bs [0 , r ].

A prinćıpio, enunciaremos um resultado que é fundamental para mostrarmos

que T δ é uma contração em uma bola apropriada de A(Ys). A demonstração desta

proposição não foi redigida nesta seção devido ao sua extensão, mas está inteiramente

contida no Apêndice.

Proposição 1.1 Fixado 0 < δ < 1, existe uma constante C > 0, de modo que

|||T δ
k (v0, v1, v2, . . . , vk)|||Ys ≤ Cδ1/24

k∑
j=0

(
k

j

)
|||vk−j|||Ys|||vj|||Ys + C‖ϕk‖Hs(T),

para quaisquer v0, v1, v2 . . . , vk ∈ Ys.

A seguir, enunciamos uma generalização da Proposição 1.1, cuja demons-

tração também pode ser encontrada no Apêndice.
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Proposição 1.2 Se 0 < δ < 1, então existe uma constante C > 0, de modo que

|||T δ
k (w0, w1, . . . , wk)− T δ

k (v0, v1, . . . , vk)|||Ys

≤ Cδ1/24

k∑
j=0

(
k

j

)
|||wk−j + vk−j|||Ys|||wj − vj|||Ys ,

para quaisquer w0, v0, w1, v1, . . . , wk, vk ∈ Ys.

Na sequência, demonstraremos um resultado que nos dá, mediante o uso das

estimativas obtidas pelas Proposições 1.1 e 1.2, uma estimativas para |||T δ({vk})|||s.

Lema 1.7 Fixado 0 < δ < 1, existe uma constante C > 0, de modo que

|||T δ ({wk}) |||s ≤ Cδ1/24|||{wk}||| 2s + C[[ϕ]]s, (1.14)

e ainda

|||T δ ({wk})− T δ ({vk}) |||s ≤ Cδ1/24|||{wk}+ {vk}|||s · |||{wk} − {vk}|||s, (1.15)

para quaisquer {wk} e {vk} que pertencem a A(Ys).

Demonstração: Seja {wk} ∈ A(Ys). Devido a Proposição 1.1, obtemos que

|||T δ ({wk}) |||s =
∞∑

k=0

Ck
ϕ

k!
|||T δ

k (w0, w1, . . . , wk)|||Ys

≤Cδ1/24

∞∑

k=0

Ck
ϕ

k!

k∑
j=0

(
k

j

)
|||wk−j|||Ys|||wj|||Ys +

∞∑

k=0

Ck
ϕ

k!
C‖ϕk‖Hs(T)

= Cδ1/24

∞∑

k=0

Ck
ϕ

k!

k∑
j=0

(
k

j

)
|||wk−j|||Ys|||wj|||Ys + C[[ϕ]]s. (1.16)

Observemos agora que
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∞∑

k=0

Ck
ϕ

k!

k∑
j=0

(
k

j

)
|||wk−j|||Ys|||wj|||Ys (1.17)

=C0
ϕ

(
1

0!
|||w0|||Ys|||w0|||Ys

)
+

C1
ϕ

(
1

1!
|||w1|||Ys|||w0|||Ys+

1

1!
|||w0|||Ys|||w1|||Ys

)
+

C2
ϕ

(
1

2!
|||w2|||Ys|||w0|||Ys+

1

1!
|||w1|||Ys|||w1|||Ys+

1

2!
|||w0|||Ys|||w2|||Ys

)
+

C3
ϕ

(
1

3!
|||w3|||Ys|||w0|||Ys+

1

2!
|||w2|||Ys|||w1|||Ys+

1

2!
|||w1|||Ys|||w2|||Ys+

1

3!
|||w0|||Ys|||w3|||Ys

)
+

...

=C0
ϕ

(
1

0!
|||w0|||Ys|||w0|||Ys

)
+

C1
ϕ

(
1

1!
|||w0|||Ys|||w1|||Ys+

1

1!
|||w1|||Ys|||w0|||Ys

)
+

C2
ϕ

(
1

2!
|||w0|||Ys|||w2|||Ys+

1

1!
|||w1|||Ys|||w1|||Ys+

1

2!
|||w2|||Ys|||w0|||Ys

)
+

C3
ϕ

(
1

3!
|||w0|||Ys|||w3|||Ys+

1

2!
|||w1|||Ys|||w2|||Ys+

1

2!
|||w2|||Ys|||w1|||Ys+

1

3!
|||w3|||Ys|||w0|||Ys

)
+

...

=C0
ϕ|||w0|||Ys

∞∑

k=0

Ck
ϕ

k!
|||wk|||Ys + C1

ϕ

|||w1|||Ys

1!

∞∑

k=1

Ck−1
ϕ

(k − 1)!
|||wk−1|||Ys +

C2
ϕ

|||w2|||Ys

2!

∞∑

k=2

Ck−2
ϕ

(k − 2)!
|||wk−2|||Ys + C3

ϕ

|||w3|||Ys

3!

∞∑

k=3

Ck−3
ϕ

(k − 3)!
|||wk−3|||Ys + . . .

=
∞∑

j=0

Cj
ϕ

j!
|||wj|||Ys

∞∑

k=j

Ck−j
ϕ

(k − j)!
|||wk−j|||Ys

=
∞∑

j=0

Cj
ϕ

j!
|||wj|||Ys

∞∑

l=0

C l
ϕ

l!
|||wl|||Ys ,

onde a antepenúltima igualdade é obtida da igualdade anterior somando em colunas.

Segue de (1.16) e da última igualdade que

|||T δ ({wk}) |||s ≤ Cδ1/24

∞∑
j=0

Cj
ϕ

j!
|||wj|||Ys

∞∑

l=0

C l
ϕ

l!
|||wl|||Ys + C[[ϕ]]s

= Cδ1/24|||{wk}||| 2s + C[[ϕ]]s,
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o que prova a relação (1.14).

A seguir mostraremos que a relação (1.15) é satisfeita. Devido a definição

de ||| · |||s, Proposição 1.2 e a igualdade (1.17), obtemos que

|||T δ ({wk})− T δ ({vk}) |||s
=

∞∑

k=0

Ck
ϕ

k!
|||T δ

k (w0, w1, . . . , wk)− T δ
k (v0, v1, . . . , vk) |||Ys

≤ Cδ1/24

∞∑

k=0

Ck
ϕ

k!

k∑
j=0

(
k

j

)
|||wk−j + vk−j|||Ys|||wj − vj|||Ys

= Cδ1/24

∞∑
j=0

Cj
ϕ

j!
|||wj + vj|||Ys

∞∑

l=0

C l
ϕ

l!
|||wl − vl|||Ys

= Cδ1/24|||{wk}+ {vk}|||s · |||{wk} − {vk}|||s,

o que demonstra a relação (1.15) e conclui a demonstração do Lema 1.7.

O resultado a seguir exibe condições sobre 0 < δ < 1 e r > 0 para que o

operador T δ seja uma contração em Bs [0 , r ].

Proposição 1.3 Se tomarmos r = 2C[[ϕ]]s e 0 < δ < min

{
1,

[[ϕ]]24
s

(2r2)24

}
, onde C

é a constante obtida no Lema 1.7, então T δ : Bs[0, r] → Bs[0, r] é uma contração.

Mais precisamente, temos que |||T δ ({wk}) |||s ≤ r, para todo {wk} ∈ Bs[0, r] e ainda

|||T δ ({wk})− T δ ({vk}) |||s ≤ 1

2
|||{wk} − {vk}|||s,

para qualquer {wk}, {vk} ∈ Bs[0, r].

Demonstração: Devido ao Lema 1.7 e as condições impostas sobre r e δ obtemos

|||T δ ({wk}) |||s ≤ Cδ1/24|||{wk}|||2s + C[[ϕ]]s < C
[[ϕ]]s
2r2

r2 +
r

2
=

3r

4
< r,

para qualquer {wk} em Bs[0, r].

Fixados {wk}, {vk} ∈ Bs[0, r] quaisquer, ainda pelo Lema 1.7 e pelo fato de

||| · |||s ser uma norma sobre A(Ys), temos que
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|||T δ ({wk})− T δ ({vk}) |||s ≤ Cδ1/24|||{wk}+ {vk}|||s · |||{wk} − {vk}|||s
< C

[[ϕ]]s
2r2

|||{wk}+ {vk}|||s · |||{wk} − {vk}|||s

≤ C
[[ϕ]]s
2r2

(|||{wk}|||s + |||{vk}|||s
) · |||{wk} − {vk}|||s

≤ r

2

2r

2r2
|||{wk} − {vk}|||s

=
1

2
|||{wk} − {vk}|||s,

o que conclui a demonstração.

A seguir enunciaremos o Lema da Contração, resultado este que nos garan-

tirá a existência de um único elemento {vk} ∈ A(Ys) de modo que T δ
k (v0, v1, . . . , vk)

satisfaz a equação (1.9) para qualquer k ∈ IN. A demonstração deste Lema pode ser

encontrada em ([St], p.12).

Lema 1.8 Seja (X, d) um espaço métrico completo e F : X → X uma contração.

Então existe um único ponto fixo p, isto é, F (p) = p. Mais ainda, p é um atrator

de F , isto é, dado qualquer x ∈ X, temos que lim
n→∞

F (xn) = p, onde x1 = F (x) e

xn+1 = F (xn) para todo n ∈ IN.

1.5 Demonstração do Teorema 1.1

Seja s ≥ 0 fixado. Se tomarmos r e δ satisfazendo as hipóteses da Proposição

1.3, então pelo fato de (Bs[0, r], |||·|||s) ser um espaço normado completo e a aplicação

T δ ser uma contração sobre Bs[0, r], temos pelo Lema 1.8 que existe um único

elemento {vk} ∈ A(Ys), de modo que {vk} = T δ({vk}).
Segue desta última igualdade e da definição do operador T δ que para todo

k ∈ IN temos

vk(x, t) = T δ
k (v0, v1, . . . , vk).



25

Assim para |t| < δ
2
, temos para cada k ∈ IN que

ψ(t)ψδ(t)vk(x, t) = T δ
k (v0, v1, . . . , vk).

Logo, pelo fato da função v satisfazer a relação (1.9) para qualquer k ∈ IN,

obtemos então que v é solução do problema de valor inicial (1)–(2), desde que |t| < δ
2
.

Agora devido o fato de {vk} ∈ A(Ys), temos então que a função v é anaĺıtica

na variável x. Portanto, temos que a solução v(x, t) = T δ
0 (v0) do problema de

valor inicial (1)–(2) é anaĺıtica na variável x desde que |t| < δ
2
, o que conclui a

demonstração do Teorema 1.1.



Apêndice

Neste apêndice o nosso objetivo será demonstrar alguns dos resultados que

foram omitidos durante a demonstração do Teorema 1.1.

2.1 Demonstração da Proposição 1.1

A seguir faremos a demonstração da Proposição 1.1, resultado este de grande

valia, pois nos dá uma estimativa para o valor de |||T δ
k (u0, u1, . . . , uk)|||Ys para quais-

quer 0 < δ < 1 e k ∈ IN. Esta estimativa possui um papel fundamental para

mostrarmos que T δ é uma contração em um conjunto apropriado de A(Ys). Na

sequência enunciamos a referida proposição novamente.

Proposição 2.1 Fixado 0 < δ < 1, existe uma constante C > 0, de modo que

|||T δ
k (u0, u1, . . . , uk)|||Ys ≤ Cδ1/24

k∑
j=0

(
k

j

)
|||uk−j|||Ys|||uj|||Ys + C‖ϕk‖Hs(T),

para quaisquer u0, u1, . . . , uk ∈ Ys.

Fixemos k ∈ IN qualquer. Antes de começarmos a demonstração do resul-

tado acima, iremos buscar uma outra caracterização de T δ
k (u0, u1, . . . , uk).

Para simplificar a notação utilizada convencionamos que

Bδ
k

.
= Bk (ψδu, ψδu) =

1

2

k∑
j=0

(
k

j

)
∂x (ψδuk−j · ψδuj) .

26
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Segue da definição de T δ
k , relação (1.9) e da definição do operador W que

T δ
k (u0, u1, . . . , uk)=ψ(t)W (t)ϕk(x)− ψ(t)

∫ t

0

W (t− τ)Bk (ψδu, ψδu) (x, τ) dτ

=ψ(t)W (t)ϕk(x)− ψ(t)

∫ t

0

W (t− τ)Bδ
k(x, τ) dτ

=ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)ϕ̂k(n)−ψ(t)

∫ t

0


∑

n∈ ŻZ

ei[nx+n3(t−τ)]B̂δ
k

x

(n, τ)


 dτ.

Como B̂δ
k

x

(n, τ) =

∫ ∞

−∞
eiλ·τ B̂δ

k(n, λ) dλ, para quaisquer n ∈ ZZ e τ ∈ IR,

segue da igualdade acima que

T δ
k (u0, u1, . . . , uk) = ψ(t)

∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)ei(nx+n3t)

− ψ(t)

∫ t

0


∑

n∈ ŻZ

ei[nx+n3(t−τ)]
∫ ∞

−∞
eiλ·τ B̂δ

k(n, λ) dλ


dτ

= ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)ei(nx+n3t)

− ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ t

0

∫ ∞

−∞
ei(λ−n3)·τ B̂δ

k(n, λ) dλdτ

= ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)ei(nx+n3t)

− ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞
B̂δ

k(n, λ)

∫ t

0

ei(λ−n3)·τ dτdλ

= ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)ei(nx+n3t)

− ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞
B̂δ

k(n, λ)

(
ei(λ−n3)·τ

i (λ− n3)

)∣∣∣∣∣

τ=t

τ=0

dλ

= ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)ei(nx+n3t)

− ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞
B̂δ

k(n, λ)

(
−i

eit(λ−n3) − 1

λ− n3

)
dλ

= ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)ei(nx+n3t)
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+ iψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞

(
eit(λ−n3) − 1

λ− n3

)
B̂δ

k(n, λ) dλ.

Como 1 = ψ (λ− n3) + 1 − ψ (λ− n3) = ψ (λ− n3) + (1 − ψ) (λ− n3) e

ainda para quaisquer λ ∈ IR e n ∈ ZZ temos que

eit(λ−n3) − 1

λ− n3
=

∞∑
j=1

ij

j!
tj

(
λ− n3

)j−1
,

então obtemos que

T δ
k (u0, u1, . . . , uk)

= ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)ei(nx+n3t)

+iψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞

[
ψ

(
λ−n3

)
+(1−ψ)

(
λ−n3

)]
(

eit(λ−n3)−1

λ−n3

)
B̂δ

k(n, λ) dλ

= ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)ei(nx+n3t)

+iψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞
ψ

(
λ− n3

)
(

eit(λ−n3) − 1

λ− n3

)
B̂δ

k(n, λ) dλ

+iψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞
(1− ψ)

(
λ− n3

)
(

eit(λ−n3) − 1

λ− n3

)
B̂δ

k(n, λ) dλ

= ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)ei(nx+n3t)

+iψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞
ψ

(
λ− n3

)
( ∞∑

j=1

ij

j!
tj

(
λ− n3

)j−1

)
B̂δ

k(n, λ) dλ

+iψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞
(1− ψ)

(
λ− n3

)
(

eitλe−itn3

λ− n3

)
B̂δ

k(n, λ) dλ

−iψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞
(1− ψ)

(
λ− n3

) (
1

λ− n3

)
B̂δ

k(n, λ) dλ

= ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)ei(nx+n3t) (2.18)

+i

∞∑
j=1

ij

j!
tjψ(t)

∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞
ψ

(
λ− n3

) (
λ− n3

)j−1
B̂δ

k(n, λ) dλ (2.19)
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+iψ(t)
∑

n∈ ŻZ

einx

∫ ∞

−∞

(1− ψ) (λ− n3)

λ− n3
eitλB̂δ

k(n, λ) dλ (2.20)

−iψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞

(1− ψ) (λ− n3)

λ− n3
B̂δ

k(n, λ) dλ. (2.21)

Como o nosso intuito é obter uma estimativa para |||T δ
k (u0, u1, . . . , uk) |||Ys ,

a nossa estratégia será estimar os valores de |||(2.18)|||Ys , |||(2.19)|||Ys , |||(2.20)|||Ys e

|||(2.21)|||Ys .

Estimativa de |||(2.18)|||Ys .

Por conveniência definimos f : T× IR → C, onde se x ∈ T e t ∈ IR,

(2.18) = f(x, t) = ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)ei(nx+n3t).

Basta então encontrarmos uma estimativa para |||f |||Ys .

Fixados m ∈ ZZ e λ ∈ IR, afirmamos que

f̂(m,λ) = ϕ̂k(m)ψ̂(λ−m3).

De fato, temos que

f̂(m,λ) =
1

2π

∫

IR

∫

T
e−it·λe−ix·mψ(t)

∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)ei(nx+n3t) dxdt

=

∫

IR

ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ϕ̂k(n)e−it·(λ−n3) 1

2π

∫

T
eix·(n−m) dxdt

=

∫

IR

ψ(t)e−it·(λ−m3)ϕ̂k(m) dt

= ϕ̂k(m)ψ̂(λ−m3).

Então obtemos que

|||f |||Ys =


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

(
1 +

∣∣λ− n3
∣∣)

∣∣∣f̂(n, λ)
∣∣∣
2

dλ




1/2

+


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣f̂(n, λ)
∣∣∣ dλ

)2



1/2
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=


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

(
1 +

∣∣λ− n3
∣∣)

∣∣∣ϕ̂k(n)ψ̂(λ− n3)
∣∣∣
2

dλ




1/2

+


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣ϕ̂k(n)ψ̂(λ− n3)
∣∣∣ dλ

)2



1/2

=


∑

n∈ ŻZ

|n|2s |ϕ̂k(n)|2
∫

IR

(
1 +

∣∣λ− n3
∣∣)

∣∣∣ψ̂(λ− n3)
∣∣∣
2

dλ




1/2

+


∑

n∈ ŻZ

|n|2s |ϕ̂k(n)|2
(∫

IR

∣∣∣ψ̂(λ− n3)
∣∣∣ dλ

)2



1/2

= ‖ϕk‖Hs(T)

[(∫

IR

(1 + |λ′|)
∣∣∣ψ̂(λ′)

∣∣∣
2

dλ′
)1/2

+

(∫

IR

∣∣∣ψ̂(λ′)
∣∣∣ dλ′

)]

≤ C‖ϕk‖Hs(T),

onde a última desigualdade segue do fato da função ψ pertencer ao espaço de

Schwartz.

Portanto, temos que existe C > 0, de modo que

|||(2.18)|||Ys ≤ C‖ϕk‖Hs(T). (2.22)

Estimativa de |||(2.19)|||Ys .

No intuito de obter estimativas para |||(2.19)|||Ys , então para cada j ∈ IN∗,

definimos fj : T× IR → C, onde para qualquer x ∈ T e t ∈ IR, temos

fj(x, t) = tjψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫

IR

ψ(τ − n3)
(
τ − n3

)j−1
B̂δ

k(n, τ) dτ.

Pela definição das funções fj, temos então para qualquer x ∈ T e t ∈ IR que

(2.19) =
∞∑

j=1

ij+1

j!
fj(x, t).

Buscaremos então estimativas para |||fj|||Ys .
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Fixado j ∈ IN∗ qualquer, afirmamos que

f̂j(m,λ) = t̂jψ(λ−m3)

∫

IR

ψ(τ −m3)
(
τ −m3

)j−1
B̂δ

k(m, τ) dτ,

para quaisquer m ∈ ZZ e λ ∈ IR.

De fato, fixados m ∈ ZZ e λ ∈ IR quaisquer, temos que

f̂j(m,λ)

=
1

2π

∫

IR

∫

T
tjψ(t)

∑

n∈ ŻZ

e−i[x·(m−n)+t·(λ−n3)]
∫

IR

ψ(τ − n3)
(
τ − n3

)j−1
B̂δ

k(n, τ) dτdxdt

=
∑

n∈ ŻZ

∫

IR

e−it·(λ−n3)tjψ(t)

∫

IR

ψ(τ − n3)
(
τ − n3

)j−1
B̂δ

k(n, τ)dτ
1

2π

∫

T
e−ix·(m−n)dxdt

=

∫

IR

e−it·(λ−m3)tjψ(t)

∫

IR

ψ(τ −m3)
(
τ −m3

)j−1
B̂δ

k(m, τ) dτdt

=

∫

IR

e−it·(λ−m3)tjψ(t) dt

∫

IR

ψ(τ −m3)
(
τ −m3

)j−1
B̂δ

k(m, τ) dτ

= t̂jψ(λ−m3)

∫

IR

ψ(τ −m3)
(
τ −m3

)j−1
B̂δ

k(m, τ) dτ.

Na sequência encontraremos uma estimativa para |||fj|||Ys .

|||fj|||Ys

=

(∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

(
1 + |λ− n3|)

∣∣∣t̂jψ(λ− n3)
∣∣∣
2

·
∣∣∣∣
∫

IR

ψ(τ − n3)
(
τ − n3

)j−1
B̂δ

k(n, τ) dτ

∣∣∣∣
2

dλ

)1/2

+

(∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣∣t̂jψ(λ− n3)

∫

IR

ψ(τ−n3)
(
τ−n3

)j−1
B̂δ

k(n, τ) dτ

∣∣∣∣ dλ

)2
)1/2

=

( ∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

(1 + |λ′|)
∣∣∣t̂jψ(λ′)

∣∣∣
2

·
∣∣∣∣
∫

IR

ψ(τ − n3)
(
τ − n3

)j−1
B̂δ

k(n, τ)dτ

∣∣∣∣
2

dλ′
)1/2

+

(∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣∣t̂jψ(λ′)
∫

IR

ψ(τ − n3)
(
τ − n3

)j−1
B̂δ

k(n, τ)dτ

∣∣∣∣ dλ′
)2

)1/2



32

=

(∫

IR

(1 + |λ′|)
∣∣∣t̂jψ(λ′)

∣∣∣
2

dλ′
)1/2

(∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∣∣∣∣
∫

IR

ψ(τ − n3)
(
τ − n3

)j−1
B̂δ

k(n, τ) dτ

∣∣∣∣
2
)1/2

+

∫

IR

∣∣∣t̂jψ(λ′)
∣∣∣ dλ′


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

ψ(τ − n3)
(
τ − n3

)j−1
B̂δ

k(n, τ) dτ

)2



1/2

=

(∥∥∥∥(1 + |λ|)
∣∣∣t̂jψ(λ)

∣∣∣
2
∥∥∥∥

1/2

L1(IR)

+
∥∥∥t̂jψ(λ)

∥∥∥
L1(IR)

)
·


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣ψ(τ − n3)
(
τ − n3

)j−1
B̂δ

k(n, τ)
∣∣∣ dτ

)2



1/2

.

Como 1+ |λ| ≤ 2(1+ |λ|2), para todo λ ∈ IR e por ψ pertencer a C∞
0 (−1, 1),

onde 0 ≤ ψ(t) ≤ 1, para todo t ∈ IR, obtemos que existe C = C(ψ) > 0, tal que

∥∥∥∥(1 + |λ|)
∣∣∣t̂jψ(λ)

∣∣∣
2
∥∥∥∥

1/2

L1(IR)

≤ 2

(∫

IR

(
1 + |λ|2)

∣∣∣t̂jψ(λ)
∣∣∣
2

dλ

)1/2

= 2
∥∥tjψ

∥∥
H1(IR)

= 2
(∥∥tjψ

∥∥
H0(IR)

+
∥∥(tjψ)′

∥∥
H0(IR)

)

≤ 2
(∥∥tjψ

∥∥
L2(IR)

+
∥∥jtj−1ψ

∥∥
L2(IR)

+
∥∥tjψ′

∥∥
L2(IR)

)

≤ C · j.

Analogamente, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e desigualdade

acima, obtemos que existe C = C(ψ) > 0, tal que

∥∥∥t̂jψ(λ)
∥∥∥

L1(IR)
=

∫

IR

∣∣∣∣
1

(1 + |λ|) (1 + |λ|) t̂jψ(λ)

∣∣∣∣ dλ

≤
(∫

IR

1

(1 + |λ|)2 dλ

)1/2

·
(∫

IR

(1 + |λ|)2
∣∣∣t̂jψ(λ)

∣∣∣
2

dλ

)1/2

≤ C

(∫

IR

(
1 + |λ|2 + 2|λ|)

∣∣∣t̂jψ(λ)
∣∣∣
2

dλ

)1/2

≤ C

(∫

IR

(
1 + |λ|2)

∣∣∣t̂jψ(λ)
∣∣∣
2

dλ

)1/2

= C‖tjψ‖H1(IR)

≤ C · j.



33

Portanto, devido as relações acima, nós obtemos para qualquer j ∈ IN∗, que

existe C = C(ψ) > 0, onde

|||fj|||Ys ≤ C · j

∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣ψ(τ − n3)
(
τ − n3

)j−1
B̂δ

k(n, τ)
∣∣∣ dτ

)2



1/2

.

Novamente pelo fato de ψ ∈ C∞
0 (−1, 1), onde 0 ≤ ψ(t) ≤ 1, para todo

t ∈ IR, então ψ(τ − n3) = 0, se |τ − n3| > 1 e ainda |ψ(τ − n3)| |τ − n3|j−1 ≤ 1 se

|τ − n3| ≤ 1. Então obtemos para qualquer j ∈ IN∗ que

|||fj|||Ys ≤ C · j

∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣ψ(τ − n3)
(
τ − n3

)j−1
∣∣∣
∣∣∣B̂δ

k(n, τ)
∣∣∣ dτ

)2



1/2

≤ C · j

∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

|τ−n3|≤1

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣ dτ

)2



1/2

≤ C · j




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

|τ−n3|≤1

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

, (2.23)

onde a última desigualdade decorre do fato que 1 ≤ 2
1+|τ−n3| , sempre que |τ−n3| ≤ 1.

Pelo fato de (2.19) =
∞∑

j=1

ij+1

j!
fj(x, t), por ||| · |||Ys ser norma e pela relação

(2.23) obtemos que existe C > 0, tal que

|||(2.19)|||Ys ≤
∞∑

j=1

1

j!
|||fj|||Ys

≤ C

∞∑
j=1

j

j!




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

|τ−n3|≤1

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

≤ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

|τ−n3|≤1

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

∞∑
j=1

j

j!

= C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

|τ−n3|≤1

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

,

pois a série
∑∞

j=0
1
j!

é convergente.
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Portanto, obtemos existe C > 0, de modo que

|||(2.19)|||Ys ≤ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

. (2.24)

Estimativa de |||(2.20)|||Ys .

Com o objetivo de obter uma estimativa para |||(2.20)|||Ys e o intuito de

simplificar a notação, definimos f : T× IR → C, onde para quaisquer x ∈ T e t ∈ IR

f(x, t) =
∑

n∈ ŻZ

einx

∫

IR

(1− ψ)(τ − n3)

τ − n3
eiτtB̂δ

k(n, τ) dτ.

Devido a definição da função f , temos que (2.20) = iψ(t)f(x, t), para quais-

quer x ∈ T e t ∈ IR. Logo

|||(2.20)|||Ys = |||iψf |||Ys = |||ψf |||Ys .

Devido ao fato de ψ ∈ C∞
0 (−1, 1), temos então pelo Lema 1.3 que existe uma

constante C = C(ψ) > 0 de modo que |||ψf |||Ys ≤ C|||f |||Ys . Portanto para obter

uma estimativa para |||(2.20)|||Ys , basta encontrar uma estimativa para |||f |||Ys .

Temos que f̂(m,λ) =
(1− ψ)(λ−m3)

λ−m3
B̂δ

k(m,λ), para todo m ∈ ZZ e λ ∈ IR.

De fato, sendo m ∈ ZZ e λ ∈ IR quaisquer, obtemos que

f̂(m,λ) =
1

2π

∫

IR

∫

T
e−ix·me−it·λ ∑

n∈ ŻZ

einx

∫

IR

(1− ψ)(τ − n3)

τ − n3
eiτtB̂δ

k(n, τ) dτdxdt

=
∑

n∈ ŻZ

∫

IR

e−it·λ
∫

IR

(1− ψ)(τ − n3)

τ − n3
eiτtB̂δ

k(n, τ) dτ
1

2π

∫

T
e−ix·(m−n) dxdt

=

∫

IR

e−it·λ
∫

IR

(1− ψ)(τ −m3)

τ −m3
eiτtB̂δ

k(m, τ) dτdt

=
(1− ψ)(λ−m3)

λ−m3
B̂δ

k(m,λ).

A seguir, iremos encontrar uma estimativa de |||f |||Ys . Pelo fato da função

ψ ∈ C∞
0 (−1, 1), onde 0 ≤ ψ(t) ≤ 1 para todo t ∈ IR e ainda ψ(t) = 1 se |t| < 1

2
,
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temos que (1− ψ)(t) = 0 se |t| < 1
2

e ainda |(1− ψ)(t)| ≤ 1, para todo t ∈ IR, logo

|||f |||Ys =


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

(
1 +

∣∣τ − n3
∣∣)

∣∣∣∣
(1− ψ)(τ − n3)

τ − n3
B̂δ

k(n, τ)

∣∣∣∣
2

dτ




1/2

+


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣∣
(1− ψ)(τ − n3)

τ − n3
B̂δ

k(n, τ)

∣∣∣∣ dτ

)2



1/2

=


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

|τ−n3|≥ 1
2

(
1+

∣∣τ−n3
∣∣) |(1− ψ)(τ − n3)|2

|τ − n3|2
∣∣∣B̂δ

k(n, τ)
∣∣∣
2

dτ




1/2

+


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

|τ−n3|≥ 1
2

|(1− ψ)(τ − n3)|
|τ − n3|

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣ dτ

)2



1/2

≤

∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

|τ−n3|≥ 1
2

(1 + |τ − n3|)
|τ − n3|2

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
2

dτ




1/2

+




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

|τ−n3|≥ 1
2

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
|τ − n3| dτ




2



1/2

.

Se |τ −n3| ≥ 1

2
, então 1+ |τ − n3| ≤ 2 |τ − n3|+ |τ − n3| = 3 |τ − n3| donde

resulta que
1

|τ − n3| ≤
3

1 + |τ − n3| e ainda
1

|τ − n3|2 ≤
9

(1 + |τ − n3|)2
. Portanto

temos que existe C > 0, tal que

|||f |||Ys ≤ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

|τ−n3|≥ 1
2

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
2

1 + |τ − n3| dτ




1/2

+ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

|τ−n3|≥ 1
2

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

≤ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
2

1 + |τ − n3| dτ




1/2

+ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

.
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Devido ao fato de |||(2.20)|||Ys ≤ C|||f |||Ys , obtemos existe C > 0, tal que

|||(2.20)|||Ys ≤ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
2

1 + |τ − n3| dτ




1/2

+ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

. (2.25)

Estimativa de |||(2.21)|||Ys .

Com o objetivo de simplificar a notação, definimos f : T× IR → C, onde

f(x, t) = ψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫

IR

(1− ψ)(τ − n3)

(τ − n3)
B̂δ

k(n, τ) dτ,

para quaisquer x ∈ T e t ∈ IR. Devido a definição da função f , temos para todo

x ∈ T e t ∈ IR que

(2.21) = −if(x, t).

Portanto

|||(2.21)|||Ys = |||if |||Ys = |||f |||Ys .

Então para obter uma estimativa de |||(2.21)|||Ys basta encontrar uma ma-

joração para |||f |||Ys .

Afirmamos que f̂(m,λ) = ψ̂(λ−m3)

∫

IR

(1− ψ)(τ −m3)

(τ −m3)
B̂δ

k(m, τ) dτ , para

quaisquer m ∈ ZZ e λ ∈ IR.

De fato, pois fixados m ∈ ZZ e λ ∈ IR, obtemos que

f̂(m,λ) =
1

2π

∫

IR

∫

T
e−ix·me−it·λψ(t)

∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫

IR

(1− ψ)(τ − n3)

(τ − n3)
B̂δ

k(n, τ) dτdxdt

=

∫

IR

e−it·λψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ein3t 1

2π

∫

T
e−ix·(m−n) dx

∫

IR

(1− ψ)(τ − n3)

(τ − n3)
B̂δ

k(n, τ) dτdt

=

∫

IR

e−it·(λ−m3)ψ(t)

∫

IR

(1− ψ)(τ −m3)

(τ −m3)
B̂δ

k(m, τ) dτdt

= ψ̂(λ−m3)

∫

IR

(1− ψ)(τ −m3)

(τ −m3)
B̂δ

k(m, τ) dτ.
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Na sequência encontraremos uma estimativa para |||f |||Ys ,

|||f |||Ys =


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

(
1+

∣∣λ−n3
∣∣)

∣∣∣∣ψ̂(λ−n3)

∫

IR

(1−ψ)(τ−n3)

τ−n3
B̂δ

k(n, τ)dτ

∣∣∣∣
2

dλ




1/2

+


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣∣ψ̂(λ−n3)

∫

IR

(1−ψ)(τ−n3)

τ−n3
B̂δ

k(n, τ)dτ

∣∣∣∣ dλ

)2



1/2

=

(∫

IR

(1+|λ′|)
∣∣∣ψ̂(λ′)

∣∣∣
2

dλ′
)1/2

·

∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∣∣∣∣
∫

IR

(1−ψ)(τ−n3)

τ−n3
B̂δ

k(n, τ)dτ

∣∣∣∣
2



1/2

+

∫

IR

∣∣∣ψ̂(λ′)
∣∣∣ dλ′


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∣∣∣∣
∫

IR

(1− ψ)(τ − n3)

τ − n3
B̂δ

k(n, τ)dτ

∣∣∣∣
2



1/2

≤C


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∣∣∣∣
∫

IR

(1− ψ)(τ − n3)

τ − n3
B̂δ

k(n, τ) dτ

∣∣∣∣
2



1/2

≤C


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

∣∣∣∣
(1− ψ)(τ − n3)

τ − n3
B̂δ

k(n, τ)

∣∣∣∣ dτ

)2



1/2

,

onde a penúltima desigualdade decorre do fato que a função ψ pertence ao espaço

de Schwartz.

Pelo fato de 0 ≤ ψ(t) ≤ 1, para todo t ∈ IR e ψ(τ − n3) ≡ 1, sempre que

|τ −n3| < 1

2
, obtemos então que |(1−ψ)(τ −n3)| = 0, se |τ −n3| < 1

2
. Usando este

fato, por |(1 − ψ)(t)| ≤ 1, para todo t ∈ IR e ainda que
1

|τ − n3| ≤
3

1 + |τ − n3| se

|τ − n3| ≥ 1

2
, obtemos então que existe C > 0, onde

|||f |||Ys ≤ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

|τ−n3|≥ 1
2

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
|τ − n3| dτ




2



1/2

≤ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

.

Portanto, existe C > 0 de modo que
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|||(2.21)|||Ys ≤ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

. (2.26)

A partir das relações (2.22), (2.24), (2.25) e (2.26) obtemos o seguinte resul-

tado.

Proposição 2.2 Fixado 0 < δ < 1 qualquer, então existe C > 0 de modo que

|||T δ
k (u0, u1, . . . , uk)|||Ys ≤ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
2

1 + |τ − n3| dτ




1/2

+ C‖ϕk‖Hs(T)

+ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

, (2.27)

para quaisquer u0, u1, . . . , uk ∈ Ys.

Devido a definição de Bδ
k, faremos uso de duas estimativas bilineares, cuja

demonstração pode ser encontrada em ([B], p.214).

Proposição 2.3 Existe C > 0, de modo que para quaisquer f, g ∈ X s, com t-suporte

no intervalo [−δ, δ], temos


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

|ŵfg(n, τ)|2
1 + |τ − n3| dτ




1/2

≤ Cδ1/12|||f |||X s|||g|||X s , (2.28)


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

(∫

IR

|ŵfg(n, τ)|
1 + |τ − n3| dτ

)2



1/2

≤ Cδ1/12|||f |||X s|||g|||X s , (2.29)

onde wfg = ∂x (f · g).

Portanto, para qualquer 0 < δ < 1 e u0, u1, . . . , uk ∈ Ys, temos que existe

C > 0, tal que
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


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
2

1 + |τ − n3| dτ




1/2

=




∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

∣∣∣∣∣
1
2

k∑
j=0

(
k

j

)
[∂x (ψδuk−j · ψδuj)]

b(n, τ)

∣∣∣∣∣

2

1 + |τ − n3| dτ




1/2

≤ C

k∑
j=0




∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

∣∣∣∣
[
∂x

((
k
j

)
ψδuk−j · ψδuj

)]b
(n, τ)

∣∣∣∣
2

1 + |τ − n3| dτ




1/2

≤
k∑

j=0

Cδ1/12|||
(

k

j

)
ψδuk−j|||X s|||ψδuj|||X s

= Cδ1/12

k∑
j=0

(
k

j

)
|||ψδuk−j|||X s|||ψδuj|||X s .

Ainda devido a Proposição 2.3, obtemos que existe C > 0, de modo que



∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣B̂δ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

=




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣∣∣
1
2

k∑
j=0

(
k

j

)
[∂x (ψδuk−j · ψδuj)]

b(n, τ)

∣∣∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2


1/2

≤ C

k∑
j=0




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣∣
[
∂x

((
k
j

)
ψδuk−j · ψδuj

)]b
(n, τ)

∣∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

≤
k∑

j=0

Cδ1/12|||
(

k

j

)
ψδuk−j|||X s|||ψδuj|||X s

= Cδ1/12

k∑
j=0

(
k

j

)
|||ψδuk−j|||X s|||ψδuj|||X s ,
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para quaisquer u0, u1, . . . , uk ∈ Ys.

Logo pela relação (2.27) e as desigualdades acima, obtemos para qualquer

0 < δ < 1 que existe C > 0, de modo que

|||T δ
k (u0, u1, . . . , uk)|||Ys≤ Cδ1/12

k∑
j=0

(
k

j

)
|||ψδuk−j|||X s|||ψδuj|||X s+C‖ϕk‖Hs(T), (2.30)

onde u0, u1, . . . , uk ∈ Ys são quaisquer.

O Lema a seguir é extremamente essencial para finalizarmos a demonstração

da Proposição 1.1, pois ele nos garante, para cada 0 < δ < 1, que existe uma cons-

tante C = C( 1
48

) positiva, onde |||ψδv|||X s ≤ Cδ−1/48|||v|||X s para qualquer v ∈ X s.

Na demonstração deste resultado será utilizado alguns argumentos de interpolação.

Lema 2.1 Seja 0 < δ < 1 qualquer. Então para qualquer 0 < ε < 1 existe uma

constante C = C(ε) > 0, de modo que para qualquer u ∈ X s temos

|||ψδu|||X s ≤ Cδ−ε|||u|||X s . (2.31)

Demonstração: Fixemos 0 < ε < 1 qualquer. Pelo fato que

|||v|||X s =


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

(
1 + |λ− n3|) |v̂(n, λ)|2 dλ




1/2

,

para qualquer v ∈ X s, então para que a relação (2.31) seja válida basta mostrar que

existe C > 0, de modo que para qualquer n ∈ ŻZ e u ∈ X s

∫

IR

(
1 + |λ− n3|)

∣∣∣ψ̂δu(n, λ)
∣∣∣
2

dλ ≤ Cδ−2ε

∫

IR

(
1 + |λ− n3|) |û(n, λ)|2dλ. (2.32)

Fixemos então u ∈ X s qualquer. Temos que a relação (2.32) é equivalente

à seguinte desigualdade

∫

IR

(1 + |τ |)
∣∣∣∣
[
e−in3tψδ(t)û

x(n, t)
]b t

(τ)

∣∣∣∣
2

dτ

≤ Cδ−2ε

∫

IR

(1 + |τ |)
∣∣∣∣
[
e−in3tûx(n, t)

]b t

(τ)

∣∣∣∣
2

dτ, (2.33)

para qualquer n ∈ ŻZ .
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Fixado n ∈ ŻZ qualquer, definimos para cada t ∈ IR a função hn onde

hn(t) = ûx(n, t), então a desigualdade (2.33) pode ser reescrita como

∫

IR

(1 + |τ |)
∣∣∣∣
[
e−in3tψδ(t)hn(t)

]b t

(τ)

∣∣∣∣
2

dτ ≤ Cδ−2ε

∫

IR

(1 + |τ |)
∣∣∣∣
[
e−in3thn(t)

]b t

(τ)

∣∣∣∣
2

dτ,

ou seja,

∥∥∥e−in3tψδ(t)hn(t)
∥∥∥

2

H1/2(IR)
≤ Cδ−2ε

∥∥∥e−in3thn(t)
∥∥∥

2

H1/2(IR)
. (2.34)

No intuito de demonstrar que a relação (2.34) é satisfeita, utilizaremos al-

guns argumentos de interpolação.

Sendo b =
1 + ε

2
, então para qualquer 0 ≤ ρ ≤ 1 definimos Aρ

.
= Hρb(IR).

Observe que A0 = L2(IR) e pelo fato de Hs(IR) ser um espaço de Banach para

qualquer s ≥ 0, obtemos então que Aρ é um espaço de Banach para qualquer

0 ≤ ρ ≤ 1.

A seguir citaremos um resultado apenas para referência futura. Este resul-

tado nos dá uma condição para que os elementos de Hs(IRn) sejam funções cont́ınuas.

Lema 2.2 Seja s > n
2
. Então Hs(IRn) pode ser imerso continuamente em C∞(IRn)

(a coleção das funções cont́ınuas de IRn em C que tendem a zero quando |x| → ∞)

e vale a seguinte desigualdade

‖f‖L∞(IRn) ≤ 1

(2π)n

(∫

IR

1

(1 + |ξ|2)s dξ

)1/2

‖f‖Hs(IRn).

A demonstração deste lema pode ser encontrada em ([I], p.340).

Em ([SW], p.211) encontramos o seguinte resultado.

Lema 2.3 Sendo A0 e A1 dois espaços de Banach e T é um operador linear de

A0+A1 em A0+A1, onde T leva Aj em Aj, para j = 0, 1 e ainda existem constantes

M0 e M1, de modo que ‖Ta‖Aj
≤ Mj‖a‖Aj

, j = 0, 1 e a ∈ Aj, então T leva Aρ em

Aρ e ainda ‖Ta‖Aρ
≤ M

(1−ρ)
0 M ρ

1 ‖a‖Aρ
, para qualquer 0 ≤ ρ ≤ 1 e a ∈ Aρ.
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Com o objetivo mostrar que a relação (2.34) é satisfeita, iremos aplicar

o Lema acima com T sendo o operador multiplicação por ψδ, mais precisamente,

T (f)(t) = ψδ(t)f(t), para qualquer função f : IR → IR. Claramente T é linear.

Seja f ∈ L2(IR) qualquer, pelo fato de ψδ ∈ C∞
0 (−δ, δ), onde 0 ≤ ψδ(t) ≤ 1,

temos que

‖Tf‖ 2
L2(IR) =

∫

IR

∣∣∣[̂ψδf ](t)
∣∣∣
2

dt =

∫

IR

|ψδf(t)|2 dt ≤
∫

IR

|f(t)|2 dt =‖f‖ 2
L2(IR). (2.35)

Portanto o operador T leva A0 em A0.

A seguir mostraremos que existe C > 0 de modo que para qualquer f ∈ A1

é válida a seguinte estimativa

‖Tf‖A1 ≤ Cδ2(1−2b)‖f‖A1 ,

donde resulta que T leva A1 em A1.

Fixemos f ∈ A1 qualquer. Devido o fato que 1
2

< b < 1, obtemos então que

(1 + |τ |)2b ≤ (
1 + 2b

) (
1 + |τ |2b

)
, para qualquer τ ∈ IR. Portanto temos que

‖Tf‖2
A1

=

∫

IR

(1 + |τ |)2b
∣∣∣T̂ f(τ)

∣∣∣
2

dτ

≤ C

∫

IR

(
1 + |τ |2b

) ∣∣∣[̂ψδf ](τ)
∣∣∣
2

dτ

= C

∫

IR

∣∣∣[̂ψδf ](τ)
∣∣∣
2

dτ (2.36)

+ C

∫

IR

|τ |2b
∣∣∣[̂ψδf ](τ)

∣∣∣
2

dτ. (2.37)

Nosso objetivo então é obter majorações para as relações (2.36) e (2.37).

Devido a relação (2.35), obtemos que

(2.36) ≤ C‖f‖2
L2(IR).

Pelo fato que ‖f‖L2(IR) ≤ ‖f‖A1 para qualquer f ∈ A1 e como 1 < δ2(1−2b),

então obtemos que

(2.36) ≤ Cδ2(1−2b)‖f‖2
A1

. (2.38)
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Com o objetivo de obter uma estimativa para a relação (2.37), para qualquer

g ∈ Hb(IR) definimos Dbg : IR → IR, onde para todo x ∈ IR temos

Dbg(x) =

∫

IR

eix·λ|λ|bĝ(λ) dλ.

Temos então para qualquer τ ∈ IR que

D̂bg(τ) = |τ |bĝ(τ).

Portanto

(2.37) = C

∫

IR

|τ |2b
∣∣∣[̂ψδf ](τ)

∣∣∣
2

dτ

= C

∫

IR

∣∣∣ ̂[Db(ψδf)](τ)
∣∣∣
2

dτ

= C
∥∥Db(ψδf)

∥∥2

L2(IR)
, (2.39)

então o nosso objetivo então será encontrar uma estimativa para a relação (2.39).

Em ([KPV1], p.614) pode ser encontrada a demonstração do seguinte resul-

tado.

Lema 2.4 Caso 0 < α < 1 e 1 < p < ∞, então

‖Dα(gh)− hDαg − gDαh‖Lp(IR) ≤ C‖g‖L∞(IR) ‖Dαh‖Lp(IR) .

Aplicando o Lema acima com α = b, p = 2, g = ψδ e h = f , obtemos que

∥∥Db(ψδf)
∥∥

L2(IR)

≤ C‖ψδ‖L∞(IR)

∥∥Dbf
∥∥

L2(IR)
+

∥∥fDbψδ

∥∥
L2(IR)

+
∥∥ψδD

bf
∥∥

L2(IR)
. (2.40)

Pelo fato que ψδ ∈ C∞
0 (−δ, δ), onde 0 ≤ ψδ(t) ≤ 1 para todo t ∈ IR, resulta

que ‖ψδ‖L∞(IR) ≤ 1 e ainda ‖ψδ‖L2(IR) ≤ C.

Então decorre da desigualdade de Hölder que

∥∥ψδD
bf

∥∥
L2(IR)

≤ ‖ψδ‖L2(IR)

∥∥Dbf
∥∥

L2(IR)
≤ C

∥∥Dbf
∥∥

L2(IR)
.
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Devido a definição de Dbf , temos então que

∥∥Dbf
∥∥

L2(IR)
=

(∫

IR

|τ |2b
∣∣∣f̂(τ)

∣∣∣
2

dτ

)1/2

≤
(∫

IR

(1 + |τ |)2b
∣∣∣f̂(τ)

∣∣∣
2

dτ

)1/2

= ‖f‖A1 .

Portanto devido as relações acima obtemos que

∥∥Db(ψδf)
∥∥

L2(IR)
≤ C‖f‖A1 +

∥∥fDbψδ

∥∥
L2(IR)

. (2.41)

A seguir buscaremos uma estimativa para
∥∥fDbψδ

∥∥
L2(IR)

.

Devido o fato de f ∈ Hb(IR) = A1 com 1
2

< b < 1, temos pelo Lema 2.2 que

existe C = C(1
2
) > 0 de modo que

‖f‖L∞(IR) ≤ C‖f‖A1 .

Portanto obtemos que

∥∥fDbψδ

∥∥
L2(IR)

≤ ‖f‖L∞(IR)

∥∥Dbψδ

∥∥
L2(IR)

≤ C‖f‖A1

∥∥Dbψδ

∥∥
L2(IR)

. (2.42)

Usando o fato que ψ̂δ(τ) = δψ̂(δτ) para todo τ ∈ IR, temos então que existe

C = C(ψ) > 0, tal que

∥∥Dbψδ

∥∥2

L2(IR)
=

∫

IR

|τ |2b
∣∣∣ψ̂δ(τ)

∣∣∣
2

dτ

=

∫

IR

|τ |2b
∣∣∣δψ̂(δτ)

∣∣∣
2

dτ

=

∫

IR

∣∣∣µ
δ

∣∣∣
2b

δ
∣∣∣ψ̂(µ)

∣∣∣
2

dµ

≤ δ(1−2b)

∫

IR

(1 + |µ|2)
∣∣∣ψ̂(µ)

∣∣∣
2

dµ

≤ Cδ2(1−2b),

pois a função ψ pertence ao espaço de Schwartz e 1 < δ(1−2b).

Logo devido a relação (2.42) e a última desigualdade, obtemos que

‖fDbψδ‖L2(IR) ≤ Cδ(1−2b)‖f‖A1 . (2.43)

Usando o fato que 1 < δ(1−2b) e devido as relações (2.41) e (2.43) temos que

∥∥Db(ψδf)
∥∥2

L2(IR)
≤ Cδ2(1−2b)‖f‖2

A1
. (2.44)
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Segue então das relações (2.38), (2.39) e (2.44) que

‖Tf‖2
A1
≤ Cδ2(1−2b)‖f‖2

A1
.

Novamente usando o fato que 1 < δ(1−2b) obtemos que

‖Tf‖A1
≤ Cδ2(1−2b)‖f‖A1 . (2.45)

Pelo fato das hipóteses do Lema 2.3 estarem satisfeitas, onde as constantes

M0 e M1 são respectivamente 1 e Cδ2(1−2b), temos então que

∥∥∥e−in3tψδ(t)hn(t)
∥∥∥
Aρ

≤ Cδ2(1−2b)ρ
∥∥∥e−in3thn(t)

∥∥∥
Aρ

,

para qualquer 0 ≤ ρ ≤ 1.

Tomando ρ =
1

2b
, temos que ρb = 1

2
e pelo fato que δ

−2ε
(1+ε) ≤ δ−2ε, obtemos

∥∥∥e−in3tψδ(t)hn(t)
∥∥∥

H1/2(IR)
≤ Cδ

(1−2b)
b

∥∥∥e−in3thn(t)
∥∥∥

H1/2(IR)

= Cδ
2(1−1−ε)

1+ε

∥∥∥e−in3thn(t)
∥∥∥

H1/2(IR)

= Cδ
−2ε

(1+ε)

∥∥∥e−in3thn(t)
∥∥∥

H1/2(IR)

≤ Cδ−2ε
∥∥∥e−in3thn(t)

∥∥∥
H1/2(IR)

,

donde resulta que a relação (2.34) é satisfeita.

Pelo fato de n ∈ ŻZ ser qualquer, temos que a relação (2.34) é satisfeita

para todo n ∈ ŻZ , donde resulta que é válida a relação (2.32) para qualquer n ∈ ŻZ ,

ou seja, existe C = C(ε) > 0 de modo que

|||ψδu|||X s ≤ Cδ−ε|||u|||X s ,

o que conclui demonstração do Lema 2.1.

Devido a relação (2.30) e ao Lema 2.1 aplicado com ε = 1
48

obtemos para

qualquer 0 < δ < 1, que existe C > 0 de modo que
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|||T δ
k (u0, u1, . . . , uk)|||Ys ≤ Cδ1/12

k∑
j=1

(
k

j

)
|||ψδuk−j|||X s|||ψδuj|||X s + C‖ϕk‖Hs(T)

≤ Cδ1/12

k∑
j=1

(
k

j

)
δ−1/24|||uk−j|||X s|||uj|||X s + C‖ϕk‖Hs(T)

≤ Cδ1/24

k∑
j=1

(
k

j

)
|||uk−j|||Ys|||uj|||Ys + C‖ϕk‖Hs(T)

para quaisquer u0, u1, . . . , uk ∈ Ys, pois ||| · |||X s ≤ ||| · |||Ys , desse modo concluindo a

demonstração da Proposição 1.1.

2.2 Demonstração da Proposição 1.2

Esta seção tem por objetivo demonstrar a Proposição 1.2, cujo resultado,

juntamente com a Proposição 1.1, foi essencial para demonstrarmos o Lema 1.7, e

consequentemente, concluir que o operador T δ é uma contração em um conjunto

apropriado de A(Ys). A prinćıpio vamos enunciar novamente a referida proposição.

Proposição 2.4 Se 0 < δ < 1, então existe uma constante C > 0, de modo que

|||T δ
k (w0, w1, . . . , wk)− T δ

k (v0, v1, . . . , vk)|||Ys

≤ Cδ1/24

k∑
j=0

(
k

j

)
|||wk−j + vk−j|||Ys|||wj − vj|||Ys ,

para quaisquer w0, v0, w1, v1, . . . , wk, vk ∈ Ys.

Demonstração: Fixado k ∈ IN qualquer, temos então que

T δ
k (w0, w1, . . . , wk)− T δ

k (v0, v1, . . . , vk)

= −
∫ t

0

W (t− τ)Bδ
k(w,w)(x, τ) dτ +

∫ t

0

W (t− τ)Bδ
k(v, v)(x, τ) dτ

= −
∫ t

0

W (t− τ)
(
Bδ

k(w,w)−Bδ
k(v, v)

)
(x, τ) dτ. (2.46)

Com objetivo de reescrever a relação acima de outra forma, temos que
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Bδ
k(w, w)−Bδ

k(v, v)

=
1

2

k∑
j=0

(
k

j

)
∂x (ψδwk−jψδwj)− 1

2

k∑
j=0

(
k

j

)
∂x (ψδvk−jψδvj)

=
1

2

k∑
j=0

(
k

j

)
∂x

[
ψ2

δ (wk−jwj − vk−jvj)
]

=
1

2
∂x

[
ψ2

δ

(
wkw0 − wkv0 + vkw0 − vkv0 + k(wk−1w1 − wk−1v1 + vk−1w1 − vk−1v1)

+
k(k − 1)

2
(wk−2w2 − wk−2v2 + vk−2w2 − vk−2v2) + . . .

+
k(k − 1)

2
(w2wk−2 − w2vk−2 + v2wk−2 − v2vk−2)

+k(w1wk−1 − w1vk−1 + v1wk−1 − v1vk−1) + w0wk − w0vk + v0wk − v0vk

)]

=
1

2
∂x

[
ψ2

δ

(
(wk + vk)(w0 − v0) + k(wk−1 + vk−1)(w1 − v1)

+
k(k − 1)

2
(wk−2 + vk−2)(w2 − v2) + . . . +

k(k − 1)

2
(w2 + v2)(wk−2 − vk−2)

+k(w1 + v1)(wk−1 − vk−1) + (w0 + v0)(wk − vk)
)]

=
1

2

k∑
j=0

(
k

j

)
∂x

[
ψδ(wk−j + vk−j) · ψδ(wj − vj)

]

= Bδ
k(wk−j + vk−j, wj − vj)

.
= B̃δ

k.

Portanto, pela relação (2.46) e a igualdade acima, temos que

T δ
k (w0, w1, . . . , wk)− T δ

k (v0, v1, . . . , vk) = −
∫ t

0

W (t− τ)B̃δ
k(x, τ) dτ. (2.47)

Procedendo de maneira análoga à demonstração da Proposição 1.1, podemos

reescrever a relação (2.47) da seguinte maneira,
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T δ
k (w0, w1, . . . , wk)− T δ

k (v0, v1, . . . , vk)

=+i

∞∑
j=1

ij

j!
tjψ(t)

∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞
ψ

(
λ− n3

) (
λ− n3

)j−1 ̂̃Bδ
k(n, λ) dλ (2.48)

+iψ(t)
∑

n∈ ŻZ

einx

∫ ∞

−∞

(1− ψ) (λ− n3)

λ− n3
eitλ̂̃Bδ

k(n, λ) dλ (2.49)

−iψ(t)
∑

n∈ ŻZ

ei(nx+n3t)
∫ ∞

−∞

(1− ψ) (λ− n3)

λ− n3

̂̃Bδ
k(n, λ) dλ, (2.50)

onde a seguinte estimativa é satisfeita,

|||(2.48)|||Ys + |||(2.49)|||Ys + |||(2.50)|||Ys

≤ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

∣∣∣̂̃Bδ
k(n, τ)

∣∣∣
2

1 + |τ − n3| dτ




1/2

+C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣̂̃Bδ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2


1/2

.

Portanto, obtemos que é válida a seguinte estimativa

|||T δ
k (w0, w1, . . . , wk)− T δ

k (v0, v1, . . . , vk)|||Ys

≤ C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

∣∣∣̂̃Bδ
k(n, τ)

∣∣∣
2

1 + |τ − n3| dτ




1/2

(2.51)

+C




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣̂̃Bδ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2


1/2

. (2.52)

A seguir o nosso objetivo será obter estimativas para as relações (2.51) e

(2.52).

Devido a definição de B̃δ
k e a Proposição 2.3, temos que
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


∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

∣∣∣̂̃Bδ
k(n, τ)

∣∣∣
2

1 + |τ − n3| dτ




1/2

=




∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

∣∣∣∣∣
1
2

k∑
j=0

(
k

j

) [
∂x

(
ψδ(wk−j + vk−j) · ψδ(wj − vj)

)]b
(n, τ)

∣∣∣∣∣

2

1 + |τ − n3| dτ




1/2

≤ C

k∑
j=0




∑

n∈ ŻZ

|n|2s

∫

IR

∣∣∣∣
[
∂x

((
k
j

)
ψδ(wk−j + vk−j) · ψδ(wj − vj)

)]b
(n, τ)

∣∣∣∣
2

1 + |τ − n3| dτ




1/2

≤
k∑

j=0

Cδ1/12|||
(

k

j

)
ψδ(wk−j + vk−j)|||X s|||ψδ(wj − vj)|||X s

= Cδ1/12

k∑
j=0

(
k

j

)
|||ψδ(wk−j + vk−j)|||X s|||ψδ(wj − vj)|||X s .

Ainda pela definição de B̃δ
k e a Proposição 2.3, obtemos que




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣̂̃Bδ
k(n, τ)

∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2


1/2

=




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣∣∣
1
2

k∑
j=0

(
k

j

) [
∂x

(
ψδ(wk−j + vk−j) · ψδ(wj − vj)

)]b
(n, τ)

∣∣∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2


1/2

≤ C

k∑
j=0




∑

n∈ ŻZ

|n|2s




∫

IR

∣∣∣∣
[
∂x

((
k
j

)
ψδ(wk−j + vk−j) · ψδ(wj − vj)

)]b
(n, τ)

∣∣∣∣
1 + |τ − n3| dτ




2



1/2

≤
k∑

j=0

Cδ1/12|||
(

k

j

)
ψδ(wk−j + vk−j)|||X s|||ψδ(wj − vj)|||X s

≤ Cδ1/12

k∑
j=0

(
k

j

)
|||ψδ(wk−j + vk−j)|||X s|||ψδ(wj − vj)|||X s ,
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Portanto para quaisquer w0, v0, w1, v1, . . . , wk, vk ∈ Ys e 0 < δ < 1, obtemos

que existe C > 0 de modo que

|||T δ
k (w0, w1, . . . , wk)− T δ

k (v0, v1, . . . , vk)|||Ys

≤ Cδ1/12

k∑
j=0

(
k

j

)
|||ψδ(wk−j + vk−j)|||X s|||ψδ(wj − vj)|||X s .

Agora utilizando o Lema 2.1, aplicado com ε = 1
48

, temos que para cada

0 ≤ j ≤ k que

|||ψδ(wj + vj)|||X s ≤ δ−1/48|||wj + vj|||X s ,

e também que

|||ψδ(wj − vj)|||X s ≤ δ−1/48|||wj − vj|||X s .

Devido as relações acima e o fato que ||| · |||X s ≤ ||| · |||Ys , obtemos então

para cada 0 < δ < 1 fixo, que existe uma constante C > 0, de modo que a seguinte

desigualdade é satisfeita

|||T δ
k (w0, w1, . . . , wk)− T δ

k (v0, v1, . . . , vk)|||Ys

≤ Cδ1/24

k∑
j=0

(
k

j

)
|||wk−j + vk−j|||Ys|||wj − vj|||Ys ,

para quaisquer w0, v0, w1, v1, . . . , wk, vk ∈ Ys, desse modo concluindo a demonstra-

ção da Proposição 1.2.
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