UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

CLASSIFICACAO DAS HIPERSUPERFICIES
LORENTZIANAS DE R} PARA R}

Claudia Evelyn Escobar Montecino

Orientador: Prof. Dr. Guillermo Antonio Lobos Villagra

Sdo Carlos - SP
2015



UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DE TECNOLOGIA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

CLASSIFICACAO DAS HIPERSUPERFICIES
LORENTZIANAS DE R} PARA R}

Claudia Evelyn Escobar Montecino

Dissertacao apresentada ao PPG-M
da UFSCar como parte dos requisi-
tos para obtencao do titulo de Mes-

tre em Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Guillermo Antonio Lobos Villagra

Sao Carlos - SP
2015



Ficha catalografica elaborada pelo DePT da Biblioteca Comunitaria UFSCar

Processamento Técnico
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

M773c

Escobar Montecino, Claudia Evelyn
Classificagdo das hipersuperficies lorentzianas de
Rnl PARA Rnl+l / Claudia Evelyn Escobar Montecino. --
Sdo Carlos : UFSCar, 2016.
55 p.

Dissertacdo (Mestrado) -- Universidade Federal de
Sdo Carlos, 2015.

1. Geometria. 2. Geometria Diferencial. 3. Semi-
riemanniana. 4. Lorentziana. 5. Isometrias. I. Titulo.




UNIVERSIDADE FEDERAL DE SAO CARLOS

Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia
Programa de P6s-Graduagdo em Matematica

Folha de Aprovagéao

Assinaturas dos membros da comissdo examinadora que avaliou e aprovou a Defesa de Dissertagdo de Mestrado da
candidata Claudia Evelyn Escobar Montecino, realizada em 16/12/2015:

) -
5

Prof. Dr. Guillelmo Anitonio Labos Villagra

UFSCar

\

N A ’ A ‘
.‘A?{"': e =iy f i

Prof. Dr. Alexandre Lymberopoulos
USP

e N

Profa.\Dra. Barbara Corominas Valério
SP

W



Ao nosso futuro, meus anjinhos sorridentes que alegraram o meu processo de

formacao: Ignacio, Titina, Vale, Guilherme, Gatita e Javier.

1l



Agradecimentos

Agradeco a Deus por me dar forca, valentia e companhia todos esses anos.

Agradego aos meus avos (in memoriam) Papi-Javier e Mamaria, pois eles me
acompanharam dos meus primeiros passos para escolinha, até a universidade. E
foram como pais para mim e os meus irmaos em momentos dificeis.

Agradeco a minha familia, a minha mae Olga, por sempre ter me apoiado e
lutado por todos noés. Ao meu pai Juan, pelo apoio e valores entregados. Aos meus
irmaos Ana e Rodrigo pelo apoio e carinho.

Agradeco ao meu esposo Caio, por estar do meu lado sem importar os obstaculos
e me ajudar a nunca desistir, e por termos construido o nosso sonho juntos.

Agradeco ao professor Sergio Vega, que foi o primeiro que me incentivou a tomar
o caminho da mateméatica. Ao professor Sergio Plaza (in memoriam), por ser minha
inspiracao no caminho da geometria, pela dedicagao e compromisso comigo até seus
ultimos dias. E por ter compartilhado comigo, os fractais.

Agradeco ao professor Rafael Labarca, pelo apoio e sadbios conselhos. Aos pro-
fessores que talvez sem saber marcaram minha carrera com suas palavras: Enrrique
Reyes, Hernan Henrriquez, Guillermo Palma, Ruy Tojeiro e Cezar Kondo.

Agradeco ao meu orientador Guillermo Lobos, pelo apoio desde minha chegada
ao Brasil e pela infinita paciéncia para me ensinar e compreender em momentos
dificies.

Agradeco aos meus amigos Malu, Talitha, Gabriel e Thays pela forca para con-
cluir este trabalho.

Agradego a todos os professores, funcionarios da Universidade de Santiago do
Chile e da Universidade Federal de Sao Carlos.

Agradeco a todos que me conhecem, e que as vezes com uma palavra me fizeram
sentir acolhida aqui no Brasil, em especial & familia do Caio e a Katherine Coaguila.

Agradeco a CAPES, pelo apoio financeiro.

iv



“Nao se preocupem com 0s vossos problemas com a matemadtica. Posso
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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos um resultado de classificacao das hipersuperfi-
cies isométricas entre espagos de Lorentz-Minkowski devida a L. K. Graves [5], o
qual generaliza um teorema classico de Hartman e Nirenberg [7], em que foram
classificadas as hipersuperficies isométricas entre espacos euclidianos. A técnica que
usamos na classificacao dessas hipersuperficies é estudar primeiro a completitude da
folheacao de nulidade relativa e dividir a demonstracao em dois casos dependendo

da folheagao ser degenerada ou nao degenerada.
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Abstract

In this dissertation we present a result of classification of isometric hypersurfa-
ces between Lorentz-Minkowski spaces due to L. K. Graves [5], which generalizes a
classic theorem of Hartman and Nirenberg |7|, where hypersurfaces were classified
among Euclidean spaces. The technique we use in this classification of hypersurfaces
is to first study the completeness of the relative nullity foliation, and split the de-

monstration in two cases depending of the foliation be degenerate or not degenerate.
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Introducao

Nesta dissertacao exporemos uma classificacao das hipersuperficies Lorentzianas
entre R} e R7™ seguindo o artigo “ Codimension one isometric immersions between
Lorentz Spaces” de L.K. Graves [5].

No capitulo 1, apresentaremos o espaco de Lorentz-Minkowski, com algumas
propriedades dos seus elementos. Enunciaremos as formulas de Gauss e Weingar-
ten, bem como as equacoes de Gauss e Codazzi para hipersuperficies Lorentzianas.
Falaremos de curvas no espaco de Lorentz-Minkowski de dimensao 3, para depois
definir as b-scroll junto com outros exemplos de hipersuperficies Lorentzianas, que
serao necessarias para o objetivo deste trabalho.

No capitulo 2, a partir do espaco de nulidade relativa, definiremos a distribuicao
de nulidade relativa e provaremos que é totalmente geodésica e completa sobre certo
conjunto de RY.

E por dltimo, no capitulo 3 apresentaremos um resultado que generaliza o Teo-

rema de Hartman e Nierenberg.

Teorema de Hartman e Nierenbeg. Seja f : R" — R™™ wma hipersuperficie

1sométrica, entao a menos de isometrias ela pode se escrever da sequinte forma
idxc:R" ' xR = R*" ! x R?

em que ¢ : R' — R? ¢ uma curva unitdria no plano Euclidiano, e id : R™™1 — R"!
¢ a fungao identidade.[7]

Dito resultado serd provado em duas partes, segundo se o espaco de nulidade

relativa ¢ nao degenerado ou degenerado.

X



Teorema 1. Seja f : R} — RI uma hipersuperficie isométrica, entdo a menos

de isometrias de R} temos que
(a) se o espago de nulidade relativa é nao degenerado, entdo

i =ddxc:R" xRl - R x R? comc: Rl — R? uma curva
1 1 1 1
unitdria de tipo tempo, e id : R"™' — R"™! a funcdo identidade; ou
i) =ddxc: RV xR = R x R?, com ¢ : R' — R? uma curva
1 1
unitdria no plano Euclidiano, e id : R?™" — RY™" a fungdo identidade.

(b) E se o espago de nulidade relativa é degenerado, entio

f=idxg:R"? xR} = R"?x R2, com g:R: — R} uma b-scroll e
id : R — R"2 a funcéo identidade.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo definiremos o espaco de Lorentz-Minkowski de dimensao n e apre-
sentaremos algumas propriedades dos seus elementos e subespacos. Provaremos al-
guns resultados para curvas no grupo das transformagoes Lorentzianas, que serao uti-
lizados para definir os referenciais e as curvas nulas no espaco de Lorentz-Minkowski
de dimensao 3. Exporemos algumas féormulas e equacoes fundamentais de geometria
para o caso de hipersuperficies Lorentzinas. E finalizaremos com alguns exemplos

de hipersuperficies Lorentzianas de dimensao n.

1.1 Espaco de Lorentz-Minkowski

Para esta dissertacao, sejam M uma variedade diferenciavel, p um ponto em M,

e os seguintes conjuntos sobre M:
e X(M): todos os campos vetoriais diferenciaveis sobre M.
e F(M): todas as fungoes reais diferenciaveis definidas em M.
e T,M: todos os vetores tangentes a M em p.

Como X(M) é um moédulo sobre F(M) e T,,M é um moédulo sobre R, poderemos

definir sobre eles um tensor.



Definicao 1.1.1. Seja V um espago vetorial real de dimnesao finita. Se V é um
modulo sobre o corpo K, a func¢ao bilinear g : V xV — K é um tensor do tipo (0, 2)
(Na notagao: tipo (0,2), o 0 corresponde a quantidade de vezes em que aparece o
fator dual de V', V*, e o 2 corresponde a quatidade de vezes que aparece o fator V'
no dominio da funcao g ).

O tensor do tipo (0,2) sobre o §(M)-modulo X(M) é um campo tensorial sobre
M.

Definicao 1.1.2. A forma bilinear simétrica g : V xV — R é

e definida positiva (negativa) se v # 0 implica que g(v,v) > 0 (g(v,v) < 0) para
todo v € V,

e semidefinida positiva (negativa) se g(v,v) > 0 (g(v,v) < 0) para todo v € V|
e ndao degenerada se g(u,v) = 0 para todo u € V implica que v = 0.

Se g é definida (semidefinida) positiva ou negativa entdo ela é definida (semi-
definida). Por outro lado, se g é definida entdo ela também é semidefinida e néo

degenerada.

Definicao 1.1.3. O indice i de uma forma bilinear simétrica g sobre V' é o maior
inteiro que ¢ dimensao de um subespaco W C V, tal que gl é definida negativa.
Uma métrica g sobre uma variedade M é um campo tensorial nao degenerado

do tipo (0,2) sobre M de indice constante.

Consideremos R"™ o espaco vetorial real de dimensao n com a base canonica

dada por {eg,€1,...,e,-1}. Seja (,) a métrica sobre R" de indice 1, com a matriz
associada:
(eo,e0) | {eo,€1) ... (€o,en_1) —11]0
o <€1,.60> (e1,€1) | _ 0 1 | 0 |
(en_.l, €o) (€n_1,€n_1) O 0 1
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(,) € a métrica Lorentziana sobre R", e (R",(,)) é o espago de Lorentz-Minkowski
de dimensao n o qual denotaremos por RY. O subindice 1 na notacao anterior

corresponde ao indice da meétrica.
Defini¢ao 1.1.4. Um vetor v € T,R} ~ R} ¢é
e do tipo espago se (v,v) >0 ou v =0,
e do tipo luz (ou vetor nulo) se (v,v) =0 com v # 0,
e do tipo tempo se (v,v) <0,
e um vetor unitdrio se |(v,v)| = 1.

Dado U subespago de RY, consideremos a métrica induzida (, )y
<U,U>U = <U,U>; u,v € U.

A métrica sobre U se classifica em um dos seguintes tipos (ver [10] pg. 140.):
(i) a métrica é definida positiva e U é do tipo espago,
(ii) a métrica tem indice 1 e U é do tipo tempo,
(iii) a métrica ¢ degenerada e U ¢ do tipo luz.

Cabe destacar que o conjunto de todos os vetores do tipo luz é o cone de luz e
a categoria em que um vetor (subespaco) se encontra é o cardter causal do vetor
(subespaco).

Seja U+ & o conjunto complemento ortogonal de U, ou seja, Ut = {v € V :
(u,v) = 0 para todo u € U}, notemos que esse complemento ortogonal é diferente
do complemento ortogonal conhecido proveniente do produto interno usual do R",
pois nesse caso por exemplo (eq + e1,e9 + €1) = 0, ou seja ey + e; é ortogonal
a si mesmo, o que nao ocorre com o produto interno usual em R". Com esse
exemplo podemos entender melhor que um subespaco U de V é disjunto do seu
complemento ortogonal U™, s6 no caso em que U & um subespaco nio degenerado
de V. Como nesta dissertacao trabalharemos com métricas tanto degeneradas como

nao degeneradas, s6 poderemos afirmar para qualquer subespaco que:



Lema 1.1.1. Se U € subespago de V', entao
(i) dimU + dimU* = dimV.

(i) (U =U.
Demonstracao. Ver [10] pg.49. O

Lema 1.1.2. Um subespaco U de V € nao degenerado se e somente se V =U@ UL

Demonstracao. Ver [10] pg.49. O

1.2 Propriedades dos vetores de R} segundo o caré-

ter causal

Consideremos o espago RY, logo cada vetor unitario do tipo tempo z determina
uma decomposigdo ortogonal de R} [6]. Esta decomposi¢do, é formada por um
subespaco de dimensao n — 1, cujos elementos sao vetores do tipo espaco, e um
subespaco de dimensao 1 gerado por z. Assim, cada vetor x € R} pode se decompor

unicamente na forma

r=X+y; (zy)=0 e ycR"!

e como
(r,2) = (Az+4y,2)
= AMz2)+{y,2)
segue que A = —(x, z).



Por outro lado, notemos que

(x,x)y = Az4+y, \z+y)
= X{z,2) + (y,9)

Portanto,

se x é do tipo espaco = A< (y,v),
se z ¢ do tipo tempo = A\* > (y,7),

se x é do tipo luz = \?

|
=
<

Desta decomposi¢ao derivam as seguintes propriedades para vetores em R7:

Proposicao 1.2.1. Seja z € R} um wvetor do tipo tempo e consideremos a de-
composicao de RY dada por z definida acima. Entao as seguintes afirmagoes sao

verdadeiras:
(a) dois vetores do tipo tempo nunca sao ortogonais,
(b) um vetor do tipo tempo nunca € ortogonal a um vetor do tipo luz,

(c¢) dois vetores do tipo luz sao ortogonais se e somente se sao linearmente depen-

dentes,

(d) o complemento ortogonal de um wvetor do tipo luz é um subespago de R"™ de
dimensao n — 1 em que o produto interno é semidefinido positivo e de posto

n—2.
Demonstragao.

(a) Seja z; outro vetor do tipo tempo, entdo
21 = Az +y com (y,z) =0,

assim A? > (y,y) > 0 pois z; é do tipo tempo e y é do tipo espaco.



Logo

<Z, Zl> = )‘<Z7Z> + <Zvy>
= Xz,2)
= —A#0.

Portanto, z e z; nao sao ortogonais. Logo dois vetores do tipo tempo nao
)
podem ser ortogonais.

Seja [ = Az + y um vetor do tipo luz com (z,y) = 0.

Entao

M = (y,y) >0,

pois [ é do tipo luz e y do tipo espago, logo

(z,) = Mz, 2)+ (y,2)
= Xz,2)
= —A#0.

Portanto, um vetor do tipo luz e um do tipo tempo nunca sao ortogonais.

(=) Sejam I} = Az + y; e ly = Aoz + yo dois vetores do tipo luz ortogonais,

isto é

0 - <l1,l2>
= MA(z,2) + (Y1, 92)
= —MA+ <y1,yz>.

Mas, como I; e I sdo do tipo luz, segue que (y1, 1) (y2, y2) = AiA; = (y1, 42)%.

E como y; e ys estao contidos no complemento ortogonal de z, espaco em que

o produto interno ¢ definido positivo, segue que o angulo entre y; e y, é 0, logo



Y1 € Yo sao linearmente dependentes e portanto [, e [; também sao linearmente

dependentes.
(<) Sejam dois vetores do tipo luz [} = Az + y e 5 linearmente dependentes,

entao existe k € R tal que

(I, 1) = k{lh,l1) =k-0=

Portanto, [, e [ sao ortogonais.

(d) Seja [ um vetor do tipo luz e E o complemento ortogonal de [.

Da parte (b) segue que E nao contém vetores do tipo tempo. Entao o produto

interno em E é semidefinido positivo.

Desta ultima afirmacao segue que existe y; # 0 em E tal que (y;1,y) = 0 para

todo y € E, em particular (y;,y;) = 0.

Logo, (y1,l) = 0 pois y; € E, que é complemento ortogonal de [. Portanto
como y; e [ sao do tipo luz, da parte (¢) segue que y; = kl para algum k € R,
o que implica que o espaco nulo de E ¢é gerado por [, logo tem dimensao 1,

portanto a métrica no complemento ortogonal E de [ tem posto n — 2.
OJ

Como consequéncia da Proposicao 1.2.1, um subespago de R} s6 pode tomar

uma de trés formas citadas no Teorema a seguir.

Teorema 1.2.1. Seja P um subespago de dimensao k de RY. Entao uma das se-

guintes afirmacoes para P € verdadeira
(i) P=REF e (,)|p ¢ nio degenerado;

(ii) P=RF, e (,)|p € nao degenerado;



(iii) {,)|p € degenerado, e (56 neste caso) P = RF"' @ Span{l} onde (I,1) =0 el

¢ ortogonal a R*1,

1.3 Grupo das transformacgoes Lorentzianas.

Seja O(1,n — 1) o subgrupo de GL(n,R) que consiste das transformagoes que

preservam a métrica Lorentziana. Em termos de matrizes escrevemos
O(1,n—1)={U € GL(n,R) : USUT = S}

em que UT denota a trasposta de U.

Defini¢ao 1.3.1. O(1,n — 1) é o grupo das tranformagoes Lorentzianas sobre R".

Definicao 1.3.2. Um referencial é uma base ordenada para RY.

Observacao 1.3.1. Consideremos a base candnica de R", {eg,e€1,...,e,_1} como

nosso referencial padrao.

Definicao 1.3.3. Um referencial ortonormal para R} é a imagem do referencial

padrao sobre uma tranformacao Lorentziana.

O subgrupo SO*(1,n—1) de O(1,n—1) cujos elementos U satisfazem det U = 1
e (Ueg, €9) < —1, & a componente identidade de O(1,n — 1) (componente conexa do

grupo O(1,n — 1) que contém a identidade do grupo).
Definicao 1.3.4. SO*(1,n—1) é o grupo das tranformacoes Lorentzianas proprias.

Seja o(1,n — 1) o conjunto das matrizes Y de n x n que satisfaz SY?S = —Y.

Este conjunto é a algebra de Lie de SO (1,n —1) e cada elemento dele tem a forma

0|z
)

em que v € R"!' e K é uma matriz antissimétrica de (n — 1) x (n — 1).

8



Lema 1.3.1. Seja U(s) uma curva em O(1,n — 1). Entao

aUu du”™

—SUT +US— =0.

ds + ds
Demonstragio. Seja U(s) uma curva em O(1,n — 1), entdo USUT = S. Logo,
derivando esta expressao, usando a regra do produto e lembrando que S é constante

temos

R T d nod
—oSUT +US—— = —(USUT) = =S =0.

Proposicao 1.3.1. Seja U(s) uma curva em GL(n,R). Entao U(s) é um elemento
de O(1,n—1) se e somente se U(sq) € O(1,n—1) para algum sy € R e U 'dU/ds €
o(1,n —1).

Demonstracao. Seja U(s) uma curva O(1,n — 1), entdo pelo Lema 1.3.1

T
%SUT = —US%
T
—UlC;—ZSUT = S—dgs
dU du”
18y T\—1
U s S_ds )" Ss
dU dU\"
~Ut— =S8 (Ut—) S
ds ( ds> ’

ou seja, U~ 'dU/ds € o(1,n — 1).
Além disso, em particular existe so € R tal que U(sg) € O(1,n — 1).
A reciproca ¢ direta, pois se V = U'dU/ds € o(1,n — 1) entdo SV'S = -V,
logo
dUu dU”

— SUT+US— =0
ds + ds ’



equivalentemente

d T
—(USUT) =0

_ds
 ds

o que implica que USUT = S + ¢ em que ¢ é uma constante, e como U(so) €
O(1,n — 1), segue que ¢ = 0. Portanto, U(s) € O(1,n — 1). O

1.4 Curvas nulas em R’

Vamos considerar curvas e referenciais no espag¢o de Lorentz-Minkowski de di-
mensao 3, para mais adiante definir um “tipo especial” de hipersuperficies Lorentzia-

nas em R, as b-scroll, que servirdo na classificacdo das hipersuperficies Lorentianas

entre R} e R}

Definicao 1.4.1. Um referencial nulo ¢ um trio ordenado de vetores a, b, c € R} tal
que a e b sdo vetores nulos que satisfaz (a,b) = —1, ¢ & um vetor unitario do tipo
espago ortogonal ao plano gerado por a e b, e a matriz formada por {a,b,c} tem

determinante 1 ou -1.

Observacao 1.4.1. Também podemos chamar de referencial nulo a matriz F for-
mada pelos vetores {a,b,c} tal que esses vetores verificam a Defini¢io 1.4.1. Ou

seja, se

ap by co
F:(a,b,c): aq b1 C1 (12)

as by c

10



¢ um referencial nulo, entao ele satisfaz as sequintes equacaoes:

(a,a) = —aj+ai+a3=0

(b,b) = —bt+bj+b5=0

(a,b) = —agby + a1by + asby = —
(c,e) = —cd+cd+ci=1

(a,¢) = —apco+ ajcy +asco =0
(b,c) = —boco+ bicy + bacy =0
detF' = =£1.

Proposicao 1.4.1. Para qualquer referencial nulo, existe um unico referencial or-

tonormal associado definido por

L(F) = (\}_(ajtb),%(a—b),c) . (1.3)

Demonstracao. Com efeito

<\/%(aib,c> = L {{a,¢) =} =0
(Glatb), Hlath)) = 3{la,a)+{a,b)+ (ba)+ (b))} = F1
(Zala+0), F5la—0)) = 3{la,a) = (a,b) + (ba) = (5,5)} =0
(c,e) = 1.
Logo, L(F) é de fato ortonormal. O

Definigao 1.4.2. Se L(F) € SO*(1,2), o referencial nulo F ¢ dito prdprio.

Definicao 1.4.3.

V22
i
_ 2
N=| 2 _£
0 0 1



é o referencial nulo padrao.

Observacao 1.4.2. O referencial ortonormal associado a N é

L(N) =

o O =
o = O
= o O

logo det L(N) = 1 e (L(N)eg,eq) = (eg,€0) = —1, o que implica que L(N) €
SO™(1,2), e assim N é um referencial nulo prdprio.

Lema 1.4.1. Se F ¢é um referencial nulo, entio L(F) = F - N~

Demonstracio. Notemos que N = N7}, logo

Qo b() Co \/75 \/75 0
F'N_l = aq bl C1 \/75 —\/75 0

as b2 Co 0 0 1
aojibo ao\;ibo o

— atby  a1=b
V2 V2 !
az+bs  az—bo c
V2 V2 2

_ atb a—b

- (.4

— L(F).

Proposicao 1.4.2. O conjunto de referenciais nulos proprios é precisamente a
classe lateral & direita de SO*(1,2) em GL(3,R) determinada por N.

Demonstracao. Segue do Lema 1.4.1, pois se F' é um referencial nulo préprio,
entdao L(F) € SO*(1,2). O
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Proposigao 1.4.3. Seja F(s) uma curva em GL(3,R) . Entio F(s) € SO*(1,2)-N
se e somente se F(sg) € SOT(1,2)- N para algum sy € R e F~'dF/ds tem a forma

com k; : R — R.

Definigao 1.4.4. Se a curva F(s) é um elemento de SO*(1,2) - N, entao F(s) ¢

uma curva referencial.

Observacao 1.4.3. Pela Proposi¢ao 1.4.3, se F(s) é uma curva referencial, entao

ela satisfaz

b k 0 k
IF Qg by Co 1 3
- = ap bl C1 0 — ]{?1 ]{?2
ds
ay by c ke ks 0O

aoky + coka  —boki + coks apks + boks
da db dc
—s 5 | = | aki+ciky —biky +ciks  aiks + bk
ds’ ds’ ds

CLQk’l + Cgk’g —52]{1 + Cgkg agk’g + bzkz

% = ki(s)a(s) + ka(s)c(s)
P ha(5)b(s) + ha(s)els) (1.4)
% = ks(s)a(s) + ka(s)b(s).
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Definigao 1.4.5. As Equacoes em (1.4) sdo as equacoes de Frenet para F(s).

Dado um referencial nulo proprio F' e um sistema (1.4), existe uma tnica curva

referencial F'(s) que satisfaz F'(0) = F' e que tem (1.4) como equagoes de Frenet.

Definicao 1.4.6. Seja I um aberto em R, uma curva nula em R? é uma curva

v : I — R? em que todos seus vetores tangentes sio do tipo luz.

Definicao 1.4.7. O conjunto de todos os vetores do tipo luz e do tipo tempo de

RY é o cone causal de RY.

Proposicao 1.4.4. Seja z(s) uma curva nula em R tal que x(0) = 0. Entdo a

imagem da curva estd cone causal de R3

Demonstracao. Como z(s) = (zo($), z1(s), z2(s)) é uma curva nula, entdo

dvg dry dup\ (deo dvy des\\ _ ) (doo)'_ (de)" (e’
ds " ds  ds ds " ds  ds ds ds ds
Também temos que z(0) = (20(0),21(0),22(0)) = (0,0,0) e podemos assumir
que dzo/ds > 0 (o caso dxy/ds < 0 é anédlogo, e o caso dzy/ds = 0 nao se tem, pois
se dxg/ds = 0 entdo dx/ds = 0).

Seja 7(s) a projegao da curva x(s) sobre o plano Euclidiano gerado por {ej, es}.

Entao a longitude de arco desde 7(0) até 7(s) é

1/2
s . s d$1 2 dl’g 2
N R ((E) (%)) @
= /%dU—xo s)

Notemos que esta deve ser maior ou igual a longitude de arco do segmento de
linha de 7(0) até 7(s).

ar
du

=V (@1(9)) + (22())2 = I7(s)]| < wo(s) = (21())* + (w2(5))* < (wo(s))*.

Portanto x(s) estd no cone causal de RS, O
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Definig¢ao 1.4.8. Um referencial para uma curva nula x(s) é uma curva referencial
F(s) = (a(s),b(s),c(s)) tal que dx/ds é um escalar positivo miltiplo de a(s), ou
seja, dx/ds = ko(s)a(s) com koy(s) > 0.

Observacao 1.4.4. Os referenciais para curvas nulas nao sao unicos, por exemplo
se (a(s),b(s),c(s)) € o referencial de uma curva x(s) dada, (1/2a(s),2b(s),c(s))
também é referencial de x(s). Portanto, o referencial e a curva tem que ser dados

Juntos.

Defini¢ao 1.4.9. Chamaremos a curva nula z(s) com seu referencial F(s) de curva

nula referencial (x, F).

Observacao 1.4.5. Se (z,F) é uma curva nula referencial, entdo se verificam as

equagoes de Frenelt mais a dllima equacdo dada para a curva x(s). Ou seja

dx
= = ko(s)a(s); ko(s) >0
d
d—z = ka(s)als) + ka(s)c(s)
db
e —k1(s)b(s) + ks(s)c(s) (1.5)
dc
il ks(s)a(s) + ka(s)b(s).
s
Dados um ponto y, um referencial nulo proprio F e funcgées k;(s) (i =0,...,3)

com ko(s) > 0, existe uma unica curva nula referencial (z, F) que satisfaz x(0) =y
, F(0) = F e que verifica (1.5) com F(s) = (a(s),b(s),c(s)).

Exemplo 1.4.1. Curva nula referencial.
Usando as coordenadas com respeito a base candnica de RS, definamos (x, F) como

seque



Entao

Z—i = (45* +1,45* —1,4s)
% = (8s,8s,4)

% = (0,0,0)

% _ (=2,-2,0)

Portanto kg =1, k1 =0, ke = —4 e k3 = 0, logo notemos que

dx

= = als)
% —  —dc(s)
@ _ g
% — Oa(s) — 4b(s)

Se reordenamos, vemos que

do 0 ko 0\ [a
& 0 ks 0/ \b

Assim, podemos considerar a como a tangente, ¢ a normal e b a binormal da

curva x e obtemos uma analogia as equacoes de Frenet para curvas em R?.

Definicao 1.4.10. Uma curva referencial de Cartan é uma curva nula referencial

(x, F) cujas equagoes de Frenet satisfazem (1.6) com dz/ds = a(s)

Observagao 1.4.6. (x, F') do Exemplo 1.4.1 € uma curva referencial de Cartan.
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1.5 Formulas e equacoes para hipersuperficies Lo-

rentzianas

Uma hipersuperficie M em R & uma hipersuperficie Lorentziana se o espaco
tangente a M em cada ponto de M herda a métrica Lorentziana de R}, Se
f: M — R}*" ¢ uma hipersuperficie isométrica, entdo f(M) é uma hipersuperfi-
cie Lorentziana em R}*' que pode ser simplesmente denotada por M. A métrica
Lorentziana sobre M, f(M) e R7™ serd denotada por (,) e o contexto resolvera
qualquer ambiguidade. Cada ponto de uma hipersuperficie Lorentziana M tem uma
vizinhanca em M sobre a qual é definido um campo vetorial, usualmente definido

por & consistindo de normais unitarias do tipo espaco.

Seja D a conexdo usual sobre R} A conexdo de Levi Civita V sobre M & dada

pela formula de Gauss
DxY =VxY + h(X,Y), (1.7)

em que X e Y sao campos vetoriais tangentes sobre M, e £ é um campo normal
unitario do tipo espaco (local) sobre M.

Em (1.7) h: X(M) x X(M) — §(M) ¢ a forma bilinear simétrica, dita segunda
forma fundamental. E associado a h temos o operador da sequnda forma fundamen-
tal (ou operador de Weingarten) A : X(M) — X(M), simétrico em relacdo & métrica

Lorentziana, definido por

Dx¢& = —-AcX, (1.8)
que também satisfaz
(A X,Y) = h(X,Y) (1.9)
e
(VxA)Y = (VyA)X, (1.10)
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em que (VxA)Y = Vx(AY) — A(VxY).
As equagoes (1.8) e (1.10) para o operador da segunda forma fundamental, sao

chamadas de formula de Weingarten e equacao de Codazzi respetivamente.
Por outro lado, o tensor curvatura R : X(M) x X(M) — X(M) é dado pela

segunda forma fundamental e pela equacao de Gauss
R(X,Y)=AX NAY
em que X AY denota o endomorfismo do espaco tangente definido por:
(XAY)Z =(ZY)X —(Z,X)Y.

Como nesta dissertacio estamos trabalhando com funcdes f : R? — R}, ou

seja M = RY, devemos considerar R = 0.

Definicao 1.5.1. Seja p € M, Ty(p) = ker A, = {v € T,M : (Av), = 0} & o espago

de nulidade relativa em p.

Observacao 1.5.1. Na defini¢cao anterior, omitimos o campo normal unitdrio £ pois
estamos trabalhando com hipersuperficies, ou seja, o campo normal tem dimensao

1, logo nao hd confusao em escrever A no lugar de Ae.

1.6 Exemplos de hipersuperficies Lorentzianas

Nesta secao apresentaremos trés exemplos de hipersuperficies Lorentzianas. Mais
adiante veremos que toda hipersuperficie Lorentziana entre R} e R pode se de-

compor unicamente utilizando esses trés exemplos.
Exemplo 1.6.1. M x R

Seja M uma variedade Riemanniana com métrica g e R é a reta real. Um vetor

tangente a M x R ¢ da forma (v,ad/0t) em que v é tangente a M e a € R. Logo

((v,a0/0t), (w,b0/0t)) = g(v,w) — ab
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¢ uma métrica Lorentziana sobre M x R. Ainda mais, se M C R}, entao M x R C
n+1
RY™.

Exemplo 1.6.2. Cilindros sobre curvas do tipo tempo

Seja c(t) uma curva do tipo tempo e velocidade unitaria em R3, e R a reta real
com a métrica usual (dt)® (definida positiva), e R denotando a reta real com a
métrica —(dt)? definida negativa. Entdo ¢ é uma hipersuperficie isométrica de R;

em R2, e se 0s produtos sdo produtos Riemannianos diretos,
cxid: R} x R— R} xR

define uma hipersuperficie isométrica: R? — R?.

Exemplo 1.6.3. b-scroll

Seja (x(s), F(s)) uma curva referencial de Cartan em R3}. A b-scroll de (z, F) é

parametrizado por f(s,u) = z(s) + ub(s). Entao

1+(0/0s) dx/ds + udb/ds = a(s) + uks(s)c(s)
f«(0/0u) = b(s)

Logo,

(£:(9/0s), 1.(0/0s)) =

(

(
(f:(0/0u), £.(0/0u)) = (b(s),b(s)) =0
(f:(0/0s), f(9/0u)) = (

Assim, a métrica em f(s,u) com respeito a base {f.(0/0s), f.(0/0u)} tem a

matriz
(uks(s))* —1
—1 0/
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E como esta matriz tem determinante -1, segue que a métrica é Lorentziana.
O seguinte teorema nos da uma relagao entre uma b-scroll e superficies Lorent-

zianas planas.

Teorema 1.6.1. Uma b-scroll € plana se e somente se ks(s) =0 para todo s.

Demonstracao. Se k3(s) = 0, entdo a métrica em f(s,u) tem a matriz

5 7)

em relacao a base {f.(9/0s), f«(0/0u)}.

Por outro lado, se consideremos em R} o referencial nulo dado pelos vetores
{(1/v2,-1/V?2),(1/v/2,1/V/2)}, entdo f define uma isometria local entre a b-scroll
e R?, portanto a b-scroll é plana.

Inversamente, se a b-scroll é plana, entao R = 0.

Logo

o 0\ 0
0 = R(%a‘)@
0 d\ 0
0 0 0 0 0 0
= <a’A$>aa—<%’Aa—u>Aa
0 0

- VuVs% - stu%

- V. (—uk3(s)2%)

0
_ 2
= hs(s) ou’

Portanto k3(s) = 0 para todo s. O

Observacao 1.6.1. A curva nula referencial do Exemplo 1.4.1 define uma b-scroll

plana.
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Assim, as b-scroll sao superficies Lorentzianas planas s6 no caso em que b é
paralela ao longo da curva c¢. Notemos também que ¢ é normal unitaria do tipo
espaco e é paralela ao longo de b, segue que f.(0/0u) = b(s) gera o espago de
nulidade relativa em cada ponto f(s,u) tal que ko(s) # 0 (ver (1.11) a continuagdo).

Uma curva referencial de Cartan em que b é paralelo ao longo da curva x é cha-
mado cubo nulo generalizado (CNG). Para entender a origem deste nome, lembremos

que as equagoes de Frenet para um CNG (z(s), F'(s)) satisfazem

dx da B

= a(s); 1s

db dc
A — = 0: _
ds

ka(s)e(s); =0 i k2(s)b(s) (1.11)

Se ka(s) = 1 para todo s, entdo a curva x(s) com condigoes iniciais z(0) = 0 e
F(0) = N pode ser calculada, pois b(s)=b(0). Logo obtemos ¢, a e x ao integrarmos

b, ¢ e a respetivamente, assim

o= (G5 ) )4

A curva anterior é chamada por Bonnor em [2| de cubo nulo. Dai deriva o nome
de cubo nulo generalizado para quando ks nao necessariamente é 1.
O exemplo 1.4.1 é um CNG, portanto o Teorema 1.6.1 implica que a b-scroll

parametrizada por

4 1 4 1
f(s,u) = (553 + s+ g 553 — s+ 5t 232)

define uma superficie Lorentziana plana em R} ((s,u) sdo coordenadas com res-
peito ao referencial nulo para R? tal que (9/0s,0/0s) = (0/0u,0/0u) = 0 e
(0/0s,0/0u) = —1. As coordenadas em R? sdo com respeito a base candnica orto-

normal).
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Capitulo 2

Completitude da folheacao de

nulidade relativa

Neste capitulo estudaremos o comportamento do espaco de nulidade relativa
num ponto, e destacaremos dois casos importantes, ou seja, quando o espaco de
nulidade relativa herda uma métrica ndo degenerada ou degenerada. A partir do
espaco de nulidade relativa, definiremos uma funcao T e provaremos que ela é uma
distribuicao totalmente geodésica e completa de certo conjunto em RY.

Sejam f : R? — R} uma hipersuperficie isométrica, p € R} e Ty(p) o espaco
de nulidade relativa em p. Como R = 0, da Equagdo de Gauss (1.7) segue que a

dimensao de Ty(p) é n — 1 ou n.
Definicao 2.0.1. p € R} é um ponto umbilico se dimTy(p) = n.

Cabe observar que o caso interessante de estudar sao os pontos p € R} em que
dimTy(p) = n — 1, por isso seja W o conjunto de todos os pontos ndo umbilicos em
RY.

W ={p € R} : p ndo é um ponto umbilico}.
Proposigao 2.0.1. W € um subconjunto aberto de RY.

Demonstragao. Basta notar que W = {p € R} : A # 0}. O
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Observacao 2.0.2. Seja p € W. Entio To(p) € um subespaco de dimensio n — 1
de T,RY =~ RY. Portanto pelo Teorema 1.2.1, s6 uma das sequintes afirmacoes é

verdadeira

(1) To(p) € um subespago Lorentziano de dimensio n —1 e a métrica herdada por

To(p) € nao degenerada.

(i1) To(p) € um subespago Fuclidiano de dimensao n — 1 e a métrica herdada por

To(p) € nao degenerada.

(11i) To(p) ~ E® Span{l} em que E é um subespa¢o FEuclidiano de dimensdo n—2,
[ é um vetor do tipo luz, (y,l) = 0 para todo y € E e a méltrica herdada por
To(p) € degenerada.

Definicao 2.0.2. Diremos que o espago de nulidade relativa é degenerado ou nao

degenerado se a métrica por ele herdada é degenerada ou nao degenerada.
Teorema 2.0.2. Seja p € W. As sequintes afirmagoes sao equivalentes
(i) To(p) € degenerado.
(ii) A imagem de A, é uma reta do tipo luz.
(111) AZ = 0.
Demonstracao.
(i)=-(ii) Sabemos que Ty(p) é um subespaco de dimensao n — 1 de RY, logo existe 7 tal

que RY = Ty(p) @ Span{n}, com An # 0 (pois p € W).

Por outro lado Ty(p) é degenerado o que implica que Ty(p) = E & Span{l}.
Assim RY = E @ Span{l} @ Span{n}. (pela Observacao 2.0.2).

n—2
Entao, se y € RY, y = Zaiei + 0l + cn.

i=1

n—2

= Ay = Z a;Ae; + bAl + cAn = cAn.

=1
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(ii)=> (i)

(i) = (i)

Portanto ImA, = Span{An}.

Notemos que

(An,e;) = (n, Ae;) =0

{(An, 1) = (n, Al) = 0
n—2
Logo, An é ortogonal a F e a l. Mas An ¢ E, pois se An = Zajej entao
0 = (An, e;) = a; para todo i, o que contradiz o fato de An # 0.]':1
Assim {ey, ..., e,_2, An} geram o complemento ortogonal do vetor do tipo luz

.
Pela Proposigao 1.2.1 (d), o produto interno em E @ Span{An} é semidefinido

positivo e tem posto n — 2, portanto An é do tipo luz. Logo, pela Proposi-
¢ao 1.2.1 (c¢), [ e An sao linearmente dependentes, de modo que Span{l} =
Span{An} = ImA,.

Sejay € RY, y #0 = Ayy ¢é do tipo luz.

= 0= (A, Apy) = (A%y, y)

Como y é arbitrario, segue que Af, = 0.

Se A2 =0 = ImA, esta em T,(0)

Como na prova de (i) = (i) podemos provar que existe n € R} tal que
ImA, = Span{An} em que An # 0.

Se y € To(p) = (y, An) = (Ay,n) = 0.
Portanto (y, An) # 0 para todo y € Ty(p) e como An € Ty(p) é diferente de

zero, segue que Ty(p) é degenerado.

OJ

Seja G o subconjunto de W definido por G = {p € W : Ty(p) é ndo degenerado}

Corolario 2.0.1. G ¢ um subconjunto aberto de W, e portanto de RY.
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Demonstragao. Pelo Teorema 2.0.2 G = {p € W : A? # 0} O

2.1 A distribuicao de nulidade relativa

Uma folhagao de dimensao k£ de uma variedade diferenciavel M é uma decomposi-
¢ao em uma tnica unido disjunta de subvariedades conexas de dimensao k chamadas
de folhas. Os planos tangentes a essas folhas definem uma distribui¢do ou um campo
de k—planos. Este altimo é uma aplicacao m que associa a cada p € M um subes-
paco m, de dimensao k de T,M. Logo, uma subvariedade imersa F' C M ¢ dita
subvariedade integral de , se para todo p € I temos m, C T,,F".

Quando por cada ponto de M passa uma tinica subvariedade integral de dimensao
k, dizemos que m ¢ completamente integravel ou que m define uma folheacao de
dimensao k de M. Neste caso as subvariedades integrais conexas e maximais pela
ordem de inclusao serao as folhas da folheagao.

Notemos que a decomposicao da variedade define a distribuicao, ou a distri-
buicao pode definir a decomposicao, logo podemos chamar de folheacao & mesma

distribuigao.

Definicao 2.1.1. Uma distribuicdo de posto k em uma variedade diferenciavel M
¢ uma correspondéncia m que associa a cada ponto p € M um subespaco vetorial
7(p), de dimensao k, de T,M.

Decorre da definicao anterior que para qualquer ponto p € M, existe um aberto

U C M e k campos vetoriais X1, Xo, ..., X} definidos em U tais que

m(q) = Span{ X1(q), X2(q), ..., Xi(q)} (2.1)

para todo ¢ em U. Diremos que uma distribuicad m é diferenciavel se é possivel esco-
lher campos vetoriais X7, ..., Xy € X(U), que satisfazem (2.1) em uma vizinhanga
U de cada ponto p € M.

Definicao 2.1.2. Uma folheagcao de um subconjunto aberto de uma variedade é

uma distribuicao diferenciavel e integravel sobre o subconjunto. Uma distribuigao
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diferenciavel, em particular, uma folheagao é totalmente geodésica se VxY pertence

a imagem da distribuicao, cada vez que X e Y pertencem a mesma.

Observacao 2.1.1. Lembremos que o transporte paralelo ao longo de curvas cu-
jos wvetores tangentes pertencem a imagem de uma folheacao totalmente geodésica

preserva a folheacao.

Teorema 2.1.1. (Frobenius) Seja m um campo de k-planos de classe C" (r > 1) em

M. As sequintes afirmagoes sao equivalentes
(i) m € completamente integrdvel.

(i) Dados dois campos C" X, Y definidos num aberto U C M, tais que para todo
pe U, X(p), Y(p) € n(p), entao [X,Y](p) € w(p). Para abreviar diremos que

X eY sao tangentes a .

(11i) Para cada py € M existem uma vizinhanca U de py e um difeomorfismo C”
f:U—= (=1,1)", f=(f, -, fn), tal que os subconjuntos de U definidos
por Fy={qeU: fi(¢) = fi(p),j =k+1,...,n} sao subvariedades integrais
de .

Demonstracao. Ver [3] pg.15. O

Definicao 2.1.3. As subvariedades integrais conexas maximais dadas pela folheacao

segundo o Teorema 2.1.1 de Frobenius serao chamadas de folhas da folheacao.

Definicao 2.1.4. Uma folheagao totalmente geodésica é completa se qualquer ge-
odésica com parametro afim, pode ser estendida a todos os valores de parametro e

ainda se encontrar na folha da folheacao.

Definicao 2.1.5. Sobre W definimos a distribuicao de nulidade relativa de dimensao

n — 1, como sendo Ty : p — Ty(p).

Nosso objetivo sera provar que T é uma folheacao totalmente geodésica completa
de WW. Paraisto, primeiro provaremos que Ty|¢ é uma folheacao totalmente geodésica

completa de G (seguindo 9], que é uma adaptagao de [1] e [4]). Depois mostraremos
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que W\ G é aberto em W e posteriormente que 7|y € uma folheagao totalmente
geodésica completa de W \ G. E finalmente concluiremos que G = () ou G = W,

assim Ty é uma folheagao totalmente geodésica de W.

2.2 Caso nao degenerado

Nesta se¢ao, consideremos a restricao da distribuicao de nulidade relativa a G,
que corresponde aos pontos onde Ty(p) é ndo degenerado. Portanto, para cadap € G
To(p) & um subespago de dimensao n — 1 Lorentziano ou Euclidiano de RY, e existe
um complemento ortogonal unicamente determinado para Ty(p) em RY, que sera

denotado por T5-(p) (0 que ndo necessariamente ocorre se Ty(p) é degenerado).

R} = Ty(p) @ Ty (p)

Proposicao 2.2.1. TOL(p) ¢ um autoespaco nao trivial para A,

Demonstragio. Pelo Lema 1.1.1 dimTy"(p) = 1, logo existe z, # 0 tal que
Span{zy} = Ti-(p).

Como Ty(p) é do tipo espaco ou tempo, T3 (p) ¢ do tipo tempo ou espaco respecti-

vamente. Logo,

(2p; 2p) # 0.

Por outro lado se y € Ty(p),

0= (2, Apy) = (Apzp, Y),

assim A,z, € Ty (p) e portanto existe A(p) tal que A,2, = A(p)z),.
Como A(p) nio depende de z, segue que T; (p) é um autoespaco nio trivial de

A OJ

p-
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Observacgao 2.2.1. Jd que a fung¢ao \(p) € um autovalor nao nulo de A, para cada

p € G, a funcao \ € diferencidvel.

Proposicao 2.2.2. T ¢ TOL sao distribuigoes diferencidveis sobre G.

Demonstracao. Sejam py € G, {X,..., X, 1} uma base de Ty(py) e {X,,} uma
base de T3 (po).

Considere

Y, = (A=-A)X; 1<i<n-1
Y, = AX,.

em que I denota a transformacao identidade.

Em pg temos V; = —=AX; paral <i<n—1eY, = \X,.

Assim, Y7,...,Y, sao linearmente independentes em py e portanto numa vizi-
nhanca U de py.

Logo, em cada ponto de U temos

AY;
(A— DY,

AA-ANNX;=0; 1<i<n-—1
(A—XNAX, = A’X,, — AAX,, = 0.

Portanto Y7,...,Y,_1 €TyeY, € TOL7 logo {Y1,...,Y,_1} é uma base para Ty, e Y,

& uma base para Tjy-. Ou seja, Ty e Ty sio diferenciaveis. O

Proposicao 2.2.3. T ¢ integrdvel.

Demonstragao. Pelo Teorema de Frobenius 2.1.1, basta provar que se para todo
p e G, X(p), Y(p) € To(p), tem-se [X,Y](p) € To(p).
Com efeito, pela Equacgao de Codazzi (1.10) temos que

(VxA)Y = (VyA)X



Mas AY = AX = 0 pois X(p),Y(p) € Ty(p) para todo p € G. Logo A(VxY) =
A(VyX).

Portanto [X,Y](p) € To(p) para todo p € G. O
Proposicao 2.2.4. T ¢ folheacao totalmente geodésica de G.

Demonstracgao. Se temos X, Y dois campos vetoriais pertencentes a Tj, queremos
provar que VxY pertence também a Tj. Para isto, se Z é um campo vetorial

pertencente a TOL, basta provar que (VxY, Z) = 0.
Pela Equacao de Codazzi (1.10) temos que

Vi(AZ) — A(VxZ) = V2(AX) — AV, X). (2.2)

Se U é um vetor tangente, podemos decompor ele nas componentes Ty e TOL7
U=U+U".

Entio AU = AUy + AU+ = AU e (A= AU = AU - \U = \U- - Uy +U*) =
—AUjy. Usando isto para AZ e A(VzX) e substituindo em (2.2) obtemos

(XN)Z +M\VxZ —A(VxZ) = Vz(AX)—\NVzX)*t
(XN Z 4+ —(A=A)VxZ = Vz(AX)— X
(XNZ+ANVxZ)o = 0-AVzX)"

Tomando as componentes Ty e T, OL, como A # 0 segue

(XN Z+ANVzX)E = 0= (VzX)t=0. (2.4)
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Se Y é um campo vetorial arbitrario pertencente a Ty entao (Y, Z) = 0. Portanto,

0=X-(V,Z) = (VxZ,Y) + (VyY, Z) = (VY. Z).

Definigao 2.2.1. Dizemos que My(p) é a folha de Ty que passa pelo ponto p.

Da Proposicao 2.2.4 segue que My(p) é uma parte de um hiperplano, pois estamos
num espaco de Lorentz-Minkowski com a conexao plana.

Para mostrar que Ty ¢ uma folheacao completa de GG, consideremos uma, curva p;
com parametro afim 0 <t < b, comegando num ponto py € G e contida em M;(py).
Como R7Y é completo, p; pode ser estendida indefinidamente em R7Y, entao basta
provarmos que p; € My(p) para todo t.

Seja y um ponto da geodésica y = p;, onde 0 < t; < b. Seja X uma extensao
do campo vetorial tangente p; para um 7;— campo numa vizinhanga de y em RY
(To— campo quer dizer que AX = 0). Se Z; é um T3 campo ao longo de p;, seja
Z uma extensao de Z; a um TOL— campo numa vizinhanca de y em RY. Definimos
P:Tyx Ty — Tg, sendo P(X,Z) = (V,X)*, numa vizinhanca V de y.

Lema 2.2.1. Eniste um campo vetorial Z; ao longo de p; para 0 < t < b tal que
Z, € Ty (py) € ViZy = P(X, Zy) para 0 < t < b.

Demonstragao. Suponha que Z; ¢ uma solugao da equagao diferencial V) Z; =
V.Z; = P,,(py, Z;) ao longo de p; satisfazendo uma T;- condicdo inicial em ¢ = 0.
Se y = p;, € um ponto sobre a geodésica, entao sejam X e Z extensoes de p; e

Z; perto de y. Entao, segue que sobre cada y na geodésica temos
VxZ =P(X,Z)
Portanto, da definicao de P temos
ViZ =Vx(P(X,2)) = Vx(VzX)" = (VxVzX)",
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pois X € Ty e T é totalmente geodésica.

Agora, ja que nao existe torsdo [ X, Z] = VxZ — VzX. Logo, obtemos
ViZ = (VzVxX)" + (Vo zX)t — (Vy,x X)) (2.5)

Como X € Ty, VxX € Tp, em particular (VxX), = (Vipi)y, =0
Logose Y € Ty,

(VZzVxX)Y), =2Z(VxX,Y), — (VxX),,VzY) =0.

O que implica que V;VxX € Ty, portanto (VzVxX)" = 0 ao longo da geodé-
sica.

Jaque X €Tye Z €Ty, VxZ €Ty (ver 2.3).

E portanto por definicao

(Vv zX)t = P(X,Vx2)
Finalmente,

(Vo xX)" = (Viw,x)eevex: X)*
(V(VZX)L‘X>L
= P(X,(VzX)h)

= P(X,P(X,2)).
Assim, ao longo da geodésica

(VXZ) = P(X,VxZ)—P(X,P(X,Z2))
= P(X,VxZ—P(X,Z))
= P(X,0)
=0

Agora, ja que P : Ty x TOL — TOL ¢ bilinear, a equagao diferencial V;Z; admite
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uma Unica solucao Z;, 0 < t < b, correspondente para qualquer condicao inicial
Zy € Ty (po). Tal solugao deve verificar V2Z, = 0.

Se 3 é um TOL— campo paralelo ao longo de p;, com 0 < t < b, entao para
qualquer funcdo diferenciavel ® : R — R, temos Z; = ®(t)3 e d*®/dt*> = 0. Portanto
O(t) = vt + B, em que

Zy= B3
73 = (tht)tzo = P(ﬁta Zt)|t:0 = P(ﬁOa 53)

J& que 3 pode ser estendida como um campo vetorial paralelo ao longo de p;
alem de t = b, o campo Z; = (vt + ()3 pode também ser estendido além de ¢ = b.
Se 0 <t < b, entdo Z, € T (p,). O

Lema 2.2.2. p, € W.

Demonstracao. Sejam Y; um campo vetorial paralelo ao longo de p;, tal que

Y, € To(py), € Z; do lema anterior

DIAZY) = (ViAZ).Y)

dt
= ((XNZ+MV:Z,),Yy)
= ((XN)Z+MVzX)"Y;) =0.

Ja que (AZ,,Y) = (Z,, AY}) = 0, segue que (AZ,,Y;) = 0 para todo t € [0,],
em particular para t = 0. Mas (AZ,Y),, = A(po)(Z,Y),, implica que (Zy, Yy) = 0,
pois A(po) # 0.

Assim, Yj é ortogonal a T;-(po) = Yy € To(po).

Portanto, o isomorfismo transporte paralelo aplica To(po) de dimensao n—1 sobre
To(py), logo dimTy(py) =n—1=p, € W. O

Lema 2.2.3. Se p, € W, entao existe ¢ > 0 tal que p, € My(po) para todo t €
0,0+ ¢).
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Demonstragao. Como Ty é paralelo ao longo da curva p; (Dy X = 0 para todo X
na imagem de Ty) podemos escolher campos vetoriais paralelos ortogonais Y;' com

1=1,...,n—1 tal que
TO(pt) = Span{Yf, - 7Y7§—1}7

e estender paralelamente esses campos em R} para todo ¢. Assim Span{Y{,...,Y! |}
é um subespaco, de dimensao n — 1, de RY.

Mais ainda
AYJ =limY/ =0paraj=1,...,n—1,
t—b
o que implica que
Span{Y}, ..., Y [} C To(ps),
mas como p, € W, To(py) tem dimensdo n — 1, segue que

Span{Ylb, o eri)—l} = To(py)-

E como a métrica é preservada por transporte paralelo, Ty(p,) tem a mesma
métrica que Ty(p;) para t < b, logo To(py) € nao degenerado, portanto p, € G. Mas
G é aberto, logo existe 0 > 0 tal que p; € G para 0 <t < b+ 9.

Escolhamos um sitema de coordenadas 3" sobre p, tal que a subvariedade integral

de T} seja dada por

y" = ¢, em que ¢ é uma constante .

Em particular, My(p,) é a fatia y" = 0.
A geodésica p; esta contida numa fatia y" = ¢ que corresponde a My(pg) perto

de p,. Mas
€T P TP ’

33



assim My(po) = My(py). Portanto, My(py) ¢ uma parte de um hiperplano aberto
que contém py, logo existe € > 0 tal que p; € My(py) para 0 <t < b+e. OJ

Teorema 2.2.1. Ty ¢ uma folheacao totalmente geodésica completa de G.

Demonstracao. Seja b = sup{u : p; € My(po) para 0 <t < u}, entdo b > 0.
Suponhamos que b é finito, pelo Lema 2.2.3, existe € > 0 tal que p, € My(po)
para 0 <t < b+ ¢, o que ¢ uma contradi¢ao. Portanto b é infinito.

Logo p; € My(py) para todo t, ou seja, Ty é completa. O

Corolario 2.2.1. Para cada p € G, My(p) € um hiperplano contido em G.

Corolario 2.2.2. O conjunto aberto G é uma unido de hiperplanos paralelos (com

igual indice da métrica).
Proposicao 2.2.5. Se p € G, entao G, = W,.

Demonstracao. Suponha que p; é uma curva de po = p a p, = z em W, tal que
pe € Gp, para t € [0,0).

Entao, o Corolario 2.2.2 implica que {To(p;) : ¢t € [0,b)} é uma familia de
hiperplanos tangentes nao degenerados paralelos. Portanto, existem campos Y
(t=1,...,n—1) ao longo de p;, 0 <t < b, tal que para t € [0,b)

(i) To(pi) = Span{Y7',.... ¥},
(ii) (YY) =67, com 6 = —1 se Ty é de Lorentz,
(iii) V.Y =0,i=1,...,n— 1.

Estendemos cada Y, paralelamente ao longo de p;. J4 que a métrica é preser-
vada, Span{Yy,...,Y;” '} é um hiperplano tangente ndo degenerado através de 2.
Também como AY) = }tg% AY; = 0, este hiperplano estd contido em Tp(z).

z € W, implica que Tj(z) tem dimensdo n — 1, e portanto coincide com o hiper-
plano nao degenerado Span{Y;',...,¥;" '}. Como resultado, z € G,,.

Assim, se p; é qualquer curva em W), saindo de p € G, entao sup{u : p; €
Gp para t € [0,u)} nao ¢ finito. O
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2.3 Caso degenerado

Vamos considerar o conjunto W \ G de pontos ¢ € W tal que Ty(q) carrega
uma métrica degenerada. Assim, como foi visto antes, Ty(q) admite a seguinte

decomposigao:

To(q) = E(q) ® Span{l}

em que [ é um vetor do tipo luz e E(q) é um subespago Euclidiano de dimensao
n — 2 de RY ortogonal a [. Notemos que apesar da linha de luz em 7(q) ser tnica,

o complemento Euclidiano E(q) nao é.

Proposigao 2.3.1. W\ G ¢ aberto.

Demonstracao. Seja p € W\ G C RY, como R} é localmente conexo, existe uma
vizinhanca conexa V, C RY de p.

Suponha que V, N G # (), entdo existe g € V, NG C W.

Pela Proposicao 2.2.5 W, = G, e como V,, C W, segue que p € G, C G, o que
¢ uma contradicao.

Portanto, V, C W\ G. O

Proposicao 2.3.2. Ty é uma distribuicao diferencidvel sobre W\ G.

Demonstracao. Seja ¢ € W\ G, e seja i do tipo luz tal que (A4n), # 0, portanto
An # 0 numa vizinhanga de q.

Pelo Teorema 2.0.2 (ii), An pertence a linha de luz perto de ¢. Entao, se p esta
perto de g e X € Ty(p)

(An, X) = (n, AX) =0.

Portanto (An),LTy(p).
Por outro lado, como (An), # 0 e RY = Ty(p) & Span{n}, se (An),Ln, segue
que (An), LR} = (An), = 0, o que & uma contradi¢do. Portanto ((An),,n,) # 0.
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Logo,

(An +n, An +n) = (An, An) + 2(An,n) + (n,n) = 2(An,n).
(An +n, An —n) = (An, An) — (An,n) + (n, An) + (n,n) = 0.
(An —n, An —n) = (An, An) — 2(An,n) + (n,n) = —2(An, n).

Assim, {An + n, An — n} é um conjunto ortogonal de dois vetores linearmente
independentes, um do tipo espaco e outro do tipo tempo, logo geram um plano

Lorentziano que chamaremos de L?(p), de dimensdo 2, em RY.

Definamos E" %(p) o complemento ortogonal de IL*(p) em RY}. Entdo se Y €
E"*(p)

<A77 + 777Y> = <A777Y> + <777Y> =0
(An—n,Y) = (An,Y) — (n,Y) =0

Somando as duas equacoes anteriores obtemos

0= (An,Y) = (n, AY).

Mas n = %(An +n— (An —n)) € L*(p) e (AY, An) = (A’n,Y) = 0. Portanto,
AY esta no complemento ortogonal de I?(p), ou seja, AY ndo esta gerado por An €
IL%(p), o que implica que AY = 0. Como Y é arbitrario, segue que E"2(p) C To(p).

Assim E"?(p) e An sdo como E e [ definidos na Observacio 2.0.2(iii) para Ty(p).

Notemos que IE"?(p) depende da escolha do campo local de luz.

Como 71 e An sao diferenciaveis numa vizinhanca de ¢, entao ¢ suficiente provar

que p — E"?(p) define uma distribuicdo diferencidvel perto de q.

Normalizemos {An + 7, An — n} em cada p perto de ¢ e chamemos de {7}, 5,}
a esta nova base para L?(p), em que T e S sdo campos vetoriais unitarios do tipo

tempo e espago, respectivamente.

Suponhamos E"?(q) = Spcm{qu, .. ,Yq”’Q}. Para j =1,...,n — 2 estendemos
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Y:Ij para campos vetoriais Y7 numa vizinhanca de ¢. E definamos Z’ por
71 =Y = (Y7 S)S + (YI TT.
Notemos que
(Z7,8) = (Y7, S) = (Y7, 5)(S,S) + (Y7, T)T, S) =
E de igual forma
(Z1,T) =0

pois Y/ 1S e Y/LT.

Portanto, ZJ € ]E"_Q( ) para todo j € {1,...,n —2}.

Ja que Zg = {Zj 2 & linearmente mdependente em ¢, e portanto também

perto de q. Para esses pontos, p+— E"%(p) ¢ uma distribuicio diferenciavel. [l

Proposicao 2.3.3. Tj ¢ integrdvel e To|w\e € uma folheagdo de W \ G.

Demonstragao. Notemos que a demonstracao da Proposicao 2.2.3 nao utiliza o

fato de p € G e portanto essa prova é valida para esta proposicao também. O

Proposicao 2.3.4. As linhas de luz na folheacao de nulidade relativa sao paralelas

ao longo de qualquer Ty—direcao.
Demonstracao. Se Y € Ty, entao segue da Equacao de Codazzi que

(V,AY = (VyA)n

Vy(AY) = A(V,Y) = Vy(4n) — A(Vyn)

—A(V,Y) = Vy(An) — A(Vyn)
A(Vyn —V,Y) = Vy(An)
Al Y]) = Vy(4n)
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Assim Vy (An), = —A([n,Y]),, ou seja, Vy(An), pertence a imagem de A, =
Span{An,} se g € W\ G. O

Proposicao 2.3.5. Ty é uma folheagao totalmente geodésica de W\ G.

Demonstracao. Consideremos as construgoes vistas na demonstracao da Propo-
sicao 2.3.2. Entéo E""? denotara o complemento ortogonal do espaco gerado por
{n, An} e {Z7}~2 a base ortogonal.

Se U € RY, entao

U= (Z_ng’ U>Zg> + ﬁ((lﬁ Nq) Ang + (U, Ang)n,), (2.6)

J=1

em que A(y)(Any,n,) #0
Suponha que X e Y sdo Ty—campos vetoriais perto de ¢ € W\ G, entao (Y, An) =

(AY.p) =0¢

0=X-(Y,An)
— (VY Ay} + (Y, Vx(An)
= (VxY, An) + (Y, V(AX) + A([X, 7))
= (VxY, An) + (Y, V,;,0) + (Y, A([X, 7]))
= (VxY, An)+) + (AY, [X, n])
= (VxY, An)

De (2.6) a n—componente de (VxY'), é zero , logo (VxY), s6 pode ser gerado
por Z;’s e An. Assim A,(VxY) =0 o que implica que VxY € Ty(q). O

Observacao 2.3.1. Para provar que Ty é uma folhacao completa em G tiwemos que
fazer vdrios passos e nem todos dependeram da métrica ou do fato de estar em G.
Assim, se consideremos um ponto pg em W\ G e uma geodésica p, com 0 <t < b na
folha My(po). Analogamente ao caso nao degenerado, podemos estender a geodésica

a todos os valores do pardmetro no espa¢o completo RY.
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Por exemplo a demonstragcao do Lema 2.2.3 nao depende da métrica, portanto é
vdlida (salvo a parte que provamos que My(po) C G). Entao sé precisamos provar

que pp, € W.

Suponha que €2 é o gerador da linha de luz em Ty(pg). Estendemos 2 paralela-
mente ao longo de My(py). Pela Proposigao 2.3.4, €, gera linhas de luz em Ty(q)
para cada ¢ € My(po)-

Seja n € T,, R} um vetor luz tal que (n,8,) = —1 e A, n # 0. Entao A,n =
pof2 com py # 0.

Estendamos 7 paralelamente ao longo de My(py), entdo An, é um miltiplo de €,
para cada ¢ € My(po). Ao longo de p; para t € [0,0), (An),, = p:$Q: em que Q;, = Q,,
e p(0) = po.

Podemos estender n e ) paralelamente ao longo de p; para todo ¢ como vetores
luz satisfazendo (n,Q)) = —1.

Se definimos p por p(t) = —(An,n),,, entao (An),, = p(t)Q: para 0 < t < b, p(t)
diferenciavelmente definida para todo t.

Estendemos p; e n, respetivamente, para um 7y—campo X e por extensao paralela
a um campo luz n numa vizinhanca N, de q.

Temos da Equacao de Codazzi:
Vy(AX) — A(V,X) = Vx(An) — A(Vxn), (2.7)

avaliando em um ponto sobre a geodésica ¢ = py,, ja que X € Ty, AX =0 em N,
e portanto (V,(AX))g. Também, como n é paralelo ao longo My(py) = My(q), de
modo que X, € Ty(q) o que implica que A(Vxn), = A(0) = 0. Assim, em ¢ (2.7) é

(Vx(An))q + A(VNX)Q = 0. (2.8)

Agora, se Z é um campo vetorial, entao VxZ depende do comportamento de Z
sobre uma curva integral de X através do ponto em que V7 é avaliado. Aqui a
curva integral de X através do ponto ¢ é a geodésica p;, ao longo da qual (An),, =
p(t)Q; para t € [0,D).
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J& que (), é paralelo ao longo de p;, temos
(Vx(An))g = (Vi(p(t)%)) =, = o' (t1)$2, - (2.9)
Mas (n,€), = —1, de modo que se U € 772, entao
U=U"~ (U1) — (U, Q).
em que U' € (Span{n,, Q,})*". Ja que, UL, Q, € Ty(q), segue que
AU = —(U,Q,) An, (2.10)
e, em particular,
AT, X0y = —((T0 ) Qb Aty = —{(TyX ) Qy)plt1) 2.11)
As equagoes (2.8), (2.9) e (2.11) fornecem a seguinte equagao para 0 <t < b:
96) — p(E)((V X )y, Q)]0 = 0, 2.12)
Para 0 <t < b, definamos 1) (t) por
»(t) = (Vo X)p,, E0).

Ja que p é uma funcdo diferenciavel bem definida, a Equacdo ((2.12)) implica
que ¢ ¢ uma funcao diferenciavel bem definida sobre [0, b).

Vamos investigar o comportamento de ¢(t) ao longo da geodésica p; para 0 <
t < b. Primeiro estenderemos €2 para uma vizinhanca de ¢ € R} (lembremos que 2

s6 tinha sido definido sobre My(po) e ao longo de p;) como

An

=

perto de g, e estd bem definido pois (An,n) # 0 em g, e portanto perto de q.
Como W \ G é aberto, os pontos perto de ¢ pertencem ao conjunto W \ G,
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portanto 2 gera uma direcdo degenerada (ou linha de luz) no espago de nulidade

relativa desses pontos.
Agora

% — X = X(V, X, Q) = (VxV, X, Q) + (V, X, Vx0). (2.13)

Ja que R = 0 e nao existe torsao, a Equacao ((2.13)) é equivalente a

d
d_lf = (V,VxX,Q) — (Vo x X, Q) + (Vo X, Q) + (V, X, V). (214)

Em que os tltimos dois termos sao zero pois Vxn = Vx{ = 0 ao longo de p;,.

E como (VxX), = (Vipr)r, = 0, segue que
(Vo Vx X, Q) = ng(Vx X, Q) — (VxX)g, (ViQ)g) = ny(Vx X, Q).

Ja que Ty é totalmente geodésica, Vx X € 1. Portanto (Vx X, Q) e L, (VxX, Q)
sdo nulos também. O que implica que (V, VxX, 1) = 0 numa vizinhanga de g¢.

Finalmente considerando a decomposigao algébrica (2.14)
(Vi X)g = (V3 X)o = (V3 X)q, Qg)1g

em que (V,X)o € Ty(q). Segue que Ty é totalmente geodésica e €2, é gerador da
direcao degenerada de Ty(q), portanto (V (v, x), X, 2y) = 0.

De modo que

(Vo,x X, Q)¢ = —(Viv,x),20m,%, Qg = —((VyX)q, Q) (V;, X, Q) = —1(t)?
(2.15)
para 0 <t < b.
Logo, o tinico termo que sobrevive em (2.14) é a componente 7,, (V,VxX, Q).
Assim, da Equagao ((2.14)) segue que

W _

==y
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para 0 <t <b.
Se ¥(a) = 0 para algum a € [0,b), entdo ¢ = 0, entdo p(t) = po, logo (An),, =
poslo # 0.

Em outro caso,

¥(0)
1— ¥ (0)t

Como p é uma funcao diferenciavel e bem definida para todo t, lm; p(t) existe e
—

com 0 <t <b.

é igual a p(b). Logo, a Equacgdo ((2.12)) implica que

p(t) = poesp (/Otw(s)ds) C 0<t<bh (2.16)

Logo,
pt)=—2  og<t<b. (2.17)
[1—4(0) - t]
Como p é diferenciavelmente definida para todo t, b epll) = ————,
’ UM T=TTORT
implica que
Po
A =————0¢#0.

Portanto, p, € W, o que prova o seguinte Teorema:
Teorema 2.3.1. T € uma folheacdo totalmente geodésica completa de W \ G.
Corolario 2.3.1. Para cadap € W\ G, My(p) € um hiperplano contido em W'\ G.

Corolario 2.3.2. W\ G € uma uniao de hiperplanos paralelos através de pontos de

um conjunto aberto.

Teorema 2.3.2. T} é uma folheacao totalmente geodésica completa de W.

Demonstragao. Basta notar que G e W\ G sao subconjuntos abertos disjuntos de
Ww. O
Teorema 2.3.3. O conjunto aberto W ¢é a uniao de uma familia de hiperplanos

paralelos.
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Portanto nao podemos ter mais do que:

Teorema 2.3.4. G=0 ou G=W.
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Capitulo 3
Teorema de Classificacao

No capitulo 2 vimos que Ty é uma folheagao sobre W e portanto podemos de-
compor R} de duas maneiras diferentes, se G = () ou G = W. Logo com a ajuda do
Lema de Moore, estaremos em condigoes de classificar as hipersuperficies Lorentzi-
anas f: R} — R

Seja M = My x M; o produto de variedades conexas com conexao. Entao, se X
¢ campo vetorial tangente sobre um fator e Y é um campo vetorial tangente sobre
o outro, temos VxY = 0.

Suponhamos que M tem uma métrica nao degenerada compativel com sua co-
nexdo. E seja f: M — RY uma hipersuperficie isométrica de M num espaco real
com métrica nao degenerada e a conexao plana. Além disso, podemos assumir que
existe um ponto (pg, qo) € My x M, com f(po,q) = 0 € RY. Entdo definamos as
funcdes f; : M; — RY (i = 0,1) com seguem:

fop) = f(p,q); sep e My
file) = f(po,q); se q € M

O seguinte lema fornece condigoes para f se separar em duas funcoes indepen-

dentes uma da outra.

Lema 3.0.1. (de Moore [8]) Se, sobre todo M, a segunda forma fundamental
h(X,Y) =0 sempre que X € tangente a My e Y € tangente a My, entao f(p,q) =
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fo(p) + fi(q) para cada (p,q) € M.

Demonstragao. Primeiro, notemos que se X é tangente a My e Y é tangente a

M, da Formula de Gauss e por hipdtese segue que
Dxf.Y =0.
Portanto, se ¢ € M;, Y € T,M;, e p, ¢ uma curva em M, entao o campo vetorial

Jep,9)(0,Y) ao longo de f(py, q) é paralelo em RY. (3.1)

Seja p; uma curva de py a p em M e seja ¢; uma curva de gy a ¢ em M;. Considere
as curvas f(p,q) e fo(p)+ fi(q) em RY. Se t = 0, entdo ambos tém o valor f(p, q).

Por outro lado,

d d
%[fo(p) + fl(Qt)] = af(powlt) = f*(po,qt)(oaﬂft)

d o
%f(pv Qt) = f*(p,q)(oy Qt)-

De (3.1) as duas curvas tém o mesmo vetor tangente, e como coincidem em ¢ = 0,

portanto elas coincidem. O

3.1 Caso nao degenerado (G = W)

Fixemos a origem 0 de R} em W, e seja M, o hiperplano folha contendo 0, ou
seja, My = My(0). Para um vetor unitario Z em T;-(0), denotemos Span{Z} por
tZ (t € R). Entao

]R?:MOXtZ:{(p,t):pEMO,tE]R} (32)
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descreve R} como produto direto de espagos vetoriais e também como produto direto
de variedades semi-riemannianas. Se w = (p,t) € W, entao My(w) = {(¢,t) : q €
My}, ja que as folhas de Ty sao hiperplanos paralelos. Se w = (p,t) €W, entao
definamos My(w) = {(q,t) : ¢ € My} e To(w) = T\y(My(w)). Em ambos os casos,
0/0t gera o complemento ortogonal de Tp(w).

Logo, para todo w € RY, podemos afirmar que se X € Ty(w), entdo AX =0 e
A(0/0t) = Mw)d/dt, com A(w) # 0 no caso em que w € W. Na demonstracio da
Proposicao 2.2.4 obtemos a igualdade

(XN Z +MNVzX)t=0.
No caso atual Z = 9/0t, logo segue
(XX)(0/0t) + A(V, X)* = 0.

E como os Ty planos sao , ou sao escolhidos para ser (no caso de w ¢W), paralelos,
entdo (V,X)*= = 0. Portanto, X - A = 0.

Proposicao 3.1.1. \ € constante em cada My(w); portanto A é uma fun¢ao de t.

Agora consideremos a hipersuperficie f : R" — R}, Asuma f(0) = 0. Tome
My como antes, e defina M; = tZ. Para M = R? e RV = R?™! temos métricas
nao degeneradas. Se X € Ty(w) = T,,(My) e Y € T,M; em w € RY, entdo
h(X,Y)¢ = (AX,Y)¢ = (0,Y) = 0, em que £ é um campo normal unitario sobre
f(RY). Portanto, escrevendo fi(t) = f1(tZ), e utilizando o Lema de Moore

f(p,t) = folp) + f1(t),  (p,t) € My x R. (3.3)

Até aqui temos o primeiro passo para conseguir a classificacao de imersoes iso-
métricas f : R} — RI™!, para o caso nio degenerado, que ¢ separar f como soma
de duas funcoes, cada uma sobre variaveis que nao dependem uma da outra p € M
etelR.
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Proposicao 3.1.2. fy = f|u, € uma isometria de My sobre um plano de dimensao

n—1em Ry

Demonstracao. Seja ps = (ps,0) uma linha geodésica saindo de 0 no hiperplano

My e portanto p, = spy. Entao
Dy f(pe;0) = Do, 0) = fu(Vape) + (AP, L) = 0.

Assim f(spy) = sf«(po,0), e f(My) é um plano de dimensao n — 1 gerado por
feoTo(M). O

Corolario 3.1.1. Se w = (p,t) € RY, f(Mo(w)) = fo(My) + fi(t). Portanto,
{f(Mp(w)) : w € RY} é uma familia de planos paralelos de dimensdo n — 1 em
R}t

Como vimos f(My(w)) tem dimensdao n — 1, logo o complemento ortogonal no
ponto f(w), que chamaremos de [f(My(w))]*, tem dimensio 2 em R7™.

De f ser uma isometria, os planos [f(My(w))]* sdo paralelos, e fi(t) pertence ao
plano [f(Mo)]".

Escrevendo R}*! como produto direto f(My) x [f(Mo)]*, podemos dizer

Fp,t) = (fo(p), f1(t)) € f(Mo) x [f(Mo)]* (3.4)

para (p,t) € My x R = RY. Lembremos que neste caso My conta com uma métrica
nao degenerada e logo pelo Teorema 1.2.1 s6 temos os seguintes dois casos para

considerar:

(i) My =~ R™'. Entdo [f(M,)]" é um plano Lorentziano R? em que fi(t) &
uma curva ¢ do tipo tempo e velocidade unitéaria ({(dc/dt,dc/dt) = —1). Pois
fo(spo) = sfso(Po,0) para py € Tp(0) = My, podemos tratar f, como a aplica-

cdo identidade de R™* em si mesmo.

(i) My ~ R}™'. Entdo [f(My)]* ¢ um plano Euclidiano R? em que fi(t) é uma
curva de velocidade unitaria ¢ ({dc/dt,dc/dt) = 1). Em analogia com (i),

podemos tratar fy como a aplicacio identidade de R em si mesmo.

47



3.1.1 Teorema de Classificagao, parte (a)

Teorema 3.1.1. Seja f : RY — RI™ uma hipersuperficie isométrica, entdo a

menos de isometrias de R} temos que
(a) se o espago de nulidade relativa é nao degenerado, entdo
(i) f=idxc:R""xR{ - R"! xR3, comc: R; = R} uma curva
unitdria de tipo tempo, e id : R"™' — R"™! a funcdo identidade; ou
(i) f =idxc: R x RY — R x R?, com ¢ : R" = R? uma curva
unitdria no plano Euclidiano, e id : RY™' — R}™" a fungdo identidade.
Observagao 3.1.1. As superficies descritas pelo Teorema 3.1.1 sao cilindros sobre
curvas planas como as mencionadas no Exemplo 1.6.2 e como no Teorema de Hart-

man e Nierenberg. De fato a demonstracao do Teorema 3.1.1 também mostra que

todas as imersdes isométricas R" — Ry tem a forma
idxc:R"™ xR' = R" x R?

em que ¢ ¢ uma curva do tipo espaco e velocidade unitdria em R3.
Além disso, existe uma relagao entre os autovalores nao nulos do tensor sequnda
forma fundamental A e a curvatura de uma curva plana ¢ em cada um desses teo-

remas que vamos descrever brevemente no caso do Teorema 3.1.1.
No caso (ii) do Teorema 3.1.1
idxc:RI7P xR — R x R?,

com ¢ : R — R? uma curva unitaria no plano Euclidiano, e em cada w € RY,
[f(Mo(w))]* é gerado ortonormalmente por f,,0/0t = d/dt(fi(t)) e &, (em que &
¢ um campo normal unitario local). Logo, para w = (p,t), utilizando as Equagoes
(1.7), (1.9) e a Proposigao 3.1.1 temos

Dt fw (8/01) = A(t)&w-
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E da Equacao (1.8) e da Proposigao 3.1.1 segue

Assim, para cada t; € R, A\(¢) é a curvatura de ¢ = fi(t) em t = t;, para t perto
de ¢;.

No caso (i) ¢ : Rj — R? é uma curva unitaria do tipo tempo em R7, entdo seja
e; = dc/dt o vetor tangente unitario, e seja e; a normal unitaria (do tipo espago) a
curva. Entao (e1,ez) € O(1,1). Ja que (de;/dt,e;) =0 (i = 1,2), a Equagao (1.1) e

a Proposicao 1.3.1 implicam as equacoes

d61
dt

d62

= —k(t)ey, - = —k(t)e. (3.5)

Analogamente ao caso de curvas planas Eucludianas, k£ poderia ser chamado de

curvatura da curva c.

3.2 Caso degenerado (G = ()

Consideremos a origem 0 de R} em W, e seja M, a folha hiperplano contendo
0. Neste caso M, é um hiperplano degenerado e portanto existe uma tnica linha de
luz contida em M, gerada por ).

Seja n um vetor tangente do tipo luz em 0 tal que (n,Q) = —1 e An # 0, entdo
An = pQ (tudo isto devido & construgao feita na segao 2.3). Denotamos Span{n}
por sn (s € R) e Span{Q} por uf) (u € R). Entao

R} = My & sn (3.6)

descreve R} como soma direta de espacos vetoriais.
Seja E o subespaco de dimensao n — 2 em M, que é o complemento ortogonal

em RY do plano Lorentziano Span{n,}. Entao
R} = E x Span{n, 2}
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¢ também produto de variedades semi-riemannianas. Também podemos decompor

RY na soma direta
RY = E®uf) @ sn.

Entao podemos representar um ponto de R} por (p,u,s) (p € E;u, s € R).

Se w = (p,u,s) € W, entao My(w) = {(¢,v,8) : ¢ € E,v € R} por serem
hiperplanos paralelos a My. Se w = (p,u,s) ¢ W, entdo definamos My(w) =
{(¢;v,s) : ¢ € E,v € R}, e To(w) = Ty(Mp(w)). Cada My(w) contém uma tnica
linha luz, {(p,v,s) : v € R}, gerada por (0/0u),. Para cada w # 0 em RT,

definamos

E(w) ={(q,u,s) : q € E}.

Assim, My e sua decomposicio My = E @ Span{d/0u} sdo paralelos ao longo
de RY.

Se w é qualquer ponto em RY, podemos dizer o seguinte: (9/0s), é um vetor
luz tangente em w com (0/0s,0/0u),, = —1. E também (A -9/9s) = p(w)(0/0u),

com p(w) # 0 s6 no caso que w € W.

Proposicao 3.2.1. p é constante sobre cada My(w), onde w € RY. Portanto p €

uma funcao de s.

Demonstragao. Seja w € W (outro caso p = 0 sobre My(w)), e seja p; qualquer
geodésica em My(w) saindo de w. Para cada t, escreva p(t) por p(p), e € por
(0/0u),,. Entao (A0/0s),, = p(t)§%. Aplicando a derivagdo de (2.12) neste caso

implica

dp _

P = (T, ) plt) = 0

e, em particular, (Vp;, ;) é independente da extensao de p; a um T, campo perto
de p;. Mas Vp; € Ty pois os My’s sao hiperplanos paralelos em RY. Visto que €2
gera a linha degenerada em Ty (p;), (Vspt, ) = 0. Isto implica que p(t) = p(z) para
todo t. 0

50



Seja f : R} — R}*!. Como no caso ndo degenerado podemos assumir f(0) =
0. Para utilizar o Lema de Moore novamente, consideremos M, como em (3.6) e
definamos M; = sn. Entao M = R} = My x M; como um produto direto de
variedades com conexao, mas ndo ortogonal. Se X € To(w) =T,,Mye Y € T,,M; =
Span{(0/0s).}, entao h(X,Y) = (AX,Y){ = 0 (com £ um campo normal unitario
local). Entao o Lema de Moore nos permite escrever f(p,u,s) = fo(p,u) + fi(s)
para (p,u,s) € E x uf) x sp = RY.

Se p; & uma linha geodésica em My(w) saindo de w (de modo que p; = w + tfy),
entdo f(p;) = z + tf..(Po). Disso, como na Proposicao 3.1.2, seguem os seguintes

trés fatos:

Proposicao 3.2.2. f é uma isometria de My(w) para wm plano degenerado de

dimensio n — 1 em R}

Proposicao 3.2.3. f ¢ uma isometria de E(w) para um plano Fuclidiano de di-

mensio n — 2 num plano de dimensao n — 1 f(My(w)).

Proposicao 3.2.4. f aplica a linha de luz em My(w) para a linha de luz no plano
de dimensao n — 1 f(My(w)).

Proposigao 3.2.5. {f(Mo(w))}wery e {f(E(w))}wery sao familias de planos pa-

ralelos.

Demonstragao. Se X é um campo vetorial ou em Ty ou em E, e Y é qualquer

outro campo vetorial sobre RY, entao
Dy f. X = f*(vYX> + <Ya AX>£ = f*(VYX> € [Ty ou f.FE.
O

Suponhamos que n = 2, entdo E = () e Ty(0) = Span{Q} e portanto R = uf x
sn. Se w € R}, entdao R} é gerado pelo referencial nulo (f.,(9/0s), fuuw(9/0u), &)
em que ¢ é um campo normal unitario local do tipo espaco. Sem perda de generali-
dade podemos assumir que esse referencial é proprio.

Agora
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(i) dfi/ds = [f.(9/0s),

(i) Dsf.(0/0s) = [(V:0]0s) + (AD[s,0/08)€ = —p(s)¢,
(iii) D fu(0/0u) = p(s){2, )¢ =0,
(iv) Ds§ = —f.(A0/0s) = —p(s)f.(0/Ou).

As afirmagoes (i) — (iv) dizem que (fi(s), F'(s)), em que F(s) é o referencial
(f:(0/0s), f(0/0u),&), é uma curva nula referencial que de fato é um cubo nulo
generalizado. A Equacao (3.1) e a Proposi¢ao 3.2.4 implicam que a hipersuperficie

f é dada por

flu,s) = folu) + fi(s) = fi(s) +uf.(0/0u),

a imagem f(R?) é a b-scroll do cubo nulo generalizado. Chamaremos f uma hiper-
superficie b-scroll de R? em R}.
O seguinte fato é um caso particular da classificacao das hipersuperficies isomé-

tricas com nulidade relativa nao degenerada.

Proposicao 3.2.6. As hipersuperficies Lorentzianas de R} em R} com nulidade

relativa degenerada sao hipersuperficies b-scroll.

Se n > 2, entao o espaco de Lorentz-Minkowski de dimensdao 3 ortogonal a
f(E(w)) em (RY™);w), para w € RY, sdo paralelos em R}™', pela Proposigio
3.2.5. Se X é um E-campo vetorial, entao (f. X, f.0/0s) = (X,0/0s) = 0, portanto
f1(s) pertence ao espaco de Lorentz-Minkowski de dimensao 3 ortogonal a f(E(w)).

Também temos (f, X, f.0/0u) = 0. Agora podemos escrever

]R;L — ]R)n*2 X ]R% — E X Span{Q>77}

]R?H — R 2 x Rilf — f(E) X Span{f*Q,f*nago}v
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em que & é uma normal unitaria em 0 € R}, Entdo docompomos f em fatores
. n—2 2 n—2 3
fle X flrz : R"7 x Rf = R" 7 x Ry

Pela Proposicdo 3.2.3, assumimos que, sob condigoes de rigidez de R7™, f|g é a

aplicacdo identidade de R"™2 em si mesmo. A Proposicdo 3.2.6 aplica-se para f|R§.

3.2.1 Teorema de Classificagao, parte (b)

Teorema 3.2.1. Seja f : RY — R wma hipersuperficie isométrica, entdo a

menos de isometrias de R} temos que
Se o espaco de nulidade relativa € degenerado, entao

f=idxg:R"? xR = R"? xR}, comg: R = R uma b-scroll e
id : R"™% — R"™? a funcdo identidade.

Proposicio 3.2.7. Seja R? = Span{¢,Y} com & um vetor luz e (£,Y) =k, com k

uma constante. E seja n um vetor luz em ]R‘Z’ tal que
Fu,v) = f(ug +0Y) = 2(v) + g

¢ uma hipersuperficie isométrica : R} — R3.
Se x(v) € uma curva plana, entao x(v) € uma linha, portanto a hipersuperficie é

totalmente geodésica.

Observacao 3.2.1. Na Proposicao anterior a b—scroll ¢ um plano pois x é uma
linha e f.(0/0u) = n ao longo de x. Portanto a hipersuperficie isomélrica é um

plano, o que corresponde ao caso trivial do Teorema 3.2.1.
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