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Resumo

Nesta tese apresentamos novas distribui¢oes para o estudo do tempo de vida com foco
no cenario de riscos latentes com interpretacoes das construcoes dos modelos direcionados com
os estudos da carcinogénese. Varias propriedades das distribuicoes sao apresentadas e discutidas
bem como a viabilidade destes novos modelos frente a varios modelos na literatura. Alguns dos
modelos sao estendidos para modelos de longa duragao, que sao modelos que permitem que os
tempos de vida sejam infinitos ou em outras palavras que existem individuos nao suscetiveis
(ou curados) ao evento de interesse.

Pela complexidade de varios modelos obtidos foi necessério a implementacgao de rotinas
de maximizacao para o controle de variaveis que nao sao oferecidos nas rotinas de maximizacao

em programas tradicionais e esta rotina esta disponibilizada em anexo.

Palavras-chave: Anadlise de Sobrevivéncia, Risco Latentes, Séries de Poténcia gene-

ralizada com parametro inflacionado.
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Abstract

In this thesis, we construct distribution functions for analysis of lifetimes with the
focus in scenes of latent risks inspired in models of the carcinogenesis process. Some properties
of these distribution functions are presented and discussed as well as the viability front the
models in literature. In some cases the models were describes as long-time model where a part
of population presents infinite lifetime, i.e, on the population in study some objects are not
susceptible (or immunes) for the event of interest.

Some models present complexity in the maximization and was necessary the imple-
mentation of routines of maximization that allows us the control some variables that are not

offered in routines in tradicional programs. The implemented routine is available in appendix.

Keywords: Survival Analysis, Latents Risks, Inflated-parameter family of Generalized

Power Series.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos autores tem demonstrado interesse em desenvolver técnicas para a acelerada
disseminacao na literatura para a geracao de distribuicoes com suporte nao negativo nos tltimos
anos, como por exemplo, Marshall e Olkin (1997) que propuseram a mistura de distribui¢oes com
a geométrica, Gupta e Kundu (1999) que propuseram a distribui¢do Exponencial generalizada
e (Barreto-Souza et al., 2011) que com o uso da distribuigdo Weibull para o tempo de vida
generaliza Adamidis e Loukas (1998). O grande interesse para distribui¢bes com o suporte em
dados positivos partem especialmente do campo de andlise de sobrevivéncia ou de confiabilidade,
com desenvolvimento para dados médicos ou industriais, respectivamente.

O uso dos estimadores nao paramétricos como em Kaplan e Meier (1958) era muito
comum por nao precisar assumir a distribuicao dos dados, porém estas abordagens carecem de
um ponto de vista atrativo, como a interpretagao para valores de covaridveis, e assim surgiu
a necessidade de assumir formas caracteristicas para o conjunto de dados em analise. Na
pratica, podemos assumir principalmente comportamentos da distribuicao dos dados, como
por exemplo as formas da funcao de risco possuindo formas decrescentes, crescentes, unimodais
ou com determinadas formas em algum conjunto do suporte da distribuicao, bem como uma
nao simetria e/ou dispersao dos dados como assimetrias nas caudas da distribuicao.

A anélise de sobrevivéncia tem recebido um foco importante na area estatistica e devido
alguns modelos terem se tornado mais complexos e seu avango se encontra ligado a capacidade
dos computadores juntamente com técnicas de precisao adotadas. Para entender como os
modelos podem se tornar complexos basta pensar em modelos utilizados na medicina ou em
dados médicos, em que cada vez mais se conhece o comportamento das doencas, devido ao
avancgo das pesquisas nas suas respectivas areas, que sao posteriormente incluidos em modelos

e as vezes sob diferentes pontos de vista. Veja por exemplo Rodrigues et al. (2009b) e Borges
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et al. (2012).

Os dados em andlise de sobrevivéncia referem-se ao tempo até a ocorréncia de um
evento de interesse. O tempo é contado desde o momento em que ¢ iniciado a sua observacao
até a ocorréncia da auséncia de seu funcionamento, a sua destrui¢ao ou o momento em que nao se
¢ mais possivel observar o objeto em estudo. Quando observado, o tempo é denominado tempo
de falha e quando nao é possivel continuar observando o objeto em estudo devido a qualquer
fator externo a ele, bem como o tempo ou o fator financeiro, dentre outros é caracterizado
o tempo de censura. Com a investigacao dos dados, pode-se estudar algumas caracteristicas
especiais, como por exemplo, com o passar do tempo o objeto pode apresentar uma menor ou
maior chance de falha sobre determinadas caracteristicas. Por maior chance de falha, podemos
pensar por exemplo em componentes eletronicos que podem queimar rapidamente devido a
ma fabricacao e também a objetos que trabalham com pecas moveis gerando desgastes. Além
destes pontos, podemos encontrar objetos de estudos imunes ao evento de interesse e, quando
hé a presenca destes objetos devemos utilizar modelos de longa duragao que nada mais sao
modelos que incluem a possibilidade do tempo de vida para o evento de interesse ser infinito
para a causa em estudo.

Na analise de sobrevivéncia, as distribuigoes associadas a varidavel resposta sao em
geral as distribuicoes Exponencial, Weibull, Log-Normal e Gama, sendo que a distribuicao
Exponencial é tida como a distribuicao inicial na andlise dos dados. Por esta apresentar varias
restri¢coes, como funcao de risco constante e funcao densidade de probabilidade decrescente o
desenvolvimento de novas distribuigoes se tornou um foco de atencao dentre os pesquisadores
das dreas de confiabilidade.

Seja Y uma variavel aleatéria nao negativa que representa o tempo de falha de um
elemento, e seja C' uma variavel aleatoria independente de Y, que representa o tempo de
censura associado a esse elemento. Assim, o dado observado é representado por y = min(Y, C'),

e 0 ¢ o indicador de censura dado por

1 ,seY <C
0 ,seY >C

Seja Y uma variavel aleatoria, nao negativa continua, que representa o tempo de vida

de um individuo proveniente de uma dada populacdao homogénea. A funcao densidade de

probabilidade (f.d.p.), f(y), é definida por
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. Ply<Y <y+Ay) dF(y)
f<y)_AliIE>10 Ay dy

em que F(y) :OOP(Y < y) é a fungao distribuigao de Y, sendo
=0 [y =1erw) = [ fwiy

Uma ?mportante relacao com ; funcao distribuicao na analise de tempo de vida ¢é a
funcao de sobrevivéncia dada pela relagao S(y) = 1— F(y), pois esta representa a probabilidade
do objeto em estudo sobreviver além do tempo y.

A fungao de risco, h(y), representa o risco instantaneo no instante y condicional a

sobrevivéncia até o tempo y, e é definida por

Ply<y Ayly
hy) = Jim, (y < SZ: | Zy):kJ;Ezy/; (10.1)

Por meio da funcao de risco pode-se determinar qual é o melhor momento de substi-
tuicao de um componente eletronico, visto que a partir de um ponto o risco pode ser somente
crescente, bem como pode-se determinar um periodo de atenc¢ao e/ou manuten¢ao maior de um
paciente ou maquina até um determinado momento até o risco se tornar decrescente ao longo
do tempo.

Nos tltimos anos tem crescido muito a generalizacao e/ou a modificagdo de algumas
distribuicoes utilizadas em analise de sobrevivéncia. Exemplos podem ser vistos em Adami-
dis e Loukas (1998), que propuseram uma varia¢ao da fungao de distribuicao Exponencial, a
distribuicdo Geométrica Exponencial (EG), com funcao de risco decrescente, Gupta e Kundu
(1999), que propoe a funcao distribuicdo Exponencial generalizada, com fungoes de risco cres-
cente e decrescente, Kus (2007), que prop6s uma outra modificagdo da funcao de distribuicao
Exponencial com funcao de risco decrescente, Barreto-Souza e Cribari-Neto (2009), generalizou
a fungao distribui¢do proposta por Kus (2007) com a adigdo de um parametro de poténcia, o
qual possibilitou fungoes de risco crescente, decrescente ou unimodal e Barriga et al. (2011)
que propuseram a funcao distribuicao Exponenciada Exponencial complementar fazendo a ex-
ponenciacao da distribui¢ao proposta em Smith e Bain (1975).

Uma forma empirica de determinar o comportamento da funcao risco é pelo gréfico
do tempo total em teste (TTT), o qual é definido para amostras cuja as observagoes sao nao

Y+ (n—n)Y,.
censuradas por G(r/n) = iz Yin + ) " emquer=1,...,neY,., éa estatistica de

2 i1 Yim

ordem r da amostra. A versao para amostras com censuras pode ser encontrada em Nachlas
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(2005). Alguns autores também utilizam o grafico G(r/n*) para os valores nao censurados da
amostra.

A Figura 1.1 apresenta as curvas do grafico TTT e estas podem representar em par-
ticular quatro formatos tipicas da funcao de risco das distribuicoes. Se a funcgao de risco tem
forma crescente (A); forma decrescente (B); forma unimodal (C); forma de banheira (D) e com
risco constante (E). O comportamento da forma crescente é vista de tal forma que a curva TTT

se encontra acima da linha diagonal e a forma decrescente abaixo da linha diagonal.

Grafico TTT

G(r/n)

r/n

Figura 1.1: Formas da funcao de risco pela curva TTT.

A Figura 1.2 mostra uma fungao onde nao hé fracao de cura (grafico a direita) e
uma amostra que ha a evidéncia de uma parte da populacao ser imune ou ter uma fracao de
cura (grafico a esquerda). A evidéncia de longa duragao dos objetos em estudo é baseado no
comportamento da curva da funcao sobrevivéncia, em que a longa duracao é suposta caso a
curva se estabilize em algum valor maior que 0. Uma estimativa para a funcao de sobrevivéncia
nao paramétrica bastante difundida é o estimador de Kaplan-Meier (K-M) (Kaplan e Meier,

1958).
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K-M K-M

a) b)

Figura 1.2: a) O estimador K-M mostra evidéncia de haver uma imunidade ou fragao de cura

na populagao; b) o estimador K-M nao mostra evidéncia de fracdo de cura ou imunes.

1.1 Motivacao e objetivos da tese

O foco principal é a obtencao de distribuicoes com diferentes formas para a funcao de
risco e estas distribuicoes sao obtidas com a mistura de distribuicoes dos riscos em cenarios de
riscos competitivos e riscos complementares e sempre que propicio sao apontados suas inter-
pretagoes praticas e de construcao.

Para o trabalho desenvolvido, considere o processo de carcinogénese, onde existem
vérias células (fatores de risco) que podem vir a se tornar cancerigenas mas que por algum
motivo ao ter a célula ativada, seja pela regeneracao ou pelo préoprio sistema imunolédgico elimi-
nar a célula cancerigena, ela pode nao se tornar uma célula que provocara cancer (promovida).
Neste processo da deteccao do tumor nao é possivel determinar quantos fatores de risco exis-
tiam no paciente nem como a informacao se o paciente em estudo morreu devido a primeira
célula se tornar cancerigena, somente apos todas as células se tornarem cancerigenas ou algum
numero intermediario. Este trabalho, dentro da analise desenvolvida na literatura, se concentra
em modelos de mistura com ativacao latente, onde nao se é distinguido o fator causador (fator
de risco) e também nao existe a informagao de quantos fatores de riscos existem no objeto

em estudo e temos o desenvolvimento de distribuicoes assumindo que toda célula ativada se
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torna uma célula promovida e ainda modelos, apresentados a partir do Capitulo 5, que além
de trabalharem com ativacoes latentes incorporam a probabilidade de uma célula ativada ser
promovida, bem como a correlacao entre as células ativadas, ou seja, os modelos sao capazes de
responder a pergunta: “Se uma célula teve seu ntcleo danificado, qual a probabilidade desta
célula nao se tornar um tumor?”, com base no fato: “uma célula provoca o tumor somente se
teve seu nicleo danificado por algum motivo”.

Neste trabalho nos concentramos em utilizar os termos relacionados a anélise de so-
brevivéncia, porém, sua analogia com dados de confiabilidade para um determinado sistema na

industria pode ser feita de forma direta.

1.1.1 Fatores de risco e a ativacao

Em cenarios de estudo do tempo de vida com risco competitivos geralmente nao ¢é
observado qual fator de risco ocasionou a falha, também conhecidos como riscos latentes, seja
porque a informacao nao foi verificada por simplesmente nao ser possivel ser especificada ou
por a verdadeira informacgao nao ser detectavel, o qual ocorre por exemplo em um objeto em
que no final de sua vida tem-se a sua destruicao. Entre varios cenédrios é comumente assumido
que o primeiro dos riscos (primeiro a falhar) é responsédvel pela falha do objeto. Este tipo de
cenario esta relacionado intrinsecamente com sistemas em série em sua interpretagao. Por outro
lado pode-se assumir que a falha do objeto é ocasionada pela falha do tultimo fator de risco,
ou por alguma quantidade intermediaria. Quando é assumido que depois do ultimo fator em
risco ocasionar a falha o sistema ¢ intrinsecamente ligado a sistemas paralelos. Para entender
a relagdo do sistema em série/paralelo com a ativacao dos fatores de risco é aconselhdvel ao
leitor tem em mente a representacao da Figura 1.3. E importante ressaltar que cada fator de
risco m esta associado a um tempo de vida X,,.

Um ponto crucial para determinar a funcao do tempo de vida do sistema é saber
quantos riscos estao associados, no entanto, neste trabalho nao assumimos um valor fixo por
questoes de tornar o modelo mais parecido com o conhecimento atual da area de estudo na
pratica (drea médica ou de confianca industrial). Assumindo que os riscos sdo latentes vamos
atribuir uma probabilidade para cada quantidade de risco e consequentemente determinamos
a funcdo conjunta e a distribui¢do marginal da ativacao os riscos (minimo ou méaximo), que é
a distribuicao de interesse. Em outras palavras, temos M riscos competitivos, desconhecidos
com uma funcdo de distribuigao (f.d.) P(M = m), m = 0,1,2,... e a fungao de distribui¢ao

de ordem dado M = m, F(Y = y|M = m), em que geralmente Y = min{X;,..., X,,} (ou
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Sistema em série Sistema em Paralelo

Fator de
risco (1)

Fator de

Fatorde g —<| Fatorde

risco (1) risco (2) s risco (M) I:> |:>
Fator de
risco (2)

Ativacao pelo minimo
. - .. Fator de
Ativacao pelo maximo | risco ()

Figura 1.3: Esquematizacao de um sistema em série e em pararelo.

Y = max{X;,...,X,,}) e portanto F(Y =y) => F(Y =y|M =m)P(M =m).

Vérias distribuicoes foram mostradas na literatura utilizando riscos competitivos e
o leitor interessado nesta ampla abordagem pode consultar mais detalhes em Louzada-Neto
(1999), Lawless (2003), Crowder et al. (1991), Cox e Oakes (1984), Adamidis e Loukas (1998),
Gupta e Kundu (2001), Gupta e Kundu (1999), Nadarajah e Kotz (2006), Kus (2007), Barreto-
Souza e Cribari-Neto (2009), Louzada-Neto et al. (2011) e Louzada et al. (2011).

1.2 Organizacao da Tese

No Capitulo 2 apresentamos duas distribui¢oes com suporte positivo para dados em
cenario de risco latentes, denominadas distribuigoes E2G e CE2G, no qual buscamos uma
alternativa menos complicada de expressar as distribuicoes de sobrevivéncia aos modelos re-
centemente apresentados na literatura e mantendo o foco em apresentar modelos que possuem
variagoes nas suas respectivas fungoes de risco. Resultados das caracteristicas das distribuigoes
sao apresentados analiticamente, bem como estudo de simulacao e aplicacao dos modelos a
dados reais. No Capitulo 3 fazemos uma extensao do modelo CE2G para sua forma logaritima,
podendo assim realizar a inferéncia estatistica aproveitando varios resultados dos modelos de
regressao Normal, porém com a adicao de observagoes censuradas. Alguns resultados dos mo-
delos de tempo de vida para modelos de log-locagao-escala (ou tempo de vida acelerado) sao
estendidos diretamente para a distribuicao Log-CE2G e seus resultados sao apresentados numa
aplicacao em dados reais. No Capitulo 4 é estudado a viabilidade das distribui¢oes IGPS (Kolev

et al., 2000) com o intuito de substituir as distribui¢des Série de Poténcias (SP) normalmente
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utilizadas em cenario de riscos latentes bem como para verificar se estes produzem modelos com
funcoes de riscos diferenciadas. Neste capitulo apresentamos as distribuicoes como alternati-
vas também para os modelos de regressao inflacionados devido a flexibilidade das distribuigoes
IGPS. A viabilidade do modelo é estudada com aplicagoes em dados reais e a analise do mo-
delo de regressao é checada também com medidas ja conhecidas para modelos de dados de
contagem. No Capitulo 5 apresentamos a distribuicao CoPE, que é a aplicagdo de um caso
particular da distribuicao IGPS, juntamente com varios resultados analiticos dos momentos,
da funcao caracteristica, da fungao de risco entre outros. Neste capitulo também fazemos a
interpretacao de seu uso no estudo de carcinogénese como uma alternativa a modelos que con-
sideram a capacidade de uma célula iniciada nao se desenvolver (ser promovida). Também
¢ verificado sua viabilidade com aplicacoes em conjuntos de dados reais e suas contribuigoes
do ponto de vista de interpretacao nos dados. No Capitulo 6, nos reservamos a apresentar
os resultados das demais distribuicoes com o uso da distribuicao IGPS e suas relacoes com os
resultados apresentados no Capitulo 5 como propostas futuras pois carecem de analises mais
detalhadas. Durante a apresentacao dos resultados mostramos a aplicacao das distribuicoes em
trés conjuntos de dados. Ainda, no Capitulo 6 apresentamos as fungoes de longa duragao dos
modelos com o uso da distribuicao IGPS por meio da aplicagao da unificacdo apresentada por
Rodrigues et al. (2009a). A extensao dos modelos s@o realizados de tal forma que nao ¢ incluido
mais um parametro no modelo (o parametro de longa duracao), exceto pelo modelo L-CoLSE,
e este parametro de longa duracao é obtido de forma natural nas distribui¢oes IGPS como
podera ser visto no decorrer do capitulo. No final do Capitulo 6 apresentamos uma aplicacao
dos modelos de longa duragao a um conjunto de dados que nao possui na literatura a estimacao
por meio de modelos paramétricos que consideram o termo de longa duragao, e como observado
nos comentarios, os modelos de longa duracao obtidos se apresentam adequados.

Devido a complexidade de maximizar as fungoes de log-verossimilhanca apresentadas
nos Capitulos 5 e 6, foram implementadas rotinas de maximizagdo no software Matlab (MA-
TLAB, 2010) pela necessidade de controle de parametros do tamanho do passo (valor “a” na
rotina do Anexo E) do processo BFGS. Para maiores detalhes do algoritmo recomenda-se a
leitura do Anexo E. Também, no Anexo E, apresentamos as fungoes implementadas para a
distribuicao CoPE, porém para as demais fungoes basta a alteracao da fungao de logverossimi-
lhanca e consequentemente das funcoes de densidade e de sobrevivéncia associadas ao modelo
escolhido. Ainda, no que se diz respeito ao uso da rotina implementada, ao escolher a dis-

tribuigdo a ser estimada, deve-se tomar valores diferenciados para o tamanho do passo e/ou
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para a precisao da matriz de derivadas e das derivadas numéricas para a rotina nao apresentar
problemas numéricos, como por exemplo o célculo de valores log(0) ou para nao retornar o
préprio ponto inicial.

A Figura 1.4 apresenta a estrutura para obter as distribui¢goes desenvolvidas neste tra-
balho (sublinhadas) e a comparagao com os principais resultados da literatura. Esta figura tem
como objetivo auxiliar durante a leitura inicial a identificar rapidamente qual a estrutura dos
riscos adotada bem como o cendrio do tema motivacional (risco competitivo ou complementar
na carcinogénese) e seus relacionamentos com técnicas ja desenvolvidas e deve ser consultada
sempre que houver alguma duvida. As distribui¢oes desenvolvidas no Capitulo 2 sao as dis-
tribuigoes CEG e CE2G. A distribuigao desenvolvida no Capitulo 5 utiliza o parametro “rho”
da distribuicao IGPS, que ¢ indicada pela letra inicial “I”, e com valores de “rho” igual a
zero indica-se que a distribuicao nao apresenta este parametro e portanto recaem nas suas res-
pectivas distribuicoes sem a inflacao. A anotacao “A serem desenvolvidas” representa o fato
de resultados para as distribuigoes mencionadas no centro da figura, bem como demais distri-
buigoes, nao terem sido encontradas na literatura e portanto suas obtencoes se encontram em

aberto para estudo.

IPoisson [BinNeg i
T T T T \
Mistura Mistura Mistura Mistura Mistura \‘
A
rho=0 0<rho<1 rho=0 | O<rho<1 rho=0 0O<rho<1 rho=0 | O<rho<1 rho=0 | O<rho<1
Binomial Poisson BinNeg | ogaritima Geométrica
N -Modificada-
CoPE' CoNBE' CoLS'E’ _— L
‘E2'B A serem 'E'P 'E'NB L TG A [ por
E'B WP | A serem WNB | A serem WL A wg | serem | Causas [1-P{M=0)].
WB desen- GP G'NB desen- serem G | desen- | Competitivas | M=1,2.3,...
volvidas desen- volvidas desen- volvidas !
volvidas volvidas g
<
CCoP'E' bt
A serem CEP A serem CEL A CE2G A i Causas
CEB CWP A serem C'E'NB desen- cwL | serem CE'G | serem ; Complemen-/
desen- desen- volvidas desen- CWG | desen- | tares J:’
volvidas volvidas volvidas volvidas| -~ I

| E2~Exp.Exponenciada /| E~Exponencial /| W~Weibull / G~Gamma |

Figura 1.4: Desenho esquematico dos resultados do trabalho em comparacao com os principais

resultados da literatura.

Os resultados apresentados no Capitulo 2 foram condensados nos artigos Louzada et al.
(2014) e Marchi et al. (2013). Também os resultados apresentados no Capitulo 3 foram utiliza-

dos na elaboragao do artigo Louzada e Marchi (2015) ja aceito para publicacao. Os resultados
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dos capitulos 4 e 5 foram condensados em relatérios técnicos e submetidos para publicagao.



Capitulo 2

Distribuicao E2G e CE2G

Neste capitulo abordaremos algumas novas distribuigoes que podem ajudar a aumentar
o conhecimento sobre determinadas caracteristicas dos dados em analise de sobrevivéncia pela
flexibilidade da funcao de risco. Existem varios modelos de construcao para as distribuigoes
de sobrevivéncia como citados na introducgao, porém por enquanto usaremos a restricao de
M =1,2,.... O fato de M > 0 implica diretamente que o modelo nao apresenta fragao de
cura.

Este capitulo se baseia inteiramente no modelo de mistura com distribui¢oes Geométricas
em causas competitivas e complementares. Podemos notar que estes modelos sao casos parti-
culares dos modelos de Marshall e Olkin (1997), porém o método a qual é construido engloba

a construcao de distribuicoes no cenario de risco competitivos e complementares.

2.1 Distribuicoes no cenario de riscos latentes

Sejam X, ..., X,, varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.),
com funcao distribuigdo de probabilidade (f.d.p.) f(z|¢). A varidvel de estatistica de ordem

Xrm, r=1,...,m, é dada por

@ @) = )

frm (@M =m, ¢) =
em que fy = f(x]¢).
Considere P(M = m) uma distribui¢ao Série de Poténcia modificada em zero dada por
[e.9] mem
P(m) = %, em que C'(6) =>""_, a,0™ com 6 € (0,s). A Tabela 2.1 mostra alguns
casos particulares para esta distribui¢ao. Por exemplo, se a,, = (m!)~!, temos C(§) =’ — 1 a

qual caracteriza a funcao de Poisson com parametro 6.

11
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E importante notar que quando ¢é utilizada a fungao de distribuicao Geométrica, e é
adotado Y = min{Xy,..., X,,;} ou Y = max{X,...,X,} a férmula da fun¢do para o tempo
de vida resultante é encontrada em Marshall e Olkin (1997) e o resultado que apresentamos
na Secao 2.1.2 é um caso particular, restrito para o valor do parametro da Geométrica com
0 € [0,1] e que pode ser estendido para valores com suporte positivo, no entanto o foco do
trabalho é manter as caracteristicas iniciais de forma a ter uma construcao e explicacao no

objeto em estudo.

2.1.1 Escolha da distribuicao dos riscos latentes como alternativa a

Weibull e Gama

A distribuigado Geométrica para M é abordado em Adamidis e Loukas (1998), junta-
mente com o tempo de vida F(y) seguindo uma distribuicdo Exponencial para o tempo de
vida com a regra Y = min{X;,..., X, }. Posteriormente Louzada et al. (2011) utilizaram as
mesmas distribuigoes, porém, considerando Y = max{Xj,..., X,,;}. Em ambos os casos o de-
senvolvimento foi motivado pela forma da funcao de risco, que no primeiro caso é decrescente
e no segundo caso é crescente.

Outros autores como Barreto-Souza et al. (2011) generaliza Adamidis e Loukas (1998)
com o uso da distribuigao do tempo de vida F(y) seguindo uma distribuicao Weibull. As
formas de sua fungao de risco sdo possuém diferentes formas. Gupta e Kundu (1999), propdem a
distribuigao Exponencial generalizada, com fungoes de risco crescente e decrescente, Kus (2007)
propos outra modificacao na funcao exponencial e tem funcao de risco decrescente, Barreto-
Souza e Cribari-Neto (2009) generalizaram a fun¢ao proposta em Kus (2007) com a inclusdo
do parametro de poténcia, atribuindo assim a forma crescente, decrescente e unimodal para a
fungao de risco and Barriga et al. (2011) propuseram a distribui¢ao Exponencial Complementar
Exponenciada utilizando a distribui¢ao proposta por Smith e Bain (1975) dentre outros.

Como o leitor pode perceber, a funcao de distribuicao Exponencial esta presente em

Tabela 2.1: Principais casos particulares da distribuicao Série de Poténcia

Distribuigao | a, A(0) S

Poisson m!—! e —1 00
Geométrica | 1 6(1—6)~' | 1
1

Logaritima | m™' —log(1 —0)
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varios modelos como caso particular por sua grande importancia no estudo do tempo de vida.
Dentre as funcoes com suporte positivo, que estudam o tempo de vida, temos duas de dois
parametros que se destacam, a Weibull e a Gama, sendo que a segunda possui uma forma nao
fechada para o calculo da funcao Gamma dependendo do valor do parametro.

Neste capitulo utilizaremos uma distribuicao que sempre possui forma fechada para o
calculo da f.d.p da funcao distribuicao e da funcao de sobrevivéncia, a distribuicao Exponencial
exponenciada (Gupta e Kundu, 2001), e tem como caso particular a distribuigdo Exponen-
cial. A funcao distribuicao da Exponencial exponenciada é dada por (1 — e*’\“))a, em que
A, > 0. Segundo Gupta e Kundu (2001), além da distribuicio Gama ter suas desvantagens
por ser calculada de forma numérica, também pode-se encontrar desvantagens na distribuicao
Weibull (Gorski, 1968) e por este motivo escolhemos como distribuigao de base no processo de

composicao a distribuicao Exponencial exponenciada.

2.1.2 Classe de distribuicoes no cenario de riscos latentes usando a
Geométrica
Mostramos a seguir a distribuicao de falha para os trés casos de ativagao: falha por
ativacao do primeiro fator de risco, falha por ativagao de um fator de risco aleatério e falha por
ativacao do ultimo fator de risco.

Considere F,(y) e S.(y) a funcao distribuigdo e de sobrevivéncia dos riscos, respecti-

vamente. Portanto obtemos as distribuicoes de:
e Falha por ativacao do primeiro fator de risco.

Utilizando Marshall e Olkin (1997) obtemos a fungao distribuigao F'(y) dada por

1=(1=0)1-5(y)

e Falha por ativagao do tultimo fator de risco.

F(y)

Utilizando Marshall e Olkin (1997) obtemos a funcao distribui¢ao F'(y) dada por

OF.(y)

PO =T -0rn)

e Falha por ativagao de um fator de risco aleatorio.
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Neste caso, para a obtencao da funcao distribuicao de falha, determinamos que a
probabilidade do fator r, r = 1,...,m, falhar é %, ou seja, a chance da falha ser causada pelo

fator de risco r é igual para o fator » — 1 por exemplo, e assim

f) = S FIM =m R =r)P(R = r|M = m)P(M = m)

r=1

> T e A L= F)]" PO = m)

i (r— 1)l (m —r)!

fo(y)P(M =m)

3
1§

[
NE

3
Il

I
NE

3
I

= fo(y) Y _ P(M =m)
= fs(y).

Para obter a expressao da segunda linha, utilizamos o fato de que P(R =7r|M =m) =1/m e
para obter a terceira linha basta observar que a expressao é a expansao binomial com o fator
r—1.

Portanto, atribuindo a mesma probabilidade para cada fator de risco de ser o causador
da falha, obtemos que a prépria funcao distribuicao dos riscos € a funcao distribuigao do tempo

de falha.

2.2 Distribuicao E2G

Seja Y uma varidvel aleatéria denotando o tempo de vida de um componente. A
variavel aleatéria Y tem distribuicao E2G com parametros A > 0, a > 0e 0 < € < 1 se sua

f.d.p ¢ dada por
aXfe (1 — e~ W)l

1-(1=0)1—1—er))

em que \ é o parametro de escala, com a e # sendo parametros de forma. A distribuicao EG

fly) =

(2.2.1)

(Adamidis e Loukas, 1998) é obtida da distribui¢do E2G atribuindo o valor « = 1. A Figura
2.2 mostra a f.d.p. da distribuicdo E2G (parte superior) e a fungao de risco (parte inferior)
desta distribuicao para # = 0.01,0.5,0.99 e « = 0.3, 1,10 com A = 1 fixo.

A funcao de sobrevivéncia da distribuicao E2G é dada por

_ (1 — (1 —e ™))
1= (1-0)(1—(1—ew)a)

S(y) (2.2.2)

em que o > 0,60 € (0,1) e A > 0.
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A=1.0, 6=0.01 A=1.0,6=0.5 A=1.0, 8=0.99

20
20
20

@=0.30 @=0.30

a=1.00 — a=1.00
— a=100

@=10.0

Fungéo de densidade
Funcéio de densidade

Funcéio de densidade

0.0

0.0
0.0

— a=030 — a=030
— a=1.00 — a=1.00
— @a=100 — a=100

Tempo Tempo Tempo

Figura 2.1: Superior: F.d.p. da distribuicao E2G. Inferior: Fungoes de risco da distribuigao

E2G.

Da equagao (2.2.2), a funcao de risco, de acordo com a relacao h(y) = f(y)/S(y), é

dada por
ale™M(1 — e W)l

e ey e v T Ry e R T

Para a < 1, temos que h(y) nao é finita, caso contrario temos que para y = 0 seu valor

(2.2.3)

¢ finito e é dado por h(0) = A/f se a =1 e h(0) =0 se a > 1. Quando y — oo, a fungdo tende
a se estabilizar e portanto lim, ,. h(y) = .

A funcao de risco (2.2.3) pode se crescente, decrescente ou unimodal como é observado
na Figura 2.2 (parte inferior), para os valores de 8 = 0.01,0.5,0.99 e @« = 0.3, 1, 10.

O p—ésimo quantil da distribuicao E2G, ou a funcao inversa da funcao distribuicao
F(q) = p, é dada por

In(1 — (—22_ /e
Qp) = F'(p) = — ( (1;”“9) ), (2.2.4)

em que F(y) =1 — S(y) é a fungao distribuigao de Y.
De forma geral, podemos mostrar que para qualquer distribuicao exponenciada, diga-

mos F*(y) com f.d.p. d(%y(y)), no cenario de riscos competitivos latentes com a distribuicao



CAPITULO 2. DISTRIBUICAO E2G E CE2G 16

2 ) Fa—l
Geométrica, a f.d.p. é dada por f(y) = afely) () com fungao de sobrevivencia

1= =0)(1-Fy)P

6

W = T a0 - )

(1= Fy) = 0,(1 = FX(y)), (2.2.5)

0
1=0)(1=Fg(y))

Na equacao (2.2.5), temos 6, = 1 se y = 0 e 6, = 0 quando y — oo. Desta forma,

em que ¢, = =

com a interpretacao que a funcao de distribuicao da Geométrica apresenta nesta construcao,
quando y — oo, certamente todos os “M” fatores de risco vao apresentar falha, e podemos
entdo estimar M = 1/6 (Esperanca da distribuicdo Geométrica com parametro 6). Agora, 0,
poderia se utilizado para estimar o nimero de fatores de risco que falharam até o instante de
tempo y* pela férmula My* =1/6,-.

Para a funcao de risco, temos que

d(F2(y))

h(y) = m% = HpoHy, (2.2.6)

em que Hpo é a fungdo de risco da distribuigao Fi(y) exponenciada (F¢) e Hg = 6,,/0.

Observe que, Hy = 1/0sey =0e Hy = 1 quando y — 0o. Quando 6 — 0, se Hpa — 0

quando y — 0 e Hpa — ¢ quando y — oo, é facil observar que h(y) possui forma unimodal.

2.2.1 Formas da funcao de risco

A distribuicao E2G possui forma de risco unimodal, crescente ou decrescente depen-
dendo dos valores dos parametros de 6 e a, como pode ser visto na parte inferior da Figura
2.2.

Pelo motivo da funcao de risco em (2.2.3) ser muito complexa, as formas da fungao de
risco sao obtidas numericamente. O que de fato, foi verificado numericamente, usando o software
Maple MapleSoft (2012) e as condigoes do Teorema de Glaser (Glaser, 1980). Desta forma,
consideramos os varios pontos da regiao paramétrica que caracteriza a forma da fungao de risco,
escolhendo aqueles que caracterizam a forma desejada e entao estudamos suas propriedades
numericamente.

Sejan(y) = —f'(y)/f(y) em que f'(y) é a primeira derivada da f.d.p. (2.2.1). Portanto,

e (o — 1) N 2@)\6_’\9”(1 —0)(1 — e )t
[ 1—(1—0)(1— )

ny) =A—
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A primeira derivada de n(y) é dada por

(a—1) N2 (a—1)\e 2 _aXe™(1-0)(1- e*’\z)afl

n'(y) = e T TIPS g g Y gy (e L (2.2.7)
Oé(Oé _ 1))\26—2>\z (1 _ (9) (1 _ 6—)@)0‘—2 - a?)\2 (6_)@)2 (1 . 9)2 (1 . 6_)\35)2(04—1)
1— (1 — 9) (1 — (1 — e*)\"r)a) (1 . (1 . 0) (1 B (1 . e—)\r)a))2

Se0<a<1,1n(y) <0paray >0, pelo Teorema de Glaser (Glaser, 1980) concluimos
diretamente que a forma da funcao de risco (2.2.3) é decrescente.

Para verificar que a fungao de risco pode ser crescente, por propriedade, nés considera-
mos o ponto do espago paramétrico (o, A, 0) = (10, 1,0.99). Portanto ¢ necessario verificar que
n'(t) > 0 para t > 0, o que de fato ocorre. De Glaser (1980), podemos concluir que a fungao
de risco é crescente. Numericamente, observamos que para valores de # > 0.5 a fungao de risco
possui a forma crescente. Para exemplo, as combinagoes de (a, ) proximos da regido vizinha
e iguais a (10,0.55), (7.5,0.57). (6,0.59), (5,0.6), (3,0.69), (2.5,0.8) e (1.125,0.9) possuem a
forma da funcao de risco crescente.

Para verificar a forma unimodal da funcdo de risco, consideramos o ponto (a, A, 6) =
(10,1,0.01) e obtemos o ponto ty = 1.3398, de tal forma que n/(tg) = 0, '(t) > 0 para t € (0,t¢)
(por exemplo 7'(0.1) = 899.2505), e n/(t) < 0 para t € (ty,00) (por examplo 7/(2) = —1.6464)
e consequentemente lim, ,o f(y) = 0. Portanto, podemos concluir que a funcao de risco é

unimodal.

2.2.2 Momentos, momentos de vida residual e momentos da es-

tatistica de ordem

Algumas caracteristicas e particularidades de uma distribuicao podem ser estudadas
por meio dos momentos, como por exemplo a variancia. As expressoes matematicas da espe-
ranga, variancia e o r—ésimo momento em torno da origem de Y podem ser obtidos usando a

expressao:
E[Y"| = r/ y" LS (y)dy. (2.2.8)
0

A expressao geral para o r-ésimo momento u; = E(Y") da varidvel Y, com f.d.p. dada
por (2.2.1) pode ser obtida analiticamente considerando a expansao binomial em série, dada

por

(EFIREDY @x’f, (2.2.9)
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em que (r); é o simbolo Pochhammer, dado por (r)y =r(r+1)---(r+k—1)ese |z <1 a
série converge, e ainda

(=r)e = (=D)*(r — k + ). (2.2.10)

Proposicao 2.2.1 Para a variavel aleatéria Y com distribuicao E2G, temos que, a funcao para

o r-ésimo momento é dada por

oo o 0 0

,_@Z (—1)Hm (G — 1+ 2)(ad + k —m + 1)p(1 — 0)
e =\ Im!(m + 1) ‘

I=0 m=0 k=0 j=0
Prova 2.2.1 De (2.2.2) e (2.2.8), usando a expressao (2.2.9), obtemos

!

MZﬁ/ Y S(y)dy
0

(e
:7"9/0 L ) G G V) Ey

:Te/ol (‘#> T—(i- A= 2)}(1 —n "

0D s W [ 1 21— 2%)

% Xk /0 e T (O

D) e (1) i [ r=1 _k ayi+1

_T;;T(l—@ /0 (In(1 —2))" 7 2%(1 — 2%) " dz

:TH(_)\},)T Z Z Z (_<]l—:— 1))l (1 . 0)]/ (111(1 . Z))r—l Zal+kdz
k=0 j=0 (=0 : 0

22_3220; (_(j;_ 1))l(1 0)] /Ooo ur—l(l e—u)al—l—ke—udu

_f o f: i (= + 1)) (=(ad + k))m(l _ gy /Oo W Le—um+) gy,

{! m/!

em que a ultima igualdade segue da integragao da fun¢ao Gama e da relagao em (2.2.10), o que

completa a prova.

A estatistica de ordem, entre outras, sao ferramentas fundamentais para inferéncia,
principalmente no setor industrial e de satide. Seja, Y7, ...,Y,, uma amostra aleatoria indepen-
dente da distribuicao E2G e Yi.,,...,Y,., denotando a correspondente estatistica de ordem.

s ny Y nmn

Entao, a f.d.p. fi.n(y) da i-ésima estatistica de ordem Y;.,, é dada por

v F(y) (1= F(y)" " f(y).

fi:n(y> = (Z _ 1)|(n — Z)
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O r-ésimo momento da i-ésima estatistica de ordem Y;.,, de acordo com (Barakat e

Abdelkader, 2004), pode ser representada por

=7 Z ypnis 1(1;:1) (Z) /OOO y S W) dy. (2.2.11)

p=n—i+1

Proposicao 2.2.2 Para a variavel aleatéria Y com distribuicao E2G, temos que, o r-ésimo
momento da i-ésima estatistica de ordem é dado por

J+p oo oo o

B[y ] - )\T Z Z Z Z Z oot (i: 1) o

p=n—i+1 [=0 m=0 k=0 j=0

n\ @) (p+ 5 — 1+ Dl = ) (al +k—m+ 1),
8 <p> Jml(m + 1)

Prova 2.2.2 Da equagao (2.2.11), usando as expressoes (2.2.2) e (2.2.9), e procedendo de

maneira similar a prova da Proposicao 2.2.1, obtém-se o resultado. [ |

Dado que nao houve falha até o momento t, o a distribuicao do tempo de vida residual
de uma varidvel aleatéria ¥ com distribuicao E2G, tem a funcao de sobrevivéncia dada por

— (1 — e At 1—(1-0)(1—(1—eM)")
L= (1—¢ e > (1 —(1-00-01- e—ww)a)) |

Si(y) = Pr[Y >y +t|Y > 1] = (1

A funcdo média do tempo de vida residual de uma funcao continua com funcao de

sobrevivéncia S(y) é dada por

(t) = BY —1]Y > t) = % /too S(u)du. (2.2.12)

Proposicao 2.2.3 Para a variavel aleatéria Y com distribuicao E2G, temos que, a média do

tempo de vida residual é dada por

1110 - (=) g L0 (1) —j+2); (1 (1—eM)rtott
M(t)_k( 1—(1—e)e >ZZZ 5! < k+aj+1 )

k=0 i=0 5=0

Prova 2.2.3 Substituindo S(y) dada por (2.2.2) na equagao (2.2.12), obtemos

S(t) 1 —(1—e M) 1—6)(1— (1 — e u)o)
11 (-00-(-eM) i )
A 1—(1—eM)e / (1—(1—9)<1—xa>)(1_x)d'

Usando agora (2.2.9) e procedendo de maneira similar a prova da Proposigao 2.2.1, obtém-se o

resultado. [ |
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2.2.3 Inferéncia

A seguir consideramos o método de maxima verossimilhanca para a estimacao dos
parametros e a matriz de Informacao observada para a obtencao do erro padrao assintotico
dos estimadores. Assumindo que os tempos de vida observados na amostra sao independentes
e identicamente distribuidos e sao independentes do mecanismo de censura, os estimadores de
méxima verossimilhanga (MLE) dos parametros sao obtidos diretamente da maximizagao da

fungao log-verossimilhanca /(.), dada por

(0, ),0) = nln(0) +In(aX)d 6 =AY diyi+ (a—1) 25 In(1 — e ) 4 (2.2.13)
=1 =1

T Z (I=6)In(1—(1—e ™)) => (1+6)In(1—(1-0)(1—(1—e)),

i=1
em que 9; é o indicador de censura, que é igual a 0 ou 1 se a observagao é censurada ou
observada, respectivamente.

Os estimados MLEs, denotados por &, A e 6, sdo as solugoes simultaneas das seguintes

equacoes, as quais serao resolvidas considerando a rotina optim do Software R Core Team

(2012),

= L?ln(L Z (14 6;)( 1—0)L°‘1n(L)

Zn—1 0; - —\yi
== (51 1 ]. — Yi) =
= + ZZI n( e i)

i=1 =1 T;

]
—
S
_|_
—
>
|
—_
N—
(]
3
3
[oN
—~
—_
|

Z a(1+6;)(1 — 0)LEX,
L T

=1 i=1 =1 i=1

em que L; =1 — e_:\yi, Ri=1-L¢ Ti=1—(1- é)Ri, e X; = ye M
Visto que a matriz de informacao nao possui forma fechada, vamos considerar a matriz
de informagao observada para a estimacdo dos intervalos de confianga do vetor (a, 8, ). Os

elementos da matriz de informacao observada sao dados por

[aa [ae Ioz)\
Ip(a,0,N) = | Ipo Ipy Ipx : (2.2.14)

TSV VIR OV (a,0.0)=(&,0.3)

em que os elementos da matriz Ir(a, 6, \) estao apresentados no Apéndice A.
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Sob certas condigoes de regularidade para a fungao de verossimilhanca e com o tamanho
da amostra grande, a distribuigao assintética para (&, 0 , 5\), ¢ uma distribuicao Normal 3-variada
com média zero e matriz de variancia e covariancia I.'(a, 6, \).

Performance dos MLEs

O estudo a seguir é baseado na geracao de 1,000 amostras com tamanhos n = 20,
30, 50, 100 e 200 da distribuicao E2G com quatro diferentes vetores de parametros. Uma vez
que os parametros nao estao limitados, consideramos as restrigoes dos parametros por meio
de transformagoes. Para o parametro 6 foi considerado a transformacao 6 = e /(1 +¢"), em
que 0* € R, e para « e A foi considerado a transformagao exponencial. Para o calculo de suas
variancias usamos o método Delta. Os valores iniciais para todos os casos foram considerados
de forma a partir do ponto zero da reta real, ou seja, (o, A, 0) = (1,1,0.5).

Os resultados obtidos estao condensados na Tabela 2.2, a qual mostra a média dos
1,000 MLEs (Av(&, A,6)), juntamente com a cobertura para intervalos assintéticos de 95%
de confianca (C(a, A, 0)), e também suas varidncias Var(a), Var()) e Var(d). Os resultados
sugerem que os MLEs se comportam adequadamente com a teoria. E importante notar que
para valores pequenos de 0, veja 0 = 0.25, a estimacao se torna préxima somente para amostras
de tamanho n = 200 e sua cobertura ainda se encontra abaixo do valor especificado de 95% e a
Variancia dos estimadores MLE de A sé sao consideraveis aceitaveis em amostras de tamanho
n = 200, porém em gereal, as variancias dos MLEs decrescem quando o tamanho da amostra
aumenta e a probabilidade de cobertura Empirica ficam préximas ao valor nominal escolhido,

principalmente quando o tamanho da amostra aumenta.

2.2.4 Aplicacao

Para verificar que a distribuicao E2G pode se uma distribuicao competitiva do ponto
de vista de ajuste, comparamos o seu ajuste com algumas distribuicoes de tempo de vida usuais
em trés conjuntos de dados extraidos da literatura. Para a escolha do conjunto de dados foi
designado que um dos conjuntos apresente forma crescente, outro com forma unimodal e um
terceiro com forma decrescente para a fungao de risco.

As seguintes distribuicoes de tempo de vida foram consideradas para o ajustes seguindo
todas os mesmos procedimentos de estimagao: a fungao de distribuicao Exponencial, com f.d.p.

dada por f(z) = Xe ™, a funcao de distribuicio de Weibull com f.d.p. dada por f(z) =

0 (z 1 0—1_,—x/\
3 (5 PUTC) R

a funcao distribuigdo EG (Adamidis e Loukas, 1998) com f.d.p. dada por f(z) = A(1 — (1 —

)9_1 e~ @/N g funcdo de distribuicdo Gama com f.d.p. dada por flz) =
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Tabela 2.2: Média dos MLES, suas coberturas e variancias da simulacao da distribuicao E2G

para dados simulados.

n (a, N, 0) Av(a, ), 0) C(a, A, 0) Informagéo Observada
Var(@) Var(\) Var(d)

(2.0,2.0,0.6) (2.2344,2.0555,0.7837) (0.9070,0.9960,0.9990) 1.2235 1.4662 1.3260
(0.5,4.0,0.25) (0.4915,6.5998,0.5500) (0.9540,0.9360,0.6840) 0.0578 33.541 0.4829

. (2.0,1.5,0.75) (2.4027,1.4952,0.8172) (0.8790,0.9950,0.9990) 1.4991 0.7892 1.3336
(4.0,0.5,0.8) (4.7712,0.4817,0.8353) (0.8730,0.9850,0.9990) 7.7977 0.0652 1.8246
(2.0,2.0,0.6) (2.1794,2.0616,0.7702) (0.9170,0.9920,0.9990) 0.8647 1.2180 0.9342
(0.5,4.0,0.25) (0.4792,5.7292,0.4960) (0.9480,0.9460,0.7130) 0.0522 22.216 0.3467

0 (2.0,1.5,0.75) (2.2323,1.4664,0.8005) (0.9020,0.9950,0.9990) 0.6987 0.4571 0.8887
(4.0,0.5,0.8) (4.5377,0.4901,0.8580) (0.8850,0.9780,0.9980) 4.7082 0.0744 2.0561
(2.0,2.0,0.6) (2.0611,2.0498,0.7608) (0.9400,0.9880,0.9930) 0.5847 0.9912 0.7268
(0.5,4.0,0.25) (0.4889,5.3752,0.4205) (0.9300,0.9290,0.7840) 0.0259 12.651 0.1658

» (2.0,1.5,0.75) (2.1296,1.4718,0.8049) (0.9290,0.9830,0.9970) 0.4093 0.2968 0.5931
(4.0,0.5,0.8) (4.2875,0.4892,0.8533) (0.9190,0.9820,0.9990) 1.7010  0.0280 0.7649
(2.0,2.0,0.6) (2.0135,2.0062,0.7071) (0.9640,0.9880,0.9470) 0.2054 0.3932 0.3227
(0.5,4.0,0.25) (0.4974,4.5422,0.3271) (0.9370,0.9580,0.8660) 0.0155 6.4245 0.0610
100 (2.0,1.5,0.75) (2.0466,1.4750,0.7988) (0.9700,0.9760,0.9940) 0.2549 0.2090 0.4467
(4.0,0.5,0.8) (3.8986,0.4609,0.7550) (0.9760,0.9620,0.9920) 1.0539 0.0231 0.4404
(2.0,2.0,0.6) (2.0022,2.0127,0.6765) (0.9660,0.9770,0.9150) 0.1024 0.1988 0.1572
(0.5,4.0,0.25) (0.4958,4.2346,0.2895) (0.9600,0.9850,0.9130) 0.0067 2.8561 0.0291
20 (2.0,1.5,0.75) (2.0421,1.4910,0.7828) (0.9640,0.9770,0.9930) 0.1147 0.0998 0.1859
(4.0,0.5,0.8) (4.0063,0.4963,0.8572) (0.9730,0.9860,0.9960) 0.4365 0.0098 0.2766




CAPITULO 2. DISTRIBUICAO E2G E CE2G 23

0)e=>*)~1 a funcio de distribuigao Weibull Modificada (MW) (Lai et al., 2003) com f.d.p. dada
por f(x) = ax?1(0 + )\x)eme_”g exp{Ar} o 5 funcdo distribuicdo Exponencial Generalizada-
Poisson (GEP) (Barreto-Souza e Cribari-Neto, 2009) com f.d.p. dada por f(z) = %
(1 — e~ HAexp (=) ya—1 o=A—fa+Aexp (~fz),

O primeiro conjunto de dados, 71, consiste em 65 tempos de vida observados em
paciente com cancer de mama tratados no periodo de 1929 a 1938, disponibilizados em Boag
(1949).

O segundo conjunto de dados, T2, consiste em tempos de vida observados de pacientes
com cancer do ducto biliar, o qual fazem parte do tratamento o estudo de qual combinacao do
tratamento com radiagao (RORx) e a droga 5-fluorouracil (5-FU) prolonga o tempo de vida. O
conjunto de dados foi extraido de Fleming et al. (1980) e consiste no tempo de vida, em dias,
para o grupo de controle.

O terceiro conjunto de dados, T'3, consiste em ntimeros de sucessiveis falhas do sistema
de ar condicionado de cada membro em uma frota de 13 Aeronaves Boeings 720. O conjunto
combinado possui 214 observagoes e foram consideradas em Adamidis e Loukas (1998). Este
conjunto de dados foi analisado primeiramente em Proschan (1963) e discutido posteriormente
em Dahiya e Gurland (1972), Gleser (1989), Kus (2007) e Barreto-Souza et al. (2011).

Primeiramente, para identificar a forma da funcao de risco vamos considerar o método
baseado na curva do grafico TTT de Aarset (1987) ji apresentado no Capitulo 1. Pelas imagens
a esquerda da Figura 2.2.4, podemos identificar que o conjunto de dados T1 possui forma
crescente, o conjunto T2 possui forma unimodal e o conjunto T3 possui forma decrescente para
a funcgao de risco.

Na Tabela 2.3 disponibilizamos os valores de —max/(.) e AIC para todas as distri-
buicoes. Ambos os critérios oferecem evidéncias a favor da distribuigao E2G para T2 e T3,
e para T1 os valores sao similares para as distribuicoes E2G, Weibull e Gama. Estes fatos
indicam que a distribuicao E2G pode ser uma distribuicao de interesses praticos competitiva
na analise de sobrevivéncia. O lado direito da Figura 2.2.4 mostra as curvas de sobrevivéncia
ajustadas e sobrepostas com o estimador K-M.

Os estimadores MLEs (e seus correspondentes desvios padrdes em parénteses) do
parametro a, 6 e A(x1000) da distribui¢ao E2G sao, 2.012(0.719), 0.582(0.551) e 41.11(9.98),
respectivamente para T'1, 1.978(2.377), 0.021(0.0489) e 0.85(0.188) para 72, e 1.238(0.273),
0.314(0.141) e 6.90(0.72) para T'3.
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Figura 2.2: Esquerda: Grafico T'TT empirico. Direita: K-M e Curvas de sobrevivéncia ajusta-

das. Superior: Dados de T'1. Meio: Dados de T2. Inferior: Dados de T'3.
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Tabela 2.3: Valores de —max/(.) e AIC para os dados T1, T2 e T3.

E EG Weibull ~ Gama E2G MW GEP
—max/(.) 284.6012 284.6012 280.6973 280.0386 279.7394 280.6974 279.9055
H AIC 071.2024  573.2024 565.3946 564.0772 565.4788 567.3947 565.8110
—max/(.) 172.6231 171.2032 172.2865 172.6161 167.3942 172.2865 168.7415
b AIC 347.2463 346.4064 348.5730 349.2322 340.7883 350.5731 343.4831
—max/(.) 1178.766 1175.925 1177.585 1178.291 1174.260 1177.585 1174.785
9 AIC 2359.532 2355.849 2359.170 2360.582 2354.520 2361.170 2355.570

2.3 Distribuicao CE2G

A seguir apresentamos a distribuicao CE2G que é a composicao da distribuicao Ex-
ponencial exponenciada com a distribuicao Geométrica no cenario de riscos complementares
(latentes), o que origina a primeira letra da nomenclatura “C”. Apds apresentar a distribuicao,
detalharemos a motivacao de sua construcao. E importante notar aqui, que a distribuicao
apresentada E2G foi derivada com riscos competitivos, ou seja, a ativagao pelo primeiro fator
de risco e a distribuicao CE2G serd derivada pelos riscos complementares que é por meio da
falha do ultimo fator de risco.

Seja Y uma variavel aleatéria nao negativa, representando o tempo de vida de um
componente em uma determinada populagao. A varidvel aleatéria Y tem distribuicao CE2G,

com parametros A > 0, a > 0e 0 <6 <1 se sua f.d.p. é dada por

aXle (1 — e~ M)a-t

fly) = ——
[1—(1—0)(1—e?)]

em que A é o parametro de escala, o e 3 sdo parametros de forma. A Figura 2.3 (parte superior)

mostra a f.d.p. da distribuicao CE2G para A =1, § = 0.05,0.5,0.95 e o = 0.3,1.0,3. Na Figura

y >0, (2.3.1)

2.3 podemos notar que a f.d.p. pode ser decrescente ou unimodal.
A funcao de sobrevivéncia da distribuicao CE2G é dada por

1=l —e M)
1= (1—0)(1 —eHv)e

S(y) ,y >0, (2.3.2)

em que, « > 0,0 € (0,1) e A > 0.

De (2.3.2) e (2.3.1), a fungao de risco de acordo com a relagao h(y) = %, ¢ dada por

_ aXe (1 — eMy)el
M) = [1—(1—eM)o[1l—(1-0)(1—eM) (2.3.3)
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Figura 2.3: Superior: Fungao densidade de probabilidade da distribuicao CE2G. Inferior:

Fungao de risco da distribuigao CE2G.

Temos que a fungao de risco h(y) em (2.3.3) ndo ¢ finita se @« < 1 no valor y = 0 e
¢ dada por h(0) = A0 se a = 1 ou h(0) = 0 se @ > 1. Temos ainda que quando y — oo,
h(co) = A. A fungao de risco dada em (2.3.3) pode ser crescente, decrescente ou em forma
de banheira, como observado na Figura 2.3 (parte inferior), que mostra a funcao de risco para
valores de A =1, # = 0.05,0.5,0.95 e « = 0.3,1.0, 3.
A funcao quantil da distribuicao CE2G, é dada por
In(1 — (o))

Q(p) = F'(p) = — 9(;’”)” 7 (2.3.4)

em que F(y) =1— S(y) é a funcao distribuicao de Y.

Considere que no estudo de confiabilidade é possivel observar somente o componente
de vida quando todos os componentes em risco falharem. Além disso, considere as ocasioes
que a informacao sobre o risco que provocou a falha do componente em andlise nao pode ser
observada. Desta forma se constitui o cenério de problemas de Riscos Complementares (CR ou
RC), o qual é estudado em varias dreas e possui uma vasta literatura a respeito deste assunto.
Para maiores informagoes recomenda-se a leitura de Lawless (2003), Crowder et al. (1991) e

Cox e Oakes (1984).
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Neste contexto, nosso modelo é obtido da seguinte maneira. Seja M a variavel aleatéria
denotando o ntimero de riscos para ocasionar a falha com m = 1,2, ... e considere que M tem

distribuigao Geométrica dada por
P(M =m)=0(1-0)"", (2.3.5)

emque 0 < 6 <1em=1,2,..., considere também t;, i = 1,2, 3, ... variaveis aleatérias dos
tempos de vida para cada risco i, isto é, o tempo até o evento do i-ésimo fator de risco com-
plementar e de Gupta e Kundu (2001), como a CEG, usamos T; com distribui¢ao Exponencial

exponenciada de parametros A e «, dados por
flts N @) = ag(ti; NG(ti; N) = alexp{—M; }(1 — exp{—Xt;})*, (2.3.6)

em que ¢g(.) e G(.) sdo a f.d.p. e a funcao distribuigao da distribuigdo proposta por Gupta e
Kundu (2001) com parametro A.

No cenario de risco complementares latentes, o niimero de causas M e o tempo de vida
t; associado a um risco particular nao sao observados, porém o tempo de vida Y sobre todos os

risco é usualmente observado. Portanto, sera observado somente a variavel aleatéria dada por
Y = maX{Tl,TQ...,TM}. (237)

Proposicao 2.3.1 Se a varidvel aleatéria Y é definida como em (2.3.7), entdo, considerando
(2.3.5) e (2.3.6), Y ¢ distribuida de acordo com a distribuigao CE2G, com f.d.p. dada por
(2.3.1).

Prova 2.3.1 A fungao de distribui¢ao condicional de (2.3.7) dado M = m é dada por f(y|M =
m,\, @) = male (1 — e )2 (1 — e )™t > 0, m = 1,.... Portanto, a funcio de

distribuicao margina de Y é dada por

fly) = Z mate (1 — e W)o! [(1- e‘Ay)O‘]mfl x O(1 — )"t

-1

[M]¢

= fare (1 —e )] m [(1 —e M) (1 - ‘9)]m

m=1

[(1—e )1 —0)]""

1—(1—ew)o(l—0)
1 2

1—(1—0)(1—eMv)a

g

= fare M(1 —e )]
1

= GOer’Ay(l — e”\y)o"1

l—|3
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Uma outra maneira para demonstrar seria trabalhar diretamente com a férmula do
méximo encontrada em Marshall e Olkin (1997) utilizando a fungao dada em (2.3.7). Porém
com o objetivo de dar mais um sentido na construgao das distribuicoes, optamos aqui por usar

o argumento da motivacao de sua construcao.

A distribuigao CE2G também foi obtida por Bidram et al. (2012), a qual é chamada
de “New Generalized Ezponential Geometric” (NGEG), onde sao apresentados resultados se-

melhantes aos descritos aqui.

2.3.1 Propriedades da distribuicao CE2G

Muitas das caracteristicas de uma distribuicao podem ser estudadas por meio dos
momentos, como a média, a variancia, a curtose e a assimetria, por exemplo. No entanto,
é interessante obter uma expressao geral para o i-ésimo momento dada pela férmula u; =
E(Y"). Para a distribuicao CE2G é dificil de se obter uma férmula analitica para os momentos
e portanto vamos resumir aqui somente a média e a variancia, ambas utilizando a funcao
caracteristica.

A funcao geradora de momentos de uma varidvel aleatéria Y com f.d.p. dada por
(2.3.1) pode ser obtida analiticamente, se considerarmos a expressao dada em Gradshteyn e

Ryzhik (2007) pela equacao 1.6 na pégina 329:

/01 1 = 2 (1 4 b2 i( ) ;ii:m)) (2.3.8)

k=0
Para qualquer valor real ¢, seja ®;(t) a fungdo caracteristica de Y, isto é, ®,;(t) =
E [e“y}, em que ¢ denota a unidade imaginaria. Com esta notagao podemos estabelecer o

resultado a seguir.

Proposicao 2.3.2 Para uma variavel aleatoria Y com distribuicao CE2G, temos que, sua

funcao caracteristica é dada por

B, (t) = afl (1 _ —) i ( ) z ki H)ﬁ__l);, (2.3.9)

em que ¢ = +/—1.
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Prova 2.3.2

Dy(t) = /O () dy

oo -y = Ay\a—1
:/ ity aXfe (1 — e M) _dy
0 [1—(1=0)(1—e?)

—it

. L X
B 9/0 (1—(1—0)za)2d

em que a tltima igualdade segue da mudanca de varidvel z = 1 — ™Y,

Comparando a ultima integral com (2.3.8), relacionamos: n = 1 — ’f, b=0-1,
m = a = pel = —2. Desta forma, utilizando (2.3.8) com os valores encontrados a prova é
finalizada.

Proposicao 2.3.3 A variavel aleatéria Y com distribuigao CE2G, tem a média e a variancia

dadas, respectivamente, por

:§2< ) 913111)) [T (0,afk +1]+1) — ¥ (0,1)]

Var(y) = %{;[(f)%

- (q/(o, 12+ %2 S (0, alk +1] + 1) [\1/(0, alk + 1]+ 1) — 20(0, 1)]

o0

> (—k?> ((Hkllf; (W (0, alk+ 1]+ 1) — U (0, 1))}2},

k=0

- \P(l,a[k+1]+1))

n+1
em que ¥(n,z) = ) In(I'(2)) é conhecida como a func¢ao Psi-Gama.
zn

(1)

- Da literatura,

t=0
E(Y?) = # o€ Var(Y) = E(Y?) — [E(Y)]?, e portanto com um pouco de manipulagao

Prova 2.3.3 O primeiro resultado é obtido pela relacao E(Y) =

algébrica se obtém o resultado. [ |

A Skewness é uma medida de assimetria da fungao de distribuigdo que pode assumir
valores positivos ou negativos. Quantitativamente, uma medida de assimetria negativa indica
que a cauda da distribuicao a esquerda, na f.d.p., é mais longa que a cauda a direita e a
concentracao da massa da f.d.p. se encontra a direita da média. Uma medida positiva de
assimetria, indica que a cauda a direita é mais longa que a cauda a esquerda e a concentracao

da massa da f.d.p. esta a esquerda da média.
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A medida de assimetria skewness da variavel aleatéria Y, denotada por 1, é dada pela

formula do terceiro momento central normalizada:

OBV - E(Y?) - 3E(VDE(Y) + 3EAY)E(Y) — EX(Y)
N Y = )R [E(Y?) — B2 (V)2 - (2310

A Curtose é uma medida do “pico” de uma funcao distribuicdo. De uma maneira
similar ao conceito de assimetria, a curtose ¢ um indicador da forma da funcao distribuicao e
é comum em pratica é utilizada para fazer comparacao com a forma da distribuicao Normal
padrao.

Uma medida comum da curtose, originalmente de Karl Pearson, denotada por vs, ¢

baseada na versao do quarto momento e é dada por

COBE(Y - @Y E(YY) —4E(Y])E(Y) + 6E(Y?)EX(Y) — 3EX(Y)
2= YR E(Y?) — B2(V)P - (@3n)

As expressoes algébricas para a curtose e assimetria da distribuigdo CE2G sao extensas
e de simples manipulagao algébrica por envolver os momentos (calculados pela fungao carac-
teristica). Devido a este fato apresentamos na Figura 2.4 a curtose (72) e a skewness (1) da

distribuicao CE2G para oo com A =1, 0 =0.1,0.5,0.9 e para § com A =1, a = 0.3, 1.0, 3.

A=1 A=1 A=1 A=l

— 0=0.3
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a=3.0
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Skewness
Skewness

Kurtosis
100 200 300 400 500
I

100 200 300 400 500

-15 -10 -5 0 5 10 15

0
L
0

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 30

Kurtosis

100 200 300 400 500
Skewness

100 200 300 400 500
I

Skewness
-15 -10 -5 0 5 10 15
I
-15 -10 -5 0 5 10 15

0
L
L
0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 00 05 10 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 3.0

6 6 a a

Figura 2.4: Superior: Curtose e skewness da distribuicao CE2G para A = 1. Inferior: Curtose

e skewness da distribuicao CE2G para A = 2.
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2.3.2 Estatisticas de ordem

Estatisticas de ordem sao dentre varias, uma ferramenta fundamental na estatistica
nao paramétrica e inferéncia. Seja Y7, ...,Y, uma amostra aleatéria de distribui¢oes CE2G em
que Yi.,,..., Y., sdo as estatisticas de ordem respectivas. Entao, a f.d.p. fi, (y) da i-ésima
estatistica de ordem Y;., é dada pela relagao

n!
(k— 1)l (n —

O r-ésimo momento da i-ésima estatistica de ordem, pode ser obtido diretamente do

fin(x) = k)!F WA= Fy)" " f(y).

resultado encontrado em Barakat e Abdelkader (2004):
r - —nti-1 (P~ 1 n > r—
Bzl =r 3 o (U2 () [T s a (23,12
A n—1i)\p) Jo
p=n—i+1
Considere também a expansao binomial dada por
(1—z)" = —=zt, (2.3.13)
k=0

em que (r); é o simbolo Pochhammer, dado por (r)y =r(r+1)---(r+k—1)ese |z <1 a

série em (2.3.13) converge. Considere ainda a relagao do simbolo de Pochhammer dada por
(=) = (=1)F(r — k + 1)1 (2.3.14)

Proposicao 2.3.4 Para a variavel aleatoria Y com distribuicao CE2G, temos que, o r-ésimo

momento da i-ésima estatistica de ordem é dada por

EYi] = ;—' > i i Zp: i<_1)pn+i+r+m+12 (1; - 1) (Z)

p=n—i+1 j=0 k=0 (=0 m=0
(1—0)(p);,(p—1+1)(ali+1)+k—m~+1),

X
Fml(m + 1)

Prova 2.3.4 De (2.3.2) e (2.3.13), temos que

o0 °° 1— 1 — e M)e P
r—1 D _
/0 y S dy = Y 1= ) ) dy

(=0
- 1 /01n<1 ) (1—1(1_—362):[:&)%:6
oy

S (1- 9);39!%(—1?)1 /0 2O L] gy da (x)

_ (2.3.15)
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Substituindo a equagao (2.3.15) em (2.3.12) juntamente com a propriedade (2.3.14), segue o
resultado.
(*) Usando a mudanca de varidvel In(1 —z) = —u e a expansao em (2.3.13), o resultado obtido

¢ o nucleo da distribuicao Gama.

2.3.3 Entropia

A entropia de uma variavel aleatéria Y é a medida da variagdo da incerteza. Uma
medida popular de entropia é a de Rényi (Rényi, 1961).

Seja a variavel aleatéria Y, entao a medida de entropia de Rényi é dada por

1 i 1o (/ f”(y)dy) : (2.3.16)

v(p) =

em que p >0ep# 1.

Proposicao 2.3.5 Se a variavel aleatoéria Y tem distribuicao CE2G, entao a medida de entro-
pia de Rényi é dada por

1 b 5 [(1= 0 2p)T(p(e — 1) + ka + DI(p)
W) =1, loe (W’) A % [ k;!kf(a(p—k k) +1) D ‘

Prova 2.3.5 De (2.3.16), obtemos que

P . o (aAG)pe_Apy(l — e—Ay)ﬂ(a—l)
/f (y)dy = /0 1—(1-0)1- ei}\y)a]zp dy

= (aNd)? /OOO f: [B—Apy(l — e Mypla—ltkay _ gk (2]5'%} dy

=0

= (a)” / ) i (1 — e yplamtha(q — gk (20) (/\e_’\y)p_l} Xe Ny

k!

— (a@)ﬂ/\p—l Z —(1 - Q)k% /OOO up(a—l)—i—kcx(l B u)p_ldu]

k=0 L
e[ 2p)i T(ple = 1) + ko + 1)F(p)]
= ()N 1oy 2.3.17
(af) ; L T T h D) (23.17)
Portanto, usando (2.3.17) em ~(p) segue o resultado. |

2.3.4 Confiabilidade

No contexto de confiabilidade (reliability), o modelo de stress-strength descreve a vida

de um componente cuja a variavel aleatéria de robustez (strength) Y é submetida a um estresse
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(stress) aleatério X. O componente falha no instante que o estresse aplicado exceder a robustez,
tendo o componente funcionando satisfatoriamente sempre que Y > X. Portanto R = P(X <
Y') é a medida de confiabilidade do componente. Na drea de modelos de stress-strength hd uma
concentracao de trabalho para a estimacao da confiabilidade R quando Y e X sao variaveis

aleatorias independentes pertencentes a mesma familia de distribuicao univariadas.

Proposicao 2.3.6 Se a variavel aleatéria Y tiver distribuicao CE2G, entao, a confiabilidade

R =P(X <Y) para X e Y independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) é dada por
— kl(k+2) '

Prova 2.3.6 Para X e Y ii.d. com distribuicao CE2G em que X é a variavel de estresse e Y
a de robustez, a confiabilidade R = P(X < Y) é dada por

R — / /y a)\Qe”\"” —e M)l gMe (1 — e M)t o
B (1= e P [L— (1 - B) (L — e
/ 1 — e"\y) aXle M (1 — e W)t p
0o [1- (1 —O)(1— e [T — (1—0)(1— e )
- Eroten [o-crc
0
= Z Z 9206/\ (k + 2)) (1 . 0) e—)\(j—i-l)ydy
: ]{7!]! 0
k=0 j*O
B o LG e T
k=0 j=0 7 +1)
3k
YR
—~ ki(k+2)
O que completa a prova. u

2.3.5 Distribuicao de vida residual

Dado que nao ocorreu a falha até o instante de tempo ¢, a fungao distribuicao do
tempo de vida residual de uma variavel aleatéria Y, com distribuicao CE2G, tem funcao de

sobrevivéncia dada por

1 — (1 — e AMytt))a 1— (1 —0)(1— e M)
st =iy >+ > 0= (1S ) (T Saa—ewmr)
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A média do tempo de vida residual de uma funcao distribui¢ao é dada por

H(t) = B(X — X > 1) = % /too S(u)du. (2.3.18)

Proposicao 2.3.7 Para a variavel aleatéria Y com distribuicao CE2G, temos que a média do

tempo de vida residual é dada por

-3 (SRR EE L ()

Jj=0

Prova 2.3.7 De (2.3.18) e utilizando S(y) dada por (2.3.2), obtemos
1 [~ 1—(1=0)(1—e M) /°° 1—(1—e?)e
_— du = d
s S - S, T e

11-(1-@-e?) [ 1—2° )
A l—(1—eM)e /1 (1—x“(1—9))(1—x)d'

Usando a expansao dada em (2.3.13) de maneira similar a prova da Proposi¢ao 2.3.4 e o uso

da relagao (2.3.14) segue o resultado. [ |

2.3.6 Inferéncia

Assumindo que os tempos de vida do objeto em estudo sao identicamente distribuidos
e independentes entre si e entre o tempo de censura, os estimadores de verossimilhanca MLEs
dos parametros sao obtidos diretamente da maximizacao da funcao log-verossimilhanca dada

por
(0, ) 0) = In(@fA)> 6 =AY diyi+(a—1)) &ln(l—e )+ (2.3.19)
=1 =1 =1

+ Z (1—=0)In(1—(1—e ™)) — 2(1 +6)In (1= (1—0)(1—e?¥)),

i=1
em que J; é o indicador da censura, o qual é igual a 0 ou 1, indicando se o dado foi censurado
ou observado, respectivamente. A vantagem, como ja mencionado deste método, é que este
procedimento é obtido diretamente da maximizagao da funcao log-verossimilhanga por meio
das rotinas ja implementadas em varios pacotes computacionais. Consideraremos aqui a rotina
optim do Software (R Core Team, 2012).

A inferéncia para amostras com tamanho consideradas grandes dos parametros sao
baseadas nos valores dos MLEs e de seus erros padroes estimados. Para o calculo dos desvios

padroes dos estimadores de méxima verossimilhanga do («, 6, A) nds consideramos a matriz de
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informacgao observada de Fisher, a qual é dada por

]aa IaG ]a>\
Ip(a,0,X) = | Ipa Igo Igx ; (2.3.20)

I I D (a,0,0)=(6,0,)

em que os elementos da matriz Ir(a, 0, \) sao apresentados no anexo B.

Assumindo as condi¢oes de regularidade para os parametros a,f e A\ no espago pa-
ramétrico, a distribuigao assintética de (&, é, 5\), quando n — oo, é uma Normal 3-variada com
média zero e matriz de variancia-covariancia I.'(a, 0, \).

Utilizamos aqui os critérios para comparacao de modelos jé existentes na literatura,
como por exemplo os utilizados em Barreto-Souza et al. (2011), Adamidis et al. (2005), Barreto-
Souza e Cribari-Neto (2009) e Mudholkar et al. (1995). Usamos o Critério de Informacao
Akaike (AIC) e o Critério de Informagao Bayesiana (BIC), que sao dados respectivamente, por
—20(.) +2q ¢ —2(.) + qlog(n), em que £(.) é a log-verossimilhanga calculada no valor do vetor
MLESs, ¢ é o nimero de parametros a serem estimados e n é o tamanho da amostra. Portanto

o melhor modelo ajustado é aquele que apresentar o menor valor de AIC e BIC.

2.3.7 Estudo de simulagao

Para verificar que os estimadores MLEs do processo de estimacao apresentam as pro-
priedades assintéticas foi feito um estudo baseado na geracao de 100 amostras da distribuigao
CE2G com seis diferentes conjuntos de parametros para n = 20, 50, 100, 200, 500 e 1000.
Para o método de maximizacao adotado, é necessario que nenhum parametro fique restrito nos
valores reais, isto é, o parametro pode assumir valores no intervalo (—oo, 00), e portanto é con-
siderado transformacdes nos parametros de tal forma que, para § = € /(1 + "), com 0* € R,
e para « e A sao consideradas transformacgoes exponenciais. Baseado na literatura, podemos
obter diretamente os valores dos MLEs sem transformacoes e suas variancias sao obtidas por
meio do Método Delta. Para os valores iniciais foi utilizado («, A, 6) = (1,1,0.5).

Os resultados obtidos se encontram na Tabela 2.4, a qual apresenta a média dos estima-
dores MLEs (Av(a, A\, é)), juntamente com a probabilidade de cobertura de 95% para o intervalo
(C(av, A, 0)), o vicio, o erro médio quadratico (MSE), e seus desvios padroes (Sd(é, A, 6)). Os
resultados apresentados sugerem que os estimadores MLEs apresentam as propriedades as-
sintéticas adequadamente. Os valores dos desvios decrescem quando o tamanho da amostra

aumenta, bem como os valores das probabilidades de cobertura vao se aproximando dos niveis
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escolhidos conforme o tamanho da amostra aumenta. E importante notar que para alguns
valores de 6, veja 0 = 0.75 e = 0.80, a sua cobertura ainda se encontra abaixo do valor espe-
cificado de 95% para amostras menores que n = 200, no entanto, para 6 = 0.90, a cobertura se
encontra adequada para amostra com n = 100 e para valores a partir de n = 200 o MSE parece
ter decaimento proporcional constante. De modo geral, o parametro 6 parece ser o tinico que

nao atingi o comportamento da distribuicao assintotica para n menor que 200.

2.3.8 Aplicagoes

Considerando diferentes distribuigoes da literatura e utilizando trés conjuntos de dados
extraidos da literatura, vamos mostrar que a distribuicao CE2G apresentada pode obter um
bom ajuste frente outras apresentadas.

O primeiro conjunto de dados, T4, consiste em observagoes de 143 criangas contamina-
das com o virus HIV do Hospital das Clinicas da Faculdade de Medicina de Ribeirao Preto entre
os anos de 1986 até 2001 para a soro-reversao (Perdona e Louzada-Neto, 2010). Soro-reversao
pode acontecer em criancas que nascem de maes infectadas pelo virus HIV.

O segundo conjunto de dados, T'5, apresenta os tempos de vida em horas de 417
lampadas incandescentes foscas de 40W de 110 volts extraidas em 42 semanas para o controle
de qualidade (Davis, 1952). O tempo de sobrevivéncia, em dias, para o grupo de controle das
lampadas sao obtidos do conjunto original.

O terceiro conjunto de dados, T'6, apresenta os tempos de sobrevivéncia para ratos de
laboratérios, que sao expostos a uma dose fixada de radiacao durante o periodo de vida de 5 a
6 semanas. A causa da morte para cada rato foi determinada apds a autdpsia como uma das
trés possibilidades: linfoma timico (C1), sarcoma de células reticulares (C2), outras causa (C3)
(Hoel, 1972). Considere aqui as causas C3 para o grupo de controle.

Primeiramente, para identificar o formato da curva de risco do tempo de vida, vamos
considerar o grafico TTT de Aarset (1987). Como pode ser visto esquerda da Figura 2.3.8, as
curvas T'T'T sao concavas para T4, T'5, e T6, indicando assim que as fungoes de risco sao todas
crescentes.

Para comparar o ajuste da distribuicao CE2G vamos utilizar distribui¢oes comuns na
literatura para a analise do tempo de vida. Sao elas a distribuicao Exponencial, a distri-
buicao Exponencial Exponenciada (EE), com f.d.p. dada por f(z) = a * Ae **(1 — e~ )71,

a distribuicdo EG (Adamidis e Loukas, 1998), a distribuigao Weibull, a distribuicdo Gama, a
distribuigao Weibull Modificada (MW), a distribuigao Exponencial-Poisson generalizada (GEP)
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Tabela 2.4: Média dos MLEs, desvio padrao, cobertura, vicio e MSE da distribuicao CE2G

para dados simulados.

n Av(a, ), 0) Sd(a, A, §) Vicio MSE Cla, A, 8)
5 20 (1.5716,3.4497,0.7522) (0.7890,1.1204,0.3327)  (0.0916,0.3497,0.0022)  (0.6247,1.3651,0.1096) (0.990,0.990,0.800)
; 50 (1.4902,3.4026,0.7145) (0.4478,0.7103,0.3066)  (0.0102,0.3026,-0.0355)  (0.1987,0.5911,0.0943) (0.990,0.990,0.860)
;‘; 100 (1.4765,3.2589,0.7233)  (0.2683,0.4964,0.2494)  (-0.0035,0.1589,-0.0267) (0.0713,0.2692,0.0623) (0.990,0.990,0.910)
ﬁ 200 (1.4798,3.1846,0.7379) (0.2090,0.3846,0.2176) (-0.0002,0.0846,-0.0121) (0.0433,0.1536,0.0470) (0.990,0.990,0.970)
i 500 (1.4725,3.1617,0.7361) (0.1584,0.2977,0.1811) (-0.0075,0.0617,-0.0139) (0.0249,0.0916,0.0326) (0.990,0.990,0.990)
< | 1000 (1.5020,3.1116,0.7697)  (0.1061,0.1832,0.1321)  (0.0220 ,0.0116,0.0197)  (0.0116,0.0334,0.0177)  (0.990,0.990,0.920)
§ 20 (1.6389,2.7783,0.4016) (1.0305,0.8411,0.3342)  (0.3889,0.1483,0.1616)  (1.2026,0.7224,0.1367) (0.990,0.990,0.990)
; 50 (1.4826,2.7004,0.3459) (0.7378,0.5976,0.2589)  (0.2326,0.0704,0.1059)  (0.5930,0.3586,0.0776) (0.990,0.990,0.990)
;% 100 (1.3892,2.6563,0.3046) (0.5549,0.3699,0.1893)  (0.1392,0.0263,0.0646)  (0.3242,0.1362,0.0396) (0.990,0.990,0.990)
TT 200 (1.2869,2.6143,0.2729) (0.3339,0.2520,0.1229)  (0.0369,-0.0157,0.0329)  (0.1117,0.0631,0.0160) (0.990,0.990,0.990)
i 500 (1.2609,2.6029,0.2497) (0.1980,0.1444,0.0632)  (0.0109,-0.0271,0.0097)  (0.0389,0.0214,0.0041) (0.990,0.990,0.990)
< 1000 (1.2696,2.6243,0.2479) (0.1621,0.1123,0.0517)  (0.0196,-0.0057,0.0079)  (0.0264,0.0125,0.0027) (0.990,0.990,0.990)
§ 20 (0.3852,0.6554,0.4163) (().2658,0.2378,0.3376) (0.1352,0.0254,0.2163) (0.0882,0.0566,0.1596) (0.920,0.990,0.990)
; 50 (0.2809,0.6400,0.2641) (0.1264,0.1368,0.1973)  (0.0309,0.0100,0.0641)  (0.0168,0.0186,0.0427) (0.990,0.990,0.990)
;{ 100 (0.2935,0.6064,0.2841) (0.1162,0.0931,0.1732)  (0.0435,-0.0236,0.0841)  (0.0152,0.0091,0.0368) (0.990,0.990,0.990)
TT 200 (0.2657,0.6354,0.2246)  (0.0810,0.0744,0.1009)  (0.0157,0.0054,0.0246)  (0.0067,0.0055,0.0107)  (0.990,0.990,0.990)
f 500 (0.2569,0.6388,0.2078) (0.0429,0.0492,0.0537)  (0.0069,0.0088,0.0078)  (0.0019,0.0025,0.0029) (0.990,0.990,0.990)
< 1000 (0.2536,0.6313,0.2044) (0.0307,0.0303,0.0339)  (0.0036,0.0013,0.0044)  (0.0009,0.0009,0.0012) (0.990,0.990,0.990)
g 20 (().3258,0.7817,0.8()33) (0.1165,0‘3750,0.2751) (0.0258,0.1817,—0.()967) (0‘0141,0.1723,0.0843) (().99(),0.990,0.800)
; 50 (0.2813,0.6879,0.7639) (0.0658,0.2013,0.2639) (-0.0187,0.0879,-0.1361) (0.0046,0.0479,0.0875) (0.990,0.990,0.850)
% 100 (0.2869,0.6535,0.8123)  (0.0489,0.1406,0.2222) (-0.0131,0.0535,-0.0877)  (0.0025,0.0224,0.0566) (0.990,0.990,0.930)
TT 200 (0.2905,0.6325,0.8364) (0.0343,0.0921,0.1553)  (-0.0095,0.0325,-0.0636) (0.0013,0.0095,0.0279)  (0.990,0.990,0.970)
f 500 (0.3007,0.6117,0.8884) (0.0219,0.0647,0.1214) (0.0007,0.0117,-0.0116)  (0.0005,0.0043,0.0147) (0.990,0.990,0.970)
X 1000 (0.2970,0.6053,0.8821) (0.0184,0.0455,0.1003)  (-0.0030,0.0053,-0.0179) (0.0003,0.0021,0.0103)  (0.990,0.990,0.980)
%\ 20 (().5748,2‘3413,().4948) (0‘2790,[).8()66,().3586) (0‘()748,().3413,0.()948) (()‘()826,().7606,0.1363) (().990,().990,().990)
; 50 (0.6019,2.0303,0.5348) (0.2218,0.4461,0.2941)  (0.1019,0.0303,0.1348)  (0.0591,0.1979,0.1038)  (0.990,0.990,0.990)
% 100 (0.5100,2.0592,0.4423) (0.1622,0.3178,0.2465)  (0.0100,0.0592,0.0423)  (0.0262,0.1035,0.0620) (0.990,0.990,0.990)
% 200 (0.5307,2.0009,0.4503) (0.1091,0.2491,0.1864)  (0.0307,0.0009,0.0503)  (0.0127,0.0614,0.0369) (0.990,0.990,0.990)
f 500 (0.5045,1.9954,0.4194) (0.0727,0.1594,0.1154)  (0.0045,-0.0046,0.0194)  (0.0053,0.0252,0.0136)  (0.990,0.990,0.990)
X 1000 (0.5051,2.0072,0.4034) (0.0493,0.1002,0.0598)  (0.0051,0.0072,0.0034)  (0.0024,0.0100,0.0036) (0.990,0.990,0.980)
%\ 20 (2.1599,0.3199,().6131) (1.[)176,[].1112,0.3449) ( ().1599,().0699,—0.1869) (1.()5()8,().0171,0.1527) (().99(),().990,().790)
:\O’-’; 50 (2.()826,0.2743,0.7193) (0.5220,0.0528,0.2874) ( ().()826,().0243,-0.()807) (0.2766,0.0033,0.0883) (().990,0.990,0.880)
;’ 100 (1.9984,0.2629,0.7519) (0.4419,0.0418,0.2711)  (-0.0016,0.0129,-0.0481) (0.1933,0.0019,0.0751) (0.990,0.990,0.870)
c\;/ 200 (2.0322,0.2569,0.7808) (0.3046,0.0272,0.2050) ( 0.0322,0.0069,-0.0192) (0.0929,0.0008,0.0420) (0.990,0.990,0.970)
f 500 (1.9945,0.2552,0.7849) (0.1613,0.0218,0.1783) (-0.0055,0.0052,-0.0151) (0.0258,0.0005,0.0317) (0.990,0.990,0.920)
= ( ) ( ) (- ) ( ) ( )

1000

1.9659,0.2526,0.7774

0.1358,0.0160,0.1496

0.0341,0.0026,-0.0226

0.0194,0.0003,0.0227

0.990,0.990,0.960
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Figura 2.5: Esquerda: Gréafico TTT empirico para T4, T5 e T6, respectivamente. Direita:

Modelos ajustados para T4, T'5 e T'6, respectivamente.
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(Barreto-Souza e Cribari-Neto, 2009), , a distribuigdo Birnbaum-Saunders generalizada (BS-G)

(Birnbaum e Saunders, 1969), com f.d.p. dada por f(y) =

(=) /B++/B/(x—p)

20(z—p)

o(IVy=m/?

—/B/(x — ,u)]/oc), em que ¢(.) é a f.d.p. da distribuigado Normal padrao e a distribui¢ao

Birnbaum-Saunders (BS) ¢é obtida atribuindo o valor ;1 = 0 na distribui¢ao BS-G.

Tabela 2.5: Valores do AIC e BIC para todas as distribuigoes ajustadas em T4, T5 e T6.

E EE EG Weibull Gama CE2G MW  GEP BS BS-G

AIC 1723.7 1657.2 1725.8 1630.5 1649.4 1616.0 1660.0 1659.3 1919.7 1708.5

H BIC 1726.7 1663.2 1731.7 1636.5 1655.3 1624.9 1668.9 1668.2 1925.6 1717.3
AIC 6649.8 5703.2 6651.8 5599.0 5605.9 5571.0 5664.7 5705.3 5648.3 5601.3

h BIC 6653.9 5711.3 6659.9 5607.1 5613.8 5583.1 5676.8 5717.4 5656.3 5613.4
AIC 549.8 538.2 551.8 530.3 536.5 530.6 530.7 540.3 550.8 534.0

10 BIC 551.5 541.6  555.2 533.7 539.8 535.6 5357 5453 5541  539.0

A Tabela 2.5 apresenta os valores dos critérios AIC e BIC para todas as distribuicoes

mencionadas. Destes valores concluimos que ha evidéncia a favor da distribuicao CE2G para

os conjuntos de dados T4 e T'5 em todos os dois critérios de comparacao. Para o conjunto 76 a

distribuicao CE2G mostra ajuste similar em valores as distribuicoes Weibull e MW, indicando

assim que é um alternativa viavel para distribuicoes de tempo de vida, ainda mais que esta

apresenta apelo construtivo.

A direita da Figura 2.3.8 apresenta as curvas de ajuste das distribui¢oes mencionada

para T4, T5 e T6. Os resultados apresentados na Tabela 2.5 sao suportados pelo estimador

de KM quando comparado com os ajustes das distribui¢oes. Os estimadores MLEs (e seus

desvios padrdes em parénteses) dos estimadores «, 6(x1000) e A\(x10000) da distribuigao CE2G
sao, respectivamente, 3.7469 (0.5688), 41.4860 (9.7659) e 17536.46 (7.1814) para T4, 5.1765
(19.4159), 0.2625 (0.9915) e 94.6676(3.8720) para 15, e 0.0018180 (0.9818), 0.0698 (0.3770) e
78.7704 (11.5084) para T6.

2.4 Conclusao

Neste capitulo foram propostas duas novas distribuicoes de tempo de vida: a distri-

buicao E2G e a CE2G, ambas no cenario de risco latentes, onde a E2G é desenvolvida no

cenario com riscos competitivos e a CE2G com riscos complementares.

A distribuicao E2G generaliza a distribuicdo EG proposta por (Adamidis e Loukas,

1998) e possui fungao de risco crescente, decrescente e unimodal. As propriedades da distri-
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buicao E2G foram discutidas, incluindo provas analiticas da sua f.d.p., da funcao de sobre-
vivéncia, da funcao de risco, dos momentos, do r-ésimo momento da i-ésima estatistica de
ordem e a vida residual média. Os estimadores de maxima verossimilhanga foram obtidos di-
retamente da maximizacao da log-verossimilhanca. Na aplicacao do modelo em dados reais foi
apresentado conjuntos de dados que mostram a importancia do modelo E2G frente a outros
modelos por sua interpretacao.

A distribuicao CE2G possui fungao de risco crescente, decrescente e em forma de
banheira. As propriedades da distribuicao CE2G foram discutidas, incluindo provas analiticas
de sua f.d.p., da funcao de sobrevivéncia, da funcao de risco, dos momentos, do r-ésimo momento
da i-ésima estatistica de ordem, a vida residual média, uma medida de entropia e uma medida
de confiabilidade. Os estimadores de maxima verossimilhanca foram obtidos diretamente da
maximizacao da log-verossimilhanca. Na aplicacao do modelo em dados reais foi apresentado
conjuntos de dados que mostram a importancia do modelo CE2G frente a outros modelos por
sua interpretacao.

Neste capitulo nao verificamos que o modelo é identificavel, porém no préximo capitulo
abordamos a identificabilidade de um modelo derivado pela transformacao logaritima e assim
a verificacao da identificabilidade dos modelos E2G e CE2G se tornam apenas um problema
algébrico por apresentar resultados bem préximos para as fungoes envolvidas na identificabili-
dade.

Os resultados deste capitulo, foram apresentados a duas revistas e encontram-se publi-

cados em Louzada et al. (2014) e Marchi et al. (2013).



Capitulo 3

Modelo de regressao Log-CE2G

Na anélise de sobrevivéncia é comum o estudo de uma determinada relacao particular
entre variaveis caracteristicas do objeto em estudo com uma determinada resposta. Uma relacao
usual é a relacao linear, a qual costuma ser denominada modelos de vida logaritima, os quais
mantém algumas propriedades da regressao para modelos Normais com a vantagem de poder
ser considerado dados censurados. Tais modelos sao especialmente titeis no estudos de tempos
de vida pois pela relagao particular entre as variaveis dependentes e a resposta, a resposta pode
variar entre individuos que possuem niveis diferentes para os valores das covariaveis.

Muitos autores tem sugerido o uso de modelos baseados na transformacao logaritima
das distribuigdes de tempo de vida. Franco (1984) propos o uso da distribuigao log-Logistiva
para a distribuicao do tempo até a falha em andlise bindria. Smith e Hammond (1988) pro-
puseram que a distribuicao residual da média tem a distribuicao log-Gamma. Leiva et al.
(2007) o uso da distribuigao Birbaum-Saunders na presenca de dados censurados. A distri-
buicao Birbaun-Saunders é uma distribuicao importante originada para o estudo do tempo de
vida com o fator de fadiga. Oliveira et al. (2008) propuseram o uso da distribuigdo BurrXII
com dados censurados como altenativa a distribuicao log-Logistica.

A importancia dessas distribuicoes também se deve ao fato que os modelos possuem
funcoes de risco nao-monotonas, o que sao comuns em andlise de tempos de vida e confiabili-
dade. Muitos autores tém sugerido distribuigoes com fungoes de risco nao-monodtonas. Cancho
et al. (2009) apresentaram a distribuigao log-Exponenciada-Weibull com fracao de cura. San-
tana et al. (2012) propuseram a distribuicao Kumaraswamy-log-Logistica que tém como caso
particular a distribuicdo log-Logistica e a log-BurXIl. Lemonte et al. (2013) propuseram a
distribuicao exponenciada de Kumaraswamy baseada na fungao Beta generalizada.

Neste capitulo propomos o modelo de regressao de log-locacao-escala para tempos

41
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de vida usando a distribuicdo Exponencial exponenciada complementar-geométrica (CE2G)
de Marchi et al. (2013), determinada de modelo de regressao log-CE2G. A distribuicdo CE2G
também foi obtida por Bidram et al. (2012), a qual é chamada de “New Generalized Exponential
Geometric” (NGEG). A inferéncia serd implementada de forma direta da maximizacao da log-

verossimilhanga e sera determinada uma andlise de residuos.

3.1 Modelo de regressao log-CE2G

Muitos autores se baseiam no modelo de risco proporcional de Cox (Cox, 1972). Por
outro lado, em muitas aplicacoes praticas, os tempos de vida sao afetados por variaveis, comu-
mente chamadas de covariaveis, como o nivel de colesterol, a pressao sanguinea entre outras.
Portanto, é importante explorar a relacao entre o tempo de vida e as variaveis explicativas
tendo o comportamento do modelo de regressao uma abordagem intuitiva sobre o tempo de
vida.

Seja T uma variavel aleatéria com distribuicao CE2G. Entao a transformacao Y =
olog(T) tem distribuicao log-CE2G. A fungao de distribuicao e a f.d.p. da distribuigao log-
CE2G sao dadas por

(1~ exp{—e'P )"
1—(1=6)(1—exp{—e= })
af exp{ =t — 5 H(1 — exp{—e'7 })o!

fly) = —— (3.1.2)
o|l—(1-=6)(1—exp{—e= })

(3.1.1)

respectivamente, em que A = exp{—p/o}, —co <y < o0, 0 >0, a>0e —00 < p < oo. A

Figura 3.1 apresenta a f.d.p. e a funcao de risco para alguns valores desta distribuicao.

3.2 Formas da funcao de risco da distribuicao log-CE2G

A transformacao Y = olog(T'), onde T' ~ CE2G afeta diretamente as formas da f.d.p.
e da fungao de risco da distribuicao CE2G para a log-CE2G, portanto, a regressao é utilizada
nos valores logaritmicos transformados dos dados de resposta. A forma da funcao de risco muda
como consequéncia da transformacao logaritima e a distribuicao log-CE2G apresenta funcao de
risco crescente.

As Figuras 3.1 e 3.2 apresentam as funcoes de densidade de probabilidade e de risco para

as suas correspondentes distribuicoes log-CE2G e CE2G assumindo os parametros # = 0.1,0, 3
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e a = 0.5,1.0,2.0. Para motivos de comparacao, utilizamos na distribui¢ao log-CE2G os valores
i =0e o =1, 0 que corresponde em utilizar o valor A\ = 1 na distribuicao CE2G. Podemos
ver da Figura 3.1 que a f.d.p. da distribuigao log-CE2G ¢é unimodal e que a funcao de risco
¢ estritamente crescente pela Figura 3.2 que a f.d.p. da distribuicao CE2G ¢é unimodal e que
a funcao de risco é crescente, decrescente ou possui forma de banheira. A forma da funcao
de risco da distribuigao log-CE2G ¢ de dificil demonstracao e portanto optamos pelo método
grafico para mostrar seu comportamento para alguns pontos do espago paramétrico por meio da
sua derivada. Apds obter a derivada da fungao de risco, fica-se sugestivo por meio de graficos,
omitidos aqui, que seu valor sera sempre positivo, ou seja, a fungao de risco é crescente embora
que o esperado fosse que a distribuicao log-CE2G mantivesse varias formas para a funcao de

risco.

3.3 Momentos e funcao caracteristica

A funcgao geradora de momentos da variavel ¥ com distribuicao log-CE2G pode ser
obtida analiticamente e sua funcao caracteristica é dada por

(I)l(t) _ ae/\lzz <—]2) (Oé<.7 +k1) - 1) (1 B 9)](_1)]-1%%7 (331)

=0 k=0

em que N = e #/.

Os momentos da distribuicao log-CE2G podem ser obtidos diretamente da relagao
P (t)’t:() = E(Y"), em que ®) ¢ a r-ésima derivada de ®(t) em t. Os momentos ndo sio
apresentados aqui pois a derivada da funcao caracteristica pode ser obtida diretamente por

software computacional e nao é visualmente atrativa.

3.4 Identificabilidade do modelo

A condicao de identificabilidade, isto é, a existéncia de uma representacao unica para
cada uma das classes dos modelos considerados, é de grande importancia do ponto de vista
estatistico para a correta estimacao dos parametros envolvidos. O Theorema 2 demonstrado
em Teicher (1963) apresenta condi¢oes suficientes para que seja garantida a identificabilidade
em distribui¢oes univariadas. Note que a Equacao (5) da prova do teorema é satisfeita para
qualquer “k” e ainda > ¢; = Y P(M = m) = 1. Para termos as condigoes apresentadas no

teorema, ou seja, ser um modelo univariado, basta a fixagao de alguns parametros.



CAPITULO 3. MODELO DE REGRESSAO LOG-CE2G 44

p=0.0; 0=1.0; 6=0.1 p=0.0; 0=1.0; 6=0.3
— 0a=0.2 — 0a=0.2
° ° — a=1.0
2 o | = 0=5.0
[ee] [ee)
c 7 c 7
©o | © |
o o % o
g g
© 2
2 g
JoR— o <
o s S
o N
o 7 o 7
< < 4
o o
T T T T T T T T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
Tempo Tempo
p=0.0; 0=1.0; 8=0.1 p=0.0; 0=1.0; 6=0.3
& | — 0a=0.2 o~ | — 0=0.2
— =
— =10 — a=1.0
— a=5.0 — a=5.0
o | o
— —
o - o -
o o
o Q
2 2
[} [}
o @ S @A
st ]
o o
c c
> =
w w
< <+
N N
(= o -
T T T T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 -6 -4 -2 0 2
Tempo Tempo

Figura 3.1: Painel Superior: F.d.p. da distribuicao log-CE2G. Painel Inferior: Funcao de risco
da distribuicao log-CE2G. Para os valores fixados p=0¢ o = 1.

Considere os valores fixados tal que p; > uo, oy > g, € 09 > 1. Portanto, temos que

Fi(y) < Fy(y), em que

6(1 — exp{—e"= " })™ e Iy(y) = O(1 — exp{—e"= " }) '
1—(1-6)(1- exp{—e%})al 1-(1-0)(1—- eXI—"’{—BW"H2 )

Fi(y) =

Da equacao (3.3.1), obtemos a fungao caracteristica de ®;1(t) e ®;2(t) para Fi(y) e

F5(y), respectivamente. Podemos verificar que
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Figura 3.2: Painel Superior: F.d.p. da distribuicao CE2G. Painel Inferior: Funcao de risco da
distribuicao CE2G. Para o valor fixado A = 1.

t——1/a; t——1/ay
_ = =2\ [+ 1) =1 ; ; (1 —o0y/01)
lim  p(t) = asba ), 1— @) (1)
i a0 =035 () (0 oo g

em que \, = e"H2/72,

= 0, isto é, pelo teorema 2 em Teicher (1963) o modelo log-

P.
Portanto, lim 2(t)
t——1/o01 (I)il (t)

CE2G é identificavel.
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3.5 Funcao log-CE2G padronizada

A distribuicao padronizada,Fy(y) e a f.d.p., fo(y), padronizadas de Y ~log-CE2G
(u=0e o =1) sao dadas por

0(1 — exp{—e})°
[— (1= 6)(1 - exp{—ev})"
o exply — "} (1 — exp{—e?})!
[1— (1= 0)(1 — exp{—e})]

Fo(y) (3.5.1)

fo(y) (3.5.2)

respectivamente.

Considerando uma amostra (y;,x;), ¢ = 1,...,n de (Y, X), em que x; sdo as covaridveis
associadas a i-ésima resposta y; com X = (Xy,...,X,). Cada resposta é definida por y; =
min{log(¢;),log(c;)}, em que log(t;) e log(c;) é o logaritimo do tempo de vida y; e os logaritimo
do tempo de censura, ¢;, respectivamente. Vamos assumir que os tempos de vida e o tempo de
censura sao independentes com censura nao informativa.

Um modelo linear de regressao para a variavel resposta y; baseada na distribuicao

log-CE2G ¢é da forma
yi=xB+oz, i=1,...,n, (3.5.3)

em que z; tem distribuigdo dada pela equacao (3.5.1) e (3.5.2) com o vetor 8 = (fo,...,[,) o
vetor de parametros a ser estimado. Na equacao (3.5.3) o parametro de locagao é u; = x!( e
portanto p = (p1, ..., tn)" é 0 vetor de locagao para o modelo log-CE2G com estrutura linear
1= Xf3. O modelo de regressao log-CEG ¢ definido por a = 1.

A log-verossimilhanga para o modelo log-CE2G de parametros («, 3,60, 0) é dada por

t

st - () e B (L ) oo )

el el

—2) "log (1 —(1-9) (1 — exp {—eyivxgﬁ})a) + ;bg (1 - (1 —eXp {_eyi:%})a)

i€

_iezclog (1 —(1-19) (1 — exp {—eyi_vxﬁﬁ])a) )

em que k é o numero observado de itens que falharam, F' é o conjunto de objetos que tiverem

o tempo de vida observados e C' ¢é o conjunto de objetos que nao se foi observado o tempo de
falha, ou seja, os objetos censurados.
A inferéncia dos parametros é obtida por meio da estimacao por maxima verossimi-

lhanca baseados no comportamento de amostras suficientemente grandes. Para este cenario
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os estimadores MLEs de &, B , 0 e & e seus desvios padroes sao obtidos diretamente da maxi-
mizacao da fungao de log-verossimilhanca ¢(«, 5,0, 0) pela rotina optim do Software R Core

Team (2012).

3.6 Maximo local da funcao de log-verossimilhanca

A prova analitica da unicidade dos estimadores de maxima verossimilhanca nao foi
obtida por dificuldades em provar suas condigoes. De fato, a prova consiste em analizar a
definicao da matriz Hessiana ser negativa definida, o que é complicado para este caso. Por
esta razao apresentamos a seguir um grafico onde é possivel ver o maximo da funcao de log-
verossimilhanga dos parametros comparados dois a dois. Considere o caso onde é observado
y = 2. Do procedimento da rotina optim do software R Core Team (2012), é obtido que
& =10.963, 1 = 1.998,6 = 0.001 e 6 = 0.4837.

A Figura 3.3 apresenta os graficos de contorno com niveis especificados da funcao de
log-verossimilhanga para parametros dois a dois e os respectivos valores dos MLE’s . E possivel

notar que os valores dos MLE’s obtidos estao numa regiao de maximo.

3.7 Residuos e observacoes influentes

Em alguns casos pode ser de interesse conhecer quais observacoes na amostra mais
influenciam na reta de regressao. Se esta observacao influente é ou nao uma medida erronea
que foi observada no processo pode ser de interesse estuda-la para compreender e explicar o
processo real que gerou tal observacao. Pois pode ocorrer uma pequena porgao de resultados

na amostra que possuem um processo diferente dos demais elementos.

3.7.1 Influéncia global

Para modelos cuja as covariaveis explicam o tempo de vida por meio da relagao linear

da forma X', isto é, u(x) = x'3, os valores leverege
hii = X;(X/X)ilxi,

em que X é uma matiz n X p que a i-ésima linha ¢ o vetor x;, é tido como uma boa medida em

potencial para determinar a influéncia de x; (Lawless, 2003, pg. 288). Segundo Kutner et al.

(2005), valores de h;; maiores que duas vezes a média dos valores leverege (% em modelos de
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Figura 3.3: Grafico de contorno com niveis especificados da funcao de log-verossimilhanca para
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regressao linear) sdo considerados indicadores de casos outiliers em x;, em que p é o nimero de
covariaveis na funcao de regressao incluindo o interceptor.

Uma outra medida para detectar pontos de influéncia é a abordagem de delegao de
caso (case-deletion), que consiste em retirar um grupo de observagoes, digamos g, e refazer
o ajuste do modelo para comparar os valores de 6 e é_g, em que 0 é a estimativa dos MLEs
sem nenhuma amostra retirada e é,g ¢ a estimativa dos MLEs para o grupo de observacoes g
retirado. Quando o grupo g consiste somente na retirada da i-ésima observagao, a medida de

influéncia global recebe o nome de estatistica de Likehood-Drop (LD) e é calculada por
LD;(0) = 20(6_;) — 20(8), (3.7.1)

a qual é comparada ao valor do quantil XIQ) da distribuicao Qui-Quadrado, em que p é a dimensao
do vetor 6 (Lawless, 2003, pg. 287).
Uma aproximagao correspondente para o LD; pode ser obtida por meio da expansao

de segunda ordem da série de Taylor para ¢(6), dada por

LD; = (b_; — §)'1() " (6_ — ), (3.7.2)

A~

em que I(#) é a matriz de Informagao. A aproximagao na equagao (3.7.2) é boa o suficiente para

indicar quais observagoes tém grande impacto quando retiradas (Lawless, 2003). A medida de
influéncia individual nos parametros () é calculada por

Ap_; = %7 (3.7.3)

se(1))

em que 36(1[}) ¢ a estimativa do desvio padrao de ).

~

3.8 Analise de residuos

Para verificar se o modelo estd bem ajustado ao conjunto de dados é comum na lite-
ratura o uso de métodos graficos para a analise de residuos. Neste tipo de anélise, os residuos
tém que apresentar certas caracteristicas para que o modelo se apresente adequado.

O ajuste dos modelos de locacao-escala ou dos equivalentes modelos de tempo de vida
acelerados (AFT), pode ser verificado pelos residuos padronizados dados pela férmula 2z; =
(y;—“), 1 =1,...,n. Para se verificar o bom ajuste, espera-se que estes residuos se comportem
como independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) com fungao de sobrevivéncia Sy(z) =

1 — Fy(z), pelo menos para um n razoavelmente grande (Lawless, 2003). Portanto o grafico

PP-plot dos residuos z; pode ser utilizado para validar o ajuste.
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Figura 3.4: Residuos ajustados para verificar a homecedasticidade nos dados simulados.

E conhecido que o valor Z; para uma observacao censurada apresenta valor menor que
o valor residual verdadeiro. Assim, em modelos de locacao-escala o residuo ajustado pode ser
obtido por
20U = 5.5+ (1= 0,)E(Zi| Z; > %),

v
7 contra as

em que E(Z;|Z; > %) = fzoo 1f‘}(x dz. Desta forma, os graficos dos valores z!
covariaveis ou outros fatores como os valores ajustados y; podem ser utilizados para checar se
o tém valor médio constante (ndo é heteroceddastico). E importante notar, entretanto, que a
distribuicao dos residuos ajustados depende do tempo de censura e pode ser muito diferente da
distribuigao de Z (Lawless, 2003).

Para o modelo de regressao log-CE2G, a média residual tem valor E(Z;|Z; > 2;) defi-

nido por
E(Z)|Z: > z) ot po(lgatl] [2latl) (1 - 6)(1 — exp(—e™))®
il4i 2 %) = 5 ) L= — exp(—e™
o+ 12 ! o Q p
(k+1)( k+1)), . , . .
~ oy S EHDOOOEL D), o4 )6} + 100, G+ De),
po (7 +1)!
7=0

em que o F;([a,b], [c], 2) = > 0o 0 MRk R ¢ a fungdo hipergeométrica, (a); = (a)(a+1)---(a+
j — 1) é o simbolo de Pochhammer e D(a,b) = ["e 't 'dt é a funcdo gama incompleta

(superior). A Figura 3.4 apresenta situagoes com trés niveis de censura (40%, 20% e 0%) em
amostras de tamanho n = 100 com uma varidavel X ~ U(0,1). Podemos observar que o modelo
apresenta caracteristicas desejadas na covaridvel x[, 2] (X), ou seja, nao aparenta ser residuos

com presenca de dados heteroscedasticos.
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3.9 Estudo de simulacao

Para verificar as propriedades assintoticas dos estimadores MLEs, faremos um estudo de
simulacao que consiste em 1000 amostras geradas da distribuicao log-CE2G, usando a equacao
(3.5.3), para trés diferentes conjuntos de parametros e com trés covariaveis, considerando n =
30, 60 e 100. Considerando que a distribuicao possui parametros restritos no espaco real, o
parametro @ ¢ obtido por meio da transformacio § = €/ /(1 +¢%"), em que §* € R, e para a e
o consideramos a transformacao exponencial. Para o calculo da variancia de cada parametro,
foi utilizado o método Delta. Devido a escolha dos parametros o algoritimo de maximizagao
adotado (rotina optim do software R Core Team (2012)) é necessario a escolha do valor inicial
de o maior que e? para que a rotina se inicie.

A Tabela 3.1 apresenta os resultados da simulacao. E apresentado a média dos 1000
MLEs (Av), a probabilidade de cobertura para intervalos de confianga construidos com 95%
de confianca (C), e os desvios padroes (Sd). Os resultados sugerem que os estimadores MLEs
se comportam adequadamente: Conforme o tamanho da amostra aumenta a variancia decresce
e a probabilidade de cobertura se aproxima do valor estabelecido. E importante ressaltar que
aproximadamente 10% das amostras apresentaram problemas no processo de estimacao, como
por exemplo erro computacional de funcoes pois os parametros estavam no limite do espago
paramétrico ou a matriz Hessiana nao era positiva definida e portanto foram eliminadas e
uma nova amostra foi gerada até completar 1000 simulagoes. Ainda é necessario cuidados
na estimagao de amostras de tamanho pequeno, como € possivel ver na primeira e terceira
configuragao, pelo motivo que a cobertura dos parametros podem ser altamente influenciados
como pode ser verificado para os parametros a e §4. Ainda, em alguns casos pode-se notar que
a probabilidade de cobertura ainda nao atingiu os valores especificados de 95% de confianca

para amostras de tamanho 100.

3.10 Influéncia dos valores iniciais

Os valores iniciais escolhidos podem influenciar nos resultados da maximizagao do mo-
delo pois o métodos BFGS é utilizado para maximizacao direta da fungao de log-verossimilhanga.
Devido a esta preocupagao analisamos os resultados dos procedimentos de maximizacao para
amostras com («, 0, 0, By, B1, 52, f3) = (2.5,0.7,2.0,2.0, —1.0,0.005, —0.1) para nivel de censura

de 10% e tamanho de amostra n = 100. Os valores iniciais foram gerados da distribuigao Nor-
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Tabela 3.1: Valor médio dos MLEs, média dos desvios padroes e probabilidade de cobertura do

modelo log-CE2G para dados simulados.

a 0 & B Bs Bs A a 1 & By By B3 B4 a 0 & By By Bs Ba

Valor Verdadeiro 2.5 0.7 20 20 -1.0 0005 -0 | 05 03 12 40 30 -03 20 | 10 03 05 30 10 40 10
n =30

Av 3.343 0.729 1.517 1.846 -0.991 0.004 -0.092|0.383 0.296 0.671 4.460 3.054 -0.316 2.001 | 0.900 0.393 0.257 3.209 0.976 3.977 0.999

Sd 4.863 0.095 0941 6.139 1.098 0.027 0.079 | 0.718 0.040 0574 1.581 1431 0226 0.100 | 1.802 0.117 0.251 0.453 0.283 0.165 0.034

C (95%) 0.850 0.999 0.907 0.865 0.853 0.965 0.851 | 0.999 0.999 0491 0528 0.521 0.531 0.539 | 0.842 0.999 0.547 0.501 0.577 0.530 0.608
n =60

Av 2077 0.746 1461 2632 -1.006 -0.002 -0.095|0.480 0.295 1.001 4.132 3.089 -0.315 1.997 [ 1.089 0.379 0401 3.126 0.999 3.991 1.001

Sd 2.887 0.094 0.677 4.614 0787 0.026 0.057 | 0485 0.040 0428 1.044 0.879 0.127 0.066 | 1.344 0.118 0.203 0.386 0.180 0.107 0.023

C (95%) 0.834 0.999 0.979 0.952 0.903 0.999 0.934 | 0.999 0.999 0.896 0.878 0.837 0.862 0.809 | 0.933 0.998 0.948 0.894 0.886 0.828 0.828
n =100

Av 3.009 0726 1.832 1.718 -0.978 0.006 -0.095 | 0.476 0.296 1.078 4.092 3.030 -0.307 2.002 | 0.985 0.367 0.425 3.115 0.998 3.989 0.999

Sd 3.393 0.098 0.699 4.017 0.585 0.024 0.046 | 0.306 0.040 0.322 0.764 0.640 0.092 0.051|0.935 0.111 0.148 0.287 0.138 0.084 0.018

C (95%) 0762 0.999 0.955 0.956 0.934 0.996 0.934 | 0.999 0.999 0.972 0.962 0.897 0.930 0.868 | 0.985 0.999 0.999 0.967 0917 0.845 0.847

mal com média zero e desvio padrao 2, N(0,2), com a ressalva de

que para os parametros a e y

foi feita uma transformagao exponencial (e*) e para o parametro 6 foi realizada transformacao

e"/(1+4 €") em que u é o resultado da N(0,2). para o parametro §A Tabela 3.2 apresenta os

valores iniciais usados na rotina BFGS e os valores dos MLE’s da funcao de log-verossimilhanga.

A rotina de maximizacao é completada em aproximadamente 5 segundos em um computador

com processador Intel Core i5-4200Y, com 4GB de meméria Ram e sistema operacional Win-

dows de 64 bits e em cada resultado as estimativas apresentam estar bem préximas dos valores

verdadeiros. E importante mencionar que apesar dos valores estimados para 3 parecem nao

variar pois foi utilizado o arredondamento com 4 casas decimais.

Tabela 3.2: Estimativas da amostra com 10% de censura e n = 100 para o modelo log-CE2G

para influéncia de valores iniciais.

Os Valores dos parametros verdadeiros sdo («, 6,0, Bo, 51, B2, 83) = (2.5,0.7,2.0,5.0,—1.0,0.01, —0.1)

Valores Iniciais

Estimativas dos MLE’s

0.352
0.865
3.281
0.093
0.527
0.619
0.009
0.135
0.938
1.804

0.052
0.368
0.001
0.972
0.563
0.296
0.851
0.324
0.411
0.418

61.313

2.465
10.044
11.822

5.135

2.601

3.725
82.599
35.766
58.674

-3.677

-1.506
2.004
0.651

3.012
0.439
-1.050

2.554

-1.326
0.398

-0.835

1.641
1.038
2.540

-0.835
-0.795
-2.191

2.594

-1.693
-1.690

3.359
2.742
0.728
-0.681
-1.153
-1.070
-1.850
-3.248
-2.424
1.871

-0.659 | 2.337
-0.474 | 2.167
-0.146 | 2.251
1.353 | 2.119
1.029 | 2.310
0.883 | 2.095
1.251 | 2.548
0.039 | 2.189
2.007 | 2.384
1.412 | 2.693

0.740
0.807
0.781
0.840
0.708
0.855
0.729
0.804
0.772
0.658

1.958
1.871
1.913
1.841
1.957
1.826
2.039
1.879
1.966
2.115

5.595
5.874
5.378
5.960
5.533
5.941
5.067
5.753
5.181
5.027

-0.764
-0.751
-0.752
-0.755
-0.768
-0.757
-0.752
-0.745
-0.752
-0.736

0.014
0.014
0.015
0.013
0.014
0.015
0.016
0.014
0.015
0.015

-0.151
-0.152
-0.147
-0.152
-0.150
-0.152
-0.147
-0.151
-0.146
-0.148
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3.11 Aplicacao em dados de cancer de pulmao avancado

Como aplicacao a dados reais, comparamos o ajuste da distribuicao log-CE2G com
outras distribuicoes de tempo de vida logaritima de trés parametros em um conjunto de
dados extraido da literatura: a distribuicao log-EEP, obtida da equagdo (3.5.3) quando z;
tem distribuigdo Exponencial Exponenciada Poisson (EEP) com f.d.p. dada por f(z) =
afrexp(—pz)[1 — exp(—pFx)|* texp(—A[1 — exp(—Bz)])*[1 — exp(—A)] !, em que o, 5, A > 0; a
distribui¢ao log-MW, considerando a distribui¢ao Weibull modificada (MW) para z; com f.d.p.
dada por f(z) = ax’ (0 + Aaz)e“’e‘axe p{Az} em que o,8 > 0 e A > 0; e a distribuicdo
log-GEP, considerando a distribui¢do Exponencial-Poisson generalizada para z; (Barreto-Souza
e Cribari-Neto, 2009).

Este conjunto de dados, chamado também de 717, apresenta uma amostra de 40 pa-
cientes com cancér de pulmao avancado e foi extraido de Lawless (2003). O principal motivo
do estudo é comparar os efeitos de dois tratamentos quimioterapicos para o prolongamento
do tempo de vida. Todos os pacientes nesta amostra receberam tratamento anterior e foram
direcionados aleatoriamente a dois novos tratamentos, denominados como “padrao” e “teste”.
Além disso, cada paciente recebeu uma nota de Karnofsky, ou simplesmente um estado de de-
senvolvimento (PS). A idade do paciente e o numero de meses desde o diagnéstico da presenga
do cancer até o momento de participarem do estudo (diag) também foram observados.

A Figura 3.5 apresenta o grafico TTT-plot para os tempos de vida y. Podemos determi-
nar que a fungao de risco dos tempos de vida apresenta forma de banheira, isto é, a distribuicao
log-CE2G é adequada para este conjunto de dados. Observe que o grafico T'T'T-plot é utilizado
no conjunto de dados original, ou seja, sem fazer a transformacao logaritima nos resultados y;,
1=1,...,n.

As fungoes de log-verossimilhancas dos estimadores MLEs obtidos sao 58.0220, 58.0284,
59.3023 e 58.0247 para os modelos log-CE2G, log-EEP, log-MW e log-GEP, respectivamente.

Em todos os modelos foi considerado a relagao
= PBo+ frI(Tratamento = teste) + S PS + [3ldade + Sydiag.

A Tabela 3.3 mostra os valores dos MLEs e seus respectivos desvios padroes (Sd) para
o modelo log-CE2G. O parametro (3, estimado pode ser interpretado como o incremento no log-
tempo de vida em sobrevivéncia de 0.612 a cada 10 pontos acrescentados no nivel de PS, isto é,

um decrescimento de 0.49 dias no tempo de sobrevivéncia. A mesma conclusao pode ser feita
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Figura 3.5: Gréafico TTT-Plot para os tempos de vida.

diretamente para os outros parametros em p;. Resultados e conclusoes semelhantes sao obtidas
em Lawless (2003), pg. 303. Ainda, para valores de & > 1 o modelo apresenta fragilidade, o
que é o caso do modelo ajustado. O valor & ~ 6 é comparado como um sistema em série de seis
componentes, cada um tendo uma distribuicao Exponencial para os fatores de risco. A Figura
3.6 apresenta os gréficos de probabilidade (figura a esquerda) e de quantil (figura a direita)
para o modelo log-CE2G ajustado em T7, indicando que o modelo log-CE2G ¢é adequado para
os dados em andlise. Na Figura 3.7 observamos os graficos dos residuos ajustados contra as
covariaveis afim de checar que os residuos nao apresentam evidéncia contra as caracteristicas
assumidas para o modelo log-CE2G, pois para diferente valores aos quais foram plotados a
variancia parece nao apresentar tendéncia. Ainda os valores acima de zero (0) para os residuos
ajustados ja é esperado pois para u = 0 os valores sao concentrados com maior massa acima
do valor zero como visto na Figura 3.1 além do que, os residuos ajustados sao maiores que os
residuos calculados como ja mencionado na Secao 3.8.

Para a andlise de influéncia global calculamos os valores leverage, h;;, os quais sao
apresentados na Figura 3.8, onde a linha horizontal é representada pelo valor 2p/n que separa
0s possiveis casos influentes.

A Tabela 3.4 apresenta os valores para o case-deletion, LD;(0), considerando os pontos
(conjunto G) apontados na Figura 3.8 usando a equagao (3.7.1) e também a influéncia, LD;, nos
parametros zﬁ = qQ, é, 0, BO, Bl, BQ, Bg e B4 utilizando a Equagao (3.7.3). Da Tabela 3.4 podemos
concluir que individualmente o conjunto de pontos G nao sao observacoes influenciaveis quando

comparado o valor LD; com o valor X%S,O.QE)) = 15.5073, porém para A _; nota-se que todas
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Tabela 3.3: Valores dos parametros do modelo log-CE2G ajustado para T'7.

Parametros Estimado Sd Z
Modelo  fy(Int.) -2.2447  0.3664 -6.1251
p1(Tratamento)  0.1926  0.3578  0.5384
B2(PS) 0.0612  0.0082  7.4162
Ps(Idade) 0.0094  0.0140  0.6999
B4(diag) 0.0014  0.0123  0.1517
o 23175 0.3464  6.6901
o 6.4741  0.0557 116.0864

0.6107  0.0419 14.5751

log-CE2G PP-Plot Log-CE2G QQ-Plot

Empirico
mpl

Figura 3.6: Esquerda: Gréfico de Probabilidades (PP-plot) para o modelo log-CE2G. Direita:
Gréfico de Quantil-Quantil (QQ-Plot) para o modelo log-CE2G.



CAPITULO 3. MODELO DE REGRESSAO LOG-CE2G 56

N [e] N o (e}
0 |8 2 w | 2o ° s 8 0
— g — |o o ° o 9 s
. 1 g . 1 g 8 ® ©
N 2 ‘g N g n 8 8
O 8 Q o) O
o | o |
T' T T T T T g T' T T T T T ? T T
00 02 04 06 08 1.0 20 40 60 80
Tratamento PS
| [e] o | [e) o
o) o) o) o o o) [} o o
- ]°°, 00880 080000 — |0 @;@o
g 7 o © % =) 1° ¥ o °
3 g | ° 5 8 e g g o o
[¢) O = O = [¢)
o | o |
T| _IO I I I I I I I T‘ _I IO I I I
35 40 45 50 55 60 65 70 0 20 40 60 80
Idade Diag.

Figura 3.7: Residuos ajustados contra as covariaveis do modelo log-CE2G para os dados de

cancer de pulmao avancado.
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Figura 3.8: Valores leverage, h;, para a amostra de cancer de pulmao avancado no modelo

log-CE2G.

as observagoes em G sao influencidveis ao menos em um dos parametros. Quando observado
mais atentamente o conjunto G, notamos que ha uma grande discrepancia nas medidas de y
contra as demais do mesmo nivel em PS. Portanto, ja que a variavel PS é significante ao nivel
a = 0.05 os individuos que compoem o conjunto G devem ser monitorados com uma atencao

maior durante o estudo.

Tabela 3.4: Valores de LD para o conjunto G = {5, 32} e a medida de Influéncia Az.

i LD, A

Bo(Int.)  Bi(Tratamento) Bo(PS) pFs(Idade) pBy(diag) o o 0
5 3.7855 -14.002 -0.44 -0.05 -0.01 0.58 5.18 825.22 -11.61
32 5.9523 -12.500 -0.29 0.26 0.07 -2.16 4.83 944.42 -10.00

3.12 Conclusao

O modelo de regressao log-CE2G com presenca de dados censurados foi desenvolvido
com base na distribuicao CE2G que apresenta funcoes de risco crescente, decrescente e em forma
de banheira, o que pode tornar mais atraente para principios de aplicacao pratica. Discutimos a

aplicagao de andlise de residuos e pontos influentes no modelo de regressao log-CE2G. O método



CAPITULO 3. MODELO DE REGRESSAO LOG-CE2G 58

de estimacao apresentado ¢ a aplicagao direta da méaxima verossimilhanga e nao apresenta
problemas praticos. Todo o conteido apresentado foi aplicado em um conjunto de dados reais,
o qual indica que o modelo pode ser 1til em situacoes praticas.

Para obter uma comparacao do modelo de regressao log-CE2G com os modelos usu-
ais de tempo de vida logaritima, recorremos ao conjunto de dados de pacientes com cancer
de pulmao avangado, e ajustamos os seguintes modelos: a distribui¢ao de valor extremo (log-

Weibull) com f.d.p. dada por f(y) = o 'exp((y —p)/o — exp(—(y — p)/o), a distribuigao

log-Normal com f.d.p. dada por f(y) = /(2m0) texp (—(y — u)/(20)) e a distribuigao log-
Logistica com f.d.p. dada por f(y) = o exp(—(y—p)/o)/(1+exp(—(y —pu)/o))>. As
funcoes de log-verossimilhanca para os MLE’s apresentam os valores 58.0220, 58.2198, 58.8156
e 58.7242 para os modelos log-CE2G, log-Normal, log-Weibull e log-Logistico, respectivamente,
assumindo a relacdo pu = [y + p1l(Treatmento = teste) + PoPS + P3ldade + Pydiag. Estes
valores indicam que o modelo log-CE2G é um modelo que também pode ser adotado, assim
como os demais no ajuste de dados e em particular para o conjunto de dados apresentado.

Os resultados deste capitulo foram submetidos e ja aceito para publicacao na revista

Communications in Statistics — Theory and Methods (Louzada e Marchi, 2015).



Capitulo 4

Modelos de regressao alternativos para
distribuicoes discretas com Inflacao de

Z.eros

A modelagem para dados discretos estd presente em muitas areas da ciéncia como
seguros, saude publica, epidemiologia e psicologia, tendo como principal modelo desenvolvido
o modelo de regressao de Poisson que tem como caracteristica que o valor da média é igual
ao da variancia, ou seja, uma suposi¢ao para a analise pratica nao muito conveniente pois
muitos conjuntos de dados podem apresentar superdispersdao (ou subdispersao). Para este
caso, o modelo de regressao de Poisson subestima a dispersao das amostras observadas. O
motivo da superdispersao ainda varia devido a muitas situagoes particulares. A inflacdo de
zeros, que ¢ uma manifestacao de superdispersao, significa que os resultados tidos como zero
sao maiores que o esperado. Este acontecimento pode ser de interesse desde que a incidéncia de
zeros frequentemente esta associada a casos praticos especiais do objeto e pode ser interessante
descobrir as causas destes zeros em excesso observados. Por exemplo, Ridout et al. (2001)
sugeriram que, em monitoramento da quantidade de doencas que provoquem lesoes em plantas,
uma planta pode nao ter lesoes por causa de sua resisténcia a doenga, ou simplesmente porque a
doenga nao afeta a planta em estudo. Portanto a existéncia de inflagao de zeros é um incentivo
para desenvolver modelos que se adequam ao conjunto de dados. A ideia béasica atras dos
modelos derivados da inflagdo de zeros (ZI) é a mistura de uma distribuigdo degenerada em
zero com uma distribuicao como a Poisson, Binomial, Binomial Negativa, entre outros que tém
suporte nos ntimeros inteiros nao negativos.

O primeiro conceito de uma distribuicao de inflagao de zeros foi originada do trabalho

29
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de Cohen (1963) que misturou distribuigdes de Poisson. Mullahy (1986) discutiu o problema
de inflagdo de zeros em econometria. Lambert (1992) introduziu a regressao na distribuic¢ao
de Poisson Inflacionada de Zeros (ZIP) e ilustrou os resultados em uma andlise de dados rela-
cionados aos defeitos de produgao. Hall (2000) fez uma extensdo do modelo de Lambert e a
metodologia para situacoes limitadas superiormente na contagem, que como resultado obteve
a regressao na distribuigdo Binomial Inflacionada de Zeros (ZIB). Outro modelo bem popular
é o modelo de regressao na distribuicao Binomial Negativa Inflacionada de Zeros (ZINB), a
qual é definida similarmente pela mudanca da distribuicao Poisson pela Binomial Negativa na
obtengao do modelo ZIP. O modelo ZINB estd bem discutido em Ridout et al. (2001), onde
foi desenvolvido uma estatistica para testar entre os modelos de regressao ZIP e ZINB. Mwalili
et al. (2008) ilustraram como o modelo de regressao ZINB pode ser utilizado corretamente para
a ma especificacao do modelo.

A distribui¢ao de Série de Poténcia Generalizada com parametro de Inflacao (IGPS)
foi introduzida por Kolev et al. (2000) para modelar dados de contagem que apresentam origi-
nalmente superdispersao. Esta distribuicao é uma extensao da distribuicao Série de Poténcia
(Gupta, 1974; Consul, 1990) pela inclusdo de um parametro adicional p. A interpretagao na-
tural deste parametro em termos é a proporcao de “inflacao de zeros” e como coeficiente de
correlagao. A distribuigao IGPS também pode ser avaliada no contexto de fragao de cura em
modelos de sobrevivéncia, veja Borges et al. (2012). Entretanto, ndo temos conhecimento do
estudo para determinar o comportamento da distribuicao IGPS quando utilizada para modelos
de contagem de dados com excesso de zeros. Portanto, propomos um modelo de regressao para
dados de contagem com excesso de zeros baseado na distribuicao IGPS, a qual possui como di-
ferencial o fato de nao assumir um modelo de mistura de duas distribuicoes, o que é usualmente

feito em modelos de regressao com inflagao de zeros.

4.1 Construgao do modelo de regressao

4.2 A distribuigao IGPS

A distribuicao IGPS de variavel Y tem a f.p. dada por

1

PlY =y;6, p] =50

3 gafb(1 - p))E TRy =012, pe0,1), (4.2.1)

Y1,Y2;...



CAPITULO 4. MODELOS DE REGRESSAO ALTERNATI VOS PARA DISTRIB UICOES
DISCRETAS COM INFLACAO DE ZEROS 61

em que ¥y, depende somente de y, g(f) = Z;’;O a,0¥ ¢ positiva, finita e diferencidvel com
0 € (0,s) (s pode ser o) de tal forma que g() é finita, e o somatério é feito sobre todo o
conjunto de inteiros nao negativos yi, s, . . . de tal forma que Y ;°, iy; = y. Para mais detalhes
da distribuigdo IGPS, o leitor por consultar Kolev et al. (2000) e Minkova (2002). No desen-
volvimento deste capitulo, o parametro p representara a proporcao adicional de zeros. Altos
valores de p indicam uma alta proporcao de zeros, enquanto p — 0 implica em menor adi¢ao
de zeros. E interessante notar que quando p = 0 a distribuicao IGPS se reduz a distribuigao
de Série de Poténcia Generalizada (Gupta, 1974; Consul, 1990). A Tabela 4.1, extraida de
Borges et al. (2012), apresenta as escolhas de a,, g(f) e o parametro 6 correspondentes aos
casos especiais da distribuigao IGPS, nomeadas por Parametro Inflacionado de Poisson (IPP),

Binomial Negativa (IPNB), Binomial (IPB) e Série Logaritima (IPLS).

Tabela 4.1: Escolhas de a,, g(#) e o parametro 6 dos casos particulares da distribuigao IGPS.

Distribuicao | a, g(0) 7 s
IPP m e? n 00
m
IPB 1+om A1
m—=Yyr—Y2— Y, Y2
(o452, w) 1
IPNB sy -0 2
NG [E;’il yz} ! ( ) I+¢n
IPLS Sltutiey ) —log(1—-0) 1—7 1

4.3 Modelos de regressao IPP e IPNB

Visto que os modelos de regressao ZIP e ZINB sao atualmente os modelos mais utiliza-
dos para analise de dados de contagem com excesso de zeros, voltamos a atencao aos modelos
alternativos IPP e IPNB. Desta forma, para determinar o modelo de regressao IPP assumimos
que a variavel resposta Y; (i = 1,...,n) tem distribuigdo IPP com f.d. dada por

e M, se y; =0

Mi(1 = p)pl e e By s+ 12 MO0 ey =102,

i

PlY; =y] = . (4.3.1)



CAPITULO 4. MODELOS DE REGRESSAO ALTERNATI VOS PARA DISTRIB UICOES
DISCRETAS COM INFLACAO DE ZEROS 62

em que os parametros \; > 0 e p; € [0,1) sao dependentes de vetores de varidveis explicativas
(covaridveis) x; = (1, @1, ..., Tk) € Zi = (1, 214, ..., Zkyi), Tespectivamente, e ,Fylas;...;ay;
bi,...,by;, z) é a funcdo hipergeométrica, definida por
p
o wt ][ T(ay + BT (ay)
=1
qu(al,...,ap;bl,...,bq;w):Z < ;
0Tk + 1) [T + k)T (b))

j=1

em que I'(+) é a funcao Gama. A fungao hipergeométrica é facilmente calculada e esté disponivel
em varias plataformas de software como o R Core Team (2012), MapleSoft (2012), entre outros.
Como em Lambert (1992), propomos relacionar \; com as covaridveis x; pela fungao de ligacao

logaritima e p as covariaveis z; pela funcao de ligagao logistica, isto é

log(\) =x3 e log (1 pi ) =z, (4.3.2)
— Pi

em que B = (Bo, f1y---yPk) €Y= (Y0,71,- -+, Vky) S20 parametros desconhecidos. Desta forma,

as equagoes (4.3.1) e (4.3.2) definem o modelo de regressao IPP.

Observagao 4.3.1 A média e a variancia da distribuicao IPP sao E[Y;] = 15”/} e VY] =
A(g(_l;_’;g), respectivamente. Logo, temos que V[Y;] > E[Y;] se p; > 0, o que caracteriza a super-
dispersao.

Observagao 4.3.2 A distribuicao IPP ao contrario das usuais distribuic¢oes de inflacao de zeros
nao usa a mistura de distribuigoes e segue que o parametro p interfere na proporgao de zeros
no processo de Poisson usual. Além disso, o parametro p é uma medida de dependéncia entre
o valor de contagem resultante. Para maiores detalhes recomenda-se a leitura de Kolev et al.

(2000).

Considere agora, como alternativa ao modelo de regressao ZINB, o modelo de regressao
IPNB obtido pela afirmacao que a variavel resposta Y; tem distribuicao IPNB com f.d.p. dada
por
(1+0)77, so ;=0

P+

ML= p)pl NG+ pi) o oy |y + 1 2R 0 e ey = 12,

PriY; =y = (4.3.3)

em que \; > 0 e p; € [0,1) dependendo de vetores de covaridveis x; e z;, respectivamente, com
fungoes de ligagao (4.3.2), e ¢! (¢ > 0) como parametro de dispersdo o qual assumimos que

nao depende de covariaveis.
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Observacao 4.3.3 Para a distribuicdo IPNB, consideramos a reparametrizacio r = 2 e 7 =

¢

ﬁ, com ¢, A > 0 na distribuicao Inflated-Parameter Negative Binomial em Minkova (2002). A
média e a variancia da distribuicao IPNB séo E[Y;] = {7t~ e V[Y] = W respectivamente.

Esta distribuicao se reduz a distribuicao IPP no limite gb — 0.

4.4 Inferéncia

Para a inferéncia dos parametros vamos considerar a estimac¢ao de maxima verossimi-
lhanca e também determinaremos as expressoes para a matriz de informagao de Fisher obser-
vada. Assumindo que yi,...,y, sao observacoes independentes da variavel aleatoria Y com
f.d.p. (4.3.1) ou f.d.p. (4.3.3), os estimadores de méxima verossimilhanga dos parametros para
as distribuicoes IPP e IPNB, respectivamente, sao obtidas pela maximizacao direta das fungoes

de log-verossimilhanca, dadas por

00) =0(8,7) = —Ze"zﬁ ST L N (KB —2l) — Dy (log (1+ezh) _zh)

¥:>0 yi>0 y;>0
+ log (1 Fy |y + 1;2; X877
3108 (14 | )
e
(o) =L(B,v,9) = —Z¢ "log(1 + ¢)e B—FZXﬁ—l—qu 1exif zy — Zyzlogl—i—ez”)
¥:>0 ¥;>0 ¥:>0
- L+¢7'e" Jlog ((1+¢)e™ + ¢
Z( ) o5 )
4 glexiB. . ¢
e (ohs e vvor e il ).

Para amostras suficientemente grandes, os estimadores MLEs (é) das distribuigoes IPP
e IPNB devem ser assintoticamente distribuidos por uma distribuicao Normal multivariada com
vetor de médias @ e matriz de covariancia igual & inversa da matriz de informacao observada I
segundo o Teorema Central do Limite. Os elementos da matriz I sdo dadas no Apéndice C.

Para comparar os resultados obtidos pelas diferentes distribui¢oes ajustadas podemos
usar o valor da log-verossimilhanga calculada nos estimadores MLEs. A distribuicao com o
melhor ajuste corresponde ao maior valor encontrado. Além disso, pode ser de interesse deter-
minar se dois modelos sao equivalente sob condicoes gerais. Um teste baseado no teste da razao
da verossimilhanca que caracteriza a distribuicao assintotica da estatistica da razao de verossi-

milhanga sob condigdes gerais é o teste de Vuong (1989). Por condigoes gerais é entendido que
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os modelos podem ser encaixados, nao encaixados, ou sobrepostos, ou ambos e ainda somente
um, ou nenhum dos modelos competitivos podem conter a verdadeira estrutura de geracao dos
dados observados. Modelos sobrepostos sao utilizados em economia e modelam agentes que
vivem num espaco finito de tempo suficientemente longo para se sobrepor com pelo menos um

periodo da vida de outro agente em que um agente ¢ um tomador de decisoes.

4.4.1 Teste de Voung

Para testar o modelo f contra o modelo g (f X ¢), vamos utilizar o teste de Voung para
distribuicoes assintdticas da estatistica da razao de verossimilhanga (LR) sob condigdes gerais,

o qual é dado por

1 A

= w—\/ﬁ(lf(@) — (1)), (4.4.1)

em que [;(&) é a log-verossimilhanga de f calculada em seus estimadores MLEs & com

Tf g

n

W? = %Z(lf(yild) — ly(yil))” — (% > ls(yila) - lg(yiltﬁ)]> :

=1

Para modelos nao encaixados, a estatistica de teste Ty, converge em distribuigao para
uma distribuicao Normal padrao. Seja ¢ o valor de nivel critico para algum nivel de significancia
especificado, entao se a estatistica de teste é maior que o valor ¢, rejeita-se a hipotese nula em
favor do modelo f ser melhor que o modelo g. Se a estatistica de teste tiver valor menor que
-c, rejeitamos a hipotese nula em favor do modelo ¢ ser melhor que o modelo f. Finalmente, se
|Tt4] < c a hipétese nula nao é rejeitada e ndo podemos distinguir entre os dois modelos qual

obteve o melhor ajuste.

4.5 Estudo de simulacgao

Neste estudo de simulagao vamos analisar o comportamento assintotico dos estimadores
MLESs dos modelos propostos. O estudo é baseado em 100 amostras geradas com treés diferentes
conjuntos de parametros, de tamanho amostrais n = 30, 50 e 100 e com covaridveis em cada
um dos parametros A e p. Para o calculo da variancia dos parametros foi utilizado a inversa
da matriz de informacao I. Os valores da variavel X;; foram gerados a partir da distribuigao
Gama com média 5/9 e variancia 5/9% e para Z;; os valores foram gerados da distribuigao Gama

com média 2/8 e variancia 2/82. Estes valores foram escolhidos arbitrariamente de forma que
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a média se mantivesse menor que 1 na distribuicao Gama. A distribuicao Gama foi preferida
por representar uma medida continua positiva, o que é frequentemente observado na area de

sobrevivéncia.

4.5.1 Distribuicao IPP

As amostras de tamanho n para a distribuicao IPP foram geradas usando um conjunto
de trés configuragoes para os parametros na transformagao log(\) e para o parametro de infla¢ao
p.

A Tabela 4.2 apresenta os valores da média dos 100 MLEs (Av), seus desvios padroes
médios (Sd), a probabilidade de cobertura para intervalos 95% de confianga (C), e o erro
quadrético médio (MSE). Os resultados sugerem que os estimadores MLEs se comportam ade-
quadamente, ou seja, os desvios padroes dos estimadores MLEs decrescem quando o tamanho
da amostra aumenta e a probabilidade de cobertura sao préximos ao valor escolhido de 95%,

se apresentando mais proximos com o aumento do tamanho da amostra.

Tabela 4.2: Média dos estimadores MLEs da IPP, seus Desvios Padroes, Cobertura e MSE.

30 Bl Ho gl 30 Bl Ho N Bo Bl Ho gl
Valor verdadeiro 1.0 -0.4 0.5 1.5 -0.4 1.1 -0.5 1.8 1.0 0.3 -1.0 0.5
n =30
Av 1.1334 -0.4819 0.3646 1.0683 | -0.4392 1.1604 -0.5907 1.3214 | 1.0318 0.2755 -1.2236 0.0695
Sd 0.4512  0.6417 0.5193 1.2305 | 0.4316 0.6262 0.8156 2.4635 | 0.2865 0.4649 0.9655 2.4957
C(95%) 0.8800 0.9000 0.9600 0.9400 | 0.9400 0.9700 0.9700 0.9600 | 0.9800 0.9500 0.9800 0.9900
MSE 0.2193 0.4144 0.2853 1.6853 | 0.1859 0.3919 0.6668 6.2372 | 0.0823 0.2146 0.9729 6.3514
n = 50
Av 1.0406 -0.4328 0.4223 1.3706 | -0.3495 1.0700 -0.6789 1.8322 | 0.9994 0.3572 -1.2325 0.4228
Sd 0.3236  0.5149 0.3914 1.4205 | 0.4573 0.7236 0.8057 2.1142 | 0.2520 0.3997 0.7773 2.2492
C(95%) 0.9300 0.9300 0.9400 0.9400 | 0.9200 0.9400 0.9200 0.9600 | 0.9400 0.9200 0.9800 0.9900
MSE 0.1053 0.2636 0.1577 2.0143 | 0.2096 0.5193 0.6747 4.4264 | 0.0629 0.1614 0.6523 5.0144
n = 100
Av 1.0178 -0.4133 0.4512 1.5236 | -0.4206 1.1312 -0.6039 1.8894 | 1.0183 0.3114 -1.1482 0.3062
Sd 0.2630 0.4470 0.2275 0.6652 | 0.2950 0.4358 0.3369 0.8496 | 0.1462 0.2244 0.5421 1.4041
C(95%) 0.9100 0.9000 0.9700 0.9800 | 0.9000 0.9300 0.9800 0.9500 | 0.9400 0.9400 0.9800 0.9800
MSE 0.0688 0.1980 0.0536 0.4386 | 0.0866 0.1890 0.1231 0.7226 | 0.0215 0.0500 0.3128 1.9895

4.5.2 Distribuicao IPNB

As amostras de tamanho n para a distribuicao IPP foram geradas usando um conjunto

de trés configuragoes para os parametros na transformacao log(\), para o parametro de inflagao

p € para ¢.



CAPITULO 4. MODELOS DE REGRESSAO ALTERNATI VOS PARA DISTRIB UICOES
DISCRETAS COM INFLACAO DE ZEROS 66

A Tabela 4.3, assim como a Tabela 4.2, apresenta os valores da média dos 100 MLEs
(Av), seus desvios padroes médios (Sd), a probabilidade de cobertura para intervalos 95% de
confianca (C), e o erro quadréatico médio (MSE). Os resultados sugerem que os estimadores
MLEs se comportam adequadamente, ou seja, os desvios padroes dos estimadores MLEs de-
crescem quando o tamanho da amostra aumenta e a probabilidade de cobertura sao proximos
ao valor escolhido de 95%, se apresentando mais proximos com o aumento do tamanho da

amostra.

Tabela 4.3: Média dos estimadores MLEs da IPNB, seus Desvios Padroes, Cobertura e MSE.

Bo b1 Fo ol [} Bo b1 Fo i ¢ Bo b1 Fo N [}
Valor Verdadeiro 1.5 -0.4 1.0 1.4 1.0 -0.5 1.4 -0.3 0.2 0.6 0.9 -0.3 0.7 -0.2 1.4
n =30
Av 1.4658 -0.3688 0.8005 1.8578 1.2872 |-0.5853 1.2319 -0.1257 -0.1998 0.2187 | 0.7045 -0.2751 0.8548 -0.3472 1.1210
Sd 0.6440 0.6786 0.9683 1.9795 2.3860 | 0.6257 0.8776 0.8721 2.1812 0.5733 | 0.8963 1.4361 1.0717 2.3488 2.4069
C(95%) 0.9800  0.9500 0.9900 0.9700 0.9500 | 0.9400 0.8800 0.9600 0.9800 0.7700 | 0.9300 0.9200 0.9300 0.9600 0.8400
MSE 0.6822 0.7063 1.6015 5.4677 11.6132 | 0.3949 0.7908 0.7834 4.8699 0.4708 | 0.8334 2.0425 1.1611 5.4832 5.8133
n =50
Av 1.6490 -0.4465 0.7111 1.3686 2.2056 | -0.5813 1.3507 -0.2544 0.1388 0.4230 | 0.7685 -0.2757 0.7507 -0.4894 1.5477
Sd 0.6572  0.7375 0.9817 1.0458 3.2648 | 0.4246 0.5583 1.0786 1.9165 0.7574 | 0.5702 0.6625 0.9404 1.4164 2.4175
C(95%) 0.9300 0.8800 0.9900 0.9500 0.9200 | 0.9900 0.9400 0.9200 0.9600 0.8400 | 0.9700 0.9400 0.9200 0.9800 0.8100
MSE 0.4498 0.5406 1.0376 1.0837 12.0061 | 0.1851 0.3111 1.1539 3.6400 0.5992 | 0.3392 0.4351 0.8781 2.0698 5.8075
n =100
Av 1.5712 -0.4086 0.8110 1.5070 1.7876 |-0.5931 1.3638 -0.1999 0.1473 0.3728 | 0.8022 -0.2868 0.7512 -0.3733 1.4967
Sd 0.4626 0.3332 0.8019 0.8073 23714 | 0.3415 0.3717 0.7684 1.3004 0.6956 | 0.4718 0.5222 0.7969 0.9141 1.8958
C(95%) 0.9800  0.9300 0.9800 0.9700 0.9600 | 0.9900 0.9600 0.9400 0.9800 0.9200 | 0.9800 0.9100 0.9500 0.9700 0.8500
MSE 0.2169 0.1100 0.6723 0.6567 6.1875 | 0.1241 0.1381 0.5946 1.6770 0.5307 | 0.2300 0.2701 0.6313 0.8572 3.5675

4.5.3 Diagnéstico de ma especificacao do modelo

Podemos detectar que o modelo nao é adequado aos dados examinando os resultados
da estimacao juntamente com os dados. O objetivo é verificar que as suposicoes na qual a
analise estd baseada sao pouco precisas, e portanto, detectar e corrigir alguma ma especificacao

existente no modelo.

4.5.4 Diagnéstico de ma especificagcao do modelo por graficos

~

Se a variavel Y; satisfaz a condi¢ao E(Y;) = f(x;,0), entao os valores f(x;,0) estimam
o valor esperado de Y;. Para detectar uma mé escolha da funcao de regressao, podemos utilizar
o grafico dos valores estimados por f(z;, é) e os observados ¥; contra os valores x; ou somente
o valor das estimativas contra os valores observados.

Considere os residuos dados por ¢; = Y; — f(x;,0), parai = 1,...,n. Para modelos

de dados de contagem nenhum residuo tem média zero, variancia constante e funcao de dis-
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tribuicao simétrica. Temos também que € sao heterocedasticos e uma forma de corrigir esta

caracteristica é dividir os residuos pelo desvio padrao, denominados aqui por erros padroes,

_ Yi—f(z,0)

o; )

€; para ¢ =1,...,n. Portanto, uma ideia natural e comum, é estimar os erros e os
erros padroes, e entao estudar o seus comportamentos graficamente para verificar a heteroce-
dasticidade.
Os residuos
A yi — f(:,0) .
¢ =>—"—"" parai=1,...,n (4.5.1)

0
sao estimativas para os erros padronizados. A ma especificacdo do modelo é usualmente detec-

tada pela examinacgao dos residuos graficos. Para detectar a mé escolha do modelo de regressao

vamos utilizar o grafico dos residuos é; contra as covariaveis x;.

4.5.5 Diagnéstico de ma especificagao do modelo por testes

No diagnostico anterior para determinar a ma especificagao do modelo estavamos foca-
dos em determinar a capacidade do modelo obsevando individualmente os resultados do ajuste.
Vamos agora considerar toda a capacidade do modelo de apresentar um bom ajuste em uma
Unica medida.

Uma medida muito utilizada para medir a bondade do ajuste (goodness of fit) para

2

algum modelo discreto Y; com média f(xz;,0) e variancia o7 é a estatistica de Pearson, dada

por

a T i;é 2
P:Z(y 1;(256 )"
=1 v

Se a média e a variancia estao corretamente especificada, entao E(P) = n, pelo motivo
de P ter distribuigao aproximada de uma y? (Qui-Quadrado), porém esta afirmacao é verdadeira
somente em casos especiais de dados agrupados com multiplas observagdes para cada f(z;,0).
Na prética o valor P é comparado com uma y? com n — k graus de liberdade, refletindo uma
correcao devido a estimagcao por f(z;, ), em que k é o nimero de varidveis regressoras incluindo
o intercepto na fungao f(x;,0).

Para os modelos paramétricos, uma diagnostico rapido porém nao muito eficiente é
comparar os valores estimados por suas probabilidades com a sua frequéncia observada, em que
a distribuicao de frequéncias é calculada como a médias sobre todas as observagoes dos valores
das probabilidades estimados pelo ajuste. Para comparar as probabilidades ajustadas com as

observadas podemos utilizar a estatistica de teste Qui-Quadrado.
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A estatistica do teste (7)) conhecida por teste de bondade do ajuste Qui-Quadrado
(Chi Square Goodness-of-Fit test), é dada por

ZJ (np; = np;)?
T, = AW LA (4.5.2)
n .
j=1 Pi
em que J ¢ o nimero de cédulas (grupos de observagoes), p; ¢ a proporgao de amostras que y = j
A -1 n “qe . ~ .
ep;=mn"")Y " Dij, com p;; representando as probabilidades estimadas para cada observacao ¢
que esta na j-ésima cédula. Para aplicar o teste, cada cédula de valores esperados tem que ter
um nuimero superior a 5 observacoes e assim sera aceitavel utilizar o teste de Qui-Quadrado.
Se uma cédula contiver um nimero menor que 5, devera ser agrupados cédulas até que cada

uma delas contenham 5 ou mais observagoes. Na pratica, o valor T}, é comparado com o valor

de xF_;.

4.6 Aplicacao

Com aplicacao a dados reais, vamos comparar as distribuicoes propostas IPP e IPNB
com as distribuigoes usuais ZIP e ZINB-2 (em que o 2 indica uma parametrizagao da Binomial
Negativa) em dois conjuntos de dados extraidos da literatura.

O primeiro conjunto de dados, denominado por BAP ou T8, foi extraido de Ridout
et al. (2001) e registra o niimero de raizes produzidas por 270 aplicagoes de micropropagagao em
macas colunar Trajan. O interesse, ou seja, a variavel resposta, é o nimero de raizes produzidas
pelas aplicagoes de micropropagacao. As aplicacoes foram feitas de 8 ou 16 horas de foto-periodo
em um sistema de cultura que utiliza um ou quatro diferentes concentragoes de cytokinin BAP
na cultura. Para nosso modelo de regressao vamos considerar somente que existem valores
distintos de A e p, para cada uma das quatro diferentes concentragoes de cytokinin BAP para
os dois foto-periodos também, considerando o valor BAP=2.2 como valor de referéncia para as
variaveis dummy criadas para BAP e para o foto-periodo o valor 8 como referéncia.

Usando o teste de superdispersao de Ridout et al. (2001) com ¢ = 1 nos dados BAP,
temos que T = 4.04 e portanto esperamos que os modelos com superdispersao tenham bons
ajustes para os dados BAP. A Figura 4.1 mostra forte evidencia de inflacao de zeros como
esperado, pela formulagao e resultado do teste.

A Figura 4.2 apresenta as diferencas entre as proporgoes estimadas menos a proporgao
empirica dos resultados para os dados BAP utilizando os modelos de regressao IPP, ZIP, ZINB

e IPNB. Podemos notar que os modelos IPNB e ZIP aparentemente apresentam os melhores
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Histograma para BAP
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Figura 4.1: Histograma do nuimero de raizes produzidas em BAP (T8).

ajuste no conjunto de dados BAP, e temos que o modelo IPNB aparentemente é o melhor
ajustado.

A Tabela 4.4 apresenta os valores para a estatistica 7, para (4.5.2) em cada um dos
modelos ja mencionados aqui. Pela Tabela 4.4 podemos concluir que o modelo IPNB ¢é o
mais adequado para o conjunto de dados BAP. Para calcular (4.5.2) foram criadas 13 cédulas,

agrupando valores de y > 13 em uma mesma cédula.

Tabela 4.4: Teste de bondade do ajuste Qui-Quadrado para os modelos IPP, ZIP, IPNB e ZINB
nos dados BAP.

Modelo  IPP Z1P IPNB  ZINB
T, 49.0527 40.5669 11.0346 38.0875

A Figura 4.3 apresenta os erros padroes estimados contra as covaridveis para a andlise
da ma especificagao dos modelos. Podemos observar que as médias dos erros, nos modelos ZIP
e ZINB, mudam para a covaridvel Fotoperiodo (quarta coluna) e a variancia parece permanecer
constante os modelos ZINB e IPNB para as covariaveis.

Do fato que menos a logverossimilhanca dos modelos ZIP, IPP, IPNB e ZINB sa
627.9028, 620.9083, 620.9083 and 620.0298 vamos calcular o teste de Voung para determinar
qual modelo se aproxima mais do modelo verdadeiro para o conjunto de dados BAP.

A Tabela 4.5 apresenta os valores Ty, do valore (4.4.1) do teste de Voung sobre a
hipétese nula. Pela Tabela (4.4.1) podemos concluir que nao é possivel dintinguir qual modelo

¢ melhor ajustado pois como o teste ¢ baseado numa distribui¢ao normal padrao e tomando ¢ =
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Figura 4.2: Diferencas entre as proporgoes estimadas menos a propor¢ao empirica dos resultados

para os dados BAP utilizando os modelos IPP, ZIP, ZINB e IPNB.
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Figura 4.3: Residuos padronizados para os modelos IPP, ZIP, IPNB e ZINB versus covariaveis
para os dados BAP.
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1.96 para a regiao de rejeicao o teste conclui que todos os modelos tiveram ajustes semelhantes
pois todos os valores em moédulo sao menores que c. E importante notar que para usar o teste
de Voung, neste caso, devemos considerar que os modelos encaixados nao sao equivalentes.
Note ainda que se escolhermos ¢ = 0.5, ou seja, a regiao de rejeicao é de meio desvio padrao
da normal, entdo o teste indicaria que (IPP e IPBN)>ZIP e IPBN>ZINB, onde > indica um

melhor ajuste.

Tabela 4.5: Valores de T, do teste Voung para os modelos IPP, ZIP, ZINB e IPNB para BAP.

Teste de modelo f x g
IPP x ZIP IPP x ZINB IPP x IPNB IPNB x ZIP IPNB x ZINB ZINB x ZIP

Tq 0.7321 -0.1195 0.0940 0.7321 0.74922 -0.1195

A Tabela 4.6 apresenta as estimativas dos parametros dos quatro modelos para os dados
BAP. Note que os valores estimados para as distribuigoes IPP e IPBN aparentemente sao os
mesmos, o que pode ser explicado pelo valor considerado pequeno, porem significante, de ¢ e o
arredondamento na quarta casa decimal. Ainda, note que mesmo tendo valores tao proximos

os dois modelos sao bem distintos quanto a estimagao da proporcao (Veja Figura 4.2).

Tabela 4.6: Modelos Inflacionados ajustados no conjunto BAP (T8).

IPP IPNB Z1P ZINB
Par. Est. Var Est. Var Est. Var Est. Var
conc. Bo  1.4867 0.0189 1.4867  0.0190 1.8848 0.0039 1.8901 0.0059
4.4 B1 0.3651 0.0213 0.3651 0.0214 0.1627  0.0068 0.1562 0.0104
8.8 B2 0.3898 0.0194 0.3898  0.0194 0.1080  0.0062 0.0998 0.0093
17.6 Bs  0.3338 0.0192 0.3338  0.0192 0.07518 0.0063 0.0584 0.0096
photo. 84 -2.0340 0.0213 -2.0340  0.0213 -0.2767  0.0037 -0.2786 0.0055
conc. Y -1.1245 0.2116 -1.1245  0.2124 -4.2492  0.6610 -4.4492 0.9596
4.4 v -0.4872 0.1817 -0.4871  0.1823 0.1342  0.2544 0.1413 0.2603
8.8 72 -0.6876 0.1609 -0.6876  0.1618 -0.3980 0.2632 -0.3984 0.2701
17.6 v -0.7469 0.1666 -0.7469  0.1667 0.0906  0.2242 0.0603 0.2339
photo. 4 2.6203 0.1956 2.6203  0.1951 4.1784  0.5946 4.3723 0.9070
0] - - 1.8107% 921079 - - 2.5694 0.1114

Legenda: Par=Parametros, Est=Estimativa, Var=Variancia, conc=Concentracao e photo=Fotoperiodo

Levando em consideragao todos os resultados das Tabelas 4.4 e 4.5, e das Figuras 4.2
e 4.3, concluimos que o modelo de regressao que melhor se ajusta no conjunto de dados BAP

¢ o modelo IPNB mesmo nao apresentando a maior logverossimilhanga.
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O segundo conjunto de dados utilizado, denominado BA2004 ou 7'9, obtidos em SEI
(2004) é composto por registros do ano de 2004 nos municipios do estado da Bahia, Brasil.
O objetivo é explicar os casos de dengue sobre certas condi¢oes. Foram registrados 132 casos
onde nao houve ocorréncias de dengue, ou seja, y = 0. A varidvel resposta sao os casos de
dengue com covariaveis Xi: casos de AIDS, X5: casos de lectospirose, X3: casos de tuberculose
pulmonar, X,: densidade populacional e X5: IDH, para ambos A e ¢. Foi calculado o valor
T = 2 x 10%® o qual indica que os dados apresentam superdispersao e que sao corroborados pela

Figura 4.4.
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Figura 4.4: Histograma para os casos de dengue no estado da Bahia em 2004.

A Tabela 4.7 apresenta os valores dos MLEs, os seus desvios padroes (Sd), para os
modelos IPNB e IPP temos Sd x 107%, e a log-verossimilhanca (£(.)) para os modelos ZIP, IPP,
ZINB e IPNB. Podemos observar que os modelos IPNB e ZINB aparentam ter o melhor ajuste
no conjunto BA2004.

A Tabela 4.8 apresenta os valores para a estatistica de teste T}, da equacao (4.5.2) para
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Tabela 4.7: Modelos Inflacionados ajustados no conjunto BA2004 (T9).

B Bo B B2 B3 Ba Bs
T % M V2 V3 V4 Ys ¢ —(.)
B -1.1234 0.0227 -0.0010 -0.0028 0.0011 1.7097
Sd  1.0488 0.0331 0.0547 0.0054 0.0005 1.6795

IPP | v -5.8666 0.0646 0.0812 -0.0135 -0.0011 13.2774 - 1363.36
Sd  1.0960 0.0237 0.0494 0.0038 0.0005 1.7493
B -3.9722 0.0791 0.0684 -0.0137 -0.0001 10.9741
Sd  0.0005 0.0022 0.0010 0.0003 0.00005 0.0001

ZIP | v -0.9871 -0.4074 -0.4791 -0.0544 -0.0029 1.3660 - 6199.29
Sd  0.0010 0.0008 0.0005 0.0007 0.0005 0.0001
B 1.0070 0.0733 0.1334 -0.0040 0.0001  2.1969
Sd  1.8234 0.0287 0.0726 0.0069 0.0003  2.9313

ZINB | v -0.7096 0.0070 -0.0561 -0.4287 -0.9604 -1.7457 3.5427 1288.03
Sd  109.19 59929 38296 4.7560 4.5505 171.33 0.0316
B 11279 0.0109 0.0082 -0.0021 0.0009 1.4567
Sd  0.0382 0.05713 0.0482 0.0012 0.0370  0.0290

IPNB | v -4.7449 0.1601 0.1741 -0.0298 -0.0008 6.6443  25.55727 | 1291.11
Sd  0.0782 0.0170 0.0736 0.0323 0.0470  0.0582 0.0111




CAPITULO 4. MODELOS DE REGRESSAO ALTERNATI VOS PARA DISTRIB UICOES
DISCRETAS COM INFLACAO DE ZEROS 75

cada um dos modelos ja mencionados. Podemos concluir que o modelo IPNB é o modelo mais
adequado para o conjunto de dados BA2004. Para calcular os valores da equagao (4.5.2) foram
criadas 18 cédulas para satisfazer a condigao de haver pelo menos 5 elementos por cédula. A
a Tabela 4.9 apresenta a estatistica de teste de Voung, o que conclui que o melhor ajuste é
atribuido ou ao modelo IPNB pois segundo o teste se ajusta melhor que o modelo ZIP e IPP
tendo o modelo destacado melhor ajuste para o modelo IPP, e entre o modelo ZIP e ZINB o
teste nao distingue qual tem o melhor ajuste. Observe que a conclusao é baseada em muiltiplas
comparagoes pois quando ¢ feito o teste para o modelo ZINB contra os demais nao se é possivel

apontar qual apresenta melhor ajuste, mesmo o modelo ZINB tendo a maior logverossimilhanca.

Tabela 4.8: Teste de bondade do ajuste Qui-Quadrado para os modelos IPP, ZIP, IPNB e ZINB
nos dados BA2004.

Modelo  IPP ZIP IPNB ZINB
T, 60937 2802289 9362 85132

Tabela 4.9: Valores de T}, do teste Voung para os modelos IPP, ZIP, ZINB e IPNB para
BA2004.

Teste de modelo f x g
IPP x ZIP IPP x ZINB IPP x IPNB IPNB x ZIP IPNB x ZINB ZINB x ZIP

Ty, 48718  -1.2x1074 ~4.7670 4.8889 6.1x10710  -3.8x107'3

A Figura 4.5 apresenta as diferencas entre a proporcao estimada de valores menos a
proporcao de valores empiricos na amostra. A Figura 4.5 apresenta as mesmas proporcoes no
eixo vertical para nao afetar as conclusoes. Pela Figura 4.5 podemos observar que os modelos
IPNB, ZIP e IPP se mostram mais adequados, com melhor medidas de previsao para o modelo
IPNB.

Considerando os resultados das Tabelas 4.7, 4.8 e 4.9 e da Figura 4.5 concluimos que
o melhor modelo de regressao inflacionado apresentado para o conjunto BA2004 é o modelo

IPNB.
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Figura 4.5: Diferencas entre as proporgoes estimadas menos a proporc¢ao empirica dos resultados

para os dados BA2004 utilizando os modelos IPP, ZIP, ZINB e IPNB.
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4.7 Conclusao

As distribuicoes IPP e IPNB sao alternativas aos tradicionais modelos inflacionados ZIP
e ZINB. A estimacao dos modelos IPP e IPNB é um pouco complicada com necessidade de mais
tempo computacional e requer alguns cuidados devido a presenca da funcao hipergeométrica,
porém os problemas de estimagao que aparecem na rotina optim do software R Core Team
(2012), podem ser resolvidos simplesmente pelo controle da fungao gradiente (comando ndeps).
Também foram implementados no software Matlab (MATLAB, 2010) uma rotina BFGS em
que é possivel controlar outros parametros na estimacao e assim obter os resultados mais ra-
pidamente. A estimagao é feita maximizando diretamente a funcao log-verossimilhanga. Os
testes bem como o desvio padrao dos estimadores sao obtidos baseados na distribuicao as-
sintética. Também foi avaliado testes de ma especificacao do modelo em que foi constatado que
o parametro de inflacao influencia corretamente na escolha entre os modelos com e sem inflagao
de zeros.

Esta secao também é utilizada para motivar a construcao do préximo capitulo, visto que
apresentaremos uma relacao interessante que o parametro de inflacao tem quando é discutido
o processo de carcinogénese na formulacao do modelo.

Os resultados apresentados neste capitulo estao em forma de relatério e foram envi-
ados para uma revista e encontrando-se em processo de revisao até o momento e podem ser

requisitados ao autor a qualquer momento.



Capitulo 5

Distribuicao Poisson
Correlacionada-Exponencial com riscos

latentes competitivos (CoPE)

Como observado nos capitulos anteriores é comum o uso das distribuigoes discretas
para se fazer mistura de distribuicoes, a fim de trabalhar com tempo de vidas latentes. Neste
capitulo, vamos utilizar a distribuigdo dada em Kolev et al. (2000) e mencionar o ganho de
interpretacao do ponto de vista no estudo de carcinogénese.

Vimos novas classes de distribuicoes baseadas na distribuicao Exponencial introduzidas
a alguns anos nos Capitulos 2 e 3. A distribuicdo de Adamidis e Loukas (1998) que propu-
seram a distribuicao EG que é a composicao da distribuicao Exponencial com a distribuicao
Geométrica, Kus (2007), fez uma modificagao da distribui¢do Exponencial e sua composi¢ao
com a distribui¢ao Poisson Truncada (PE), Barreto-Souza e Cribari-Neto (2009) que genera-
lizaram a distribuigao proposta por Kus (2007) pela inclusao de um parametro de poténcia e
Louzada et al. (2011) que propuseram a distribuicdo Exponencial Geométrica complementar.
O processo de composicao tem uma interpretacao pratica para o tempo de vida parecido com
o processo de exponenciagao e para uma discussao mais ampla a respeito, o leitor interessado
pode buscar mais informagoes em Marshall e Olkin (1997). Cancho et al. (2011) propos a distri-
buicao Exponencial de poténcia complementar pela exponenciacao da distribuicao de poténcia
Exponencial proposta por Smith e Bain (1975).

Neste capitulo, vamos propor uma nova distribuicao de tempo de vida, obtida pela
composigao da distribui¢ao de Poisson com parametro de inflagdo (IPP) encontrada em Kolev

et al. (2000) com uma distribuicdo Exponencial padrao. Desta forma vamos nos referir a

78
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esta nova distribuigdo como distribuigdo de Poisson-Exponencial Correlacionada (CoPE). A
distribuicao CoPE pode ser vista como um mecanismo de interpretacao pratica como uma rede
de ligagoes nos riscos latentes e é uma distribuigao composta que pode acomodar a correlacao
dentre as variaveis latentes aleatérias ao utilizar os conceitos encontrados em Minkova (2002).

A construcao da distribuicao CoPE esta baseada no cenario de riscos latente competi-
tivos (Louzada-Neto, 1999), no sentido de que a informacao sobre o fator que foi responsavel
pela falha do objeto de estudo foi causada pela falha do tempo minimo de todos os riscos em
observagao, porém os riscos nao estavam correlacionados. Em muitas ocasioes a informacao nao
estd disponivel ou é impossivel de distinguir qual a verdadeira causa que implicou na falha do
objeto mesmo por um ezpert. Ainda, a verdadeira causa pode se mascarada por algum motivo.
Em confiabilidade, os componentes ainda podem ser totalmente destruidos no experimento e
ainda em sistemas com manutencao urgente o sistema tera componentes substituidos sem ser

identificado a verdadeira causa.

5.1 Distribuicao CoPE

Antes de prosseguir com a construcao da distribuicao CoPE, vamos apresentar a funcao
H(lay, ... a4, [b1,...,byl, 2) que é a funcdo hipergeométrica generalizada, ,F,([a1, - . ., ay], [b1, - - -

by), z), formalmente definida pela série

H(lay,. .. a), b1, ..., b, ZFl

k=

o
»:IQ
—~
0‘
\_/
ol

em que (a)y =ala+1)---(a+k —1) é o simbolo de Pochhammer.
Seja a variavel aleatéria nao negativa Y denotando o tempo de vida de um componente
em uma determinada populacao. A variavel aleatoria Y tera distribuicao CoPE com parametros

A>0,0>0e0<p<1sesuafd.p. édada por
—)\KZmp Ay ([m 4 1], 2], U), (5.1.1)

em que U =0(1—p)/pe K=Ue™7/(1—e7?).
O parametro A é um parametro de escala, 6 é o parametro da distribui¢ao de Poisson, o
que em nosso caso € o parametro dos riscos, e o parametro p é o mais atrativo pois nos permite

fazer a associagao entre os tempos de vida dos riscos (causas da falha) como veremos na se¢ao
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seguinte utilizando as propriedades encontradas por Minkova (2002). O parametro p pode ser
visto como um parametro de correlacao ou de probabilidade.

A distribuigao CoPE tem sua moda em y = 0. Para todos os valores dos parametros
no espago paramétrico a f.d.p. da distribuicao CoPE ¢ estritamente decrescente em y e tende a
zero quando y — 00, isto é, f'(y) < 0 para y € (0,00). Se o parametro p = 0 em na construgao
da distribuigao IGPS dada em Kolev et al. (2000), ou seja quando p — 0 em (5.1.1), obtemos
a distribui¢ado Exponencial-Poisson proposta por Kus (2007).

A Figura 5.1 apresenta a funcao f.d.p. da distribuicaio CoPE para A=0.01, § = 1 e
p=0.1,0.5,0.9.
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Figura 5.1: Funcao de densidade de probabilidade da distribuicao CoPE para A=0.1,0.01,
6 =101 ¢p=0.1,0.5,0.0.
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A funcao de sobrevivéncia da distribuigao CoPE é dada por,
S(y) =Ky p"e ™" H(Im +1],[2],U), (5.1.2)
m=1

em que U e K sdo dados em (5.1.1), para p € (0,1) e \,6 > 0.
A func@o quantil ou a inversa da fungao distribui¢do F'(x,) = p, ndo pode ser ob-
tida explicitamente, porém o p-ésimo quantil pode ser obtido resolvendo a seguinte equagao

numericamente

em que U e K sao dados em (5.1.1).

5.1.1 Desenvolvimento da CoPE

Considere o cenario classico de riscos competitivos associados a cendrios de tempo de
vida onde os riscos nao sao observados, a menos que observamos somente o tempo de vida
minimo entre todos os riscos. Em estudos de confiabilidade, podemos observar somente o
componente com o tempo minimo de um sistema com uma série de riscos, isto €, observamos
somente o valor de cada componente como o tempo de vida minimo sobre todos os motivos
para falha e a causa da falha. Problemas de riscos competitivos é visto em areas como a
carcinogénese e existe uma ampla literatura de técnicas estatisticas desenvolvidas recentemente,
como por exemplo, Borges et al. (2012) e Cobre et al. (2013). Lembramos novamente que para
uma introdugao, os interessados podem ler Lawless (2003), Crowder et al. (1991) e Cox e Oakes
(1984). A dificuldade consiste dos riscos serem latentes no sentido que nenhuma informagao
sobre eles é obtida, ou seja, qual provocou a falha do componente, que tem o seu tempo de vida
observado. Este cendrio é chamado de riscos competitivo latente (Louzada-Neto, 1999). Em
muitas ocasioes a informagao nao esta disponivel ou é impossivel de que a verdadeira causa da
falha seja especificada. Na area de confiabilidade, uma placa pode ser totalmente destruida no
experimento e a verdadeira causa pode ser mascarada. Em estudos médicos, um paciente pode
morrer e a verdadeira causa da morte pode ser atribuida a intimeros fatores de risco. Como dito
anteriormente, existe uma literatura bem difundida com os procedimentos estatisticos para a
analise de tempos de vida na presenca de riscos competitivos latentes e os interessados podem
ler Adamidis e Loukas (1998), Cancho et al. (2011), Marchi et al. (2013), entre outros.

Uma caracteristica das metodologias citadas ¢ o fato de que as causas competitivas
latentes sao assumidas independentes, e pode ser um problema pois um sistema pode ser so-

brecarregado pela falha de algum componente. Sendo assim o processo se torna analiticamente
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mais atrativo, porém nao incorpora a possibilidade de considerar a possivel dependéncia en-
tre as causas latente, o que pode nao ser verdade sempre em situacoes praticas. Levando em
consideracgao estes problemas, em confiabilidade, os componente podem ter uma motherboard
conectada a outras, criando assim uma estrutura de dependéncia. Em estudos médicos, as
multiplas causas podem estar ligadas e dependentes entre si e assim ocasionar a morte.

Neste contexto, vamos considerar o fato da falha pela primeira causa e uma funcao de
probabilidade com parametro de dependéncias entre as causas de falha. Portanto, o modelo
CoPE ¢ obtido como se segue.

Seja M = 1,2,... uma variavel aleatoria representando o nimero de causas da falha

com distribuigao IPP. De acordo com Minkova (2002), temos

-9 m _ i m—i
P(M =mld, p) = —— > 77;_ 11 601 — Z)] r_ (5.1.3)
i=1

emque 0 < p<1 60>0em=1,2,.. Segundo Minkova (2002), a equacao (5.1.3) é uma
mistura de uma distribuicao Binomial Negativa com parametros m e p com uma distribuicao
de Poisson com parametro 6, isto é, a Equagao (5.1.3) é a probabilidade de que seja necessério
m repeticoes até que o i-ésimo sucesso ocorra, em que a probabilidade de cada sucesso é 1 — p
e m é um resultado da variavel de Poisson truncada em zero. Portanto, o parametro p pode
ser visto como uma medida de associac¢ao entre as causas de falha. Se p = 0, a equagao (5.1.3)
se ressume a distribuicao de Poisson usual.

Considere também ¢; realizagoes de uma variavel aleatéria de tempo de vida, isto é, o
tempo até o evento causado pela i-ésima causa (risco) competitiva latente e T; com distribuicao

Exponencial com parametro A e sua f.d.p. dada por
fltsA) =Xe ™ i=1,2,3,... (5.1.4)

No cenario de riscos competitivos latentes, o niimero de causa M e o tempo de vida t;
associado a uma causa particular ndo é observada (latente). Assumimos que o tempo de vida
minimo Y sobre todas as causa é observado. Além disso, vamos considerar que essas variaveis

sao independentes de M. Portanto, observamos somente a variavel aleatoria dada por
Y =min{T},T5...,T\}. (5.1.5)

No campo de carcinogénese, de um ponto de vista microscépico, como discutido em

Cobre et al. (2013), M pode ser visto como o ntimero de células promovidas/ativadas com
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nimero de células iniciadas /. Portanto as células promovidas/ativadas, com células iniciadas

como latentes, a soma na equagao (5.1.3) fornece a distribuigdo marginal de M pela relagao,

P(M =ml0,p) = M =m|I =14,0,p)P(I =i|0)

o0
>
i=1

m
Y P(M=m,I=ilf,p).

i=1

A equacao (5.1.3) inclui a possibilidade das células iniciadas nao serem promovidas/ativadas,
o que ¢ esperado pois células iniciadas podem ser mortas ou regeneradas pelo préprio corpo
ou por um tratamento quimioterapido. Neste modelo assumimos que pelo menos uma célula
iniciada é promovida/ativada. Ainda, o modelo inclui a possibilidade que mais de uma célula

promovida/ativada e/ou iniciada ocorram.

A seguir mostraremos que a varidvel aleatéria Y tem f.d.p. dada por (5.1.1).

Teorema 5.1.1 Se uma varidvel aleatéria é definida por (5.1.5), entao considerando (5.1.4) e

(5.1.3), Y tem distribuicdo CoPE, com f.d.p. dada por (5.1.1).

Prova 5.1.1 A f.d.p. condicional de (5.1.5) dado M = m é dada por

M=m\ =mle Me )™ Lt>0 m=1,...
fl

Portanto, a f.d.p. marginal de Y é dada por

FylN0,p) = i mAe” e (e )™ e i m—1 1 [0(1—p)]pm

m—1 1—e? =1 1 —1 i!
[’]
— m(e M)A e v(1 — p) ( o(1 — p))
= H([m+1],]2], —F
mzzl p(l—e?) | hE p
U
0(1—p) < 6(1 - p)
0 — —
= e » mp™ (e MV H | [m + 1], [2],
p(1—e—9); p"(e) [ J,[2] p
K
= AK Y mp" (e M) H([m + 1], 2], U)
m=1
O que completa a prova. [

5.1.2 Funcgao de risco e funcao de risco reversa

De (5.1.1) e (5.1.2), a fungao de risco, de acordo com a relagao h(y) = f(y)/S(y), é

dada por
_ A mp™ (e ) H([m + 1], 2], U)
Domer PPle MM H (Im + 10,2, U)

h(y) (5.1.6)
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0(1—p) G

em que U = - e K=U % O valor inicial é sempre finito porém nao é dado por uma
expressao fechada. A fungao de risco é decrescente e no infinito tende ao valor h(co) = A, pelo
fato que a equacao (5.1.6) é decrescente e h(y)/A > 1.

A func@o de risco (5.1.6) é decrescente como mostra a Figura 5.2 para valores de

p=0.1,0509 A=0.1,00lc0=1.

A=0.1,6=1.0 A=0.01, 86=1.0

— p=0.1
— p=05 — p=05
— p=0.9 — p=0.9

ﬁ — p=01

0.4
0.4

0.3
0.3

Fung&o de risco
0.2
Fungéo de risco
0.2

0.1
0.1

0.0
0.0

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Tempo Tempo

Figura 5.2: Funcao de risco da distribuicao CoPE para A=0.1,0.01, 6 =1 e p = 0.01,0.5,0.99.

Proposicao 5.1.1 Se uma variavel aleatéria Y tem distribuigao CoPE, entao a fungao de risco

¢é estritamente decrescente.

Prova 5.1.2 Seja a fungao de risco h(y) dada pela equagao (5.1.6). Assim

f'(2)S(x) + f2(x)
52(x) '

h'(x) = (5.1.7)

Agora

). (5.1.8)
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Considerando p = 2, ¢ = 2 (1/¢+ 1/p = 1), a = m ((e*)™p™H ([m + 1], [2],U))1/2 e b, =
((e=*)ymp™H ([m + 1], [2], U))l/2 na desigualdade de Holder, dada por

0 [e's) 1/17 00 1/‘1
zawks(zwkw) (w) |
k=1 k=1 k=1

Temos que
Y om(e )" H(Im +1],[2L, U) | <Y mP (e )™ p " H ([m + 1], [2], U)

Comparando com (5.1.8), concluimos que h'(y) < 0, isto é, a func@o de risco é decrescente. W

De maneira andloga podemos chegar na mesma conclusao para a fungao de risco residual
reversa. A funcgao de risco reversa pode ser definida como a varidvel aleatéria condicional
t — X|X <t, que denota o tempo decorrido desde o tempo de falha do componente dado que
seu tempo de vida é menor ou igual a t. Esta variavel aleatoria pode ser vista também como o
tempo de inatividade (ou tempo desde a falha). Para mais detalhes, recomenda-se ler Nanda
et al. (2003) e Kundu e Nanda (2010). Usando (5.1.1) e (5.1.2), a funcao de risco reversa é
dada por

) = 2@ _ AT mp"e ] H(fm +1),[2L.U)
F) ~ Sy pn(1— [e))H (fm + 11, 2, U)

(5.1.9)

Proposicao 5.1.2 Se a variavel aleatéria Y tem distribuicao CoPE entao a fungao de risco

reversa é estritamente decrescente.

Prova 5.1.3 Seja r(y), a fungdo de risco reversa dada pela equagao (5.1.9). Assim,

) = L@FE) ~ Pa)
P

E fécil ver que r(z) é decrescente pois temos que f'(z) < 0. |

5.1.3 Algumas propriedades

Como ja dito, algumas das caracteristicas e medidas de uma distribuicdo podem ser
estudadas pelos seus momentos, como a média e a variancia. Uma expressao bem conhecida
para os r-ésimos momentos de uma variavel aleatoria nao negativa X podem se calculados pela

formula

EIX"] =1 /0 1S da. (5.1.10)
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Proposicao 5.1.3 Para uma variavel aleatoria Y com distribuicao CoPE, o r-ésimo momento

M,,, A - m m 9 9 .

Prova 5.1.4 De (5.1.2) and (5.1.10), temos que
EX" = T/ "1 S(z)dx
0

= KTmeH([m+ 11,12],0) /000 rltem Ay

= > (1) 2,0)

m=1

rT(r) K <= p™
= —— —H 1], [2],U
v 2+ 12D,
completando a prova. |

Proposicao 5.1.4 Para uma variavel Y com distribuicao CoPE, a funcao caracteristica é dada

por

mp™ 0(1—p)
L m 12 p

() = AKi )-

Prova 5.1.5 O resultado segue diretamente da integracao pela definicao da funcao carac-

teristica. ]

Se nao ocorrer a falha antes do tempo ¢, a distribuicao de vida residual de uma varidavel

aleatoria X, tem funcao de sobrevivéncia dada por

S(x+1t)
S(t)

O r-ésimo momento do tempo de vida residual de uma variavel nao negativa continua

Si(z) =Pr[X > +t|X > t] = , com z > 0.

com fun¢ao de sobrevivéncia S(x) é dado por

p(t) =E(X —t)" X >1t) = % /too r(z — 1)1 S(z)dx. (5.1.11)

Proposicao 5.1.5 Para uma variavel aleatoria Y com distribuicao CoPE, o r-ésimo momento

do tempo de vida residual é dado por

K rl &N et
() = o~
pr(1) SN &=

p"H([m +1], 2], U).
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Prova 5.1.6 Da equacgao (5.1.11) e usando S(y) dada por (5.1.2), temos que

BUX — )X > 1) — %/toor(:v—t)“lb”(u)du
Kr <& m - r—1 _—Xzm
= %;p H([m+1],[2},U)/t (z — )" e MM dy
ro— r)e Mm
= S 2 1,2

m ,—Atm

fnr H(jm +1],[2],U).

KrD(r) <= p
AeS(t) mz::l

O r-ésimo momento do tempo de vida residual reversa da variavel nao negativa X pode

ser obtida pela féormula dada por

m,(t)=E((t—X)|X <t)= %t)/o r(t — )" F(x)d. (5.1.12)

Proposicao 5.1.6 Para uma variavel aleatoria Y com distribuicao CoPE, o r-ésimo momento

de vida residual reversa é dado por

m.(t) = % X:IpmH([m +1],2],U) (1 — e ™M H([r], [L + r],mAt)) .

Prova 5.1.7 Da equagcao (5.1.12) e utilizando a expressao de F'(y) temos que

B((t— X)X <#) = ﬁ/toor(t—x)T_lF(x)dx

_ ;((; S o H(m + 1], [2),U) /:O(t—x)”u—em)dx

r > r re—)\mt r ” m
B %;Pmﬂ([mﬂ],pw) (t__t H([r],[1 4 7], t))

_ ;((; S H(Im + 1, (2], U)g (1= ™ H (], 1 4] mAD)

5.1.4 Curvas de Bonferroni e Lorenz

As curvas de Bonferroni e Lorenz, bem como os indicadores de Bonferroni e Gini,
tem aplicagao nao somente na economia para o estudo de renda e pobreza, mas também em

campos como a confiabilidade, demografia, seguros e medicina como medidas de concentracao.
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As curvas de Bonferroni também sao capazes de indicar os parametros de escala. As curvas de

Bonferroni e Lorenz sao curvas definidas, respectivamente por

1o 1T N
em que = FE(X) e F(q) =p.

Os indicadores de Bonferroni e Gini sao definidos por
1 1
B=1- / B(p)dp, e G=1-— 2/ L(p)dp, respectivamente.
0 0

Proposicao 5.1.7 Para uma variavel aleatéria Y com distribuicao CoPE, as curvas de Bon-

ferroni e Lorenz sao dadas por

e
K S pm —)\mF
L(p) = A—MmZIEH([mH],[Q],U) (1 O[] 4 \mF~ ()]), (5.1.14)
respectivamente.

Prova 5.1.8 O resultado é obtido por uma simples manipulagao algébrica usando o fato que

ffF dx_fF b)xﬂ) [ |

Proposicao 5.1.8 Para uma variavel aleatéria Y com distribuicao CoPE, o indicador de Gini

¢ dado por

1
G = 1—2/ L(p)dp
0

Ap &
—
(1—sz:(j+m)ﬂ([J+1] sz ]+ H([j +1],[2], U))

em que u = E(Y).

_ 1o i [p—H([m +1],[2,0)

X

Prova 5.1.9 Apds a mudanga de varidvel p = F(z) em [ L(p)dp, com um pouco de mani-

pulacao algébrica a prova ¢ finalizada. [ |

Para o indicador de Bonferroni nao encontramos uma forma fechada, porém pode ser

estimado por uma integracao de Monte Carlo. Para R pontos simulados , ui,us,...,ug, de

uma distribui¢do Uniforme, temos que B ~ 1 — (Zil B(u;)/ R).
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A Figura 5.3 apresenta as curvas de Bonferroni e Lorenz para A = 1, § = 0.4,2,10 e
p=0.3,0.5,0.8. As curvas de Bonferroni e Lorenz sao afetadas pelo parametro 6 e p, o que é
indicativo que A é um parametro de escala pelas propriedades destas curvas. Aqui salientamos
que nao apresentamos os graficos para A # 1 pois sao idénticos aos demais e por isso chega-se

a conclusao que A\ é parametro de escala.

A=1.0, 6=0.4 A=1.0, 8=2.0 A=1.0, 8=10.0

1.0

— o3 / — o3 — o3
08 08 08

0.8

B(p)
06
1
(
06
1
B(p)
0.6
1

04

0.2

00
L
00
L
00
L

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

A=1.0, =0.4 A=1.0, 6=2.0 A=1.0, 6=10.0

1.0

L)
0.6 0.8
L)

0.4

0.2

0.0

Figura 5.3: As curvas de Bonferroni B(p) e Lorenz L(p) para a distribui¢ao CoPE.

O tempo total ponderado (scaled total time) de uma fungao distribuigao F', de acordo

com Pundir e Arora (2005) é definido por

Proposicao 5.1.9 Para uma variavel aleatéria Y com distribuicao CoPE, o tempo total pon-

derado é dado por
e MYV H ([m + 1], 2], U). (5.1.15)

K 00

Prova 5.1.10 O resultado é obtido diretamente pela integral de [ S(u)du. |

SIb

O tempo total em teste acumulado modificado de uma funcao distribuicao F, CF,

segundo Pundir e Arora (2005), é obtido por meio da relacdo Cr =1 — G.
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5.2 Inferéncia

A seguir vamos considerar a estimacao pelo método de maxima verossimilhanca e
apresentar as expressoes associadas a matriz de informacao de Fisher observada.

Assumindo que os tempos de vida sao independentes e identicamente distribuidos e
independentes do mecanismo de censura, os estimadores MLEs dos parametros sao obtidos
pela maximizacao da funcao de log-verossimilhanca dada por

(N, 0,p) = In(\) 2(52) + n(ln(ﬁ) _f +1In(1 — p) —In(p) — In(1 — 60)>

— p
+ Zél { ]+Z (1—-0 { g)l (5.2.1)

em que d; € o indicador de censura, sendo igual a 0 ou 1 se o dado é censurado ou observado,

respectivamente. Pelas Equagoes (5.1.1) e (5.1.2) temos f(y) e S(y), respectivamente. Ainda,
2]

U:“p)eK U’

(1—e=9)"

Segue pelo método de maxima verossimilhanca que os estimadores MLEs, digamos 5\,
0 e p, sao as solugoes simultaneas das seguintes equacoes
S _ g [ S mte e i (fm +1)[2)160 ~ 5)/p)
A Doy mp™e= A H (Im 41, [2], [0(1 = p) /p])

(1 - ) Sy i 5 H (o + 1] (2] 1001 — )/ )
VL e i (L2100 = p)/p) |

i=1

n< 11 ! > 0= [ [ E ot Dmge N+ 2,300~ p)/ )
2 S mpme N H (fm + 11, 21, [0(1 — p)/o])

v (1) e <m+1>pme-mmH<[m+2],[3149(1—p)/p])]}

i=1

S pre e H (m+ 11, 21, 1601 — ) /])

n

0 1 o 6%9(1—/)) AH - xT;m
n<2+p(1_p)) = M;{ [27/)22 m+1mp € —A H([m+2} [3]7[9(1—0)/P])

m=1

> mA e ([ 4 1, 21,1001 p)/6]) ]/ (w:)

m=1

-6 [;;zzlmﬂ e (m + 21, [3], [0(1 — p)/o])

b3 m e -+ 1], 2,600 - p)/6)] /sm)}.
m=1

Como pode ser observado, os estimadores sao analiticamente intratdveis, porém o método

de méaxima verossimilhanca permite utilizar procedimentos que usam pacotes computacionais
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com algoritimos que encontram os valores que maximizam a fungao de logverossimilhanca di-
retamente. Para obter as estimativas de méxima verossimilhanca, foi desenvolvida uma rotina
BFGS para o controle de variaveis do algoritimo que nao podem ser alterados devido a per-
tencerem pacotes computacionais ja implementados. O detalhamento da rotina se encontra no
Apéndice E. Para amostras consideradas grandes, a inferéncia para os parametros MLESs e seus
erros padroes sao baseados nos valores da matriz de informacao de Fisher inversa. Visto que
uma forma fechada para a matriz de informacao nao é viavel, vamos considerar a matriz de
informacao de Fisher observada para determinar os intervalos de estimacao de (A, 6, p), dados

por

Ly L I,
IF()\,Q,p):— [g)\ [99 [gp ) (522)

Ip)\ ]p9 ]PP (\0,0)=(70,p)

em que os elementos da matriz Ir (A, 0, p) estdo apresentados no Apéndice D.

Sob condigoes de regularidade para os parametros A, 6 e p no espago paramétrico e pelo
Teorema Central do Limite a distribuicao assintotica de (5\ — A, 0 — 0,p—p), quando n — oo, é
uma Normal trivariada com vetor de média nulo e matriz de varidncia e covariancia I5*(), 6, p).

Como ja mencionado, diferentes distribuicoes podem ser comparadas utilizando os
valores de —max{(.), em que ¢(.) é a log-verossimilhanga calculada nos valores obtidos MLEs
de sua respectiva logverossimilhanga, e também pelo critério de Informacao Akaike (AIC) que
penaliza o super-ajuste e tenta minimizar a diferenca de Kullbak-Labler dado entre a verdadeira
distribuigao e a distribuigao calculada como candidata. O critério de AIC é dado por —2¢(.)+2q,
em que {(.) é definida como anteriormente, ¢ é o nimero de parametros estimados e n é o
tamanho da amosta. A melhor distribuigao é escolhida pelo menor valor de —max£(.) e AIC.
Além destes valores, também podemos utilizar o teste de Kolmogorov-Smirnov (KS test) que
compara a distribui¢ao estimada com a distribuicao amostral ou com uma distribui¢ao de

referéncia.

5.3 Estudo de simulacao

O estudo a seguir é baseado em 1000 geracoes de conjunto de dados da distribuicao
CoPE com diferentes conjuntos de parametros para n = 15, 30 e 50. Os tamanhos das amostra

foram escolhidos desta forma pelos cdlculos serem comprometidos pelo termo da soma das
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fungoes hipergeométricas o qual se gera um tempo computacional superior a meses para a
conclusao da rotina de simulacao. As restricoes dos parametros a e A foram obtidos pela
transformacio exponencial e para o parametro p por meio da transformacio e /(1 + €”"), em
que p* € R. O ponto (—3.5,—1.5,0) foi determinado como valor inicial de todas as simulagoes
devido ao fato de sempre iniciar o processo de estimacao ao apresentar valor finito para a
logverossimilhanca, entretanto em alguns testes, os quais nao apresentamos aqui, notou-se que
o valor da convergéncia nao era influenciado por esta escolha.

A Tabela 5.1 apresenta as médias dos estimadores MLEs (Av), seus desvios padroes
(Sd) e o erro quadratico médio (MSE), juntamente com a probabilidade de cobertura para
niveis especificados de 95% de confianca dos parametros. Os valores de MSE bem como os
valores Sd decrescem quando o tamanho da amostra aumenta. Além disso, a probabilidade de

cobertura se aproximam dos valores determinados quando o tamanho da amostra aumenta.

Tabela 5.1: Média dos estimadores MLESs, seus desvios padroes, MSE e coberturas da distri-

buicao CoPE para dados simulados.

Parametros 0 A p 0 A p 0 A p

Valores 0.001 0.5 0.6 0.1 0.005 0.1 0.001 0.3 0.4
n =15

Av 0.0008 0.1149 0.3631 0.0894 0.0161 0.2614 0.0012 0.2874 0.3994

Sd 0.1023 0.2248 0.3596 0.0335 0.0338 0.1991 0.0899 0.2805 0.2501

MSE 0.0012 0.2253 0.3798 0.0016 0.0022 0.2021 0.0004 0.3069 0.2753

CP (95%)  0.9200 0.7100 0.9800 0.9200 0.8800 0.8400 0.8800 0.9400 0.7200
n =30

Av 0.0008 0.2156 0.3015 0.0913 0.0059 0.2204 0.0012 0.2573 0.3968

Sd 0.1023 0.3010 0.3270 0.0169 0.0246 0.1558 0.0896 0.1996 0.1971

MSE 0.0009 0.2118 0.2468 0.0012 0.0023 0.1516 0.0003 0.2258 0.2237

CP (95%)  0.9800 0.7400 0.9800 0.9200 0.9600 0.8800 0.9000 0.9400 0.7600

n =50
Av 0.0010 0.6273 0.6481 0.0925 0.0020 0.1958 0.0012 0.2665 0.4119
Sd 0.0003 0.2594 0.1173 0.0172 0.0101 0.1364 0.0896 0.1829 0.1994
MSE 0.0006 0.1742 0.2062 0.0013 0.0015 0.1356 0.0002 0.2036 0.2119

CP (95%)  0.9900 0.8900 0.9400 0.9300 0.9200 0.9400 0.9200 0.9400 0.9100
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5.4 Aplicacoes em dados simulados e reais

A seguir, vamos ilustrar o ajuste da distribuicao CoPE a seis conjuntos de dados, dos
quais trés sao conjuntos de dados gerados para propésito ilustrativo e trés foram extraidos da

literatura.

5.4.1 Conjunto de dados ilustrativos

Suponha que temos trés conjuntos de dados, digamos I1, I2 e I3, gerados da dis-
tribuicdo CoPE com uma correlagao de p = 0.01 (A = 0.2, = 0.06) para I1, p = 0.7
(A=10.04,0 =0.8) para I[2 e p = 0.8 (A =0.05,0 = 0.06) para I3. Desta forma, esperamos um
melhor ajuste da distribuicao PE para o conjunto I1 e um melhor ajuste para a distribuicao
CoPE para os dados 12 e I3, pois quando p — 0 a distribuicao CoPE ¢ a distribuicao PE.

A Tabela 5.2 apresenta os resultados para os ajustes obtidos para as distribuigoes PE e
CoPE. A presenca da correlacao é adequadamente capturada pela distribuicao CoPE. A Figura
5.4.1 apresenta as fungoes de sobrevivéncia para os conjuntos de dados I1, 12 e I3 para as

distribuicoes PE e CoPE.

Tabela 5.2: Parametros estimados para as distribuigoes PE e CoPE para os dados ilustrativos

11,12 e I3.

A 0 p —max /(.) AIC

Valores verdadeiros 0.20 0.06 0.01
CoPE 0.3223 0.0419 0.0209  63.2672  132.5344
i PE  0.3310 0.0017 — 63.1676  130.3352

Valores verdadeiros 0.04 0.80 0.70
CoPE 0.0160 0.8940 0.7042 121.7000  249.4000
. PE  0.0004 0.0425 — 124.7484  253.4968

Valores verdadeiros 0.05 0.06 0.80
3 CoPE 0.0603 0.8698 0.7566  78.3140  162.6280

PE  0.0002 0.1575 — 85.4351  174.8702
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Figura 5.4: A curva KM e as curvas de sobrevivéncia ajustadas de PE e CoPE. Esquerda: para

os dados I1. Meio: para [2. Direita: para I3.

5.4.2 Aplicacao em dados reais

O conjunto de dados, denominado 710, é composto por tempos de sobrevivéncia de
20 pacientes de cancer no pulmao com terapia ja realizada e o conjunto de dados, denominado
T'11, por tempos de sobrevivéncia de 44 pacientes de cancer no pulmao sem terapia ja realizada.
Ambos os conjuntos 7'10 e T'11 foram extraidos de Prentice (1973). O terceiro conjunto de
dados, denominado 7'12, é composto por tempos de remissao, em semanas, de um grupo de 30
pacientes com leucemia que receberam tratamentos similares e foi extraido de Lawless (2003).

Os fatores competindo para causar a falha nao sao observados, no entanto, pode-se
especular alguma quantidade para os possiveis fatores em risco dos conjuntos 710, T'11 e T12.
Por exemplo, para T'10 e T'11 podemos considerar o tempo de exposicao ao tabaco, fatores
genéticos, amianto e poluicao do ar, tempo que ¢é fumante passivo, e exposicao a intimeras
substancias. Para T'12 podemos considerar a pré-disposicao genética, ions radioativos artifi-
ciais, virus T-linfotrépico humano, virus da imunodeficiéncia humana, benzeno e alguns pe-
troquimicos, agentes quimioterapicos alquileno usados em tratamentos anteriores, transmissao
fetal, sindrome de down, entre outros. E claro também que as causas acima podem ser corre-
lacionadas.

A Tabela 5.3 apresenta os valores — max £(.), AIC e o p valor do teste KS para as dis-
tribuigoes PE e CoPE ajustadas. A distribuicao CoPE apresenta ajuste melhor ou equivalente
aos ajustes de outras distribuicoes comuns no estudo de tempo de vida, como pode ser visto
comparando os resultados da Tabela 5.3 com os da Tabela 5.4.

Observamos que para 710 e T'12 os valores para o parametro de correlacao p sao

iguais a 0.4749 e 0.5136, respectivamente, indicando correlagao moderada dentre as causas
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competitivas latente. Para T11 o parametro de correlacao ¢ dado por 0.0132, considerado
de baixa correlacao dentre as causas competitivas latentes. Assim, é apropriado dizer que se
é observado que a distribuicao CoPE aparenta apresentar ajuste apropriado em dados com
presenca de correlagao nas causas competitivas. Esta afirmacao pode ser suportada pelo valor
de p do teste KS como todos os valores de AIC apresentados, em particularmente pela Tabela
5.3.

A Figura 5.5 apresenta as distribuigoes PE e CoPE ajustadas nos conjuntos de dados

710, T11 e T12.

Tabela 5.3: Parametros estimados das distribuicoes PE e CoPE para os conjuntos T10, T11 e
T12.

A 6 p —max /(.) AIC  pvalor KS
CoPE 0.0052 0.8669 0.4749 111.4978  228.9956 0.7640
Ho PE  0.0094 0.1981 — 113.1932  230.3864 0.4710
CoPE 0.0081 0.0153 0.0132 255.3605 516.7210 0.9252
i PE  0.0082 0.0011 — 255.3605  514.7211 0.9216
CoPE 0.0373 0.7358 0.5136  99.1935  204.3870 0.9312
e PE  0.0328 0.5388 — 110.3611  224.7221 0.8714
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Figura 5.5: Curva KM e curvas das distribuicoes ajustadas PE e CoPE. Esquerda: para o
conjunto T10. Meio: para T11. Direira: para T12.

Além dos valores apresentados se pensarmos no campo da carcinogénese somente, pela
equacao (5.1.3), 1 — p é a probabilidade de cada célula iniciada se tornar uma célula ativada, e
portanto, para 1710 e T'12 temos as probabilidades 0.5251 e 0.4864, respectivamente, enquanto
para T'11 é igual a 0.9868.
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Para ilustracao ajustamos algumas distribuicoes de tempo de vida comuns na lite-
ratura e comparamos com o ajuste da distribuicao CoPE. Para os critérios de comparacao
consideramos o valor de AIC e o teste KS. As distribui¢oes utilizadas para comparagao sao
a distribuicao Weibull, a distribuicdo Gama, a distribuicdo EL (Bakouch et al., 2011) com
fdp. f(z) =[N (T4+X+A)*/ A+ N B+ A+ x)(hx)’ " — )~ ¢ a distribuicao
Exponencial-Poisson generalizada (GEP) de Barreto-Souza e Cribari-Neto (2009) com f.d.p.
F(2) = [aBM(1 = e )] (1 = eap(—Mt Aexp (—2)))* ! exp(—A — B + A exp(—Bz)). Os
resultados para os ajustes sao apresentados na Tabela 5.4, os quais foram comparados com
os valores da Tabela 5.3, e estes suportam a evidéncia que a distribuicao CoPE é uma boa
alternativa de ajuste para os dados T'10 e T'12 como visto tanto pelo valor p da estatistica KS

quanto pelo valor AIC, sendo que para T'12, o valor de AIC é muito menor do que os demais.

Tabela 5.4: Valores de AIC e p valor do teste KS para as distribui¢coes EL, Weibull, Gama e
GEP ajustados para T10, T11 e T12.

EL  Weibull Gama GEP PE CoPE

p valor KS 0.5700 0.5710 0.5452 0.5604 0.4710 0.7640

Ho AIC 231.8538 229.8548 229.9062 231.8282 230.3864 228.9956
p valor KS 0.9184 0.9181 0.9208 0.9394 0.9216 0.9252

i AIC 516.7121 515.7390 515.7410 516.6836 514.7211 516.7210
p valor KS 0.8709 0.8252 0.6736 0.8702 0.8714 0.9312

e AIC 224.8123 223.3568 223.9217 224.5522 224.7221 204.3870

5.5 Conclusao

Neste capitulo foi proposta uma nova distribuicao de tempo de vida inspirada no pro-
cesso de carcinogénese, a distribuicao CoPE, que tem um parametro que captura a dependéncia
entre os riscos (causas) competitivas latente. Foi apresentada a sua construgdo baseada no
cenario de riscos competitivos correlacionados em que se é observado somente o tempo associ-
ado com o tempo minimo de falha dos riscos competitivos e portanto somente o tempo de falha
do objeto em estudo é observado. Além disso, no estudo de carcinogénese com riscos latentes,
a distribuicao tem interpretacoes praticas do parametro que envolve a probabilidade de células
iniciadas de se tornarem células promovidas.

As propriedades da distribuicao proposta foram apresentadas, incluindo a prova formal
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de sua f.d.p., e expressoes para o calculo da funcao de sobrevivéncia e funcao de risco, dos
momentos, da média residual, as curvas de Bonferroni e Lorenz, os indicadores de Bonferroni e
Gini, o tempo total ponderado e o tempo total em teste acumulado transformado.

Os estimadores de méxima verossimilhanca foram obtidos diretamente da funcao de
logverossimilhanca por meio de rotina BFGS implementada no software Matlab MATLAB
(2010). A importancia prética desta nova distribui¢ao em conjuntos de dados ficticios e reais,
em que a distribuicao CoPE se mostrou adequada e em alguns casos com melhor ajuste. Parti-
cularmente, a distribuicao CoPE apresenta um tempo computacional e cuidados bem maiores,
cerca de 5 minutos para o ajuste em um conjunto com 100 amostras, comparado aos demais
modelos em um computador com processador Intel Core 15-4200Y, com 4GB de memoria Ram
e sistema operacional Windows de 64 bits, no entanto ela apresentou ajustes considerados me-
lhores aos dados em que a presenca da correlacao entre os fatores de risco sao coerentes, bem
como no conjunto de dados em que os pacientes apresentavam menor probabilidade de desen-
volver o cancer por ja terem participado de se¢oes para tratamento. Este melhor ajuste ja se
era esperado pois o parametro p tem como interpretacao a probabilidade de células iniciadas

se tornarem células cancerigenas frente aos demais modelos apresentados.



Capitulo 6

Consideracoes finais e propostas

futuras

Nos capitulos 2, 3 e 5 foram apresentados varios modelos para estudo do tempo de vida,
um estudo em particular para modelos de regressao para dados discretos no Capitulo 4 que tem
uma importante relagao na construcao de modelos com base no processo de carcinogénese e que
foi mencionado no Capitulo 5 a sua interpretacao no cenario de riscos competitivos latentes.

A principal contribuicao deste trabalho, depois de desenvolver modelos com varias
formas da funcao de risco, foi a construgao da distribuicao com a série de poténcia generalizada
com parametro-inflacionado (IGPS) encontrada em Kolev et al. (2000) conjuntamente com uma
rotina de maximizagao capaz de fazer o processo de estimacgao onde foi obtido resultados mais
completos para a distribuicao CoPE, a qual utiliza a IGPS com o caso particular de Poisson.
Portanto, deixamos neste capitulo os principais resultados para as outras distribuigoes, os quais
ainda precisam ser melhor analisados e discutidos.

Neste capitulo apresentamos, assim como na construcao da distribuicao CoPE, a com-
posicao como mistura da distribuicao IGPS Poisson com a distribuicao Exponencial para os
riscos no sistema de ativacao dado pelo maximo e em seguida mostramos as propriedades como
consequencia direta da distribuicao CoPE para as outras distribui¢oes IGPS no cenério de riscos
competitivos de ativagao pelo minimo. Tais resultados sao apresentados aqui como proposta
futura pois ainda carecem de estudos mais detalhados, principalmente no que se diz respeito ao
aperfeicoamento do algoritimo de maximizacao em relagao ao tempo necessario para se fazer a
simulacao bem como a consisténcia dos resultados, pois esta rotina ainda nao apresenta tempo
e nem retorna resultados compativeis para tais estudos.

Para estas distribuigoes envolvendo a distribuicao IGPS na estrutura de modelagem,

98
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muitos softwares nao sao capazes de fazer o processo de maximizagao da logverossimilhanga
pela apresentacao de somas infinitas nas funcoes, no entanto uma rotina de estimacao quase-
newton (BFGS) apresentada tornou possivel controlar mais parametros do que nas rotinas
de maximizagao amplamente utilizadas no software R Core Team (2012) e MATLAB (2010).
Logo, tornamos possivel a estimagao dos parametros das distribuigdes com um custo (tempo)
computacional razodavel. O tempo de estimacao para amostras de tamanho 100, por exemplo,
apresentam em torno de 5 minutos em um computador com processador Intel Core i5-4200Y,
com 4GB de meméria Ram e sistema operacional Windows de 64 bits, quando em cuidados

para verificar cada passo do algoritimo de estimacao afim de evitar erros computacionais.

6.1 Distribuicao CCoPE

Assim como mencionado no Capitulo 2, podemos construir distribuicoes com a série de
poténcia somente alterando a escolha da distribuicao para os riscos latentes. A seguir vamos
apresentar a distribuigdo Complementar-CoPE (CCoPE), que é interpretada no cendrio de
risco latente e também as distribuicoes resultantes sobre cada escolha da distribuicao para as
causas/riscos. Aqui nao daremos a mesma atencao encontrada no capitulo anterior, pois os
resultados para simulacao sao incompativeis com o nivel de tempo requerido.

Assim como no Capitulo 2, no cenario de risco latentes podemos ter a falha do objeto
em estudo pelo tempo da ultima ativacao, ou seja, a distribuicao do tempo de vida dado a
quantidade de causas M é dada por Y = max{Ty,Ty...,Ty}. Considere T;, i = 1,2,3,...
variaveis aleatorias dos tempos de vida, para cada risco i, tendo distribuicao Exponencial,
isto é, o tempo até o evento do i-ésimo fator de risco complementar (7;) tem distribui¢ao
Exponencial com parametro A, considere também que a distribuicao para o ntimero de causas
M ¢ dada por 4.3.1.

Seja a variavel aleatéria nao negativa Y denotando o tempo de vida de um compo-
nente em uma determinada populacao. A variavel aleatoria Y tera distribuicao CCoPE com

parametros A > 0,6 > 0e 0 < p < 1 se sua f.d.p. é dada por algumas das seguintes equacoes

fly) = KZ )" A p™ H ([m + 1], (2], U)
_ —kyKZ )™ 1 p"H([m + 1], [2], U]
= S Y w1 ey (4 1) 2, 0)

m=1
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em que U =0(1—p)/pe K=Ue7/(1—e7?).
A Figura 6.1 apresenta a f.d.p. da distribuicao CCoPE para p = 0.1,0.5,0.9, A=0.01 e
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Figura 6.1: Func¢ao de densidade de probabilidade da distribuicao CCoPE para p = 0.1, 0.5, 0.9,

A=0.1,0.0led =1,0.1.

A funcao de distribuicao da distribuicao CCoPE é dada por
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Fly) = Kz_lmpmH([m+1],[2],U)/oy(1—eAy)m1)\6Aydy (6.1.1)
- KimpdemHH?],U)#
- K (=) 1 2.0)
_ Kii ”Z e~ B ([m + 1], [2], U).

em que U e K sao dados em (6.1.1), para p € (0,1) e A\, 6 > 0.

A funcao de sobrevivéncia que adotamos para os calculos no decorrer do trabalho é
S() = 1= K3 (L= e )" H([m + 1), 21,0), (6.1.2)
m=1

para que se assemelhe as equacoes da distribuicao CoPE ja apresentada no capitulo anterior e
também por apresentar uma facilidade maior para os calculos das medidas particulares desta
distribuicao.

A funcao quantil, ou a inversa da fungao distribuicao F'(z,) = p, assim como na distri-
buicao CoPE, nao é obtida algebricamente porém o p-ésimo quantil pode ser obtido resolvendo

a seguinte equacao numericamente

em que U e K sao dados em (6.1.1).

6.1.1 Funcao de risco, risco reversa, momentos, momentos residuais

e momentos reversos

De (6.1.1) e (6.1.2), a funcao de risco e a funcdo de risco reversa, de acordo com a

relacdo h(y) = f(y)/S(y) e r(y) = f(y)/F(y) sao dadas por
Ae MK ST m(l—e )™ pmH([m + 1], (2], U)

" TR i e A+ 12 0) 019
e (6.1.4)
ry) = e Dmmy L — )" p H{(m 411, [2], U) respectivamente. (6.1.5)

Do P — e ) H ([m +1],[2],U)
O valor inicial é finito para a funcao de risco e infinito para a funcao de risco reverso,

e tende a zero para a fungao de risco, porém nao é dado por uma expressao fechada. Este
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valor pode ser verificado por softwares computacionais, como o Maple (MapleSoft, 2012). A
funcao de risco é unimodal, a funcao de risco reversa apresenta em um subspaco de forma
unimodal também, e no infinito tendem ao valor h(co) = 0 e r(00) = 0. Nao é possivel analisar
o comportamento anterior mencionado como no caso da CoPE, no entanto usando L’Hospital
encontramos o fato h(oo) = 0 para a fungao de risco e para a fungao de risco reversa basta
observar o termo (e — 1)~

A fungao de risco (6.1.3) e (6.1.5) sdo unimodais como mostra a Figura 6.2 para va-
lores de p = 0.5,0.9, A = 0.5,0.1 e § = 10,12. Em particular, a fungao (6.1.5) apresenta a

unimodalidade em um subespago enquanto em outro é estritamente decrescente.

A=0.1;6=10.0, p=05 A=0.1;6=10.0p=0.5 2=0.1;6=100, p=0.6 2=0.1; 6=10.0p=0.6
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Figura 6.2: Funcao de risco da distribuicao CCoPE para p = 0.5,0.6, A=0.1,0.5 e 6§ = 10, 12.

Proposicao 6.1.1 Para uma variavel aleatéria Y com distribuicao CCoPE, o r-ésimo momento

¢ dado por

m

= X (") 0 s (11 20)
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Prova 6.1.1 De (6.1.1), temos que
BEY") = L/j v fy)dy
0

= K\ Z mp™ H([m + 1], [2],U) /OOO yre M (1 — e )™ Ly

co m—1

= KXY > mp"H(im+1],[2].0) <m . 1) (~1)! /0 T e atug,

m=1 =0

A dltima integral pode ser resolvida comparando com a funcao Gama e assim a prova é com-

pletada. [ |

Proposicao 6.1.2 Para uma variavel Y com distribuicao CCoPE, a funcao caracteristica é
dada por

_ SN 1)/ mp™ (1 —p)
o0 =w 33 (" v e

Prova 6.1.2 O resultado segue diretamente expansao binomial do termo (1 — e*)™™! e da

integracao do fator exponencial quando aplicada a defini¢ao da funcao caracteristica. [ |

Proposicao 6.1.3 Para uma variavel aleatéria Y com distribuicao CCoPE, o r-ésimo momento
do tempo de vida residual é dado por

G EE (e

y(r+ 1L, t(N1+1))),

=1 i=

em que 7y(a,z) é a fungdo Gama incompleta inferior.

)

dx

Prova 6.1.3 De (6.1.1) e da funcao de vida residual obtida pela relagao ,x > t, temos

que

y" f(y)dy

00
t
0o m—

=1 i=

EY") = %/
OSSN e ) [y

A dltima integral pode ser resolvida com a transformagao z = yA(1 + i) e comparando com a

funcao Gama incompleta inferior completa a prova. [ |

Proposicao 6.1.4 Para uma variavel aleatéria Y com distribuicao CCoPE, o r-ésimo momento

de vida residual reversa é dado por

mo(t) = — U Z(m)(—l)"pmeA"tH([m—i—1],[2],U)<7"H([1—|—7‘],[2—|—r],)\it)

]
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Prova 6.1.4 Aplicando a expansao binomial no termo (1—e*¥)™ na Equacao (5.1.12) a integral

é resolvida com o uso do software Maple (MapleSoft, 2012). [ |

6.1.2 Curvas de Bonferroni e Lorenz

Como definifo no capitulo anterior, as curvas de Bonferroni e Lorenz sao curvas defini-

das, respectivamente, por

L ’ -1 —l ’ “Nz)dx
B(p):p—,u/op (z)dz e L(p)—M/OF (x)dz,
em que p=FE(X)e F(q) =

Os indicadores de Bonferroni e Gini sao definidos, respectivamente, por

1 1
le—/ B(p)dp e Gzl—?/ L(p)dp.
0 0

Proposigao 6.1.5 Para uma variavel aleatéria Y com distribuicao CCoPE, as curvas de Bon-
ferroni e Lorenz sao respectivamente, dadas por
0o m—1
B = 5o mzl ZO ( ) . fl) (—1)'H(jm +1],[2],U) (6.1.6)
X (1 — D@ 4 (G + 1)F—1(p)]>

Lp) = ?;;( ) 1>2(—1)iH([m+1],[2],U) (6.1.7)
(1

— e MEDFTR 4N 1)F_1(P)]>~

Prova 6.1.5 O resultado é obtido por uma simples manipulagao algébrica usando o fato
que fab Fz)de = [ ;:1(?)) xf(z)dx e como resultado da Gama incompleta inferior com forma

fechada com o parametro 2. [ |

A Figura 6.3 apresenta as curvas de Bonferroni e Lorenz para A = 1, § = 0.4,1,2 e
p=0.3,0.5,0.8. As curvas de Bonferroni e Lorenz sao afetadas pelo parametro 6 e p, o que é
indicativo que A é um parametro de escala pelas propriedades destas curvas. Salientamos que
nao apresentamos os graficos para A # 1 pois sao idénticos aos demais e por isso chega-se a
conclusao que A\ é parametro de escala.

Para o indicador de Bonferroni e Gini nao encontramos uma forma fechada, porém po-

dem ser estimados por uma integracao de Monte Carlo. Para R pontos simulados, uy, us, ..., ug,

de uma distribuicao Uniforme, temos que B ~ 1— (Zf;l B(uz)/R> eGr1-2 (Zil G(uJ/R) :
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Figura 6.3: Curvas de Bonferooni B(p) e Lorenz L(p) para a distribui¢ao CCoPE.

6.2 Simulacao

Como mencionado no inicio do capitulo, a rotina de maximizagao ainda nao apresenta
rendimento satisfatorio e portanto para motivos de ilustracao o estudo a seguir é baseado em 50
geracoes de conjunto de dados da distribuicao CCoPE com diferentes conjuntos de parametros
para n = 15, 30 e 50 para avaliar a rotina de maximizacao desenvolvida. Os tamanhos das
amostras foram escolhidos desta forma pelos calculos computacionais serem comprometidos pelo
termo da soma das funcoes hipergeométricas. As restri¢oes dos parametros o e \ foram obtidos
pela transformacio exponencial e para o parametro p por meio da transformagao e /(1+e”"),
onde p* € R.

A Tabela 6.1 apresenta as médias dos estimadores MLEs (Av), suas variancias (Var)
e o erro quadratico médio (MSE), juntamente com a probabilidade de cobertura para niveis
especificados de 95% de confianca dos parametros. Em geral, o processo de estimagao nao
apresentou bons resultados mas os valores do MSE bem como os valores Var decrescem quando
o tamanho da amostra aumenta. E importante observar que a probabilidade de cobertura ainda
nao estd préxima dos valores determinados, porém quando o tamanho da amostra aumenta o

valor da cobertura tende a aumentar. Ainda, baseados em outros estudos de simulacao, nao
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apresentados aqui pois a rotina nao apresenta estabilidade numérica, os valores estimados de 6,
bem como os suas respectivas variancias e MSE, sao afetados drasticamente conforme os valores
de p aumentam. Também é importante mencionar que a escolha para a representacao da fungao
de sobrevivéncia, ou pela relagdo 1 — F(y) dada pela Equacao 6.1.1 influenciam diretamente
numa melhoria dos resultados. Para a tabela em questao foi utilizado a representacao da
segunda linha da Equacao 6.1.1 pois foi a que apresentou resultados menos conflitantes no

sentido do tamanho da amostra com a cobertura, a variancia e o MSE.

Tabela 6.1: Média dos estimadores MLEs, suas variancias, MSE e coberturas da distribuicao

CCoPE para dados Simulados.

Parametros 0 A P 0 A P 0 A p

Valores 0.5 0.5 0.2 0.3 0.1 0.8 0.3 0.1 0.5
n =15

Av 0.7174 0.5206 0.2229 0.5049 0.5998 0.1269 0.4557 0.5582 0.1680

Var 0.2342 0.1941 0.0382 1.0967 1.5028 0.0329 0.1573 0.4330 0.0345

MSE 0.2767 0.1906 0.0380 1.1167 1.7226 0.4853 0.1784 0.6343 0.1440

CP (95%)  0.1000 0.6200 0.6000 0.8163 0.6327 0.3673 0.7163 0.7755 0.5714
n =30

Av 0.5920 0.5527 0.1027 0.2897 0.5527 0.1146 0.3345 0.7806 0.1820

Var 0.5071 0.6305 0.0202 0.0708 0.5595 0.0250 0.2356  0.9655 0.0404

MSE 0.5054 0.6207 0.0292 0.0695 0.7532 0.4943 0.2321 1.4093 0.1407

CP(95%) 0.2000 0.4800 0.3800 0.9574 0.9149 0.3404 0.7292 0.9167 0.6875

n =350
Av 0.3654 1.4629 0.1447 0.1624 1.3511 0.1768 0.1911 1.5058 0.2180
Var 0.2694 2.1864 0.0251 0.0166 5.0330 0.0493 0.0182 3.7835 0.0403
MSE 0.2822 3.0699 0.0277 0.0353 6.4975 0.4367 0.0297 5.6840 0.1190

CP (95%)  0.3000 0.8000 0.4800 0.7872 0.9149 0.5106 0.7778 0.9222 0.8667

A estabilidade numérica mencionada se resume ao fato que sem o acompanhamento
humano da rotina de maximizacao, ocorrem saltos representativos nos pontos estimados durante
a rotina e estes saltos deveriam ser controlados pela mudanca dos parametros como descrito
no Anexo E, porém o acompanhamento para cada amostra é inviavel. Os parametros para o
tamanho do passo da rotina apresentada no Anexo E sao a = 0.08, rhoo = 0.5 e ¢ = 0.00001
e foram escolhidos observando o comportamento em amostras simuladas de tamanho n = 30 e

p=0.2.
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6.3 Distribuicao CoNBE e sua comparacao com a CoPE

Considerando o mesmo procedimento adotado na Se¢ao 5.1.1, podemos atribuir outras
distribuicoes para o niimero de causas competitivas latentes que consideram o parametro de
inflacao p, como alternativas as distribuigoes CoPE e CCoPE propostas anteriormente.

A seguir apresentamos a distribuicao CoNBE, que consiste em considerar que o niimero
de causas latentes, no cendrio de risco competitivos, apresenta distribuicdo INB (Binomial
Negativa com parametro inflacionado) dada pela Equagao (ii) da Proposi¢ao 1 de Minkova
(2002). A distribuigao CoNBE ¢é obtida seguindo os mesmos procedimentos da Segao (5.1.1),
ou seja, considerando que os tempos de vida de cada risco tem distribuicao Exponencial com
parametro A e é observado o tempo de falha do objeto em estudo que ¢é ocasionado pelo tempo
de vida da primeira falha latente.

Seja a variavel aleatéria nao negativa Y denotando o tempo de vida de um compo-
nente em uma determinada populagao. A variavel aleatéria Y terd distribuigdo CoNBE com

parametros A > 0,r > 0,0< 0 <1e0<p<1sesuafdp. édada por

fly) = K)\Zmpme’AymH([m+1,r—|—1},2,[]), (6.3.1)
m=1
_1-00p) e U
em que U = 1_9(1_;)) e K = mmdsra

Pela Equagao (6.3.1), o leitor pode perceber a semelhanga com a equagao (5.1.1). Desta
forma todas os resultados apresentados no capitulo da distribuicao CoPE, menos as da matriz
de informacao, podem ser replicadas para a distribuicao CoNBE, simplesmente fazendo a troca
dos termos K, U pelos correspondentes e da hipergeométrica generalizada H([m + 1],[2],U)
pela correspondente H([m + 1,r + 1], [2],U).

A Figura 6.3 apresenta a f.d.p. da distribuicao CoONBE para p = 0.1,0.5,0.9, A=0.5,0.05,
0 =0509er=1,3.

A funcao de risco da CoNBE é decrescente como mostra a Figura 6.5 para valores de

p=0509 A=005e0=09er=2.
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Figura 6.4: Funcao de densidade de probabilidade da distribuicao CoNBE para p = 0.1, 0.5, 0.9,
A=0.5,0.05, 0 =0.5,0.9 e r =1, 3.

6.4 Distribuicao CoLSE

A seguir apresentamos a distribuicao CoLLSE, que consiste em considerar que o niimero
de causas latentes, no cendrio de risco competitivos, apresenta distribuigao ILS (Série Lo-
garitima com parametro inflacionado) dada pela Equacao (iv) da Proposi¢cao 1 de Minkova
(2002). A distribuicao CoLSE é obtida seguindo os mesmos procedimentos da Segao 5.1.1, ou
simplesmente, com os mesmos passos da se¢ao (6.3).

Seja a variavel aleatdéria nao negativa Y denotando o tempo de vida de um compo-
nente em uma determinada populacao. A varidvel aleatéria Y terd distribuicao CoLSE com

parametros A > 0,0 <6 <1le0<p<1sesuafd.p. édada por

_ A 1—p—0(1—-p)
W) = oA -1+ 00— p) (641)

A funcao de sobrevivéncia da distribuicao CoLLSE é dada por uma das seguintes equagoes

Sly) = 1+ hie) 3 (= e[ —”5(1 — )" = ) (6.4.2)
= 14+ L In(0(1 — p)) +1In(1 — p) +In(1 — e M[1 4+ 6(1 — p)]) — In(1 — Pe_/\y)}
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Figura 6.5: Fungao de risco e risco reverso da distribuicao CoNBE para p = 0.5,0.9, A = 0.05
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A Figura 6.4 apresenta a f.d.p. da distribuicao CoL.SE para p = 0.1,0.5,0.9, A=0.1,0.5

e 0 =0.5,0.9.
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Figura 6.6: Funcao de densidade de probabilidade da distribuicao CoLL.SE para p = 0.1,0.5,0.9,

A=0.1,0.5e 0 = 0.5,0.9.

6.4.1 Funcao de risco

De (6.4.1) e (6.4.2), a funcao de risco, de acordo com a relagao h(y) = f(y)/S(y), é

dada por

A 1—p—0(1—p)

T Tn(0) T—e p)(@¥—1+0(1—p))

h(y)

In

1y % [—In(0(1 —p)) +In(1 — p) + In(1 — e M[1 4+ 0(1 — p)]) — In(1 — pe=*¥)]

(6.4.3)
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Proposicao 6.4.1 Se uma variavel aleatéria Y tem distribuicao CoLSE, entao a funcgao de

risco é estritamente decrescente.

Prova 6.4.1 Definindo n(y) = —f'(y)/f(y) em que f'(y) é a primeira derivada da f.d.p.

(6.4.1). Desta forma temos que

gy A2e (01— p) — 1) B Ape?V
n@y_ﬂ+e”%ﬂ1—M—dH2 I (6.4.4)

Como (6(1—p)—1) <0, temos 1'(y) < 0 para y > 0 e pelo Teorema de Glaser (Glaser,

1980) concluimos diretamente que a forma da funcao de risco (2.2.3) é decrescente.

O valor inicial é sempre finito é dado por uma expressao fechada. A funcao de risco
¢ decrescente e no infinito tende ao valor h(oco) = A, que pode ser comprovado pela regra de
L’Hopital. Aplicando a regra, a equagao recai sobre uma fun¢ao semelhante a 7(y) em que é
facil notar o resultado h(co) = A.

A fungao de risco (6.4.3) é decrescente como mostra a Figura 6.7 para valores de

p=05,08 \=1.001,15e6=0.3,0.5.

A=1; 6=0.5, p=0.5 \=1.5; 6=0.3, p=0.5 A=0.1; 6=0.5, p=0.8

25
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1
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Figura 6.7: Funcao de risco da distribuicao CoLSE para p = 0.5,0.8, A = 1.0,0.1,1.5 e 0§ =
0.3,0.5.

6.4.2 Funcao de risco reversa

De (6.4.1) e (6.4.2), a funcao de risco, de acordo com a relagao r(y) = f(y)/F(y), é
dada por

AL—p— 01 = p)l[(1 —ep)(e* —1+60(1 —p))|*
—In(0(1 —p)) + In(1 — p) + In(1 — e M[1 + 6(1 — p)]) — In(1 — pe—)

r(y) = .(6.4.5)
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Proposicao 6.4.2 Se uma variavel aleatéria Y tem distribuicao CoLSE, entao a funcgao de

risco reversa é estritamente decrescente.

Prova 6.4.2 A prova é obtida diretamente pela Proposicao B.11 do livro Marshall e Olkin
(2007, pg. 14). [ |

6.5 Aplicacao em dados reais

Considere novamente os conjuntos de dados 710, T'11 e T'12 apresentados no Capitulo
5, com uma mudanca em 710 e T11 a qual dividimos o tempo de sobrevivéncia por 10 e
chamados aqui de TM10 e TM11. Esta mudanca foi feita para que nao precisassemos escolher
um ponto inicial diferente para a maximizacao da distribuicao CCoPE, visto que ela tem o
termo e~ na divisao e comecando com A = 1 no algoritimo, o computador faria uma divisao
por zero, pois para valores de y > 375 o programa retorna que e ¥ = 0.

A Tabela 6.2 apresenta as estimativas das distribuicoes CoPE, CCoPE, CoNBE e
CoLSE para os dados TM10, TM11 e T'12, juntamente com seus desvios padroes em parénteses
e os valores —((.) e AIC.

Tabela 6.2: Parametros estimados das distribuicoes CoPE, CCoPE, CoNBE e CoLSE para os
dados TM10, TM11 e T12.

A 0 p r —max{(.) AIC

CoPE  0.064(0.018*) 0.649(0.132*) 0.518(0.053*) - 64.919 135.838

’ CCoPE 0.117(0.034*) 0.704(0.232*) 0.515(0.079* ) - 79.395 164.790

Ao CoNBE 0.031(0.426*) 0.525(0.488*)  0.480(0.789*)  0.907(0.003) 67.733 143.466

CoLSE  0.057(0.088*) 0.501(0.506*)  0.483(0.777*) - 67.827 141.654

CoPE  0.042(0.214*) 0.628(0.595*) 0.520(0.111%) - 152.816  311.632

TMLL CCoPE 0.103(0.041%) 0.735(0.194*)  0.515(0.065%) - 181.628  369.256

CoNBE 0.021(0.004) 0.525(0.892*)  0.480(0.001)  0.908(0.005)  159.519  327.038

CoLSE  0.034(0.006) 0.502(0.506*)  0.483(0.001) - 165.569  337.192

CoPE  0.037(0.002*) 0.735(0.002)  0.514(0.560*) - 99.1935  204.386

CCoPE  0.060(0.029%) 0.554(0.136*)  0.642(0.056") ; 117.047  240.094

e CoNBE 0.003(0.677*) 0.517(0.512*) 0.487(0.790*) 0.937(0.002)  121.377  250.754

CoLSE  0.011(0.014)  0.985(3.480)  0.784(0.175) - 108.903  223.806
*x1073

Segundo os critérios de —¢(.) e AIC, o modelo CoPE ¢ o que melhor se ajusta nos trés

conjuntos de dados TM10, TM11 e T12. As estimativas dos desvios padroes foi obtido da



CAPITULO 6. CONSIDERACOES FINAIS E PROPOSTAS FUTURAS 113

matriz hessiana do algoritimo, ou seja, da matriz de informacao de Fisher observada de cada

modelo.

6.6 Comentarios

Até o momento, apresentamos as funcoes de densidade e de sobrevivéncia da distri-
buicao CCoPE, CoNBE e CoLSE e algumas propriedades como o momento, momento residual
para a distribuicao CCoPE. A relacao da distribuicao CoONBE e da CoPE ¢ apresentada e todos
os resultados apresentados no Capitulo 5 se aplicam a CoNBE, menos a matriz de informacao
de Fisher observada. Para a distribuicao CoLSE somente foi apresentado as formas de sua
funcao de risco pois a expansao binomial nao pode ser aplicada como nos demais casos. Por fim
apresentamos as estimativas das distribuicoes aqui apresentadas em trés conjuntos de dados
e se comparadas com as estimativas obtidas nas Tabelas 5.3 e 5.4 podemos confirmar que é
viavel a aplicacao das distribuigoes e ainda melhoramentos na rotina de maximizacao devem ser
desenvolvidos para nao precisar de acompanhamento humano devido aos valores caracteristicos
de cada amostra. As estimativas foram obtidas por meio da rotina BFGS implementada no
software MATLAB (2010), para as distribuigoes CCoPE e CoNBE e pelo software R Core Team
(2012) para a distribuigdo CoLSE.

6.7 Propriedades diretas para longa duracao das distri-
buicoes com parametro de inflacao p

Como j4 dito anteriormente, a analise de sobrevivéncia é considerada em muitas areas
como satude, ciéncia financeira e confiabilidade em industrias. Em anédlises anteriores direcio-
namos os estudos aos casos de riscos competitivos latentes e a distribuigao das causas determi-
navam pelo menos a presenca de um fator de risco. Entretanto em alguns casos, a populacao
em estudo apresenta individuos que nao sao suscetiveis ao evento de interesse, ou seja, nao
apresentam fatores de riscos. Em outras palavras, a distribuicao das causas é degenerada em
zero. Muitos autores trabalham com o modelo de mistura, como por exemplo Boag (1949) e
Berkson e Gage (1952). O leitor que querer aprofundar no tema também pode ler Maller e
Zhou (1996). Mais recentemente Rodrigues et al. (2009a) fizeram a unificagdo dos modelos com
mistura com os modelos gerados a partir da fungao geradora A(s) = ap + a1p; + azsps + .. .,

para a funcao de sobrevivéncia s dos riscos competitivos latentes com estrutura determinada
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pela primeiro falha dos riscos.

Para os modelos de longa duracao, utilizaremos as distribuicoes IGPS e estas que serao
apresentadas serao representadas com a adigao a letra “L-" na inicial do nome das respectivas
distribuigdes. Ainda, para as distribui¢oes, CoPE, CoNBE e CoLSE usaremos para suas f.d.p.
a nomenclatura f(y) e S(y) para a f.d.p e a fungao de sobrevivéncia, e as distinguiremos quando

necessario.

6.8 Modelos de mistura

Para explicar melhor os modelos de mistura, e consequentemente ajudar a entender a
extensao direta dos resultados, considere que os individuos suscetiveis ao evento de risco sao
mencionados por ER (em risco), ou imunes, enquanto os individuos nao suscetiveis ao evento
sao mencionados por FR (fora de risco - ou imunes), ou seja, individuos FR tem tempo de vida
infinitos (considerando somente sobre o evento de interesse). A cada parte da populagao existe
uma porcentagem de individuos ER, e portanto uma probabilidade de um individuo fazer parte
destas populagao.

O modelo de tempo de vida de longa duracao, usando os componentes de mistura
sao construidos da seguinte forma. Seja a variavel aleatéria Y representando o tempo até a
ocorréncia do evento de interesse, e p a probabilidade de um individuo pertencer ao grupo
FR. Considerando que existe a possibilidade de um individuo nao ser suscetivel ao evento de

interesse, a funcao de sobrevivéncia imprépria é dada por

S(y) = pSrr(y) + (1 — p)Ser(y),

em que os termos Srr(y) and Sgr(y) s@o as fungdes de sobrevivéncia dos individuos FR e ER,
respectivamente. Aqui vale lembrar que Spg(y) = 1 e portanto o modelo de mistura é dado
por
S(y) =p+ (1 —-p)Ser(y). (6.8.1)
A equacao (6.8.1) é popularmente conhecida como Modelo de Mistura de Boag (1949),
ou de Berkson e Gage (1952).

6.9 Modelos pela funcao geradora

O modelo de longa duracao por meio da fungao geradora de sequéncia introduzida

por Feller (1968) ¢é apresentada por Rodrigues et al. (2009a), relacionando este modelo com o
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modelo de mistura de Boag.
Segundo Rodrigues et al. (2009a), dada uma fungao de sobrevivéncia prépria, S(y),

entao a funcao de sobrevivéncia de longa duracao é dada pela relagao

Sp(y) = AS(W) =D pmlSW)™ (6.9.1)

Para mais detalhes, recomenda-se ler Rodrigues et al. (2009a) e Rodrigues et al. (2009b).

6.9.1 Relacao do modelo de mistura com a funcao geradora

Rodrigues et al. (2009a) estabelece a relagao da distribui¢ao de Boag com a fungao ge-
radora de Feller (1968). Abaixo mostramos a relagao, que é parte essencial para estabelecermos
as relagoes das distribuigoes dos Capitulos 5 e 6.1.

Pela equacao (6.9.1), temos a seguinte expressao

Sp(y) = D pulSW]™ =10+ Y pulSHI™ (6.9.2)

Novamente, recorrendo a equagao (7) em Rodrigues et al. (2009a), temos a rela¢do com

o modelo de mistura dada por

Sp(y) =po + (1 = po)S*(y), (6.9.3)

em que S*(y) é uma funcao de sobrevivéncia prépria.

A seguir apresentaremos as fungoes de longa duracao para os modelos encontrados nos
Capitulos 5 e 6.1, O valor pg é obtido diretamente das distribuicoes IGPS dadas em Kolev et al.
(2000), isto é, nao haverd a adigdo de parametros das distribuigoes ja apresentadas, a menos

da CoLSE, havendo assim o aproveitamento de varios resultados.

6.10 Modelo de longa duracao com as distribuicoes IGPS
com risco latentes exponenciais

Nesta secao apresentaremos os modelos de longa duracao para as distribuicoes CoPE,
CoNBE e CoLSE. Primeiramente serd apresentado a equagao (6.9.3) em sua forma geral para
os modelos mencionados e suas relacoes diretas para os momentos e suas derivacoes, como os

momentos de vida residual.
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6.10.1 Relacao entre os modelos com risco latentes sem e com longa
duracao

De acordo com a equagao (6.9.3), considerando os riscos competitivos latentes expo-

nenciais, temos que

Sply) = P(M = 0) + (1 — P(M = 0)) S P(M = m)[S(y)]". (6.10.1)

em que M tem distribuicio IGPS como em Minkova (2002) e S(y) = e™*. Observamos aqui
que o valor P(M = 0) é obtido diretamente da distribuigao IGPS e o termo (1 — P(M =
0)> >, P(M = m)[S(y)]™ é calculado simplesmente pela multiplicacdo de (1 — P(M = 0))
nas distribui¢oes CoPE e CoNBE. Para a distribuicao CoLL.SE é necessario atribuir um novo
parametro 7, tal que P(M = 0) = .

Como consequéncia direta do resultado observado em (6.10.1) a f.d.p. de S,(y), digamos

f»(y), se resume a multiplicacdo (1 — P(M = 0))f(y), em que f(y) pode ser a f.d.p. da CoPE
ou da CoNBE.

Observagao 6.10.1 Os momentos para as distribui¢oes de longa duracio f,(y), para as dis-

tribuicoes CoPE, CoNBE e CoLSE, sao obtidos pela relacao direta
em que y,. ¢ o momento das distribui¢oes CoPE, CoNBE e CoLSE, respectivamente.

Como consequéncia do resultado acima, podemos por exemplo obter as relagoes do

momento e da variancia por

Var,(Y) = (1—P(M =0))[(u2 — 0*)P(M =0) + o],
em que 1 = E(X), gy = E(X?) e 0> = Var(X) com X ~ CoPE/CoNBE/CoLSE.
Proposigao 6.10.1 O momento residual para as distribuigoes de longa duracao f,(y), das

distribuicoes CoPE, CoNBE e CoLSE, sao obtidos pela relagao

. _SHA-P(M=0))
:ur;p - Sp(t) s

em que /' é o momento residual de f(y).
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Prova 6.10.1 Como mencionado anteriormente, distribuicao de vida residual de uma variavel

S(@)

(> com x> t e portando tem f.d.p. dada

aleatéria X, tem fungao de sobrevivencia dada por 3

por Mz ((t)), com x > t. Por meio desta relagao temos

Prp = /tw(y—t)r%dy
=0)

- /too(l_ o S
t

- PO =) )
- G t - G

~—

(y—1)"f(y)

Proposigao 6.10.2 O momento residual reverso para as distribui¢oes de longa duragao f,(y),

das distribuigoes CoPE, CoNBE e CoL.SE, sao obtidos pela relacao
¢ FOQA-PM=0) ,

m,... — m

R ) g

em que m’ é o momento residual reverso de f(y).

Prova 6.10.2 A distribuicao de vida residual reversa de uma variavel aleatéria X, tem funcao

de distribui¢ao dada por % 2@ com 2 > t. Portando tem f.d. p. dada por 19 com 2 > t. Por

F(t)’ F(t)’
meio desta relagao temos que

P = /0 (t —y)”gé;dy
_ /t (1— P(M =0)

~—

(t—y)"fy)
)
(1-PM=0))F(t) /t(t B y)rf(y)

@j
=
o~

) F(1)
_ (1=P(M=0)F()
N F,(t) M

6.10.2 Distribuicao L-CoPE

Pela relagdo da Equacao (6.10.1) e pelos resultados de Minkova (2002), temos que
a distribuicao de longa duracao com riscos competitivos latentes exponenciais gerada pela
distribuicao correlacionada Poisson, chamada de L-CoPE, tem funcao de sobrevivéncia e f.d.p.

dada, respectivamente por
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Sply) = e+ Ky pre VM H(Im+1],[2],U) (6.10.2)
m=1
(§
Lly) = KXY mpme ™ H(m+1],[2],U),

m=1
em que K = e %°U e U = 0(1 — p)/p.
E interessante notar que a diferenca entre a f.d.p. da distribui¢ao L-CoPE para a CoPE
difere somente no valor de K, que nao é mais dividido por 1 —e % =1 — P(M = 0).
A Figura 6.10.2 apresenta a funcao sobrevivencia e a f.d.p. da distribuicao L-CoPE
para p = 0.1,0.5,0.9, A =0.1,0.5 e = 0.5,0.9.
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Figura 6.8: F.d.p. e funcao de sobrevivéncia da distribuicao L-CoPE para p = 0.1,0.5,0.9 e
A=0.1,0.5, 6 = 0.5,0.9.

6.10.3 Distribuicao L-CoNBE

Pela relacao da equacao (6.10.1) e pelos resultados de Minkova (2002), temos que a
distribuicao de longa duragao com riscos competitivos latentes exponenciais gerada pela distri-
buicao correlacionada Binomial Negativa, chamada de L-CoNBE, tem funcao de sobrevivéncia

e f.d.p. dada respectivamente, por
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S,(y) = 0+ K i pme MM H (Im + 1,7 + 1], 2], U) (6.10.3)
foly) = KXY mpme ™" H(lm+ 1,r+1],[2],U),

_ (1-6)(1—p) _ rrprurt!
em que U = 55— e K = 5=y

E interessante notar que a diferenca entre a f.d.p. da distribuicao L-CoNBE para a
CoNBE difere somente no valor de K, que nao é mais dividido por 1 — 6" =1 — P(M = 0).
A Figura 6.10.3 apresenta a funcao sobrevivéncia e a f.d.p. da distribuicao L-CoNBE

para p =0.1,0.5,0.9 e A=0.1,0.5, 0 = 0.9 e r = 1.5, 3.0.

A=0.1; 6=0.9; r=1.5 A=0.1; 6=0.9; r=3 A=0.5; 6=0.9; r=3
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Figura 6.9: F.d.p. e funcao de sobrevivéncia da distribuicao L-CoNBE para p = 0.1,0.5,0.9 e
A=0.1,0.5, 0 = 0.9 e r = 1.5, 3.0.

6.10.4 Distribuicao L-CoLSE

Para a distribuicao de longa duracao com riscos competitivos latentes exponenciais ge-
rada pela distribuicao correlacionada Série Logaritima, chamada de L-CoLSE, devemos acres-

centar um parametro v, de forma que P(M = 0) = ~. Pela relagdo da Equagao (6.10.1) e pelos
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resultados de Minkova (2002), a distribuigdo L-CoLSE tem funcdo de sobrevivéncia e f.d.p.

dada respectivamente, por

— (L—e ™)1 -6 —p)™ —p™)

S - e Z - (6.10.4)
- A L—p—0(1—-p)
hly) = —(1- 7)1n(9) (1—eMp)(e —1+60(1—p))

A Figura 6.10.4 apresenta a fungao Sobrevivéncia e a f.d.p. da distribuicao L-CoLSE
para p = 0.1,0.5,0.9 e A=0.1,0.5, # = 0.5,0.9 e v = 0.3.

A=0.1; 6=0.5; y=0.3 A=0.1; 8=0.9; y=0.3 A=0.5; 6=0.5; y=0.3

Funéo de densidade
Fungéo de densidade

A=0.5; 6=0.5; y=0.3

Fungdo de densidade
Fungao de densidade

Fungdo de densidade

Figura 6.10: Funcao f.d.p. e de sobrevivéncia da distribui¢ao L-CoLLSE para p = 0.1,0.5,0.9 e
A=0.1,0.5, 8 = 0.5,0.9 e v = 0.3.

6.11 Forma da funcao de risco e risco reversa

Proposigcao 6.11.1 A funcao de risco e de risco reversa das distribui¢oes de longa duracao

L-CoPE, L-CoNBE e L-CoLSE sao estritamente decrescentes e tendem a zero quando y — oo.

Prova 6.11.1 Considere a relagao f,(y) = (1—P(M = 0)) f(y). Portanto para as distribui¢oes
L-CoPE e L-CoNBE, a funcao de risco é obtida por meio da expressao h,(y) = f,(y)/S,(y).
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Assim
hy(y) = L) Sp(y) + 15 ()] S5 (v)- (6.11.1)

Considerando o numerador de %;,(y), podemos obter a equagao

LS, (y) + fily) = (1= P(M=0)f'(y)[P(M=0)+(1—-P(M=0))S(y)]
+ (1=P(M=0))f(y)
= (1-P(M=0))f(y)P(M =0) (6.11.2)
+ (1= P(M=0)°[f(y)Sy) + f*(y)]-

Comparando a Equagao (6.11.2) com a Proposicao (5.1.1), concluimos que h,(y) < 0, pois
fW)Sy) + f(y) <0e f(y) <0.

Para a distribuicio L-CoLSE, considere 1,(y) = f,(y)/f,(y) do Teorema de Glaser
(Glaser, 1980). Comparando 7,(y) com a Equagao (6.4.4), encontramos a relacao n,(y) = n(y)

e portanto a fungao de risco da distribuicao L-CoLLSE é decrescente.

fo(y) —
Sp(y)

0, desde que limy_,o S,(y) = P(M = 0). Como f}(y) < 0, pois f'(y) < 0e [;° fy)dy = 1,

Para concluir que h(oo) = 0 é necessério que lim,_,, f,(y) = 0, pois assim lim,_,

temos que lim, . f,(y) = 0.
Para a funcao de risco reversa basta lembrar da Proposicao B11 do livro Marshall e
Olkin (2007), a qual indica se a funcao de risco é estritamente decrescente entao a funcdo de

risco reversa € estritamente decrescente, o que conclui a prova. |

6.12 Aplicacao em dados reais

Para ilustrar os métodos apresentados no capitulo, considere o conjunto para tumor
Aneuploide dos dados citados em Sickle-Santanello et al. (1988), chamados de T'13, e que podem
ser acessados em http://www.stat.nus.edu.sg/~stachenz/tongue.txt. Os dados apresen-
tam o tempo de vida desde o diagndstico até a morte do paciente em semanas. No estudo, 52
pacientes tem um perfil no DNA aneuploide (anomalia) e 28 pacientes um diploide (normal).
Como pode ser visto na Figura 6.11, os dados apresentam longa duracao e sé encontramos
um trabalho que faz uso de estimagao paramétrica (Jain et al., 2014), porém em seu artigo a
distribuicao apresentada nao possui longa duragao.

A Tabela 6.3 apresenta as estimativas das distribui¢gdes L-CoPE, L-CoNBE e L-CoLSE
para o conjunto de dados 7’13, juntamento com seus desvios padroes em parénteses e os valores

—0(.) e AIC.
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Kaplan—-Meier
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Figura 6.11: K-M e as estimativas dos modelos L-CoPE, L-CoNBE e L-CoLSE para os dados

T13.

Tabela 6.3: Parametros estimados das distribui¢goes L-CoPE, L-CoNBE e L-CoLSE para o

conjunto de dados T13.

A 0 P r (ou 7) —max{(.) AIC

L-CoPE  0.0087(0.0078*) 1.0721(0.0337) 0.4788(0.0078) - 197.0928  400.1856
T13 L-CoNBE 0.0027(0.0008)  0.3684(0.0056) 0.2895(0.0138)  1.5795(0.0518) 182.7052  373.4104
L-CoLSE  0.0013(0.9040*) 0.9683(0.4555*) 0.8758(0.0010) 0.0714*(0.0001*) 182.1985  372.3970

*%1073
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Segundo os critérios de —¢(.) e AIC, o modelo L-CoLSE é o que melhor e ajusta no
conjunto de dados T'13. As estimativas dos desvios padroes foi obtido da matriz Hessiana do

algoritimo, ou seja, da matriz de informacao de Fisher observada de cada modelo.

6.13 Comentarios

Foram apresentados os modelos de longa duracao L-CoPE, L-CoNBE e L-CoLSE que
sao derivados dos modelos CoPE, CoNBE e CoLSE apresentados nos Capitulos 5 e 6.1 como
uma extensao direta por meio do modelo unificado apresentado em Rodrigues et al. (2009a).
Estes modelos sao construidos com base nas distribuicoes de distribuicao IGPS dada em Kolev
et al. (2000) e tém a vantagem, em casos como o modelo L-CoPE e L-CoNBE de nao acrescentar
parametros aos modelos de longa duracao. As propriedades dos momentos, exceto o modelo
L-CoLSE, e as formas da funcao de risco de cada modelo foram diretamente relacionados com
os resultados ja encontrados nas Segoes 6.1 a 6.6. Também, demonstramos a aplicacao em
um conjunto de dados reais apontados em Sickle-Santanello et al. (1988), o qual nao parece ter
nenhum modelo paramétrico na literatura que apresente longa duracao para os dados de tumores
Aneuploides, e para este conjunto de dados, o modelo L-CoLSE se mostra mais adequado.
As estimativas foram obtidas por meio da rotina BFGS implementada no software Matlab
(MATLAB, 2010), para as distribui¢oes L-CoPE e L-CoNBE e pelo software (R Core Team,
2012) para a distribuigdo L-CoLSE.

6.14 Propostas de pesquisas futuras

Neste trabalho foram apresentados varios modelos para estudo do tempo de vida, sendo
dois em particular para estudo em dados de contagem, o qual sao baseados na estrutura de
riscos competitivos e riscos complementares em que sao apontados suas interpretacoes praticas
e de construcao sempre que propicio. O foco principal era a obtengao de modelos com funcoes
de riscos com vérias formas, porém nao foi observado em todos os casos os resultados esperados.

A Figura 6.12 apresenta a estrutura para obter as distribui¢oes desenvolvidas neste
trabalho (sublinhadas) e a comparacao com os principais resultados da literatura. Esta figura
tem como objetivo auxiliar a identificar rapidamente qual a estrutura dos riscos adotada bem
como o cenario do tema motivacional (carcinogénese) e seus relacionamentos com técnicas ja

desenvolvidas. A anotacao “A serem desenvolvidas” representa o fato de resultados para as
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distribuicoes mencionadas no centro da figura, bem como demais distribuigoes, nao terem sido

encontradas na literatura e portanto suas obtengoes se encontram em aberto para estudo.

o T 7 7 \
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Figura 6.12: Desenho esquematico dos resultados do trabalho em comparacao com os principais

resultados da literatura.

Além de apresentar as novas distribuicoes, apresentamos varias caracteristicas analiticas
como os momentos, o momento residual reverso, a funcao caracteristica, dentre outros. As pro-
vas analiticas das formas das func¢oes de risco de cada modelo foram apresentadas, bem como a
aplicacao em dados reais de cada modelo desenvolvido. Em alguns casos os modelos se mostram
boas alternativas aos modelos ja consagrados na literatura, em que muitos casos até apresen-
tando melhores resultados, de acordo com os critérios de selecao apresentados. Também, no
estudo de carcinogénese as distribuicoes apresentadas nos Capitulos 5 e 6 possuem interpretacao
adicional sobre a correlacao entre células iniciadas e ativadas.

Como ponto de partida, consideramos as distribui¢oes E2G e CE2G que sao construidas
no cenario de risco competitivo e complementar, respectivamente, considerando o nimero de

riscos vindos de uma distribuicao geométrica com tempo de vida exponencial para cada risco
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onde os riscos sao independentes. Para tais distribuigoes nao foram avaliadas as performances na
presenca de covariaveis. Portanto para uma analise mais completa é necessaria uma abordagem
com covariaveis, visto que foram desenvolvidas para estudos de tempo de vida baseadas na
carcinogeénese e este campo esta repleto de dados com varias leituras de covariaveis para cada
paciente.

O objetivo principal foi o desenvolvimento de fungoes de riscos com formas variadas,
no entanto para alguns modelos apresentam a forma decrescente e/ou unimodal. Tais formas
parecem ter sido obtidas pois foram utilizadas como funcao dos tempos de riscos a distribuicao
Exponencial e portanto o uso de outras distribui¢oes como a Weibull seria uma escolha que
poderia flexibilizar as formas das fungoes de risco.

Para as distribuigoes obtidas considerando o cenario onde os riscos sao correlacionados,
que foram apresentadas neste capitulo, varios estudos de simulagao devem ser ainda desenvol-
vidos afim de encontrar resultados que corroborem para a teoria assintética dos estimadores.
Ainda, as distribui¢oes obtidas devem ser comparadas com outras distribui¢oes comumente
utilizadas para cada caso respectivo. Tais resultados nao foram apresentados aqui devido ao
alto custo (tempo) computacional para geragao de amostras e estimagao. Portanto rotinas mais
eficientes de geracao devem ser implementadas para viabilizar o estudo bem como possiveis me-
lhorias na rotina de maximizacao apresentada no Anexo E. Também, para estas distribuicoes
¢ interessante o estudo para dados com covaridveis visto que os resultados apresentados sao
obtidos somente para dados sem presenca de covariaveis.

Apesar dos esforcos nao foi possivel verificar a identificabilidade do modelo apresentado
no Capitulo 5 com o procedendo relatado no Capitulo 3, deixando assim mais um ponto para
ser pesquisado para o a distribuicao CoPE bem como para as demais distribuigoes que foram
apresentadas neste capitulo.

Todo o trabalho é baseado em métodos de estimacao classicos que é a maximizacao da
logverossimilhanga e como visto o processo de estimagao envolveu o desenvolvimento de uma
rotina que ainda nao ¢é a ideal. Portanto outros métodos de estimacao como o algoritimo E-
M, métodos bayseanos e a ortogonalizacao dos parametros devem ser consideradas em estudos
posteriores. Dentre estes métodos, na visao do autor, o algoritimo E-M deve resolver o problema

na demora da maximizacao e portanto deve ser o primeiro método a ser implementado.
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Anexo A.

Neste anexo mostramos os valores dos elementos da matriz de informacao de Fisher
observado para a distribuigao E2G. A matriz se refere a Equagao (2.2.14). Desta forma, a partir

da Equagcao (2.3.19), obtemos
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Anexo B.

Neste anexo mostramos os valores dos elementos da matriz de informagao de Fisher

observado para a distribuigao CE2G. A matriz se refere a Equagao (2.3.20). Desta forma, a
partir da Equagao (2.3.19), obtemos
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Anexo C.

A matriz de observacao de Fisher i correspondente ao modelo IPP com logverossimi-

lhanca £(f3, ) da SeA§A£o0 4.4 é
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sdo derivadas parciais numéricas. De Nocedal e Wright (2006), podemos aproximar a segunda

derivada de f(x) por
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em que e, ¢ o vetor com 1 na k-ésima posicao e 0 caso contrario e, € é o erro.



A matriz de observagao de Fisher i correspondente ao modelo IPNB com logverossimi-

lhanca £(f3, 7, ¢) da SeA§A£0 4.4 ¢
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Anexo D.

Os valores dos elementos da matriz de informagao do modelo CoPE na Equagao (5.2.1)

com presenga de censura de acordo com a equagao (5.2.1) sao
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Anexo E.

Neste anexo sera apresentada todas as funcgoes e rotinas para a estimagao da distri-
buicao CoPE apresentada no Capitulo 5. As demais distribui¢oes que usam as rotinas abaixo
sao obtidas somente se alterando as funcoes de sobrevivéncia e de densidade. Esta rotina foi
necessaria para o controle de parametros no processo BFGS que os softwares nao apresentam
por padrao. O método implementado segue as ideias apresentadas no livro de Nocedal e Wright
(2006).

O processo BFGS é um método de estimacao Quasi-Newton, ou seja, ele é baseado no
processo de minimizacao de Newton com alteracao no tamanho do passo e na estimacao da
matriz de derivadas. Entenda-se por passo o deslocamento entre o ponto de busca na iteracao

k para a iteracao k + 1. No método de Newton o tamanho do passo é 1, pois

Opr1=0r—_1 -B-grad,
passo

9%¢(9)
802 |9k .

em que grad = ag—(;)h;k, B! =

Na rotina implementada o passo é reduzido até que se tenha atingido a condicao

—l(0ks1) > —L(Ok) +c-a-grad - (=B - grad), (6.14.1)

a(0 _ d20(0 ~ A .
em que grad = %bk, Bl = 89(2)|9k, e ¢ e a sao parametros a serem especificados por

conveniéncia com 0 < a,c¢ < 1. Caso a condicao nao seja atingida o passo é diminuido mul-
tiplicando a por um valor 0 < p < 1 a ser também definido por conveniéncia. O passo neste

método é entao o resultado a que satisfez a condi¢ao (6.14.1) e assim

Ops1 =0, —_a -B-grad.

passo

Abaixo encontram-se as funcoes e as rotinas utilizadas no processo de minimizacao de

—((8) do capitulo 5 para o software Matlab MATLAB (2010).

Funcao f.d.p.

function [res] = denslcope(x,c,beta)
erro=1e-10;

res=[1;

hy=load(’hy.m’);

kk=length(hy(:,1));

for j=1:length(x(1,:))

soma=0;

parc=1;



m=1;

if(c(1,j)==1)

while (parc>erro&&m<=kk)

parc=exp(log(m)+m*-beta(1,1)*x(1,j)+ (m-1)*log(beta(3,1))+ log(hy(m,1)));
soma=soma+parc;

m=m+1;

end

if (m>kk&&parc>erro)

while (parc>erro&&m>kk)
hy(m,1)=hypergeom([m+1], [2] ,beta(l,1)*(1-beta(3,1))/beta(3,1));
parc=exp(log(m)+m*-beta(1l,1)*x(1,j)+ (m)*log(beta(3,1))+ log(hy(m,1)));
soma=somatparc;

m=m+1;

end

end
res(j,1)=real(beta(l,1)*exp(-beta(2,1)/beta(3,1))*(beta(2,1))*(1-beta(3,1))/beta(3,1)*soma);
kk=length(hy(:,1));

else

res(j,1)=1;

end

end

dlmwrite(’hy.m’,hy)
Funcao de Sobrevivéncia

function [res] = scope(x,c,beta)

erro=1e-10;

res=[1;

hy=load (’hy.m’);

kk=length(hy(:,1));

for j=1:length(x(1,:))

soma=0;

parc=1;

m=1;

if(c(1,3)==0)

while(parc>erro&&m<=kk)

parc=exp (m* (-beta(1,1)*x(1,j))+ m*log(beta(3,1))+ log(hy(m,1)));
soma=soma+parc;

m=m+1;

end

if (m>kk&&parc>erro)

while (parc>erro&&m>kk)

hy(m, 1)=hypergeom([m+1], [2] ,beta(2,1)*(1-beta(3,1))/beta(3,1));
parc=exp(m*-beta(1l,1)*x(1,j)+ m*log(beta(3,1))+ log(hy(m,1)));
soma=soma+parc;

m=m+1;

end

end

res(j,1)=real (1-exp(-beta(2,1)/beta(3,1))*beta(2,1)*(1-beta(3,1))/(beta(3,1)*(1-exp(-beta(2,1))))*soma);
kk=length(hy(:,1));

else

res(j,1)=1;

end

end

dlmwrite (’hy.m’,hy)

Funcgao de log-verossimilhanga

function [res01] = verocope(beta)
x=load(’xc.m’);

c=x(2,:);

x=x(1,:);

n=length(x(1,:));

par(1,1)=exp(beta(1,1));
par(2,1)=exp(beta(2,1));
par(3,1)=exp(beta(3,1))/(1+exp(beta(3,1)));
hy=[1;



hy(1,1)=hypergeom([1+1], [2],par(2,1)*(1-par(3,1))/par(3,1));
dlmwrite(Chy.m’,hy)
vero=sum(c*log(denscope(x,c, [par(1,1);par(2,1);par(3,1)])))+sum((1-c)*log(scope(x,c, [par(1,1);par(2,1);par(3,1)1)));

resOl=real(-vero);

Funcgao gradiente

function [res] = gbetacope(pos,beta)

beta(1,1)=exp(beta(1,1));

beta(2,1)=exp(beta(2,1));
beta(3,1)=exp(beta(3,1))/(1+exp(beta(3,1)));

n=length(beta) ;

h=1le-7;

if (pos==1)

verol=verocope([beta(1,1)+h;beta(2:n,1)1);
vero2=verocope([beta(1,1)-h;beta(2:n,1)]1);

end

if (pos==n)

verol=verocope([beta(l:(n-1),1);beta(n,1)+h]);
vero2=verocope ([beta(1: (n-1),1) ;beta(n,1)-h]l);

end

if (pos<n)&& (pos>1)

verol=verocope([beta(l: (pos-1),1);beta(pos,1)+h;beta((pos+1):n,1)1);
vero2=verocope ([beta(1: (pos-1),1);beta(pos,1)-h;beta((pos+1):n,1)]1);
end

res=real ((verol-vero2)/(2*h));

Rotina BFGS
Obs: Esta rotina é chamada pelo nome no software Matlab, no caso pelo comando

“>BFGScope”.

beta=[0;0;0];

format long

k=length(beta);

grad=[];

for j=1:(k)
grad(j,1)=gbetacope(j,beta);

end

B=1.e-5%eye (k) ;
errop=le-8;
cont=1;
maxite=200;
parada=sqrt (sum(grad."2));
if (parada<errop)
pare=1;
else pare=0;

end

verobeta=verocope (beta)

while (pare==0) && (cont<maxite)

a=0.1; Jparametros para controle

rhoo=0.3; %valor rho a ser mulpitplicado o passo
cc=0.0001;%valor ¢ do método
resulta=beta+a*(-B*grad) ;

cont2=1;

verores=verocope (resulta)
if isnan(verores)
verores=1.1*verocope(beta);

beta=betaa



end
while verores>verobetat+ccrakgrad’*(-B*grad) &% cont2<100% && verores<verobeta+(l-cc)*a*grad’*(-B*grad) % em alguns casos é necessdria a condigdo
a=a*rhoo;
resulta=beta+ax(-Bxgrad) ;
cont2=cont2+1
verores=verocope(resulta);
end
betap=resulta;
Dx=ax* (-B*grad) ;
grada=[];
for j=1:(k)
grada(j,1)=gbetacope(j,betap);
end
y=grada-grad;
if (sum(abs(y))>0)
Bp=(eye (k)-(y*Dx’)/((y’*Dx))) ’*B*(eye (k) - (y*Dx’)/((y’*Dx)))+(Dx*Dx’) / ((y’*Dx)) ;
parada=sqrt (sum(grad."2));
if ((parada<errop) || (max(abs(beta-betap)./abs(betap))<1.e-50)|| (cont>15 && (verores/verobeta>2)) || cont>=maxite || abs(verores-verobeta)/verobeta<i.e-50)
pare=1;
end
betaa=beta;
beta=betap(1:k);
grad=grada;
B=Bp;

cont=cont+1;
guardar=verobeta;
elseif (1)
pare=1;
s = warning(’off’,’all’); % turn all warnings off
if true,
disp(’0 algoritimo parcial estabilizou, ou encerrou’)
warning(’Here is a warning that doesn’’t have an id.’)
end
warning(s)
end
%if (mod(cont,10)==0)
verobeta=verores
cont
beta
[exp(beta(1,1)),exp(beta(2,1)),exp(beta(3,1))/(1+exp(beta(3,1)))]
[[datestr(now,6),’-’],datestr(now,13)]
%end

end



