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Resumo

Estudamos o modelo de efeito Aharonov-Bohm adicionando um potencial escalar no
Hamiltoniano inicial. Usando técnicas conhecidas de confinamento quantico, demonstra-
mos que, sob certas condigoes de divergéncia sobre este potencial, a familia das extensoes
autoadjuntas se reduz a um unico operador, o qual seria entao o operador de Schrodinger
para esta situacao. A falta de condicoes de fronteira para a definicao deste operador é
interpretada como nao interacao da particula com a fronteira do solendide.

Verificamos a possivel manifestacao do efeito de Aharonov-Bohm neste modelo sem con-
tato com a fronteira do solendide estudando a dependéncia do primeiro autovalor associado
ao operador de Schrodinger com relacao a um parametro diretamente relacionado ao fluxo
magnético pelo solendide. Demonstramos que esta dependéncia é nao trivial e periddica,
o que confirma rigorosamente o efeito de Aharonov-Bohm para este modelo. Estudamos
também alguns caso particulares cuja resolucao explicita pode ser obtida, como o solendide

com raio nulo numa regiao limitada e ilimitada do plano.

Palavras chave: Aharonov-Bohm, Potencial magnético, confinamento quantico.



Abstract

We study the Aharonov-Bohm effect model by adding a scalar potential in the initial
Hamiltonian. Using known techniques of quantum confinement, we show that under certain
conditions of divergence on this potential, the family of self-adjoint extensions is reduced
to a single operator, which would then be the Schrodinger operator for this situation. The
lack of boundary conditions to define this operator is interpreted as no particle interaction
with the boundary of the solenoid.

We checked the possible manifestation of the Aharonov-Bohm effect in this model
without interaction with the solenoid border by studying the dependence of the first eigen-
value associated with the Schrodinger operator with respect to a parameter directly related
to the magnetic flux by the solenoid. We have shown that this dependence is non-trivial
and periodic, which strictly confirms the Aharonov-Bohm effect for this situation. We also
study some particular cases whose explicit solution can be achieved, the solenoid with zero

radius in a limited and unlimited region of the plane.

Keywords: Aharonov-Bohm, Magnetic potential, quantum confinement.



Introducao

No artigo [3] de 1959, Yakir Aharonov e David Bohm discutem algumas propriedades
interessantes dos potenciais magnéticos no dominio da mecanica quantica, propondo os
respectivos experimentos para confirmar as propriedades discutidas. Eles propoem que os
potenciais magnéticos podem exercer um efeito sobre uma particula confinada a uma regiao
desprovida de campos magnéticos, o que contradiz fortemente as conclusoes da mecanica
classica, na qual tal efeito é inexistente e os potenciais magnéticos sao apenas ferramentas
matematicas sem interpretacoes fisicas. Este efeito, chamado entao de efeito AB, ja havia
sido previsto em 1949 por Werner Ehrenberg and Raymond E. Siday [17] e surgiria através
da diferenca de fase na funcao de onda em funcao do potencial. Para mais referéncias
sobre a histéria da descoberta deste importante efeito quantico, ver [25]. Segue na histéria
entao uma discussao sobre a possibilidade de uma formulacao da mecanica quantica sem
a necessidade de se atribuir um significado fisico ao potencial magnético [4l 5] &) [16].

A partir dai, o efeito AB ja é amplamente aceito, particularmente depois das con-
firmagoes experimentais [34], de forma que o foco atual nos fundamentos do efeito AB sao
as descrigoes e interpretacoes tedricas.

O cendrio mais considerado para o efeito AB é o seguinte: Dado um solendide cilindrico
reto S centrado no eixo z, com raio a > 0 e comprimento infinito, carregando uma corrente
estacionaria, existe um campo magnético Bppg constante confinado na regiao interior de S.
Tal campo nao escapa, no sentido de que nao produz forcas atuando na regiao exterior,
pois o campo € nulo nessa regiao. Devido a simetria do problema, podemos considerar uma
circunferéncia no plano, centrada na origem e com raio a > 0, representando o solendide,
de forma que o campo magnético Bag gerado pela corrente é perpendicular e constante
dentro dessa circunferéncia, o interior do solendide, e nulo fora dela, o exterior do solendide.
Assim, chamando de €, := R?\ B(0,a) a regiao exterior do solendide e considerando o

potencial Aap gerando o campo magnético, isto ¢ Bag = V X Aagp, temos o seguinte



operador que descreve o movimento quantico dessa particula na regiao €,

Hpp = (p — %AAB)Q, p :=iV. (1)

Note que este operador nao esta completo, pois falta explicitar as condicoes de fronteira
apropriadas, as quais descrevem como a particula interage com a fronteira do solendide
e estas interagoes correspondem as extensoes autoadjuntas do operador inicial . Neste
contexto, o efeito AB é basicamente a impossibilidade de se expressar o movimento quantico
da particula nessa situacao sem o uso do potencial magnético A,g; fica faltando, clara-
mente, explicitar alguma grandeza que depende de maneira nao-trivial do fluxo magnetico
no interior do solendide.

O efeito AB geralmente é estudado do ponto de vista do espalhamento (ver [3] 20, [36] por
exemplo, usando a condigao de Dirichlet, e [14] que generaliza tal estudo para condigoes de
Neumann e Robin, sempre com raio positivo). Dabrowski e Stovicek [I1] e Adami e Teta [2]
estudam uma familia a cinco parametro de extensoes autoadjuntas do operador inicial, com
potencial magnético confinado num solendide com raio nulo no espaco, obtendo para quais
parametros a extensao corresponde a extensao de Friedrichs do operador original, fazendo
uma andalise do espalhamento para verificar o efeito AB.

O fato de o operador acima possuir infinitas extensoes autoadjuntas representa um
problema, pois nao se tem na literatura um método geral para escolher qual extensao (i.e.,
qual condigao de fronteira) em particular deve ser selecionada para modelar o fenémeno
quantico. Neste caso especifico do efeito AB, uma justificativa foi dada em [13| [15] 3], em
que os autores selecionam a condigao de Dirichlet na fronteira, a qual leva a um operador
autoadjunto. Basicamente os autores adicionam potenciais escalares V,, = ndpe\q, 0s
quais “expulsam” a particula da regiao complementar a €2,, o interior do solendide onde
se encontra o campo magnético, de forma que a sequéncia de operadores autoadjuntos
(Hp),en €m R? converge, no sentido forte e uniforme dos resolventes, para o operador
acima com a condicao de Dirichlet na fronteira de €2,.

Além do problema na escolha da condicao de fronteira, temos o problema da justificativa
da presenca do potencial nao nulo Ap do lado de fora do solendide, o qual estd baseado
na aplicacao do teorema de Stokes numa regiao que estamos considerando impenetravel
(©, ndo é simplesmente conexo). Mais precisamente, tomando uma curva fechada simples

o contornando a circunferéncia de raio a dentro da regiao €2,, o teorema de Stokes garante



que

/AAB-ds:/ (V x Aap) dzdy,

o
sendo A, a regiao limitada de R? cuja fronteira é a curva ¢. Como podemos notar, a
integral da direita nao pode ser nula, pois o campo magnético é uniforme (constante) nao
nulo na regiao interior ao solenéide B (0,a), o que implicaria que o potential Axp nao se
anula identicamente na curva . O problema com esse argumento é que ele estda baseado
numa escolha, que é justamente a aplicabilidade do teorema de Stokes, pois a regiao A,
contém o interior do solendide, o qual estamos supondo inacessivel.

Em vez de tentar justificar a presenca da condicao de Dirichlet, ou de qualquer outra das
infinitas condigoes de fronteira fisicamente possiveis (i.e., aquelas que levam as extensoes
autoadjuntas do operador inicial), propomos em [35] um modelo no qual a particula nao
interage com o solendide, de forma que condicoes de fronteira nao sao necessarias, com a
vantagem de nao precisarmos supor o solenéide impenetrével (ja que a particula se quer
toca a fronteira de €2,), o que permite justificar o aparecimento de A g nao nulo do lado
de fora via teorema de Stokes. Para isso, combinamos os artigos [10, 32, 33] para obter
um confinamento da particula a regiao €2, exterior ao solendide, de forma que o operador
resultante possua uma tnica extensao autoadjunta, assim nao ha necessidade de se impor
condicoes de fronteira. Mais precisamente, consideramos o seguinte operador, a menos das
constantes fisicas:

H:=(iV + App)’ +V, (2)

sendo V' um potencial escalar positivo fixado divergindo de maneira apropriada perto
do solendide, isto é, a fronteira de €2,. Este operador é essencialmente autoadjunto em

Cyr (92,) de forma que nao sao necessarias condi¢oes sobre a fronteira 0f2,. Destacamos

1
/{::—/AAB-dS,
2m J,

em que o é qualquer curva simples fechada e suave por partes que contorna o solendide uma

aqui o parametro x dado por

vez numa direcao fixada. Esta constante é chamada de circuitacdo do potencial e, como
veremos neste trabalho, desempenha um papel fundamental neste modelo, pois o efeito AB
depende periodicamente desse parametro, o qual é proporcional ao fluxo magnético.

Note que nada se sabe sobre o operador proposto acima, exceto que este possui uma
unica extensao autoadjunta, a qual representa o movimento de uma particula quantica

(nao relativistica) na regiao €2,, sem contato com a fronteira do solenéide (nem mesmo o
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dominio desta extensdo é conhecido). A confirmacao do efeito de Aharonov-Bohm para
esse modelo, como no caso do operador proposto em [3], se d& através das propriedades
do operador H, o qual é a tnica extensdo autoadjunta de , particularmente as que
diferenciam este do caso sem campo, e é neste sentido que este trabalho de conclusao de
doutorado esta enquadrado.

Para tal objetivo, seguiremos a seguinte linha: No Capitulo |1} apresentaremos as de-
finigoes necessdarias para a apresentacao do modelo e alguns resultados preliminares sobre o
operador proposto. Particularmente, mostraremos que ele possui uma tunica extensao au-
toadjunta e caracterizaremos esta extensao obtendo o seu dominio de forma. Em seguida,
usaremos o conceito de transformacoes de gauge para definir transformacoes unitarias en-
tre estes operadores, o que ird resultara na periodicidade com respeito ao parametro k.
Ainda, para separar a familia (com relacao a x) de operadores em classes de equivaléncia
com mesmo espectro, consideraremos também, junto as transformacoes de gauge, as trans-
formagoes antiunitarias. Por tltimo, investigaremos a compacidade do resolvente, o que
nos permitira estudar o primeiro autovalor dos operadores em questao. Faremos tudo isto
no contexto de solendides mais gerais, isto é, aqueles cuja secao constante possa ser uma
curva suave, fechada e simples, nao apenas a tradicional circunferéncia.

Definido nosso modelo, devemos investigar como o efeito de Aharonov-Bohm pode se
manifestar neste contexto. Para isto, no Capitulo [2, estudaremos as propriedades espec-
trais destes operadores, para o caso de solendides cilindricos retos (circunferéncias), com
o objetivo final de analisar o comportamento do primeiro autovalor, o qual é, pela com-
pacidade do resolvente, o infimo do espectro e representa, fisicamente, a energia minima
do sistema, chamado de energia do estado fundamental (“ground state energy”em inglés).
Como preliminares para este objetivo, decomporemos o operador numa soma de opera-
dores, em subespacos invariantes, de forma que esta gera uma decomposicao em série de
Fourier dos autovetores, obtendo o dominio desses operadores quando a > 0 (o raio do
solendide). Com essas informagoes, poderemos encontrar a multiplicidade dos autovalores
e aplicar a teoria de perturbacao analitica para se obter a variagao do primeiro autovalor,
mostrando que sua derivada (com rela¢do ao parametro k) ¢é estritamente maior que zero
em (0,1/2).

No Capitulo [3} apresentaremos alguns modelos, os quais serviram de guia para o estudo
realizado nos dois primeiros capitulos. O primeiro modelo, o plano furado, corresponde a
um solendide com raio nulo e é uma restri¢ao do nosso caso proposto e complementa alguns

resultados obtidos para o caso com raio positivo. O segundo, o disco furado, nao é uma
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restricao do caso aqui estudado nos dois primeiros capitulos, mas foi o caso que usamos
como guia. Podemos ver o modelo do disco furado aqui apresentado como um exemplo
de como podemos aplicar a teoria de confinamento quantico para eliminar determinada
condi¢ao de fronteira, mesmo que esta esteja combinada com a condi¢ao de Dirichlet na
fronteira do disco. Neste caso, podemos ver claramente a variagao do primeiro autovalor
com relacao a um fator do fluxo magnético, relacao esta que pode ser colocada num grafico
(ver gracas ao conhecimento dos zeros das fungoes de Bessel.

Assim, usando os argumentos presentes nesta tese, pretendemos dar um novo ponto de
vista sobre efeito de Aharonov-Bohm, propondo uma situacao na qual o operador pode ser
definido sem qualquer necessidade de escolha de uma condicoes de fronteira. Verificamos
ainda a manifestacao do efeito de Aharonov-Bohm através da energia minima do sistema

neste modelo.
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Capitulo 1
Apresentacao do modelo

Apresentaremos aqui nosso modelo para representar o efeito Aharonov-Bohm para so-
lendides cilindricos e infinitos gerais (cuja superficie possua se¢ao constante, suave, fechada
e simples), substituindo a necessidade de escolha de uma condi¢ao de fronteira por uma
condicao de divergéncia de um potencial escalar na regiao exterior ao solendide, o que
elimina o contato da particula com a fronteira. Recordaremos também a teoria de confina-
mento quantico [10, 32, B3], a qual adaptamos em [35] com o objetivo de se obter confina-
mento quantico usando potenciais escalares V' na presenca de um potencial magnético A,
associado a um campo nulo na regiao onde a particula se encontra. Com isso, mostramos
que o operador proposto possui uma tunica extensao autoadjunta e obteremos o dominio
da forma sesquilinear fechada associada. Demonstraremos também algumas propriedades
gerais relacionadas as transformacoes de gauge, mostrando que o nosso modelo se asse-
melha ao operador proposto originalmente por Aharonov e Bohm [3] e, combinando as
transformacoes de gauge com as antiunitarias, que o efeito AB pode ser explicitamente e
rigorosamente verificado dentro de certos periodos de um parametro x chamado circuitacao

do potencial magnético, basicamente o fluxo magnético pelo solendide.

1.1 Modelo sem condicoes de fronteira

O cenario mais tradicional para o tratamento do efeito AB é o solendide de raio finito
e de comprimento infinito no espaco R®. Vamos considerar aqui o cendrio um pouco mais
geral de um solendide com fronteira qualquer, com secao transversal constante difeomorfa a
uma circunferéncia. Mais precisamente, passando ao plano, {2 denota um aberto ilimitado

do plano cuja fronteira 0€) é uma curva simples e fechada, difeomorfa a uma circunferéncia.
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Vamos pedir ainda que 0 ¢ Q, o que corresponde a “centrar” este soneléide na origem.
Neste cendrio, J€) representa o solendide, €2 o seu exterior, onde o campo magnético é
nulo e R? \ Q o interior do solendide, a regido onde a particula ndo tem acesso e o campo
magnético é constante e possivelmente nao nulo.

Neste trabalho, vamos usar as notagoes z = (z,y) e |z| = \/2? + y? para a norma usual
em R%. Vamos usar também coordenadas polares em R?, as quais vamos fixar com a forma
z = r(cosf,sinf). O caso de um solendide com fronteira circular de raio positivo esta
englobado por este cenario. Para solenéides com raio nulo, existe uma extensa bibliografia,
como por exemplo [2, Bl 11 20, B6]. Trataremos este caso (raio nulo) considerando o
seguinte conjunto

Qy = {26R2:0< \z|}

Deixaremos claro em cada contexto qual tipo de solendide iremos estudar. Observe, porém,
que todos os resultados presentes neste capitulo, salvo alguns casos que explicitaremos,

valem para os dois tipos de solendides, como observaremos no final de cada secao.

Definicao 1.1.1. Denotaremos por A, : 2 — R? o seguinte potencial magnético no plano

An(2) = Ay (2,y) = — (—y, ),

E

sendo £ uma constante real (lembrando que z # 0 em €2 e ). Em coordenadas polares,

o potencial fica com a seguinte forma:

k [ —sinf
A = —
< (2) r ( cos 6 >’

sendo que z = r (cos 6, sin f). Cabe notar aqui que o potencial A, estd na chamada condigao
gauge de Coulomb, isto é
V-A,=0. (1.1)

Tal condicao sempre pode ser imposta aos potenciais magnéticos e diminui consideravel-

mente alguns calculos (ver [2§]).

Definicao 1.1.2. Defina d : 2 — R a funcao distancia até a fronteira

d(z):= Jgafg |z —w]|.

14



Definicao 1.1.3. Consideraremos que V : 2 — R denota qualquer potencial suave satis-
fazendo

1
V() > ——
NS

para algum e, > 0 fixado com V (2) > ¢ > 0 para todo z € Q e

0<d(z)<ey, (1.2)

lim V (2) = 0.

|z]—o00
Pediremos ainda que o potencial V' cumpra a condig¢ao

1
42

Vi(z) > (1.3)
observando que tal condigao é irrelevante, devido a ([1.2)) e a positividade de V', a condicao
(1.3) equivale a tomar um ¢ > 0 suficientemente grande e foi tomada apenas para facilitar
a demonstracao da positividade dos operadores Hy, ,,, que definiremos mais tarde (ver Se¢ao

2.2)). Note que o potencial V' diverge na fronteira e no infinito e é positivo.

Definigao 1.1.4. Vamos agora definir o operador inicial de Aharonov-Bohm sem contato

com a fronteira do solendide pondo
Hou = (iV + A u+ Vu, (1.4)

para todas as fungoes u € C5° (€2). Ainda, associada ao operador acima, vamos definir a

seguinte igualdade formal
L (u,v) = / (Y + Ay) - (—iV + Ay) T + V] dedy,. (1.5)
Q

Denotaremos também L (u) := L, (u,u).

Como veremos mais adiante, H,. possui uma tnica extensio autoadjunta, a qual deno-
taremos por H,. Definiremos também um conjunto dom L, sobre o qual a expressao de
L, define uma forma sesquilinear fechada e positiva L., a qual estd associada, via soma no
sentido de formas, a unica extensao autoadjunta H, do operador inicial HK.

Note que todas as consideragoes aqui feitas podem ser usadas para se definir um modelo
analogo, sem contato com a fronteira do solendide, para o conjunto €2y, que representa o

solendide com raio nulo.
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1.2 Confinamento quantico

A primeira questao que deve ser respondida quando se propoe um operador Hamiltoni-
ano de uma particula quantica é se esse operador realmente esta associado a uma dinamica
quantica bem-definida. Seria interessante verificar se as informacoes fornecidas pelo modelo
podem ser associadas a um unico operador autoadjunto.

O objetivo desta secao é demonstrar, dessa forma, que o operador Hermitiano
proposto na secao anterior realmente possui uma tnica extensao autoadjunta, a qual é o
Hamiltoniano H, (também chamado de operador de Schrédinger, ou operador energia) de

uma particula quantica nao relativistica em €). Diz-se neste caso que o operador H, é

essencialmente autoadjunto.

Definicao 1.2.1. Dizemos que uma distribuicao i) é uma solu¢ao fraca da equagao
Hop = M,
para um A € R, quando ¢ € HE _(Q) e

<¢, <H . )J) u> —0, YueCr(Q). (1.6)

2

Lembramos que o espago Hj, .

() é constituido por fungoes ¢ :  — C tais que a restrigao
Yy € H? (K) para todo compacto K C €, sendo H? o espago de Sobolev usual das fungoes

com primeira e segunda derivadas em LZ.

Cabe comentar que a definicao de solucao fraca presente na literatura geralmente nao
pede que ¥ € HE_ (), mas apenas que (1.6 ocorra no sentido das distribuigoes. Como

loc

estamos tomando H,, especifico com dominio contido em L2 (), segue disso que o espago
L2 . () contém todas as fungoes tratadas nesta tese e, para estas fungoes, implica que
¢ € HE, () (ver demonstragio do Teorema [1.2.5). Ainda mais, na defini¢io de solugao
fraca, poderfamos ter colocado, no lugar de H,;, qualquer operador diferencial H de segunda
ordem, com dominio em L? (), cujos coeficientes cumpram as hipéteses do Teorema m
de regularidade para solugoes de operadores elipticos.

O seguinte lema técnico pode ser encontrado em [32].

Lema 1.2.2. Considere 1) uma solucdo fraca da equagio Hyp = M) para algum X € R
fixado e f : Q0 = R uma funcdo real Lipschitz com suporte compacto em ). Entdo vale a

sequinte iqualdade:

(L = N) (fo) = (0, [V ¥) (1.7)
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lembrando que L, € dada por (1.5) e pela linha sequinte a esta.

Na demonstracao do teorema abaixo, iremos seguir as linhas gerais presentes em [10} 32],
com a diferenca de que consideramos ambos os potenciais A, e V ao mesmo tempo no

operador H,. o que nao prejudica o argumento, como mostrado abaixo.
Teorema 1.2.3. Considere A < 0 qualquer. Se b € L? () € solucio fraca de Hop = M,
entao Y =0 em ) q.t.p.

Demonstragao. Primeiramente, note que para toda fungdo u € C§ (2) vale a seguinte

desigualdade:
<u, H,iu> =L, (u) = / [|(iV + A,) ul> +v |u|2] dzdy > / V |ul® dzdy.
Q Q

Considerando-se €, > 0 da Defini¢ao do potencial V', segue da desigualdade acima
a seguinte:

- Ju(z,y)[° >
u, (H, — XN u)— / ——=—dxdy > =\ ||ul|”. 1.8
< ( ) > (e d)<ey)  d(2)° Il (18)

Demonstraremos agora que esta desigualdade implica no teorema. Com efeito, sem
perda de generalidade, vamos supor €, = 1. Para quaisquer 0 < 2p < 1 < R, considere a

fungao continua F': (0,00) — R dada por

(

0, 0<zx<p
2(x—=p), p<xT<2
, 2p<z<1

R-2)+1, R<z<R+1

\

e defina f : Q — (0,00) pondo f(z) := F(d(z)). Note que f é Lipschitz e, para toda
solugao fraca 1, o produto fi) € HY (), pois ¢ € HE (). Como CF° () C H} () é um

subconjunto denso, podemos tomar C$° (Q) > u,, — f¢ em H} (Q) com suporte das u,

contidos no suporte da funcao f, o qual é compacto; vemos entao que

2 2
/ M dedy — M dxdy, paran — oo,
(ze:d(x)<1} d(2) (zeQ:d(z)<1}  d(2)
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pois a integral é calculada no suporte das fungoes, o qual é compacto e, portanto,

2
¢ limitado, o que nao atrapalha na convergéncia. Substituindo nos outros termos de (/1.8
e passando ao limite, concluimos que podemos usar ((1.8) com f no lugar de u, visto
que os potenciais envolvidos sao todos limitados no suporte compacto de fv, de forma

que combinando com a igualdade ([1.7]) obtemos o seguinte (omitindo por simplicidade o
infinitesimal dzdy)

2
)\ 2 2\ Sl
ol < G 195wy = [

B /Q W1 [F' (d (2))]" |Vd (2)] - /d( )<1 c|1lf(1ﬁ)’2

fE 1)
<of wle [ e f - [ ML
p<d(z)<2p 2p<d(2)<1 R<d(z)<R+1 2p<d(z)<1 d(2)

=4/ |w?+/ 2.
p<d(2)<2p R<d(z)<R+1

Lembrando-se que a fungao distancia até a fronteira é Lipschitz e cumpre |Vd (z)] < 1

em §). Passando ao limite com p — 0 e R — oo, concluimos a demonstragao usando o
teorema da convergéncia dominada junto com o fato de que ¥ € L*(Q) (lembrando que,

por hipétese, temos —\ > 0). ]
O seguinte resultado é muito conhecido e pode ser encontrado em [19], Teorema 6.29.

Teorema 1.2.4 (Regularidade Eliptica). Seja P um operador diferencial linear eliptico
em €2 de ordem m > 0, com coeficientes constantes na parte principal e C*° nas demais.

Para todo s € R e ¢ uma distribuicao em €2, vale

P e H (Q) <= € HE™(Q).

loc

Teorema 1.2.5. Para todos A < 0 e k € R, escrevendo T para denotar subconjunto denso,

temos
rng (H,i — /\]> CL*(Q).

Demonstracao. Basta mostrar que se

b e L2(Q), <¢,<Hn—/\])u>:0, Yu e C (),

18



entao ¢y = 0 em 2. Com efeito, supondo a igualdade acima, temos que
(v, (Hy = M) w) = 0 4= (@, [0V + A = M u) = (~V,u),
para toda u € CF (). Isto mostra a igualdade no sentido das distribuigoes
((1V + A2 = M) ¢ = = V4.

Como =V € L2 () = H.. (Q) e o operador considerado é eliptico com coeficientes cons-

tantes na parte principal e C* (2) nas demais, segue do teorema anterior de regularidade
que ¥ € H2 . (92) seguindo do Teorema que ¥ =0 em q.t.p. Q. O

loc

Teorema 1.2.6. Para todo € R, o operador H,, definido em C () possui uma tnica

extensao autoadjunta H,.

Demonstracdo. Devemos mostrar que o operador fechado e Hermitiano positivo H,, := H,,
é autoadjunto, lembrando que T é a notacao para o fecho do operador fechavel T'. Considere

n = —A > 0 qualquer. Temos o seguinte
0 llull® < Cus (Hy + ) ) < Jlull |[(He +n1) ul|,

seguindo que Ker (H, +nl) = {0} e existe (H,+nI)"". Ainda, a desigualdade acima
implica, fazendo v = (H, +nl)u # 0, que

|(H. +nD) ol <97t vl

ou seja, o operador (H, + nl )71 é limitado e fechado de forma que seu dominio é o conjunto
fechado rng (H,, + n/). Como sempre vale rng (HH + 77]> C rng (H, +nl), o Teoremall.2.5
implica que rng (H, +nl) = L2 (Q).

Agora, tomando v € dom H, afirmamos que v € dom H, = dom H,. De fato, sendo

w = H}v, a conclusdo acima nos permite obter u € dom H,, de modo que (H, +nl)u =
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w + nu. Assim,

(v, (Hs + 1) ) = (v, Hep) + (v, 1)
= (Hyv, 0) + (v, ¢)
<w+nv ®)

= ((Hx +nl)u, ¢)
= (u,

(He.+nl)y), VYeedomH,.

Como g (H, +nl) = L? (), segue-se que u = v e portanto dom H = dom H,, o que
significa que H, é autoadjunto, lembrando que H,, := H,. O

O Corolario abaixo resume os resultados obtidos nesta se¢ao, incluindo a possibilidade
de se ter outros operadores de Schrédinger do tipo Hy, tanto na regiao €2, que representa um
solendide cuja secao constante ¢ uma curva suave fechada e simples, quanto na regiao {2,
que representa um solendide com raio nulo, uma regiao para a qual o potencial magnético

¢ ilimitado.

Corolario 1.2.7. Todo operador de Schridinger H definido em C3° (€2) (resp. o), com
potencial magnético A de classe C°°, com V x A =0 em Q (resp. ), e um poten-
cial escalar V' como na Defini¢ao (resp. com Qg no lugar de 1) € essencialmente

autoadjunto.

Demonstracao. Basta notar que o método da demonstracao do Teorema [1.2.6] pode ser

aplicada para o potencial A em € (resp. ). Ver [35] para mais detalhes. ]

Agora que sabemos que o operador H, é essencialmente autoadjunto, vamos denotar

por H, a sua unica extensao autoadjunta H.

1.3 O operador H,

Agora, vamos agora discutir um pouco a extensao autoadjunta H, em 2. Recomenda-
mos |12, [37] como referéncia sobre a teoria de formas sesquilineares associadas a operadores
positivos e [24], 30] para uma revisao sobre os espagos associados a campos magnéticos aqui

estudados.
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Definicao 1.3.1. Defina h, como sendo a seguinte forma sesquilinear positiva
hy (u,v) = / (iVu+ Azu) - (—iVo 4+ A0) dedy, domh, := C5° (),
Q

e considere o produto interno (u,v), := h, (u,v) + (u, v);. associado. Defina o conjunto
W, (€2) como sendo o completamento métrico de C§° (§2) com o produto interno (:,-), .

Definigao 1.3.2. Defina o espago vetorial H! (Q) pondo
He () :={uel?Q): (iV+A)uel*Q)},

com a aplicacao ||u|l . = +/{u,u ue claramente define uma norma em H. (Q).
p (; || ||/{ < ) >h‘, q K

Note que, na definicao acima, estamos considerando uma extensao de h, ao espaco
H! (), a qual estd bem-definida. Ainda, nossa intengao é ter a possibilidade de substituir
Q por Qg, e por isso definimos H! (2) com a forma acima em vez de tomar diretamente o

espago de Sobolev H! (Q2) usual.
Teorema 1.3.3. O espago H,. () € um espago de Hilbert com relagao a norma |||,

Demonstragdo. Tome uma sequéncia de Cauchy u,, € HL (Q) qualquer. Pela definigao da
norma |||, valem as desigualdades |[u,|[;2 < |[unll, € [[(0V + Ag) unlp2 < |ltn||,. Devido

a completude de L? (2), existem u,w € L2 () tais que
lu —uplliz — 0 e |Jw—(iV + Ag) uy|l 2 — 0 para n — oo.

Vamos denotar w, := (iV + A,) u,. Queremos mostrar que w = (iV + A,)u no sentido
das distribuigdes. De fato, para toda ¢ € CJ (2), note primeiramente que pela desigual-

dade de Schwarz tem-se

[ 19+ 406 - w) dxdy' < (=i + A Blls e — tallys — 0,
Q
e portanto

lim [ [(—iV+ Ag) ¢ u, dzdy = / [(—iV + A,) ¢] udzdy.
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De maneira analoga, temos

lim [ ¢w,dxdy = / ow dxdy.
Q

n—oo QO

Usando estes limites, temos imediatamente que

/ o [(iIV + Ay) u] dedy = / [(—iV 4+ A,) ¢] udxdy
Q Q

= lim [ [(—iV +A,) ¢ u, dzdy

n—oo Q

= lim [ ¢[(iV + Ay)u,] dzdy

n—oo QO

= lim [ ¢w,dxdy = / ow dxdy,
Q Q

n—oo

o que demonstra a igualdade w = (iV + A,‘g)2 no sentido das distribuicoes e portanto que
u € HE(Q). O

Para lembrar o conceito de derivada fraca e as propriedades bésicas das distribuigoes
usadas na demonstracdo acima, recomendamos [7, [19]. Note que a demonstrac¢ao acima é

completamente andloga ao caso do espago cldssico de Sobolev H! ().

Corolério 1.3.4. O espago W, () € um subespaco fechado de H! () e, portanto, um
espaco de Hilbert.

Demonstragio. De fato, como H). (Q) é completo na norma ||-||,., segue-se que o completa-
mento abstrato de C3° () C H} (2) é na verdade o fecho deste conjunto na norma |-, e,

portanto, um subespaco fechado. ]

Definicao 1.3.5. Defina a forma sesquilinear h, pondo
b (u,v) := / (iV+A)u- (—iV + A,)vdedy, domb, =W, ().
Q

Note que b, nada mais é do que uma extensao fechada de h, e, portanto, esta associada
a um tnico operador autoadjunto H?, chamado de extensdo de Friedrichs de H, 2|Cg° () €m
L? () com dominio dom H? C W, (), lembrando que usamos C para denotar subconjunto

denso.

Teorema 1.3.6. A tnica extensio autoadjunta H, do operador H, da Definicio m é

dada pela soma no sentido de formas H, = H°+V, que € o operador autoadjunto associado
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a forma sesquilinear fechada L, := b, + 1% definida em dom L, := W, (2) Ndom V3 com
cerne C3° (£2).

Demonstragdo. Primeiramente, note que os operadores H? e V envolvidos sdo autoadjuntos
positivos e C () € W, (2) Ndom V2 de modo que a soma no sentido de formas H? +V
estd bem-definida e é o operador autoadjunto associado a forma sesquilinear fechada L,
definida por L, := b, + V2 em dom L, : =W, (Q,)Ndom V2. Como H, possui uma unica
extensao autoadjunta H,, basta mostrar que H? +V ¢ uma extensao do operador H,. Pela
definigao da soma no sentido das formas, temos que o dominio do operador H? +V ¢é o

conjunto definido por
dom (H,S + V) = {5 cdoml, :3IncL?(Q); L. (0,6 = (p,n),Vp € domﬁﬁ} ,

e a acao do operador H2+V no elemento ¢ € dom (H? 4 V') é dada por (H? + V) (£) :=n.
Devemos mostrar entdo que C3° (Q) € dom (H? + V) e que (H +V) (u) = H, (u) para
todo u € CF (2). Com efeito, para u € CP (2) temos o seguinte

En (@7 u) = bH ((P; u) + V% (907 u) .

Como o conjunto C§° () estd contido no dominio dos operadores autoadjuntos HY e V', os
. . : . 1 ) .
quais estao associados as formas fechadas b, e V2, respectivamente, segue-se da igualdade

acima o seguinte
L, (p,u) = (o, Hu) + (o, Vu) = {p, (H) + V) (v)), Vo € domL,.

Portanto, Cg° (Q) € dom H? +V e (H? + V) (u) = H, (u) como queriamos.
As consideragoes a respeito da forma associada seguem de resultados gerais, e podem

ser encontradas em [12], Se¢ao 9.3, por exemplo. ]

Vamos fazer aqui algumas observacoes. Pelo Teorema , o conjunto C§° (€2) é um
cerne para a forma sesquilinear £,. Isto significa que o conjunto C§° (€2) é denso em dom L,
com respeito a norma dada pelo produto interno associado, o qual é L, (., .)+(.,.);2. Assim,
1 € dom L, se, e somente se, existe uma sequéncia u, € C¥ () de modo que u, — ¥

nesta norma, isto é,

/ 16V + A) (tn — O+ V i — 92+ g — 2] dzdy — 0. (L9)
Q
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Note ainda que o conjunto H¢ (2) Ndom V3 é, por construcao dom L,_ e portanto seguem
as mesmas conclusoes, isto é, que ¢ € HJ (Q) N dom V3 se, e somente se, existe uma

sequéncia u,, € C3° (§2) com
/ 1V (tm = )2 4+ V Jum — 1 + n — ] ddy —s 0. (1.10)
Q

Destas convergéncias, podemos ver imediatamente que dom £, = H} () N dom Vs se, e

somente se, os elementos destes dois conjuntos satisfazem a condigao
[ 1At =) drdy — 0, 11)
Q

para alguma sequéncia u,, € C¥ (2) tal que (1.9)) ou ([1.10)) ocorra. Note ainda que todos os
argumentos usados anteriormente servem para )y no lugar de 2. Isto motiva os teoremas
abaixo. Como as demonstracoes para €2 e {1y, neste caso, sao diferentes para estes teoremas,

iremos enuncia-los separadamente.

Teorema 1.3.7. Vale a igualdade W,, () = H{ (2), sendo este dltimo o tradicional espago
de Sobolev dado pelo completamento de C5° na norma de H' da funcoes de L? com derivada

em L2.

Demonstracao. Note que 1 € W, (€2) se, e somente se, existe uma sequéncia u,, € CJ° (Q2)

com

[ 16V + A) 0 = )+ o = 0I7] dady —> 0, (112)

mas sendo A, limitado em {2, isto ocorre se, e somente se,
/ [V (n — )% + [t — 9[2] dardy —> 0,
Q

isto é, ¢ € Hj (Q). O

Teorema 1.3.8. Para todo k € R vale dom L,, = H} () Ndom V2, sendo Hi(Q) o espago

de Sobolev tradicional.

Demonstragdo. Se 1 satisfaz (1.9) ou ((1.10)), entao u,, — 1 em L? (©2) e como o potencial
A, é limitado em €, pois 0 ¢ Q, segue (I.11)) e terminamos. Outra maneira de ver este
fato é notando que W, () = H} (Q). O
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Estes dois ultimos teoremas englobam os solendides cuja fronteira é uma curva suave e,
portanto, aqueles cuja fronteira é uma circunferéncia com raio positivo (nao nulo). Ainda,
temos algo a dizer sobre estes resultados para o solendide com raio nulo, isto é, €2y. Mais
precisamente, todos os resultados vistos anteriormente, com excecao do Teorema [1.3.7
valem para g no lugar de ). Note porém que o potencial A, é ilimitado em €y, e por

isto os demonstraremos os teoremas usando argumentos apropriados.
Teorema 1.3.9. Para todo x € R vale dom £, = H} () Ndom V2.

Demonstracao. De (1.2)) e lembrando que d(z) = |z| em Qp, temos

2
/ A (t — ) dady = s [n =97 4pay + / A (1 — ) dady
Q o<lzl<ev 2] l2|>ev
< |xP V Jun — [ dedy + / A (tn — ) dady.
0<|z|<ey |z[>ev

Assim, se 1 satisfaz (1.9)) ou ((1.10]), segue imediatamente da desigualdade acima a condicao
(1.11)) e terminamos. O

Devemos fazer alguns comentarios sobre a demonstragao do Teoremal(l.3.9] Em primeiro
lugar, é fundamental que CJ° (£29) seja um cerne para a forma sesquilinear £,; e isto é uma
consequéncia direta do fato de que a forma L, esta associada ao operador autoadjunto H,,
o qual é o fecho do operador essencialmente autoadjunto H,, definido em Cr (Qp). Além
disso, o uso da condicao de divergéncia na fronteira do potencial V' s6 pode ser
usada como foi aqui devido ao fato de que o potencial magnético tem o comportamento do
tipo —, o qual, com a norma de L2, equivale a um comportamento do tipo 12 e este pode
ser Cgmparado com o de V. '

O proéximo teorema é uma consequéncia direta da Desigualdade Magnética de Hardy

presente em [6], a qual enunciaremos abaixo a titulo de completude.

Lema 1.3.10 (Desigualdade Magnética de Hardy). Suponha que k ¢ Z e defina a constante
Co > 0 pondo

Cyti=min |k —n| > 0.
nez

Entao para todo u € C3° () vale a desigualdade

2
/ M dzdy < 03/ 1V + A,) ul” dzdy. (1.13)
Q0 |Z| Qo
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Devemos comentar aqui que a desigualdade de Hardy aplica-se, usando-se argumentos
de densidade, & elementos do conjunto W (£29), pois este é o completamento de C (€)
na norma (.,.),.
Teorema 1.3.11. Para todo k € R\ Z, vale W, (Q0) € H{ (Q0)-

Demonstra¢ao. Tome ¢ € W, () € u, em C3° () de modo que (|1.12)) ocorra. Segue-se

da desigualdade de Hardy que

/ Ay (tn — ) dedy = |#f? dady —> 0,
Qo

Qo ’Z

de onde segue-se do andlogo a (L.12) para Qy que ||V (u, —¢)[l;= — 0 de forma que
Y € HE (Qp). Para terminar, tome um elemento v € H} (€) de forma que v ¢ L% (Qo).
r

Para este elemento, nao podemos aplicar a desigualdade de Hardy, pois o lado esquerdo
de (1.13]) é infinito, enquanto o lado direito é finito se ¥ € W, (). Isto garante que

Podemos notar entao que todos os resultados desta se¢ao valem tanto para ) quanto

para €2y, com excecao do Teorema [1.3.7, o qual vale apenas para 2. No caso de 2y, temos

o Teorema [[.3.11]

1.4 Transformacoes de gauge

Nesta secao, discutiremos algumas propriedades das transformagoes de gauge, bem
como a aplicabilidade deste objetos ao nosso modelo. Basicamente, as transformacoes
de gauge sao responsaveis por agrupar os muitos modelos matematicos que descrevem o
mesmo fenomeno numa mesma classe de equivaléncia. Neste sentido, se dois modelos sao
gauge equivalentes, as mesmas conclusoes fisicas devem ser obtidas de ambos, o que nos da
uma certa liberdade de escolha entre os modelos. Vamos primeiro fazer alguns comentérios
que motivam a definicao de transformagao de gauge que daremos.

Como acreditava-se antes do efeito AB ser exposto, os campos magnéticos que desem-
penhavam o papel de governar a dinamica, sendo os potenciais apenas um instrumento de
calculo, como ocorre em mecanica classica. E de se esperar entao que, se uma particula
estd numa regiao  qualquer sob acdo de um campo magnético B, a escolha de diferen-
tes potenciais A para este campo nao deveria importar do ponto de vista da mecanica

quantica. Em contrapartida, em nosso modelo, cada potencial A, representa em ) (ou
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) 0 mesmo campo magnético, B =V x A, = 0, de modo que todos os operadores H,
deveriam representar um mesmo sistema fisico, o que, como veremos analisando os autova-
lores, nao ocorre (e a isto se entende como efeito AB). A explicagao para isto encontra-se no
seguinte fato: Dado um campo qualquer B e sendo A; e As (usaremos a notagao caligrafica
para nao haver confusdo com os potenciais A, jé introduzidos) dois potenciais magnéticos

associados, temos a seguinte expressao formal:

z

AQ :A1—|—V(Z5, ¢(Z) :/ (.AQ—.A1> - ds. (114)
20
Supondo que as expressoes acima facam sentido, dizemos que os poténciais A; e As sao
classicamente gauge associados. Note que potenciais classicamente gauge associados re-
presentam o mesmo campo magnético e, por isso, na mecanica classica, escolher entre
potenciais classicamente gauge associados € irrelevante e ambos representam o mesmo sis-
tema fisico.

Note agora que, no caso da mecanica quantica, a existéncia de uma aplicacao unitaria
do tipo €' que transforma o operador H; associado & 4; no operador H, associado & A,
implica que os dois modelos H; e H, representam o mesmo fenomeno. Assim, mesmo que oS
potenciais sejam classicamente gauge associados, no caso de uma regiao nao simplesmente
conexa como {2, temos um problema na integral de linha em , a qual depende do
caminho 9 escolhido para ligar os pontos 2y e z e, assim, define nao uma fun¢ao, mas uma
multifuncao em {2 que a cada ponto z € €2 assume um conjunto de valores indexados por .

Como o importante é que a transformacao de gauge €' esteja bem-definida, devemos pedir

(%/U(Az—fllyds) €7,

para toda curva o fechada, simples em 2. Dizemos neste caso que os potenciais A; e A,

a condicao adicional

sao quanticamente gauge associados. Assim, mesmo sendo ¢ uma multifuncao, a diferenca
de valores assumidos por um mesmo ponto é multiplo inteiro de 27, o que é insensivel pela
exponencial que define a transformacao de gauge (no nosso modelo, este valor é k, o qual
pode ser nao inteiro, de forma que nesta situagao nao se pode transformar H, em H, por
exemplo). Vamos agora tratar estes conceitos com mais detalhes e com o rigor matemético
necessario, inspirados nas argumentagoes presentes em [0, 22 23], notando que todos os
argumentos usados nesta secao valem para o modelo analogo na regiao €1y, isto é, para
um solendide com raio nulo. Para uma discussao detalhada sobre transformagoes de gauge

em R", recomendamos [2§].
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Definigao 1.4.1. Dizemos que dois potenciais magnéticos reais A; e Ay de classe C™
em (), associados aos campos magnéticos By e By, sao quanticamente gauge associados
em () se existe uma multifuncao ¢ de classe C*°, definida em (2 e tomando multivalores em

R, com V¢ : Q — R? e ¢ : ) — C fungoes bem-definidas (assumem valores tinicos) e
./42 = .Al + qu em (2. (1.15)

Lembremos aqui que um campo magnético B em 2 tem a forma B (2) := b(z) dz A dy,
sendo que b : 2 = R é uma funcao qualquer da forma b (z) = d,a, — Jya,, com o potencial

magnético associado A := (ay, ay).

Definigao 1.4.2. Considere potenciais A; e Ay como na definigao anterior. Fixando um

2o € Q, tome a familia de aplicacoes ¢, : {2 — R definida por

¢ (2) = [(Ag — Ay) - ds,

em que ¢ : [0,1] — © é uma curva suave por partes ligando zg a z. Vamos definir entao
a seguinte multifuncio ¢ (z) == {¢. ()} .- Note que ¢ () assume um conjunto de valores,
os quais dependem da curva escolhida e que a diferenca ¢, (z) — ¢, (2) entre dois desses

valores é dada por

b (2) = 6 (2) = / (As — Ay) - ds,

-1
Sy 061

em que ¢, ' (t) := (1 —t) é o caminho reverso. Vé-se de imediato que ;' o ¢ é um

caminho fechado em {2 passando por 2.

O seguinte teorema fornece um critério para que dois potenciais sejam quanticamente
gauge associados numa regiao. Basicamente, estes potenciais devem gerar o mesmo campo
nessa regiao e, fora dela, a diferenca entre os fluxos magnéticos tem que ser um multiplo

inteiro de 27.

Teorema 1.4.3. Os potenciais magnéticos Ay e Ay sao quanticamente gauge associados

se, e somente se, By = By em € e para toda curva suave simples e fechada o em ) vale

(%/U[AZ) (2) — A (2)] -ds) eZ. (1.16)

Demonstrag¢ao. Suponha que A; e As sao quanticamente gauge associados e o é uma curva

fechada suave e simples qualquer em 2. Entao segue imediatamente da igualdade (1.15]) e
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do fato de V x (V@) = 0, que By = B, na regiao 2. Agora, usando o teorema fundamental
do calculo na igualdade no contexto das multifungoes, temos que ¢ = (;5 isto é, ¢ (2)
assume um conjunto de valores ¢, (z) indexados por ¢, a curva que liga o ponto zy & z.
Pela definicdo de gauge associados, tem-se que e'®1(?) = ¢%2(2) Jogo, para todo z €
existe m € Z tal que ¢, (2) — ¢, (2) = 2mm. Como ¢, — ¢, é continua, podemos tomar o
mesmo m para todos os pontos z € 2. Tomando em particular elementos z; e z na curva
o e considerando ¢; e ¢y as curvas ligando 2y a z nesta curva, em diregoes opostas com ¢;

na mesma direcao que o, teremos

2mm = ¢, (2) — ¢, (2) = /1 (Ay — Ay) - ds,
Sy 061

sendo ¢, 1o ¢; a composicao do caminho ¢; com o caminho reverso de ¢,. Note que Sy Yo g
¢é exatamente a curva ¢ no sentido de ¢; o que demonstra .

Suponha agora que ocorra com B; = By em (). Defina a multifun¢ao ¢ pondo
é := ¢ como anteriormente. Segue imediatamente que V¢ = Ay — Ay, o qual estd bem-
definido como fungao e Ay = A; + V¢. Basta verificarmos que a exponencial estd bem-
definida, isto é, que €®(*) = ¢!*<() independe da curva < escolhida para ligar o ponto z, &
z. Tome duas curvas quaisquer ¢; e ¢ ligando esses pontos em €2, partindo de z;. Observe

que a curva fechada ¢, * o ¢; é uma curva fechada simples o em €. Segue-se entdo que

ba (2) = 0 (2) = / o= A5 = ( [ (A=A -as) e2r

g

Portanto, podemos concluir que a diferenca ¢, (2) — ¢, (2) € 27 - Z de forma que e =

e'%2 | e a exponencial €' estd bem-definida. O

Note que o teorema acima pode ser expresso exclusivamente em termos dos potenciais,

bastando substituir as hipéteses por V x A; =V x Ay em ) e

(%/y(Az—Al)'dS) €7,

para toda curva fechada o € Q.

Lema 1.4.4. Considere operadores H; = (iV + A;)* + V definidos em C3° (Q), com
j =1,2 e suponha que os potenciais Ay e Ay sejam quanticamente gauge associados em §Q.
Entio vale a igualdade Hoe™® = ¢ Hy em C3° ().
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Demonstracao. Note primeiramente que V¢ é de classe C™ em (), de forma que temos

imediatamente €' (C5° (Q2)) = C (). Ainda, valem as seguinte igualdades

et? [(ZV +Ap) (e_i‘z’gp)} = ¢'? [(nge_wcp + ie_i‘ﬁVgp)} + A
= V¢Q0 + (zV +A1)Q0
=(V+A)p, VpeCr(Q),

e segue facilmente, usando e~*e’ = 1, que
H,e' = ¢ H,.
O

Teorema 1.4.5. Para cada j € {1,2}, considere o operador H; := (iV 4+ A;)*> + V es-
sencialmente autoadjunto em C° (Q2), e denote por H; sua tunica extensio autoadjunta.
Suponha que os potenciais A; e As sejam quanticamente gauge associados em € através
da fungdo ¢. Entdo a funcio ¢ : Q — C define um operador unitdrio em L2 () de modo
que dom Hy = €' (dom H,) e Hye'® = €' H,.

Demonstra¢ao. Como os potenciais A; e Ay sdo quanticamente gauge associados, existe

uma multifuncio ¢ em 2 assumindo multivalores reais tais que V¢ e €' estao bem-definidas
como fungoes e vale (1.15)). Claramente o operador de multiplicagao € : L? () — L? (Q)

define um operador linear unitdrio em L? (), pois

o0l = [ e sy = [ )P dray = ol
Q Q

Agora, tome um elemento ¢ € dom H;. Isto significa que existe uma sequéncia de fungoes
Yn € C(Q) com ¥, — 1 e Hyp, — Hitp em L2 (Q), isto pela definicio de fecho de
operadores. Segue imediatamente do fato de € ser uma isometria que €%, — €' em
L2 (). Pelo Lemal[l.4.4] temos que

Hye'p, = e Hytp, — €®Hytp em L2 (Q) paran — oo.

Como e, € C (Q) e da definigao de fecho de operador, segue que e¢®¢p € dom Hy e
Hoe'?p = €' Hy1p. Analogamente, podemos mostrar que dom Hy C € (dom H; ) conside-

rando a exponencial inversa e, O
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Definigao 1.4.6. Dizemos que dois operadores de Schrodinger Hy e Hy quaisquer (autoad-
juntos) sdo gauge equivalentes, se existe ¢ multifuncio real em 2 de modo que ¢ : Q — C

seja uma funcio de classe C! bem-definida (univoca), dom Hy = €' (dom H;) e
Hye' = e H,.

Dizemos neste caso que o operador unitario e : L2 (Q) — L2 (Q) é uma transformacdo de

gauge entre os operadores Hy e H.

Note que o fato de e estar bem-definida como funcao implica que os valores entre
ramos ¢ (z) diferem entre si por miltiplos inteiros de 27 e isto implica ainda, com o fato

de € ser C!, que o gradiente V¢ também esta bem-definido como funcao vetorial.

Teorema 1.4.7. Considere operadores de Schrodinger autoadjuntos definidos por H; =
(1V + Aj)2 +V, j=1,2, cujos dominios respectivos contém CJ (2), associados a potenci-
ais magnéticos Ay e Ay de classe C* em ) e a um mesmo potencial escalar V', e suponha
que Hy e Hy sejam gauge equivalentes. Entao os potenciais A; e Ay sao quanticamente

gauge associados em ).

Demonstragao. Por hipétese, existe uma transformacao de gauge e entre os operadores

H, e Hy, de forma que
e (iV + As)? (e99) = (iV + Ao, Ve CT(Q). (1.17)
Explicitando-se o membro esquerdo desta igualdade, temos
(1V + As) (ei¢go) =iV () o+ iV + Ase’p
= —Voep + eV + Ay,
e segue que
(iV + A (e9) = (iV + As) - (—VoePp + eV + Az )
= —iV - (Vge'p) — V- (eVp) +iV - (Aep)
+ Ay - (=VgePp + iV + Are'p)
= —iApe?p + (V) €99 — i€V - Vi — ie¥V¢ - Vi — e Ap
+iV - Aye®p — Ay - Ve p 4+ ie® Ay - Vo
— Ay - Voe®p 4ie'® Ay - Vip + A2
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Agrupando-se os termos, obtemos

(iV + Ay)° (ewgp) = —Ap — 2iV ¢ - Ve 4+ 2i A, - Ve
— iAGe® o+ (V) ep +iV - Are'®p — 24, - Vpe'®p + A2ei .

Substituindo tal identidade em (|1.17)), teremos

(iV + A1) o = —Ap + 2iA; - Vo +iV - Ajp + Ap
=—Ap—2iVep-Vo+2idy- Vo
—iApp + (Vo) ¢ +iV - Ayp — 245 - Vo + Alp.

A igualdade acima equivale a seguinte
[(V)? —ilg+ A2 — A2 +iV - (Ay — A1) — 245 - Vo] o + [Ar — A — V] 20V = 0,
em particular, a parte imaginaria tem de ser nula, isto é
[Ap+ V- (A — A)]p+2[Ay— A — V| Ve =0. (1.18)

Como ¢ € C§° () é qualquer, integrando sobre €2 e usando a defini¢do de V no contexto

das fungoes generalizadas, segue-se a seguinte igualdade no sentido das distribuigoes
—Ap+V - (Ay— A) =2V - [Ay — A — V9,

lembrando que a definicao de V envolve uma troca de sinais. Vemos imediatamente que
A¢p =V - (Ay — Ay) =0, pois os potenciais sdo de classe C* em (2. Substituindo isto em
(1.18), segue que V¢ estd bem-definida como a funcao Ay — Aj, e portanto, os potenciais

sao quanticamente gauge associados. O]

Definigao 1.4.8. Dado um potencial magnético A de classe C! em Q com V x A = 0,

definimos a circuitacao do potencial como

k(A) ::i A - ds,
2m J,

sendo ¢ uma parametrizacao suave de uma circunferéncia em €2, centrada em 0 no sentido

anti-hordrio.

Note que a integral acima independe do raio da circunferéncia escolhida via teorema
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de Stokes, desde que as mesmas estejam dentro da regiao €2 e circulem 0. Podemos dizer
ainda mais, que a integral acima independe da curva o contida em €2 escolhida, desde que
esta seja uma curva simples, fechada e suave por partes que circula o ponto 0 uma vez no

sentido anti-horario.

Teorema 1.4.9. Tomando V' um potencial escalar como na Defini¢do e A qualquer

potencial magnético de classe C*° com V X A =0 em 2, considere o operador autoadjunto
H:=(iV+A?>+V,

com dominio contendo o cerne C3° (). Entao existe um tnico k € (—1/2,1/2] de modo
que H € gauge equivalente a H,. Particularmente, considerando-se k,r' € (—1/2,1/2],

vale que H, é gauge associado a H, se, e somente se, k = K'.

Demonstragao. Considere o inico nimero x € (—1/2,1/2] com k+m = k (A) para algum
m € 7Z e vamos mostrar que H, ¢é gauge equivalente a H. Com efeito, note primeiramente
que os potenciais A e A, sao quanticamente gauge associados pelo Teorema [1.4.3| e pela
definigao de circuitagao. Usando o Teorema [1.2.6 e o Corolério temos que ambos os
operadores sao essencialmente autoadjuntos no conjunto Cg° (2), de forma que o Teorema
1.4.5| implica no resultado. Para ver a unicidade, basta notar que a tnica forma de A, e
A, serem quanticamente gauge associados, é se (k — k') € Z, de modo que, no intervalo

(—1/2,1/2], isto s6 ocorre se houver igualdade. O

1.5 Transformacoes antiunitarias

Pelo Teoremall.4.9da se¢ao anterior, podemos estudar o efeito AB olhando apenas para
os operadores autoadjuntos H, com k € (—1/2,1/2], pois qualquer operador associado a
um campo magnético nulo em {2 é unitariamente equivalente a um unico elemento dessa
familia por uma transformagao de gauge. Vamos reduzir mais esta familia usando, nao
mais transformacoes de gauge, mas transformacoes antiunitarias. Note que, como na se¢ao
anterior, os argumentos usados aqui também valem para a regiao €y, isto é, o modelo de

solendide com raio nulo.

Definigao 1.5.1. Dizemos que uma aplicagao sobrejetora 7 : L%(Q) — L?*(Q) ¢ uma

aplicagao antiunitdria quando satisfaz as condigoes abaixo para todos &, 1 € L% (Q):

L. T (M) = ATE, para todo \ € C;
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2. T(E+n) =TE+Tn;

3. (T¢€,Tn) = (&,n).

Definigao 1.5.2. Dizemos que dois operadores H; e H,, autoadjuntos em L?(Q), sao
antiunitariamente equivalentes quando existe uma transformagao 7 : L?(Q) — L2 (Q)
antiunitaria de modo que

HyT =TH,,

com dom Hy = T (dom H,).

Teorema 1.5.3. Para todo k € R, os operadores autoadjuntos H, e H_,. sao antiunitari-
amente equivalentes pela conjugacdo complexa.

Demonstragdo. Considere a aplicacio conjugagao complexa T : L% (Q) — L? () dada por
T = 1, a qual é uma transformacdo antiunitéria com 7' = T. Tome ¢ € dom H,
qualquer. Entdo existe sequéncia u, € C§° (Q2) tal que u, — ¢ e H,ou, — H.) em L2 (Q).
Claramente C° () 2 Tu,, — T e ainda, de A_, = —A,, segue-se que

H_, (Tu,) = [(iV+A_) +V]@, = [(—iV+ A +V]@,
[(ZV + Aﬁ)2 + V} Up =T <H,{un) — T (Hx)), paran — oo,

o que demonstra que 7Y € dom H_,, e que H_,, (T) = T (H,). Para terminar de mostrar

a igualdade entre os dominios, basta notar que 7-! = T e aplicar o mesmo argumento. [J
Corolario 1.5.4. Os operadores H, e H_,, possuem o mesmo espectro.

Demonstragao. Da teoria geral de operadores autoadjuntos (veja Coroldrio 2.4.9 em [12]),
sabemos que A € o (H,) se, e somente se, existe uma sequéncia de Weyl (&), oy para H

em . Isto significa que &, € dom H,

|6l =1, VneN e lim (H,— A&, = 0.

n—oo

Passando o complexo conjugado e usando o Teorema m (mais precisamente, sua de-

monstracdo), vemos que &, € dom H_,, e como A € R, segue que

lim (H, — M) &, =0 <= lim (H_, — M) &, = 0.

n—oo n—oo

Assim (5_")7161\1 ¢ uma sequéncia de Weyl para H_,, em A, i.e., A € 0 (H_,). Note que o

mesmo argumento pode ser usado para demonstrar que o (H_,) C o (H,). O
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A aplicacdo antiunitaria 7 : L? () — L2 (Q) dada pela conjugacio Th = ¢ é parti-
cularmente importante nesse modelo. Além de conservar o espectro entre H, e H_, ela
representa uma simetria na evolucao temporal do sistema, no sentido de que obter uma
solugao para o modelo H, de ty a t; é o mesmo que obter uma solugao de H_, no sentido
inverso de t; a tp.

Agora, a simetria dada pelo operador T" entre H, e H_, nao implica de forma alguma
que eles sao gauge equivalentes, pois como vimos, H, e H_, sao gauge equivalentes se, e
somente se,

(k—(—K)) =2k € Z,

isto é, nesta situagao apenas se k € Z ou k € Z + % Contudo, nao sabemos se H, e H_,
podem ser unitariamente equivalentes por uma transformacao unitaria que nao seja de
gauge para os casos em que k ¢ ZU (Z + 1/2).

Usando essa simetria dada pelo Corolario o estudo do efeito AB neste modelo
pode ser reduzido ao estudo dos operadores H, com x € [0,1/2]. Como veremos nos
capitulos seguintes, nada mais pode ser feito para reduzir esta familia de modo geral, pois
o primeiro autovalor de cada um destes operadores difere dos demais nos casos considerados

a seguir.

1.6 Caracterizacao do espectro

Uma das principais informacgoes que podemos obter de um modelo como o nosso é
o valor numérico do primeiro autovalor (“energia do estado fundamental”, na literatura
fisica). Ele representa a energia minima do sistema e, no caso especifico aqui tratado, serd
nossa ferramenta para mostrar a existéncia do efeito AB para o nosso modelo, ou seja,
uma caracteristica fisica que depende explicitamente de x. Para que isto seja possivel,
devemos mostrar que o infimo do espectro de H,, é realmente um autovalor, de forma que
este pode ser caracterizado pelo principio do min-max via forma quadratica. Para o ope-
rador H,, a divergéncia do potencial V' no infinito e na fronteira implicard em resolvente
compacto e, portanto, todo o espectro do operador é constituido por uma sequéncia ilimi-
tada de autovalores, cada um com multiplicidade finita. Nesta secao, vamos nos dedicar
a demonstrar a afirmacdo anterior usando um argumento presente em [29]. A ideia cen-
tral da demonstracao consiste em usar a compacidade do mergulho de Sobolev em regides
limitadas.

Fixemos, por comodidade, k € [0,1/2] qualquer, lembrando que para demonstrar o
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caso geral basta demonstrar este e aplicar transformagoes de gauge e antiunitarias, as
quais mantém o espectro invariante (ver o Teorema e o Corolério [1.5.4)).

Teorema 1.6.1. FEziste ¢ > 0 tal que, para todo k € R, tem-se o (H,) C [c,0).

Demonstragao. Tome A € o (H,) e 1, uma sequéncia de Weyl para H,, em A, isto é,
v, €dom H,,, |[,||=1, lim (H,— ), =0.
n—oo
Assim, segue-se imediatamente que

de forma que (¢, H.¢,) — A. Tomando ¢ > 0 de modo que V (z) > ¢ para todo z € €,

teremos (Y, Hy1b,) > ¢, para todo n € N, seguindo que A > ¢ como querfamos. O

Portanto, para mostrar que o espectro de H, é discreto, basta mostrar que o operador
resolvente em 0 ¢ o (H,), dado por H; ' : L?(Q) — L? (), é compacto. Note ainda que
podemos escrever

H*'=1ToT,

em que [ : dom L, — L?(Q2) é a inclusdo e T : L? () — dom L, é o operador dado por
Ty := H_'¢. A aplicagao I estd evidentemente bem-definida e T' também, pois 0 ¢ o (H,)
e H 'y € dom H,, C dom L, para todo ¢ € L?(Q).

Teorema 1.6.2. O operador T : L? (Q) — dom L, é continuo.

Demonstragao. Note que o fato de 0 ¢ o (H,) nao implica imediatamente que T seja
continuo, pois estamos considerando normas diferentes, lembrando que a norma no espaco
dom L, é dada por ||||in = L, () +|lI},. Neste caso, a continuidade se segue diretamente

do fato de H, ser limitado inferiormente por ¢ > 0 da seguinte forma:

|Tul? = Lo (H ') + || H ulf, = L, () + o]

2 2
= (v, Hev)pe + [[vllgz < [Jollpe ullie +llollc2

1 1 )
< (E + g) lullt

pois v estd no dominio de H e |Jull;> = ||[Huv|l 2 > c||v];2, para todo u € L2 (). O
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Assim, basta mostrar a compacidade da inclusao I, a qual sera feita mostrando que [
¢é limite em norma de operadores compactos. Para isto, precisamos de uma construcao um

pouco mais elaborada.

Definigao 1.6.3. Defina a cobertura Q; de Q pondo Q; := {z € R?:a; < d(2) < b;},

sendo a; < b; sequéncias mondtonas reais com a; — 0, b; — oo para j — oo e
Vi(z)>j, VzeQ\Q;, VjeN (1.19)

Note que pelas hipdteses sobre V', estas sequéncias existem.

Definicao 1.6.4. Defina o espaco vetorial R (£2;) das funcoes de dom L, restritas a €2, isto
é, Yo, tais que ¢ € dom L. Dotamos R (£2;) do produto interno (-, -); := Ly (., .) + (., e,
que ¢ justamente o produto interno de dom L, restrito ao conjunto €2;. Note que para
calcular o produto interno, devemos considerar a restricao 1/)|Qj como uma funcao em {2

usando a extensao por zero usual ¥lg;.

Definicao 1.6.5. Considere as inclusoes usuais
ij 1 R(Q) = L*(Qy),
e defina as funcoes

Y (x), sex €Y

Bt L2 (Q) = L2 (Q), B (2) =
0sex ¢ Q

pj rdom L, = R (Q;), pj:= @Z}|Qj .

Aqui B; e p; sao simplesmente a extensao por zero e a restrigao de ¢ a €2;, respectivamente.

Defina agora a sequéncia de inclusoes [; : dom £, — L? (Q) por [; := ;0 i; o p;.
Teorema 1.6.6. [ : dom £L,, — L? (Q) € limite em norma de I; : dom L,, — L* (Q).

Demonstracao. Com efeito, note primeiramente que a composicao pode ser escrita de ma-
neira simples por I;¢) (z) = ¢1q, = (V_%V%> Ylg, (2) para toda ¥ € dom L, (€2). Desta
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forma, segue que

2

I8 = el = || (V-3vE) vte, (2) - v
= [(v-an, v )i

_/Q\Q (V1) V [ (@) dady

1 1
Si/ VI (2)° dedy < = [[]%
J Jo\g; J

L2

usando o fato ([1.19)) na ultima desigualdade. Segue disso a convergéncia em norma. [

Portanto, como os operadores 3; e p; sao continuos, basta mostrar que 7; ¢ um operador
compacto, pois dai I sera limite uniforme de uma sequéncia de operadores compactos
<[j)jeN e, portanto, compacto. Lembremos aqui que o espago de Sobolev H! () C L2 (Q;),
¢é definido via derivada distribucional por

) ={verrm) 5 err@)).

o qual é um espaco de Hilbert com a norma

[Pl =

Hay

2+ '
L2

1]
Teorema 1.6.7. A inclusao i; : R (Q;) — L*(Q;) € compacta.

Demonstragao. Note primeiramente que para ¢ € R (£2;), temos que ¢ = MQJ_ para algum
Y € dom L, C H () (ver Teoremas e[1.3.9), de forma que ¢ € H! (€2;) e a inclusdo
B : R(Q;) — H'(Q;) estd bem-definida. Considerando também a inclusao usual de
Sobolev A : H' (©2;) — L*(€;), temos a composisao i; = A o B. Sabemos do Teorema de
Rellich da compacidade do mergulho de Sobolev que A é compacta, de forma que basta
mostrar a continuidade de B.

Considere uma sequéncia ¢, — 0 em R (€2;). Isto significa, pelo Corolario e pela
definicio de R (Q;) que ¥, € L2 (Q;) e iV + A,) ¥, € L?*(£;) e ainda, vale o seguinte

para n — 00,

[iull; = /L () + [l = \/ /ﬂ [V + At + V [unl* + [0’ dady — 0.
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Segue imediatamente da positividade dos termos que ¢, — 0 em L? (Q;). Ainda, como

A, ¢ limitado na regiao €, segue também que A, 1, — 0 em L?(£;) de forma que o

mesmo ocorre para Vib,. Como |[[1,ll,, = \/||¢n||2+ Vb ||* segue que ¢, — 0 em

H' (£2;). Portanto, B é continua e terminamos a demonstragao. O

Note que todas as demonstracoes feitas aqui podem ser facilmente adaptadas para o
caso (), de forma que vamos admitir, a partir de agora, espectro discreto para ambos os

modelos.
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Capitulo 2
Estudo dos autovalores

Agora, passaremos a um estudo mais detalhado do solendide cilindrico reto, particu-
larmente analisaremos como o primeiro autovalor varia com o parametro k. Esta sera
nossa ferramenta para verificar diretamente a possivel existéncia do efeito Aharonov-Bohm
no nosso modelo. Para isto, percebemos a necessidade de se estudar o comportamento
das autofuncoes associadas e a dimensao do auto-espago associado. Assim, vamos dedicar
as trés primeiras secoes deste capitulo a encontrar propriedades basicas das autofuncoes,
como expansao em série, dimensao do auto-espago associado e avaliar, sob quais hipdteses,
podemos supor a autofuncao real, sendo esta uma parte fundamental das conclusoes que
iremos obter. A partir do momento que temos estas propriedades, podemos estudar a
dependéncia do primeiro autovalor com a circuitagao s aplicando a teoria de perturbagao
analitica no caso em que a > 0, o qual corresponde a um solendide cilindrico reto com raio
a positivo, um sistema mais realista que aquele com raio nulo.

A técnica usada aqui, a qual usa a simetria do operador para se fazer uma decomposicao
em subespagos invariantes, foi inspirada de [27], o qual estuda propriedades espectrais de
operadores similares com campo magnético e varios tipos de potenciais escalares, incluindo

potenciais nao limitados inferiormente.

2.1 Decomposicao polar

Definicao 2.1.1. Vamos considerar nesta se¢ao o conjunto

Qa::{z€R2:a<|zl}, a >0,
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e vamos supor que o potencial V' da Definigao éradial, isto é, V (2) .=V (|z]) = V (r),

para todo z € €2,. Note que a notacao €2, é compativel com aquela €2y ja usada.

Observe primeiramente que se ¢ € dom H,, entao ¢ € L*(Q,) com H,Y € L2 (Q,)
e, usando a regularidade eliptica dada pelo Teorema m (lembrando que vale a notacao
L2 (Q,) C HY. (), segue que ¥ € HE_ (Q,), 0 que implica na continuidade da auto-

funcao ¢ em 2, C R2.

Definigao 2.1.2. Vamos definir o operador simétrico e positivo Hﬁ,m em L2 (a,00), com

k € Rem € Z, colocando
) 1 )
Heom=—F—+—= [(m — k) — Z_l] +V(r), domH,,, :=Cy(a,o0). (2.1)

Denotaremos as extensoes autoadjuntas deste operador em L? (a, 00) por H, ,, a qual nao

trara confusao devido ao teorema abaixo.

Teorema 2.1.3. Para cada par k,m, o operador H,, ,,, possui uma unica extensao autoad-

Junta H, ,, e a forma sesquilinear fechada associada a esta unica extensao € dada por

Lomten) = [ {EO L0+ 5 [n-np = {|arvorafa

72
com dominio dom L, := H} (a,00) N dom V2.

Demonstracao. O fato do operador Hmm ser essencialmente autoadjunto segue-se direta-
mente por um argumento de ponto limite (ver [37]), pois o potencial cumpre a condigao

de divergéncia na fronteira

—“m—ﬁf—ﬂ+wqmz

3
4(r—a)®
para todos k € R, m € Z e r € (a,a+ ey). Agora, podemos ver a extensao H, , como
2

soma de forma dos operadores autoadjuntos — com condicao de Dirichlet em a, e o

operador de multiplicacao pelo potencial positivo

v@y:_km—@%~1+vm, (2.2)
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dom £, := H} (a,00) N dom V2. Basta mostrar entdo a igualdade entre os dominios
N 1

domV?2 = domV:. Note que se a > 0, o potencial — ¢ limitado e a igualdade entre
r

os dominios é imediata da definicao. Suponha entao a = 0 e tome ¢ € dom f/%, isto é,
e L?(0,00) e

[ |5 jm=ar =g v o] wor < (23)

Considerando €, > 0 de forma que ([1.2)) ocorra, teremos que

%/Oev [y, < /OEV {12 [(m—/{)2—ﬂ +V(7~)] v (1) < oo,

72 r

Portanto r—'1 € L2 (0, 00) e podemos concluir que V24 € L2 (0, 00) usando (2.3). Analoga-
mente, se ¢ € dom V2 entao 714 € L2 (0, 00) usando (T.2) e daf segue imediatamente (2.3)
e portanto ¥ € dom V. ]

Teorema 2.1.4. Toda autofungdo ¢ € L*(Q,) de H, associada a um autovalor X qualquer

¢, em coordenadas polares, da forma

Y (r0) =172 Yy (r) ™, (2.4)

mEZ
sendo ¥, uma autofuncdao do operador H,, . associada ao mesmo autovalor \.

Demonstracao. Note primeiramente que, sendo 9 (r,0) a representacao em coordenadas
polares de uma autofunciao qualquer, como % (r,-) € L%(0,27) e (e"),,cz ¢ uma base

ortogonal desse espaco, podemos escrever

Y (r,0) = U (r)e™, V(r,0) € (a,00) x (0,27) q.t.p.,

meZ

em que ¢, (r) denota as coordenadas de v (r,-) naquela base, a qual estd definida q.t.p.
Mas como a autofungao é continua, podemos assumir r € (a,00) e 6 € (0, 27).

Agora, analisando o operador, temos a seguinte igualdade imediata

(iV4+A) =—A+iV- A, +2iA,-V+ A2 (2.5)
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Usando coordenadas polares e substituindo o potencial,

K 0 0 0 0
A, V= 2 (—rschosGE%—sm Hﬁ—i-rcosesmea + cos 6(‘99) ——.

(2 2
AZ=A, A, (x +y ) pox
Juntando estas duas ultimas igualdades em , usando a expressao do laplaciano em

coordenadas polares e lembrando que V - A,.i = 0, teremos o seguinte,

2 10 1 /07 0 K2
H=-—-———= 2k — —+V(r), 2.6
or?2  ror r? (892 mae) * r2 V) (26)
62
lembrando que V' ¢é radial. Denotando o operador entre parénteses acima por D := 207
Qim%, temos que as exponenciais €™ formam um conjunto de autofuncoes, pois
D (e"?) = (=m® + 2mk) ™. (2.7)

Considere a seguinte notacao

- & 1d 1

—_—— =
’ dr2  rdr 12

(m—r)*+V(r).

Como 1 é autofuncao de H,, usando a série de Fourier e as igualdades ([2.6) e (2.7)), vemos

facilmente que

Hp = M) <= H, (Z Uy (1) eim@) A () 6

= Z (Aemtom (1)) € =3 (A (1))

:)H,imzbm( )=, (1), VYm€Z, Vr>a.

Assim, v é autofuncao de H, se, e somente se, as coordenadas v,,, sao autofuncoes de H, ,,
com relagao ao mesmo autovalor \.
Vamos agora estudar H, ,,. Note que a passagem para coordenadas polares faz com

que o operador acima esteja definido no espago L?[(a,o0),rdr]. Considere a seguinte
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transformacao unitdria U : L? [(a, 00) ,r dr] — L*[(a, o), dr| dada por

(Ug) (r) ==r7¢. (2.8)

Um célculo direto nos permite obter H, ,,U = Ulf[,{,m com dom H,, ,, = U <dom F[,@m).

Assim, fazendo 1, (r) = 721, (r) teremos o seguinte

Hyp = Mp <= Hy b, (1) = My (1)
= 172 (Hpth (1)) = N34, (1)
= Hypmthm (1) = My, VM € Z.

Note que pela construcao de v,,, vale exatamente a relacao com v, uma autofuncao
de H, . Resta provar apenas que 1, estd no dominio do operador Hy ,,. De fato, tomando
C3° () 2 ¥n — ¥ em L2(Q,) de forma que H, ), — H,1p em L2 (Q,), segue-se usando
as férmulas acima que ¥y, ,, — ¥y, € H,.;m@/)nm — H, ;ntbm para n — oo em L? (a, 00) para
todo m € Z, lembrando que, devido a unicidade das extensoes, H,, = EH e Hy,, = Emm e

terminamos a demonstragao. O]

O importante da demonstracao acima é que ela mostra que podemos analisar o ope-
rador H, olhando para as componentes H, ,,. Isto porque, basicamente, decompomos o
imH]

espaco L2 (€),) em subespacos da forma L2 (a,c0) ® [e , invariantes por cada opera-

dor H,,,, sendo [¢"] o subespago gerado pela fungao ™ em L2 (S').

Teorema 2.1.5. Considere a > 0 e suponha que ., € dom H, ,,. Entao a fungao em €,

dada por ¢ (r,0) := 2, (r) e™ pertence ao dominio do operador autoadjunto H,.

Demonstracao. Para verificar isso, vamos usar que H, = Em pois C (£2,) ¢ um cerne
para H,, lembrando que estamos sempre usando a notacao H, = HN‘CgO(Qa)' Devemos
mostrar que existe uma sequéncia u, € C§°(,) com u, — ¥ e H,iun — H,1, ambos
em L2 (Q,). Do fato de ¢, € dom H,,,, e de C° (a,00) ser um cerne do operador H, ,,,
existe uma sequéncia (U, ), oy em C§° (a,00) com ty, , — Y, € Hﬁ,mum,n — H, ), em
L? (a,0) para n — oo. Defina u, (r,0) := r_%umyn (r) e™? de forma que u, € CF (Qq)

para todo n € N. Claramente u,, — 1) em L? (£2,) e, ainda,

Hu,

H, (r’%umm (r) eim9>

(H&mumm) eiml.

r

D=
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. ~ 1,40 . ~ .
Assim, tomando n — 0o, como a > 0, a funcao 2 é limitada, de forma que a convergéncia
Hy ot n — H, iy, para n — oo implica na convergencia H,u, — H,1, e isto termina a

demonstracao. ]

2.2 O operador H,,,

Agora que sabemos que o operador H, se decompoe de maneira adequada nos opera-
dores H, ,,, os quais possuem C§°(a,00) como cerne, devemos analisar estes operadores
H, ,, para melhor entender H,. Neste sentido, vamos aqui estudar o dominio de forma do
operador autoadjunto associado e obter o dominio da extensao, ao menos quando a > 0. A
independéncia do dominio do operador H,, ., quando a > 0, com relacio am € Ze r € R
¢é fundamental para o estudo que faremos do primeiro autovalor.

Dado um intervalo I, vamos denotar por AC () o conjunto das fungoes ¢ : I — C

absolutamente continuas em I, isto é, o conjunto das fungoes da forma
v =0+ [ ol cel oeLl(n),

com ¢’ () = ¢ (x) q.t.p. em [I.

Teorema 2.2.1. Considerando a notagdao (2.2), o dominio do operador autoadjunto H, »,

é, para todos a > 0, Kk € R em € Z, o conjunto
dom H,, ,, = {zp € 12 (a,00) : 9,9 € AC (a, 00), (—w“ + W) € 12 (a, oo)} (29

para todos Kk € R, a >0 em € Z.

Demonstracao. Note primeiramente que, do fato de Hﬁ,m ser essencialmente autoadjunto,
segue que H wm = H . Para facilitar a notagao, vamos chamar o lado direito da igual-
dade (2.9) de X. Considere ¢ € X e tome ¢ € CJ° (a,00) qualquer. Temos o seguinte

(Hy o, V) = /a h [—go” + f/@] dt. (2.10)

1

e (@, 00), de forma

Note que como 9,1’ sdo elementos de AC (a, ), temos que ¢, 9" € L

que podemos aplicar integragao por partes junto com a fungao ¢ € C3° (a,0), a qual anula
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os termos de fronteira. Segue disso e de (2.10) que
(Hemips ) = / p(—v"+ Vp)dt, Ve e CF (a,00),

e como —" + Vi) € L? (a, ), vale que 1) € dom H . pela defini¢ao de adjunto.

Agora considere ¢ € dom H}; ,, qualquer. Entao, por definigao,

(Homp, 0) = (¢ + Vio,0) = (0, Hit), Vp € CFF (,00).

1
loc

Como ¢ € L?(a,0), segue imediatamente que Vi € LL (a,00), de forma que para

¢ € (a,00) fixo, a fungao

W= [ (T 0w - (tw) 0) a o

e sua derivada sao absolutamente continuas no intervalo aberto (a, 00). Calculando W” (),
temos imediatamente que W” (z) = Vi) — H} .. q.t.p. em (a,00). Integrando por partes,

temos o seguinte

/a T dr = ()
B <Vﬁvm¢ — Hemp, ¢>
- /aoo e (1) [_Him@” () +V (t)v (t)] dt

_ / o ()T @t
- [ erow o

e portanto a derivada segunda distribucional (¢ — W)" = 0 e isto implica que v (z) =
W (x)+c1z+co para algumas constantes ¢y, ¢. Como W e W’ sao absolutamente continuas,
segue que 1 e ¢’ também o sdo e como —i)” + Vip = H:, e L% (a,00), segue que ¢ € X

e terminamos. ]

Note que ainda nao temos boas informacoes sobre o dominio do operador H, ,,, pois
o potencial V' depende dos parametros x e m. O préximo passo é tratar V' como uma

perturbacao de V', o que nos permitira dizer que o dominio de H, ,, realmente nao depende
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de kK e m quando a > 0.

Corolario 2.2.2. Para todos k € R, a >0 em € Z, o dominio do operador autoadjunto

H, ,, € dado por
dom H,, ,,, = {@/} € L*(a,00) : ¢,9 € AC(a,0), (=" + Vi) € L?(a, oo)} )

Em particular, este dominio nao depende dos parametros k e m quando a > 0.

Demonstracdo. Usando o Teorema basta verificar que se ¥ € L?(a,00) cumprir
¥, 9" € AC (a,00) entdo —1)" 4+ Vi) € L2 (a,00) se, e somente se, —)" + Vb € L2 (a, o0).
Com efeito, esta condigao segue imediatamente de (2.2) e do fato de que se a > 0 e
¥ € 12 (a,00), entao

2
dr<oo, VkeR, mecZ. (2.11)

]

Cabe observar aqui que a dificuldade de usar esta técnica para tratar o caso a = 0 segue
imediatamente da impossibilidade de se ter para todas as fungoes ¢ € dom H, .
Esta impossibilidade esta diretamente relacionada com o fato de que podem existir fungoes
no dominio de H,,, tais que ¥ ¢ L2 (a,+00) e Vi) ¢ L?(a,00) e, mesmo assim, vale a

condicao —1)" + Vip € L2 (a, 00), a qual pode ocorrer devido a cancelamentos.

2.3 Multiplicidade dos autovalores

A relagao entre as multiplicidades dos autovalores de H, e H, ,, ¢ muito simples. Ba-
sicamente, a dimensao do auto-espaco associado a um autovalor de H, é a soma das
dimensoes dos auto-espagos associados ao mesmo autovalor dos operadores H, ,,, justa-
mente devido & invariancia destes na decomposigao de L2 (€),). Tornaremos tais conceitos
precisos e demonstraremos que a multiplicidade do primeiro autovalor de H, varia entre 1

e 2, dependendo do parametro k nao ser ou ser semi-inteiro, respectivamente.

Definicao 2.3.1. Definimos o conjunto M como sendo o auto-espago associado ao n-
ésimo autovalor A% do operador H,. De acordo com o Teorema os elementos
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(NS M se decompoem na forma

V0 =Yt (1),

meZ

sendo 1, a autofuncao do operador H, ,, associada a A,(gn). Para m € Z fixado, denotaremos
por M,E”,L o espaco vetorial formado pelos v, possiveis na férmula acima, isto é, o auto-

espago associado ao autovalor A do operador Hy ,.

Note que nesta notacao, M,&”% pode nao ser o auto-espaco associado ao n-ésimo auto-
valor do operador H, ,,, pois pode ocorrer /\,(Qn) #+ )\,(fy)n, isto é, o n-ésimo autovalor de H,
pode nao ser o n-ésimo de H, ,,. De fato, de acordo com o Teorema [2.1.4] vale a igualdade

{)\,(i")} = {)\,@n} , mas os indices superiores podem nao coincidir.
neN meZ,neN

Teorema 2.3.2. Para todo k € R, os autovalores de H,, ,, sao todos simples. Mais ainda,

dlmM(” 1, Yn=1,2,..., Vm€eZ,

quando este estd bem definido, isto é, quando )\,(.gn) for um autovalor de H, ,,.

Demonstracdo. Considere dois elementos 1,1y € M,g",% quaisquer. Tem-se diretamente,

lembrando a igualdade (2.1)), que

d*y;

Hﬂ,mwi = /\Egn)l/)z — — dr2

+3 ((m—m?——) iV (r) g = Ao

Multiplicando por %; e subtraindo, obtemos

2
dw1¢2+dw2z/}1:0<:>di(% 4 2):0,

dr? d dr
concluindo-se que vale a igualdade seguinte em (a, ),

e~ Py = K

sendo K uma constante. Como 1; € dom L, ,, temos imediatamente do Teorema [2.1.3]

dbs

que ¥;, — 1 € L% (a, ), de forma que ambos tendem a zero para r — oo. Assim, K = 0.
r
Mas como ambas 11,19 sao solugoes de uma equacgao diferencial de segunda ordem, o

wronskiano ser nulo implica na dependéncia linear, de forma que dim Mé"% = 1. O
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Teorema 2.3.3. Para todo k € (—1/2,1/2), vale

AL = \U

)
K K,m

<~ m=0.

. 1 , . . . . . ,
Em particular, )\,(_“)) é o primeiro autovalor de Hy . Ainda, o primeiro autovalor de H, ¢

simples e pode ser associado a uma autofungdo real 1 radial quando k € (—1/2,1/2).

Demonstragao. Considere k € (—1/2,1/2) fixado e AY o primeiro autovalor de H,. Sabe-

mos que a autofuncao 1 associada cumpre

AD = £, (4)= inf
W= el P

<Li(§), vEedomL,, [iE]l=1,

isto devido ao principio do min-max. Lembrando que L, ,, denota a forma associada ao
1 o L
operador H, ,, e )\,({zn seu primeiro autovalor, sendo m # 0 inteiro, vale m (m — 2x) > 0 e

(m — k)* > k2, de forma que, para todos ||£]| = 1 e m # 0, vale

Lym (§) > Lo (€).- (2.12)

Notamos aqui que pelo Teorema [2.1.3] o dominio da forma L, ,, nao depende de m € Z
e por isso a comparacao acima faz sentido. Usando ([2.4)), e colocando o indice dr ou rdr

para indicar as integracgoes, segue da mudanca para coordenadas polares que

Lo () =W, Het)g, = <¢7 H, [Z (T—%% (r)) a‘m@] >

meZ

= <¢7 Z ﬁn,m (ri%wm (7“)) eim9> :

meZ

Lembrando da demonstracao do Teorema [2.1.4] especialmente da transformacao unitaria
definida em (2.8)), segue da igualdade acima a seguinte

Ly (¢) = <¢a Z 7"_% (Hm,m¢n,m (T)) 6im6>

meZ
= <Z r 2, (r)e™?, Z P (HiomWim (1)) eim9> :
meZ meZ rdr

Note agora que o produto interno acima est definido em L? (€,) em coordenadas polares.
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Como e™? ¢ uma base ortonormal da componente angular, segue que

Lo () = > {174 (W (1) 7% (Humtoum (1) )

rdr
meZ
- Z <¢m7 Hﬁ,m¢m>dr - Z »Cm,m (Q’Dm) ’
meZ meZ

Sabendo que este valor é o menor possivel, com ¥ € dom H,, (pois o infimo é atingido por
um elemento do dominio, o qual é a “primeira” autofuncao) e ||| = 1, a positividade das

formas envolvidas e a desigualdade ([2.12)) implicam que s6 pode ser

L. (V) = Loo () = ).

Isto demonstra que )\,(.@1) = )\,({17()) e que a autofuncao associada pode ser escolhida de forma
a nao possuir componente angular. Como o operador H, , é real, podemos escolher uma
autofungao real, a qual, multiplicando por 7’_%, é uma autofuncao real de H,. O

1
Corolario 2.3.4. O primeiro autovalor de H,, € simples para todo k ¢ 7Z + 3"

1
Demonstracao. Considere k ¢ Z + — qualquer. Usando o Teorema |1.4.9] existe um tnico
Ko € (—1/2,1/2) com o (H,) = 0 (H,,). Basta entdo aplicar o Teorema [2.3.3| ao operador
H,,. O]

1
Teorema 2.3.5. Para k € Z + 3 o primeiro autovalor do operador H, € duplo, isto €,

1
dim MY =2, Ve eZ+ 5

1
Demonstracao. Suponha primeiramente que k = 3 Segue diretamente da definicao da

forma sesquilinear que

£n,m (5) > En,O (f) = En,l (5) )

para todos ||| = 1 em € Z com m # 0 e m # 1. Usando o mesmo argumento da

demonstracao do Teorema [2.3.3, podemos concluir que )\,(3271 > AP = )\,({172) = )\Si para

todo m € Z com m ¢ {0,1}. Portanto, tomando as autofuncoes ¢y e ¢y de Hyo e H, 1,

respectivamente, obtemos duas autofuncoes linearmente independentes

Uy (r,0) =r 2 (r) e Wy (r,0) =r 21 (r)e”.
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Note que, se 1 for outra autofuncao linearmente independente, entao a componente ¢, da
decomposicao (2.4) deve ser ndo nula para algum m # 0,1, absurdo pois A\, < A.,, para
todo m # 0,1. O caso para k geral, semi-inteiro, se reduz a este via transformacoes de

gauge e antiunitarias usando o Teorema e o Corolério[1.5.4 O]

Uma relagao interessante, que acontece entre o parametro s e as autofuncoes do ope-
rador H,, é que o parametro semi-inteiro ocorre se, e somente se, existe uma autofuncao
que possui uma linha de zeros no semi-eixo (a, o) real de R?. Como o estudo do conjunto
nodal de autofungoes de operadores como este é importante, vamos dedicar algumas linhas

a isto.

Definigao 2.3.6. Dada uma func¢ao continua qualquer ¥ em §2,, definimos o conjunto

nodal de 1) como sendo o conjunto fechado

N (@) ={z € Qu: ¢ (z) =0},
em que o fecho é tomado na topologia de R2.

Definigao 2.3.7. Dizemos que o conjunto nodal N (¢) separa 2, quando N (1)) é a imagem
de uma curva v : [0, 00) — R? continua e simples de tal forma que y (t) — oo quando ¢ — oo

e v(0) € 909,. Note que, neste caso, a diferenga 2, \ N (1) é simplesmente conexa.

Cabe observar aqui que o conjunto nodal de uma autofuncao serd sempre constituido
por linhas nodais [9], isto é, curvas suaves por partes onde a autofungao se anula. Ainda, o
conceito de separacio de um conjunto aberto Q qualquer, por um conjunto de linhas nodais
N () de uma autofuncao 1, aparece em [23] no contexto de operadores com condigoes de
fronteira de Neumann e Dirichlet, lembrando que nosso operador nao possui qualquer
condicao de fronteira e difere daquele considerado pelos autores pela presenca de um V

singular na fronteira de €2,.

1
Teorema 2.3.8. Considere a > 0. Entao k € Z + = se, e somente se, existe uma auto-
fungao 1 de H,; de tal forma que N () separa Q.

Demonstrag¢ao. Note primeiramente que se 1 for uma autofuncao do operador H,, com
~ . _1 i A .

K ¢ 7+ 3, entao existe m € Z com ¢ (r,0) = r~ 21, (r) €™, A existéncia de apenas um

inteiro, no méximo, para esta decomposigao segue do fato de que cada termos da soma ([2.4))

¢ uma autofuncao do operador H, associada ao mesmo autovalor e pelo Teorema [2.3.3

segue que esta soma s6 possui um termo.
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1
Suponha que k € Z + 7 Entao podemos tomar 1, autofungao de H, o = H, ; de tal

forma que
v (r,0) = 7’_%1[)0 (r) — r_%@bo (r) e

é uma autofungao de H,. Note que o conjunto nodal N (¢) = [a, 00) x {0} separa Q.
Suponha agora, por absurdo, que ¥ seja uma autofuncao cujo conjunto nodal separa €2,
eque k ¢ Z+ % Pelo que foi observado no comego, s6 pode ser 9 (r,0) = r 2, (r) emé
para algum m € Z. Como o conjunto nodal separa €2,, fixado r > a, a circunferéncia
de raio r intercepta o conjunto nodal em algum ponto, pois N (1)) possui uma curva
simples e continua saindo da fronteira e indo para o infinito. Sendo (r, ) este ponto, temos

imediatamente o seguinte
v (r,0) = r_%@/zm (r) e™ =0,

pois (r,0) € N (¥). Como r~2 e ™ sio nao nulos, vale ¢, (r) = 0. Mas r > a foi tomado

qualquer, de forma que 1, (r) = 0 para todo r > a. Logo ¢ = 0 e terminamos. ]

2.4 Familias Holomorfas do Tipo (B)

Queremos aqui estudar o comportamento do primeiro autovalor )\,(.gl) de H, para peque-
nas variagoes de k. Verificaremos o efeito AB através da energia fundamental do sistema,
i.e., do primeiro autovalor. Assim, o efeito AB ocorre neste caso sem contato com o so-
lendide, pois veremos neste capitulo que o primeiro autovalor )\g) cresce de um minimo em
k=0 a um maximo x = 1/2, voltando a decrescer até o minimo em x = 1, e completando
assim um periodo, ao menos quando a > 0. Lembremos que as transformacoes de gauge
vistas anteriormente implicam que o primeiro autovalor é uma funcao periédica de k, com
periodo 1. Ainda, as transformagcoes antiunitdarias nos mostram que esta funcao também é
simétrica com relagao a origem.

Para alcangarmos este objetivo, consideraremos a fungao x — )\,(.@1) que a cada k associa
o primeiro autovalor de H, e aplicar a teoria de perturbagoes analiticas, a qual iremos
rever brevemente. Lembrando que trabalharemos aqui com familias holomorfas, o que nos
faz considerar o parametro x nao mais apenas real, mas também complexo. Uma discussao

sobre familias holomorfas e a teoria de perturbagao analitica pode ser encontrada em [26].

Definicao 2.4.1. Uma forma sesquilinear ¢ definida num subconjunto dom ¢ de um espaco

de Hilbert H ¢é dita setorial, se a imagem numérica q (u), com |u| = 1, é um subconjunto
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de um setor do plano complexo da forma

CeC: |arg (¢ —7)| <0, oge<g,

sendo v um numero real fixado. Esta ultima desigualdade é equivalente as seguintes
Req>~v e |lmg(u)| < (tanf)(Req—)(u), VYu € domg. (2.13)

Definigao 2.4.2. Diremos que uma familia de formas sesquilineares ¢ (§) = g¢ definida em
domge C H, sendo H um espaco de Hilbert e £ um parametro num subconjunto aberto

D c C, é uma familia holomorfa do tipo (a) se
e Cada ¢¢ ¢ setorial e fechada com dominio dom g¢ independente do parametro &.
e Para cada u € dom g, a aplicagdo § — ¢¢ (u) é holomorfa em & € D.

Definicao 2.4.3. Uma familia de operadores {T¢}, ., em H ¢ dita ser uma familia au-
toadjunta holomorfa do tipo (B) no intervalo aberto I se T¢ for o operador autoadjunto
associado a gg, sendo {q5}ge p uma familia de formas holomorfas do tipo (a) com £ € D e

D um subconjunto aberto de C, simétrico com relagao a R e contendo I.

Note que estamos usando letras mintusculas (a) para familias holomorfas de formas e
letras maitsculas (B) para familias holomorfas de operadores de forma proposital, apenas

para concordar com a notac¢ao presente em [26].

Teorema 2.4.4. Para a > 0, a familia de operadores (H,Q)Re(fl/mm é uma familia auto-

adjunta holomorfa do tipo (B).

Demonstracao. Ja sabemos que os operadores H, sao autoadjuntos. Pelo Teorema [1.3.9

vamos considerar a familia de formas sesquilineares associadas
Lo (u,0) = / (Y + Ay) - (—iV + Ay) T + Vur] dedy
Qq
dom £, = H} (Q2,) Ndom V3 |
estendendo o parametro k ao retangulo dado por

D:={z€C:-1/2<Re(2)<1/2 e —1<Im(2) <1}.
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Note que o operador H,, com x € D, é autoadjunto se, e somente se, K € R e que a forma
quadratica associada L, assim definida possui dominio independente do parametro x € D

e ainda cumpre, lembrando que A, = kA mesmo para k € D,
L, (u) = / [((Vu + Au) - (=iVu + Aa) + V |ul’] dedy
_ /Q 1Vuf? 4 iA, - (V)@ — iA, - (V) ut+ A2 [uf* + V |uf?] dedy
= /Q [|Vu]2 + K (z’Al - (Vu)ﬂ+m> + R2AZ [u)P +V |u]2] dxdy,
e assim

L, (u) = / [[Vul? + 26Re (1A, - (Vu) @) + £2A% [u]* + V ul*] dady. (2.14)

Esta expressao ja nos mostra que a aplicagdo D 3 k — L, (u) € C é holomorfa para todo
u € H (2,) Ndom V2. Resta mostrar que estas formas sesquilineares sao setoriais, isto €,

satisfazem desigualdades do tipo (2.13)). Da expressao ([2.14) acima segue que
Re L, (u) = / [|Vu|2 + 2 (Rek)Re (iA; - Vut) + (Rer?) A} lul> +V |u|2] dady.
Como D ¢ limitado, podemos obter uma constante 8 > 0 de tal forma que
|Re k|, ‘Re/@2| , | Im k|, |Im/€2| <pB, VkeD.
Assim,
Re L, (u) > / [\Vu\Q —28Re (iAy - Vua) — fA2 [u]> +V ]uﬂ dzdy
> /Q [[Vul® — 28iA; - Vua| — BAT [ul” + V |ul?] dzdy

> / [\Vu\Q — 28 |A4| |Vl |u| — BAZ jul* + V ]uﬂ dzdy .
Qq

Usamos acima a desigualdade de Cauchy, lembrando que A; - Vu é um produto escalar.
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Agora, como |A;| =1/ |z| e A2 =1/ |z|*, segue a desigualdade

2
|ul

2
Reﬁﬁ(u)z/ [|vu|2__5|vu| fuf — B 1V uf?
Qq

dxdy.
2| E

Ainda, como estamos em 2, com |z| > a > 0, segue a desigualdade, lembrando que V' > 0,

Re L, (u) > /
—/a {(1_5—> Vul? — (i*%) W} dzdy (2.15)

- / [(1 —4:) |Vu|2 — M. |u|2} dady,
Qa

2 B 1 ! °
|Vu|? ( \Vul|* + &7 u |) — dady

para todo € > 0, com 0. = ¢fa~' e M. = (as)”" + Ba~2, ambos positivos. Tomando
e < a/p teremos entao que
Re L, > —M.. (2.16)

Vamos agora estudar a parte imaginaria da forma quadratica.

Im L, (u)| =

/ IQImKRe (1A - Vuu) 4+ Im Ii2" |’ ] dzdy
Qq z

V 2
§/ 2|Im%|%+‘lm/€2‘%] dzdy
z

< [ [t ety o ] sy

"]
< /Qa _(§€> IVul® + <g +a% |u| } dzdy,

seguindo entao imediatamente que

|Im£5(u)|§/ 16, [Val? + M. ul?] dedy. (2.17)
Qq

As desigualdades (2.16)) e (2.17)) juntas implicam que a forma é setorial. Com efeito,
ja temos Re £, > v tomando v = —M,. — 1. Ainda, para mostrar a segunda desigualdade
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em ([2.13)), basta usar (2.15) da seguinte forma,
2 2 2 2
tanf (Re L, —v)u > / [tan§ ((1 — 6.) [Vul” — M. |u]” + M. |u|” + |ul*)] dzdy
Qq

:/ [tan 0 (1 — 0.) [Vul® + [ul*)] dady

a

> / (6. 1V ul® + M, [uf*] dedy > [Tm Lol
Qa

em que tomamos 6 € (O,

NN

) de maneira que

tan § > max ’ M. b
1—9,
O]

Coroléario 2.4.5. Fizados m € Z e a > 0, a familia {Hxm}, o € uma familia holomorfa

autoadjunta do tipo (B).

Demonstracao. Basta observar que a forma sesquilinear £, ,,, associada nada mais ¢ do que

a restricao da forma sesquilinear £, ao subespaco gerado por ™. ]

Agora que sabemos que a familia de operadores {HH}KG(Q1 /2) ¢ uma familia holomorfa
autoadjunta do tipo (B), podemos aplicar os resultados conhecidos da teoria de perturbagao
analitica. Mais precisamente, precisamos do seguinte teorema (Ver Remark 4.22 de [26],
Secao 4, Capitulo 7), o qual desempenha um papel fundamental na anélise do comporta-

mento do primeiro autovalor na proxima secao.

Teorema 2.4.6. Considere Ty uma familia autoadjunta holomorfa do tipo (B) num espago
de Hilbert ‘H, definida para & num intervalo aberto Iy da reta real, de tal forma que T
possui resolvente compacto para todo € € Iy. Entao existem duas sequéncias de aplicagoes
holomorfas i, : Iy = R e uy, : Iy = H em que {in (§)},,cn € 0 conjunto dos autovalores de

Te e {un (&)} ,en € uma base ortonormal de autovetores.

2.5 Variacao do primeiro autovalor

Com todas as ferramentas desenvolvidas até agora, estamos aptos a analisar o compor-

tamento do primeiro autovalor de H,. Note que faremos esta analise supondo a > 0. Isto
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se deve ao fato de que, para a = 0, nao temos controle suficiente sobre o dominio dos ope-
radores H, ,,,, ainda mais sobre o operador H,, o que nos impede (ndo estamos justificados)
de fazer certos calculos envolvendo o quociente de Newton da aplicacao x — AP Esco-
lhendo, entretanto, um V particular, poderemos fazer uma andlise completa deste modelo

mesmo com a = 0 (ver Segao |3.1]), resolvendo o problema de autovalor explicitamente.

Lema 2.5.1. Suponha a > 0 e que existam aplicagoes suaves p: I — R ew: I — L* ()
em um intervalo I C R com u (k) € dom H, para todos k,x" € I (esta relagao entre os
dominios de H, e H., € importante e sera demonstrada mais adiante, por isso foi colocada

aqui como hipdtese) e

Hn () = ) u ) .19
Entao, denotando u, = u (k) e i = p (k) para ndo sobrecarregar a notagdo, vale a seguinte
tqualdade
du w. |1
HUNHQ A (k) = (20A1 - Vu,, uy) + 2K ﬁ 7

para todo k € I.

d
Demonstragao. Vamos calcular diretamente o limite e (K):

K
Mn+hh Hr <U;~;+h>un> _ Hg+h <U,{+h,un>h Mg <'U¢f$+h7ufi>
o <Mn+hun+h7 U,§> - <ul'€+h7 ,unun>
B h
- <Hn+hun+h)un> - <ufi+h7 Hnuli>
n .

Usando que o operador H, é autoadjunto e que u,, € dom H, por hipdtese, segue
Hr+h — Uk <Hn+hun+h; un) - <Hnuﬁ+h7 un>

h <uf$+h7 u’i> = h

_ <<Hn+h - Hli) Uk+h >
- h 7un .

Como a > 0, o potencial magnético é limitado e, portanto, podemos calcular diretamente
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2kh + h?

a diferenca entre os operadores H,., — H, = 2thA; -V + |2 , de onde segue-se que

z
Lrth — M ( ) = 2thAq - Vue iy N 2kh + h2u "
h Kk+hy Uk n h |Z’2 k+hy Uk
2K Uy, h
= <2iA1 “Vgqn + % + W“m—h’ Un> .
z z

Fazendo h — 0, pela diferenciabilidade das fungoes envolvidas, temos o procurado

2
1 unl? = (20A1 - Vi, uy) + 26 ||

?

||

lembrando que Un e (Q4), pois u, € dom L,. O

||
Lema 2.5.2. Considerando as hipdteses do Lema com I C (0,1/2), suponha ainda

que, dado ko € I, eziste € > 0 de modo que escrevendo Iy = (ko — €, ko +¢) C I temos
n(k) =AY Ve,

sendo p dada por (2.18). Entdo A ¢ uma funcao crescente em Kk no intervalo Iy.

Demonstracao. Com efeito, pelo Lema [2.5.1], para k € I, temos que

2

A\
dk

unl? = (26A; - Vi, w) + 26 || 2

||

Usando o Teorema [2.3.3, podemos escolher u, autofuncao real normalisada associada ao
primeiro autovalor )\,(.C ), de forma que a primeira parcela do lado direito da soma acima

deve ser nula, pois o lado esquerdo da igualdade é real. Portanto,

A w ||
=2k||—|| >0, Vké€l,
dr |2
e segue que o autovalor depende de x de forma crescente em I;. [

Teorema 2.5.3. Considerando a > 0, a funcao (0,1/2) 3 k +— A € R ¢ crescente.

Demonstracao. Combinando o Teorema [2.4.4] com o Teorema [2.4.6, existem aplicacoes

suaves [l € U,, ambas definidas em (0,1/2), em que {ju, (k)}, oy representam todos os
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autovalores de H,, e {u, (k)},y ¢ uma base ortonormal de autovetores. Estamos conside-
rando u, (k) associado & pu, (k), de forma que pode ocorrer p, (k) = pn, (K), para certos
m,n € N, quando u, (k) e u,, (k) sd@o autovetores linearmente independentes associados
ao mesmo autovalor. Note que isto ocorre quando as curvas i, € i, se encontram em um
ponto k e, pelos Corolario e Teorema , isto ocorre exatamente quando k € Z+ %
Como as aplicagoes p, e u, estdo restritas ao intervalo aberto (0,1/2), segue disto que
fn (K) # fim (k) para todos m,n € N distintos e todo x € (0,1/2).

Fixe um ko € (0,1/2) e escolha um indice ng com fi, (ko) = Asy. Afirmamos que
g (K) = AW para todo k € (0,1/2). Suponha por absurdo que exista k; € (0,1/2) com
g (K1) > AL (a desigualdade ocorre por que A% é o primeiro autovalor). Podemos obter
entao um n, # ng de modo que valham as seguintes desigualdades

ping (K0) = AW < pimy (K0) € pny (K1) = AL < g (1) -
Como as aplicagbes sao todas suaves, existe um kg entre kg € k1 e, portanto, ko € (0,1/2),
de tal forma que fin, (K2) = pin, (k2), absurdo.

Para terminar a demonstragdo usando o Lema [2.5.2] resta apenas mostrar que para
todos k, k" € (0,1/2) vale uy, (k) € dom H,,. Com efeito, fixe x, k" € (0,1/2) quaisquer e,
para facilitar a notagao, denote por ¢ := uy,, (k). Como 1 é uma autofungao associada ao

primeiro autovalor, s6 pode ser, usando o Teorema da forma

Y (r,0) = Ozr’%wg (r),

sendo a um ndmero complexo fixo e 1Yy uma autofungao do operador H,,. Pelo Co-
rolario [2.2.2 temos 1y € dom H,/o e dai segue que ¢ € dom H,, pelo Teorema e

completamos a demonstracao. ]

Teorema 2.5.4. Para a > 0, a fun¢ao K AS), que a cada k € R associa o primeiro
autovalor do operador H,, € suave por partes, estritamente crescente no intervalo (0,1/2)
e /\,91) < AL < /\,92) para todos Kk € R, k1 €EZ e kg € Z+ 1/2.

Demonstracao. As duas primeiras afirmacoes sao consequéncias direta do teorema anterior
ja demonstrado. Para obter as desigualdades, basta observar que elas valem trivialmente
quando k € [0,1/2] e k1 = 0 e Ky = 1/2, pelo fato de AL ser continua em k € R e estri-
tamente crescente no intervalo (0,1/2), e usar as transformagoes de gauge e antiunitarias

que preservam o espectro. [
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. . . ~ 1
Usando os teoremas acima, temos o seguinte comportamento para a aplicacao xk — )\,(i ):

()

Figura 2.1: Gréfico representativo do primeiro autovalor em func¢ao da circuitacao. Note

a periodicidade dada pelas transformacoes de gauge, a simetria dada pelas transformacoes
antiunitdrias, os maximos em semi-inteiros (circulos cheios), os minimos em inteiros e a

suavidade nos intervalos da forma (m — 1/2,m + 1/2) com m € Z.
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Capitulo 3
Alguns casos explicitos

Como nada se sabia a respeito dos operadores H,, optamos primeiro, no desenvol-
ver deste trabalho, por resolver alguns casos particulares, afrouxando as hipdteses até que
pudéssemos encontrar solucoes explicitas para o problema de autovalor. Estudaremos neste
capitulo dois casos de efeito Aharonov-Bohm sem contato com a fronteira do solendide.
O primeiro deles, o qual representa um solendide com raio nulo no plano, ¢ uma comple-
mentacao dos resultados apresentados no Capitulo [2, visto que naquele devemos pedir, em
alguns teoremas, a hipétese de raio positivo, embora esta seja mais realista. O segundo caso
aqui apresentado corresponde a um solendide de raio nulo numa regiao cilindrica centrada
no eixo z, isto é, o mesmo eixo do solendide. Usando a simetria, este modelo estd associado,
no plano, ao modelo do disco furado, o qual foi o primeiro estudado e nos deu uma boa
intuicao sobre o comportamento do primeiro autovalor do operador H,,. Este também é um
exemplo de como, neste caso especifico, podemos aplicar a teoria de confinamento quantico
para se remover alguma condicao de fronteira, mesmo que estas estejam combinadas com

outras, como ocorre neste caso com a condigao de Dirichlet (ver Secao [3.2)).

3.1 O plano furado

Para que nao se misturem as notacoes usadas nos capitulos anteriores, vamos considerar
os operadores aqui tratados usando S, os quais definiremos logo a seguir, e 0 mesmo A
para o n-ésimo autovalor deste. Ainda, o subconjunto de R? considerado serd o aberto
Qa—o, que iremos denotar simplesmente por 25 como feito anteriormente no Capitulo 1, o
qual representa a regido exterior (no plano) a um solenéide infinito com raio nulo, centrado

Nno €eixo z.
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Definicao 3.1.1. Vamos considerar aqui o seguinte operador energia inicial

. 1
SH = (ZV + AH)2 + W + |Z|2,
z

com dominio dom S,, = C§° (Qp).

Sabemos que S, é essencialmente autoadjunto e possui espectro discreto. Mais preci-
samente, valem todos os teoremas ja vistos, exceto possivelmente aqueles que se tem a > 0
nas hipoteses. Vamos denotar por S, sua extensao autoadjunta e s, a forma sesquilinear
fechada associada, a qual possui dominio doms, = H} (€) N dom V2 de acordo com o
Teorema [1.3.91

Vamos decompor o operador S, de acordo com o Teorema [2.1.4] nas extensoes auto-
adjuntas dos operadores iniciais

. d? 1 9 1 1 9 . ~
Spm = __+ﬁ (m—kK)" — 1 +T—2+r , dom Sy, = C° (0, 00) .

Fixado m € Z, queremos achar uma autofuncao v associada a um autovalor A, o que

nos leva a considerar a seguinte equacao de autovalores generalizada
d*y 1 2 3 2
O que faremos a seguir é manipular esta equagao até que cheguemos a uma outra cuja

solucao possa ser encontrada na literatura.

Teorema 3.1.2. Se ¢ (1) é uma solugio C?* do problema
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2
Demonstragao. Supondo a igualdade v (r) = plr ), lembrando que r > 0, temos

NG
4 (W?)) _ 2V () — e ()

dr T r
1 2
N (7“2) o _‘P(: )7
2 rz
e um calculo direto nos fornece
d* (¢ (r?) 1 1,4 oo 1200 ()73 = 3rip(r?)
@<\/7_ﬂ :257“ 20" (%) + 2v/r2r¢p (r)—§ 3

1

=14y (1) arke () — 2 () + e ()

Substituindo isso tudo em (3.1)), temos as seguintes igualdades equivalentes,

5 s 1 3] (r*) s 1

ik () 4 35730 0% = om0+ 3] £ 2 02 4 r o ) =0
" 3 1 3

4r*e" (r*) + 1 20 (r*) - = [(m — k)’ + ﬂ e (r*) = o (r*) + A (r?) =0

/! ]' 1 A
¢ (r?) — yvs (m — k) p(r?) — 1% (r*) + 2% (r*) =0

1 1 (m—ﬁ)2
1 4 1|1 T

S0// (7”2) W /\/ + 4 |:4 4 ] © (7“2) _ O,

4 72 rd

o que demonstra o resultado usando a hipdtese de que ¢ é solugao de (3.2)), observando a

variavel muda 2. ]

Portanto, para se resolver o problema de autovalor para o operador Sy ,,, podemos
procurar solucoes ¢ para o problema e investigar quando as funcoes v, dadas em
funcao de ¢ pelo Teorema m, estao no dominio do operador autoadjunto Sy, ,,, (lembrando
a observacao apods a Definicao . Ou, no caso de investigarmos o primeiro autovalor,
basta olhar para o dominio da forma sesquilinear associada, a qual temos explicitamente

pelo ao Teorema [1.3.9
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E conhecido na literatura (ver [21], B8] por exemplo) a chamada equacao de Whittaker

a qual possui as seguintes solugoes quando 2u ¢ Z \ {0} com u > 0,

r 1
B (r) = 152673 ® (iu —E4g2ne 1;7“> ,

sendo ® a seguinte funcao hipergeométrica
A i VA Gl LA

n o,y Ayt
PO = S S D 2 T Se ) (042 3

Segue-se disso que as funcoes

2
com f = —W e E = \/4 sdo solugoes do problema ({3.1), quando 2u ¢ Z \ {0}.
Teorema 3.1.3. Considerando \/1+ (m — k)* = 2u & Z, o problema de autovalor (3.1)
para o operador S, ., possui a sequinte solugdao exata

2
_ eeu () ), A=4FE =2\/1+(m—r)*+2+4n, n=0,1,2,3,...,

¢+ (T) - \/77

Demonstracao. Sabemos da existéncia da seguinte aproximacao assintética, para r — 0,

Ypau(r) =0 (Tiw%) )

de forma que
bi(r) =0 (Ti l+(m—n)2+%) ’
e vemos imediatamente que ¢_ nao pode ser de quadrado integravel na origem, logo a
desconsideramos como autofunc¢ao, pois nao pode estar no dominio do operador.
Agora vamos analisar o comportamento de v, (r) para r grande:
BT (24 + 1 . (B (24 1) 5 s
Y e S Curl)res) (1o,
I'(p—E+3) U'(p+E+3)

PE,u (T)
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donde obtemos a seguinte aproximagcao para a solugao

e ET (,/1+(m—n)2+1) .

vy (r) = ) Py
' F(%\/l—l—(m—li)Q—E-f-%)( ) !
e VIF=ER) D (1 4 (m— ) 1 2
" ( ) (%) et | 1+ 0(7).

F(% 1+(m—/§)2—E+%)

Note que o primeiro termo sé serda quadrado integravel quando a fungao Gama do deno-
minador for divergente, e por isso temos os seguintes valores para F (e portanto para o

parametro \) permitidos

1 1
3 1+(m—/<a)2—E+§=—n,

de forma que temos os seguinte autovalores

AE=X=2/14+(m—k)’+2+4n, n=0,1,2,3,...

Concluimos entao que toda solucao do problema de autovalor para o operador S, ., deve

ser desta forma, o que demonstra o teorema. O

A partir do momento em que conhecemos a solugao explicita para o problema de auto-
valor de S, ,, podemos obter a solucao de Sy para o primeiro autovalor, e assim comprovar

a ocorréncia do efeito AB nesta situacao, usando o Teorema conjuntamente com os

Teoremas e As solugoes seriam (denotando \ := /\,(41)), para k € (0,1/2),

V1 2 2
AD o THr2 42, p= Yo g g) = P (")

2 T

J& para k = 1/2, temos

5 2 ?)
AV =3 +2, “:\/T—’ \1/1<r,9)=%/4’—“<r) e \Ifz(r,e):%/‘*’—mew.

r r

Este resultado complementa aqueles vistos no segundo capitulo, pois engloba o caso a = 0

para um potencial V' particular.
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Cabe notar também que podemos obter a seguinte autofuncao ¥ associada ao primeiro

autovalor, para o caso k = 1/2:

2
U (r,0) = Uy (1,0) — Wy (r, 0) = W‘*’T“(” (1—e?),
a qual zera exatamente no conjunto {(r,0) € R*:r > 0,0 = 0}. Portanto, podemos ver
claramente que existe uma autofuncao ¥ associada ao primeiro autovalor )\51/)2 do operador
Sk=1/2 cujo conjunto nodal N (¥) separa o conjunto €.
Com todas estas informacgoes, podemos ver explicitamente o comportamento do pri-
meiro autovalor AE}) do operador S, em funcao da circuitacao k, comportamento este que

possui o mesmo padrao daquele dado pela figura [2.1]

3.2 O disco furado

Neste modelo, vamos estudar um exemplo interessante do método de confinamento na
presenga de potenciais magnéticos [35]. Note porém que o modelo desenvolvido aqui nao
é uma aplicacao direta daquele, mas uma adaptacao, visto que temos a presenca de uma
condigao de contorno de Dirichlet numa parte da fronteira que nao queremos retirar, pois
precisamos desta para resolver explicitamente o problema usando os zeros das funcoes de

Bessel conhecidos na literatura [T, [1§].

Definigao 3.2.1. Tome b > 0 uma constante fixada e considere a = 0. Defina a regiao
limitada Q% := {z € R?: 0 < |2| < b} (note o indice superior, para nao confundirmos com

o conjunto 2, ja apresentado) e o seguinte operador de Schrodinger inicial

. 1
Tn = (ZV + A,{)z + W’
z

definido no conjunto dom 7}, := {w e Cg° (Qb) LY sr = O}.

Note que para ¢ € C (Qb), denotando por 90 a fronteira exterior |z| = b, aigualdade
Ylagp = 0 equivale a dizer que 1) zera em 3Qb, lembrando que o conjunto Q¥ possui a

fronteira |z| = b incluida.
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Definicao 3.2.2. Vamos definir o operador simétrico e positivo T',i,m em L2 (0, b) colocando

Tam=—75+— {(m ) 1} " ri? (3.3)

dom T}, ,, := {¥» € CF (0,b] : ¢ (b) = 0},

Cabe notar que o operador acima é essencialmente autoadjunto por argumento de
ponto limite, o qual pode ser usado na fronteira da esquerda (o ponto 0) pela divergéncia
do potencial e na fronteira da direita (o ponto b) devido a condi¢do de Dirichlet. Vamos
denotar por T ,, (sem o ponto) a tnica extensao autoadjunta de T,ﬁym

O fato desses operadores T',Q,m serem essencialmente autoadjuntos implica que o opera-
dor original T, é essencialmente autoadjunto. Para mostrar isso, considere no que se segue

a decomposicao em série de Fourier

Y el (), ¢(rd) = Pz Z U (1) €™ (3.4)

meZ

Teorema 3.2.3. O operador T, ¢é essencialmente autoadjunto e, denotando por T := i

sua unica extensao autoadjunta, v € domT,, se, e somente se, V,, € domT}, ,,, sendo que

O(r0) =172 (r) .

meZ

Neste caso, vale ainda a sequinte igualdade

Teth (r,0) =772 > (Tt (1)) €.

meZ

Demonstracao. Note primeiramente que, usando a demonstracao do Teorema [2.1.4] pode-
) s

mos concluir de forma anédloga o seguinte

Tou(r,0) = rz Z (Tmmum (T)) ™ Yu e domT,. (3.5)

mEZ

Como os operadores T} ,, sao todos essencialmente autoadjuntos, os indices de de-

ficiéncia sao nulos, de forma que os espagos rng (T wom £ 01 ) sao todos densos em L2 (0,0).

Vamos mostrar que rng (T,.g + il ) também ¢ denso em L2 (Qb ), o que demonstra o teorema.
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Tome ¢ € L? (Qb) qualquer, com a condicao de que
<"¢1, (T,i + i[) u> =0, Vue dom T’,.
Usando a série de Fourier (3.4) e a igualdade (3.5)), temos imediatamente que

<¢m, <T,i7m + z‘[) um> =0, VYu,, € domem, VYm € Z.

Pela densidade dos espacos rng (T,cm +1/ >, segue que ¥ = 0 e terminamos esta parte.
Usando a definicao de fecho de operadores, temos que 1) € dom T}, se, e somente se, existe
u, € dom T,i com u, — Y e Tnun — T, em L2 (Qb) Mas tem-se u,,, € dom T,{,m com
Unm — Um € T,imunm = Thm¥m em L2 (0,0) para n — oo para cada m € Z fixado, de

modo que v, € dom 7}, ,, como queriamos demonstrar. O
Segue-se imediatamente deste teorema o seguinte resultado.

Corolario 3.2.4. Toda autofuncao ¢ de T, associada a um autovalor A\ qualquer €, em

coordenadas polares, da forma

¥ (r,0) =r 2 Z Y (1) €™

mMEZ

sendo ¥, uma autofuncao do operador T, , associada ao mesmo autovalor \.

E conhecida na literatura (ver [I, 18]) a solucdo da seguinte equacao diferencial de

-1
w"+(/\2— 24)w:0,
2

sendo que w (z) é a solugao procurada e A > 0 e v > 0 sao constantes dadas. A saber,

segunda ordem

wy (1) = T%C,, (Ar),

¢ a solugao, sendo C uma combinacao linear qualquer entre fungoes de Bessel J, e Y, se v

for inteiro e entre J, e J_, caso contrario. Com estas observacoes e sabendo que

1

2

92 [(m—ﬁ) —1—1}——

_ 2 _ 2 4
Tﬁ,m+)\ - 07'2 + )\ T2 bl
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segue imediatamente o seguinte resultado.

Teorema 3.2.5. Considere o parametro v := \/(m — ,‘1)2 + 1 e as fungoes dadas por
1 1
Uy (r) =y (r) =712J, (A1), @, (1) =@ua(r) :=1r2Y, (A\r),
caso v € Z, e para o caso v & 7,

by (1) = un (1) =20, (), @, (1) = @ (1) == 720, (\r).

Nestas condigoes, 1, e p, formam uma base generalizada (no sentido de que podem nao

estar no dominio do operador) das autofungdes generalizadas associadas a A.

A solucao geral do problema de autovalor serd uma combinacao linear r2C, (A\r) en-
tre estas solucoes, com a condi¢ao de que r:C, (A\r) esteja no dominio do operador au-
toadjunto 7}, ,,. Assim, podemos concluir que o menor autovalor )\,(3271 de T, ,, ¢ o me-
nor A positivo tal que 0 # rzC, (M) € dom Ty ,,. Note ainda que se A > 0 satisfaz
T%CV (Ar) € dom T, ,,, devido a condicao de Dirichlet na fronteira exterior, temos o se-

guinte

Vb C, (Ab) = 0,

Zo . ~ . . 1
de forma que A = 3 sendo xg um zero da combinacao linear C,. Assim, para achar )\,277)71,
o menor autovalor de 7}, ,,,, devemos procurar o menor zero possivel para uma combinacao

linear entre fungoes de Bessel no dominio do operador.

Definicao 3.2.6. Denotaremos por t, ,, a forma sesquilinear fechada associada ao operador

autoadjunto 7} ,,, cujo dominio é dado por

1
dom t,.,,, := Hp (0,b) N dom —.
r

Teorema 3.2.7. Valem v, € domt, ,, e p, ¢ domt,,,, para todos k,\ € R e m € Z.

Demonstracao. De acordo com a literatura ja citada, temos os seguinte comportamentos

assintoticos, para r suficientemente pequeno,
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para v inteiro e

1
para v nao inteiro. Lembrando que v > 1, segue imediatamente que ¢, ¢ dom —.
r

Agora, olhando o comportamento assintético de J,, temos o seguinte

J, (r) ~ (57“)1/ INOESVI

e resulta imediatamente que v, € dom t, ,,, pois
b 2
[y, o
o Ir|

Que estas fungoes estao no espago de Sobolev é um fato conhecido (ver referénciais ja
citadas). O

Teorema 3.2.8. O problema de autovalor generalizado para T, ,,, dado pela equagdo

Timth = M,

possui a sequinte solugdo unica no conjunto domt, ,,

A= “%0 U =ay, VYaecC, (3.6)

sendo A > 0 o autovalor, ¥ € domt,,, a autofuncao generalizada associada e xo um zero
da funcgao de Bessel J,.

Demonstracao. Com efeito, sabemos que se A é um autovalor, entao a autofuncao gene-
ralizada associada deve ser da forma W (r) = r2C, (Ar) e, como comentado acima, devido
a condigao de fronteira de Dirichlet, devemos ter A = z7/b. Resta mostrar apenas que a
combinacao linear nao possui elementos da forma ¢,. Com efeito, do contrario, teriamos
V¥ e 1, no espaco vetorial domt, ,,,, o que implicaria que ¢, € domt,, ,,,, um absurdo pelo

Teorema 13.2.71 W

Segue-se imediatamente do teorema acima que todos os autovalores do operador 7} ,,

sao simples. Ainda, podemos obter o seguinte resultado acerca do primeiro autovalor.

70



Teorema 3.2.9. Considerando v = y/(m — /-4:)2 + 1 qualquer e xg = bA o menor zero da
funcao de Bessel J,, a fungao 1, estd no dominio do operador Ty, ,, e é uma autofuncao

: L 1
associada ao primeiro autovalor /\,(.“)n

. .. 1 ., : , .

Demonstracao. Nestas condigoes, temos que A = AE“)n como ja comentado, isto é, X é o

primeiro autovalor do operador 7} ,,. Pelo Teorema [3.2.8 1, estd no dominio de forma

de T,.,, e como 1, minimiza esta forma, segue pelo principio do min-max que v, esta no
) Y

dominio do operador 7}, ,,, como querfamos demonstrar. O

Agora que temos a solucao explicita para o problema de autovalores dos operadores
Ty.m, podemos usar o Corolario para obter a solucao para o respectivo problema
para T,,. Como no caso €2,, devemos separar os casos em que x é semi-inteiro dos outros

Casos, COImo veremos nos teoremas a seguir.

Teorema 3.2.10. Suponha k € (0,1/2) qualquer. O primeiro autovalor AD do operador T,

¢ simples e a autofuncao associada € real, positiva e radial. Mais precisamente,
v (T7 9) =Jy ()\,({1),,,) )

com v =+vVk?+ 1.

. . , Lo
Demonstragao. Sabemos que o primeiro autovalor do operador 7}, ,, ¢ da forma n sendo x

um zero da fun¢do de Bessel com parametro v = 4/ (k — m)2 + 1 e ainda, da teoria geral

das fungoes de Bessel, os zeros de J, crescem com o parametro v, de modo que o menor

ocorre neste caso para m = 0, pois £ € (0,1/2). Assim, tomando v = v/k? + 1, temos que

ALY = )\,972) e o resultado segue usando o Coroldrio [3.2.4] e o Teorema |3.2.9(com m = 0. [

Teorema 3.2.11. Suponha k = % Entao o primeiro autovalor AS) do operador T,, € duplo,

e podemos tomar uma autofunc¢ao complexa que se anula no semieixo positivo da reta.

Demonstracao. Como no caso discutido na secao anterior, devemos procurar o menor zero

da funcéo de Bessel .J, para um parametro da forma v = y/(k —m)> 4+ 1. Como k = 1/2 e

08 Z€eros crescem com k, 0 menor zero possivel ocorre justamente quando m = 0 ou m = 1.
. 1 1 1 .
Assim, temos )\,(f) = )\,27()) = AH visto que ocorre Ty, o = T, e, portanto, temos as duas

autofuncgoes linearmente independentes

Uy (7’, 9) =Jy ()‘;(«})T) , Wy (T7 8) =Jy ()\'({1)7,) eiﬁj
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x
com v = v/k?+ 1, sendo )\,g) = ?0 e xo o menor zero da funcao de Bessel J,. Note que estas

duas funcoes sao linearmente independentes e a diferenca entre elas se anula no semieixo

real positivo. O

Teorema 3.2.12. A aplicacao k — )\S), que a cada kK € R associa o primeiro autovalor

)\,(3) € R do operador T, é continua e possui as sequinte propriedades:

1. )\,9) = Sln, para todo n € 7;
2. AP =\

3. A cresce em cada intervalo da forma (n,m + 1/2) e decresce nos da forma (n — 1/2,n),

para todo n € 7.

Demonstragcao. A continuidade se segue da continuidade dos zeros das fungoes de Bessel
J, com relacao ao parametro v. Os itens 1 e 2 se seguem das Secoes e e o item 3

se segue imediatamente do crescimento dos zeros de J, com relagao a v. O]

Podemos computar facilmente a funcao x +— AL usando (3.6]) e os zeros conhecidos das

funcoes de Bessel, o que nos permite montar o seguinte grafico

6.0

5.5} N

3.5t ‘ ‘ ‘ ‘ 7
-15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15

Figura 3.1: Autovalor )\,(.ilq)n em funcao de k para diferentes valores de m, com b = 1. Linha
continua representa m = —1, pontilhada m = 0 e tracejada m = 1. O grafico de A em
funcao de k serd portanto a curva de mais baixa energia, o que esta representada como a
curva abaixo da linha horizontal.
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Analisando este gréafico, podemos ver que temos suavidade nos intervalos (—1/2,1/2),
(1/2,3/2), (3/2,5/2) e assim sucessivamente o que corresponde ao fato de que ALY possui
perfodo 1 e A = /\S()) em (—1/2,1/2), a qual é suave. Note ainda que para os xk semi-
inteiros, k € {...,—1/2,1/2,3/2,5/2,...}, temos a aparente quebra de suavidade, a qual
corresponde a mudanca na dimensao do auto-espaco fundamental, de dimensao 1 nos in-
tervalos anteriores para dimensao 2 nos semi-inteiros, o que esta associado ao encontro das
curvas )\,(3271 e )\Sq)n 41 para algum m quando x ¢ semi-inteiro. Note que o comportamento
de )\,(@1) ¢ o mesmo daquele previsto na Figura .
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Capitulo 4
Conclusoes e perspectivas futuras.

Considerando o cenario tradicional do efeito AB, como descrito na Introducao, as se-

guinte questoes seriam interessantes:
e Quais as condicoes de fronteira adotar na definicao do operador ?
e Por qual quantidade fisica o efeito AB pode se manifestar?
e Como esta quantidade fisica depende do potencial magnético Aag?

Como discutido na Introducao, estas trés questoes podem ser respondidas considerando
a condicao de Dirichlet na fronteira, junto com o estudo do espalhamento do operador asso-
ciado, de forma que o efeito AB aparece como uma dependéncia do operador espalhamento
com o fluxo magnético.

Propomos nesta tese uma nova situacao, em que a primeira questao nao desempenha
qualquer papel, visto que o operador proposto possui uma tunica extensao autoadjunta
dada pelo Teorema Ainda, respondemos as outras duas questoes fazendo um estudo
da energia minima do sistema, o que nos permite obter uma variagao do primeiro autovalor
com relacao a circuitagao do potencial magnético, o que é dado pelo Teorema (ver
Figura [2.1)).

Outras questoes podem, possivelmente, ser estudadas através deste ponto de vista.
Pretendemos estudar um caso importante de efeito AB usando esta mesma técnica, que é
o caso do toro no espaco R3. Através de mudancas e aproximacoes apropriadas, podemos
passar este problema ao plano com dois furos. Usando o potencial V' satisfazendo uma de-
sigualdade do tipo , teremos também unicidade das extensoes autoadjuntas. O estudo

dos autovalores pode, possivelmente, ser feito de maneira analoga, bastando denonstrar
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a existéncia de uma autofuncao real correspondente ao primeiro autovalor. Note que a
dificuldade estd no fato de nao podermos fazer a mesma decomposi¢ao polar que fizemos
na Secao |2.1]

Outra questao interessante é aplicar a analise dos autovalores para uma extensao em

particular, sem o potencial V', a qual também deve possui uma autofuncao real.
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