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Resumo

Nesta tese é proposta uma classe ampla e geral de modelos bivariados para respos-
tas mistas em que as distribuicoes conjuntas sao construidas pelo método da fatoracao
(fungao densidade de probabilidade, (fdp), como o produto de uma fdp marginal e uma
fdp condicional). E assumido que a distribuicio da variavel resposta discreta e a distri-
buicao condicional da varidvel resposta continua dada a variavel discreta pertencem a
familia exponencial de distribui¢coes uniparamétrica ou biparamétrica. Além disso, as
médias marginais sao relacionadas a covaridveis através de fungoes de ligacao usando
preditores linear e/ou néao linear e/ou nao paramétrico e uma estrutura de dependéncia
entre as respostas ¢ inserida no modelo via a média condicional. Métodos de estima-
¢ao, analises de diagnostico e técnicas de influéncia sao apresentadas assim como um
estudo de simulagao considerando os modelos Bernoulli-exponencial e Poisson-normal
semiparamétrico, dois casos particulares da classe proposta. Finalmente, um dos mo-
delos propostos é usado em um conjunto de dados reais envolvendo gastos totais com
cuidados para cada paciente durante a hospitalizacao, o uso ou nao da unidade de

tratamento intensivo e a idade do paciente.

Palavras-chave: Modelos de regressao bivariados. Respostas discreta e continua.

Método da fatoragao. Dependéncia entre respostas.



Abstract

In this thesis, a wide general class of models for mixed responses is proposed in
which joint distributions are constructed by the conditional approach (probability den-
sity functions, (pdf), as the product of a marginal pdf and a conditional pdf). It is
assumed that the distribution of the discrete response and the conditional distribution
of the continuous response given the discrete variable belong to one- or two-parameter
exponential family of distributions. Furthermore, the marginal means are related to the
covariates by link functions using linear and/or nonlinear and/or non-parametric pre-
dictors and a dependency structure between the responses is introduced into the model
via the conditional mean. Estimation methods, diagnostic analysis and influence tech-
niques are presented as well as a simulation study considering the Bernoulli-exponential
and Poisson-normal semiparametric models, two particular cases of the proposed class.
Finally, one of the proposed models is used in a real data set involving the total cost of
care for each patient during hospitalization, the use or not of the intensive treatment

units and the age of the patient.

Keywords: Bivariate regression models. Discrete and continuous responses. Con-

ditional approach. Dependency between the responses.
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Capitulo 1

Introducao

Em muitas 4reas da ciéncia, tais como economia, medicina e psicologia, sao comuns
situagoes em que duas variaveis respostas associadas com o mesmo individuo sao ob-
servadas simultaneamente. Por exemplo, em um hospital pode-se observar os gastos
médios dos pacientes no periodo de internacao e se ele utilizou ou nao o centro cirtir-
gico neste periodo. Na universidade, pode-se observar as notas dos alunos em uma
determinada disciplina e a quantidade de faltas do aluno. Nestes casos, uma possivel
analise poderia ser realizada considerando cada uma das variaveis resposta de forma
independente, isto é, adotando um modelo marginal para cada uma das respostas con-
sideradas. Entretanto, se a relacao intrinseca entre as duas respostas nao é considerada
na analise, resultados irreais podem ser gerados. Neste contexto, modelos bivariados
sao vistos como uma boa alternativa, em que uma estrutura de dependéncia entre as

respostas é adotada.

A insercao de uma estrutura de dependéncia na modelagem muitas vezes a torna
melhor se comparada as anélises marginais, levando a resultados mais confidveis. A
estrutura de dependéncia entre as varidveis resposta tem sido objeto de estudo de

alguns trabalhos envolvendo modelos bivariados (Olkin & Tate, 1961).



Nos modelos bivariados em geral, as variaveis resposta podem ser ambas discretas,
ambas continuas ou uma discreta e a outra continua. Modelos bivariados com ambas
as respostas continuas tém sido amplamente explorados na literatura (Scollnik, 2002;
Song et al., 2004), com destaque para respostas seguindo distribui¢do normal (ou apro-
ximadamente normal), em que uma classe geral adequada de modelos lineares esta
disponivel para a analise dos dados (Fitzmaurice & Laird, 1995; Lin et al., 2010). Mo-
delos bivariados para dados binarios (Cox, 1972; McDonald, 1993; Shults et al., 2009)
e dados de contagem (Jung & Winkelmann, 1993; van Ophem, 1999; Berkhout & Plug,
2004; Khafri et al., 2008) também tém ganhado destaque. O mesmo nao ocorre quando

ambas varidveis resposta sao categoricas, por exemplo.

Para problemas envolvendo varidveis resposta discreta e continua, a anélise conjunta
dos dados pode ser complexa devido a quantidade relativamente baixa de modelos
bivariados com respostas mistas disponiveis, além da auséncia de um modelo padrao e
mais geral, englobando os casos ja existentes. Esta dificuldade é causada principalmente

pela falta de uma distribuigao bivariada mista natural (Gueorguieva & Agresti, 2001).

As distribuicdes bivariadas do vetor de variaveis resposta podem ser construidas
por meio de alguns métodos, tais como método da fatoragao, método da transforma-
¢ao marginal, método de construcao via copulas, método de mistura e combinagao
(Balakrishnan & Lai, 2009). Uma técnica que tem sido utilizada em alguns trabalhos
(Gueorguieva, 2001; Gueorguieva & Agresti, 2001; de Leon & Chough, 2013) é a da
combinag¢ao, em que cada resposta ¢ adotada como sendo um modelo linear genera-
lizado misto e entdao, impondo uma distribuicao multivariada normal para os efeitos
aleatorios, combinam as respostas em um modelo tinico conjunto. Neste caso, a estru-
tura de dependéncia entre as respostas ¢ inserida na distribuicao conjunta dos efeitos
aleatorios. Lin et al. (2010) também consideram efeitos aleatorios na construgido do
modelo bivariado para resposta binéaria e continua, porém, consideram uma distribui-

¢ao nao normal para o efeito aleatorio associado & variavel bindria. Modelos bivariados



para respostas mistas utilizando copulas também tém sido explorados na literatura,
embora a quantidade de trabalhos disponiveis seja pequena. Para mais detalhes, vide

de Leon & Wu (2011) e Beilei (2013).

Uma maneira mais direta para construir modelos bivariados mistos, bastante apli-
cada na literatura, ¢ a técnica da fatoracao em que a distribuicao conjunta das respostas
discreta e continua é escrita como produto entre uma distribuicao marginal, de uma
das respostas e uma distribuicao condicional, da outra resposta dada a primeira. Desta
forma, dois distintos modelos podem ser considerados: o modelo que considera a dis-
tribuicao marginal da resposta discreta e condiciona a variavel continua a discreta e o
modelo que considera a densidade marginal da variavel continua e condiciona a variavel
resposta discreta a continua. No primeiro caso, a varidvel resposta discreta é tratada
como resposta priméaria enquanto que a varidvel resposta continua é considerada a va-
ridvel intermediaria. Pensamento analogo é realizado ao segundo modelo. A seguir,
apresentamos uma revisao bibliografica dos principais trabalhos que utilizam a técnica

da fatoracao, com destaque para os modelos com respostas mistas.

1.1 Revisao bibliografica

Entre os modelos bivariados considerando duas variaveis resposta discretas, destaca-
se na literatura o modelo de Poisson bivariado, muito utilizado em problemas envol-
vendo dados de contagem. Este modelo é adotado por Jung & Winkelmann (1993)
tendo como motivac¢ao dados de mobilidade de emprego. van Ophem (1999), motivado
por uma, analise envolvendo o comportamento turistico e recreativo de pessoas em via-
gens, considera uma modelagem com ambas as variaveis resposta seguindo distribuig¢ao
de Poisson, sendo as variaveis respostas correlacionadas. Khafri et al. (2008), assim
como Jung & Winkelmann (1993), também adotam o modelo de Poisson bivariado

sendo que as observacoes nao sao correlacionadas entre os individuos e sim, entre as



respostas. Uma analise bayesiana para o modelo proposto é abordada tendo como

motivacao dados de tratamentos clinicos de casais inférteis.

Trabalhos considerando ambas as variaveis resposta continuas também sao encon-
trados na literatura. Scollnik (2002) analisa dois modelos de regressao motivados por
dados bivariados de sinistros em que a analise é realizada em relacao a seguros con-
tra acidentes. Sao observadas as variaveis resposta valor de perda e valor de despesas
alocadas com ajuste de sinistro. Em ambos os modelos, as varidveis resposta sao consi-
deradas diretamente relacionadas uma a outra. Song et al. (2004) tém como principal
objetivo estimar a correlagdo entre as varidveis resposta contagem de células C' D4+
e carga viral de HIV, de uma pesquisa sobre HIV. Ambas as varidveis s@o assumidas
normalmente distribuidas sendo que carga viral de HIV é condicionada a contagem de
células de C'Dy+. Os dados sao obtidos de mulheres gravidas e a correlagao, estimada
por meio de equacoes de estimacao generalizadas, faz-se necessaria uma vez que o teste
para carga viral de HIV fornece informacao que é utilizada em conjunto com contagem

de células CD4+.

Nos casos de variadveis resposta mistas, em que uma é discreta e a outra continua,
alguns trabalhos sdo propostos seguindo a técnica da fatoragdo. Um dos modelos
mais simples contendo variaveis resposta mistas é aquele em que uma das respostas é
discreta e segue distribuicao de Bernoulli enquanto que a outra é continua. Um dos
primeiros trabalhos nesta linha é apresentado por Tate (1954) que, motivado por um
problema no campo da psicologia, considera um modelo para dados bivariados em que a
distribuicao de uma das variaveis resposta é discreta seguindo distribui¢ao de Bernoulli
enquanto que a outra variavel é continua e, condicionada ao valor da variavel discreta,
segue distribuicao normal. O objetivo principal do trabalho é encontrar uma medida
de associacdo entre as respostas discreta e continua. Olkin & Tate (1961), também
motivados por estudos em psicologia, consideram o modelo adotado em Tate (1954)

e o estendem para uma versao multivariada em que um vetor de varidveis resposta é



discreto e segue distribuigao multinomial enquanto que outro vetor de variaveis resposta
é continuo e sua distribuicao, condicionada ao vetor de variaveis resposta discreto,
¢ considerada normal multivariada. Como em Tate (1954), o interesse é encontrar
uma medida de associagao entre os vetores de respostas discretos e continuos. Para
ilustrar o modelo proposto, é utilizado um conjunto de dados contendo caracteristicas
de membros de partidos politicos britanicos. Lauritzen & Wermuth (1989) desenvolvem
uma classe de modelos estatisticos denominada modelos graficos para variaveis resposta
mistas discreta e continua, baseada na distribuicao normal condicional. Esta classe de
modelos tem como principal finalidade descrever e investigar a associagdo entre as
variaveis resposta. Uma extensao do modelo apresentado por Olkin & Tate (1961)

pode ser vista em de Leon & Carriére (2007).

Diferente dos modelos de Tate (1954) e Olkin & Tate (1961) em que o condiciona-
mento é realizado na resposta continua, Cox (1972) considera um modelo para dados
bivariados misto em que a distribuicao da variavel resposta continua é normal e a dis-
tribuicao da variavel discreta, condicionada a variavel continua, ¢ Bernoulli, em que a
fungao de ligagao logistica é adotada. Analogamente, Catalano & Ryan (1992) con-
sideram um modelo bivariado cuja variavel resposta discreta também é condicionada
a varidvel resposta continua e assumida seguindo distribuicdo Bernoulli. Além disso,
uma variavel latente continua nao observada associada a varidvel resposta discreta é
inserida no modelo a fim de obter a distribuicao conjunta do modelo bivariado misto.
As varidveis resposta continua e latente nao observada seguem distribuicao conjunta-
mente normal bivariada, sendo o modelo parametrizado de tal forma que a distribuicao
conjunta das respostas seja expressa como um produto entre a distribuicao marginal
da resposta continua e a distribuicao condicional da resposta discreta, dada a resposta

continua.

No modelo de Catalano & Ryan (1992), os parametros de ambas as distribuigoes

marginal e condicional sao relacionadas a covaridveis por meio das funcoes de ligacao



linear e probito, respectivamente, sendo utilizados como motivacao dados de um estudo
de toxicidade em ratos. Entretanto, dois problemas sao encontrados nos modelos de
Cox (1972) e Catalano & Ryan (1992): os parametros de regressao nos modelos logistico
(Cox, 1972) e probito (Catalano & Ryan, 1992) ndo tém uma interpretagdo marginal e
além disso, suas estimativas de méxima verossimilhanca nao sao consistentes quando
a associacao entre as varidveis resposta discreta e continua no modelo bivariado é
mal especificada, o que nao é o ideal em algumas aplicagoes. Cox & Wermuth (1992)
comparam alguns diferentes modelos para dados bivariados discreto e continuo, em que
a distribuicao conjunta é expressa como um produto entre uma distribuigao marginal
e uma condicional. Além disso, os autores notam que a interpretacao marginal dos
parametros de regressao é possivel somente se a média condicional da variavel resposta

é relacionada a covaridveis por meio de uma funcao de ligacao linear.

Procurando solucionar os problemas encontrados nos modelos de Cox (1972) e Cata-
lano & Ryan (1992), Fitzmaurice & Laird (1995) apresentam um modelo para respostas
bivariadas continua e discreta em que os parametros de regressao de ambas as varidveis
tém interpretacao marginal e os respectivos estimadores de méaxima verossimilhanca
sao consistentes, mesmo se a associacao entre as variaveis resposta discreta e continua
for mal especificada no modelo. Isto é possivel simplesmente invertendo a variavel
que esta condicionada, isto é, assumindo que a variavel discreta tem distribuicao de
Bernoulli e que a variavel continua, condicionada a variavel discreta, tem distribuicao
normal. O modelo proposto em Fitzmaurice & Laird (1995) pode ser visto como uma
extensao do modelo apresentado em Olkin & Tate (1961). Uma extensao do modelo ini-
cial para permitir agrupamento entre as observagoes também é apresentada utilizando

como ferramenta o método de equacoes de estimacao generalizadas.

Assim como Fitzmaurice & Laird (1995), Yang et al. (2007) e George et al. (2007)
apresentam um modelo bivariado para respostas mistas construido pela técnica da

fatoragao sendo que o condicionamento é feito na variavel resposta continua. Em ambos



os casos é assumido que a variavel resposta continua, dada a discreta, segue distribuicao
normal. No modelo de Yang et al. (2007), a variavel discreta é assumida seguindo
distribuicao de Poisson sendo que o modelo inicial é também estendido para dados
longitudinais. Neste contexto, possiveis mudancgas na variancia e na correlacao dentro
de uma unidade sobre o tempo é considerada e solucoes sao apresentadas. No modelo
de George et al. (2007), as suposi¢oes de que os dados sdo permutaveis e que a variavel
discreta é binaria, sdo adotadas. Como em Fitzmaurice & Laird (1995), os autores
apresentam o modelo inicialmente para dados sem agrupamento e posteriormente o

estendem para permitir o agrupamento.

Fitzmaurice & Laird (1997) e Yang & Kang (2010) consideram os modelos bivaria-
dos apresentados em Fitzmaurice & Laird (1995) e Yang et al. (2007), respectivamente,
tratando também o problema no contexto em que ha valores faltantes. Novamente, a
técnica da fatoragao é utilizada. Recentemente, Samani & Ganjali (2014) propdem um
modelo de regressao bivariado com respostas correlacionadas ordinédria e binomial ne-
gativa utilizando a técnica da fatoracao na construcao da distribuicao conjunta. Efeitos
aleatorios associados as respostas sao inseridos na construcao do modelo, no contexto
da classe de modelos apresentada (Gueorguieva, 2001), para acomodar a correlagio
entre as respostas longitudinais de um mesmo individuo. O modelo também considera

o problema de dados faltantes.

Embora alguns trabalhos no contexto de modelos bivariados com respostas mistas,
construidos a partir da técnica da fatoracao tenham sido encontrados na literatura,
observa-se a escassez de modelos mais flexiveis e gerais, principalmente modelos cuja
densidade condicional da variavel continua dada a discreta seja nao normal. Neste
contexto, considerando os modelos apresentados por Fitzmaurice & Laird (1995) e
Yang et al. (2007), é proposta nesta tese uma classe ampla e geral de modelos de
regressao bivariados com respostas mistas, cuja distribuicao conjunta é construida a

partir do produto de uma distribuicao marginal e de uma distribui¢ao condicional.



Nesta nova classe é assumido que uma das variaveis resposta ¢ discreta e pertencente

familia exponencial uniparameétrica ou biparamétrica enquanto que a outra resposta

job 2

D

considerada continua e sua distribuicao, condicionada a varidvel aleatéria discreta,

pertencente & familia exponencial uniparamétrica ou biparamétrica.

Covariaveis estao disponiveis e sao relacionadas as médias das varidveis resposta dis-
creta e continua por meio de funcoes de ligacao de acordo com a natureza dos dados.
Entretanto, diferentemente do que ocorre nos modelos lineares generalizados, o compo-
nente sisteméatico relacionado a variavel resposta discreta e o componente sistematico
relacionado a varidvel resposta continua sao formados por termos paramétricos, com-
postos de funcoes lineares e nao lineares e por termos nao paramétricos no contexto dos
modelos aditivos generalizados semiparamétrico (GAM) (Hastie & Tibshirani, 1990).
Neste sentido, a classe proposta é mais flexivel, uma vez que engloba uma variedade
de modelos. A dependéncia existente entre as varidveis resposta discreta e continua,
relevante a modelagem, ¢ inserida na classe de modelos por meio da distribuicao condi-
cional. Definindo uma estrutura de dependéncia, considera-se que uma transformacao
da média da variavel resposta continua, condicionada a resposta discreta, ¢ uma funcao
linear ou nao linear conhecida da variavel resposta discreta, da estrutura de dependén-
cia e das covariaveis através das médias marginais, fazendo com que a dependéncia

entre as respostas seja expressada.

Inicialmente, é considerado o caso em que os preditores sao formados apenas por
termos lineares e nao lineares paramétricos. Para esta classe de modelos, o método
de maxima verossimilhanca é utilizado para calcular os estimadores de maxima veros-
similhanca correspondentes aos parametros do modelo. O vetor escore e a matriz de
informacao observada utilizadas no processo de estimagao sao apresentados assim como
intervalos de confianca assintotico e estatisticas de teste para testar alguma hipotese

de interesse.



Na sequéncia, é apresentada uma técnica de estimacao nao paramétrica denominada
P-spline, muito utilizada na estimacao nao paramétrica univariada. Essa técnica é en-
tao adaptada aos modelos bivariados da classe, cujos preditores contém apenas funcoes
suaves dos dados, em um contexto nao paramétrico. Todo o processo de estimacao é
descrito em detalhes. Como consequéncia da técnica aplicada, pode-se ajustar modelos

bivariados envolvendo preditores com termos lineares, nao lineares e nao paramétricos.

Uma vez apresentados métodos de estimacao para os modelos da classe, quatro
modelos pertencentes a classe bivariada proposta sao exemplificados, sendo que dois
deles nao sao encontrados na literatura. Em relacao a parte de diagnodstico, propoem-se
trés residuos para a classe proposta: padronizado, quantil e componentes da desviancia.
Além disso, consideram-se as medidas influéncia local e total, tteis para deteccao de
possiveis pontos influentes nos modelos paramétricos. Na sequéncia, um estudo com
dados simulados é realizado considerando os modelos Bernoulli-exponencial e Poisson-
normal semiparamétrico, ambos pertencentes & classe. Por fim, uma aplicacdo a um
conjunto de dados reais contendo informagoes sobre a internacao de pacientes em um
hospital é proposta, considerado o modelo Bernoulli-exponencial. A organizacao da

tese é descrita abaixo.

1.2 Apresentacao dos capitulos

No Capitulo 1 foi apresentada uma breve introducao sobre modelos para dados
com duas variaveis resposta, destacando a importancia em se utilizar modelos que
consideram a dependéncia entre as respostas. Casos em que ambas as variaveis resposta
sao discretas, ambas continuas ou mesmo uma delas é discreta e a outra continua, sao
abordados. Além disso, uma revisao bibliografica acerca das principais referéncias em

modelos bivariados é apresentada.
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No Capitulo 2 uma classe geral de modelos de regressao bivariados com respostas
mistas é introduzida, em que se considera que os componentes sisteméaticos das médias
marginais das varidveis respostas sao compostos por termos lineares e nao lineares para-
métricos conhecidos e também por funcoes nao paramétricas de covariaveis disponiveis.
A classe particular, considerando apenas os termos paramétricos nos preditores, é ex-
plorada inicialmente em que um método de estimacao classico é apresentado. Depois,
é apresentada a outra classe particular de modelos bivariados em que os interceptos
sao formados por termos lineares e nao paramétricos. Um método padrao de estimacgao

univariado ¢ apresentado em que sao destacados alguns problemas encontrados.

No Capitulo 3 é apresentada a técnica de suavizacao P-spline. As principais carac-
teristicas da técnica sao ilustradas assim como sua aplicacao ao caso univariado com
preditor formado por uma ou mais fungoes suaves dos dados. Uma extensao da técnica
P-spline para estimar as fungoes suaves nos modelos bivariados é entao proposta. Todo

o processo de estimagao e inferéncia é apresentado.

No Capitulo 4 quatro modelos pertencentes & classe proposta sao ilustrados e seus
respectivos vetores escore e matrizes de informacao esperada ou observada sao mostra-
dos. Os modelos tratados sao Bernoulli-normal, Poisson-normal, Bernoulli-exponencial

e Poisson-normal semiparamétrico.

No Capitulo 5 técnicas de diagnoéstico e influéncia sao propostas e adaptadas para

a classe geral de modelos bivariados com respostas discreta e continua.

No Capitulo 6 um estudo com dados simulados, considerando o modelo Bernoulli-
exponencial e o modelo Poisson-normal semiparamétrico é apresentado, em que sao
verificados as propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanca e as perfor-

mances dos ajustes e residuos.

No Capitulo 7 uma aplicacao a um conjunto de dados reais fornecidos por uma ope-

radora de planos de satde ¢ realizada em que se ajusta o modelo Bernoulli-exponencial.
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Graficos dos residuos e diagnosticos sao mostrados.

No Capitulo 8 uma conclusao desta tese é feita, enquanto que no Capitulo 9 tépicos

para a sequéncia do trabalho, com propostas de continuidade, sao listadas.

No Apéndice A encontram-se as principais derivadas necessarias para o processo de

estimacao classico apresentado no Capitulo 2.



Capitulo 2

Modelos bivariados mistos

Modelos bivariados com respostas mistas discreta e continua, em que a distribui-
cao conjunta do vetor de variaveis resposta é dada pelo produto entre a distribuicao
marginal da variavel resposta discreta e a distribuicao condicional da variavel resposta
continua, condicionada a discreta, tém sido utilizados em alguns trabalhos (Fitzmau-
rice & Laird, 1995; Yang et al., 2007). Entretanto, poucos modelos nesta linha sao
encontrados na literatura, assim como a auséncia de um modelo bivariado com respos-
tas discreta e continua mais geral, englobando outros modelos bivariados ja existentes

na literatura.

O interesse em uma classe mais geral de modelos bivariados com respostas mistas se
deve & grande variedade de conjuntos de dados disponiveis, tendo assim, a necessidade
de modelos mais flexiveis e alternativos. Desta forma, uma ampla classe de modelos de
regressao bivariados com respostas mistas discreta e continua é definida neste capitulo.
Para isto, é considerado que a distribuicao da varidvel resposta discreta e a distribuicao
da variavel resposta continua, condicionada a discreta, pertencem a familia exponencial.
Além disso, covariaveis estdo disponiveis e sao relacionadas as médias marginais por

meio de funcoes de ligacao, em que os componentes sistematicos sao compostos por

12
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termos lineares, nao lineares e nao paramétricos. Ja a dependéncia entre as respostas
é inserida na classe de modelos por meio da média condicional da varidvel resposta

continua, condicionada & discreta.

Sejam Y1,Ys, ..., Y, n varidveis aleatorias discretas e independentes tais que a fun-
cao de probabilidade de Y;, ¢ = 1,...,n, pertence & familia exponencial na forma

canonica. Assim,

fri(i | 05, 0) = exp{yieiz—bwi)

e +c(yi,¢)}, (2.1)

em que 6; é o parametro natural e b(+) e ¢(+) sdo fungoes reais especificas. A fungao a(-)
geralmente é da forma a(¢) = ¢, sendo ¢ dito parametro de escala ou parametro de
dispersao. Para algumas distribuicoes discretas tais como as distribuicoes de Poisson
e binomial, ¢ é conhecido. Assim, a distribuicao é dita pertencer & familia exponencial
uniparamétrica. Por outro lado, ¢ pode ser desconhecido. Nestes casos, a familia nao
necessariamente serd exponencial biparamétrica. Por simplicidade, serd assumido que

a distribuicao de Y; pertence a familia exponencial uniparamétrica ou biparamétrica.

Denotando por p;y a média marginal da variavel aleatoria discreta Y;, isto é,
wiy = E(Y;), considere que um conjunto de covaridveis z;1, 0, . . ., Zip, esteja dispo-
nivel para predizer Y;, para cada unidade i, 7 = 1,...,n. No contexto dos modelos
aditivos generalizados semiparamétricos, considerando também um termo nao linear
no preditor, relaciona-se fi;y, as covariaveis z, Zio, . .., zip PO g1(fiy) = My em que
g1(+) & uma fungao monoétona e diferencidvel denotada fungao de ligacao e 7,y € 0

componente sisteméatico, dado por

iy = Bo+ Bizin + -+ Brzik + h(Zik+1, - - -5 Zimy Brt1s - - -5 Bm) + ho(Zimt1, - - -5 Zip)
= ZyBi + hi(Zip, By) + ha(Zi3), (2.2)

em que By = (8, 81,...,5)" e By = (Brt1,.-.,0m) sdo vetores de coeficientes de

regressao desconhecidos, h(-) é uma fun¢do nao linear conhecida, duas vezes continu-
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amente diferencidvel com respeito aos elementos de By, ho(-) € uma soma de fungoes
univariadas desconhecidas, isto &, ha(Zim+1, ..., 2ip) = D25 11 Sjy (2ijy) sendo sj,.(¢)
fungoes suaves nao especificadas de uma forma paramétrica, jy = m—+1,m+2,...,p,
e assim sendo, estimadas no contexto nao paramétrico e Z;; = (1,21, ..., zik), Lo =
(Zikt1s - -+ Zim) € Zis = (Zim+1, - - - » Zip) SA0 vetores com os valores das covariaveis dis-
poniveis para predizer Y;, ¢ = 1,2,...,n. Logo, o componente sistematico do modelo

¢ mais geral no sentido em que é uma soma de termos lineares, de termos nao lineares

paramétricos e de termos nao paramétricos (Hastie & Tibshirani, 1990).

A média p;y € relacionada ao parametro natural 6; por

db(6)]

Se ¢1(+) for uma fungao de ligacdo candnica, segue que 7;,, = 6; e neste caso, é facil
expressar (2.1) em funcdo de p;y ou de ;. A funcado

10y 10

¢ a fungao de variancia e pode ser expressa em termos de ji;y por V(i ), em que

Var(Y) = a(@)V (iy), i = 1,2,...,n.

Analogamente, sejam X1, Xs, ..., X,, n variaveis aleatorias continuas e independen-
tes tais que a funcao densidade condicional de X;, dado Y; = vy;, @ = 1,...,n, pertence

a familia exponencial na forma canoénica. Segue que

fxav, (@i | v, 04, =exp{
i | 4 9 ) (?)

b)) (23)

em que b*(-) e ¢*(-) s@o funcdes reais especificas, ¥; = ¥;(y;) é o parametro natural
o qual depende do valor observado y;, i = 1,...,n e a*(-) é uma fun¢do da forma
a*(¢p) = ¢, com ¢ sendo o parametro de escala conhecido ou desconhecido. Se ¢ é
conhecido, a distribuicao é dita pertencer a familia exponencial uniparamétrica. Para

¢ desconhecido, a familia ndo necessariamente serd exponencial biparamétrica. Como
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em (2.1), seré considerado que a funcdo densidade de X; | Y; = y; pertence a familia

exponencial uniparamétrica ou biparamétrica.

Assim como ocorre com a variavel resposta discreta Y;, assume-se que um conjunto
de covariaveis t;1, t;2, . . ., t;; esteja disponivel para predizer a variavel resposta continua
X;, i =1,2,...,n. Denotando por u;y = E(X;) a média marginal da variavel resposta
continua X;, relaciona-se p; y as covariaveis disponiveis por go(fix) = i x, em que ga(+)
¢ uma funcao de ligacao monoétona e diferenciavel e n; € o componente sistematico,
dado no contexto dos modelos aditivos generalizados semiparamétricos com um termo

nao linear por
Nix = 0o+ 0itin+ -+ batia + hs(tiar1s - - tios Oty - -, 00) + ha(tiorr, . - . tig)
= TnAi+ h3(Tip, Az) + hy(Ti3), (2.4)
em que Ay = (0g,01,...,04) e Ay = (dg41,...,0,) sdo vetores de coeficientes de
regressao desconhecidos, hs(-) é uma fun¢do nao linear conhecida, duas vezes conti-

nuamente diferenciavel com respeito aos elementos do vetor Ao, hy(tiot1,.-.,tig) =

q ~ ~ .
vmot1 Wix (Lijy) sendo uj;, (+) fungGes suaves ndo especificadas de uma forma para-

métrica, jx =o+1,0+2,...,q, e assim sendo, estimadas no contexto nao paramétrico
e Ty = (1,6, tia), Tia = (tiag1s-- - tio) € Tis = (tiot1,- - -, tig) S20 vetores com os
valores das covaridveis disponiveis para predizer X;, 1 =1,2,...,n.

Em alguns trabalhos (Tate, 1954; Olkin & Tate, 1961), o objetivo é encontrar uma
medida de associacao entre as respostas discreta e continua. Entretanto, esse nao
serd o foco deste trabalho. Nos estamos interessados na insercao de uma estrutura de
dependéncia entre as variaveis respostas discreta e continua, necessaria, uma vez que
as variaveis podem ser observadas de um mesmo individuo ou de um mesmo elemento
da populacao. Esta dependéncia é determinada no modelo pela média condicional

da variavel resposta continua X; dada a variavel resposta discreta Y;, denotada por

;= E(X; | Y =yi).
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Assume-se que q; é relacionada a média marginal de X, a variavel resposta discreta
Y;, & média marginal de Y; e a um paradmetro v incluido no modelo, que pode ser o
coeficiente de correlacao ou outra medida de associacao entre as variaveis resposta X;
e Y;, dependendo da natureza dos dados, por g3(a;) = &;, em que gs3(-) é uma fungio

de ligacao monotona e diferenciavel e & é o componente sistemético, dado por

&i = hs(Yis iy ixs ), (2.5)
em que hs(-) € uma fungao linear ou nao linear conhecida, de classe C?, do valor
observado da variavel aleatoria y;, das médias marginais p;y e p;xy e do parametro
desconhecido 7. As escolhas das fungoes g3(-) e hs(-) devem ser tais que a igualdade
E(a;) = pix seja verificada, ja que E[E(X; | Y; = y;)] = E(X;) e por construgao,
E(X;) = pix, em que

a; = g3 (hs(Yi, fays Hix,7))- (2.6)
A média condicional «; é relacionada ao parametro natural ¥; por

d[b*(%;
o = (9) = T
Se g3(+) for uma fungao de ligacao canonica, segue que & = ¥; e assim, é facil expressar
(2.3) em funcao de a; ou de ;. A funcao
d*[b" (9;)]
x/! ) — (2

é a funcao de variancia e pode ser expressa em termos de a; por Q(«;), em que Var(X; |
Yi=yi) = a*(9)Q().

Utilizando as funcgoes (2.1) e (2.3), é possivel expressar a funcao densidade de pro-

babilidade conjunta de (X;,Y;) como

fxoyv) @i yi | 06,95,6,0) = fv;(yi | 0i,0) Fx,vi (i | Y, Vis )

— exp {W + c(yz-,d>)} exp {W +c*($z>¢)}

C e yif; — b(0;) a0 — b*(0;) ol s
= oxp { PO BOZ I )+ ) 2)
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2.1 Modelo paramétrico

Um caso particular da classe geral de modelos bivariados com respostas discreta e
continua apresentada acima ocorre quando hy(-) = hy(-) = 0 nas equagoes (2.2) e (2.4),
respectivamente, isto é, quando os componentes sistematicos 1;y € 7;x sa0 compostos
por termos lineares, como ocorre nos modelos lineares generalizados (McCullagh &
Nelder, 1989) e por fung¢bes nao lineares conhecidas. Os componentes sisteméticos
sao entao, formados apenas por termos paramétricos. Considerando que p covaridveis
estejam disponiveis para predizer Y;, i = 1,2,...,n, o preditor 7;y- dado pela equagao
(2.2) se reduz a

iy = Bo+ bizin + -+ Brzik + ha(Zikt1, - - -5 Zips Bty - - -5 Bp)

= ZuBi+ hi(Zy, By), (2.8)

com By = (B0, b1, -+, B6) "y Be = (Brsty -5 B) " Zin = (1, 211, - - -, 2ik) € Zio = (Ziks1,

..., Zip). Analogamente, supondo que ¢ covariaveis estejam disponiveis para predizer

a variavel resposta continua X;, i = 1,2,...,n, o preditor 7;x dado pela equagao (2.4)
se reduz a

Nix = 0o+ 0iti+ -+ 6atia+ hs(tias1s - -, tigs Oas1s - -5 0q)

= ThAq1+ h3(Ti, Az), (2.9)

com Ay = (00,01,...,04) ", Do = (0as1,---,0¢) s Tt = (Ltir, ... tia) e Tio = (tias1,

., tig). Para estimar os parametros do modelo apresentado nesta secdo, utilizamos o

método de maxima verossimilhanca.

2.1.1 Maxima verossimilhanca

Sejam (z1,v1), (z2,92), - -, (Zn, y,) um conjunto de valores observados de (X1,Y)),
(X2,Ys), ..., (X, Y,), com (X;,Y;) independente de (X,,Y;), parai,j=1,...,n,i#j

e fungao densidade de probabilidade conjunta dada pela expressao (2.7). A fungao de
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verossimilhanca de 3 = (B], B, )"

L(B,A,v,0,¢ | x,y,Z,T)

em que = (z1,x9, ...,
(Z)y, Z3o, ..., Z )T, Z =
el = (Tl,TQ).

19 — b(0; .%ﬂ%—b* 19@
Hex {y (6:) ()

A= (AT, A])T, v, ¢ e ¢ pode ser escrita como

n
HLl(ﬂa Av’% ¢7 2 | Ti, Yi, Zi17 Zi?vtrilvirlg)

Hf(XZ,YZ)(‘T’M Yi ‘ 187 A?Va ¢7 ®, Zil? Zi271—1i17 1-'22)

e +c<yi,¢>+c*<xi,so>}

1 < L5 (9
exp {a(qﬁ) Z[?Jﬁz —b(6;)] + (o) ;[wﬂ?z —b (191)]}

=1

xexp{zc@m) +Zc*<xi,so>}, (2.10)

i=1 i=1

xn)—r7 Yy = (ylay%"'?yn)—r; Zl = (ZIDZ;D"':Z;;)T; Z2 =
(ZleQ) T, = (TlTlaT2T1a .- TT) T, = (T1T27T2T27 - 7TnT2)T

A fungao log-verossimilhanca de 8 = (B, B, )", A = (A],A])7, 7, ¢ e p, dada

uma amostra de tamanho n, pode ser escrita como

(B, Ay, 0,0 | z,y,Z,T)

Z€1</Ba A7 Y, ¢7 90 | Ly Yi, Zi17 Zi27 El) 1112)

=1

1 & 1 n .
@) ;[yz-ei — 0]+ ;[xﬂ% — b ()]
+ZC(%,¢) + Zc"‘(xi,go). (2.11)

As equacoes de méaxima verossimilhanca sao facilmente obtidas e formam um con-

junto de p+ ¢+ 5 equagoes correspondentes aos parametros Sy, 51, ..., Bp, 00,01, - . . , Ogs
v,d e @. Seja U = (UB)T,UA)T, U(y),U(¢), U(p))" o vetor escore da fungio
log-verossimilhanga dada na equagao (2.11). Os elementos dos vetores U(3) e U(A) e

os componentes U (7), U(¢) e U(p) sdo dados em detalhes no Apéndice A. Em forma

matricial, os componentes de U sao dados por



]. 1 1 1 1
UpB = S ( WiV =3 (y— py) + RIW3IVIQ >
1 1 1
UA) = —S/R2Q 2JxO(z — ),
J S R RS
U = J,R2Q 2 (x — o),
a(¢) 1 T T
U = — 6-b'1)+c'1,
@) = L )
a'(p) T T T
e U = - ' 9-b""1)+c" 1,
() a*(w)g( )
em que
d&1 d d&,
HrYy = (MlY:M?Y?"'aMnY)Tv a:(a17a27"'7an)—r7 J"Y: (57(37-"7;
0 = (01,05,...,0,)", b= (b(61),b(02),...,00,))", O=(V1,02,...,0,)",
b* = (0°(91),b*(02),....0*(0n)) ", e=((y1.8),¢ (Y2, 0).- .. (yn 8)) T,
c* = (c*/(ml, ©), c*/(:vg, Oy ,c*/(:zn, <p))T, e 1=(1,1,..., l)T,
d 79 d * i)
sao vetores n-dimensionais, com ¢ (y;, ¢) = dley:, 9] e c(x;,p) = (@i, 0)]
d¢o dy
ony Oy Onny ! Omyx Omyx OnMn x T
9B 9Bo 9Bo by 0 D3
Omy Onmy Onny Omx Oy Onn x
S, = opr  0p1 01 e Sy = 01 001 041
Omy Oy Onny Omx Oy O x
0B, OBy By Dby ddy Ddy

sao matrizes n X (p+ 1) e n x (¢ + 1), respectivamente,

)

= diag(wy,we,...,wy), V =diag(Vy,Va,...,V,), R =diag(r1,r2,..-.,"n),
. . d d diy,
Q = diag(Q1,Qs,....Qn), 0:d1ag< tix Shex “X>,
dmyx dnex dnn x
) d§y  déo dé, ) ) A&y déo dén
Jy = d1ag< , Yo e Jx =diag , e ,
dpay * dugy dpiny dpax dpsx dpin x

sdo matrizes diagonais, em que V; = V(u;y) = 0"(6;

do
Qo) = b(0,) = =

7

de Y; e Q;

B dpiy

)= do;

, ¢ a funcao de variancia

¢ a funcao de variancia X; | Y;, w; e r; sdo pesos
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definidos por

)= B0 o~

Observacao:

Se g1(+) e g3(-) sdo as fungdes de ligacdo candnicas para os modelos associados a Y;
e X; | Y; = y;, respectivamente, i = 1,... n, segue que W =V e R = Q e, desta

forma, as equacgoes (2.12), (2.13), e (2.14) podem ser reescritas como

L ! L - LL L — &
#) =5 (a(¢) =y + a*(p) e )) ’ (217)
—1 T r —
! T r —
cUM) = @) (2.19)

Os componentes U (¢) e U () sao os mesmos apresentados nas equagoes (2.15) e (2.16),

respectivamente.

O estimador de méaxima verossimilhanca para B, A, 7, ¢ e ¢ pode ser obtido
da solucao do sistema de equacoes U = 0. Geralmente, esse sistema é nao linear
e as solucoes podem ser obtidas numericamente, usando métodos iterativos tais como
Newton-Raphson e escore de Fisher. Entretanto, tais métodos requerem que as matrizes
de informacao esperada e/ou observadas, necesséarias nos algoritmos, sejam definidas

positivas.

A matriz de covariancias assintotica do estimador de méxima verossimilhanca para
os parametros 3, A, v, ¢ e ¢ é obtida pela inversao da matriz de informacao esperada.
Entretanto, para algumas escolhas de distribuicoes e funcoes de ligacao, a obtencao
desta se torna complexa. Nestes casos, a matriz de covariancias assintotica pode ser

obtida pela inversao da matriz de informacao observada, desde que esta matriz seja
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definida positiva. No Apéndice A encontram-se todas as derivadas necessarias. Consi-

derando a matriz de informacao observada, denotada por M, tem-se que a matriz de

covariancias assintotica de 8, A,7, ¢ e ¢ é dada por

Mp Mpa Mgy Mgy Mg,

Mgy, Ma  May Ogipa Ma,
cov(B,A7,6,8) =M= | M] ML, M, 0 M., , (2.20)

Mgy Oixgey 0 My 0

Mgsa MZ@ M'vTcp 0 M, |

com as submatrizes Mg, Mga, Mg, Mgy, Mg,, Ma, Ma~, Ma,, M,, M,,,
My e M, dadas pela equacao (A.14). A matriz de informacdo esperada, Mg, é
obtida substituindo os elementos da matriz M por seus respectivos valores esperados
com respeito as distribuicoes das variaveis respostas X; e Y;. Neste caso, a matriz de
covariancias assintotica na equagao (2.20) é obtida substituindo a matriz M pela matriz
Mpg. A matriz de covariancias assintética é estimada substituindo os parametros por

suas respectivas estimativas de méaxima verossimilhanca.

2.1.2 Intervalos de confianca assintéticos

Nesta subsecao apresentamos a construcao dos intervalos de confianca assintoticos
dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros dos modelos pertencen-
tes a classe bivariada proposta no Capitulo 2, considerando o caso em que ambos 0s
preditores sao formados apenas por termos paramétricos, como detalhado na Subsecao

2.1.

E importante destacar que este intervalo é baseado na distribuicao assintética dos
estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros. Desta forma, para determi-

nados valores de amostra, os resultados podem nao ser adequados. Para a classe de
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modelos proposta, as condicoes de regularidade estao satisfeitas. De fato, as distri-
buicoes das varidveis resposta discreta Y; e da variavel resposta continua X;, dado a
varidvel discreta Y;, pertencem a familia exponencial de distribui¢oes e como tal, o su-
porte de ambas é independente dos parametros do modelo. Além disso, pode-se notar
que fQXi ZQYZ, v xowee) = 1, com fiy, x,)() dada pela equacdo (2.7), em que Qy, e
(2x, sao os dominios das variaveis Y; e X, respectivamente. Por fim, observa-se que
a troca das operacoes de derivacao e integracao sob a distribuicao conjunta do par

(Y;, X;) é possivel. Assim, sob tais condi¢oes segue que para amostras grandes,
V(U —v) ~ Ny, (0, M),

em que v ¢ o vetor formado pelos parametros do modelo, isto é, por By, ..., By, do, .- -,
9,70 € p, e M = M(v) é a matriz de informagio esperada (ou observada), de
dimensdo dm x dm, dada como na equagdo (2.20). Os intervalos de confianca com

nivel de confian¢a 100 x (1 — a)% sao entdo dados por

ﬁjj:Za/m/Mj’l(ﬁ),

em que 7; é a estimativa de maxima verossimilhanga do j-ésimo parametro do vetor de
parametros v, Zg/; ¢ o (a/2)-ésimo quantil superior da distribui¢do normal padrao e
M j_l(i)) ¢ 0 j-ésimo elemento da diagonal principal da inversa da matriz de informacéao

M avaliada nas estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo,

=12 ..., p+q+5.

2.1.3 Teste de hipéteses

Nesta subsecao apresentamos o teste da razao de verossimilhancas para testar al-
gumas hipoteses de interesse. Por exemplo, pode-se estar interessado em testar se a
parte linear do preditor associado a uma das variaveis resposta ¢ significativa ou, se o
parametro v, associado a alguma medida de associagao entre as respostas, € igual a um

determinado valor. A nao linearidade dos preditores pode ser testada pelas hipoteses
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) Hy:By=p1=---=p0r=0 contra
Hipoteses 1 =

H, : Bj, # 0 para pelo menos um jy € {1,...,k},
no caso do preditor associado a variavel resposta discreta Y;, e

H0150:51:"':5d:0 contra
Hipoteses 2 =

Hy :d;, # 0 para pelo menos um jy € {1,...,d},

no caso do preditor associado a resposta continua X;. Para testar se o parametro de

associacao v é igual a um determinado valor, tem-se as hipoteses

Hy : v =1y contra

Hi:~v#v.

Hipoteses 3 =

Seja vj o j-ésimo parametro do vetor de parametros v, como definido na Subsecao

2.1.2, e suponha que estamos interessados em testar as hipéteses

e 0
Ho.z/]—yj contra

Hliyj#l/]o,

Hipoteses 4 =

em que V]Q é uma constante conhecida. O teste da razao de verossimilhancas para testar

as Hipoteses 4 é obtido a partir da estatistica
RV=-=2{v|xy ZT) —((v]|xy, Z T)},

em que L(v | x,y,Z,T) e l(v | ®,y,Z,T), sao as fun¢oes de log-verossimilhanga
calculadas nos estimadores de maxima verossimilhanca sob Hy e nos estimadores de
méxima verossimilhanca irrestritos, respectivamente. Sob H,, RV tem distribuicao
assintotica x? com o ntimero de graus de liberdade igual ao niimero de restricoes da
hipotese testada. Assim, rejeitamos Hy com um nivel de significincia a se o valor de

RV ¢ maior do que o quantil (1 — @) da distribui¢ao x?.
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2.2 Modelo semiparamétrico

Considere agora que os preditores 7,y e 7;x sao formados apenas pelo intercepto
e pelas equacoes ho(-) e hy(-), respectivamente, como nos modelos aditivos generaliza-
dos (Hastie & Tibshirani, 1990). Neste caso, ambos os componentes sisteméaticos sao

formados por uma soma de funcoes suaves nao especificadas das covaridveis.

Supondo que p covariaveis estejam disponiveis para predizer Y;, i = 1,2,...,n, o

preditor 7;, dado pela equacdo (2.2) se reduz a

p
iy = Bo+ ha(zin, -, 2p) = Bo+ D 85y (2igy ), (2.21)
Jr=1
em que sj, (+), jy = 1,2,...,p, sdo funcées univariadas desconhecidas nao especificadas

de uma forma paramétrica. Analogamente, supondo que ¢ covariaveis estejam disponi-
veis para predizer a varidvel resposta continua X;, ¢ = 1,2,...,n, o preditor n; y dado

pela equagao (2.4) se reduz a

q
Nix = (50 + h4(ti17 . ,tiq) = (50 + Z Ujx (tijx)a (222)
Jjx=1
em que uj, (+), jx = 1,2,...,¢q, sdo fun¢des suaves nao especificadas de uma forma

paramétrica.

A inser¢ao do intercepto se faz necessaria no contexto dos modelos aditivos generali-
zados para se evitar o problema de identificabilidade (Hastie & Tibshirani, 1990). Além
disso, assume-se que Y. s, (2, ) = 0, para todo jy = 1,2,...,p, e Y1 uj (Lijy) =

0, para todo jx = 1,2,...,q, a fim de garantir a unicidade das curvas ajustadas.

2.2.1 Escore local

Considerando os modelos associados as varidveis respostas discreta e continua in-
dividualmente, pode-se estimar as fungbes s;, (), jy = 1,2,...,p, € uj(+), jx =

1,2,...,q, nao especificadas de uma forma paramétrica, através de um suavizador
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(smoother), uma ferramenta que representa a tendéncia das variaveis respostas Y; e X;

como func¢oes das covariaveis disponiveis.

No caso em que apenas uma covariavel estd disponivel para predizer cada uma
das variaveis respostas, por exemplo, z;; e t; com 1,y = s1(z1) € Nix = ui(tin),
1 =1,2,...,n, um suavizador do grafico de dispersao ¢ frequentemente utilizado. Neste
caso, as estimativas obtidas (curvas ajustada) sj, (-), jy = 1,2,...,p, e Uj (+), jx =
1,2,...,q, sao ditas suavizacao do grafico de dispersao e sao o grande interesse da
regressio ndo paramétrica uma vez que nao se tem parametros estimados. E importante
destacar que as estimativas das tendéncias terao menos variabilidade que as varidveis

respostas observadas, o que explica o nome de suavizador para a técnica aplicada

(Hastie & Tibshirani, 1990).

Dentre os principais suavizadores do gréafico de dispersao destaca-se a técnica de
regressao polinomial local, conhecida como loess (Cleveland, 1979), suaviza¢ao com
nucleos ou suavizadores tipo kernel, splines de regressao (regression splines) com des-
taque para os splines cubicos e splines de suavizacdo (smoothing splines). Para mais
detalhes destas técnicas de suavizacao e de outras, vide Hastie & Tibshirani (1990) e

Green & Silverman (1994).

Quando mais de uma covariavel esta disponivel para predizer as respostas Y; e X,
com preditores dados pelas equagoes (2.21) e (2.22), isto é, por uma soma de termos
univariados no contexto dos modelos aditivos generalizados, frequentemente utiliza-
se o algoritmo escore local para estimar cada funcao suave sj,(-), jy = 1,2,...,p, e
u;(+), 7x = 1,2,...,¢, em um cendrio ndo paramétrico, além dos parametros 3, e dy

referentes aos interceptos.

O algoritmo escore local (Hastie & Tibshirani, 1990) mescla o algoritmo retroa-
juste, utilizado em modelos aditivos (Hastie & Tibshirani, 1987; Buja et al., 1989),

com o método iterativo escore de Fisher, utilizado em modelos lineares generalizados
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(McCullagh & Nelder, 1989). O que difere do ajuste de um modelo linear generali-
zado é a insercao de um ciclo retroajuste em cada iteracao do algoritmo escore. Desta
forma, o algoritmo escore local para o ajuste do modelo associado & variavel resposta

Y,,i=1,2,...,n, édado por

1. Adotam-se os valores iniciais 5(()0) = (X vi/n) e SO0 =90 = .0 =

51(00)(-) = 0. Consequentemente, tem-se m@, o valor inicial do preditor dado pela

. 0 _ 0
equagio (2.21) e 1\ = g7 (0:3);
2. Constroi-se uma variavel resposta modificada, denotada por y*, a partir dos

valores de 771-%9) e uigf) e pesos W, analogos aos apresentados na Subsecao 2.1.1,

como nos modelos lineares generalizados. Note que a variavel resposta modificada

deve ser atualizada em cada iteracao assim como os pesos;

3. Aplica-se um ciclo retroajuste, isto é, para cada jy = 1,2,...,p, atualizam-

se as fungoes s;, (-) suavizando y* — By — >, 552) | (255, ﬁ\/) por meio de

algum suavizador do grafico de dispersao, resultando em novas fungoes suaves
s(l)( ) 3(1)( ) s(l)( ). Para acelerar a convergénci d tili f
170)ssy () sp (). géncia, podem-se utilizar as fun-

coes suaves atualizadas, por exemplo, sgl)(-) ao invés de 350)(-) no calculo de

(1) )

sy (+). Consequentemente, um novo valor de n,~§ e uigfl) ¢ obtido;

4. Repetem-se os passos (ii)-(iii) substituindo 77i§9) por mg/l) e /Mﬁ” por uig,l), até que

se obtenha a convergéncia.

Para o critério de convergéncia, pode-se adotar por exemplo a razao

P
Jy=1

(1) (0)
S50 =0

(0)
A BC

Y

em que ||s;, (-)|| é a norma euclidiana do vetor resultante do calculo de s;, (-) nos n

pontos amostrais. Assim, é dito que o algoritmo convergiu quando o valor da razao é
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menor do que um determinado valor de erro adotado.

Para o modelo associado & variavel resposta continua X;, ¢ = 1,2, ..., n, o procedi-
mento de ajuste é andlogo ao apresentado acima. Note porém que, quando a variavel
resposta tem distribuicao normal, o algoritmo escore local se reduz ao método retroa-

juste.

Existe uma grande eficiéncia computacional em ambos os algoritmos. Entretanto,
por se tratar de métodos iterativos, as expressoes explicitas das curvas suaves nao estao
disponiveis. Além disso, as técnicas de suavizacao do grafico de dispersao utilizadas
no processo de estimacao podem nao ser vidveis em alguns problemas. A técnica
splines de suavizacao, por exemplo, aplicada para estimar cada uma das curvas no
ciclo retroajuste, reduz o problema para o contexto dos modelos lineares generalizados
com uma penalizagdo. Entretanto, a quantidade de parametros (associados a base) é
proporcional ao tamanho da amostra, nao sendo indicado em problemas com grandes
quantidades de dados (Green & Silverman, 1994). Por outro lado, a técnica de splines
de regressao também reduz o problema para o contexto dos MLG, porém, determinar

a quantidade e a posicao dos nés pode ser uma tarefa dificil.

Procurando solucionar tais problemas, apresentamos no préximo capitulo uma téc-
nica de suavizacao bastante eficiente e muito utilizada em regressao nao paramétrica e
propomos o seu uso na classe de modelos bivariados semiparamétricos com respostas

discreta e continua apresentada nesta secao.



Capitulo 3

Modelos bivariados semiparamétricos

Neste capitulo, apresentamos em detalhes a técnica de suavizacao splines com pe-
naliza¢ao ou simplesmente P-splines, proposta por Eilers & Marx (1996) e bastante
utilizada na regressdo nao paramétrica (Marx & Eilers, 1998; Eilers & Marx, 2002;
Currie & Durban, 2002; Currie et al., 2006). Esta técnica é capaz de solucionar alguns
dos problemas apresentados por outras técnicas de suavizacao, como mencionado na
Subsecao 2.2.1. Sua aplicagao no contexto dos modelos aditivos generalizados, pro-
posta em Marx & FEilers (1998) e denotada por P-GAM, também é apresentada. Por
fim, propomos a aplicacao da técnica P-splines a nossa classe de modelos bivariados

semiparamétricos com respostas discreta e continua, considerada na Secao 2.2.

3.1 P-splines

A técnica de suavizacao P-splines é caracterizada pelo uso de uma base B-spline
para a regressao, construida a partir das covaridveis disponiveis e uma penalizacao
discreta inserida na funcao log-verossimilhanca e necessaria para controlar a suavidade

do ajuste, reduzindo a importancia da escolha da quantidade e localizacao dos nos.

28
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Nesta técnica, o cenirio nao paramétrico é reduzido a um problema no contexto dos

modelos lineares generalizados em que os coeficientes da regressao sao penalizados.

3.1.1 Base B-spline

Sucintamente, um spline é uma fun¢do polinomial por partes (combinagio linear)
em que os polinémios sao conectados por um conjunto de pontos denotados por nos.
Cada polindémio que compoe um spline é dito funcao base spline e um conjunto com
tais fun¢oes forma uma base spline (Ruppert et al., 2003). Os nos dividem o dominio
da covariavel em regioes e quantos maior a quantidade de nés, maior ¢ a quantidade

de splines correspondente.

Um B-spline é um spline construido a partir de fungoes bases B-spline. Em de Boor
(1977) e Dierckx (1993) é apresentada a construgao da base B-spline em detalhes assim

como os algoritmos necessarios.

Como destacado por Eilers & Marx (1996), um B-spline de grau bdeg:

e consiste de bdeg + 1 polinomios, cada um de grau bdeg;

e unem-se em bdeg nos internos;

e as derivadas de ordem até bdeg — 1 sao continuas nos pontos de uniao;

e 0 B-spline é positivo no dominio expandido por bdeg + 2 nés e é 0 nos demais;
e exceto nas fronteiras, se sobrepoe com 2 X bdeg polindémios de seus vizinhos;

e para cada valor da covariavel utilizada na construcao da base B-spline, bdeg + 1

B-splines sao nao nulos.

Os nos dividem o dominio da covariavel utilizada no cdlculo da base B-spline, em

nd intervalos de mesmo tamanho sendo que cada intervalo sera coberto por bdeg + 1
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B-splines de grau bdeg. Ja o ntimero total de nbs para a construcao dos B-splines
é nk = nd + 2 X bdeg + 1, que em geral é menor do que o tamanho amostral n.
Entretanto, em muitos trabalhos é considerado que a quantidade de nés adequada é
dada pelo minimo entre 40 e 1/4 da quantidade de valores tinicos da covariavel utilizada
para a construcao da base B-spline, sendo os no6s igualmente espacados no dominio da
covariavel. O ntimero de B-splines na base de regressao, isto é, o niimero de colunas

da base B-spline é dado por cg = bdeg + nd enquanto que o niimero de linhas é n.

Na Figura 3.1, retirada de Eilers & Marx (1996), sao apresentados alguns B-splines
de ordem 1 e 2, em que é possivel verificar as propriedades acima descritas. Neste

exemplo, x1, x2, ..., x10, sao os noés.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x'io

Figura 3.1: Exemplo de apenas um B-spline e de alguns B-splines sobrepostos, consi-
derando polinémios de grau bdeg = 1 e bdeg = 2 em (a) e (b), respectivamente.

Uma caracteristica que difere os B-splines de outros métodos de suavizacao é que ele
nao ’sofre” os efeitos de fronteira em que ao estender a curva ajustada fora do dominio
dos dados, esta tende para zero rapidamente. Além disso, se a curva é um polinomio,
o método P-splines consegue recuperar a forma exata. E importante destacar que a

técnica conserva os momentos dos dados.
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3.1.2 Matriz de penalizacao

Em O’Sullivan (1986) e Green & Silverman (1994), uma penalizacao sob a derivada
de segunda ordem da curva é considerada na func¢ao log-verossimilhanca com o objetivo
de controlar a suavidade da curva. Entretanto, no método P-splines (Eilers & Marx,
1996) a penalizagao é baseada na diferenca finita dos coeficientes de regressao adjacentes
a base B-spline. Desta forma, é uma penalizacao discreta e que penaliza diretamente os
coeficientes ao invés de penalizar a curva, como ocorre na técnica splines de suavizagao,

por exemplo, reduzindo assim a dimensao do problema.

A penalizacao P é uma matriz de dimensao cg X cp definida por
Pg =D _Dg,,
em que Dy, é a forma matricial do operador diferencas de ordem dp do vetor de
coeficientes de regressao ag = (ag), ag), e ,agB))T, correspondente a base B-spline,

sendo cg o nimero de colunas da base B-spline. O operador diferencas é calculado

recursivamente, isto é,

Va9 = o _ G,
Vzag) = Vl(Vlag)) = ag) — 2ag_1) + ag_z),

viray) = VH(viElad),

j = 1,2,...,¢cp, e desta forma, tem-se que Dy, ¢ tal que Dy ap = V%®ap. A
matriz Dy, e consequentemente a matriz de penalizacao Pp é facilmente obtida nos
softwares estatisticos. Por exemplo, considerando uma base B-spline com cg = 5, a

matriz diferencas de ordem 1 e 2 sao dadas respectivamente por,
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@}

0 0 -1 1

A ordem dp controla a mudanca entre os coeficientes adjacentes. Em geral, adota-se
uma diferenca de ordem 2. Esta penalizacao ¢ uma boa aproximagao discreta a integral
da dg—ésima derivada ao quadrado, da curva, que ¢ a penalizacao geralmente adotada

(Green & Silverman, 1994).

Como ocorre em outros métodos de suavizagao (Green & Silverman, 1994), um pa-
rametro que controla a suavidade da curva também é considerado no método P-splines
e inserido no termo de penalizacdo da fun¢ao log-verossimilhanga. Este parametro de
suavidade penaliza os coeficientes que estao muito separados entre si. Quanto maior
o valor deste parametro, mais se aproxima a curva ajustada a um polindomio ja que
neste caso os coeficientes se aproximarao a zero. Como veremos posteriormente neste
capitulo, o parametro de suavidade nao é estimado como os demais parametros do
modelo. Em geral, seu valor ¢ encontrado utilizando critérios tais como AIC, BIC e

validacao cruzada generalizada.

3.1.3 Aplicacao da técnica P-splines

Considere inicialmente o modelo univariado associado & varidvel resposta Y; e que
uma unica covaridvel z; esteja disponivel para predizer Y;, ¢ = 1,2,...,n, em um
contexto nao paramétrico tal que 7,y = s1(2;1) com z;; sendo o valor da covariavel
z; correspondente a i-ésima observagao. Utilizando a técnica P-splines, é possivel

reescrever o preditor como sendo
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Ny = s1(z1) = Byay, (3.1)
em que 7y = (My, My, .-,y ) , By = By(z1) é uma base de regressao B-spline
construida a partir da covariavel z; = (211, 201, - - -, znl)T e ay é um vetor de coeficientes

da regressao. A base B-spline By tem dimensao n X cy e é formada por ¢y B-splines.
Sendo 1, ¥, ...,y, 0s valores observados de Y7,Y5,...,Y,, respectivamente, o vetor
de coeficientes ay ¢é estimado através da maximizacao da funcao log-verossimilhanca

penalizada, isto é,

1
Clay, ¢ |y, Z)=Llay, 9|y, Z)— §>\Ya,,T,Pyay, (3.2)

em que /(-) é a funcdo log-verossimilhanca associada ao modelo da variavel resposta
Y, © = 1,2,...,n, Py é a matriz de penalizacao de dimensao cy X cy e de ordem
dy e Ay > 0 ¢é o parametro de suavidade da curva. O vetor de médias py é dado
por y = g; ' (Byay) em que g(-) é a funcdo de ligacio. O parametros ¢, caso
seja desconhecido, pode ser estimado através da maximizacao direta da funcao log-
verossimilhanca penalizada. Note porém, que tal parametro nao é penalizado. O
valor do parametro Ay é calculado, utilizando validagao cruzada generalizada, o qual

seleciona o valor de Ay dentre uma malha de valores, que minimiza

GOV (\y) = Z . fytr;(;z()Ly) (3.3)

A matriz Ly é obtida através da versao penalizada do algoritmo escore, utilizado
para resolver as equacOes de estimacao penalizadas associadas a equacdo (3.2). De
fato, seja a(YN“) = (B;WBY + )\yPy)_lB;W’y*, a estimativa de ay no passo
(N 4+ 1), em que W é a matriz de pesos associada a Y;, definida na Subsecao 2.1.1
e calculada em a@ e Z1 = By, e y* é uma varidvel modificada dada por y* =
Bya(év) + ﬁ\/_l/Q‘A/_l/Q(y — fy) e que também depende de a(YN), com V dado como
na Subsecao 2.1.1. Assim, fazendo uma analogia com a teoria dos modelos lineares

em que se pode obter uma matriz Ly de projecdo tal que y = Lyy, adota-se que

Ly = BY(B;WBY + )\yPy)_lB;ﬁ\/, calculada apo6s a convergéncia. Neste caso,
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y = y*, com y* avaliada apds a convergéncia. Note porém, que Ly nao ¢ uma matriz
de projecao ja que nao é idempotente. Além disso, para um determinado valor de Ay

fixo, o suavizador é linear.

Quando Ay = 0, o processo de estimacao pode ser realizado no contexto dos modelos
lineares generalizados em que a base By é a matriz de planejamento. Desta forma, a
matriz de covariancias assintotica dos estimadores de méaxima verossimilhanca é dada
pelo inverso da matriz de informacao esperada (ou observada), desde que esta matriz
seja definida positiva. Note porém, que Ay pode ser maior do que 0. Consequentemente,

a matriz de covariancias assintotica pode subestimar as variancias, dependendo do valor

de )\y.

Em modelos nao paramétricos em geral, o interesse esta na curva ajustada. Desta
forma, definir a matriz de covariancias da curva ajustada By ay ¢é de grande interesse,
principalmente para a construgdo das bandas de confianga. Fazendo uma analogia a

teoria dos modelos lineares, tem-se que
COV(BYay) = COV(Lyy*)

~ a(¢)By(ByWBy + \y Py) 'ByWBy (ByWBy + \y Py) 'By.. (3.4)
Para o parametro ¢, pode-se utilizar a variancia assintotica habitual, quando necessaria.

Analogamente, considerando apenas o modelo associado & varidvel resposta con-
tinua X;, em que a fungao densidade de X; | Y; = y; é dada pela equacao (2.3),
i = 1,2,...,n, e supondo que as médias marginais py = (U1y, loy, - - ,uny)T se-

jam conhecidas e que uma tnica covariavel t; esteja disponivel para predizer X,

1 =1,2,...,n, em um contexto nao paramétrico, segue aplicando a técnica P-splines
que

nx = ui(t;) = Bxax, (3.5)
em que Nx = (Nix,M2x,---,Mnx) , Bx = Bx(t;) ¢ uma base de regressao B-spline,
de dimensao n X cy, construida a partir da covariavel ¢; = (t11, %91, . .. ,tnl)T e ax

é um vetor de coeficientes da regressao. Dada uma amostra de valores observa-
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dos (z1,11), (22,¥2), - - ., (Tn, yn) dos pares (X1,Y1), (X2, Ys), ..., (X,,Ys), respectiva-
mente, com (X, Y;) independente de (Xy, Yy), i,k =1,2,...,n, o vetor de coeficientes
ax ¢é estimado através da maximizacao direta da fungao log-verossimilhanca penali-

zada, associada ao modelo de X; | Y; = y;, isto &,

. 1
4 (a’X777@ | wvyvu’YvT) - g(a’X/V?SO | $7y7HY7T> - §>\Xa’;(PXa'X7 (36)

em que £(-) é a fun¢do log-verossimilhanga associada ao modelo da variavel resposta
X;, Px & a matriz de penalizacao dos coeficientes da base B-spline, de dimensao
cx X cx e Ay > 0 & o parametro de suavidade. O vetor de médias py é dado por
tx = g, (Bxax) em que gy(-) é a funcdo de ligacdo. Os parametros v e ¢ também
sao estimados através da maximizacao direta da funcgao log-verossimilhanca penali-
zada dada na equacao (3.6), sendo que ambos os parametros nao sdo penalizados. De
maneira analoga a Ay, o parametro de suavidade Ay também ¢ calculado através da

validacao cruzada generalizada, dada por

GOV (\x) = En: 7).

=1

n — trago(Lx)’ (3.7)

em que Lx = BX(B)T(I%BX + )\XPX)_lB}I/:E, com R sendo a matriz de Pesos asso-
ciada a Xj;, definida na Subsecao 2.1.1 e calculada em a(;j) e Ty = Bx.
Como na equacao (3.4), define-se a matriz de covariancias da curva ajustada Bxax
por
Cov(Bxdx) = Cov(Lxz*)

a*(p)Bx(BxRBx + A\xPx) 'BxRBx(BXxRBx + A\xPx) 'Bx. (3.8)

Q

Para os parametros v e ¢, pode-se utilizar a variancia assintotica habitual, quando

necessaria.

Entretanto, o principal objetivo deste capitulo é apresentar um método eficiente
para o ajuste do modelo bivariado geral adotado, considerando preditores como os

apresentados nas equagoes (2.21) e (2.22), ou seja, para os casos em que mais de uma
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covariavel esteja disponivel para predizer as variaveis respostas discreta e continua.
Para este objetivo, Marx & FEilers (1998) estendem a aplicagdo da técnica P-splines

para o contexto dos modelos aditivos generalizados, denotado-a por P-GAMs.

3.2 Modelos aditivos generalizados com P-splines

O uso da técnica P-splines no contexto dos modelos aditivos generalizados (P-
GAMs) é de grande importancia na regressdo nao paramétrica. Diferentemente dos
métodos escore local e retroajuste, a técnica ¢ capaz de estimar simultaneamente todos
os termos suaves, evitando assim, os ciclos retroajuste muitas vezes indesejaveis. Nos
P-GAMs, o problema de estimacao nao paramétrica é reduzido a um problema de
estimacao no contexto dos modelos lineares generalizados, com uma penalizacao. Desta
forma, resultados de diagnosticos e o calculo de erros padrao e outras medidas tratadas
em MLG podem ser aplicadas. Outra caracteristica importante da técnica é que o
sistema de equacoes ¢ relativamente baixo e consequentemente, o custo computacional

¢ baixo. Para mais detalhes, Marx & Eilers (1998).

Suponha novamente o modelo marginal associado a Y; e preditor dado pela equacao
(2.21),7=1,2,...,n. Cada uma das funcoes s,, (z;, ) pode ser escrita como na equacao

(3.1) em que denota-se por Bj,y a base B-spline construida a partir da covariavel z;,

_ (1) (2 (Ciy Y\ T . )
e ajyy = (a;/y,a;)y,...,a;/y ") o vetor de coeficientes de tamanho c;,y associado
a Bjyv, jy = 1,...,p. Assim, reescreve-se o vetor 1y = (N1y, M2y, --,Mny) ' €OMO
sendo

p
Ny = 1,5 + Z siy(z5,) = 1,00+ Biyvaiy + Bayagzy + -+ Bpyapy
Jr=1

== Byay, (39)

em que By = (1, : Byy : Bay : -+ : Bpy) € a base de regressdao B-spline, de

dimensdo n x (14327 _, ¢j,v), com 1, sendo um vetor coluna de uns de tamanho n e
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ay = (o, @iy, gy, - ,a,y)" &0 vetor dos coeficientes de regressao. O vetor ay tem
(L+ 320 _i ¢jyy) elementos. Como pode ser observado na equacio (3.9), o preditor ¢
reduzido ao caso linear. Sendo Pj,y a matriz de penalizacao de dimensao cj,y X ¢j, v €
ordem d;, y, associada ao jy —ésimo vetor de coeficientes a;, vy, € \j,y > 0 o respectivo
parametro de suavidade, jy = 1,...,p, segue que a matriz de penalizacao associada a

ay ¢ uma matriz bloco diagonal dada por
Py = bloco diag(0, A1y Piy, Aoy Pay, ..., \py Ppy ). (3.10)
O valor 0 em Py corresponde ao termo do intercepto, que nao é penalizado.
Analogamente, para o modelo associado a resposta continua X; com preditor dado
pela equacdo (2.22), i =1,2,...,n, pode-se aplicar a técnica de Marx & Eilers (1998)

e reescrever o vetor Nx = (N1 x,M2x,---»Mnx)  como sendo

q
Nx = 17L50 + Z ujx(tjx> = 1n50 + BlXa,;[X + B2Xa2X + -+ BarqX
ix=1

IxX=
= Bxax, (311)
_ ; : . st (2 (CixxN\T
em que Bj, x ¢ a base B-spline associada & tj, e ajxx = (a;,x, 0/ x,---,a;x ) €
o respectivo vetor de coeficientes, de tamanho ¢;, x, jx = 1,...,¢. A matriz composta
Bx = (1, : Bix : Bax : -+ : Bgx) é a base de regressao B-spline, de dimen-

sao n x (1439 _ ¢jyx), com 1, sendo um vetor coluna de uns de tamanho n e

T ¢ o vetor de coeficientes de regressao, de tamanho

_ T T T
ax = (507a1X’a2X7""a'qX)
1+ Z?XZI cjx x- Novamente, o preditor é reduzido ao caso linear. Neste caso, a matriz

de penalizagao associada a ax ¢ uma matriz bloco diagonal dada por

Px = bloco diag(0, MixPix, AoxPax, ..., A\gxPyx), (3.12)
em que Pj,x ¢ a matriz de penalizacao de dimensao cj,x X ¢;,x e ordem d;, x,
associada & aj, x e A\j, x > 0 é o respectivo parametro de suavidade, jx =1,...,p. O

primeiro elemento de Px é 0 e corresponde ao intercepto, nao penalizado.

As estimativas dos vetores de coeficientes de regressao ay e ax sao obtidas maxi-

mizando as fung¢des log-verossimilhanca penalizadas dadas pelas equagoes (3.2) e (3.6),
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respectivamente, considerando as novas composicoes de ay, By, Py, ax, Bx ¢ Px
e as relagdes py = g; (Byay) e pux = g, (Bxax), notando que em Py e Px, cada
submatriz de penalizagao Pj,y e Pj, x ja é multiplicada por um parametro de suavi-
dade \j,y e \j, x, respectivamente, jy = 1,2,...,p, e jx = 1,2,...,¢, ndo sendo assim
necesséario considera-los novamente em (3.2) e em (3.6). Entretanto, By ¢ Bx nao sao
de posto completo (Marx & Eilers, 1998). Consequentemente, By, By ¢ By Bx ne-
cessarias no processo de estimacao, sao singulares, comprometendo a resolucao dos

sistermas de equacoes resultantes.

Para resolver este problema, Marx & Eilers (1998) adotam uma pequena "ridge
penalty” nos sistemas de equagoes. Outra solucao é transformar as bases B-splines By
e Bx originais em novas bases nao singulares. Isto é possivel reescrevendo os modelos
P-splines associados as variaveis respostas Y; e X;, ¢« = 1,2,... n, na configuragao
dos modelos mistos lineares (generalizados), em que um efeito aleatério é incorporado.
Entende-se por modelos P-splines, os modelos nao paramétricos ou semiparamétricos
em que uma base B-spline é utilizada na regressao e uma penalizacao discreta, que
penaliza os coeficientes da regressao, é adicionada a funcao de log-verossimilhanca.

Em alguns casos, a inversa generalizada poderia resolver o problema da singularidade.

3.2.1 Transformacao da base

O preditor de um modelo P-splines pode ser decomposto em uma soma de duas
componentes: uma fixa polinomial cujo grau estd associado & ordem da matriz de
penalizacao e uma aleatéria formada por um termo suave nao linear. Nesta nova
composi¢ao, a parte fixa nao depende do parametro de suavizagao e nao é penalizada
enquanto que a parte aleatoria é suavizada utilizando um suavizador P-splines. Desta

forma, o modelo P-splines original pode ser visto como um modelo misto linear (gene-

ralizado). Em Currie & Durban (2002), Durban & Currie (2003), Durban et al. (2006)
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e Currie et al. (2006), os autores tratam desta abordagem.

Considere o modelo marginal P-splines associado a variavel resposta Y;, i = 1,2,...,n,
com preditor nas mesmas condicoes apresentadas na equagao (3.1). Neste caso, o pre-

ditor ny = By ay pode ser decomposto em
Ny = Byay = Gyey + Hyly,
em que Gyey é a parte fixa polinomial de grau dy — 1, com dy sendo a ordem da

matriz de penalizacao Py associada ao vetor ay, e Hyly é a parte aleatoria formada

por um termo suave nao linear.

Para calcular as matrizes Gy e Hy, é necessario definir uma matriz ortogonal Ey
de transformacao da base B-spline By na nova base |Gy : Hy|, isto é, uma matriz
Ey tal que By Ey = [Gy : Hy]. Isto é realizado utilizando-se a decomposi¢ao em
valores singulares (SVD) da matriz de penalizacao Py (Good, 1969). Seja

Py = Dy Dy = KyTKy,,
a SVD da matriz simétrica Dy, Dy, em que Ky = [K,y : Kyy| ¢ uma matriz orto-
gonal de autovetores da SVD de D;Dy com K,y e K,y correspondendo as partes

nulas e nao nulas da decomposicao, respectivamente, e I' ¢ uma matriz diagonal cujos

elementos sdo os autovalores da SVD de Dy Dy . Pode-se representar I' por

T = , (3.13)

em que 0y, é uma matriz quadrada de zeros, de dimensao dy X dy, indicando que dy
autovalores sdo nulos, e ¥y é uma matriz diagonal, de dimensao (cy —dy) X (cy —dy),
cujos elementos sao os autovalores positivos. Note que dy é a ordem da penalizacao de

Py enquanto cy é o nimero de colunas de By .

Adotando Ey = Ky, tem-se que os componentes da nova base [Gy : Hy| sao
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dados por
GY = ByKnY e HY = Bsty, (314)

enquanto que os vetores de coeficientes ey e ly em funcao de ay sao dados por

T T
€y = Knyay e lY = Ksyay.

Nesta nova configuracao, uma nova matriz de penalizacao associada aos novos ve-

tores de coeficientes é definida por

Py = Ky PyKy = Ky Dy DyKy =T,
com I' dada pela equagao (3.13). Note que a parte fixa do modelo nao é penalizada
enquanto que a parte aleatoria é penalizada. Logo, a matriz Gy dada na equagao (3.14)
pode ser substituida por outra matriz tal que a nova matriz composta [Gy : Hy| seja

de posto completo.

O ntmero de colunas de Gy ¢ igual a ordem de penalizagdo dy da matriz Py ja
que o numero de autovalores zeros e consequentemente a dimensao da parte fixa esta

diretamente relacionada ao valor de dy. Logo, uma escolha natural para Gy é

2 3 dy—1
oz oz 2 o 2
2 3 dy —1
dy—1 L ozo1 25 2y -+ 2o
Gy =1[1,:21:2] 2 = ;
2 3 dy—1
L 1 Znl Zp1 Apl T And ]

de dimensao n x dy. A matriz Gy neste caso é de posto coluna completo. Em geral a

ordem da penalizacao adotada é dy = 2.

O mesmo procedimento pode ser aplicado quando p covaridveis estao disponiveis
para predizer Y;, i = 1,2,...,n, com preditor nas condigbes da equagao (3.9). Neste
caso, o preditor 1y pode ser decomposto em

Ny = Byay = Gyey + Hyly,

em que Gy e Hy sdo matrizes associadas as partes fixas e aleatérias da decomposicao,
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respectivamente, e ey e ly sdo os respectivos vetores de coeficientes, ambos desco-
nhecidos. A matriz de transformacao da base B-spline By na nova base [Gy : Hy/|,
obtida da decomposicdo em valores singulares da matriz de penalizacao Py definida

na equagao (3.10), é dada por

Ey = [E,y: Ey]
10 0 ... 0 0 0 ... 0
0 Kiny O .. 0 Ki,y 0 ... 0
= 100 Koy ... 0 0 Kosy ... O , (3.15)
(00 0 .. Kgpy 0O 0 .. Kgey |

em que as submatrizes K, n,y e Kj, sy sao os autovetores correspondentes aos auto-
valores zeros e nao zeros, respectivamente, da SVD da submatriz de penalizacao Pj, vy,

jy = 1,2,...,p,de Py. Amatriz Ey tem dimensao (14+3°F _, ¢j,v)x (14320 _; ¢jpv),

em que c¢j,y ¢ o nimero de colunas de Bj, vy, jy = 1,2,...,p. Segue que
10 0 ... 0
0 Ki,y O ... 0
Gy = ByE)y=[1,:Byy:---:Bpy]| 0 0 Ko,y 0
0 0 0 oo Kpny |
= [171 . BlyKlny Lo prKpny] == []-n . Gly Lo pr], (316)

em que G,y corresponde a parte fixa da decomposicao da base B-spline Bj,y, jy =
1,2,...,p. Como nao sao penalizadas, G,y pode ser substituida por outra matriz

que seja de posto completo. Uma escolha natural seria
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_ P
2 3 iyY
Loz 21 2y Ljy
djy—1
) 2 3 iyY
G — (1 sz c22 L djyy—1y _ 1 P4y 2y P2y “2jy
vy =[Lntzjy 125, 0z | = :
djy—1
) 2 3 iyY
|1z Zngy Py njy
de dimensao n X dj,y, em que zj, = (21j,,22)y,--s2njy) € dj,y ¢ a ordem de
penalizagao de Pj,y, jy = 1,2,...,p. Para uma ordem de penalizacao d;,y = 2,

Viy =1,2,...,p, tem-se que G,y = [1,, : zj,]. Logo, da equacao (3.16) segue que

11
11
11

2921

Znl

212

222

Zn2

1 Z1p
1 22p
1 2z

Entretanto, Gy nao é de posto completo. Logo, removem-se os vetores colunas de

uns repetidos, deixando apenas o primeiro, referente ao termo do intercepto. Segue

que

de posto completo.

A matriz de transformacao, desconsiderando

tores de uns removidos, ¢ dada por

211 12
291 %22
Znl  “n2
0s vetores

Z1p

ng

colunas associados aos ve-
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Ey = [EnyiEsY]
10 0 .0 0 0 .0
0 KU 0 .0 Kiy 0 .0
= oo KD .0 0 Kooy 0 :
-1
(00 0 .. KLY 0 0 . Kpy |

em que K;;By é a submatriz K, ,y de Ej, dada na equagao (3.15), sem a primeira

coluna e K, sy € como definida na equagao (3.15), jy = 1,2,...,p. A matriz Ey tem

dimensao (1 + Z?YZl Ciyy) X (14 Zgyzl Ciyy — D)

A matriz Hy é dada por

0 0 ... 0
Kisy O ... 0
Hy = ByEs =[1,:Byy:---:Byy] | 0 Kysy ... O
| 0 0 oo Kpsy |
= [BiyKisy -+ : Bpy Kpey] = [Hiy : - -+ Hpy],
em que Hyy, Hay,..., Hpy, cortespondem a parte aleatéria da decomposicao das
bases B-splines Byy, Bay, ..., Bpy, respectivamente. Os vetores ey e ly, em fun¢ao

de ay do modelo P-splines inicial, sao dados por
ey = Elyay e ly = E;Yay.
A nova matriz de penalizacdo, associada a nova base nao singular, é dada por
Py = Ey, Py Ey = blockdiag(Oy, \iy S1y, Aoy Zay - - 5 Ay Zpy ),
em que Oy é uma matriz quadrada de zeros, de dimensao (1 + Z§Y=1 djyy —p) X (1+
> —1diyy —D), Tjyy é uma matriz diagonal, de dimensao (cj,y —djyv) X (¢jyy —djy, v)
cujos elementos sao os autovalores positivos da SVD da matriz de penalizacao Pj,y e

Ajyy € o parametro de suavidade associado, com d;,y sendo a ordem da penalizagao
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da submatriz Pj,y e c;, v sendo o ntimero de colunas de Bj, vy, jy = 1,2,...,p. A
parte fixa correspondente a matriz Gy nao é penalizada enquanto que a parte aleatoria
correspondente a matriz Hy ¢é penalizada. Denotaremos a nova base nao singular por

B3 =[Gy : Hy] e o novo vetor de coeficientes de regressao por a¥ = (ey,ly)".

De maneira analoga, é possivel reescrever o modelo P-splines associado a variavel
resposta X;, i = 1,2,...,n, nas configuragoes dos modelos mistos e assim, encontrar
uma nova base nao singular o qual denotaremos por B%. A correspondente nova
matriz de penalizagao e novo vetor de coeficientes de regressao serao denotados Pk e

a’y, respectivamente.

Uma vez transformados os modelos P-splines originais, associados as variaveis res-
postas Y; e X;, em modelos nas caracteristicas dos modelos mistos generalizados, seria
possivel estimar a3, e a’y utilizando técnicas de estimagao para modelos mistos lineares
generalizados, por exemplo, o método de quase-verossimilhanga penalizada (Breslow &
Clayton, 1993). Entretanto, isto ndo é necessario. Pode-se estimar a3} e a% maximi-
zando individualmente as func¢oes log-verossimilhanca penalizadas dadas pelas equagoes
(3.2) e (3.6), respectivamente, considerando as novas bases nao singulares By ¢ B e
as correspondentes novas matrizes de penalizagdo Py e Pk. Os vetores py e iy sao

dados pelas relacoes py = g, (B3a%) e ux = g, (B%a’k), respectivamente.

Por construgao, Py e Py ja contém os parametros de suavidade A;,y e A;, x, respec-
tivamente, jy = 1,2,...,p, e jx = 1,2,...,q, nao sendo assim necessario considera-los
novamente em (3.2) e em (3.6). O parametro ¢ é estimado maximizando a funcao
log-verossimilhan¢a penalizada dada na equacao (3.2). J4 os parametros v e ¢ sao es-
timados maximizando a funcdo log-verossimilhanca penalizada dada na equacgao (3.6).

Em ambos os casos, os parametros nao sao penalizados.

Note que os valor dos parametros A, v, jy = 1,2,...,p, sao encontrados utilizando

o critério validacao cruzada generalizada, como dado na equacgao (3.3), considerando a
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nova base nao singular e a respectiva matriz de penalizacao. Deve-se considerar uma
malha de valores para cada um dos A v, jy = 1,2,...,p, e entao, verificar todas as
possiveis combinagoes. Este processo pode gerar um alto custo computacional. Desta
forma, as escolhas dos valores da malha devem ser realizadas com cuidado. Analoga-
mente, determinam-se os valores de \;, x, jx = 1,2,..., ¢, através da validagao cruzada
generalizada, como dada pela equagao (3.7), considerando as novas base e matriz de

penalizacao. Novamente, todas as combinacoes possiveis devem ser analisadas.

As matrizes de covariancias das curvas ajustadas By-a} e Bxa’, sao dadas como
nas equagcoes (3.4) e (3.8), respectivamente, notando que os parametros Ay, jy =
1,2,...,p, e N\jyx, jx = 1,2,...,¢q, j& estao inseridos nas matrizes de penalizacao e

portanto, nao devem ser consideradas novamente.

3.3 Modelos bivariados com P-splines

Na Secao 3.2, a metodologia P-splines é utilizada individualmente no ajuste de
cada um dos modelos marginais associados as variaveis respostas discreta e continua.
Entretanto, os modelos da classe proposta sao bivariados em que uma estrutura de
dependéncia entre as variaveis resposta discreta e continua ¢é inserida na formulagao
da classe. Ajustar os modelos individuais neste caso, poderia gerar resultados nao

realisticos. Desta forma, a estimacao deve ser realizada conjuntamente.

Propomos nesta secao, estender o uso da técnica P-splines para os modelos bivaria-
dos semiparamétricos, em que ambos os preditores sao dados no contexto dos modelos
aditivos generalizados. Considere o modelo bivariado apresentado no Capitulo 2 com
preditores dados pelas equagoes (2.21) e (2.22), ou seja, formados por uma soma de
funcoes suaves dos dados e um termo referente ao intercepto. E possivel representar

cada uma das func¢oes suaves dos dados como uma regressao linear, utilizando ba-
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ses B-splines. Suponha que my e mx sejam representados como nas equagoes (3.9) e
(3.11), respectivamente. Além disso, sem perda de generalidade, suponha que By e
Bx sejam bases nao singulares (se nao forem, utilizar procedimento dado na Subsegao
3.2.1), ay e ax, sejam os vetores de coeficientes de regressao associados & By e By,
respectivamente, e Py e Px sejam as respectivas matrizes de penalizacao. Utilizando
a fungdo log-verossimilhanca conjunta, dada pela equagao (2.11), propomos estimar os
coeficientes ay e ax e os parametros 7, ¢ e ¢ do modelo conjuntamente, maximizando

a funcao log-verossimilhanca conjunta penalizada, dada por

n

1 1
* ay,ax,7, ¢,Q0 :lz,y,Z,T = — yﬂz —-b 61 + SL’ZI?Z —b* 191
( | ) = Z[ E)+ =5 Z{ (:)]
+Zc(yl7¢) + Zc*(l'l,@)
i=1 i=1
—§CLYPyCLY — §G/XPXG/X7 (317)
em que gy = g, (Byay) e ux = g, (Bxax). Os parametros de suavizacio
Ay, Aoy, -, Apy, Aix, Aax, .., Agx, JA estao inseridos nas matrizes de penalizacao

Py e Px, e por isso, sdo desconsiderados na equagao (3.17). Note que a fungao log-
verossimilhanca conjunta penalizada dada pela equacao (3.17) penaliza os coeficientes
ay, como na equagao (3.2) e os coeficientes ax, como na equacao (3.6). Os demais

parametros nao sao penalizados.

O estimador de méxima verossimilhanca para os parametros do modelo pode ser
obtido utilizando a metodologia apresentada na Subsecao 2.1.1 ja que o problema de
estimacao semiparamétrico é transformado em um problema paramétrico, através da
técnica P-splines. Note porém, que neste caso a funcao log-verossimilhanca conjunta
é penalizada nos coeficientes de regressao ay e ax associados as bases B-splines. As-
sim, os componentes do vetor escore correspondente aos vetores ay e ax sao dados,

respectivamente, por
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UP(G’Y) = U(B)‘ay,ax,By,BX - PYa/Y

e UP(G’X) = U(A)‘aYan:BY7BX_PXa’X7

em que U(B)|ay.ax.By.Bx € U(A)|ay.ax.By,Bx, 580 0s componentes dados pelas equa-
¢oes (2.12) e (2.13), respectivamente, considerando que 3 = B; = ay, A = A; = ax,
S, =2Z,=By eSS, =T, = Bx, e Py ¢ Px sao as matrizes de penalizacao associadas
a ay e ax, respectivamente. Os demais componentes da fungao escore correspondentes
aos parametros v, ¢ e @, sdo dados como nas equagoes (2.14), (2.15) e (2.16), respec-
tivamente, considerando também que 3 = By = ay, A = Ay =ax, S1 = Z, = By
e Sy = T} = Bx. Denotaremos tais componentes por U,(7y), U,(¢) e U,(p), res-
pectivamente, e referiremos ao vetor escore U, = (Up(ay)",Upylax)”, U,(7), U,(9),
U,(¢))", associado & fungao log-verossimilhanca conjunta penalizada dada na equagio

(3.17), por vetor escore penalizado.

A matriz de informacao observada M utilizada no processo de estimacgao é dada
como na equacao (2.20) porém, com as submatrizes Mg e M sendo substituidas pelas

submatrizes M, e M, ., respectivamente. Tais submatrizes sao dadas por
* J—
May - MIB‘UY:U'X7BY73X + Py

*
Max = MA|QY’GX:BY:BX+PX7

em que Mglay.ax.By.Bx € Malay.ax.By Bx 540 as submatrizes Mg e Ma de M
considerando 8=B; =ay, A=A =ax,S1=2Z,=ByeS, =T, =Bx,e Py e
Px sao as matrizes de penalizacao associadas & ay e ax, respectivamente. As demais
submatrizes de M nao sofrem alteracoes porém, também sao calculadas considerando
B=By=ay, A=A =ax,S1 =2, = By e S; =T, = Bx. Denotaremos a
matriz resultante por M, e a referiremos por matriz de informacao penalizada, o qual

é associado a fungao log-verossimilhanca penalizada dada na equagao (3.17).

Quando os parametros de suavizagdo A1y, A2y, ..., Apy, Aix, A2x, ..., Agx Sa0 to-

dos iguais a 0, o0 modelo bivariado semiparamétrico ¢ reduzido a um modelo bivariado
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paramétrico, como apresentado na Secao 2.1, com preditores formados por termos li-
neares (bases B-splines). Desta forma, a matriz de covarincias assintotica ¢ dada
pelo inverso da matriz de informagao esperada ou observada, como na equagao (2.20).
Entretanto, os valores dos parametros de suavizacao em geral sao maiores do que 0.
Consequentemente, a matriz de covariancias assintotica tende a subestimar as varian-
cias, dependendo dos valores dos parametros de suavizacao. Como o interesse esti na
curva ajustada e consequentemente, na matriz de covariancias associada a tal curva,
propomos um procedimento analogo ao realizado na Subsecao 3.1.3, isto é, encontrar
uma matriz Ly tal que y = Lyy*, para alguma variavel modificada y* e entédo, calcular

a covariancia da curva ajustada Byay pela relagao Cov(Byay) = Cov(Lyy*).

Utilizando o componente Up(ay) do vetor escore penalizado, e a submatriz M,
da matriz de informacao penalizada, ambos associados ao vetor ay, é possivel escrever
um processo iterativo associado A ay, isto é,

a’%’ = a’%’ + [(May)_l]O[Up(a’Yﬂoa

com ay, e a3, sendo os valores do vetor ay avaliados no passo 0 e 1, respectivamente,

(Mg, ) ']° sendo a submatriz [(M,

ay ay ) 1] avaliada no passo 0 e [Up(ay)]® sendo o

vetor [Up(ay)] avaliado no passo 0. Substituindo U, (ay) e M,, por suas respectivas
expressoes, e apos algumas algebras, é possivel escrever Ny = Byay = Lyy*. Segue
que a matriz de covariancias da curva ajustada By ay, utilizada para a construcao das

bandas de confianca, é dada por

Cov(Byay) = Cov(Lyy*)~ LyCov(y*)Ly. (3.18)

A matriz Ly calculada em (3.18) pode ser utilizada também para encontrar os valores
dos parametros de suavizacao Ay, Aay, ..., Ay, através da validacao cruzada genera-

lizada, em procedimento analogo ao desenvolvido na Subsecao 3.1.3.

De maneira analoga, é possivel escrever nx = Bxax = Lxx*. Segue que a matriz
de covariancias da curva ajustada Bxax, utilizada para a construcido das bandas de

confianca, ¢ dada por
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Cov(Bxax) = Cov(Lxxz*)~ LxCov(z*)L]. (3.19)
A matriz Lx em (3.19) pode ser utilizada também para encontrar os valores dos
parametros de suavizacao A1 x, Aax, - . ., Agx, através da validacao cruzada generalizada,
em procedimento andlogo ao desenvolvido na Subsecao 3.1.3. Para o parametros v, ¢

e ¢, pode-se utilizar a variancia assintotica habitual, quando necesséria.

Como as funcoes suaves de ambos os preditores sao representadas por termos line-
ares, ¢ natural utilizar o mesmo procedimento para estimar o modelo bivariado com
preditores formados por termos lineares e nao parameétricos. De fato, considere

Niy = 60 + ﬁlzﬂ + -t Bkzik —+ hQ(Zik+1, Ce 7Zip) = Z“Bl + hQ(Zlg) (320)

e Nix = 0o+ 0itin+ -+ 0atia + ha(tiar, ... tig) = TinA1 + hy(Ti3), (3.21)

em que By = (B, B1,..., )" e Ay = (8g,01,...,04)" sdo os coeficientes de regres-
sdo associados & parte linear dos preditores, ho(2igi1,. .., 2ip) = §yzk+1 Siy (Zijy)
e ha(tiar1, - tig) = ngzd+l ujy (tij) sdo soma de funcoes suaves dos dados, jy =
k+1,k+2,...,p,ejx =d+1,d+2,....,q,e Zsy = (1, 2z, ..., 2ik), Zizs = (Zikt1s - - - » Zip),s
Ty = (L, ti,....ta) € Tis = (tiat1,- - -, tiy) s30 vetores com os valores das covaridveis

na i-ésima observacao, 1 = 1,2,...,n.

Os preditores dados pelas equagoes (3.20) e (3.21) podem ser representados como
nas equacoes (3.9) e (3.11), respectivamente. Neste caso, sem perda de generalidade,
s1(z1) = Z1By e ui(ty) = T1Aq, isto é, as funcdo suaves si(-) e uy(-) sdo reescritas
pelos termos lineares dos preditores, com Z; e T como na Subsecao 2.1.1. Assim,
Biy = Z; e Byx = T sao as bases associadas a s1(-) e ui(-), respectivamente,
a1y = By e a;x = A sao os coeficientes de regressao e Piy = 0 ¢ Pix = 0 sao
as matrizes de penalizacao associadas a a1y e aix, respectivamente. A dimensao de
Py é¢(k+1)x(k+1)ede Pix, (d+1) x (d+1). As demais fungoes suaves sdo

representadas como nas equagoes (3.9) e (3.11).

Sendo By e Bx as bases nao singulares (vide Subsec¢ao 3.2.1), ay e ax 0s respec-
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tivos vetores de coeficientes de regressao em que 5y = Byay e nx = Bxax, e Py e
Px as matrizes de penalizacao associadas a ay e ax, respectivamente, pode-se ajus-
tar o modelo utilizando o vetor escore penalizado e a matriz de informacao observada
penalizada, como realizado no inicio desta secao. Note que as matrizes de penalizagao
utilizadas no processo de estimacao penalizam apenas os coeficientes associados aos

termos nao paramétricos.

Quando termos nao lineares também sao considerados, nao é possivel representar
os preditores somente por termos lineares, como visto anteriormente. Entretanto, a
metodologia de estimacao apresentada na Subsecdo 2.1.1 pode ser utilizada. De fato,
considere o caso geral em que os preditores sao dados como nas equacoes (2.2) e (2.4). A
parte linear e a parte nao paramétrica dos preditores ny e nx podem ser representadas
por Byay e Bxax, respectivamente, em que By e Bx sao bases nao singulares e ay
e ax sao coeficientes de regressao. Desta forma, tém-se os preditores formados por ter-
mos lineares e nao lineares paramétricos. Consequentemente, utilizando a metodologia
apresentada na Subsecao 2.1, é possivel obter o estimador de méaxima verossimilhanca
para os parametros do modelo. Considerando a funcao log-verossimilhan¢a conjunta
penalizada dada pela equagio (3.17), tém-se que os componentes do vetor escore cor-
respondente aos vetores 3 = (ay, By )" ¢ A = (ax,A;)', sdo dados respectivamente

por

Up(B) = UB)l@ay.B))(aL.a])7 51,5, — PrB (3.22)

e Up(A) = U(A)|(a;,B;)T,(a},A2T)T,Sl,SQ — PxA, (3.23)

em que U(B)|ay,87)7 . (aL.a])7.51.5 € U(A)|(@l,B])7 (al.A])T,51,8,0 S30 08 componen-
tes dados pelas equagbes (2.12) e (2.13), respectivamente, considerando que 8 =

(ay,B))", A = (ayx,A))", com By e A, sendo os vetores de coeficientes de re-

gressao associados a parte nao linear dos preditores 1y e nx, respectivamente,
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(3.24)

e Py e Px sao as matrizes de penalizacao associadas a 3 e A, respectivamente, sendo

que apenas os coeficientes de ay e ax associados a s;, () e uj,(-) sdo penalizados.

Os demais componentes da funcao escore correspondentes aos parametros v, ¢ e

¢, sao dados como nas equacgoes (2.14), (2.15) e (2.16), respectivamente, considerando

B, A, Sy e Sy como nas equagoes (3.22) e (3.23). Denotaremos tais componentes

por U,(7), U,(¢) e U,(p), respectivamente. O vetor escore penalizado é dado por

Up = (Up(ﬁ)T, UP(A)T7 U,(7),Uy(9), UP(S‘J))T-

A matriz de informagao observada penalizada M), associada a funcao log-veros-

similhanca conjunta penalizada dada pela equacao (3.17) e utilizada no processo de

estimacao, é dada por

Mg Mg
MET MR

Mg, My,
M5¢T 01x(q+1)
M, MR,

Mp

p
By MB¢>

MZ'V 0(Q+1)><1 Mgcp

Mz 0

0 M},
T

Mz,T 0

com as submatrizes Mz e M} dadas por

P
e M,

P
MB«P

Mj,
0
M P

B;)Ta(a;{’A;—)TvslaSZ + PY

MA‘(a;,B;)T7(a}7A§)T,Sl7SQ + PX7

(3.25)

em que Mg|7 BT (aL.a)7,51,5, € Mal@l BT (aL.a0)7 51,5, 520 as submatrizes Mg

e M dadas na equagao (2.20), considerando 3, A, S; e Sy como nas equagoes (3.22)

e (3.23). Ja as matrizes de penalizagdo Py e Px sdo anélogas as consideradas nas
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equagoes (3.22) e (3.23), respectivamente.

As submatrizes Mg, Mﬁp,y, ngﬁ’ Mgg,,

sao as submatrizes MﬁA, Mg.y, Mﬁd,, M@p, MA‘Y? MA<P7 ]\4;),7 Mﬂwp, M¢ e M‘p,

My, ML, Mg, My, M e M
respectivamente, dadas na equacao (2.20), calculadas adotando 8, A, S, Sy, Py e

Px como nas equacoes (3.22) e (3.23).

Desta forma, tem-se que a matriz de informagao esperada penalizada Mg, asso-
ciada & func¢do log-verossimilhanca conjunta penalizada dada pela equacao (3.17), é
obtida substituindo os elementos da matriz M), por seus respectivos valores esperados

com respeito as distribuicoes das variaveis respostas Y; e Xj.

Note que a insercao de termos paramétricos nao lineares nos preditores pode gerar
dificuldades na obtencao da inversa da matriz de informacao observada, necessaria no
método de estimacao. Uma alternativa a esse problema é substituir o termo nao linear
da covariavel por uma funcao suave nao paramétrica da mesma. A vantagem desta
substituicao é que o preditor se reduz a uma soma de termos lineares (parte linear
e bases B-splines). Entretanto, em problemas cujo interesse esta na interpretagio, a

substituicao deve ser evitada.



Capitulo 4

Casos particulares

A classe de modelos bivariados com respostas discreta e continua, apresentada no
Capitulo 2, ¢ mais geral no sentido que engloba uma variedade de modelos. Para deter-
minadas escolhas de distribuigoes e fungoes, é possivel chegar a modelos ja conhecidos

na literatura, e bem explorados nos dias atuais, assim como a novos modelos.

Neste capitulo, aplicamos os resultados anteriores a alguns modelos pertencentes
a classe geral proposta. Consideramos o modelo de regressao bivariado Bernoulli-
normal proposto por Fitzmaurice & Laird (1995) e o modelo de regressao bivariado
Poisson-normal proposto por Yang et al. (2007). Além disso, construimos o modelo de
regressao bivariado Bernoulli-exponencial e o modelo de regressao bivariado Poisson-

normal semiparameétrico, uma extensao do modelo bivariado Poisson-normal.

4.1 Modelo Bernoulli-normal

Introduzido por Fitzmaurice & Laird (1995), o modelo de regressao bivariado
Bernoulli-normal pertence a classe geral proposta no Capitulo 2. Suponha que Y; é

uma variavel aleatoria discreta tal que Y; ~ Bernoulli(p;y ), em que p;y é a média de

53
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Yi,i=1,...,n. A distribuicdo de Y; pode ser escrita na forma da equacdo (2.1) com

0; = log <1’I_M—Zy) , b(0;) =log[1 +exp(6;)], a(d) =1 e c(yi;,¢)=0.

Neste caso, a fungao de variancia é dada por V(uiy) = iy (1 — piiy)-

Assuma que um conjunto de p covaridveis z;, %o, ..., 2 esteja disponivel para
predizer Y; e considere a relacao dada na equacao (2.2), com hi(:) = ho(-) =0e k = p,

isto é, o preditor é linear. Assim,
Niy = Po + Bizi + -+ + Bpzip = Zin By. (4.1)
Assuma também que ¢;(-) é a fungao de ligagdo canénica para o modelo Bernoulli, ou

seja,

iy
91(piy) Og(l_,uiy) iy

Logo,

. exp(niy)
Wiy =91 Miy) = —————— -
Y 1 ( Y) 1 +eXP(77iy)

Por outro lado, suponha que X; é uma variavel aleatoria continua tal que X; |

2 530 a média e a variancia, respectivamente, de

Y; = yi ~ N(a;,0?%), em que o; e o
X; |Yi=wy,i=1,...,n. A fungao densidade de X; | Y; = y; pode ser escrita na forma

da equagao (2.3) com

92 1 1 1 122
Vi =y, b°(0;) = =, =—=—, e (x;,¢) = —=log(2myp) — e
27 a*(p) ¢ o2 2 2 ¢
A fungao de variancia é dada por Q(a;) = 1.
Considerando que o mesmo conjunto de covaridveis z;, 2o, . . . , 2ip esteja disponivel
para predizer X; e a relacdo dada na equacdo (2.4) com t;;, = z;;, parai =1,...,n,

ejx =1,...,p, h3(-) = hy(-) =0 e d = p, tem-se que
Nix = 00 + 0121 + -+ + Opzip = Zi1 Ay,

com Z;; dado como na equagao (4.1).
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Assuma que go(+) e g3(-) sao fungoes de ligacdo identidade e hs(-) é dada por
hs (i, piy s Bixs V) = Bix + (Y — tiy) = &
Da relacdo dada na equacdo (2.6),
a; = pix + (Y — tiy)-
Note que Eloy] = Elpix +v(yi — tiy)] = Elpix] = pix, indicando que as escolhas de

g3(+) e hs(+) estdo coerentes com a constru¢do do modelo.

4.1.1 Estimacao

Os vetores 3 e A sao compostos apenas pelos coeficientes associados a parte li-
near dos preditores, ou seja, By e Ay, respectivamente. Os componentes do vetor
escore em termos de By, A; e v, sdo dados pelas equagoes (2.17), (2.18) e (2.19), sdo

respectivamente

UB) = S [(y—py)+o VIiy(z-a)

= Z [ZiTl(yi — Hiy) — ZiTl(Mz‘Y(l — iy ) (@i — 041‘)7072} ) (4.2)
i=1
U(A1) = 028 Jx0(@—a)=> Zj(zi— )0’ (4.3)
i=1
e Uly) = J_QJJ,—(:E —a) = Z(yl — iy )(x; — a)o 2, (4.4)

i=1

em que V = diag 1y (1 — pay ), ooy fny (1 = piny)], Jy = —yI, I uma matriz identi-
dade n-dimensional, S; = Sy = Z, com Z, = (Z}},..., Z)", I, = [(y1 — pay), - - -,

(yn_,unY)]T eJx =0=1

O componente do vetor escore para o2, em que a*(p) = p = 02 na equagao (2.16),

é dado por

U = T ey b S e G

i=1

_ T s _ [ o w _ 1 3 1 )
19—(@1,...,@,1) ,b —<7,...,7>€C —(—ﬁ+—2(0_2)2,...,—@+2<O_2)2 .



56

Xi—Oéi

Como X; | Y; = y; ~ N(ay,0?), segue que (

Ci
— X%1) com Var(C;) = 2(c?)%. Assim, definindo ¥ = Var(C;), a equagao (4.5) pode
o

2
) ~ X% Se Cz = (Xz —017;)2, entao

ser reescrita como
n

U(e®) =0 (¢ — o), (4.6)

i=1
em que ¢; = (z; — a;)?.

A solucgao do sistema U = 0 pode ser calculada iterativamente, usando o algoritmo
escore de Fisher para a equacao (4.2) e o método de mininos quadrados ponderados para
as equagoes (4.3), (4.4), e (4.6) (Fitzmaurice & Laird, 1995). Neste caso, a matriz de

covariancias assintotica de By, A1,7 e 02 é obtida pelo inverso da matriz de informacao

esperada Mg, apresentada na equacao (2.20). Esta matriz é dada por

COV(El, 31, :}/\, (/7\2) =

(iy (1= paiy) + a3 (1= pay)*¥?20 )21 Zin —(0 2ypiy (1 — pay)) 21 Za 0 0

Xn: 7(0'_2’}//1,1'}/(1 7/.Lzy))Z7IZ21 G'_QZ;ZH 0 0
i=n 0 0 piy (1 — piy)o =2 0
1
0 0 0 —

204

4.2 Modelo Poisson-normal

Outro modelo pertencente & classe geral apresentada no Capitulo 2 é o modelo
de regressao bivariado Poisson-normal (Yang et al., 2007). Neste modelo, a variavel
resposta discreta, Y;, segue uma distribuicao de Poisson com média p;y, 7 =1,...,n, e
a variavel resposta continua, dada a variavel resposta discreta, X; | Y; = y;, segue uma

2 a média e a variancia, respectivamente,

distribuicao normal com parametros «; e o
de X; | Yi=w;,i=1,...,n. A distribuigdo de Y; pode ser escrita na forma da equagao

(2.1) com

0; = log(uiy), b(0;) =exp(6;), a(p)=1 e c(y;,p) = —log(y!).
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A fungdo de variancia é V(u;y) = piy. Considerando o preditor como na equagao

(4.1), e usando a funcao de ligacdo candnica, g;(-), para o modelo Poisson, tem-se que
piy = 91 (i) = exp(iy)-

A funcao densidade de X; | Y; = y; assim como 1, ¢92(+), g3(+) e hs(+) sdo analogos

aos considerados no modelo Bernoulli-normal, apresentado na Se¢ao 4.1.

4.2.1 Estimacao

O componente do vetor escore de B; é dado por

UB) = S [(y—py)+o0 Viy(z—a)]

n

= > {Zg(yz‘ — piy) = Zj priy (i — Oéz')’Yffz} ; (4.7)
i=1
com V = diag[p1y, ..., tny] € S1, Jy € Z; como na equagao (4.2). Os componentes
do vetor escore associados aos parametros Aq, v e 02 sao dados pelas equagoes (4.3),
(4.4) e (4.6), respectivamente.
Similarmente, como na Secao 4.1, a solucao do sistema U = 0 é encontrada usando
o algoritmo escore de Fisher para a equagao (4.7), e o método de mininos quadrados

ponderados para as equacoes (4.3), (4.4) e (4.6). A matriz de covariancias assintotica
de By, Ay,7 e 52 ¢ dada por

- 5 -1

(wiy + 137?023 2 —(0 iy )25 Za O 0
~ o~ n 7(0’72’)//17; )ZZTZH UﬁZZiTZ“ 0 0
cov(B1,A1,7,6%) = 3 e '
i=n 0 0 wiyo~2 0
0 0 0 1
L 204 |

4.3 Modelo Bernoulli-exponencial

Nesta secao, apresentamos o modelo de regressao bivariado Bernoulli-exponencial,

também pertencente a classe geral proposta. Considere Y;, as covariaveis z;1, 22, - . -, Zip,
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Niy € g1(+) como dados na Se¢do 4.1, i« = 1,2,...,n. Suponha também que X; é
uma variavel resposta continua e que a distribuicao condicional de X;, dado a variavel
resposta discreta Y; = y;, segue uma distribui¢do exponencial com parametro 1/q;, em
que oy = E(X; | ), 1 =1,2,...,n. A fungdo densidade de X; | Y; = y; pode ser

reescrita na forma da equacgdo (2.3) com

A fungao de variancia ¢ dada por Q(«;) = o?.

Assuma que um conjunto de g covariaveis ¢;1, o, . .., tiq, esta disponivel e considere

a relagdo dada na (2.4) com hs(-) = hy(-) = 0 e d = ¢q. Neste caso, 1;x é formado
apenas por um termo linear das ¢ covariaveis,

Nix = 0o + 01ty + -+ + Ogtiq = Tin A
Considere go(+) a fungao de ligagao logaritmica. Assim, p;y = exp(n;x). Considere
também que g3(-) é a funcdo de ligacao identidade e hs(-) é dado por

hs (Yis iy pix,v) = (1 =y + pay Jix
Da equagao (2.6), tem-se que

a; = (1 — i + pay ) pix-

As escolhas de g3(-) e hs(-) sdo adequadas ja que a igualdade Floy] = E[(1 — y; +

Wiy )i x| = pix € verificada.

4.3.1 Estimacao

Os vetores B e A tém somente os coeficientes associados a parte linear, isto é,
B =B;e A=A, Daequagio (2.12), com W =V ja que g;(-) é a funcao de ligagao
canodnica para o modelo Bernoulli, o componente do vetor escore referente ao vetor de

parametros By, ¢ dado por
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UB) = S| ((y—ny)+REVQ iy (z—a))

_ ZZle [(yi — hiy) + <9Uz _ 1) piy (1 —NiY),uiX:| ’ (4.8)
i=1 Qi Q;
. 1 1 :
em que R = dlag ?7"'7? > V = dlag[lu“lY(l_:ulY)V"v:unY(l_H'nY)]? Q =
1 n
diag (a?,..., o2), Jy =diag(piy, - fny) € S1 = Z, com Z, = (Z},,...,Z])".

O componente do vetor escore referente ao vetor de parametros A, da equacao

(2.13), é dado por

U(A) =S] R2Q 2JxO(z — a ZTJ (Zi - 1) (4.9)

=1

em que Jx = diag[(1—y1+py),-.., (L —yn+ pay)], O = diag(pay, ..., ptnx) €
SQ = T1 com T1 (Tl—li, .. TT)

A solugao do sistema U = 0, em que os componentes de U sao dados pelas equagoes
(4.8) e (4.9), é encontrada usando o algoritmo de Newton-Raphson, uma vez que neste
caso, a matriz de informacao esperada é dificil de ser obtida analiticamente. A matriz

de covariancias assintotica de ﬁl e 31, usando a equagao (2.20), é dada por

-1

. M;  Mpa
COV(Bl, A1> = ,
T
em que
- 2z (piy (1 — piy))? 1 wipiy (1= piy) (1 = 2piy)
s 2 ZaZn M=y +piy)pix  (L—yi+piy)? iy Y Hix
piy (1 — pay) (1 —2p4y) }
- — piy (1 — piy)
(1 =y + piy) Y ¥
" T; 1
Ma = Z5Zio {—7’ —}
,Z:; 2 (1 —yi + piy) pix
e MI. — T, [ i Miy(l—ﬂiy)}
sa = D ZnZa |- :

(1 —yi + piy)? Hix
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4.4 Modelo Poisson-normal semiparamétrico

O modelo de regressao bivariado Poisson-normal semiparamétrico é uma extensao
do modelo bivariado Poisson-normal, apresentado na Secao 4.2, e também pertence a

classe geral de modelos introduzida no Capitulo 2.

Suponha Y; uma variavel resposta discreta seguindo uma distribuicao de Poisson

com média p;y, i = 1,...,n, e X; uma variavel resposta continua, tal que X; | Y; = y;

2

segue distribuicao normal com parametros «; e 0°, a média e a variancia, respectiva-

mente, de X; | Y; =vy;, ¢ = 1,...,n, como considerados na Segao 4.2.
Assuma que um conjuntos de p covariaveis z;i, 2o, . . ., Zip, esteja disponivel para
predizer Y; e que um conjunto de g covaridveis t;1,t;0, ..., %, esteja disponivel para

predizer X, e considere as rela¢oes dadas pelas equagoes (2.2) e (2.4). Assuma também
que as funcoes de ligacao ¢1(), g2(+), g3(-) e hs(-) sao anéalogas as consideradas no
modelo Poisson-normal, apresentado na Secao 4.2. Note que neste caso, os preditores
sao mais gerais do que os considerados na Secao 4.2 no sentido de que sao uma soma
de termos lineares, de termos nao lineares e também de termos nao paramétricos das
covariaveis disponiveis. Neste contexto, o modelo apresentado ¢ uma extensao do

modelo Poisson-normal.

4.4.1 Estimacao

Como os preditores sao formados por termos paramétricos e nao paramétricos das
covariaveis disponiveis, o método de estimacao apresentado na Secao 3.3 sera aplicado.
Da equacao (3.22), segue que o componente do vetor escore penalizado em termos do

vetor de coeficientes de regressao 3 = (ay,, B) )" ¢ dado por



61

= (S (yi — ay) — Siypuy (2 — ai)yo %] — Py B3, (4.10)

com S; dada pela equagdo (3.24), Py sendo a matriz de penalizacdo dada como na
equacao (3.22), V. = diag|uiy, ..., tny) ¢ Jy dada como na equagio (4.2), em que

iy = exp(S;;B). O vetor S;; corresponde & i-ésima linha de S;.

Da equacao (3.23), tem-se que o componente do vetor escore penalizado em termos
do vetor de coeficientes de regressao A = (ax, A, )" é dado por
U,(A) = 078, JxO(x —a)— PxA =Y S)(x;—a;)o > — PxA, (4.11)
i=1
com S, dada pela equagdo (3.24), Px sendo a matriz de penalizagdo dada como na
equacao (3.23), e Jx e O dadas como na equacio (4.3). Neste caso y;y = S;,A em que
Sia & o vetor correspondente a i-ésima linha de Sy. Os componentes U, (7) e U,(c?) do

vetor escore penalizados, associados aos parametros v e o2

, sao dados pelas equacoes
(4.4) e (4.6), respectivamente, considerando 3, A, S; e Sy como nas equagoes (4.10) e

(4.11).

A solucao do sistema U, = 0 ¢é encontrada utilizando o algoritmo escore de Fisher
para a equagao (4.10), e o método de mininos quadrados ponderados para as equagoes
(4.11), (4.4) e (4.6). Note que os parametros de suavidade incluidos nas matrizes de

penalizacao Py e Px, sao escolhidos através da validacao cruzada generalizada.

A matriz de informagao esperada penalizada Mg, calculada a partir da equagao

(3.25), é dada por

(wiy + niyy?0 )88 + Py —(0*y1iy) S} Siz 0 0
n —(U_Q’Y,UiY)S;gS“ 0’_25;551‘2 + Px 0 0
Mg, =
i=n 0 0 Miya’2 0
0 0 0 L
L 204 |

com iy = exp(S;18) e pix = SHA.



Capitulo 5

Técnicas de diagnéstico e influéncia

Em muitas situacoes, modelos de regressao sao ajustados a conjuntos de dados sem
que as suposicoes acerca dos modelos estejam satisfeitas. Além disso, muitas vezes os
conjuntos de dados utilizados contém observacoes discrepantes que podem influenciar
no ajuste do modelo. Nestes casos, o ajuste pode nao ser o mais adequado, levando
a resultados equivocados. Uma etapa essencial na escolha de um modelo é a anéalise
de diagnostico que consiste na verificacao de ”possiveis afastamentos de suposicoes
iniciais”, relacionadas a parte aleatoria e & parte sistematica do modelo, assim como na
investigacao de possiveis observagoes discrepantes e observacgoes atipicas, que podem

influenciar no ajuste final do modelo (Paula, 2004).

Entre as suposicoes feitas na classe de modelos bivariados mistos apresentada no
Capitulo 2 e que devem ser satisfeitas, estao as relacionadas a independéncia das varia-
veis resposta continuas e discretas, entre os individuos, as relacionadas as distribuicoes
iniciais para as respostas, no caso, para a resposta discreta e para a resposta conti-
nua condicionada a discreta, as relacionadas a adequagao das funcgoes de ligacao e as

relacionadas a forma dos preditores.

Uma das primeiras etapas em uma andlise de diagnoéstico ¢ a anélise de residuos, em
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que pode ser verificada a independéncia das variaveis respostas, entre os individuos e
se a distribuicao inicial para as respostas, as funcoes de ligacao e formas dos preditores
adotadas estao adequadas. Além disso, por meio da andlise de residuos é possivel
detectar a presenca de pontos aberrantes. Ja a verificacao de pontos influentes pode
ser feita utilizando técnicas tais como influéncia global e local, que analisam o quao
os resultados (ajuste) se alteram com a dele¢do e/ou perturbacao dos dados e com a

perturbacao do modelo proposto.

5.1 Residuos

Como visto em Fitzmaurice & Laird (1995), que apresentaram um modelo bivariado
construido a partir de uma distribuicao marginal e de uma distribuicao condicional, e
em Gomes (2007), que apresentou modelos de regressao com resposta bivariada cons-
truidos a partir de copulas, a andlise de residuos em um modelo bivariado em geral
é realizada considerando os modelos separadamente, isto é, calculando as medidas de
residuos individualmente para os modelos associados as varidveis resposta discreta e
continua. Assim, é possivel verificar a independéncia das varidveis resposta entre os
individuos analisando separadamente os graficos dos residuos de Y; e X; | Y; = y; versus
a ordem de coleta dos dados, se a ordem for importante. Além disso, também é possi-
vel verificar a forma dos preditores individualmente por meio dos graficos dos residuos
versus alguma funcao das covariaveis disponiveis, em geral a funcao candidata a ser
inserida nos componentes sistematicos dos modelos. Outro grafico também bastante
utilizado é o dos residuos contra os valores preditos. Residuos préximos de zero e com
uma amplitude constante indicam um bom ajuste do modelo em estudo (Demetrio,

2002).

Propomos neste trabalho calcular os residuos ordinarios padronizados, quantis nor-

malizados aleatorizados e componentes da desviancia separadamente em cada modelo,
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o associado a variavel resposta discreta e o associado a variavel resposta continua
condicionada a variavel discreta. O residuo quantil normalizado aleatorizado tem dis-
tribuicao conhecida para grandes amostras, independente do modelo adotado, quando
as estimativas dos parametros do modelo sao consistentes. As distribui¢oes do residuo
padronizado e do residuo componente da desvidncia nao sao conhecidas. Na teoria dos
modelos lineares generalizados as distribuicoes de tais residuos sao estudadas por meio
de dados simulados. Na nossa classe, embora as distribuicoes da variavel discreta e
da variavel continua condicionada a discreta pertencam a familia exponencial, nao é
correto afirmar que cada um dos modelos individualmente pertenca a classe dos mode-
los lineares generalizados. Portanto, o comportamento dos residuos também deve ser

analisado por meio de dados simulados.

5.1.1 Residuos ordinarios padronizados

O residuo padronizado para o modelo associado & variavel resposta discreta Y;, é

dado por

P ?Jz‘—ﬁiy .
" [a@n]" o

em que [y = i (Tiy) e Vi = V(fiiy) com 7y dado pela equacao (2.2) substituindo
os parametros relacionados aos termos paramétricos e as bases B-splines (fun¢oes su-
aves), por suas estimativas de maxima verossimilhanga. Note que a(ngS) ¢ a estimativa

consistente de a(¢). Para o modelo associado & varidvel continua X;, condicionada a

discreta Y;, o residuo padronizado é dado por

B = T (5:2)
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em que q; = ggl(é) e @Z = Q(a;) com é dado pela equagao (2.5) substituindo gy, f; x
e Y por [y, lix € 7, respectivamente. Note que [i;,- ¢ dado como na equacao (5.1),
fix = g5 (Mix) em que 7;x ¢ dado pela equacio (2.4) substituindo os parametros
relacionados aos termos paramétricos e as bases B-splines (fungbes suaves), por suas
estimativas de méxima verossimilhanca e 5 é a estimativa de maxima verossimilhanca

de v. Ja a*(p) é a estimativa consistente de a*(¢p).

5.1.2 Residuos quantis normalizados aleatorizados

O residuo quantil normalizado aleatorizado (Dunn & Smyth, 1996), para o modelo

associado & Y; é definido por
rl =& () (5.3)

em que ®(+) é a fungao distribui¢do acumulada da distribui¢ao normal padrao e ¢; é um

valor aleatorio da distribuicdo uniforme no intervalo (A;, B;|, com A; = lim,, Fy, (y; |
iy s a(gg)) e B; = Fy,(yi | ftiy, a(ngS)) sendo que Fy.(.) é a fungao de distribuigao acumu-

lada do modelo associado a Y; com fi;y e a(¢) dados como na equagdo (5.1). O residuo

quantil normalizado aleatorizado associado a X; | Y; = y; é definido por

P =7 [Fx(e | @ a’())] (5.4)

iX,Y;

em que Fy,y,(-) ¢ a funcdo de distribui¢do acumulada do modelo associado a X; |
Y: = vy, com @; e a*(p) dados como na equagao (5.2). No caso em que os preditores

sao formados apenas por termos paramétricos, as distribuicoes dos residuos rfy e dos

%

residuos rfx .. convergem para a distribui¢ao normal padrao desde que as estimativas
1

ilY;

de méaxima verossimilhanca dos parametros do modelos sejam consistentes.
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5.1.3 Residuos componentes da desviincia

Para o modelo associado a Y;, o residuo componentes da desviancia é definido por

d(yi | /?z‘y)

rl = d(yi | fiy) =
’ V()

em que d(y; | fiiy) = {sinal(y; — iy ) }v/2{yi(0; — 0;) — b(0;) +b(0;) } /2, com 0; = 0;(fisy)
e 51 = 6;(y;) sendo as estimativas de maxima verossimilhanga de 6; sob o modelo com
p covariaveis e o modelo saturado, respectivamente. J& [i;y e a((/g) sao como dados na
equagao (5.1). Para X; | Y; = y;, o residuo componentes da desviancia é definido por

= | @) = 208
XY CL*(QO)

em que d(z; | @;) = {sinal(z; — a;) }W2{x; (U; — 0;) — b* (U;) +b* (9;:) }/2, com 0; = (&)
e @ = U;(x;) sendo as estimativas de maxima verossimilhanga de 1J; sob o modelo com
g covariaveis e o modelo saturado, respectivamente. Ja a; e a*() sdo como dados na

equagao (5.2).

Em paralelo a verificacao das suposicoes acerca do modelo e da presenca de possiveis
pontos aberrantes, por meio da analise de residuos, uma etapa importante na anélise
de diagnostico ¢ a investigacao do comportamento do modelo em estudo sob a retirada
individual de alguma observa¢ao ou mesmo sob pequenas perturbagoes nas observagoes
ou no modelo em geral. Esta etapa é conhecida como andlise de influéncia em que é
possivel detectar pontos, através de técnicas de diagnostico, de grande influéncia no
ajuste do modelo, isto é, detectar observacoes que produzem “grandes” alteracoes nos
resultados da andlise, ao serem retiradas da amostra ou entao submetidas a pequenas

perturbacoes.

Na proxima secao, aplicamos duas técnicas de diagnoéstico de influéncia para a classe
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de modelos considerada na Secao 2.1: influéncia local e influéncia global ou total. Para
a classe geral com preditores contendo termos nao paramétricos, o uso destas técnicas

nao é habitual.

5.2 Influéncia local

Utilizada para analisar o comportamento do modelo proposto sob pequenas pertur-
bacoes nos dados ou no proprio modelo, a técnica de influéncia local foi proposta por
Cook (1986) e tem sido bastante utilizada na literatura em geral (Ortega et al., 2003;
Tang et al., 2006; Lee et al., 2006). A técnica tem a vantagem de investigar a sensibi-
lidade do modelo de uma maneira mais especifica, isto é, investigando como o modelo
se comporta a uma perturbacgao, por exemplo, em uma determinada covariavel ou na
variavel resposta. Alguns esquemas de perturbagoes sao frequentemente utilizados na
analise de influéncia local (Cook, 1986; Thomas & Cook, 1989). Selecionar um esquema
apropriado pode levar a uma inferéncia mais correta acerca da influéncia das obser-
vagoes. A técnica desenvolvida em Zhu et al. (2007) pode ser utilizada na escolha do
esquema. Entretanto, como nossa classe de modelos bivariados é geral, consideramos
neste trabalho dois esquemas de perturbagao mais comuns utilizados: a perturbacgao
de casos e a perturbacao na variavel explicativa, deixando a apresentacao de outros

esquemas assim como a adequabilidade das escolhas, para um trabalho futuro.

Considere £(3, A, v, 0, 0) = (B, A,v,b,¢ | ®,y, Z,T) afuncio log-verossimilhanga
dada pela equagao (2.11), em que os vetores 3 e A e v, ¢ e ¢ s30 os parametros do
modelo e seja w = (w1, ...,w,)" um vetor de perturbagoes de dimensao n pertencente
a um subconjunto aberto 2 de R™. Desta forma, escolhido o esquema de perturba-
¢ao, denote por (B, A,7v,¢,p | w) a fungdo log-verossimilhanca correspondente ao

modelo perturbado para um dado w. Note que, definindo wy como sendo o vetor de
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Sejam B, 3, ~, ae ¥ as estimativas de maxima verossimilhancga sob £(8, A, v, ¢, ¢) e
Bw, Aw, Voo $w e ¢, as estimativas de maxima verossimilhanca sob (8, A, v, ¢, ¢ | w),
em que /(B3,A,7,¢,0 | w) é assumida continuamente diferenciavel de classe Cy. E
possivel comparar as estimativas B, 3, 7, (Z, © com as estimativas Bw, Aw,fy\w, aw, Puw,
para w variando em €, utilizando o “afastamento das verossimilhancas” (likelihood

displacement), dada por

~ ~

LD(w) =2 (B, A,7,6,3) — {(Bu, B, T, b D) | - (5.5)

O objetivo da técnica de influéncia local é analisar o comportamento da funcao
LD(w) em uma vizinhanga de wy. Para isto, seja v um vetor de dire¢do com norma
igual a 1 e considere o grafico de LD(wy+Kv) contra K, em que K € R. Para cada vetor
de direcao v, é possivel encontrar a curvatura normal em torno de IC = 0, denotada por
Cy, ja que LD(woy + Kv) possui ponto de minimo local em I = 0. Assim, o interesse
estd na diregao vy, que produz a maior curvatura normal C, ... O grafico de vy
contra a ordem das observacoes indica quais observacoes, sob pequenas perturbacoes,

exercem notéavel influéncia sobre LD(w).

Como observado em Cook (1986), a curvatura normal na dire¢ao v ¢ dada por
C, =2jv' Fuo|, (5.6)

em que F = ATM~'A, com M sendo a matriz de informacdo observada sob o modelo
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postulado, dada pela equacao (2.20) e A a matriz dada por

[ 0B, A,7,0,0|w) ]
0B0w T

(B, A7, ¢, ¢ | w)
T

0AJw
PUB, ALY, ¢, ¢ | W)
Oyow " ’
PUB, ALY, ¢, 9 | W)
0pO0w T
PUB, ALY, ¢, ¢ | W)
Dpdw "

(5.7)

avaliadas em 3 = 3, A= 3, y=7,¢= gg, 0 =pew=wy. O vetor vy, corresponde

a0 autovetor associado ao maior autovalor de F'.

E possivel também avaliar a influéncia da i-ésima observacdo por meio da cur-
vatura na direcao v;, que corresponde ao vetor de zeros com o valor um na i-ésima
posicao (Lesaffre & Verbeke, 1998). A curvatura nesta dire¢do, denotada de influén-
cia local total do i-ésimo individuo, ¢ dada por Ci(B,A,v,¢,¢) = 2|A] M~1A,
com A] sendo a i-ésima linha da matriz AT, cuja matriz transposta A é dada pela
equacao (5.7). A i-ésima observacao é considerada influente se C;(8, A,v, ¢, p) >
2> Ci(B, A, v, ¢,¢)/n (Verbeke & Molenberghs, 2000).

Em relacao aos esquemas de perturbagoes, adotamos dois: a perturbacao de ca-
sos e a perturbacao na variavel explicativa. Na perturbacao de casos, a funcao log-

verossimilhanca perturbada é dada por
€<ﬁ7A777¢7g0 ‘ UJ) :Zwlgl(ﬁ7A7’77 (b? §0)7 (58)

com w = (wy,...,w,) , emque 0 < w; < 1vparai=1,...,n, {;(B,A,7,¢,0) dada

como na equacao (2.11) e wy = (1,...,1)" o vetor de ndo perturbacdo. Neste caso, a
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matriz A dada em (5.7) é escrita como

~

em que I//‘\/, ‘7, }AZ, @, jy, fX, (3, f.,, 0, B, c, 5, I;‘, c*, i e @ sdo, respectivamente,
as matrizes e vetores W, V, R, Q, Jy, Jx, O, J,, 0, b, ¢, 9, b*, c*, p e «,
dados na Subsegao 2.1.1, avaliados em B = ﬁ, A = 3, vy =7, ¢ = ngﬁ e p = Q.
Ja Dy_p), Du—a), D@ e D(g) sao matrizes diagonais cujos elementos sao formados
respectivamente, pelos elementos dos vetores (y—pu), (x —a), 8 e 9, também avaliados
emB=0, A=A y=7,d=deyp=0.

No caso da perturbacao na variavel explicativa, altera-se uma ou mais colunas da
matriz de dados Z e/ou T, definidas na Subsecao 2.1.1, adicionando a cada variavel
explicativa de interesse o vetor de perturbacao w multiplicado por um fator de escala
w (Thomas & Cook, 1990). Este fator de escala age como um peso para o vetor de
perturbacao e geralmente é considerado como sendo a estimativa do desvio padrao da
variavel explicativa perturbada. Sem perda de generalidade, suponha que a variavel
explicativa z; = (215, 295, - - - ,znj)T seja perturbada em que z; é a j-ésima coluna da
matriz de covaridveis Z;, dada na Subsecao 2.1.1. Seja w o desvio padrao amostral
dos valores observados da covaridvel z;. Segue que os novos valores da covariavel sao

dados por

2z =z +ww; para i =1,...,n. (5.10)
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A funcao log-verossimilhanca perturbada é dada por

n

5(57A,% ¢790 ’ w) = Zgl(ﬁ7A77a ¢790 ’ xivy%Z;DZi%,‘Til’T;?)? (511)

i=1

em que U;(B, A, v, 0,0 | xi,yi, Z1, Zi2, Ti1, Ti2) ¢ dada como na equagao (2.11), con-
siderando Z}} = (1, zi1, - - -, Zij—1, 23}, Zij41, - - - Zik), OU seja, a variavel explicativa per-
turbada ao invés da variavel explicativa sem perturbacao. Note que este tipo de per-
turbacao influencia a funcao log-verossimilhanca perturbada apenas através de 6;, que
estd relacionado a média da varidvel resposta discreta Y;. Além disso, o vetor de nao

perturbacao é dado por wy = O, x1)-

A matriz A ¢é calculada como indicada na equagao (5.7), considerando a funcao

log-verossimilhanca perturbada dada na equagao (5.11).

5.3 Influéncia global ou total

Também utilizada no diagnoéstico de influéncia, a técnica de influéncia global ou
total tem como finalidade analisar a sensibilidade do modelo em relagao a cada uma
das observacoes, de uma maneira mais geral. Esta andlise é feita utilizando a técnica
de delecao de casos (Cook, 1977), em que cada uma das observacao é deletada indivi-
dualmente da amostra e entao, ajustando o modelo em estudo com e sem a observacgao
deletada, avalia-se o impacto da retirada da observagao nas estimativas dos parame-
tros do modelo. Este impacto é quantificado em medidas. Neste trabalho, considera-se
duas: a distancia de Cook generalizada e o afastamento das verossimilhancas.

Considerando a classe de modelos bivariados com respostas mistas apresentada na
Secao 2.1, seja £1(8, A, v, ¢, ¢) a fungao log-verossimilhanca dada na equagao (2.11),

desconsiderando a i-ésima observagao e Bm, A[i], Vi) &5[1»] e {}; os respectivos estima-

dores de maxima verossimilhanca de 3, A, v, ¢ e ¢, sob {;;(B, A, 7, ¢, ¢). A distancia
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de Cook generalizada, para a i-ésima observagao, é definida por
—~ ~ —~ —~ —~ ~ — ~ ~ —~ —~ —~ —~ T
DCGZ = |:(/3[1—]1 A[I], 7[2]7 ¢[1]7 @[2]) - (IBT7 AT? Y, ¢a SO):| M |:(/8[1—]/ A[—r[]7’y[z]7 ¢[1]7 @[2]) - (IBT7 AT? Y, ¢a (10):| )

em que M é a matriz de informacao observada, dada pela equacao (2.20), avaliada
em 3 = B, A= 3, y=7,¢= $ e o = @, os estimadores de maxima verossimilhanca

sob (B, A, 7, p, ).

Outra medida, ja utilizada na Secao 5.2, é o afastamento das verossimilhancas,

definida para a i-ésima observagao como
DV; =2{{(B, A,7, 9, %) — LBy, Ap), Vi 1) Prap) }-

Assim, quanto menores as medidas DCG; e DV; obtidas, menos influente é a i-ésima

observacao no ajuste do modelo.



Capitulo 6

Estudo de simulacao

Neste capitulo, realizamos um estudo com dados simulados considerando o modelo
Bernoulli-exponencial, apresentado na Secao 4.3, e o modelo Poisson-normal semipara-
métrico, dado na Secao 4.4. No caso do modelo Bernoulli-exponencial o objetivo deste
estudo é analisar o comportamento dos estimadores de méaxima verossimilhanca dos
parametros do modelo em relacao ao viés, a raiz quadrada do erro quadratico médio
(vVEQM), ao desvio padrao das estimativas (DP), & média dos erros padrao assintoticos
(EPa) e a probabilidade de cobertura dos intervalos de confianga assintoticos (PCa) em
alguns cenérios predeterminados, e também analisar a performance dos residuos apre-
sentados na Secao 5.1. No caso do modelo Poisson-normal semiparamétrico, o estudo é
dividido em duas partes. Na primeira, é considerado um cenario em que os preditores
sao compostos apenas por termos lineares e nao lineares paramétricos e assim, o obje-
tivo também ¢é analisar o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca
dos parametros do modelo em relagao a viés, /EQM, DP, EPa e PCa e a performance
dos residuos, como realizado para o modelo Bernoulli-exponencial. Na segunda parte,
trés cendrios sao propostos em que os preditores sao compostos por termos parameé-
tricos e nao paramétricos. Nestes casos, o objetivo é analisar o ajuste dos termos

nao paramétricos (fungdes suaves dos dados) e o comportamento dos estimadores de
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méaxima verossimilhanca referente & parte paramétrica do modelo, em relacao a viés,

vEQM e DP, além de analisar a performance dos residuos apresentados na Secao 5.1.

O viés simulado é calculado fazendo a diferenca entre a média das estimativas e o

verdadeiro valor do parametro. A /EQM simulada é dada pela expressao

N 1/2
/ 2 : T 2
i=1
em que N é o niimero de amostras simuladas, b é o valor verdadeiro do parametro e b;
é a estimativa de maxima verossimilhanca de b, na i-ésima amostra simulada. O desvio

padrao das estimativas dos parametros do modelo é calculado pela expressao

em que ? é a média da amostra 31, e ,EN. Os erros padrao assintoticos das estimativas
dos parametros, em cada amostra simulada, sao obtidas utilizando a estimativa da
matriz de covariancias assintotica, dada pela equacao (2.20). Por fim, a estimativa da
probabilidade de cobertura dos intervalos de confianca assintoticos de um parametro é
encontrada calculando os intervalos de confianca assintéticos das estimativas em cada
amostra gerada e entao verificando a proporcao de intervalos que contem o verdadeiro

valor do parametro. A probabilidade de cobertura nominal considerada ¢ de 95%.

Diferentes cenarios e tamanhos amostrais sao considerados, em que procuramos
representar um grande nimero de situagoes. Para todas as situacoes tratadas neste
capitulo, na estimagao pelo método de maxima verossimilhanca ¢ adotado que os al-
goritmos Newton-Raphson e escore de Fisher, utilizados para encontrar as solugoes
numéricas das equacoes de estimacao, se encerram quando a diferenca entre as es-
timativas dos parametros do passo atual e do passo anterior é menor do que 1072

Graficos dos residuos apresentados nas Subsecoes 5.1.1, 5.1.2 e 5.1.3 wversus as obser-
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vacoes, para algumas das amostras geradas, sao mostradas. Toda parte computacional

é desenvolvida em linguagem R (R Core Team, 2015).

6.1 Modelo Bernoulli-exponencial

Para o modelo bivariado Bernoulli-exponencial, quatro cenérios sao apresentados.
Nos trés primeiros cenarios, sao consideradas amostras de tamanho 50, 100, 200 e 500.
Para cada configuracao e tamanho amostral, 10000 conjuntos de dados sao gerados. Os
valores do viés simulado, da vEQM simulado, do DP, do EPa médio e da PCa estimada,
de cada parametro, sao apresentados. Por fim, no quarto cenario é ilustrado técnicas

de residuos na deteccao da inadequabilidade do componente sistematico proposto.

Cenario 1: Sao consideradas trés covaridveis dependentes para predizer cada uma das
respostas Y; e X;. Os valores das covariaveis sao gerados de uma distribuicao uniforme
discreta com parametro 10, considerando uma correlacao proxima de 0,5 entre os valores
gerados. Para isto, utiliza-se a funcao ordsample do pacote GenOrd no software R.
Os valores dos coeficientes de regressio adotados sdao B8 = (0,50;0,01; 0,05;0, 10).
Para A, dois vetores de valores sao considerados A' = (0,10;—0,20;0,03;0,05) e
A? = (1,0;0,5;0,2; —0,1). Nos trés vetores apresentados, o primeiro valor corresponde
ao termo do intercepto. Para estas escolhas, o valor médio de Y; é proximo de 0,7
enquanto que o valor médio de X; é 0,6028 com uma pequena variabilidade e 329,80
com uma grande variabilidade, para A'! e AZ?, respectivamente. Os resultados sao
apresentados nas Tabelas 6.1 e 6.2. Os comportamentos dos residuos para algumas das

amostras geradas sao ilustrados nas Figuras 6.1 e 6.2.
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Tabela 6.1:

(0,50;0,01;0,05;0,10) e A = (0, 10; —0, 20; 0, 03; 0, 05).

Viés, vEQM, DP, EPa médio e PCa - Cenario 1 com (3

Viés simulado

n Bo b1 B2 B3 do 01 02 03
50 -0,0407 -0,0067 0,0100 0,0014 -0,0615 0,0290 -0,0044 -0,0063
100 0,0203 0,0003 0,0040 0,0056 -0,0285 0,0011 -0,0005 0,0002
200 0,0055 -0,0010 0,0027 0,0032 -0,0057 -0,0006 0,0002 -0,0005
500 0,0023 0,0005 0,0004 0,0009 -0,0030 -0,0001 0,0003 -0,0003
VEQM simulado
n Bo B B B3 do 01 02 3
50 0,8739 0,2353 0,3555 10,2049 0,3807 0,1011 0,0616 0,0578
100 0,6043 0,0964 0,1086 0,0986 0,2633 0,0463 0,0441 0,0432
200 0,4215 0,063 0,0684 0,0645 0,1854 0,0301 0,0299 0,0284
500 0,2524 0,0403 0,0408 0,0405 0,1173 0,0181 0,0189 0,0180
DP
n Bo B B2 B3 do 01 09 03
50 0,8730 0,2352 0,3554 0,2049 0,3757 0,0969 00,0614 0,0575
100 0,6040 00,0964 0,1086 0,0985 0,2618 00,0463 0,0441 0,0433
200 0,4215 0,063 0,0684 0,0644 0,1854 0,0301 0,0299 0,0284
500 0,2524 0,0403 0,0408 0,0405 0,1173 0,0181 0,0189 0,0180
EPa médio
n Bo B B2 B3 do 01 02 03
o0  0,6962 0,1313 0,1423 0,118 0,3436 0,0628 00,0550 00,0507
100 0,5784 0,0917 0,1041 0,0930 0,2612 0,0462 0,0438 0,0426
200 0,4138 0,0636 0,0667 0,0631 0,1877 0,0302 0,0299 0,0286
500 0,2510 0,0399 0,0406 0,0400 0,1177 0,0182 0,0189 0,0182
PCa estimada (%)

n Bo B B2 B3 do 01 02 03
o0 81,89 81,33 81,61 81,82 81,26 81,72 81,55 81,88
100 9487 94,77 94,79 94,82 94,74 94,94 94,78 94.63
200 94,96 94,55 95,10 94,98 95,38 95,04 95,07 95,19
500 95,00 94,78 94,99 94,90 95,14 95,09 94,90 95,14
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Tabela 6.2: Viés, EQM, DP, EPa médio e PCa - Cenario 1 com B =
(0,50;0,01;0,05;0,10) e A% = (1,0;0,5;0,2; -0, 1).
Viés simulado
n Bo IS 2 B3 do [ d2 03
50  0,0118 -0,0025 0,0151 0,0212 -0,0463 0,0005 -0,0009 0,0007
100 0,0048 0,0017 0,0030 0,0068 -0,0259 0,0001 0,0007 -0,0002
200 0,0098 -0,0013 0,0023 0,0033 -0,0114 -0,0003 -0,0001 0,0003
500 0,0023 0,0001 0,0005 0,0014 -0,0032 0,0002 -0,0002 -0,0002
VEQM simulado
n Bo b1 o> B3 do 01 2 03
50 08799 0,1718 0,2034 0,1672 0,4105 0,0734 0,0646 0,0601
100 0,6006 0,0955 0,1085 0,0977 0,2641 0,0467 0,0441 0,0425
200 0,4239 0,0653 0,0681 0,0646 0,1891 0,0304 0,0299 0,0289
500 0,2509 0,0399 0,0411 0,0401 0,1180 0,0180 0,0190 0,0185
DP
n Bo B 57 3 do 01 09 03
50 0,8798 0,1718 0,2028 0,1658 0,4079 0,0734 0,0646 0,0601
100 0,6006 0,0955 0,1085 0,0975 0,2628 0,0467 0,0441 0,0425
200 0,4238 0,0653 0,0681 0,0646 0,1888 0,0304 0,0299 0,0289
500 0,2509 0,0399 0,0411 0,0401 0,1180 0,0180 0,0190 0,0185
EPa médio
n Bo b1 3 3 do 01 02 03
50 0,8074 0,1527 0,1654 0,1387 0,3993 0,0730 0,0640 0,0589
100 0,5770 0,0915 0,1039 0,0928 0,2613 0,0462 0,0438 0,0426
200 0,4139 0,0636 0,0667 0,0631 0,1877 0,0302 0,0298 0,0286
500 0,2511 0,0399 0,0406 0,0400 0,1178 0,0182 0,0189 0,0182
PCa estimada (%)
n Bo b1 32 3 do 01 09 03
50 95,08 94,68 94,65 95,55 94,31 94,92 95,06 94,74
100 94,91 94,82 9498 9524 94,48 94,53 94,82 95,30
200 94,89 95,19 94,67 94,97 94,89 94,97 95,04 94,80
500 95,12 95,23 95,03 95,06 94,92 94,96 94,93 94,43
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Figura 6.1: Residuos versus observagoes - Modelo associado a Y; - Cenério 1 com (a),
(e) e (i): n=50e AL (b), (f) e (j): n =100 e A% (¢), (g) e (k): n =200 e AY; (d),
(h) e (I): n =500 e A%
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Figura 6.2: Residuos versus observacoes - Modelo associado a X; | Y; = y; - Cenério 1
com (a), (e) e (i): n=50e Al (b), (f) e (j): n =100 e AZ; (¢), (g) e (k): n =200 ¢
Al; (d), (h) e (1): n =500 e A%

Cenario 2: Siao consideradas novamente trés covaridveis dependentes para predizer
cada uma das respostas Y; e X;. Porém, os valores das covariaveis sao gerados de uma
distribuicao continua normal multivariada com vetor de médias iguais a 4, variancias
iguais a 5 e covariancias iguais a 2,5 resultando em uma correlagao proxima de 0,5
entre os valores gerados. Os valores dos coeficientes de regressao adotados sao B =
(0,10;0,01; 0,05;0,20). Para A, sao considerados A = (0,30; —0,20;0,03;0,05) e

A% = (0,9;0,5;—0,1;0,5). O primeiro valor em cada vetor corresponde ao termo do
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intercepto. Para estas escolhas, o valor médio de Y; é proximo de 0,7 enquanto que o
valor médio de X; é 0,8435 com uma pequena variabilidade e 492,375 com uma grande
variabilidade entre os valores gerados, para Al e A2, respectivamente. Os resultados
sao apresentados nas Tabelas 6.3 e 6.4. Os comportamentos dos residuos neste cenario

sao analogos aos obtidos no cenario 1 e portanto, os graficos nao serao apresentados.

Tabela 6.3: Viés, EQM, DP, EPa médio e PCa - Cenario 2 com B =
(0,10;0,01;0,05;0,20) e A = (0, 30; —0, 20; 0,03; 0, 05).
Viés simulado
n Bo B o B3 do 01 02 03
50 -0,0753 10,0135 0,0051 0,0343 -0,0325 -0,0002 -0,0010 -0,0018
100 -0,0296 0,0014 0,0018 0,0167 -0,0172 -0,0015 0,0003 -0,0002
200 -0,0123 0,0012 0,0007 0,0074 -0,0091 -0,0010 0,0001 0,0004
500 -0,0078 0,0001 0,0009 0,0032 -0,0038 -0,0001 0,0003 -0,0002
vEQM simulado
n Bo b1 3 3 do 01 02 03
50 1,1366 0,2439 0,2115 0,2330 0,4339 0,0889 0,0960 00,0782
100 0,6078 0,1434 0,1399 0,1352 0,2786 0,0583 0,0585  0,0592
200 04172 0,0909 0,0913 0,0923 0,1855 0,0412 0,0409 0,0438
500 10,2442 0,0561 0,0543 0,0573 0,1171 0,0251 0,0262  0,0260
DP
n Bo & 32 3 do 01 09 03
50  1,1341 0,2436 0,2114 0,2305 0,4327 0,0889 0,0960 00,0782
100 0,6071 0,1434 0,1399 0,1341 0,2781 0,0583 0,0585  0,0592
200 0,4170 0,0909 0,0913 0,0920 0,1853 0,0412 0,0409 0,0438
500 10,2441 0,0561 0,0543 0,0572 0,1171 0,0251 0,0262  0,0260
EPa médio
n Bo B Ba B3 do 01 02 03
50 1,0078 0,2102 0,1866 0,1926 0,4316 00,0884 0,0948 00,0782
100 0,5824 0,1347 0,1317 0,1274 0,2754 0,0582 0,0580  0,0590
200 0,4072 0,0883 0,0883 0,0887 0,1858 0,0412 0,0406 0,0438
500 10,2405 0,0559 0,0538 0,0559 0,1163 0,0252 0,0262 0,0261
PCa estimada (%)
n Bo B Ba B3 do 01 02 03
50 94,02 93,98 94,26 94,76 95,03 94,95 94,44 95,29
100 94,51 94,44 94,58 94,68 94,82 95,01 95,08 94,88
200 94,62 94,73 94,73 94,53 94,98 95,02 94,62 95,21
500 94,82 95,29 94,84 9426 94,85 95,14 95,12 95,21
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Tabela 6.4: Viés, EQM, DP, EPa médio e PCa - Cenario 2 com B =
(0,10;0,01;0,05;0,20) e A% = (0,9;0,5; -0, 1;0,5).
Viés simulado
n Bo b1 B2 B3 do 01 02 03
50 -0,0674 0,0134 0,0050 0,0298 -0,0233 -0,0006 -0,0010 -0,0035
100 -0,0094 0,0013 0,0031 0,0124 -0,0183 -0,0013 0,0001 0,0001
200 -0,0085 -0,0004 0,0038 0,0053 -0,0091 -0,0004 0,0001 -0,0004
500 0,0001 0,0005 0,0003 0,0017 -0,0034 -0,0003 0,0001 -0,0001
VEQM simulado
n Bo B B B3 do 01 02 3
50 1,1165 0,2357 0,2084 0,2202 0,4333 0,0882 0,0959 0,0782
100 0,6064 0,1423 0,1387 0,1346 0,2760 0,0577 0,0580 0,0593
200 0,4127 0,0910 0,0910 0,0910 0,1857 0,0415 0,0408 0,0437
500 10,2423 0,0566 0,0544 0,0564 0,1168 0,0251 0,0265 0,0264
DP
n Bo B B2 B3 do 01 09 03
50 1,1145 0,2353 0,2084 0,2182 0,4327 0,0882 0,0959 0,0781
100 0,6063 0,1423 0,1387 0,1340 0,2754 0,0577 0,0580 0,0593
200 0,4126  0,0910 0,0909 0,0909 0,1855 0,0415 0,0408 0,0437
500 0,2423 0,0566 0,0544 0,0563 0,1168 0,0251 0,0265 0,0264
EPa médio
n Bo B B2 B3 do 01 02 03
50 1,0041 0,2090 0,1859 0,1912 0,4317 0,0884 0,0948 0,0781
100 0,5841 0,1351 0,1321 0,1277 0,2753 0,0582 0,0580 00,0590
200 0,4070 0,0882 0,0883 0,0887 0,1859 0,0412 0,0405 0,0438
500 10,2406 0,0559 0,0538 0,0559 0,1163 0,0252 0,0262 0,0261
PCa estimada (%)
n Bo B B2 B3 do 01 02 03
50 94,29 94,565 9470 9496 95,18 94,84 94,76 94,80
100 94,61 94,56 94,75 94,76 94,96 95,19 94,93 94,91
200 94,95 94,70 94,58 94,95 94,97 95,05 94,94 95,10
500 95,08 94,80 94,77 94,96 94,89 95,16 94,65 94,78

Cenario 3: Procurando reproduzir as configuracoes do conjunto de dados apresentado
na Secao 7, considera-se que quatro covariaveis binarias estao disponiveis para predizer
Y; e X;. Neste caso, gera-se inicialmente valores de uma distribuicao uniforme discreta
com parametro b, representando 5 categorias distintas e entao, atribui-se os valores 0 ou
1 as varidveis binérias, de acordo com as categorias geradas. Os valores adotados para

os coeficientes de regressao sao 3 = (0,05;0,07; 0,01;0,05;0,20). Para A, adota-se
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dois vetores: A' = (0,01;0,05; —0,20;0,03;0,05) e A? = (4,0;1,5;—1,0;2,9;5,0) O
primeiro valor em cada vetor corresponde ao termo do intercepto. Para estas escolhas,
o valor médio de Y; é préoximo de 0,53 enquanto que o valor médio de X; é 0,9764 com
uma pequena variabilidade e 1478,74 com uma grande variabilidade entre os valores
gerados, para Al e A2, respectivamente. Os resultados sao apresentados nas Tabelas
6.5 e 6.6 enquanto que os comportamentos dos residuos para algumas das amostras

geradas sao apresentados nas Figuras 6.3 e 6.4.

Tabela 6.5: Viés, EQM, DP, EPa médio e PCa - Cenario 3 com B =
(0,05;0,07;0,01;0,05;0,20) e A = (0,01;0,05; —0, 20; 0, 03; 0, 05).

Viés simulado

n Bo B1 Ba B3 B4 o 01 P 3 04

50 -0,0100 0,0100 -0,0133 -0,0124 0,0201 -0,0496 -0,0174 0,0036 -0,0435 -0,0230
100 -0,0150 0,0057 0,0085 0,0066 0,0203 -0,0276 -0,0087 -0,0027 -0,0069 -0,0037
200 -0,0123 0,0050 0,0121 0,0100 0,0150 -0,0186 0,0038 0,0077 0,0051  0,0020
500 -0,0004 0,0007 -0,0047 -0,0008 0,0008 -0,0067 0,0014 0,0037 0,0020 -0,0008

vEQM simulado

n Bo B1 B2 B3 Ba do 01 P 3 04

50 0,6105 0,7647 0,0037 0,039 0,8457 0,3164 0,4635 0,039 0,5362 0,4663
100 04528 0,5738 0,5938  0,6269 05570 0,2186 0,3320 0,3016 0,3158  0,3149
200 0,2861 0,3889 0,3928 0,3855 0,3693 0,1773 0,2383  0,2255 0,2354  0,2328
500 0,1749 02403 0,2325 02369 0,2332 0,1111 0,1474  0,1433  0,1443  0,1492

DP

n Bo B1 Ba B3 Ba do 01 [P 03 04

50 0,6103 0,7647 0,9036 00038 0,8455 0,3125 0,4632 0,039 0,5344  0,4657
100 04526 0,5738 0,5938  0,6269 05567 0,2168 0,3319 0,3016 0,3158  0,3149
200 0,2859 0,3889 0,3926 0,3854 0,3690 0,1764 0,2383  0,2254  0,2354  0,2328
500 0,1750 02403 0,2325 0,2369 0,2332 0,1109 0,1474  0,1433  0,1443  0,1492

EPa médio

n Bo B1 Bo B3 Ba o 01 P 03 04

50 0,5762 0,7267 0,8556 0,8544 0,8143 0,3066 0,4545 0,3966 0,5134  0,4670
100 0,4360 0,5576 0,5766 0,6019 05384 02146 0,3263 0,298% 0,3104  0,3100
200 02798 0,3817 0,3807 0,3787 0,3643 0,1753  0,2369 0,2227  0,2340 0,2326
500 0,737 02381 0,2304 02351 0,2328 0,1116 0,1479  0,1440 0,1446  0,1492

PCa estimada (%)

n Bo B1 Bo B3 B4 o 01 P 03 04

50 96,41 9536 95,71 9549 9587 9420 9445 9468 93,81 94,08
100 9558 9520 9493 9492 9500 94,55 94,55 9464 9445 94,73
200 94,99 9507 94,62 94,79 9502 94,58 9463 94,80 94,88 9487
500 95,05 9505 9505 9499 9504 9481 9519 9514 9502 94,90
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Tabela 6.6: Viés, EQM, DP, EPa médio e PCa - Cenario 3 com B =
(0,05;0,07;0,01;0,05;0,20) e A? = (4,0;1,5;—1,0;2,9;5,0).
Viés simulado
n Bo B1 Bo B3 Ba do 01 02 03 04
50 -0,0169 0,0087 -0,0137 -0,0013 0,0137 -0,0531 -0,0069 0,0070 -0,0402 -0,0204
100 -0,0099 0,0123 0,0036 0,0005 0,0175 -0,0289 -0,0081 -0,0022 -0,0076 -0,0057
200 -0,0057 0,0059 0,0033 -0,0008 0,0064 -0,0197 0,0023 0,0060 0,0067 0,0032
500 -0,0029 0,0038 0,0029 0,0012 0,0069 -0,0071 0,015 0,0014 0,0005 0,0005
vEQM simulado
n Bo B1 B2 B3 Ba do 01 [P 3 04
50 0,6194 0,7670 08919 08964 08568 03154 04648 04041 05345  0,4808
100 0,4588 0,5795 0,6062 0,6268 0,5627 0,2187  0,3291 0,3028 00,3169 0,3144
200 0,2827 0,3869 0,3875 0,3822 0,3684 0,1758  0,2385 0,2218 0,2361 0,2325
500 0,1731 02348 02201 0,2354 02347 0,1128 0,1487  0,1449  0,1460  0,1507
DP
n Bo B1 B2 B3 Ba do 1 [P 3 04
50 0,6192 07670 08919 08965 08568 03109 04647 04040 0,5330 0,4804
100 04587 0,5794 06062 0,6268 05625 02168 0,3290 0,3028 0,3168  0,3143
200 0,2827 0,3869 0,3875 0,3822 0,3684 0,1747  0,2385 0,2217  0,2360  0,2325
500 0,1731 02348 02201 02354 02346 0,1126 0,1487  0,1449  0,1460  0,1507
EPa médio
n Bo b1 B2 B3 B4 do 01 P 3 04
50 05773 07275 08524 08554 08145 0,3065 04544 03966 05133  0,4667
100 04371  0,5590 05781  0,6028 0,5396 02145 0,3263 0,2988 0,3103  0,3100
200 0,2798 0,3817 0,3808 0,3787 0,3644 0,1752 0,2369 0,2227 0,2340 0,2325
500 0,1735 0,2380 0,2303 0,2350 0,2328 0,1116 0,1479 0,1440 0,1446  0,1492
PCa estimada (%)

n Bo b1 B2 B3 B4 do 01 P 03 04
50 96,28 95,31 95,98 95,84 95,74 94,18 94,50 94.41 93,89 94,27
100 95,30 94,96 94,95 95,02 94,85 94,57 94,69 94,69 94,26 94,34
200 9508 9486 94,78 9496 9503 9482 9502 9505 9453 94,77
500 9542 9542 9509 9477 9479 9478 9480 94,87 9483 94,93
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Figura 6.4: Residuos versus observacoes - Modelo associado a X; | Y; = y; - Cenério 3
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A% (d), (h) e (1): n =500 e A2

Analisando as Tabelas 6.1, 6.2, 6.3, 6.4, 6.5 e 6.6, observa-se que os valores do viés
simulado sdo relativamente pequenos mesmo para amostras de tamanho 50. Além disso,
estes valores tendem a diminuir com o aumento do tamanho amostral, nos trés cenarios
analisados, como esperado. Em relacao a /EQM e ao DP, nota-se uma semelhanca nos
valores obtidos em uma mesma configuragdo (cenario e tamanho amostral). Embora
proximos, os valores do EPa médio nas amostras de tamanhos menores sao diferentes

em geral, mas tendem a se aproximar dos valores da /EQM e do DP a medida que
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o tamanho da amostra aumenta. Em todos os cenérios analisados é possivel ver que
os valores da v/EQM, do DP e do EPa médio diminuem com o aumento amostral,
como esperado. Em relacao as estimativas da PCa, nota-se que os valores obtidos sao
proximos em geral, do valor da cobertura nominal considerado (95%), exceto no Cenario
1 com A = A' e n = 50, em que os valores obtidos estdo em torno de 82%. Desta
forma, o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros

do modelo em estudo se mostra satisfatorio, nas condicoes analisadas.

Em relacao ao modelo associado a Y;, analisando as Figuras 6.1 e 6.3, nota-se que o
comportamento dos residuos padronizado e componentes da desviancia ¢ similar em to-
dos os cenérios analisados, com valores obtidos concentrados em duas faixas, coerente
em dados com resposta binaria (Paula, 2004). Entretanto, nota-se uma assimetria
nas distribuicoes destes residuos, mesmo para grandes amostras, nas configuragoes dos
cenérios 1 e 2. Nestes casos, os valores médios obtidos em cada cenario e tamanho
amostral sao proximos a 0, em que os valores estao concentrados nas faixas entre -3
e -1 e entre 0 e 2, em geral. Por outro lado, no cenério 3, em que as covariaveis sao
binérias, as distribuicoes dos residuos padrao e componentes da desviancia tendem a
ser simétricas a medida que o tamanho amostral aumenta, em que os valores obtidos
estao nas faixas entre -2 e 0 e entre 0 e 2. J& o comportamento do residuo quantil é
coerente com a distribuicao tedrica em todos os cenérios analisados, com valores pro-
ximos de 0 e concentrados entre -3 e 3. O teste de normalidade Kolmogorov-Smirnov é
aplicado aos residuos quantil, comprovando a normalidade destes, para a maioria das
amostras geradas. Em relacdo ao modelo associado & X; | Y; =;, nota-se analisando as
Figuras 6.2 e 6.4 uma assimetria na distribui¢ao do residuo padronizado, em todos os
cenarios e tamanho amostral analisados. Neste caso, os valores obtidos variam entre
-2 e 6 com valores concentrados em torno de 0. O residuo quantil tem comportamento
coerente com sua distribuicao teodrica, com valores em torno de -3 e 3 e concentrados

em 0. Assim como para os residuos de Y;, o teste de normalidade Kolmogorov-Smirnov
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é aplicada, comprovando a normalidade dos residuos na maioria das amostras geradas.
Comportamento similar é obtido nos residuos componentes da desviancia em que os

valores estao concentrados em 0 e distribuidos em uma faixa de -3 e 3.

Cenario 4: Com o objetivo de analisar a adequabilidade da forma do preditor asso-
ciado & variavel resposta continua e/ou discreta, em relacdo ao conjunto de variaveis
explicativas disponiveis, é gerado um conjunto de dados em que um termo quadré-
tico é inserido no preditor associado a varidvel resposta continua X;. Desta forma,
ajusta-se o modelo considerando o preditor sem termos quadraticos e entao, analisa-
se o comportamento dos residuos. Os dados sao gerados como no cenério 2, porém
com B = (0,001;0,01;0,005;0,06) e A = (0,03;—0,02;0,003;0,7;0,1), em que 0,1
corresponde ao coeficiente d, associado ao termo t2%, adicionado ao preditor. O compor-
tamento dos residuos é mostrado na Figura 6.5, em que curvas suavizadas utilizando
a técnica Lowess (Cleveland, 1979), é inserida para detectar a tendéncia dos valores

obtidos.
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Figura 6.5: (a), (b) e (c): Residuos padronizado versus variaveis explicativas t1, ¢ € t3,
respectivamente; (d), (e) e (f): Residuos quantil versus variaveis explicativas 1, t5 e t3,
respectivamente e (g), (h) e (i): Residuos componentes da desviancia versus variaveis
explicativas tq, to e t3, respectivamente.

Analisando a Figura 6.5 é possivel notar que nos graficos (c), (f) e (i), o compor-
tamento dos residuos tem a forma quadrética, indicativo que um termo quadrético
associado a variavel explicativa t3, deve ser inserido no preditor correspondente a X,
como esperado. Nos demais graficos, o comportamento é linear indicando a adequabi-

lidade dos termos utilizados.
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6.2 Modelo Poisson-normal semiparamétrico

Para o modelo Poisson-normal semiparamétrico, propomos quatro distintos cené-
rios. No primeiro cenario estudado, é adotado que os preditores sao formados apenas
por termos paramétricos. Neste caso, amostras de tamanho n = 50, 100, 200 e 500 sao
consideradas sendo que para cada configuragao, 1000 conjuntos de dados sao gerados.
J& nos cendrios 2, 3 e 4, sao adotados preditores compostos por termos paramétricos
e nao parameétricos, sendo consideradas amostras de tamanho n = 100, 200 e 500. Em

cada cenario, 500 amostras sao geradas para cada tamanho amostral adotado.

Para o cenario 1, os valores do viés simulado, da /EQM simulado, do DP, do EPa
médio e da PCa estimada, associados a cada parametro do modelo, sao apresentados.
J& para os demais cenarios analisados, apresentam-se os valores do viés simulado, da
vEQM simulado e do DP, referentes a parte paramétrica do modelo. No caso dos
cenarios 2, 3 e 4, em que os preditores contém termos nao paramétricos, a performance
dos ajustes do modelo ¢ analisada calculando o logaritmo do erro quadratico médio

empirico, definido em cada réplica [ = 1,2, ...,500, por

n

1 R
EQM((ElIle . Z(Uz — V)2, (6.1)

i=1

em que 7; ¢ o valor do preditor real, utilizado para gerar os dados, associado a i-ésima
observacao e ﬁim é o valor do preditor estimado na [-ésima amostra, associado a i-ésima
observacao. Valores pequenos de EQMngp indicam uma proximidade entre as curvas

reais e ajustadas, e portanto, um ajuste adequado do modelo.

Cenario 1: Sao consideradas duas covaridveis para predizer cada uma das respostas
Y; e X;, em que os preditores sao formados por um intercepto, por um termo linear
e por uma funcao exponencial das covariaveis disponiveis, ou seja, 7,y = [y + (121 +

exp(faziz) € Nix = 0o+ 01ti1 +exp(datin), i = 1,2,...,n. Os valores das covaridveis z;; e
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t;1 sdo gerados de uma distribui¢do uniforme continua (0;1) enquanto que os valores das
covariaveis z; e t;2 s30 gerados de uma distribui¢ao uniforme discreta (2;50). Os valores
dos coeficientes de regressao adotados sdo 8 = (0,5;—0,3;0,03) e A = (1;0,5;0,1).
Para os demais parametros sao adotados que v = 0,5 e 02 = 0,5. Na Figura 6.6 tem-se
os graficos dos termos lineares e nao lineares dos preditores, em funcao das covariaveis.
Os resultados sao apresentados na Tabela 6.7. Os graficos dos residuos para algumas

das amostras geradas sao apresentadas nas Figuras 6.7 e 6.8.

(a) (b)
=]
o _
o= Lo ]
‘D_ —
_ 9 T o |
= ~ s ™
oo —]
8 _ e
Ly o
o _
o o ]
9 I I T T I o T T T T |
oo 02 04 06 08 10 10 20 30 40 50
Z Iy
(c) (d)
]
o ©
=5
=+
o o ,8__
s 37 3
S ey =
(=T = 2
g_
[ ) —
=T T T T T T = T T T T T
oo 02 04 06 08 1.0 10 20 30 40 50
t t,

Figura 6.6: (a): termo linear de 1y, (b): termo néo linear de ny, (c): termo linear de
Nx e (d): termo ndo linear de nx - Cenario 1.
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Tabela 6.7:

Cenario 1 com B = (0,5;—0,3;0,03) e A = (1;0,5;0,1).

Viés simulado

n Bo B1 Bo do 01 92 Y o
50 0,0004 0,0048 -0,0001 0,0132 -0,0872 0,0000 0,0021 -0,2540
100 -0,0040 0,0119 0,0000 -0,0162 0,0579 0,0000 0,0016 -0,1247
200 0,0006 -0,0008 0,0000 0,0282 -0,0526 0,0000 0,0007 -0,0587
500 0,0000 0,0040 0,0000 -0,0017 0,0345 0,0000 0,0008 -0,0280
VEQM simulado
n Bo B1 Bo do 01 ) 0 o?
50 0,0679  0,2595 0,0013 0,6526  3,1908 00,0007 0,0450 0,5254
100 0,0799  0,1922 0,0006 0,5524 1,5757 0,0004 0,0338 0,3681
200 0,0575 0,1382 0,0004 0,3732 1,0309 0,0002 0,0240 0,2512
500 0,0378 0,1012 0,0003 0,2430 0,6911 0,0002 0,0146 0,1602
DP
n Bo b1 B2 do 01 ) o o’
50 0,0679 0,2596 0,0013 0,6527 3,1912 0,0007 0,0449 0,4601
100 0,0799 0,1919 0,0006 0,5524 1,5754 0,0004 0,0337 0,3465
200 0,0676 0,1382 0,0004 0,3723 1,0301 0,0002 0,0240 0,2443
500 0,0378 0,1011 00003 02431 06906 00002 00145 0,1579
EPa médio
n Bo b1 B o 01 92 o o’
50 0,0651  0,2407 0,0012 0,6197 2,9398 00,0007 0,0394 0,4494
100 0,0795 0,1894 0,0006 0,307 1,4922 0,0004 0,0313 0,3361
200 0,0588 0,1399 0,0004 0,3797 1,0159 0,0002 0,0225 0,2442
500 0,0390 0,034 0,0003 02457 06984 0,0002 00139 0,1565
PCa estimada (%)

n Bo b1 B2 do 01 92 Y o’
50 943 925 924 932 921 924 905 824
100 94,7 94.6 94.6 93,8 94.3 94.7 93,2 89,2
200 956 957 951 954 954 944 932 934
500 955 952 949 953 945 940 933 938
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Figura 6.8: Residuos versus observacoes - Modelo associado a X; | Y; = y; - Cenério 1
com (a), (e) e (i): n=150; (b), (f) e (j): n=100; (c), (g) e (k): n=200; (d), (h) e (1):
n = 500 .

Cenario 2: Neste cenario, é considerado uma tnica covariavel para predizer a res-
posta discreta Y; e uma tinica covariavel para predizer a resposta continua X;, em que
os preditores sao formados apenas por um termo nao paramétrico das covariaveis dis-
poniveis. Desta forma, tem-se que 1;y = s1(2i1) € mix = u1(ti1), 1 =1,2,...,n. Ambas
as covariaveis sao geradas de uma distribui¢ao uniforme continua, no intervalo (0; 10).
Além disso, ¢ adotado que s1(z1) = seno(0,572;) e ui(t;) = seno(0,57t;), em que

seno(-) é a func¢ao seno. Para os demais parametros do modelo, é adotado os valores
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v=0,5e 0?=0,05 Na Figura 6.9 apresentamos os graficos de ambas as funcdoes.
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Figura 6.9: (a): curva real s;(-) utilizada em 1y e (b): curva real u;(-) utilizada em
N x - Cenéario 2.

Na aplicacao da técnica P-splines para suavizar ambos os preditores, ¢ considerado
uma Base B-spline de ordem 3, gerada a partir de 20 nos. E adotado uma ordem
de penalizacao igual a 2 para ambas as matrizes de penalizacao. Esta configuracao é

utilizada para os trés tamanhos de amostra considerados.

Com o objetivo de analisar a performance do ajuste do modelo nos 500 conjuntos

de dados gerados, apresentamos na Figura 6.10 os graficos de caixa dos valores do
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logaritmo de EQMngp para os trés tamanhos de amostras considerados, calculados em
relacao a cada um dos preditores ny e nx. O grafico do ajuste em uma das amostras
geradas é mostrado na Figura 6.11. Os ajustes obtidos nas demais amostras, para os
diferentes tamanhos amostrais considerados, sao similares aos apresentados na Figura
6.11 e portanto, nao serao apresentados. Nas Figuras 6.12 e 6.13, sao ilustrados os
graficos dos residuos versus as observacoes, para algumas das amostras geradas. Na

Tabela 6.8 sao apresentados os valores do Viés, v EQM e DP, associados aos parametros

v e o2
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Figura 6.10: (a): grafico de caixa do log(EQM
caixa do log(EQM
500 - Cenario 2.

emp) associado a ny e (b): gréifico de

emp) associado a mx - 500 conjuntos de dados com n = 100,200 e
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Figura 6.11: (a): curva s;(-) ajustada, banda de confianga e observagoes em uma das
amostras geradas e (b): curva u;(-) ajustada, banda de confianca e observagdes em
uma das amostras geradas - Cenério 2 com n = 200.
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Figura 6.13: Residuos versus observagoes - Modelo associado & X; | Y; = y; - Cenério
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2 com (a), (d) e (g): n =100; (b), (e) e (h): n = 200; (c), (f)

(i): n = 500.

Tabela 6.8: Viés, /VEQM e DP - Cenario 2.

Viés simulado

vEQM simulado

n v o?

v o’

DP
v o’

100 | -0,0784  0,0695
200 | -0,0385  0,0050
500 | -0,0181 -0,0044

0,0963  0,0915
0,0569  0,0391
0,0321  0,0324

0,0560 0,0597
0,0420  0,0389
0,0267 0,0322

Cenario 3: Neste cenario, considera-se que duas covaridveis estao disponiveis para

predizer as respostas Y; e X;, em que os preditores sao formados por um intercepto e
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por duas fungdes suaves das covariaveis disponiveis, ou seja, 1;y = Bo+51(2i1)+52(2i2) €
Nix = Oo+ui(ti)+us(tie),i=1,2,...,n. Osvalores das covariaveis z;; e t;; sdo gerados
de uma distribui¢do uniforme continua (0;1) enquanto que os valores das covariaveis
Zia € t;p sdo gerados de uma distribui¢do uniforme continua (0;4). Para a geracdo de
Ny, considera-se as curvas reais s;(z1) = 2seno(2mz1) e sy(z2) = 0,5cosseno(5zs),
em que seno(-) e cosseno(:) sdo as funcdes seno e cosseno, respectivamente. Além
disso, considera-se um valor de intercepto Sy = 1. De maneira analoga, considera-se
uy(t1) = 2seno(2nty) e us(te) = 0, 3cosseno(2t,), as curvas reais relacionadas a nx, e
8o = 2, o respectivo valor do intercepto. E possivel observar a forma das quatro curvas,
em funcao das covaridveis geradas, na Figura 6.14. Para os demais parametros sao

adotados que v = 0,5 e 02 = 0, 05.
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Figura 6.14: (a) e (b): curvas reais s1(-) e so(+), respectivamente, utilizadas em 7y, (c)
e (d): curvas reais ui(-) e us(-), respectivamente, utilizadas em 1y - Cenario 3.
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No ajuste do modelo, é considerado que as bases B-splines utilizadas para suavizar
as curvas s1(-), sa(+), ui(+) e us(-), sdo de grau 2 e sdo construidas considerando 12 nos,
sendo que as amostras sao de tamanhos n = 100, 200 e 500. A ordem de penalizacao
adotada é 2 em todos os casos. Esta configuracao ¢ mantida no ajuste dos 500 conjuntos
de dados, nos trés tamanhos de amostra considerados. Novamente, a performance do
ajuste do modelo nas 500 réplicas é analisada através dos graficos de caixa dos valores
do logaritmo de EQMngp, em relacao aos preditores my e mx, para cada tamanho

amostral. Estes graficos sao apresentados na Figura 6.15.
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Figura 6.15: (a): grafico de caixa do log(EQM
caixa do log(EQM
500 - Cenario 3.

emp) associado a ny e (b): gréifico de

emp) associado a mx - 500 conjuntos de dados com n = 100,200 e

No caso em que o preditor é formado por uma soma de fungoes suaves das cova-

ridveis, pode-se analisar o comportamento do ajuste de cada uma das funcoes suaves
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individualmente, analisado os graficos dos residuos parciais. Estes graficos, para uma
das amostras geradas, sao mostrados na Figura 6.16. Para as demais amostras geradas,
o comportamento das curvas ajustadas é semelhante ao obtido na Figura 6.16, com as
curvas ajustadas conseguindo representar bem as tendéncias. Os comportamentos dos
residuos neste cenério sao analogos aos obtidos no cenario 2, e portanto, os graficos
nao serdo apresentados. Os valores do Viés, /EQM e DP, referentes aos parametros

e 02 do modelo, sao apresentados na Tabela 6.9.
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Figura 6.16: (a) e (b): curvas si(-) e sa(-) ajustadas, respectivamente, bandas de
confianga e observagoes em uma das amostras geradas e (¢) e (d): curvas u(+) e ua(+)
ajustadas, respectivamente, bandas de confianca e observacoes em uma das amostras

geradas - Cenario 3 com n = 200.
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Tabela 6.9: Viés, v/ EQM e DP - Cenario 3.

Viés simulado | /EQM simulado DP
n ol o? ol o? o o?
100 | 0,0006 0,0007 | 0,0101 0,0043 | 0,0101 10,0043
200 | 0,0004 -0,0029 | 0,0067 0,0048 | 0,0067 0,0038
500 | 0,0001 -0,0027 | 0,0042 0,0041 | 0,0042 0,0031

Cenario 4: Considera-se que duas covariaveis estao disponiveis para predizer as res-

postas Y; e X;, em que os preditores sao formados por um intercepto, por uma funcao

suave e por uma funcao exponencial das covariaveis disponiveis. Assim, tem-se que

Niy = Po + s1(zi1) + exp(Bazia) € Mmix = 0o + ur(tia) + exp(datiz), i = 1,2,...,n. Os

valores das covariaveis z;; e t;; sao gerados de uma distribui¢ao uniforme continua (0;1)

enquanto que os valores das covariaveis z;5 e t;5 sao gerados de uma distribuicao uni-

forme discreta (1;20). Sao adotados que s1(z1) = seno(27wz;) e uy(t,) = 4cosseno(27ty).

Além disso, considera-se que 3y = 1; 82 = 0,07; 8 = 3; do = 0,06; v = 0,7 e 02 = 0, 5.

E possivel observar a forma das quatro curvas, em funcao das covariaveis geradas, na

Figura 6.17.
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Figura 6.17: (a) e (b): curva real s;(-) e fungdo nao linear, respectivamente, utilizadas
em 1y, (¢) e (d): curva real u;(-) e fungao nao linear, respectivamente, utilizadas em
N x - Cenério 4.

Sao considerados bases B-splines de grau 2 e também construidas considerando 12
nos. Novamente, a ordem de penalizacao adotada é 2. Diferentemente dos cendrios
2 e 3, neste cenario sao considerados também os ajustes dos modelos individuais, as-
sociados a resposta discreta Y; e a resposta continua X;, dado a discreta Y;. Nestes
casos, a metodologia apresentada na Se¢ao 3.2 é utilizada no proceso de estimagao. As
performances dos ajustes do modelo conjuntamente e individualmente nas 500 répli-
cas sao analisadas através dos graficos de caixa dos valores do logaritmo de EQMggp,
em relagao aos preditores ny e nx, para cada tamanho amostral. Estes gréaficos sao

apresentados na Figura 6.18.
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Figura 6.18: (a) e (b): graficos de caixa do log(EQM,,,,) associado a my, conside-
rando o ajuste conjunto e individual, respectivamente, (c) e (d): graficos de caixa do
log(EQMemp) associado a mx, considerando o ajuste conjunto e individual, respectiva-
mente - 500 conjuntos de dados com n = 100,200 e 500 - Cenério 4.

O comportamento do ajuste de cada uma das funcoes suaves e dos termos nao
lineares sao analisados individualmente, através dos graficos dos residuos parciais versus
as covariaveis. Estes graficos, para uma das amostras geradas de tamanho n = 200
e 500, sao mostrados nas Figuras 6.19 e 6.20, respectivamente, em que a curva preta

indica o ajuste obtido conjuntamente e a curva azul indica o ajuste obtido considerando
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os modelos individualmente.
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Figura 6.19: (a) e (b): curva s;(-) e funcao nao linear ajustadas, respectivamente,
associadas a ny e (c¢) e (d): curva u;(-) e fungdo ndo linear ajustadas, respectivamente,
associadas a nx - curva preta indica o ajuste obtido considerando o modelo conjunto
e curva azul indica o ajuste obtido considerando os modelos individualmente - Cenario
4 com n = 200.
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Figura 6.20: (a) e (b): curva s;(-) e fun¢ao nao linear ajustadas, respectivamente,
associadas a ny e (c) e (d): curva u;(+) e fungdo ndo linear ajustadas, respectivamente,
associadas a nx - curva preta indica o ajuste obtido considerando o modelo conjunto
e curva azul indica o ajuste obtido considerando os modelos individualmente - Cenario
4 com n = 500.

Os valores do Viés, /EQM e DP, referentes aos parametros 32, d2, v e 02 do modelo,
sao apresentados na Tabela 6.10. J4 os comportamentos dos residuos para algumas das

amostras geradas sao apresentados nas Figuras 6.21 e 6.22.
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Tabela 6.10: Viés, vEQM e DP - Cenario 4,
Viés simulado
n Ba 9o Y o
100 0,0093 0,0362 0,0048 -0,0771
200 0,0061 0,0157 0,0014 -0,0399
500 0,0031 0,0079 0,0015 -0,0155
vEQM simulado
n Ba 0o 5 o2
100 0,0151 0,1058 0,0438 0,1006
200 0,0107 0,0680 0,0281  0,0632
500 0,0076 0,0531 0,0185 0,0344
DP

n B 0o 5 o2
100 0,0119 0,1047 0,0435 0,0648
200 0,0088 0,0576 0,0281  0,0490
500 0,0070 0,0526 0,0185 0,0308
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Figura 6.21: Residuos versus observagoes - Modelo associado a Y; - Cenéario 4 com (a),
(d) e (g): n=100; (b), (e) e (h): n=200; (c), (f) e (i): n = 500.
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Figura 6.22: Residuos versus observacoes - Modelo associado & X; | Y; = y; - Cenario
2 com (a), (d) e (g): n =100; (b), (e) e (h): n =200; (c), (f) e (i): n = 500.

No cenario 1 em que os preditores sao formados apenas por termos lineares e nao
lineares paramétricos das covariaveis disponiveis, é possivel notar analisando a Tabela
6.7 que os valores do viés simulado sao relativamente pequenos e em geral, diminuem
com o aumento do tamanho amostral. Além disso, notam-se que os valores de /EQM,
DP e EPa médio sao proximos e tendem a diminuir e se tornarem mais proximos a me-
dida que o tamanho da amostra aumenta, como esperado. Em relacao as estimativas
da PCa, tem-se que os valores obtidos tendem ao valor da cobertura nominal conside-

rado (95%) a medida que o tamanho de n aumenta, indicando o bom comportamento
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dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo no cenario em
estudo. Os valores dos residuos associados a ambos os modelos marginal e condicional
estao na faixa entre -3 e 3, e concentrados em torno de 0 em geral, como pode ser ob-
servado nas Figuras 6.7 e 6.8. A normalidade dos trés residuos considerados, em ambos
os modelos marginais, é verificada em mais de 95% das amostras geradas, utilizando o

teste de normalidade Kolmogorov-Smirnov.

Ja nos cenéarios 2, 3 e 4, em que os preditores sao formados por termos paramétricos
e nao parameétricos, é possivel observar analisando as Figuras 6.10, 6.15 e 6.18 que os

valores do EQM,, , sao relativamente pequenos e em geral, diminuem a medida que

p

o tamanho da amostra aumenta, como desejado. Além disso, nota-se que em geral os

valores do EQM,, ., obtidos dos ajustes do modelo bivariado sao menores do que os

p
valores obtidos dos ajustes dos modelos marginais, indicando que o ajuste conjunto
tende a ser melhor se comparado ao ajuste realizado separadamente. Isto também

pode ser notado observado as Figuras 6.11, 6.16, 6.19 e 6.20 em que é possivel verificar

que as curvas ajustadas representam bem as tendéncias dos dados.

Em relacao aos parametros v e o no caso dos cenarios 2 e 3, e dos parametros [,
da, v e 0% no cenario 4, pode-se notar pelas tabelas 6.8, 6.9 e 6.10 que os valores do
viés simulado sao pequenos e tendem a diminuir com o aumento do tamanho amostral
assim como os valores da /EQM e do DP que sao semelhantes em geral e diminuem
com o aumento amostral. Desta forma, o comportamento dos estimadores de méxima
verossimilhanca associados & parte paramétrica do modelo e os ajustes das curvas
suaves associadas & parte nao paramétrica, se mostram satisfatorios para dados nas

condicoes dos cenarios estudados.

Analisando as Figuras 6.12, 6.13, 6.21 e 6.22 nota-se que o comportamento dos resi-
duos padronizado, quantil e componentes da desviancia em geral sao similares nos trés

cenarios estudados, com valores concentrados em torno de 0 e variando em uma faixa
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entre -3 e 3. Aplicando-se o teste de normalidade Kolmogorov-Smirnov, é verificada a
normalidade dos residuos em mais de 95% das amostras geradas, para os trés tamanhos

de amostras considerados.



Capitulo 7

Aplicacao

Neste capitulo, ajustamos o modelo Bernoulli-exponencial apresentado na Secao
4.3, a um conjunto de dados reais fornecido por uma operadora de planos de saude. O
conjunto de dados é composto por informagoes sobre internacoes de 300 pacientes, em
que estao disponiveis o valor do gasto total, em reais, com o paciente no periodo de
internacao, a utilizagao ou nao do centro cirirgico pelo paciente e a idade do paciente,
em anos, no momento da internacao. Para a operadora, é de grande importancia
conhecer a relagao entre o gasto total obtido e a utilizacao ou nao do centro cirtargico,
bem como a contribuicao da idade do paciente nestas duas varidveis. Na Tabela 7.1 é

apresentada uma anéalise descritiva dos dados.

Tabela 7.1: Anélise descritiva dos dados.
Minimo Mediana Meédia Desvio Padrao Maximo

Gasto total (reais) 0 1758 3979,00 10596,65 147000
Idade (anos) 6 58 54,71 21,91 103

A idade do paciente é categorizada em menor do que 25 anos no grupo 1, entre
26-44 anos no grupo 2, entre 45-64 anos no grupo 3, entre 65-83 anos no grupo 4, e
acima de 84 anos no grupo 5. Os histogramas dos gastos totais, dos pacientes que
utilizaram o centro cirtirgico e dos pacientes que nao utilizaram o centro cirtirgico, sao

dados na Figura 7.1. J& na Figura 7.2, sao apresentados os graficos de caixa dos gastos

111
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totais, dos pacientes que utilizaram ou nao o centro cirtargico, em cada grupo de idade

considerado.
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Figura 7.1: (a): histograma dos gastos totais dos pacientes que nao utilizaram o centro
cirtrgico e (b): histograma dos gastos totais dos pacientes que utilizaram o centro
cirargico.
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Figura 7.2: (a): grafico de caixa dos gastos totais dos pacientes que nao utilizaram o
centro cirdrgico, com idades nos grupos 1, 2, 3, 4 e 5, respectivamente; (b): grafico de
caixa dos gastos totais dos pacientes que utilizaram o centro cirtirgico, com idades nos
grupos 1, 2, 3, 4 e 5, respectivamente.

E possivel notar pela Figura 7.1 que a soma dos gastos totais dos pacientes que
nao utilizaram o centro cirirgico é maior se comparada com a soma dos gastos totais
dos pacientes que utilizaram, embora o maior valor gasto pertenca a um paciente
que utilizou o centro cirirgico. Além disso, nota-se pela Figura 7.2 que os gastos
totais médios se alteram dependendo do grupo de idade considerado. Desta forma,
ajustamos o modelo Bernoulli-exponencial ao conjunto de dados reais, em que gasto
total é considerada a variavel resposta continua, a utilizacao ou nao do centro cirirgico

é considerada a variavel resposta discreta e grupo de idades, a variavel explicativa.
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Como existem 5 grupos de idades, 4 varidveis dummy estao disponiveis (z;1, 2o, 2i3
e zy) para explicar as variaveis resposta gasto total e utilizacdo ou nao do centro
cirtrgico, sendo z;; = O ou 1, para 5 = 1,...,4 e ¢ = 1,...,300. Na Tabela 7.2 &
mostrado as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo e os

respectivos erros padrao estimados e intervalos de confianca assintoticos.

Tabela 7.2: Estimativas dos coeficientes de regressao, erros padrao assintoticos (EPa)
e intervalos de confianga assintoticos (IC) - Dados operadora de planos de saude.

Coeficientes Bo 51 B2 B3 B4
Estimativas -0,3835 1,5516 0,7742 0,6542 1,0315
(EPa) (0,2736) (0,3940) (0,3335) (0,3341) (0,4846)

(IC 95%)  (-0,9198; 0,1527)  (0,7793; 2,3238)  (0,1205; 1,4278)  (-0,0006; 1,3090)  (-1,9813;-0,0817)
Coeficientes ) 01 09 03 04
Estimativas 38,0683 -0,4922 0,2400 0,8393 0,3266

(EPa) (0,2262) (0,2670) (0,2562) (0,2599) (0,3254)

(IC 95%) (7,6250; 8,5117)  (-1,0156; 0,0311)  (-0,2621; 0,7422)  (0,3299; 1,3487)  (0,1888; 1,4643)

Uma analise de residuos considerando o ajuste inicial é realizada. Os graficos dos
residuos dados nas Subsecgoes 5.1.1, 5.1.2 e 5.1.3, versus as observagoes, para o modelo
associado a variavel discreta (uso ou ndo do centro cirurgico) e para o modelo associado

a variavel continua (gastos totais), dada a discreta, sdo apresentadas na Figura 7.3.
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Figura 7.3: (a), (b) e (c): residuos padronizado, quantil normalizado e componentes
da desviancia, respectivamente, versus observagoes - Modelo associado a Y (d), (e) e
(f): residuos padronizado, quantil normalizado e componentes da desviancia, respecti-
vamente, versus observacoes - Modelo associado a X | Y = y.

E possivel notar que em relacdo ao modelo associado a Y;, os valores do residuos
padronizado referentes as observacoes 23, 155 e 233 estao no extremo da faixa de
valores esperados, como visto no estudo de simulacao na Secao 6.1. Em relacao aos
residuos associado ao modelo de X; | Y; = v;, os valores referentes as observacoes
81, 158, 160 e 240 estao fora da faixa de valores esperados, indicando que tais pontos
devem ser analisados quanto a sua influéncia no ajuste. Desta forma, as técnicas de

influéncia local e global, dadas nas Secoes 5.2 e 5.3, sao aplicadas. Os graficos da direcao



116

Umax, da curvatura na direcdo v;, ¢ = 1,...,n, da distancia de Cook generalizada e do

afastamento das verossimilhancas, sao apresentados na Figura 7.4.
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Figura 7.4: (a): diregdo vmax versus as observacgoes; (b): curvatura na direcao v;
versus as observagoes; (c): distancia de Cook generalizada versus as observagoes e (d):
afastamento das verossimilhancas versus as observacoes.

Analisando a Figura 7.4, é possivel notar que as observagoes 81 e 158 sao fortemente
influentes. As observacoes 160 e 240 também sao consideradas influentes, porém, menos
do que as observacoes 81 e 158. Para complementar a anélise, é realizado um estudo de
exclusao de casos em que as observacoes em anéalise sao retiradas da amostra e entao,

calcula-se a mudanca percentual das estimativas com a retirada das observagoes. Na
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Tabela 7.3 sao apresentadas as mudancas relativas nas estimativas dos parametros do

modelo, retirando individualmente as observacoes.

Tabela 7.3: Mudanga percentual nos valores das estimativas de maxima-
verossimilhanca.
Observagao excluida Bo 51 B B3 B4
81 178,01% 44,00% 88,20% 104,35%  —66,20%
158 0,00% 0,00% 0,00% —25,81% 0,00%
160 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% —22.97%
240 0,00% 0,00% —4,39% 0,00% 0,00%
Observacao excluida do o1 09 03 04
81 —11,47% —187,98% 385,53%  110,25% 111,95%
158 0,00% 0,00% 0,00% —53,34% 0,00%
160 0,00% 0,00% 0,00% 0,00% —49,69%
240 0,00% 0,00% —26,61% 0,00% 0,00%

Como visto nas Figuras 7.3 e 7.4, e na Tabela 7.3, as observacgoes 81,158,160 e
240 sao influentes no ajuste do modelo, com mudancas relativas altas principalmente
na observacao 81 em que ha grande mudanca em todos os coeficientes. Note que
as variaveis explicativas neste ajuste sao variaveis dummy, o que explica a grande
quantidade de valores zeros, na mudanca relativa de alguns parametros. A observacao
160 se refere ao paciente com maior gasto total, dentre os pacientes que nao utilizaram
o centro ciriirgico, enquanto que as observagoes 81,158 e 240 se referem aos pacientes
com 0s trés maiores gastos totais, se considerados apenas os individuos que utilizaram
o centro cirirgico. Desta forma, baseado na analise das Figuras 7.3 e 7.4 e na Tabela
7.3, decidimos ajustar o modelo sem os pacientes 81, 158,160 e 240. Na Tabela 7.4 sao
apresentados os valores das estimativas de maxima verossimilhanca, os erros padrao
estimados e os intervalos de confianga assintéticos referentes ao novo ajuste, enquanto

que na Figura 7.3 sao apresentados os graficos dos residuos versus as observagoes.
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Tabela 7.4: Estimativas dos coeficientes de regressao, erros padrao assintoticos (EPa),
e intervalos de confianca assintoticos (IC) - Dados operadora de planos de saide sem
os pacientes 81,158,160, e 240,

Coeficientes Bo 51 B2 B3 B4
Estimativas 1,0662 2,2342 1,4229 1,1681 20,1118
(EPa) (0,3153) (0,4240) (0,3690) (0,3720) (0,4941)

(IC 95%)  (-1,6842; -0,4482)  (1,4032; 3,0653)  (0,6997; 2,1461)  (0,4389; 1,8972)  (-1,0803; 0,8566)
Coeficientes 4o o1 02 03 04
Estimativas 7,1430 0,4331 1,1014 1,3169 1,3412

(EPa) (0,2162) (0,2586) (0,2477) (0,2514) (0,3257)

(IC 95%) (6,7193; 7,5668)  (-0,0738; 0,9399)  (0,6160; 1,5869)  (0,8242; 1,8096)  (0,7028; 1,9795)
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Figura 7.5: (a), (b) e (c): residuos padronizado, quantil normalizado e componentes
da desviancia, respectivamente, versus observagoes - Modelo associado a Y. (d), (e) e
(f): residuos padronizado, quantil normalizado e componentes da desviincia, respecti-
vamente, versus observagoes - Modelo associado & X | Y =y - ajuste final.

O comportamento dos residuos apresentados na Figura 7.5 estd coerente com os

resultados encontrados considerando dados simulados. De fato, em relacao a Y, os



119

valores dos residuos padronizado e componentes da desviancia estao concentrados em
duas faixas de -2 a 0 e de 0 a 2 e os valores dos residuos quantil estao proximos de 0 e
concentrados entre -3 e 3, enquanto que em rela¢ao a X; | Y; = y;, os valores do residuo
padronizado variam entre de -2 a 6 e estao concentrados em torno de 0 e os valores dos
residuos quantil e componentes da desviancia estao concentrados em 0 e distribuidos

em uma faixa de -3 e 3. Desta forma, o ajuste é satisfatorio.



Capitulo 8

Conclusao

Neste trabalho propomos uma classe ampla e geral de modelos de regressao bivaria-
dos com respostas discreta e continua, cuja distribuicao conjunta é construida a partir
do produto de uma distribuicdo marginal e de uma distribui¢do condicional. Consi-
deramos que uma das varidveis resposta é discreta e sua distribuicao pertencente a
familia exponencial de distribuicoes uniparamétrica ou biparamétrica, enquanto que a
outra variavel resposta é continua e sua distribuicao, condicionada a variavel aleatéria

discreta, pertencente a familia exponencial uniparamétrica ou biparamétrica.

Adotamos que covaridveis estao relacionadas as médias das variaveis resposta dis-
creta e continua por meio de funcoes de ligacao, em que os componentes sistematicos
de ambas as respostas (relacionados as médias marginais) sdo compostos por um termo
linear, como nos modelos lineares generalizados, por um termo nao linear paramétrico
e por um termo nao paramétrico. Além disso, introduzimos uma estrutura de de-
pendéncia entre as respostas discreta e continua por meio da média da distribuicao

condicional.

Para o caso em que os preditores sao formados apenas por termos paramétricos

das covaridveis disponiveis, o método de maxima verossimilhanca ¢ considerado para

120
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a estimacao dos parametros do modelo em que o vetor escore e a matriz de informa-
cao observada ou esperada sao apresentados. Por outro lado, quando os preditores
sao formados por termos lineares e por termos nao paramétricos (fungoes suaves) das
covariaveis disponiveis, é proposto o uso da técnica de suavizacao P-splines para suavi-
zar conjuntamente as curvas do modelo bivariado. Utilizando resultados ja conhecidos
na literatura para o caso univariado, é possivel reduzir o problema nao paramétrico
em um problema linear, em que a funcao log-verossimilhanca conjunta é penalizada.
Desta forma, pode-se utilizar a metodologia desenvolvida para o caso paramétrico para

estimar os modelos pertencentes a classe.

No caso mais geral, em que os preditores sao compostos por termos lineares e nao
lineares paramétricos e por termos nao paramétricos, nao é possivel representar os
preditores somente por termos lineares. Entretanto, a metodologia apresentada na
Subsecao 2.1.1 é utilizada ja que o problema semiparamétrico se reduz a um problema
paramétrico, com preditores formados por termos lineares e nao lineares. Note porém,
que a insercao de termos paramétricos nao lineares nos preditores pode gerar dificulda-
des na obtencao da inversa da matriz de informacao observada, necessaria no processo

de estimacao. Este topico sera estudado com mais detalhes em um trabalho futuro.

Posteriormente, ilustramos dois modelos existentes na literatura que sao casos par-
ticulares da classe de modelos bivariados proposta e apresentamos dois novos modelos,
um paramétrico e outro semiparamétrico, que também pertencem a classe. Entao,
propomos os residuos padronizados, quantis aleatorizados e componentes da desvian-
cia, além das técnicas de influéncia local e influéncia global ou total, para os modelos
pertencentes a classe bivariada proposta. Note que as distribui¢oes dos residuos nao
sao conhecidas neste caso e assim, seu comportamento é estudado através de estudo de

simulagao.

Um estudo com dados simulados é entao realizado para analisar o comportamento
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dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros dos modelos Bernoulli-
exponencial e Poisson-normal semiparamétrico, para analisar o ajuste dos termos nao
paramétricos (fungoes suaves dos dados), no caso do modelo Poisson-normal semipa-
ramétrico, e também para analisar a performance dos residuos apresentados na Secao
5.1, em alguns cenarios predeterminados. A eficiéncia da técnica P-splines nos cenérios
estudados é verificada assim como as propriedades dos estimadores de méxima veros-
similhanca, no caso paramétrico. Por fim, ajustamos o modelo Bernoulli-exponencial

a um conjunto de dados reais em que o ajuste se mostrou satisfatorio.

Portanto, em geral a classe se mostrou flexivel em problemas envolvendo dados
que nao seguem distribuicao normal, mostrando ser uma ferramenta 1til em problemas

mais gerais envolvendo dados bivariados.



Capitulo 9

Propostas de trabalhos futuros

Como propostas de trabalhos futuros, listamos os seguintes topicos:

e Aperfeicoar o uso da técnica P-splines em modelos bivariados semiparamétricos;

— Propriedades assintoticas;
— Matriz de covariancias para as curvas ajustadas;

— Propor maneiras mais eficientes de se determinar os parametros de suavi-

dade;
e [stender a classe bivariada para permitir dados agrupados;
e Estender a classe bivariada a uma classe multivariada;
e Apresentar métodos de estimacao bayesiana para a classe proposta;
e Propor residuos e técnicas graficas bivariadas para a classe bivariada geral;

e Propor técnicas de diagnostico para a classe bivariada geral, com termos nao

paramétricos inclusos;

e Introduzir outros tipos de perturbacgoes no estudo de influéncia local;
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e Adaptar critérios de selecao de modelos para a classe proposta;

e Organizar os codigos e criar um pacote com todas as ferramentas estudadas

implementadas.



Apéndice A

Derivadas da funcao

log-verossimilhanca

Os componentes do vetor escore U (8), U(A), U(y), U(¢) e U(p) em forma ma-
tricial sdo dados pelas equagoes (2.12) — (2.16) em que

d¢; de e, \
Hy = (MlY?MQY?"')/’L’nY)T) a:(a17a23"'7an)T7 J‘7_<d;7d’:7"'7d7) )

1 = (L,1,....,1)7, 8=(01,6,...,6,)7",

b = (b(61),b(0),...,b(0,)", O =(01,02,...,0,)", b* = (*(),b*(92),...,b"(,))",

c = (C/(y17¢)ac/(y27¢>7"'>Cl(yn7¢))—r € C* = (C*/(m1780)70*/(x27@)a"'aC*/(xn790))T7

sao vetores n-dimensional,

Oy  Onay Oy \ " Iy Oy Omx \
oo I 9bo o D6 T Bd
Omy  Onay Oy Omx Onax N O x

S = 3‘51 3‘51 5.51 e So= 8§1 3?1 | 3?1 7
Oy Onay OMny Omx Onax O x
0B, B, 9B, 0dg a6, 94,
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sao matrizes n X (p+ 1) e n x (¢ + 1), respectivamente, e

= diag(wi,wa,...,w,), V =diag(V1,Va,...,V,), R=diag(ri,ra,...,m),

diag(Qla QQ? ey Qn)7 O = dlag (dlulX ) dluQX PRI dlunx) )
dmx dnzx din x

Jy = diag( g, dé dén ) e Jx :diag( g, dé dé, >
dury " dpzy " dpny dpix dpox’ dpnx )

Q
|

_ dpiy

sao matrizes diagonal, em que V; = V(u;y) = 0"(0;) = 0. é a funcao de variancia de Y;
i
dos
e Qi = Qo) = b () = d(;l ¢ a funcgao de variancia de X; | Y;, w; e 7; sdo pesos definidos
i

por

1 d/lliy>2 1 (dai>2 .
wi=—|—] er=— L i=1,...,n.
Vi (dﬁiy Qi \ d&;

Os elementos dos vetores U(3) e U(A) sao dados por

8(() 1 - d@l sz‘Y 8’17iy 1 - d’l?l dOéZ‘ dfz d,uiy amy
= Yi — Wi + Ty — Q) 7 5 7 A5

9B;, a(¢) i:l( Y)duz‘y dniy 0B;,  a*(p) ;( )dai d&; dpiy dniy 0B,
= Ty — Q) ([,

90;, a*(¢) ;( )dai d€; dpix dnix 00;,

respectivamente, para j; = 0,1,...,p e jo = 0,1,...,¢q, enquanto U(vy), U(¢) e U(p) pode

ser reescrito como

0)  _ L Ny oy @i dai dg

oy a*(yp) 1:21( ! Z)dai d&; 0y’

MO d DN oSS gy o PO @@ N N

86 = Tafey 20 YO+ Cind) e 5T =~ ) et — bW+ ¢,

respectivamente, em que da/(¢) = d[CZl(g;b)]’ a*'(p) = d[ac;(;p)]’ d(yi, ) = W e
d|c* 3]

A derivada de segunda ordem da funcao log-verossimilhanca com respeito a 3, A, v, ¢ e
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¢, em forma matricial, é dada pelas equagoes (2.11),

9%0(+)
0BoBT

9%¢(+)
AOAT

9%4(-)
o2
9%4(+)
o2
824(-)
Op?
9%4(-)
o0BOAT

8%4()
lo]C okt

ST{ (¢)[ W+ D(y_ iy ) (AgWV + V1A, )] +

( )[ RPZWYV + D(y_o)(AgRQPZWYV

+Q Y (AaP2WV + R2Q% (dPy WV + Py Apy) ))]}51+7A*+ LIS (A.1)
@ e
= a*iw) S) {~RP%O0? + D(4_0o)[AsRQP30* + Q' (Aa Px O?
+R} Q3 (dPx 0? LIy (A.2)
a*(yp)
= . {PT[ R+ Dy a)(A9RQ+Q ' Aa)lJy + (@ — ) TREQ™%dJ, |, (A.3)
_ 2 2 ”(d)) Tp _ ’
- {a( (¢)2}(y 6—bl1)+c'1, (A.4)
_ */ *//((,D) T * */
= { *(<p)3 a*(SO) }(a: 9 —b*1)+c*'1, (A.5)
- a*(w)sf {—RPXOPYW%V% +D(y_0)|[A9RQPxOPyW2V3 + Q ' (Aa PxOPy W3V 3
1R3Q3 (dJXYOW%V%))]} Ss, (A.6)
- [[~RPyW2V% 4 D(y_0)(AgRQPy W2V + Q' Aa Py W2V 3)]J,
+SID(w_a)Q—1R%Q%W%V%dJ.,Y} , (A7)
626() 1 ’ T ly,-1
82“) 1 */ Tpl AL 1 1
o) 1 S][-RPxO + D AyRQP “1A,P
8Ac’)7 - a*((p>{ 2[* x 0 + (:c—a)( 9 Q X0+Q o XO>]J’Y
+87 D(m_a)QflR%Q%OdJWX} : (A.10)
840 L aTpio—i
826() 1 */ TpliAy—1
L) 9*0(-) ()

YN Owrxt € 5 50 = 50y

=0, (A.13)
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em que
d? d?6 d? d? d29 d?v
Ay = diag ) Ay =diag [ S S ) A,,:diag< L ’;)
du duny de dnny doq don,
d? d2 d2 d? d2 d?
A = diag( O‘;—a;) Apy = diag [ SEX X ) gy — diag 5; 5’; ,
d£1 dgn d771 X dnnx d/Jl Y d,Ufn Y
d2 d2 d2 d2 1 1
dPx = diag 521 f; , dJXy:diag< &1 tn ) R2 =diag(r?,...,r2),
dp1% dpn 3 dpy xdpty dpin x dpiny
1 1 1 1 1 1 1 1 1 _1 _1
w2 = diag(wi,...,w3), vi =diag(V}?,...,V;?), Q2 =diag(Q7,...,Q3), V2 =diag(V; 2,...,V, ?),
_1 . -1 -1 _ . _ _
Q2 = diag(Q, %,...,Qn2%) e Q' =diag(Q;",...,Q. "),

sao matrizes diagonal n X n, D e D) sao matrizes diagonal cujos elementos sao

y—Hy)
formados, respectivamente pelos elementos dos vetores (y — py) e (x — ),

d*& 26\ d*& 26\ Pa A%
dJ‘yY = PN} ’ dJ‘yX: PR} ) dJ"Y: AR 2 )
dydpiy dydpny dydpn x dydpn x dy dy
C, = (C//(y17¢)’"'7Cll(yn7¢)) € C*’ = (C*N(xlvgo)7"'7C*H(xny§0))7

sao vetores n-dimensional,

* * * >k >k * % * %k * Kk >k 3k k- * %k k
AOO A01 s AOp Aoo A01 s AOp Aoo A01 s AOq
* * * * % * % * %k K koK koK ok *kok
x Ao A11 Alp o A AT Alp o AlO A11 Alq
A = , AY* = A =
* >k * >k %k * % * %k * Kk >k >k k- * Kk
Apo Apl ce App Apo Apl T App Aq0 Aql c Aqq

sao matrizes em que

[wi iy - rowVi d&  0%miy )

* **

j = K o1 Ty — Q4 , para ji,k1=0,1,...,p
Jik1 iy) 8,8]18/8k J1k1 ;:1( i i) Qi duiy 65;'1851@1

d§i duix a? i x

ks = Z(x’ o) Qz diax dmix 00,00, A 2R =000
d*[a(¢)] Ple(yi, )], d*[a*(9)] . d*[c* (xi, 9)]
a'(¢) = gt "(yi, #) = Tz "(p) = a2 e ¢ (zi,0) = T a2

Note que A* = A™™ =0 e A** = 0 se n;y e n;x sao preditores lineares, respectivamente.
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Os elementos de
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(

de? \dpix

)2 (dﬂix
dn; x

doy ( d?¢;
dni x

dé; \ dpi%

)

dp; x 82771’)(

061, 00,

dpi x

oL

1
a*(p) Zl

+(zs — ag) {

|:d20¢i d¢; duix d&i dupiy Onix Oniy
de? dpix dnix dpsy dniy 965, 0B

82€(-)
08,06,

dv;

do;

para ji1, k1 =0,1,...

(

dni% 96y, 06;,

- dd; d&;

day;

dni x 01405,

i

duix d& duiy Onix Oniy

2
dov; (d& )

d29; (doy

dpix dnix dpiy dniy 065, 0B,

d&;

dpix d& duiy Onix Oniy

2
dao; ( d&; )

dpix dnix dusy dniy 005, 0Bj,

day; d%¢,

dpi x duiy Onix Oniy

00, 00,

,pejg,k‘gzo,l,...

(

, ¢, enquanto os elementos de

dg;

dpi xdpsy dnix dniy 065, 0Bj

i

0%(-) 0%0(-) 9%e(-)
0By’ 0B0¢’ 0B’
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0%()  0%()

e sao vetores dados respectivamente por
OADy © DA, P P
2p(. n ) N\ 2 X X . X 2
O 1 5 d; (dal) d¢; d&; dpiy Oy (s — o) d (
0B, 0y a*(p) = | dei \d& /) dy dpsy dniy 985,
+dm [ani dé; dé&i duiy Oniy | doy ( d%¢;  duiy Oniy H}
dog | d€7 dy duiy dniy 085, d& \dyduiy dniy 9B;,
9%4(+) 1 , n d0; duiy Oniy
= ——=d(¢ Yi — i —,
9B;,0¢ PESERE );( ) Gy dniy 965,
823() 1 , - d9; doy; d€; dpiy Oniy
= ") S (i — ay) S 22 T Sy Ty
aﬁjlaﬂo a*(‘P)Q ; ' day d&; dpiy dniy aﬂjl
%) _ *1 2”: v, (dai) d&; d&i dpix Omix ¢ (@ — o) d2 i (
08,07 a*(p) = da; \ d¢&; dry dpix dnix 96j, e
L [d o d§; dé dpix Onix | dey  d*& dpix 3771’)(} }
do; dff dy dp;x dnix 965, d€; dydp; x dn;x 005,
920(-) 1 L& dv; doy d€; dpi x i
= ()Y (i — o) L B2 D1 Chix Tlix
86,09 a*(p)? ;( ¢ doy d&; dpsx dnix 965,
para j; = 0,1,...,p e jo = 0,1,...,¢q. As equagoes (A.3), (A.4),

reescritas como

82((') _ - da; ? Ti— u d?9; (do; 2 d&; 2
0z Zl{ daz<d52> ) + (@i ”{da? (dg) (d7>
20(. n
S - {z) @@ = TS o -0, 1+Z[c vir6

i=1
29(. a*!!
T {a*(i)a @l - (fa) }ZW —H @+ Z[ (@) e
() ~ dﬁ do; dgl .
0. " ( ; dal & a respectively.

A matriz de informacao observada ¢ dada por

T
MBA
By
-
Mg,
MT

Mpa Mpy Mgy Mg, Mg Mga My
Ma May May May, Mga Ma Ma~
Mp, My, My, My, |= M& My, My
MLp M~T¢ My Mg, MBTqb O1x(q+1) O
Mj, My, M, M, | | Mg, Mj, M,

n dv; [ d%a;
do; dfiz

dg;

ds;

dai)Q d¢; deé; dpiy Oy
dy duiy dniy 9B

dw)"’ déi dé&i dpix Onix
dy dpix dnix 00j,

(A.5) e (A.12) pode ser

(%)
dy

doy d2¢;
d¢; dvy?

)i}
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em que
820(-) 820(-) 820(-) 820(-) 820(-)
Mg = — Mpa =——7_ Mgp = ——2_ =_ Mgy = —
s BaBT T AT TaAaAT TPAT THBaAaT TP T TogayT TP T T 5Bae
824(-) 820(-) 824(") 82¢(-) 824(")
Be aBoy’ AT T TaAsy AT Tamay a2 T 992
824(") 824(")
M, = - Moy = — A4
® 9,2 € Myp o0’ ( )

B2()  O2() () () () () () () () ()
M 5808T DAIAT’ 92 992 92 ' 9BOAT’ 0BOy’ 0BOs’ 0By DAY’

29(. 29(.
g:é; e gffa(; dadas pelas equagoes (A.1), (A.2), (A.3), (A4), (A.5), (A.6), (A7), (A.8),

(A.9), (A.10), (A.11) e (A.12), respectivamente.
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