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Resumo

Com a finalidade de obter estruturas conhecidas como defeitos, foi utilizado um pro-
cedimento sistematico que encerra cadeias ciclicas de deformacoes. Esse procedimento
ciclico possibilita que o defeito inicial (utilizado para acionar a cadeia) seja recuperado
através do processo de deformacoes sucessivas. Essa técnica foi aplicada considerando-se
defeitos topoldgicos (tipo kink) derivados de dois modelos, Ax* e sine-Gordon, descritos
por um unico campo escalar e real. Os resultados encontrados revelam que esse pro-
cedimento pode gerar simultaneamente defeitos tipo kink e tipo lump (nao topoldgico)
com massas topoldgicas satisfazendo relagoes fechadas de vinculo. Apds a descricao e
andlise detalhadas desse método, alguns de seus resultados foram aplicados em cendario
de branas, tencionando-se estudar seu problema quantico derivado de uma perturbacao
na métrica. O cendrio inclui como resultado branas espessas que poderiam sustentar
gravidade 4-dimensional em seu interior. Por fim, estudou-se a origem topoldgica das
transicoes de vacuo em cendrios sustentados por potenciais com fundo duplo. Verificou-se
que a funcao de Wigner, construida por meio do estado fundamental e do primeiro es-
tado excitado (solugoes do espectro de modos normais do potencial), realiza tunelamento
quantico deslocando-se de um minimo ao outro do potencial. A analise do tunelamento foi
realizada através de uma prescricao da dinamica da funcao de Wigner e da dependéncia
temporal dos pontos de estagnacao para um potencial de fundo duplo analitico.



Abstract

In order to obtain structures known as defects, it was used a systematic procedure
which holds cyclic deformation chains. This cyclical procedure enables that the initial
defect (used to trigger the chain) is recovered via the process of successive deformations.
This technique was applied considering topological kink like defects derived from two
models, Ax* and sine-Gordon, described by a single real scalar field. The results show that
this procedure can generate simultaneously kink and lump like defects with topological
mass satisfying closed relations. After the detailed description and analysis of this method,
some of its results were applied in brane scenario, where we studied the quantum problem
analogue derived from a metric perturbation. The scenarios includes thick branes results
that could support 4-dimensional gravity inside. Finally, we studied the topological origin
of vacuum transitions in scenarios supported by double-well potentials. It was found
that the Wigner function, constructed by means of the ground and first excited states
(solutions of the normal modes potential spectrum), performs quantum tunneling moving
from one minimum to another in the potential. The tunneling analysis was performed by
a prescription of the Wigner’s function dynamics and the time dependence of stagnation
points for an analytical double well potential.



Sumario

Introducao

Defeitos topoldgicos e nao topoldgicos

Deformacoes ciclicas e o modelo Ax*

3.1

3.2

Procedimento sisteméatico para deformacgoes N+4-2-ciclicas . . . . . . . .
Modelo A . . . .
3.2.1 Procedimento sistematico para deformacoes 3-ciclicas . . . . . .
A - Deformacoes hiperbélicas . . . . . . ... ... ... ...
B - Deformagoes trigonométricas . . . . . . .. ... ... ..
3.2.2  Procedimento sisteméatico para deformacoes 4-ciclicas . . . . . .
A - Deformacoes hiperbdlicas . . . . . . . . ... ... .. ...

B - Deformagoes trigonométricas . . . . . . . .. ...

Modelo sine-Gordon deformado e a carga topolégica variavel

4.1

4.2

Procedimento sistematico para deformagoes 3-ciclicas . . . . . . . . ..
A - Deformacoes hiperbdlicas . . . . . .. .. ... ... ...
B - Deformagoes trigonométricas . . . . . . . .. ...
Procedimento sistematico para deformacoes 4-ciclicas . . . . . . .. ..
A - Deformagoes hiperbdlicas . . . . . . . ... ... ... ...

B - Deformagoes trigonométricas . . . . . . . .. ... .. ...

Aplicagao em cenario de Branas

p-9

p. 14

p.23
p-24
p-25
p. 27
p-29

p-29

p.42
p.44
p-44
p. 46
p.48
p-49

p-5l

p- 60



5.1 Introducao ao cendrio de branas . . . . . . .. ... L p. 60
5.2 Perturbacao da métrica . . . . . . . .. ..o p. 62

5.3 Método utilizado para encontrar os parametros fisicos em cenarios de

branas . . . . ... L p. 63
5.3.1 Célculo do warp factor . . . . . . . ... p. 63
5.3.2 Célculo do defeito no cenario de branas . . . . . . . . .. .. .. p. 64
5.3.3 Tensor energia-momento . . . . . . . ... ... p. 64
5.3.4 Potencial da Mecanica Quantica . . . . . . . ... .. ... ... p- 65
5.3.5 Potencial classico . . . . . . ... ... p. 65

5.4 Resultados . . . . . .. p. 66
5.5 Resultados referentes as solucoes do modelo A\x* . . . . . . .. ... .. p.67
5.5.1 Deformagoes 3—ciclicas . . . . . . .. .. ... p.67

A - Caso hiperbdlico . . . . .. ... ... ... ... ... p.67

B - Caso trigonométrico . . . . . . . ... ... L. p. 68

5.5.2  Deformagoes 4—ciclicas . . . . . . .. ... p. 68

A - Caso hiperbdlico . . . .. .. .. ... p. 68

B - Caso trigonométrico . . . . . . . ... ... p. 70

5.6 Resultados referentes as solugoes do modelo sine-Gordon . . . . . . .. p.71
5.6.1 Deformagoes 3—ciclicas . . . . . . . . . ... L. p.72

A - Caso hiperbdlico . . . ... .. ... p. 72

B - Caso trigonométrico . . . . . . .. .. ... p. 72

5.6.2 Deformagoes 4—ciclicas . . . . . . .. ... oL p.73

A - Caso hiperbdlico . . . . .. ... ... ... ... ... . p.73

B - Caso trigonométrico . . . . . . . ... ... p. 74

6 Aplicagcao em cenarios de potencial com fundo duplo p. 88



6.1 Origem topoldgica das transicoes de vacuo da mecanica quantica e tune-

lamento . . . . ... p. 88
6.1.1 Cenérios topoldgicos para potenciais DW. . . . ... .. .. .. p-90

6.1.2 Modos estaveis e taquionicos sustentados por defeitos deformados

e transicoes quanticas relacionadas. . . . . . . .. .. ... ... p-94

6.2 Fluxo de Wigner e suas caracteristicas . . . . . .. ... .. ... ... p.97
6.3 Tunelamento quantico e andlise do fluxo de Wigner . . . . . . . .. .. p. 98

7 Conclusoes p. 107

Referéncias p- 110



1 Introducao

Um dos maiores desafios da Fisica atualmente reside na tentativa de unificacao de
todas as interagoes fundamentais através do conceito de quebra de simetria. Acredita-
se que no periodo pré-inflacionario havia uma unificacao entre as forcas fundamentais,
tornando-as indistinguiveis. Conforme o Universo expandiu-se e consequentemente es-
friou, essa supersimetria foi quebrada gradualmente acarretando primeiramente o desa-
coplamento da interacao gravitacional, seguida da interacao forte, e por ultimo da fraca
e da eletromagnética. Nesse contexto, a quebra de simetria estd associada as mudancas
de fases do sistema, que passa de um valor de minimo global do potencial para um valor
de maximo local e instavel. Progressivamente, o campo que descreve o sistema “rola” ao
longo do potencial assumindo novos valores de vacuo. Na Fig. 1 vemos a representacao

de uma quebra de simetria sofrida pelo sistema, o qual passa a ter minimos degenerados.

Ao esfriar, o Universo passa por essas transi¢oes de fases com o surgimento nao uni-
forme de novos estados. O motivo de regioes diferentes do espago adquirirem valores
diferentes de vacuo é devido a causalidade. A velocidade maxima de propagacao de uma
informacao é a velocidade da luz, ¢. Dessa forma, as regioes do universo separadas por
uma distancia maior que ct, fora do cone de luz, nao podem comunicar-se. Com a evolugao
temporal do sistema, as regioes de novos vacuos coalescem, gerando estruturas conheci-
das como defeitos topolégicos na interseccao (veja Fig.2). Portanto, sendo os defeitos
as proprias regioes de fronteira entre os diferentes minimos da teoria, teoricamente sua
formacao ¢ inevitavel se houver quebra de simetria (Kibble, 1976). Alguns textos de re-
visao sobre quebra de simetria, defeitos topoldgicos e sua formacao sao encontrados, por

exemplo, em Gangui (2001), Durrer, Kunz e Melchiorri (2002), Cambridge (1996).

Devido a enorme energia encerrada nos defeitos topolégicos existe uma dificuldade
técnica e experimental em observa-los. Nem mesmo em aceleradores de particulas como o
localizado no CERN (Organisation européenne pour la Recherche nucléaire) foi possivel
reproduzi-los. Entretanto, a existéncia desses objetos revelaria informacoes sobre os

primérdios do Universo. Além disso, sua comprovagao observacional sustentaria algu-



1 Introducdo 10

mas teorias enquanto que sua inexisténcia proscreveria outras. Por essas razoes, entre

outras, seu estudo e sua busca sao de suficiente relevancia.

J& que a origem dos defeitos estd relacionada ao surgimento de novos vacuos, uma
questao pertinente é a diferenca entre defeitos gerados com relacao a simetria original.
Em uma dimensao, quando uma simetria discreta é quebrada, o resultado ¢ a chamada do-
main wall (ou parede de dominio). Esta estrutura encontra-se localizada em uma dire¢ao
espacial particular, mas estendida na outra. A extensao para duas dimensoes revela que,
quando uma simetria cilindrica ou axial é quebrada, o resultado é o defeito topologico
conhecido como uma corda coésmica. Muitas vezes, estas podem ser associadas as teorias
de grande unificagdo, mas também podem surgir na escala eletrofraca (aproximadamente
246 GeV). J& para trés dimensoes, quando uma simetria esférica é quebrada, a solucdo
gera os chamados monopolos magnéticos. E previsto que estes sejam supermassivos e
carreguem carga magnética, assim como os elétrons e positrons carregam carga elétrica.
Extrapolando para mais dimensoes, a solugao engendra as chamadas texturas. Estas nao

sao localizadas, o que resulta em sua instabilidade e colapso.

Apos entender o que sao e como foram formados, a questao fundamental é o que
defeitos topoldgicos poderiam explicar e quais seriam as assinaturas legadas ao Universo.
Efetivamente varias contribuicoes foram previstas em diferentes estudos. Por exemplo,
defeitos topoldgicos podem ter sido os catalisadores para a formacao de estruturas do
Universo. A explicacao para tal reside no fato deles carregarem uma enorme quanti-
dade de energia. Esta fomenta uma forca gravitacional extra fazendo com que os defeitos
atuem como sementes para estruturas césmicas (Liddle; Lyth, 2000). Em particular, cordas
cosmicas (Brandenberger, 1991) e texturas podem levar a cenérios atraentes para a formagao
de galdxias e estruturas em grandes escalas. Além da formacao de estruturas, defeitos
topolégicos podem ser relevantes para a assimetria no nimero de bérions (Davis; Perkins,
1997). Também podem ser os geradores de raios césmicos de altas energias (Bonazzola;
Peter, 1997), ou mesmo de explosoes de raios gama, através de cordas césmicas super-
condutoras (Berezinsky; Hnatyk; Vilenkin, 2001). Como veremos no Capitulo 5, o cendrio
de branas pode representar defeitos topologicos em espacos com dimensoes maiores que
1 + 3 (Bazeia; Furtado; Gomes, 2004; Gherghetta; Roessl; Shaposhnikov, 2000). Cordas césmicas,
particularmente, apresentam um campo gravitacional ao redor de si que é atipico (Vilen-
kin, 1981). Por essa razao, muitos testes relacionados a esse tipo de defeito baseiam-se
em interages gravitacionais (Vilenkin; Shellard, 1995). Cordas césmicas e paredes, gera-
das apos o periodo inflacionario, poderiam estar relacionadas com matéria escura através

da irradiac@o de axions (Jeong; Kawasaki; Takahashi, 2014; Moroi et al., 2014). Finalizando
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os exemplos, uma analise sobre o efeito Harrison- Zel’dovich é apresentada no trabalho
Sakellariadou (1999), onde sua origem é questionada tanto através da inflagdo como dos

defeitos topoldgicos.

Os trabalhos mais atuais analisando a concordancia entre as previsoes da teoria de
defeitos e as observacoes cosmicas, principalmente no que diz respeito a Radiacao Cdosmica
de Fundo, foram realizados através dos resultados do satélite Planck. Este é um projeto
da Agéncia Espacial Européia, o qual foi lancado em 14 de maio de 2009. Entre vérios de
seus objetivos encontra-se especificamente o de procurar por defeitos no espago (European
Space Agency, 2000). Alguns resultados interessantes sao Hindmarsh, Kirk e West (2014),
Hindmarsh et al. (2014) e Planck Collaboration et al. (2014). Através desses trabalhos,
vemos que ha ainda a possibilidade de defeitos, especialmente cordas, descreverem de

maneira verossimil algumas questoes cosmoldgicas.

No que tange a caracterizagao dos defeitos através da perspectiva matemaética, essas
estruturas consistem em solucoes de uma classe restrita de equacoes diferenciais nao li-
neares. Como veremos no préximo capitulo, hd duas classificagoes para os defeitos em
1 dimensao espacial: topoldgica (tipo kink) e nao topoldgica (tipo lump ). Ambas sao
estudadas em diferentes cenarios cosmoldgicos, tal como as referéncias acima citadas re-
lacionadas aos kinks. Ja os lumps também sao estudados em diversos cenarios, e.g., de
branas com uma unica dimensao extra com extensao infinita (Giovannini, 2007), Q-balls

(Matsuda, 2003) e branas taquionicas (Zwiebach, 2000).

E importante ressaltar que, apesar de defeitos topoldgicos em cendrios cosmolégicos
nao terem sido observados, esse tipo de estrutura existe e é estudado em diferentes areas.
Em particular podemos citar em matéria condensada, e.g., como padroes de deformagoes
em filmes finos sob radia¢ao uniforme de laser (Walgraef; Ghoniem; Lauzeral, 1997). Uma re-
visao de pesquisas sobre grafenos policristalinos onde é discutida a estrutura microscépica
de fronteiras e sua relagao com defeitos topolégicos pode ser encontrada em Yazyev e Chen
(2014). Também sao muito estudados os modelos “baby Skyrme” em fisica de estado sélido
(Kobayashi; Nitta, 2013) e transi¢oes de fases em materiais XY através de Monte Carlo (Si-
nha; Roy, 2010). Defeitos podem ser encontrados também em contexto de comunicagoes
épticas, como sélitons escuros em fibras (Agrawal, 1995) e em fisica de particulas (como

monopolos magnéticos (Dirac, 1931)).

Nosso objetivo foi gerar e estudar defeitos tipo kink e tipo lump. Nos utilizamos de

1Como ndo ha uma traducdo para as expressoes kink like e lump like solutions, decidimos utilizar a
traducao direta de like e descrevé-las doravante por: solugoes “tipo kink” e “tipo lump”.
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um procedimento sistematico de geragao de solugoes a fim de obter uma cadeia ciclica de
deformagoes acionada por um defeito previamente conhecido (Bernardini; da Rocha, 2013).
Essa cadeia exibe sempre a caracteristica peculiar de encerrar uma relagao de vinculo
entre as massas topoldgicas dos defeitos. Esse procedimento foi obtido para os defeitos
referentes aos modelos Ax* e sine-Gordon. Alguns desses resultados foram aplicados em

capitulos posteriores em cendrios de branas e em potencial de fundo duplo.

No Capitulo 2 apresentaremos o formalismo matemético concernente aos defeitos
topoldgicos e nao topoldgicos. No Capitulo 3 nos reportamos a um procedimento sis-
tematico de cadeias de deformacao ciclicas, bem como sua aplicacao para o modelo A\x*.
No Capitulo 4 apresentaremos uma nova cadeia de deformacao acionada pelo defeito to-
polégico da teoria sine-Gordon. No Capitulo 5 alguns dos resultados obtidos nos capitulos
anteriores serao inseridos em cenarios de branas, onde o problema quantico advindo das
flutuacoes na métrica é estudado. No Capitulo 6 estudaremos a origem topolégica das
transicoes de vacuo em cendrios sustentados por potenciais com fundo duplo. Finalizando

a tese, as conclusoes e consideragoes finais serao estabelecidas.

-y +v

Figura 1: Quebra de simetria sofrida por um sistema. O campo deve “rolar” no potencial e

assumir um novo valor de minimo. Adaptacao da Figura de Schweizerische Physikalische
Gesellschaft (2013).
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Figura 2: Evolugao temporal dos novos vacuos referentes a um sistema cuja quebra de
simetria resultou em dois minimos, representados pelas cores vermelha e preta.
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2 Defeitos topologicos e nao
topologicos

Vimos que os defeitos sao solugoes de uma classe de equacgoes diferenciais nao lineares.

Inicialmente, vamos analisar a equagao de campo escalar e real,

1 02 0?
H = _— =
a aﬂgb - <C2 at2 8$2> gb(l‘)t) O’ (21)
cuja solucao é
¢ — ei(kmfwt% (22)

com w = kec.

Note que qualquer fungao real bem comportada da forma f(z £ ct) é solucao da
Eq. (2.1). Se escolhermos uma fungao localizada, poderemos construir um pacote de ondas
que viajara com velocidade uniforme sem distorcao da forma, pois todos os componentes
de onda plana possuem a mesma velocidade ¢ = ¢. Além disso, a equagao de onda ¢é
linear, portanto, dadas duas solugoes fi(x &+ ct) e fo(x %+ ct), sua soma também é uma

solugao. Podemos entao ressaltar uma caracteristica bem conhecida dessa solucao:
1. Retengao da forma e velocidade do pacote de onda.

Mesmo que adicionemos termos simples a Eq. (2.1), a caracteristica (1) tende a ser

destruida (Rajaraman, 1994). Veja, por exemplo, a equacao
("0, +m*c®)p = 0, (2.3)

chamada de equagao de Klein-Gordon. Note que a diferenga entre a Eq. (2.3) e a Eq. (2.1)
dé-se apenas pela presenca do termo m?c?. A equacao de Klein-Gordon ainda é linear e
tem como solucao um conjunto de ondas planas, mas, neste caso, teremos w? = k?c? +
m?2c*. Portanto, diferentes comprimentos de onda viajarao com diferentes velocidades e a

equagao torna-se dispersiva (a caracteristica (1) é perdida).



2 Defeitos topoldgicos e nao topolégicos 15

Poderfamos ainda ter adicionado um termo nao linear a Eq. (2.1) como ¢?,

<1 0* 0

Errie 0332> oz, t) + ¢*(z,t) = 0, (2.4)

mas, neste caso, também havera perda da caracteristica (1) (Rajaraman, 1994).

E possivel, no entanto, que para equagoes com termos nao lineares e dispersivos seus
efeitos balanceiem-se um ao outro de tal maneira que as solucoes possam satisfazer a

caracteristica (1).

O caso mais simples onde essas equagoes aparecem é derivado de sistemas governa-
dos por um tnico campo escalar real em duas dimensoes (sendo uma temporal e outra
espacial). Consideremos que a dinamica do campo seja regida pela seguinte densidade
Lagrangiana:

1

L(z,t) = 5(@)2 - §(¢/)2 - Ul(g), (2.5)

com ¢ = 1 ez = (t,z). Usamos a notacao na qual pontos correspondem as derivadas
temporais e linhas as derivadas espaciais, nesse caso apenas a dimensao x. Um quesito
essencial para obter-se defeitos é impor que o potencial U(¢) gere um conjunto de pontos

criticos, {¢1, ..., dn}, tal que (‘fi—g =0)para ¢ =¢; e U(¢;) =0comi=12,...,n0.

Aplicando o principio variacional a essa Lagrangiana, obtemos a seguinte equagao de

movimento, ou
¢p—¢" = ~ 9% (2.6)
da qual estudaremos as solugoes estéticas, ¢ = ¢(x). Entretanto, sua evolugao temporal
pode ser encontrada aplicando-se as transformacgoes de Lorentz (Rajaraman, 1994), como
veremos mais a frente. Para solugoes independentes do tempo, a equacao de movimento
reduz-se a:
d*¢ _dU

Pt (2.7)

Essa é a equacao de movimento para o campo escalar ¢, sendo que os termos nao
lineares dependem da escolha do potencial U(¢). Para uma andlise associada a topologia,

consideraremos como exemplo o seguinte potencial:

A

U(9) = 56" - ) (23)

ou seja, com pontos U(¢;) = 0 e i = 1,2. Teremos dois novos véacuos correspondendo
as configuracoes de campos classicos, ¢ = £, veja Fig. 1. A quebra de simetria e con-

sequente transicao de fase ¢ um mecanismo que pode gerar massa as particulas, com
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m? = \¢>. No modelo que escolhemos, com uma dimensao espacial, ¢ e ¢ sdo adimensio-
nais, e A tem dimensao de massa ao quadrado. Em uma dimensao espacial as fronteiras
do espaco unidimensional consistem nos dois pontos criticos do potencial, ocorrendo em
r = —00 eem xr = +o00. Esta topologia da fronteira espacial é espelhada pela topologia
do espaco de configuracoes de vacuo dos campos, que também consiste em dois pontos,
¢ = —¢ e ¢ =+¢. Um mapa trivial mapeia ambos os pontos das fronteiras espaciais no
mesmo valor de campo (somente —¢@ ou somente +¢). J4 no mapa identidade, x = —oco é
mapeado em ¢ = —¢ e & = 400 é mapeado em ¢ = +¢. Esse estado requer energia, pois

o campo deve interpolar entre ¢ = —¢ e ¢ = +¢ (Bernardini, 2015).

Essa questao energética foi resolvida inicialmente por Bogomol'nyi (1976). As equagoes
de Bogomol'nyi sao na realidade um vinculo imposto na energia do sistema para que este
seja estavel. O funcional da energia é reescrito de maneira que, para minimizé-la, basta
resolver uma equacao diferencial de primeira ordem. Uma abordagem direta para resolver
o problema é procurar uma solucao de energia minima independente do tempo para as

equagoes de campos, impondo que (Bernardini, 2015),

lim ¢(z) = +¢. (2.9)

xr—r*+00

A solucao de interesse é independente do tempo, dessa forma a expressao da densidade

de energia da solucao apresenta a contribuicao de dois termos, o gradiente e o potencial,

= ;(mf +U). (2.10)

p dx

Ao integrar a quantidade da Eq. (2.10), podemos definir a energia total (ou massa to-

poldgica) referente ao campo,
+0o0
M= / p(z)dz, (2.11)

que pode ser reescrita da seguinte forma:
e 11 (d¢ * do
E = /_ood:)s lQ (dx - \/2U(¢)> +dx\/2U(¢)1
+o0 d 2 +¢
- / dx; (df - ,/2U(¢)> +/ do\/2U(¢). (2.12)

-9
Devido ao fato do primeiro termo da equagao acima ser quadratico e positivo, a energia

minima ocorre quando o mesmo se anula. Dessa forma obtemos,

do
== V2U(9), (2.13)
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que leva a
+é 1 +¢ B 2 M2
Buin =M = [ 40\/20(9) = 5 [ doV(6* - ) = -7 (2.14)
-6 -4
Através dessa analise notamos que M > m no caso de um acoplamento fraco, com

A K m?.

A solugao estavel com energia localizada é conhecida por estado BPS (Eugene Bogo-
molny, Manoj Prasad, e Charles Sommerfield), ou limite de Bogomolny-Prasad-Sommerfield.
Ela é obtida ao integrar-se a Eq. (2.13):

d¢
R / _%__ 2.15
'~ puee 21
em que xg, a constante de integragao, ¢ um ponto do espago onde o campo tem valor
¢(zp). Uma vez conhecidos xy e ¢(xg), a solucao ¢(z) pode ser obtida explicitamente da
Eq. (2.15). Isso pode ser feito analiticamente dependendo da forma de U(¢). Note que a
variacao de xy enquanto ¢(zo) é mantido fixo simplesmente translada a solu¢ao no eixo

x.

Para o potencial utilizado como exemplo, a solucao é:

é(z) = ¢ tanh [gl(x — xo)] , (2.16)

sendo que a densidade de energia esta localizada em torno de x = x,, e vai para zero

exponencialmente se |x — z,| > 1/m.

Recuperamos aqui a caracteristica (1) requisitada no inicio deste capitulo, uma solugao
das equagoes de campo classicas com uma densidade de energia que esta localizada no
espaco e que nao se dissipa ou altera a sua forma com o tempo. Neste caso, a sua existéncia
esta relacionada com a topologia das fronteiras de espaco e a topologia do conjunto de
vacuos, além da existéncia de um mapa nao trivial a partir das fronteiras de espaco para

o conjunto de vacuos.

Dada a Eq. (2.16) podemos obter outras solugoes que satisfazem (1) realizando um

boost de Lorentz, de modo que estas solugoes assumem a forma de
- 1
¢o(t,z) = ¢ tanh ?ym(ﬂt —z+ 1), (2.17)

onde v = (1 — 3°)"'/?, B = v/c e E = yM é a energia correspondente, assim como o
momento é dado por p = y8M obtido da integracao do tensor energia-momento T"” com

p=1=v,ie, T = (dp/dz)d. Notamos ainda que esse tipo de solucio com energia
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localizada comporta-se de maneira muito semelhante a uma particula (Rajaraman, 1994).

O exemplo analisado refere-se ao caso em que U(¢) apresenta minimos degenerados,
no qual ¢(z) tende a um dos ¢;(z) quando # — 400 e a algum outro quando z — —oo.
Portanto, a solucao do sistema fica delimitada em setores topoldgicos caracterizados por
(6, Gis1) ou (@iy1,d;). Quando U(¢) tiver um tnico minimo, ¢ = ¢;, a solucdo deve
satisfazer ¢ — ¢; para @ — 4o00. Com isso, podemos definir, desprezando-se quaisquer

constantes, a quantidade chamada de carga topoldgica,

Q = [p(x = 00) — ¢(z = —o0)|. (2.18)

Esta carga estabelece a terminologia que permeia a literatura e este trabalho. Se o poten-
cial que governa o movimento do campo tiver minimos degenerados, a solu¢ao apresentara
carga topoldgica e, por isso, serda chamada de defeito topoldgico ou tipo kink. Ja as solucoes
governadas por potenciais com um tnico ggz e que nao apresentam carga topoldgica serao
chamadas de defeitos nao topoldgicos ou tipo lump. Note que, apesar de chamar-se massa
topoldgica, a quantidade definida na Eq. (2.11) existe para ambos os defeitos. O compor-
tamento genérico dos potenciais, que geram tanto um quanto vérios pontos de minimo,
esta representado na Fig. 3 e o respectivo comportamento das solugoes esta representado

qualitativamente na Fig. 4.

A presenca de nao linearidades nas equacoes diferenciais dificulta a tarefa de encon-
trar solucoes analiticas explicitas e, frente a isso, varias técnicas foram sugeridas para
resolver essas equacoes através de procedimentos de deformacao. Neste trabalho, estu-
daremos o procedimento ciclico de deformacao através do formalismo de primeira ordem
BPS. O procedimento ciclico permite calcular novos defeitos a partir de uma solugao
escolhida inicialmente inserida em operacgoes de deformacao sucessivas, unidirecionais e
reversiveis. Como as equagoes de Bogomol'nyi (1976) nao envolvem o tempo, suas solugoes
sao estaticas. Descreveremos no préximo capitulo a aplicacao desse mecanismo ao bem

conhecido modelo \y*.
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1L0r

Fig)
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0o

Figura 3: Descricao qualitativa de um potencial com minimos degenerados (esquerda) e
um potencial gerador de um tinico ponto de minimo (direita).

()
=
#(x)
=1

Figura 4: Descri¢ao qualitativa da solucao topolégica (esquerda), derivada de um potencial
com minimos degenerados e da solu¢ao nao topoldgica (direita), derivada de um potencial
com um tnico ponto de minimo ¢;.
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3 Deformacoes ciclicas e o
modelo Ax*

Com o propésito de encontrar novos defeitos através do formalismo de primeira or-
dem, introduziremos um conjunto de regras sistematicas baseado em fung¢oes deformagao
trigonométricas e hiperbdlicas. E possivel encontrar uma variedade de solugoes tipo kink
e tipo lump envolvendo essas deformacoes. Nossa analise, no entanto, concerne-se as ex-
pressoes analiticas para as fungoes deformagao que garantem a existéncia de relacoes de

vinculo entre as massas dos defeitos pertencentes a cada cadeia.

As solugoes BPS e suas respectivas distribuicoes localizadas de energia serao obtidas
analiticamente para cadeias 3 e 4-ciclicas acionadas por um defeito previamente conhecido.
Iniciaremos o desenvolvimento do processo de deformagao analisando uma cadeia genérica

com N + 2 ciclos.

3.1 Procedimento sistematico para deformacgoes N+ 2-
ciclicas

Acionando a cadeia de deformacao através de um defeito conhecido, que chamaremos
de x, é possivel construir N+2 ciclos através da aplicacao da regra da cadeia vinculada
por relagoes fundamentais hiperbdlicas e trigonométricas (Bernardini; da Rocha, 2013). A
operacao generalizada de A\-deformacoes, com A =0, 1, 2, ..., N é efetuada pela derivada

A dada por

do™
g (M) = dqﬁﬁl]’ (3.1)

onde ¢!M sdo campos escalares reais correspondentes as estruturas de defeitos construidas

através de uma cadeia N+42-ciclica de deformacdes acionada por y = x(s) ~ ¢/=!, de tal

forma que tenhamos efetivamente ¢l = ¢ (y).
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A cadeia hiperbdlica de deformagoes (Bernardini; da Rocha, 2013) é dada por

o) = tanh(x),
¢\l = tanh (x)sech(x),
¢£<2} = tanh(x)sech(x)2,

N1 = tanh (x)sech(x)" ",
oM = sech(x)", (3.2

onde o subindice denota a derivada correspondente, que através de integracoes diretas

leva a

¢[O](X) = In[cosh (x)],

oU(x) = —sech(x),
1
() = —gsech(x)’,
[N—-1] _ h N-1
o (x) aqsech(d™
1 1+ N
SN0 = sinh ()R [5 0N 2 sinh (]

(3.3)

onde 5 F; é a fungao hipergeométrica de Gauss e as constantes arbitrarias de integragao

foram suprimidas, pois nao sao efetivas nesse cenario.

A partir das Eqs. (3.2-3.3) é possivel identificar que

g[’\](gbp‘]) = sech(y) = exp [—¢[0]], A=1,2, ..., N—1, (3.4)
g™(¢!M) = 1/sinh (x), (3.5)
(]
Ty et N-1 o]
IT g™ (™) = Tdoh sech(x)" = exp[—(N —1)¢"], (3.6)
A=1

através do qual a expressao completa para a regra da cadeia das deformagoes N+2-ciclicas

pOde ser escrita como
dol® N dx
- | I (4 —

de onde é possivel identificar N+2 fungoes deformacao fechando o ciclo.
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Assumindo uma parametrizacdo em termos das fungoes BPS generalizadas (Bogo-

mol'nyi, 1976), temos

dgP o
y([b)ﬁ\] = ds y([;EA 11] g[/\](¢[/\]) = yg[b);—T]] g[)\ +1](¢[/\ +1])

com w, = dx/ds. Nesse caso, a relagdo de vinculo é escrita da seguinte forma

N— N do AN 2
A
(?JL[L])Q = ?J¢[o] Z <d¢[0 )

—

A=0 A=0
N— N-1
= Z gb[)‘] = wy, 2 tanh (y 2 Z (sech(x
A—=0 A=0
1 — sech(y)*"
= wi tanh (X)2 TW = wi (1 — SeCh(X)2N)
N
= W} [1— ()] = w} - (), (3.9)
que leva a
= [A]
> (ygw)? = wi. (3.10)
A=0

Portanto o resultado preliminar relevante (Bernardini; da Rocha, 2013) é que as massas

topoldgicas seguem a relacao de vinculo dada por

N
Sy = M (3.11)
A=0
Seguindo o procedimento acima, uma cadeia trigonométrica de deformagao também
pode ser obtida (Bernardini; da Rocha, 2013) mudando-se concomitantemente tanh (x) —

—sin (x) e sech(x) — cos (x) nas Egs. (3.2), de tal forma que

o) = cos(x),
M) = 5eos (),

H0) = geos()’

_ 1
NI = Freos(0)",
N+1
cos (x 1+N 1 34N
oM(x) = - N<—|—)1 o1 SBREL , cos (x)?] . (3.12)

Essa sequéncia resulta em um conjunto de vinculos analogos aqueles descritos pelas
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Egs. (3.10-3.11).

Essencialmente, definindo um conjunto N-finito de fungoes bijetoras hiperbdlicas e
trigonométricas com derivadas diferentes de zero, dispomos de todas as ferramentas ne-
cessarias e suficientes para realizar as deformagoes N + 2-ciclicas com uma definicao sis-

temdtica do vinculo entre as massas topolégicas.

Uma vez desenvolvida essa ferramenta, vamos aplica-la em cadeias com fungoes hi-
perbdlicas e trigonométricas de deformacao acionadas pela solugao tipo kink derivada do
modelo Ax?, (Bernardini; da Rocha, 2013). As solucoes BPS e suas respectivas distribuigoes
de energia localizada serao obtidas analiticamente para as diferentes cadeias com 3 e 4
ciclos. Uma caracteristica dessas cadeias é que elas nao privilegiam um tipo de defeito
especifico e, através de um defeito inicial que a acionara, podem surgir solugoes tipo kink

ou tipo lump dentro do ciclo.

3.2 Modelo A\x*

O ponto de partida desse procedimento N + 2-ciclico serd a teoria adimensional Ay*

com um potencial escalar dado por

w? = ;(1 — %) (3.13)

2
X
com A = 1. Através do qual, resolvendo a equacao de movimento,

d? d

@X(s) = aT(x) = Wy Wy, (3.14)
é possivel obter a solucdo estética descrita por um kink topolégico (sinal +) (ou anti-kink

com sinal —) como

x(s) = £ tanh (s) com w, = sech(s). (3.15)

Escolhemos seguir a convenc¢ao do sinal adotada em Avelar et al. (2008), portanto faremos
a analise para a solu¢ao com sinal +. Note também que a coordenada espacial sera

doravante determinada pela letra s.

O potencial escolhido T'(y) engendra um ponto de maximo em x* = 0 e dois pontos

criticos, X%, que também sao fungoes zeros, i. e.

dT
TXY) =0 e — =0, (3.16)
dx x=x%
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que correspondem aos valores assintéticos da solucao kink,
xS = x(s = o0) = +1, (3.17)
chamados de indices topoldgicos. A carga topoldgica é dada correspondentemente por

—+o00
QX:‘/OO dswy,

=S -x|=2 (3.18)

onde qualquer fator multiplicativo dimensional foi suprimido desde o inicio. A massa

topoldgica do defeito, que corresponde a energia total da solucao localizada, é dada por

+oo
MX = ‘/_OO dsw?| = 4/3, (3.19)

Jé a densidade de energia pode ser identificada pela expressao abaixo
p(x(s)) = w? = sech(s)*. (3.20)

A seguir, apresentamos a aplicacao do método de deformacao para cadeias 3 e 4-

ciclicas descrito em Bernardini e da Rocha (2013).

3.2.1 Procedimento sistematico para deformacoes 3-ciclicas

Utilizando o formalismo de primeira ordem, consideramos um conjunto de trés defeitos
deformados ciclicamente, x(s), ¥(s) e ¢(s). De de tal maneira que o correspondente

procedimento 3-ciclico de deformagao possa ser efetuado através das seguintes equacoes

acopladas:
dx
Wy = E = Yo Xo = ZyXos
do
Yo = ds ZpPy = Wy Py,
dip
Zp = E = wxwx = y¢w¢, (321)

onde do lado direito temos derivadas com relacao ao subindice, com ag = ﬁ% para «,
B = ¢, x, Y. As fungdes ag sao indentificadas como fungoes deformacao, ou derivadas
auxiliares, que geram novas familias de defeitos. Note que as Egs. (3.21) sdo as mesmas que
as Egs. (3.1) para uma cadeia com 14 2 ciclos. Os potenciais BPS derivados ciclicamente

pertencentes a cadeia de deformacgoes 3-ciclicas sao:

S V() = g1 = W) =

=5 2 =T(x) =sw (3.22)

2
X
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consequentemente as densidades de energia serao

Pop = y¢27
pw = Zw2. (323)

Note que pela definicdo az = 1/, as funcdes deformacao sdo vinculadas através da

seguinte relacao:
Vodyxy = 1. (3.24)

A - Deformacgoes hiperbdlicas

Vamos considerar que as derivadas auxiliares, ou fungoes deformacao, sejam

¢ = sech(n x),

X

w)((m = tanh (n x). (3.25)

Ao integra-las encontramos os dois primeiros defeitos deformados desse modelo:

o™ (x) = 2 arctan {tanh (nxﬂ,

n 2
P(x) = —:l In {M} (3.26)
Através da relacao fundamental para fungoes hiperbdlicas,
tanh (nx)* 4 sech(n x)* = 1, (3.27)
encontramos a seguinte relagao:

w? = w[tanh (n x)* + sech(n x)?]

= wilyy”? + 607
=2} + 43, (3.28)

que vincula, como desejado, as distribuicoes de energia para os defeitos deformados 3-

ciclicamente.

Assumindo os resultados da Eq. (3.15), as funcoes deformadas na Eq. (3.21) sdo

obtidas concomitantemente como:

Yo = wyoy = (1 — XQ) sech(n x),
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2y = wyhy, = (1 —x?) tanh (n x). (3.29)

A primeira coluna da Fig. 5 mostra a dependéncia analitica em s para os defeitos
deformados 3-ciclicamente obtidos através das func¢oes deformagao dadas na Eq. (3.25).
Os defeitos topoldgicos gerados na deformacio sao do tipo kink para ¢™ e do tipo lump
para 1. Os graficos mostram os resultados para o defeito primitivo, x(s), w,(s) = dx/ds
e p(x(s)); e para os correspondentes defeitos deformados, ¢ (s), ys(s) = do™/ds e
p(d™(s)); Y™ (s), z,(s) = dw™/ds e p()™(s)). Escolhemos n = kr/8 com k € [1,4]

para descrever a dependéncia analitica com o parametro livre n.

Os correspondentes potenciais BPS para o mesmo conjunto de n valores, W (1) e
V(¢), sao descritos na primeira coluna da Fig. 6. O potencial V' (¢) gera um conjunto de
pontos criticos ¢(in )0 que correspondem aos valores assintoticos da solucao tipo kink, isto
¢,

2
¢$)0 = ¢™ (2 — +o00) = += arctan [tanh (g)], (3.30)
n

com carga topoldgica dada pela seguinte equacao:

an) = 4 arctan {tanh <Z>} (3.31)

n

As cargas topoldgicas estao representadas na Fig. 10.

As massas topolégicas (semi)analiticamente obtidas como fungoes do parametro livre

n foram:
M, = 52 In [2 4 e 4 (2] — 733 {Liy [~e2M] = Lip [—e®]}, (3.32)
em que
o] tj
Lig(t) = - (3.33)
j=1J

¢ a funcao Jonquiere (polilogaritma).

A solucdo tipo lump (™ (s) é obtida de um potencial W (z)). Este gera um ponto de
minimo ™% = 0 e um ponto de fronteira ™% = (™ (s — +o00) = L In[cosh (n)], onde
o potencial é zero e sua derivada é diferente de zero. As massas topolégicas obtidas como
funcoes do parametro livre n foram:

My, = ;L - 32 In 2+ e + 727 4 7;3 {Liz [ = Liy [-e®]}. (3.34)



3.2 Modelo \x* 27

B - Deformacoes trigonométricas

O procedimento através de deformacoes trigonométricas é andlogo ao apresentado

para funcgoes hiperbdlicas. Nesse caso, vamos considerar que as derivadas auxiliares sejam

o\ = cos(nx),
¢>(<n) = —sin(ny). (3.35)

Ao integra-las, encontramos os defeitos deformados trigonometricamente:

000 = —sinny)
V() = feos (nx) — cos ()] (3.36)

Para funcoes trigonométricas também ha uma relagao fundamental que as relaciona,
sin (nx)* 4+ cos (nx)? = 1, (3.37)

e que juntamente com as relagoes da Eq. (3.23), nos permite encontrar a expressao:

wi = wi {sin (nx)? 4+ cos (n X)z]
. 2 n)2 n)2
= wy U o)
=zt (3.38)

Mais uma vez encontramos diretamente uma relacao de vinculo para as distribuicoes de

energia, agora associadas aos defeitos deformados trigonometricamente.

Assumindo que x(s) é dado pela Eq. (3.15), as fungoes deformadas na Eq. (3.21) sao

Yo = wydy = (1—x7) cos(ny),
2 = wh, = —(1—x?) sin(ny). (3.39)

As segunda e terceira colunas da Fig. 5 mostram a dependéncia analitica em s para
os defeitos topoldgicos deformados 3-ciclicamente obtidos através das fungoes deformagcao
trigonométricas dadas na Eq. (3.35). Como no caso hiperbdlico, o defeito primitivo da
Eq. (3.15) leva a defeitos tipo kink para ¢™ e defeitos tipo lump para ¥™. Escolhemos
n = kr/8 com k € [1,4] na segunda coluna e k € [11, 14] na terceira coluna. Vemos que
para grandes valores de k£ ha propriedades oscilatérias introduzidas pelas deformagoes

trigonométricas. Ao comparar os resultados da primeira coluna (deformagao hiperbdlica)
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com aqueles da segunda coluna, verificamos que para pequenos valores de n o padrao os-
cilatério devido as deformagoes trigonométricas desaparece, e as deformacoes hiperbdlicas

e trigonométricas assemelham-se.

Os correspondentes potenciais BPS, W(y) e V(¢), para o mesmo conjunto de n
parametros, sao descritos na segunda coluna da Fig. 6. Suprimimos os resultados para
grandes valores de n (correspondentes a terceira coluna da Fig. 5) ja que os pontos criticos
nao podem ser vistos através dos graficos, apesar de ser possivel calculé-los. O potencial
V(¢) gera um conjunto de pontos criticos, gb(i" )0, que corresponde aos valores assintoticos

da solugao tipo kink, isto é,

M0 = (M (5 5 +oo) = iSinn(n), (3.40)

de tal forma que a carga e a massa topoldgicas sao dadas respectivamente por:

Q) =2 Smn(m (3.41)
e
AP 2 2ncos(2n) — sin(2n)' (3.42)

() 3 4n3

A solucdo nao topolégica, tipo lump, 1™ (s) é obtida através de um potencial W (1))

que gera um ponto de minimo, ¥° = 0, e duas funcoes zeros dadas por:

n +1—
B0 = (s o) = Z1 8] (3.43)
n
Nesse caso, a correspondente energia total da solucao localizada é dada por:
M(lfl _ 2 N 2n cos (2n) — sin (2n) (3.44)

)3 4n3

Através das Eqgs. (3.28) e (3.38), lembrando que M = [*2° p(s)ds, encontramos a

seguinte relagao de vinculo entre as massas:

4
() ¢ _ _
My + MGy = M* = 5. (3.45)

Essa relacao foi verificada tanto para cadeias de deformacao 3-ciclicas hiperbdlicas

como para trigonométricas e seu grafico esta descrito na Fig. 7.
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3.2.2 Procedimento sistematico para deformacoes 4-ciclicas

Nessa secao estendemos a analise realizada anteriormente para uma cadeia de de-
formacao 4-ciclica, com a qual obtivemos uma relacao de vinculo modificada envolvendo
as massas topoldgicas. Os resultados analiticos para as cargas e massas topoldgicas sao
obtidos de maneira analoga a apresentada nas se¢oes anteriores. Entretanto, as solugoes
e suas respectivas distribuigoes de energia localizadas serao meramente ilustradas. Dessa
maneira, a analise do limite assintético envolvendo o célculo de pontos criticos e zeros da
funcao serao suprimidos uma vez que eles podem ser realizados como extensoes imediatas

dos estudos preliminares.

Vamos considerar um campo escalar adicional ¢, que deve ser introduzido em uma
nova cadeia de deformacao, agora 4-ciclica. O campo x ainda designa o defeito primitivo

que aciona a cadeia. O sistema acoplado sera entao complementado da seguinte maneira:

dx
Wy = 7o = TeXo = YsXo = ZuXu, (3.46)

de tal forma que

Lo = WxPy;
Yo = wx¢xa
Zw = wX”QDX. (347)

Portanto, os potenciais ciclicamente deformados pertencentes a cadeia de deformacao 4-

ciclica serao dados por:

wy.  (3.48)

T(x) = gu? ¢ Ulp) = 502 6 V(0) = 1o, & W(W) = 222 & T(y) =

DN | —

Funcoes deformagao hiperbdlica e trigonométricas seguirao naturalmente a regra da cadeia
dada por:
VP Xy = 1. (3.49)

A - Deformacgoes hiperbdlicas

Para as deformacoes hiperbdlicas consideramos o conjunto auxiliar de funcgoes de-

formacao descrito por:

%((n) = tanh (ny),

gbg(”) = tanh (n x)sech(n ),
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gp&”) = sech(ny)?, (3.50)

que, para um dado w, substituido em Eq. (3.47), completa a cadeia de deformacao.

Através de integragoes diretas das fungoes deformacao acima encontramos os defeitos

deformados:
(n) 1 N cosh (n x)
v = nl lcosh(n)]
600 = [sech(nx) —sech(n)],
PM(x) = itanh(nx), (3.51)

com constantes escolhidas de maneira a ajustarem valores ordinarios para limites as-
sintéticos. Seguindo as mesmas manipulagoes matematicas envolvendo as relagoes funda-

mentais de Eq. (3.27), identificamos de maneira direta que a igualdade,

UJQZ

N {tanh nx)> + sech(n x)? (tanh (nx)” + sech(n X)Qﬂ

2
X
=z +ys+al (3.52)

vincula os valores para as massas topologicas dos defeitos deformados de maneira hi-

perbdlica.

A partir desse ponto, a dependéncia explicita em s é obtida diretamente de x(s).
Quatro formas diferentes de introduzir o defeito inicial acionador x sao consideradas: a
solucao tipo kink \x*,

X1(s) = tanh (s) (primeira coluna), (3.53)

uma solucao deformada tipo lump Ax*,
X2(s) = sech(s) (segunda coluna), (3.54)

a solucido deformada com logaritmo tipo lump Ax* (construida através de um potencial

com uma formato de plateau),
x3(s) =In {1 + sech(s)z} (terceira coluna) (3.55)

e a solugao deformada com formato de sino (mais conhecida pelo termo inglés bell-shaped)
A
Xa(s) =2 [2 + 52}71 (quarta coluna). (3.56)

Sendo que os ultimos trés casos sao meramente ilustrativos, no sentido que nao obti-
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vemos expressoes analiticas para suas massas topoldgicas. As fungoes BPS deformadas

dependerao certamente da escolha de x(s).

A Fig. 8 mostra a dependéncia analitica em s para os defeitos deformados em cadeias 4-
ciclicas obtidos através de deformagoes hiperbélicas das fungdes encontradas na Eq. (3.50).
Para o defeito primitivo engendrado pela teoria adimensional A\x* (c. f. Eq. (3.53)),

obtivemos solucées tipo kink apenas para ©™ dada por
™ (s) = sech(n tanh (s))?, (3.57)

com

,(s) = sech(s)?sech(n tanh (s)). (3.58)
Com a ajuda das Egs. (3.50), as outras fungoes BPS sao obtidas como:

ys(s) = sech(s)*tanh (n tanh (s))sech(n tanh (s)),
z4(s) = sech(s)” tanh (n tanh (s)).
(3.59)

Essas solugoes e todas as outras descritas da segunda a quarta colunas da Fig. 8 corres-
pondem a um tipo de defeito nao topolégico. Os gréaficos mostram os resultados para o
defeito primitivo, x(s), w,(s) = dx/ds, e p(x(s)); e para os correspondentes defeitos de-
formados, 6)(s), ye(s) = Ao /ds, e p(6™(s)); ¢™(s), 7,(s) = dip™ [ds, & p(p™) (5)); o
Y™ (5), 2,(s) = dyp™ /ds, e p(1)™ (s)). Estabelecemos n = kr/6 com k no intervalo entre

1 e 2, espacado por 0,2, a fim de descrever a dependéncia analitica no parametro livre n.

Assumindo que a solugio primitiva tipo kink A\x* encontrada na Eq. (3.53) acione a
cadeia de deformacao 4-ciclica discutida acima, a estrutura do defeito deformado tem sua
dependéncia analitica explicita em s obtida através da substituigao de x;(s) nos resultados
das Egs. (3.51). Através dessa dependéncia explicita em s, as cargas topologicas (apenas
para as solugbes tipo kink) e as respectivas massas topoldgicas podem ser obtidas de

maneira direta.

A carga topoldgica para os novos defeitos deformados tipo kink, Fig. 10, obtidas da
estrutura de deformagoes hiperbdlicas descrita pelas Egs. (3.57) sao portanto dadas por:

tanh (n)

=2 3.60

Enquanto que as massas topoldgicas obtidas analiticamente como fungoes do parametro
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livre n, Fig. 11, sao dadas por:

4 2 4 2
P _ s (—2n) “ s | (=2n)
My = 345> 2ln[1+e }+n3Lz2[ ],
2
6 _ ™ 2 4 (~2n)
Mg, = 18n3+3n+3 ln[l—i—e }
2
~3.3 {Lzz { el ")] + tanh (n) — nsech(n)Q},
w2 4 8
» "t e 2 (—2n)
Miy = g+ gn T gL
2 , —on
~33 {2L22 [—e( 2 )} — tanh (n) + nsech(n)z} . (3.61)

B - Deformacoes trigonométricas

Vamos agora considerar um novo conjunto de funcoes auxiliares descritos pelas se-

guintes fungoes trigonométricas:

O = —sin(ny),
N sin (27 x)
(bg( ) = - 9 )
gp&") = cos(ny)? (3.62)

que, para um dado w, substituido em Eq. (3.47) completa a cadeia 4-ciclica de deformacao.

Através da integracao direta das func¢oes acima temos:

Y00 = feos(n) — cos ()],

600 = - feos(2nx) —cos (2n),

ga(”)(x) = 4171 [2n x + sin (2n )], (3.63)

com constantes escolhidas para ajustar valores ordinarios para os limites assintoticos.
Seguindo as manipulagoes matemaéticas envolvendo as relagoes fundamentais da Eq.(3.37),

identificamos que a igualdade
w; = wl [sin (nx)* + cos (nx)? (sin (nx)? + cos (n X)Q)}
_ w>2< [w(n)Q +¢§<n)2 _Hp(n)z]
= 2l +ys+al (3.64)

vincula os valores para as massas topologicas deformadas de forma trigonométrica.

A Fig. 9 reproduz a dependéncia analitica em s para os defeitos deformados 4-
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ciclicamente produzidos pelas funcoes trigonométricas acima. Quatro casos diferentes
sao considerados em correspondéncia com o defeito primitivo x através das Eqs.(3.53-
3.56), onde novamente os ultimos trés casos sdo meramente ilustrativos. Todos os casos
descritos na Fig. 9 estdao em correspondéncia com aqueles da Fig. 8 para deformacoes
hiperbdlicas. O tunico defeito tipo kink, encontrado nessa cadeia de deformagoes, é dado
por:

©™(s) = sin (n tanh (s))*, (3.65)

com

z,(s) = sech(s)” sin (n tanh (s))>. (3.66)
As Egs. (3.62) levam as outras solugoes BPS deformadas, todas da forma lump:

ys(s) = sech(s)’sin (n tanh (s)) cos (n tanh (s)),
z4(s) = sech(s)’sin (n tanh (s)),
(3.67)

uma vez assumido y da Eq.(3.53). Todas as outras soluc¢oes apresentadas na Fig. 9

correspondem a algum tipo de estrutura nao topoldgica na forma de um lump.

A fim de identificar e enfatizar o comportamento oscilatorio desses novos defeitos
deformados, estabelecemos n = k7 /6 com k no intervalo entre 12 e 13, espacados de 0, 2.
E possivel inferir que, para pequenos valores de n, da ordem de n < 2, o padrao oscilatoério
das deformacoes trigonométricas desaparece. Nesse caso, as deformacoes trigonométricas

e hiperbdlicas assemelham-se.

Resumindo, uma vez que a solugdo primitiva tipo kink Ax*? da Eq.(3.53) aciona a
cadeia de deformagao 4-ciclica discutida acima, cargas topolgicas (associadas as solugoes
tipo kink) e massas topoligicas podem ser obtidas diretamente da sua dependéncia
explicita em s. A carga topoldgica para o novo defeito deformado tipo kink obtido da

estrutura de deformacao trigonométrica descrita nas Eqs. (3.66-3.67) é dada por:

n + sin (n) cos (n)

Qty = . (3.68)

n

Ja as massas topologicas sao dadas por:

2 2ncos(2n) — sin (2n)
Mey = 3+ n? )
1 4ncos(4n) — sin (4n)
M=
=) 6" 128n3 ’
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1 64ncos(2n) + 4ncos (4n) — 32sin (2n) — sin (4n)
M7, = —— . 3.69
() 2 128n? (3.69)

Na Fig. 10, apresentamos a dependéncia em n das cargas topoldgicas relacionadas
ao defeito deformado ¢(™, obtido através de deformacdes hiperbdlicas e trigonométricas.
Essa figura também inclui os resultados para a carga topoldgica da solucao tipo kink

relacionada ao campo ¢ obtida das deformacoes 3-ciclicas do modelo Ay?.

Para finalizar, as massas topoldgicas obtidas analiticamente como fun¢ao do parametro
livre n, para os defeitos deformados ciclicamente relacionadas a solugao primitiva deri-
vada do modelo Ax? (c. f. Eq. (3.53)), estao apresentadas na Fig. 11. Essa Figura de
fato certifica o resultado mais relevante da técnica apresentada: as relagoes de vinculo
determinadas através das Eqs. (3.52) e (3.64) respectivamente para fung¢oes deformagao

hiperbdlicas e trigonométricas.

Através da Fig. 11 torna-se direta a verificacao de que
MY 4 MO M =y =2 (3.70)
% @ ¢ — Mx — 3’ .

para ambos os casos. Além disso, no limite assintotico, n — oo, leva a

4 4

-+04+0== 3.71

g T0+0=2, (3.71)
para deformacodes hiperbdlicas, e a

2 1 1 4

i 72

3 + 5 + 5= 3 (3.72)

para deformagoes trigonométricas.

Encerra-se neste ponto a abordagem referente ao modelo A\x*. No préximo capitulo,
as cadeias de deformagao serao acionadas pela solucao tipo kink derivada do modelo

sine-Gordon, (Bernardini; Chinaglia; da Rocha, 2014).
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Figura 5: Defeitos deformados 3-ciclicamente obtidos através de funcoes deformagao hi-
perbdlicas (primeira coluna) e trigonométricas (segunda e terceira colunas). Os resultados
sdo para a solugao primitiva tipo kink do modelo Ax*, x(s) (linha preta espessa), para os
defeitos deformados tipo kink, 1™ (s) (linhas pretas), e para os defeitos deformados tipo
lump, ™ (s) (linhas vermelhas). O parametro livre n foi estabelecido por km/8 com k
assumindo os seguintes valores inteiros na primeira/segunda (terceira) colunas: 1(11) para
linhas sélidas, 2(12) para linhas tracejadas longas, 3(13) para linhas tracejadas curtas, e
4(14) para linhas pontilhadas. Fonte: Bernardini e da Rocha (2013).
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Figura 6: Potenciais deformados 3-ciclicamente obtidos através de funcoes deformagao
hiperbdlicas (primeira coluna) e trigonométricas (segunda coluna). Os parametros da

legenda estdo em correspondéncia com os da primeira e segunda colunas da Fig. (5).
Fonte: Bernardini e da Rocha (2013).
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Figura 7: Energia total das solucées localizadas (massas topoldgicas, M,)) como funcao
do pardmetro n para cadeias 3-ciclicas de deformagao hiperbdlicas (linhas espessas) e
trigonométricas (linhas finas). Os resultados sdo para M(fl) (linhas vermelhas) e M(%
(linhas pretas). Fonte: Bernardini e da Rocha (2013).
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Figura 8: Defeitos deformados 4-ciclicamente obtidos através de fungoes deformacao hi-
perbdlicas. Os resultados de cada coluna sao para quatro solucoes primitivas diferentes
dadas por x(s), em correspondéncia respectivamente com as Eqs.(3.53-3.56). Os resulta-
dos da primeira coluna sao para a solugao primitiva tipo kink do modelo Ax*, x(s) (linha
espessa preta), que aciona a cadeia 4-ciclica com os seguintes defeitos tipo kink deforma-
dos: ©™(s) (linhas azuis); uma primeira familia de defeitos deformados tipo lump, ¢ (s)
(linhas vermelhas); e uma segunda familia de defeitos deformados tipo lump ¢™(s) (li-
nhas pretas finas). Estabelecemos n = k7 /6 com k no intervalo entre 1 e 2, por passos de
0.2 unidades, a fim de descrever qualitativamente o perfil analitico relacionado a n. As

segunda, terceira e quarta colunas sao meramente ilustrativas. Fonte: Bernardini e da
Rocha (2013).
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Figura 9: Defeitos deformados 4-ciclicamente através de func¢oes deformacao trigo-
nométricas. Os resultados de cada coluna sao acionados pela solugao x(s), em corres-
pondéncia com as Eqs.(3.53-3.56). Eles estao em correspondéncia com aqueles da Fig. 8.
Estabelecemos n = k7w /6 com k no intervalo entre 12 e 13, por passo de 0.2 unidades, a
fim de descrever o perfil analitico oscilatério relacionado a n, uma vez que para n < 1
esses graficos aproximam-se perturbativamente daqueles da Fig. 8. Fonte: Bernardini e
da Rocha (2013).
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Figura 10: Cargas topoldgicas, (), como funcao do parametro n para cadeias de de-
formagao hiperbdlicas (linhas espessas) e trigonométricas (linhas tracejadas). Os resulta-
dos s@o para as solugoes tipo kink obtidas de cadeias 4-ciclicas (linhas azuis) e 3-ciclicas
(linhas vermelhas) de deformacdo relacionadas respectivamente & ™ e ¢(™. Fonte: Ber-
nardini e da Rocha (2013).
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Figura 11: Energia total das solugoes localizadas (massas topoldgicas, M(,)) como funcao
do parametro n para cadeias de deformacao 4-ciclica hiperbdlicas (linhas espessas) e tri-
gonométricas (linhas finas). Os resultados sdo para M7, (linhas azuis), M(‘i) (linhas

vermelhas), e M(ﬁ) (linhas pretas). Fonte: Bernardini e da Rocha (2013).
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4 Modelo sine-Gordon deformado
e a carga topoldogica varidvel

Dentre sistemas integraveis nao-lineares, o modelo sine-Gordon (Ablowitz et al., 1973;
Zakharov; Takhtadzhyan; Faddeev, 1975; Hruby, 1977; Ferrara; Girardello; Sciuto, 1978) sustenta
uma gama de defeitos topoldgicos deformados e remodelados (Whitham, 1974; Wilets, 1989;
Gunther; Imry, 1980; Fernandez et al., 1981; El-Batanouny et al., 1987) que exibem um amplo
cenario de solugoes analiticamente integraveis, topologicas e nao topoldgicas. Estas pos-
suem aplicagao tanto tedrica quanto fenomenoldgica em vérios campos (Whitham, 1974;
Wilets, 1989; Davidov, 1981; D.Murray, 1989; Walgraef, 1997). Do ponto de vista das suas
propriedades de simetria inerentes, as solu¢oes do modelo sine-Gordon exibem invariancia
de Lorentz e cargas topoldgicas finitas representadas pelo kink, anti-kink e solugoes co-

nhecidas como breathers (Rajaraman, 1994).

Além de ser muito fértil no que tange ao campo matematico, a teoria sine-Gordon
¢ investigada em varios contextos de fisica aplicada (Davidov, 1981; D.Murray, 1989; Wal-
graef, 1997; Dauxois; Peyrard, 2006; R. Bishop, 1978; Cholascinski; Chhajlany, 2007). Modelos
sine-Gordon com massa variavel aparecem, por exemplo, em uma descricao da falta de
homogeneidade em jungoes Josephson (Dauxois; Peyrard, 2006; Goldobin et al., 2004; Susanto;
van Gils, 2004), assim como em estudos de dinamicas moleculares (Davidov, 1981; D.Murray,
1989; Walgraef, 1997) e de DNA (Yakushevich, 2004). Da mesma forma, sistemas tipo lump
remodelados tém sido considerados na investigacao do comportamento de sélitons claros

em fibras épticas (Haus; Wong, 1996).

Ap6s descrever o procedimento sistematico de deformacoes e aplica-lo para o modelo
Ax?, desenvolveremos a partir deste capitulo a primeira parte original desta tese. Esta
consiste na aplicacao do procedimento sistematico de deformacoes ciclicas através da

solucao derivada do modelo sine-Gordon. O potencial que restringe esse modelo é:

T(x) =1 - cos(x), (4.1)
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com a respectiva solucao derivada das equacoes de movimento:

dx 4e®

E — 71 + 625. (42)

x(s) = 4arctan (¢*) — 7 com w, =

Este sera o defeito inicial que acionard tanto a cadeia 3-ciclica quanto a 4-ciclica.

O potencial escolhido, pelo fato de depender de uma funcao trigonométrica como o
cos(x), engendra um conjunto infinito de pontos criticos. Estes sdo também fungoes zeros,

1.e.

dl
dx o

X=Xeritico

T(X?rl’tico) =0 € =0. (43)

Dessa forma existem infinitas solugoes, sendo que cada uma encontra-se localizada entre
dois minimos consecutivos do potencial. Calculando os limites da Eq. (4.2), os valores

assintoticos da solugao kink sao dados por:
Xgrl’tico = X(S — j:OO) = iﬂ-? (44)
chamados de indices topoldgicos. A carga topoldgica é dada correspondentemente por:

Q' =

X(S)—H-oo - XS—)—oo‘ = 2m, (4'5)

onde qualquer fator multiplicativo dimensional foi suprimido desde o inicio. Esse valor de
carga sempre sera o mesmo para qualquer defeito do modelo sine-Gordon localizado entre
dois de seus infinitos pontos de minimo. A massa topoldgica do defeito, que corresponde

a energia total da solugao localizada, é dada por:

+o0
MX = ‘/ dswi = 8. (4.6)

Ja a densidade de energia pode ser identificada pela expressao abaixo:

p(x(s)) = wl = 4sech(s)’. (4.7)

A cadeia de deformacdes, tal como a encontrada para A\y*, possui relacoes fechadas de
vinculo entre as massas dos defeitos. A sequéncia da anélise realizada neste capitulo é igual
a aplicada ao modelo Ax*. Nao obstante, decidimos reescrever algumas das equacoes do
capitulo anterior, seguindo assim a sequéncia como encontrada no artigo resultante desse
capitulo (Bernardini; Chinaglia; da Rocha, 2014). Essa escolha torna a leitura direta e auto-

consistente, além de evitar que o leitor tenha que retornar constantemente ao Capitulo
3.
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4.1 Procedimento sistematico para deformacoes 3-
ciclicas

Em uma cadeia 3-ciclica de deformacao, o campo escalar x designara o defeito primi-

tivo de tal forma que:

dx
Wy = o0 = YeXo = 2Xes (4.8)
com
Yp = wabX,
Zp = Wy (4.9)

Os potenciais ciclicos BPS, pertencentes a cadeia 3-ciclica de deformacao, sao dados por:

T(x) = g & V)= 2 & W) = 324 & T() = 58

_2x X?

(4.10)

com trés fungoes deformacao vinculadas pela regra da cadeia,
Vodyxy = 1. (4.11)

A - Deformacgoes hiperbolicas

Consideremos o seguinte conjunto de derivadas auxiliares descrito por:

¢ = sech[(x — (n — 1)m)],
¢§<") = —tanh[(x — (n — 1)m)], (4.12)

que, através de integracoes diretas, leva a

¢(x,n) = 2arctan[tanh[(xy — (n — 1)7)/2]],
(x,n) = —In[cosh[x — (n — 1)x]/ cosh(r)], (4.13)

com constantes e sinais escolhidos para ajustar valores ordinarios nos limites assintoticos.
Apos manipulagoes matemaéticas simples, envolvendo a relacao fundamental hiperbodlica
tanh (n x)* + sech(nx)® = 1 e a Eq. (4.9), verificamos de maneira direta a relacio de

vinculo

w; = wi[tanh (n x)* + sech(n x)?]
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Arquitetando, dessa forma, um liame entre as distribuicoes localizadas de energia para
as estruturas deformadas 3-ciclicamente. Note que a Eq. (4.14) corresponde a Eq. (3.11)

inserindo-se N = 1.

As correspondentes fungoes BPS deformadas sao entao obtidas como

Yy = wysech[xy — (n — 1)7],
2y = —w, tanh[x — (n — 1)7], (4.15)

com as respectivas dependéncias em ¢ (s) e ¥(™(s) obtidas através da substituiciao de
X = x(s) referente a Eq. (4.2) na Eq. (4.13).

A primeira coluna da Fig. 12 mostra a dependéncia analitica em s para os defeitos
deformados 3-ciclicamente obtidos através das deformagoes hiperbdlicas da Eq. (4.12). Os
gréaficos apresentam os resultados para o defeito primitivo, x(s), wy(s) = dx/ds e p(x(s));
e para os correspondentes defeitos deformados, ¢ (s), y,(s) = do\™ /ds e p(¢™(s)); e
P (3), zy(s) = dyp™ /ds e p(p™(s)). Estabelecemos n = 1 — 0.05k com k € [-2,2], a
fim de descrever a dependéncia analitica com o parametro livre n. Os correspondentes
potenciais BPS, W (1)) and V(¢), para o mesmo conjunto de valores n, estao descritos na

primeira coluna da Fig. 13.

Para o defeito primitivo engendrado pela teoria sine-Gordon, i.e. Eq. (4.2), foram
obtidos tanto defeitos tipo kink como tipo lump para a solucdo deformada (™. Tal

comportamento degenerado é devido a algumas caracteristicas do potencial W ().

Para n = 1 identificamos o unico lump referente a . Este corresponde a parte
direita da curva do W (%), onde o potencial apresenta um ponto de minimo e um ponto
de fronteira. Para todos os outros valores de n o quadro de referéncia é movido para a
esquerda do gréfico (c. f. Fig. 13) de tal forma que o potencial passa a apresentar dois
pontos de minimo e nenhum de fronteira. Essa é a razao pela qual ha apenas defeitos
tipo kink para todos os outros valores de n. E possivel notar também que os defeitos
deformados suscitam uma outra caracteristica incomum. As solucoes de pseudolump dadas
por 1™ (linhas pretas na Fig. 12) exibem um comportamento ndo-monotonico como um
lump. No entanto, diferem deste pois o lim,_,_o ™ (5) # lim,_ o ™ (s), 0 que leva,

através da definicao de kink, a identificarmos esses 1™ como solucdes topolégicas.

Analisando o potencial W (1), vemos que além dele gerar um conjunto infinito de
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pontos criticos para

s=0—km, (4.16)

comk =1, 2,3, ..., ele também gera um ponto de fronteira localizado em s = — In[sech(r)].
Este ponto é referente ao lump obtido para n = 1. Portanto, encontramos um valor nulo
para a carga topolégica concernente ao defeito 1)) . As cargas topolégicas para n diferente

de 1 sao dadas por:
sech[(n — 2)7]

Yo 4.17
@ =In sech(n) (417)

Através da Fig. 14, notamos que existe uma carga topoldgica aproximadamente cons-
tante para n # 1, mas que esse valor converte-se a zero em uma regiao estreita em torno
den = 1. A analise revela a existéncia de um anti-kink para n < —1 que muda de maneira
continua transformando-se em um lump comum, em n = 1 e que, por fim, transfigura-se

continuamente em um kink para n > 3.

Reportando agora a anédlise do potencial V' (¢), vemos que este engendra um conjunto

de pontos criticos, ¢§? )0, que corresponde aos valores assintéticos da solucao tipo kink,
o = ¢ (s — to0) = *(arctan[sinh(n7)] + arctan[sech(r) sinh[(1 — n)x]]).  (4.18)
Esses limites geram as seguintes cargas topologicas em termos de n:
Q?n) = 2 |arctan [sinh(n)] + arctan [sech(7) sinh[(1 — n)7]]|, (4.19)

as quais estdo descritas na Fig. 14. Notamos que os defeitos tipo kink, ¢(™), aparecem para
um certo intervalo —2 < n < 4. Portanto, as cargas presentes na Eq. (4.19) sao referentes
aos defeitos topolégicos para esse intervalo, que inclui os valores de n utilizados para
calcular os kinks ¢™ descritos na Fig. 12. Paran < —2 e n > 4, vemos através da Fig. 14
que as cargas sao altamente reprimidas, portanto fazem com que os <;5(") comportem-se

como solugoes tipo lump.

Realizando uma integral numérica, a dependéncia das massas em n pode ser obtida
para Mgfz) e M(Q:Z). Seus respectivos comportamentos podem ser analisados através da

Fig. 15.

B - Deformacgoes trigonométricas

Consideremos agora o conjunto de fungoes auxiliares descrito por:

o = cos[(x — (n — L)m)],
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@/13((”) = —sin[(xy — (n — 1)7)], (4.20)

o qual, através de integracao direta, resulta em

¢(x,n) = sinlx —(n— 1],
w(x,n) = cos[x — (n— 1)w] — cos(m). (4.21)

Novamente, as constantes e sinais foram escolhidos de maneira a ajustar valores ordinarios
para os limites assintéticos. Apods manipulagoes matematicas simples, envolvendo as

. S Lo : 2 2 . -
relagoes fundamentais trigonométricas sin (ny)” + cos (nx)” = 1 e a Eq. (4.9), identi-

ficamos a relagao de vinculo

Wi o= w [Sin(nx)g—i-COS(nX)Q}
= W2 [p2 + o7

=zt (4.22)

=
= N

Para x(s) da Eq. (4.2), as fun¢oes BPS deformadas sao obtidas como

Yy = wy cos[x — (n — 1),

2y = —wy sin[y — (n — 1)7], (4.23)

com x(s) inserido na Eq. (4.21).

Neste caso, os potenciais, W (1) e V(¢) geram defeitos tipo lump para todas as
solucoes. Na segunda coluna da Fig. 12 apresentamos o perfil dos defeitos, assim como
suas correspondentes derivadas e densidades de energia, p’s, para x(s), e para os cor-
respondentes defeitos deformados, ¢ (s) e 1 (s). Estabelecemos n = 1 — 0.05k, com
k € [-2,2], a fim de descrever a dependéncia analitica em n. Os defeitos correspondem a
estruturas tipo lump, uma vez que as cargas topoldgicas de 1 e ¢ sao nulas. Os corres-
pondentes potenciais BPS, W (v) e V(¢), para o mesmo conjunto de parametros n estao

descritos na segunda coluna da Fig. 13.

As solucdes 1™ sdo obtidas através do potencial W (1)), que engendra um conjunto

. 0 s .
de pontos de fronteira, w(in) , correspondente aos valores assintoticos da solucao, i.e.

o (s 00) = 1o (1), o

De onde fica evidenciado que a carga topologica é zero. Nesse caso, a correspondente
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energia total da solucao localizada é dada por:

4
M(Ifl) =4+ T8 cos(2n). (4.25)

O potencial V(¢) engendra um conjunto de pontos de fronteira, qb(in )0, que corresponde
aos valores assintoticos das solugoes tipo lump, i.e.

P = ¢™ (s = +00) = —sin (:) : (4.26)

através do qual também verificamos que a carga topoldgica é zero. O caso trigonométrico
também revela caracteristicas peculiares das solucoes: o comportamento de uma espécie
de pseudokink exibido por ¢™ (linhas vermelhas), como descrito na segunda coluna da
Fig. 12. Apesar de ser uma solucao tipo lump, ela possui dois pontos de inflexao ao invés
de apenas um. A energia localizada obtida analiticamente como funcao do parametro

livre n possui a seguinte expressao:

4
Mg, =4- 15 cos(2nm). (4.27)

A Fig. 15 sintetiza os resultados para as energias localizadas expressas analiticamente
em termos de n. Através das quais a relagao de vinculo obtida das Eqs. (4.14) e (4.22)
resulta em
= MX =28. (4.28)

0]
My + Mg,

Esta é verificada analiticamente para ambas as cadeias 3-ciclicas de deformacao, hi-
perbdlica e trigonométrica. A Fig 15 também atesta que para ambas as deformacoes,
a soma das massas dos defeitos pertencentes as cadeias resulta na massa do defeito pri-

mitivo derivado do modelo sine-Gordon, MX.

4.2 Procedimento sistematico para deformacoes 4-
ciclicas

A analise estabelecida na secao anterior pode ser estendida diretamente para cadeias
4-ciclicas de deformacao. Os resultados para as cargas e massas topoldgicas também sao
obtidos de maneira direta. Apresentaremos as solugbes BPS e suas respectivas distri-
buicoes de energia localizadas, assim como a analise dos limites assintéticos envolvendo
o calculo dos pontos criticos e zeros da funcao. Novamente resultados envolvendo cargas

topoldgicas variaveis sao encontrados.
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Vamos retomar o campo Yy, solugao topoldgica apresentada na Eq. 4.2, para designar o
defeito primitivo que aciona a cadeia 4-ciclica de deformagoes. Primeiramente, um campo
escalar adicional, ¢, tem que ser considerado para completar a cadeia. O sistema acoplado

descrito pelas Egs. (4.8-4.9) pode ser estendido para

dx
Wy = 0= TeXe = YoXo = 2 Xu, (4.29)
onde
Lo = WxPx
y¢ = wx(bxv
Zp = Wity (4.30)

e os potenciais cilicos BPS pertencentes a cadeia 4-ciclica sao dados por:

1 1 1
T(x) = 50 & Ulg) = 32 & V)= 5u & W)= 7 & T(x) = o

= 5w} 2 ; (4.31)

2.
X
As quatro funcgoes deformacao seguem naturalmente a seguinte regra da cadeia:
Vo Xp = 1. (4.32)
A - Deformacoes hiperbdlicas

Com um ciclo a mais, o conjunto de funcoes auxiliares é agora descrito por:

zpi”) = —tanh[xy — (n — 1),
¢§(”) = —tanh [y — (n — 1)wsech[x — (n — 1)7],
gpgcn) = sech[y — (n — 1)7]%, (4.33)

com a fungao w, substituida em Eq.(4.30) completando a cadeia 4-ciclica. Realizando as

integracoes correspondentes, encontramos os defeitos

(n) i cosh [x — (n — 1)7]
™ (x) 1 cosh () :

qb(")(x) = sech[x — (n — 1)7] — sech(m),
go(")(x) = tanh|[xy — (n — 1)7], (4.34)
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que ajustam os valores ordinarios nos limites assintéticos. Seguindo manipulagoes ma-

temdticas simples, identificamos facilmente a igualdade

wi = wi [tanh (1 x)* 4 sech(n x)?(tanh (n x)* 4 sech(n x)?)]
=z +yi+a, (4.35)

que vincula os valores para as massas topoldgicas dos defeitos deformados hiperbolica-

mente. As outras fungdes BPS correspondentes sao obtidos como

tols) = wysechly — (n — a]?,
ys(s) = —wytanh[x — (n — 1)7w]sech[xy — (n — 1)m],
2p(s) = —wytanh|[x — (n— 1)7]. (4.36)

Na primeira coluna da Fig. 16 estao descritos os resultados para o defeito primitivo:
X(5), wy(s) = dx/ds, e p(x(s)); e para os correspondentes defeitos deformados: ¢™(s),
Yo(s) = do/ds ¢ p(6™(s)); ¢ (s), Ta(5) = dp™ Jds e p(p™ (5)); e PID(s), zu(s) =
dyp™ /ds e p(1™(s)) (referentes as funcdes hiperbélicas de deformacdo). Estabelecemos
n =1-0.05k com k € [—2,2], a fim de descrever a dependéncia analitica com o parametro

livre n.

O potencial W (1) produz um conjunto de pontos criticos, @Zz(i")o, correspondente aos

seguintes valores assintoticos da solucao tipo kink,

(M0 — (M (s — +00) = — Infsech(r) cosh[(n — 2)x]],
P = (s - —o0) = — In[sech(r) cosh[nn]]. (4.37)

Os pontos criticos gbgf )0 engendrados pelo potencial V' (¢), correspondentes aos valores

assintoticos da solugao tipo kink, sao dados por:

qbgfl)o = ¢ (s — +o0) = sech[(n — 2)7] — sech[x],
o™ = ¢ (s — —o0) = sech[nx] — sech][r]. (4.38)

Por fim, o potencial U(y) produz um conjunto de pontos criticos, 905? )0, que corres-

pondem aos seguintes valores assintoticos da solugao tipo kink,

(,OS?)O _ QO(n)(S — +00) = —tanh[(n — 2)7],
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o™ = (s —00) = — tanh[nr]. (4.39)

O comportamento dos potenciais deformados esta descrito na Fig. 17. As cargas

topoldgicas para os defeitos deformados sao dadas por:

- o

(m) = sech[nm] ’
Q‘(bn) = |sech[(n — 2)7] — sech[n7]|,
@y = [tanh[(n —2)7] — tanh[nx]| . (4.40)

O comportamento relativo a cada carga esté descrito na Fig. 18.

Novamente os defeitos deformados 1™ apresentam caracteristica de pseudolumps (li-
nhas pretas na primeira coluna da Fig. 16), embora na realidade sejam solugoes tipo kink.
Observamos que ¢(™ é aproximadamente constante para a regido n < 2 e n > 4. No in-
tervalo entre esses valores ha a formacao de um anti-kink para n ~ 0, que continuamente
transforma-se em um [ump, em n = 1, e continua mudando até formar um kink em n ~ 2.
Tal comportamento estd em completo acordo com a andlise da Fig. 18 (c. f. resultados

referentes as linhas vermelhas).

As cargas topoldgicas para os kinks deformados, obtidas através de deformacgoes hi-
perbdlicas, foram computadas através de integracao numeérica. Seus respectivos compor-
tamentos estao descritos na Fig. 18. Outra vez, o comportamento de variacao da carga
topoldgica mostra que a dependéncia com o parametro n gera um novo cenario. Este
revela que uma transicao suave de um quadro topoldgico assintoticamente atinge outro
nao-topolégico. Nesse caso, as massas topoldgicas sao obtidas por integrais numéricas e

podem ser analisadas através da Fig. 19.

B - Deformacgoes trigonométricas

Voltando novamente ao conjunto de fungoes auxiliares de deformagao trigonométrica

descrito por:

O = —sin[x — (n— )],
qbg(") = —cos[x — (n—1)m|sin[x — (n — 1),

¢§<") = cos[xy — (n—Da]”. (4.41)
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Com as quais, através de integracoes diretas, obtemos

v (x) = cos[x— (n—1)7] — cos (),

800 = gleosl20x— (n =),
G0y = BT Lot — (a1, (4.42)

com constantes escolhidas seguindo os mesmos critérios de limites assintoticos ja des-
critos. Adotando as mesmas manipulagoes matematicas simples envolvendo a relagao

fundamental entre sin (n x) e cos (n x), identificamos que a relacao

wr = wi {sm >+ cos(ny)? (sin (nx)* + cos (n X)Q)}
= zi +ys 4, (4.43)

vincula os valores para as massas topoldgicas dos defeitos deformados trigonometrica-

mente.

As Egs. (4.41) resultam nas outras solugoes tipo lump,

To(s) = wycos[x —(n— 1)7r]2,
ys(s) = —wysin[x — (n —1)m]cos[x — (n — 1)m],
2p(8) = —wysin[x — (n — 1)7], (4.44)

para as quais, mais uma vez, assumimos o defeito x dado na Eq.(4.2).

O potencial U(p) gera solugbes tipo kink, enquanto que os potenciais V(¢) e W (1))
geram solucoes tipo lump. Na segunda coluna da Fig. 16 apresentamos os resultados para
o defeito primitivo: x(s), wy(s) = dx/ds e p(x(s)); e para os correspondentes defeitos
deformados: ¢ (s), y4(s) = dp\™) [ds e p(¢™(s)); ¢ (s), x,(s) = dp™ [ds e p(p™)(s));
e vM(s), 24(s) = dyp™ /ds e p(xp™(s)) (através de fungdes auxiliares trigonométricas).

Novamente estabelecemos n =1 — 0.05k com k € [—2,2].

Os correspondentes potenciais BPS, W (), V(¢) e U(yp), para o mesmo conjunto de

valores n, estao descritos na segunda coluna da Fig. 17.

Os potenciais W (1)) e V(¢) engendram um conjunto de pontos de fronteira correlaci-

onados aos seguintes valores assintoéticos:

P = (s — +00) = 1 + cos (nr) (4.45)
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(M0 = P (s = +o0) = icos (2nm) . (4.46)

Consequentemente, notamos que as cargas topoldgicas correspondentes sao nulas e estao

relacionadas aos lumps, mesmo que para ¢™ as solucdes contenham 3 pontos de inflexao.

(n)0

Por outro lado, o potencial U(y) engendra um conjunto de pontos criticos, ¢y’ ,

correspondentes ao seguintes valores assintoticos da solugao tipo kink,

nmw 1

M0 = oM (s too) =7 — 5 1 sin(2n),
n 1.
90(, 0 S0(71)(5 — —00) =0— % ~ 1 sin(2n). (4.47)

De maneira que a carga topoldgica para o™ é dada simplesmente por:

an) =, (4.48)

e encontra-se descrita na Fig. 18. Finalmente, as massas topoldgicas seguem a mesma

propriedade obtida previamente, tal que

4
Mg, = 4+ 15, ¢os (2nm),
1
MGy = 1+ 63 08 (4n),
4 1
Mgy = 3-— 15 €08 (2nm) — &3 <08 (4n), (4.49)

como mostrado na Fig. 19. Resultado que nos garante mais uma vez a relacao

¢ Y AIX —

Podemos ver que o defeito topolégico gerado por ¢(™ sustenta solucoes exéticas como
duplo-kink (Bazeia et al., 2008). Esses tipos de estruturas sao estudados também em cenario
de branas (Bazeia; Furtado; Gomes, 2004), onde verifica-se o surgimento de uma nova fase

entre as duas interfaces que sustentam a estrutura interna da brana.
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Figura 12: Na primeira linha vemos o defeito inicial derivado do modelo sine-Gordon,
X, em azul, e os defeitos deformados 1, em preto, e ¢, em vermelho, para deformagoes
hiperbdlicas (primeira coluna) e trigonométricas (segunda coluna). Na segunda linha
vemos as derivadas dos defeitos y, em azul, e dos defeitos deformados ¢, em preto e ¢,
em vermelho. Na terceira linha vemos as densidades de energia para y, em azul, e para os
defeitos deformados 1, em preto e ¢, em vermelho. Escolhemos n = 0,9;0,95;1;1,05;1,1
para as fungoes hiperbdlicas e n = 0,6;0,8;1;1,2; 1,4 para as trigonométricas.
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Figura 13: Potenciais deformados encontrados através do modelo sine-Gordon, V(¢) e
W (1), para os casos hiperbdlico (primeira coluna) e trigonométrico (segunda coluna).

Escolhemos n = 0,9;0,95;1;1,05; 1, 1 para o primeiro caso e n = 0,6;0,8;1;1,2;1,4 para
o segundo.
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Figura 14: Cargas topoldgicas, @), em funcao do parametro livre n, para os defeitos de-

formados hiperbolicamente, ¢(™(s) (linhas vermelhas tracejadas) e (™ (s) (linhas pretas

sélidas), obtidas através da cadeia 3-ciclica. A carga topoldgica do defeito primitivo, x, é
igual a 27 (linha azul pontilhada).
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Figura 15: Energia total das solucoes localizadas, M), como fun¢ao do parametro livre
n para cadeias de deformacdo 3-ciclica hiperbdlica (linhas espessas) e trigonométricas
(linhas finas). Os resultados sao para M(‘fl) (linhas vermelhas tracejadas) e Mgfl) (linhas
pretas sélidas). A massa topoldgica do defeito primitivo, x, é dada por MX = 8 (linha
azul tracejada).
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Figura 16: Na primeira linha vemos o defeito inicial do modelo sine-Gordon, y, em
azul, e os defeitos deformados 4-ciclicamente v, em preto, ¢, em vermelho, e ¢, em roxo
para deformagoes hiperbdlicas (primeira coluna) e trigonométrica (segunda coluna). Na
segunda linha vemos as derivadas dos defeitos y, em azul, e dos defeitos deformados 1),
em preto, ¢, em vermelho e ¢, em roxo. Na terceira linha vemos as densidades de energia
para Y, em azul, e para os defeitos deformados v, em preto, ¢, em vermelho e ¢, em roxo.
Escolhemos n = 0,9;0,95;1;1,05; 1,1 para funcoes hiperbdlicas e n = 0,6;0,8;1;1,2;1,4
para as trigonométricas.
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Figura 17: Potenciais deformados, V(¢), W(v) e U(p), obtidos a partir do modelo
sine-Gordon, para cadeias 4-ciclicas de deformagao hiperbdlica (primeira coluna) e trigo-
nométrica (segunda coluna). Selecionamos os mesmos valores de n escolhidos na Fig. 16.
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Figura 18: Cargas topoldgicas, ((,), em funcao do parametro n para as solucoes tipo
kink deformadas hiperbolicamente, ¢ (s) (linhas vermelhas tracejadas), 1™ (s) (linhas
prestas sélidas), e 0™ (s) (linhas roxas pontilhadas), para cadeias 4-ciclicas de deformacao.

A carga topoldgica para o defeito primitivo, y, é igual a 27 (linha azul pontilhada).
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Figura 19: Energia total das solugoes localizadas, M,), em fungao do parametro livre
n para cadeias de deformacao 4-ciclica hiperbdlica (linhas espessas) e trigonométricas
(linhas finas). Os resultados sao para M((i) (linhas vermelhas tracejadas), szb) (linhas
pretas sélidas), e M, (fl) (linhas roxas pontilhadas). A massa topoldgica do defeito primitivo,

X, € dada por MX = 8 (linha azul pontilhada).
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5 Aplicacao em cendrio de
Branas

5.1 Introducao ao cenario de branas

O cenéario de branas conhecido pelo termo inglés braneworld pode representar uma
maneira de descrever nosso universo de forma a explicar fatos ainda nao elucidados pelo
modelo padrao, como por exemplo o problema da hierarquia (Arkani-Hamed; Dimopoulos;
Dvali, 1998). Nesse cendrio o universo observével seria uma hipersuperficie de dimensao
1 4+ 3, chamada de brana, inserida em um espago-tempo de dimensao 1 + 3 + d (mais
conhecido pelo termo inglés bulk), sendo que d representa o nimero de dimensoes extras.
Considera-se que os campos e as particulas (excitagoes dos campos) estejam aprisionados
na hipersuperficie 1 + 3, mas que a gravidade nao esteja constrita. Dessa forma, esta

permeia nao apenas a brana como também o bulk.

Estudaremos um modelo descrito por um cenario de branas com d = 1, cuja agao é

dada por:
1 1
5= [ dwdyfigl| - 1R+ 50000 V(6)]. (5.1)
sendo que

g = det(gap)- (5.2)

Escolhemos um cenério de branas 5-dimensional (Randall; Sundrum, 1999), cujo inter-

valo invariante é expresso da seguinte forma:
ds? = e**n,,, datdr” — dy®. (5.3)

Nessa expressao observa-se a presenca da dimensao extra, doravante representada pela
coordenada y. Note que a parte das coordenadas usuais z# aparecem reescaladas devido
a funcdo e?4, que depende implicitamente da coordenada extra. Esse fator é responsavel

por uma espécie de dobra na brana e é mais conhecido pelo termo inglés warp factor.
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No modelo Randall-Sundrum o warp factor apresenta um plateau com relagao a coor-
denada extra. Esse comportamento é interessante para explicar, por exemplo, o modelo
inflaciondrio de slow roll (Linde, 1983). Alguns exemplos de campos escalares acoplados
a gravidade encontram-se em Gremm (2000), Bazeia, Furtado e Gomes (2004). Conside-
ramos que tanto o warp factor quanto o campo escalar dependam apenas da coordenada

extra, y. Dessa forma as equagoes de movimento ficam,

" o dV
A = _3) 2 (5.5)
" 1, 1
A = —¢2 _ 2y (). .
20— 2V (9) (5.6)

O potencial V(¢) escolhido para guiar a dindmica do sistema é descrito pela seguinte

equacao (Bazeia; Furtado; Gomes, 2004 ):

vie) =5

dw<¢>>2 1

i 3W(¢)2. (5.7)

A vantagem de utilizar W (¢) na definigao do potencial é que as equagoes para o campo

escalar e o warp factor podem ser escritas como equagoes de primeira ordem em termos
de W:

, LdW(9)
¢ = do (5.8)
A= —;W(qﬁ). (5.9)

Esse formalismo é descrito pela primeira vez em Cveti¢, Griffies e Rey (1992).

Outra quantidade calculada é a componente tempo-tempo do tensor energia-momento

(para detalhes de sua derivacao ver Bernardini e Bertolami (2013)), dado pela seguinte

e () o)

Lembrando que a parte temporal das equagoes de Einstein relacionam-se a energia, essa

equacao:
e?AW), (5.10)

é componente do tensor que sera associada a disposi¢ao de matéria no Universo quando

multiplicada pela métrica, i.e. 7.

Os modelos estudados nessa secao possuem um equivalente da mecanica quantica que

pode ser estabelecido de maneira completa.
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5.2 Perturbacao da métrica

A analise do problema equivalente da mecanica quantica é motivada pelo interesse de
calcular o espectro de ressonancias que pode surgir para alguns tipos de potenciais. Se
a solugao de modo zero (i.e com energia zero) desse espectro corresponder ao estado de

menor energia e for normalizavel, podera descrever gravidade 4-dimensional localizada.

Iniciaremos essa anélise, realizando uma perturbagao na métrica dada na Eq. (5.3)
a fim de encontrar a equagao andloga a de Schrodinger e consequentemente o potencial
associado. A perturbagdo escolhida é utilizada em vérios trabalhos de branas (Campos,

2002; Bazeia; Furtado; Gomes, 2004; Randall; Sundrum, 1999; Gremm, 2000):
ds* = W (n,, 4+ hy,)datdz” — dy?, (5.11)

h, +4A'N,, = e > 0h,,. (5.12)

Para que essa expressao possa ser escrita como uma equacao de Schrodinger, faremos a

seguinte mudanca de variaveis:

dz = e Wy, (5.13)
Além disso utilizamos o ansatz: hy, = ek e=3A [ uw- Dessa forma, teremos:

d’H,,
~ U () e = B, (5.14)

sendo U(z) o potencial dado por:
3 2 9 2

Esse é o termo que chamamos de potencial da mecéanica quantica. Através da Eq. (5.14)
vemos que a Hamiltoniana pode ser escrita da seguinte maneira:

d 3 N/d 3,
H=(-5-54)(£-37). (5.16)

o que garante que k seja real e que k? > 0. Dessa forma nao haverd modos instaveis.

Torna-se simples, através da Eq. (5.16), encontrar a solu¢ao de modo zero, k = 0,

HAW<Z) = NuuegA(Z)/27 (517)

sendo que NV, sao constantes de normalizacao. Esta é a solugao com auto-valor zero para
um dado operador, que nesse caso ¢ o Hamiltoniano. Para garantir a normalizacao, os

modos zeros devem tender a zero mais rapidamente do que z~'/? (Bazeia; Furtado; Gomes,
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2004). Por isso, em todas as figuras desse capitulo, apresentamos essa fungao nos graficos
referentes ao modo zero. Para todos os casos ela foi representada pela linha tracejada

vermelha.

Na secao seguinte, introduzimos o método escolhido para realizar os calculos do warp
factor e consequentemente o defeito topoldgico, tensor energia-momento, potencial da
mecanica quantica e potencial da mecanica classica. Para esse fim, utilizaremos como
ponto de partida alguns dos resultados de defeitos encontrados mediante procedimentos

ciclicos de deformacgoes nos capitulos 3 e 4.

5.3 Meétodo utilizado para encontrar os parametros
fisicos em cenarios de branas

Nesta secao detalhamos a derivagao das func¢oes que serao analisadas ao longo do

capitulo, comegando pelo célculo do warp factor.

5.3.1 Calculo do warp factor

Queremos que a curva gerada pela exponencial do warp factor possua a forma de
um [ump, sendo assim integravel e podendo, em alguns casos, apresentar um plateau.
Neste ultimo caso, é possivel obter solugoes que apresentam estruturas internas a brana
(Bazeia; Furtado; Gomes, 2004). Uma vez que foram obtidos vérios defeitos tipo lump na
cadeia ciclica de deformagao dos capitulos 3 e 4, utilizaremos esses resultados para encon-
trar a fungdo A(y). O procedimento para obter tal parametro inicia-se com a igualdade
requerida, i.e.

e =, (5.18)

sendo ¢ um defeito tipo lump. Com isso, é possivel calcular A(y) de maneira simples e

direta da seguinte forma:

1
A= 5 In p, (5.19)
ou,
1
A= 1 Inp 2 (5.20)
Vemos ainda que como A’ = —%W, temos a seguinte relagao entre W e A:

W= 34" (5.21)
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5.3.2 Calculo do defeito no cenario de branas

Veremos agora como o campo escalar ¢, que é o defeito no cenério de branas derivado
das equagbes de movimento, poderia ser calculado uma vez que o fator A(y) tenha sido

obtido através da Eq. (5.19). Note que, utilizando a regra da cadeia, a expressao

,1dW

¢ = 243 (5.22)
pode ser reescrita como
y_ LdWdy g, 1AW
C2.dy do C2dy
1d
= 5, (734 = _2A~_ (5.23)
Da Eq. (5.20), temos que A” = 1(In¢)”. Dessa forma,
~ 31 s 3 -
¢ = —ZZIH(SOQ) = ghl (¢ 2)"' (5.24)

Finalmente, o defeito no cenério de branas poderia ser calculado da seguinte forma:

&:/\/g\/ln(gﬂ)”dy. (5.25)

No entanto, para as fungoes tipo lump utilizadas, nao foi possivel realizar essa in-
tegracao. Contudo, isso nao impede que as fungdes desejadas (tensor energia-momento,
warp factor, potencial da mecéanica quantica e as solu¢oes de modo zero) sejam calcula-
das. Além disso, a derivada do defeito, ¢’ é obtida analiticamente para todos os casos

analisados.

5.3.3 Tensor energia-momento

Queremos calcular o tensor energia-momento, apesar de nao termos encontrado o
defeito no cendrio de brana. Para isso, vamos partir do seguinte tensor energia-momento
em funcao do potencial W (Bernardini; Bertolami, 2013):

T F(dW) g

i e 2A(y)
1\do 5 e, (5.26)

J& que o campo escalar ¢ nao foi encontrado de maneira explicita, precisamos desen-

volver a expressao % a fim de encontrar uma expressao para Tyy. Utilizando a regra da
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cadeia,
aw  dW d w’ AWz W
dp  dy do ¢ do ¢
encontramos diretamente a expressao desejada.
Além disso, lembrando que W = —3A'(y) e que U %%, temos
Too = [QWQ _ L sanye]ea (5.28)
O lawr 3 ‘ ‘

Finalmente, o tensor energia-momento é encontrado apenas em fun¢ao das expressoes

conhecidas analiticamente nesse trabalho:

W/
Too = [2 — 3A’(y)2} A, (5.29)

5.3.4 Potencial da Mecanica Quantica

Vimos que o potencial da mecanica quantica é dado pela expressao:

U(z) = 2A"(z) + iA’Z(z). (5.30)

Mas, precisamos encontrar também o potencial em funcao de y. Embora A(y) seja igual
a A(z) e a varidvel nao tenha relevancia no calculo do warp factor e da solugao de modo
zero, devemos lembrar que fard diferenga no célculo de U(y), pois este contem derivadas

do A(z). Lembrando que j—; = e AW temos:

w4 _dddy _ ,dA
dz dy dz dy

d*?A  d (dAdy d dA dy d dA
g2 A (Al () () ey o
dz? dz\dydz dz\° dy dz dy ‘ dy ‘ A7+ A%, (5:32)

— A(y)er®: (5.31)

Dessa forma, podemos reescrever o potencial em fun¢ao de y da seguinte maneira:

3 15

Uly) = 40 (4" () + TAW)). (539

5.3.5 Potencial classico

Este é o potencial dado pelo formalismo de primeira ordem,

2
dW) - ;W2. (5.34)

vio - 5(%
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Note que ¢ é o defeito do cenarios de branas, que nao conseguimos encontrar analitica-
mente. Dessa forma, vamos calcular o potencial em termos da coordenada extra, vy,

dW W dy _ W'(y)
6~ dy dé y)

(5.35)

Apesar de nao termos ¢, temos ¢ como visto na introducao. Podemos reescrever ¢’

CO1mo:

g LAWE) _Ldwdy o 1dW
2 dp 2 dy do 2dy
Lembrando que W(y) = W(¢), assim como vimos que A(y) = A(z), podemos agora

(5.36)

reescrever o potencial em fungao de y:

V() - iw% )-

W= (5.37)

1
3
1
§W (y). (5.38)
Apesar de calculado V(y), decidimos suprimir os resultados, pois para sua andalise

grafica precisariamos da expressao analitica do campo.

5.4 Resultados

Uma vez calculadas as funcoes ¢ e ¢ e ¢ para os modelos A\x* e sine-Gordon, vamos
utiliza-las em cenario de branas com a finalidade de encontrar novas solugoes de modos
normais associados ao potencial da mecanica quantica. Como visto acima, trabalhamos
com um unico campo escalar acoplado a gravidade em 5 dimensoes em uma geometria
warped. Investigamos também modelos descritos por potenciais que guiam o sistema
permitindo o surgimento de branas espessas, que carregam estrutura interna (e.g. Bazeia,

Furtado e Gomes (2004)).

Esses resultados encontram-se a seguir, em sua maioria na forma analitica. Todos os
calculos para cada deformacao em ambos os modelos, Ax* e sine-Gordon, foram realizados
com 4 valores diferente do parametro n da seguinte forma: n = 1—-2k; 1—k; N; 1+k; 142k,

com k = 0,05 e N variando de acordo com o caso e modelo.
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5.5 Resultados referentes as solugoes do modelo Ax*

Introduziremos os calculos dos resultados em cenarios de branas acionados pelos defei-
tos tipo lump encontrados no Capitulo 3. Para facilitar o acompanhamento dos diferentes
casos, a classificacao das subsecoes seguintes partilha das mesmas sequéncia e nomeacao

escolhidas no referido capitulo.

5.5.1 Deformacgoes 3—ciclicas

A - Caso hiperbdlico

Comecaremos pela anélise dos resultados utilizando o defeito 1) referente a deformacao
hiperbdlica 3-ciclica. Esse comportamento repete-se para os dois os modelos analisados,
Mx* e sine-Gordon. Através dos célculos descritos na secao anterior encontramos os se-

guintes parametros:

(5.39)

Aly) = ;bg[—log[cosh[ntanh(y)]sech(n)]},

n

Too(y) = i[nsech(y)A‘sech[ntanh(y)]2 — 2sech(y)? tanh(y) tanh[n tanh(y)] |, (5.40)

Uly) = igsech(y)? [8 tanh(y) tanh[n tanh(y)] + nsech(y)*x
X ( — 4sech[n tanh(y))? tanh[n tanh(y)]? )} ‘

" log[cosh[n tanh(y)]sech(n)]

Esses resultados estao descritos na Fig. 20. O potencial da mecanica quantica,
Eq. (5.33) é fungao da coordenada y, mas queremos analisar seu comportamento em
funcao de z. Para esse fim, utilizamos o comando ParametricPlot do Mathematica, uma
vez que a relacdo entre as coordenadas s e z é conhecida. Para encontrar z(s) foi ne-
cessario efetuar uma integral numérica com um intervalo no qual os limites de integracao
atingem um valor finito. Por essa razao, nao é possivel através dos graficos em funcao da
coordenada z, verificar que as solugoes de modo zero sao normalizaveis. No entanto, ve-
rificamos que a funcao em termos de y é normalizavel e apresentamos esses resultados na
Fig. 20. Portanto, para qualquer valor do parametro n o modo zero é normalizavel. Dessa
forma existe a possibilidade do modo zero descrever gravidade 4-dimensional localizada
no interior da brana. Essa mesma andlise foi realizada em todos os resultados seguintes

desse capitulo.

Através dos graficos vemos que a variacao do parametro n acarreta uma mudanca

pequena nos resultados, variando em geral apenas os pontos de maximos e minimos da



5.5 Resultados referentes as solucées do modelo \x* 68

funcao, mas mantendo sua forma. A anédlise do potencial da mecanica quantica revela

que ele apresenta um formato vulcano podendo, portanto, conter modos normais.

Fizemos também essa mesma andlise através do defeito 1) da cadeia hiperbdlica de
deformagao para o caso 4-ciclico. Concluimos que os mesmos resultados desta se¢ao sao

reproduzidos e, por isso, suprimimos as contas desse caso.

B - Caso trigonométrico

Comegaremos com os resultados utilizando inicialmente o defeito ¢. Analogamente
a deformacao hiperbélica, a trigonométrica 3-ciclica gera os mesmos resultados que a
trigonométrica no caso 4-ciclico. Essa igualdade também é observada para os dois mo-
delos analisados: A\x* e sine-Gordon. Através dos calculos descritos na secao anterior

encontramos os seguintes parametros:

_ COS(TL) + COS[n tanh(y)]

Aw) = Slogl ) (5.41)

Too(y) = i n cos[n tanh(y)]sech(y)* — 2sech(y)?sin[n tanh(y)] tanh(y)|, (5.42)

n

n(3—8 cos(n) cos[n tanh cos[2n tanh sech(y)* .
U (y) = e o = - sech(y)? sin[n tanh(y)] tanh(y).

Esses resultados estao apresentados na Fig. 21. A anélise dos graficos mostra que para
qualquer valor do parametro n o modo zero é normalizavel. A variacao do parametro n
nos graficos acarreta uma mudanca pequena nos resultados, variando em geral apenas os
pontos de maximos e minimos da funcao, mas mantendo sua forma. A andlise do potencial

da mecanica quantica revela que ele apresenta um formato vulcano.

5.5.2 Deformacgoes 4—ciclicas

A - Caso hiperbdlico

Nessa secao apresentamos apenas os resultados para o campo escalar ¢, 1, ©o € @3,
pois como visto acima os resultados para 1 e suas andlises sao iguais ao caso 3-ciclico

hiperbélico de Ay*.

Comecaremos com a analise utilizando o defeito ¢ para calcular o warp factor:

Aly) = ;log —sech(n) + sTeLch[n tanh(y)]’ (5.43)
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Tooly) = —2sech(y)3sech[ntanh(y)]3><

{n(—S + cosh[2n tanh(y)])sech(y) + 2sinh(y) sinh[2n tanh(y)]|, (5.44)

U(y) = 2 sech(y)” sech[n tanh(y)] x

|:nsech(y)25ech [n tanh(y)](—5+2(—3+cosh[2n tanh(y)])sech[n]sech[n tanh(y)]+9sech[n tanh(y)

o
sech(n)—sech[ntanh(y)]

8 tanh(y) tanh[n tanh(y)]} :

Esses resultados estao apresentados na Fig. 22. Neste caso também vemos que para
qualquer valor do parametro n o modo zero é normalizavel. A variacao do parametro n
nos graficos novamente implica em uma mudancga pequena nos resultados, variando em

geral apenas os pontos de maximos e minimos da fun¢ao, mas mantendo sua forma.

Passemos agora para os resultados obtidos através do defeito ¢, para o cdlculo de A(y).

Através dos calculos descritos na secao anterior encontramos os seguintes parametros:

Aly) = 5 log

1 {tanh[nsech(y)] | (5.45)

n

Too(y) = isech(y)sech[nsech(y)]2 [ — 1+ 2sech(y)[sech(y) + n tanh(y)? tanh[nsech(y)]]|,
(5.46)

Ul(y) = Zsech(y)sech[nsech(y)]*(2 — 6sech(y)? + 2 tanh(y)*+
n(5 — 4 cosh[2nsech(y)])csch[nsech(y)]sech(y)sech[nsech(y)] tanh(y)?).

Os respectivos resultados estao apresentados na Fig. 23. Mais uma vez, para qualquer
valor do parametro n o modo zero é normalizavel. Além disso, é possivel notar a formacao
de um pequeno plateau nos graficos do potencial da mecanica quantica e do tensor energia-

momento conforme aumentamos o valor de n.

Refazendo os calculos acima para o defeito o, encontramos os seguintes parametros:

1

Aly) = ;log [

Too(y) = {3sech(y)GSech[n log[1 + sech(y)?]]? (7 + 2 cosh(2y) — cosh(4y) +

(5.47)

tanh([nlog[1 + sech(y)Q]]}

167 sinh(y)? tanh[n log[1 + sech(y)2]]>] /[8(1 + sech(y)?)?], (5.48)

Uly) =
3sech[n In[1+sech(y)?]]2(—4+2 cosh(2y) —2sech(y)2+n(—9+coth[n In[1+sech(y)?]]?) tanh[y]? tanh[n In[1+sech(y)?]])
(3+cosh(2y))?2 :
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Esse modelo é muito parecido com o acima, mas construimos os graficos com uma
variacao diferente: n = 1 — 2k;1 — k;4;1 + k; 1 + 2k, evidenciando a formacao de um
plateau conforme aumentamos o valor de n . Os resultados estao apresentados na Fig. 24.
Para qualquer valor do parametro n o modo zero é normalizavel, mas com essa variagao de
n, podemos observar a formacao de um grande plateau para o caso de N = 4, contrapondo-
se aos valores menores de n onde nao ha a formacao de plateau. Além disso, vemos através
do grafico do tensor energia-momento que, para N = 4, a interface que interpola duas
fases de bulks quebra-se em duas interfaces separadas. Surge, entao, uma nova fase entre
as duas interfaces, que em matéria condensada é um fenomeno conhecido como complete
wetting (Campos; Holland; Wiese, 1998). Esse cendrio que apresenta essa nova fase é o de
uma brana que sustenta estrutura interna. Essa regiao onde a nova fase surge corresponde

a regiao de plateau presente no warp factor (Bazeia; Furtado; Gomes, 2004).

Apesar de nao conseguirmos encontrar o defeito no cenario de branas, foi feita uma
analise da funcao em série de Taylor, e encontramos uma boa aproximag¢ao com um defeito
topoldgico conhecido como duplo kink. Este é exatamente o tipo de defeito esperado em

um cenario de brana espessa.

Por fim, utilizando-se o defeito 3 no célculo de A(y) obtemos:

1 tanh[52%;]
Aly) = =log|—= 5.49
() 5 108 [ P (5.49)
2n 2n

Too(y) — 3sech[52%]*(4 — 4y” — 3y + 8ny® tanh[52%;]) (5.50)

(2+y?)* ’

3csch[ =20 |sech[ 2213 (2ny? (5—4 cosh[ =2 )+ (—4+4y2+3y4) sinh[ -4 ])

U(y) = 2 2L 2(2+y22)j1ry2 202

2A() também apresenta um plateau para N = 4. Assim

Através da Fig 25 vemos que e
como para s, através do grafico do tensor energia-momento vemos o surgimento de uma
nova fase entre duas interfaces. Também foi feita uma andlise da funcao em série de
Taylor e encontrada uma boa aproximacao com um duplo kink, indicando que o defeito

no cenario de branas possui uma riqueza maior de detalhes.

B - Caso trigonométrico

Nessa secao apresentamos apenas os resultados para o campo escalar ;, pois os

resultados para 1 e suas andlises sao iguais ao caso 4-ciclico trigonométrico de Ay*.
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Através dos cédlculos descritos na secao anterior encontramos os seguintes parametros

ao inserirmos o defeito ¢y:

Aly) = ;log [2nsech(y) +:;n[2nsech(y)] | (5.51)
Too(y) = 2sech(y) {cos[rzsech(y)]%ech(y)2 +
(— cos[nSech(y)]* + nsech(y) sin[2nsech(y)]) tanh(y)z] , (5.52)
Uly) = ST +iin[2nsech(y)]) { — 6 cos[nsech(y)]?sech(y)3(2nsech(y) + sin[2nsech(y)])+

3sech(y) ( — 4n%sech(y)? sin[2nsech(y)] + cos[nsech(y)]*x

(n(1 + 5 cos[2nsech(y)])sech(y) + 2 sin[2nsech(y)])) tanh(y)2].

Para a Fig. 26, referente a esse caso, também foi utilizado N = 4. No entanto, um
comportamento diferente do encontrado para ¢, e 3 referentes a cadeia hiperbélica. Note
que no grafico de e24® ha um lump interpolado por um plateau. Através do grafico do
tensor energia-momento vemos ainda que o comportamento é diverso dos anteriores e ha
o surgimento de varias fases novas, gerando 4 picos de matéria ao invés de 2. Apesar de
nao ter sido possivel calcular a solugao da equagao de movimento para esse modelo, seria
interessante analisar futuramente suas caracteristicas. Emerge entao o ensejo da busca
por novas solugoes em cendrios como esse encorajada pelo fato de que possivelmente o
defeito decorrente desses modelos possua ainda mais detalhes em sua estrutura que o

duplo kink.

Por fim, julgamos apropriado omitir os casos para ¢ e 3 referentes a cadeia 4-
ciclica trigonométrica. Esse decisao é justificada pois ambos apresentam analise grafica
semelhante ao resultado apresentado para ¢; sem que possamos calcular a solucao da

equacao de movimento.

5.6 Resultados referentes as solucoes do modelo sine-
Gordon

Introduziremos os calculos dos resultados em cenarios de branas acionados pelos defei-
tos tipo lump encontrados no Capitulo 4. Analogamente a se¢ao anterior, a classificagao
das subsecoes seguintes partilha das mesmas sequéncia e nomeacao escolhidas no referido

capitulo.
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5.6.1 Deformacgoes 3—ciclicas

A - Caso hiperbdlico

Comecaremos com a andlise dos resultados através do defeito v, previamente encon-

trado, inserido no célculo de A(y):

Aly) = ;log [ — log[cosh(nm — 4 arctan(ey))sech(w)]} , (5.53)

3e¥ |4e¥sech[nt — 4 arctan(e?)]? + (=1 + €?¥) tanh[nT — 4 arctan(ey)]}

Too(y) = (EYIE , (5.54)

T e )

U(y) = (1+62y)2

Os resultados acima encontram-se descritos na Fig. 27. Como para o caso Ax*, esses
resultados repetem-se para o caso 4-ciclico de sine-Gordon. Nao encontramos plateau, e
como veremos a seguir esse comportamento também nao esta presente nos outros casos
realizados com o modelo de sine-Gordon. O potencial da mecanica quantica apresenta-se
como vulcano, o que também poderia resultar na presenca de modos normais acoplados,
como no caso derivado de Ax*. Esse comportamento vulcano repete-se para todos os casos
referentes ao modelo sine-Gordon. Contudo, para esse modelo a solugao de modo zero

nao é normalizavel. Através da andlise dos limites da solugao para y — 400, vemos que

3/4
lim H,,(y)y—eo = | — In[cosh(—2m + nm)sech(n)]|

lim H,,(y)y-o = [—In(cosh(nm)sech(r))]**. (5.55)

Esse comportamento estd apresentado no grafico descrito na Fig. 27.

B - Caso trigonométrico

Apresentamos os resultados para o campo escalar 1. Através dos calculos descritos
na secao anterior encontramos os seguintes parametros:
1
Aly) = 5 log[1 + cos[nm — 4 arctan(e)]], (5.56)

6e% |2 cos[nm — 2G(y)] + sin[nm — 2G(y)] sinh(y))

Tooly) = — it ) , (5.57)
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3e¥(e¥ + Hev cos[nm — 2G[y]] + (—1 + e*) sin[nT — 2G[y]]).

Uly) = (1+ ey

Nessas equagoes e nas seguintes trocamos o termo Gudermannian(y) por G(y), para

melhor visualizagao das expressoes. Os resultados acima encontram-se descritos na Fig. 28.

Analogamente ao caso anterior, para esse modelo a solu¢ao de modo zero nao é nor-

malizdvel. Através da analise dos limites da solugao para y — 400, vemos que

lim H,, (4)y oo = [1 + cos(nm)]?/%. (5.58)

5.6.2 Deformacoes 4—ciclicas

A - Caso hiperbdlico

Nessa se¢ao apresentamos apenas os resultados para o campo escalar ¢, pois os resul-

tados para v e suas andlises sao iguais ao caso 3-ciclico hiperbdlico de sine-Gordon.

Através dos célculos descritos na segao anterior encontramos os seguintes parametros

para ¢:
1 —sech hinm — 4 arct Y
Aly) = : log sech(m) + sech[nm — 4 arctan(e )} | (5.59)
n
Too(y) = 3e*sech[nm — 4arctan(e?)]? {6 — 2cosh[2nm — 8arctan(e)] +
sinh(y) sinh[2n7 — 8 arctan(ey)]} JI(1+ e2)?n). (5.60)

Para o defeito inicial ¢ nao foi possivel encontrar uma expressao analitica para U(y).
No entanto, seu comportamento esté representado na Fig. 29, juntamente com A(y), e34/2

e 0 tensor energia-momento.

A anélise grafica dos resultados acima encontra-se descrita na Fig. 29.

637r/4[(647r + e2nm _ 6(1+n)7r o 6(3+n)7r)(_1 + tanh(w)) 3/4
(647T + 62n7r)n
(—sech(ﬂ) + sech(nﬂ)>3/4
n .

hm Hp(y)y o0 =

)

Im Hy(Y)ys—e = (5.61)
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B - Caso trigonométrico

Existem dois defeitos tipo lump referentes ao caso trigonométrico da cadeia 4-ciclica
de deformacoes. Um deles é a solucao v, que aplicada no cenario de branas apresenta
os mesmos resultados que o caso 3-ciclico, e por isso foi omitida. O outro é referente ao
defeito ¢, que nao possui um comportamento padrao. Como foi analisado no Capitulo 4,
através da derivada segunda vemos que a solugao gera um ponto de méaximo e dois pontos
de minimos, enquanto espera-se apenas um ponto de maximo para um Jlump padrao.
Devido a esse comportamento, nao é possivel encontrar um warp factor da forma desejada

iniciando o procedimento com ¢.

Embora o defeito no cenario de branas nao tenho sido encontrado analiticamente, suas

derivadas foram calculas e estao apresentadas nas Figs. 30,31,32,33.
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Modelo Ax* caso 3-ciclico-hiperbdlico
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Figura 20: Resultados obtidos através do caso 3-ciclico hiperbélico referentes ao defeito
1 do modelo Ax*. Esses resultados sdo iguais para os calculos referentes ao caso 4-ciclico
do mesmo modelo. Na primeira linha estao representadas, da esquerda para a direita,
a funcao exponencial do warp factor e a solucao de modo zero. Abaixo encontram-se o
potencial da mecanica quantica em funcao da coordenada z e o tensor energia-momento.
A linha azul corresponde a solucao para N = 1, lembrando que n =1 —2k;1 — k; N; 1+
k;14 2k, com k = 0,05. As linhas em preto variam do pontilhado ao tracejado conforme
n aumenta.
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Modelo Ax* caso 3-ciclico-trigonométrico
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Figura 21: Resultados obtidos através do caso 3-ciclico trigonométrico referentes ao defeito
1 do modelo \x*. Na primeira linha estdo representadas, da esquerda para a direita, a
funcao exponencial do warp factor e a solucao de modo zero. Abaixo encontram-se o
potencial da mecanica quantica em funcao da coordenada z e o tensor energia-momento.
A linha azul corresponde a solugao para N = 1. As linhas em preto variam do pontilhado
ao tracejado conforme n aumenta.
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Modelo Ax* caso 4-ciclico-hiperbélico-¢
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Figura 22: Resultados obtidos através do caso 4-ciclico hiperbdlico referentes ao ¢ do
modelo A\x*. Na primeira linha estao representadas, da esquerda para a direita, a funcao
exponencial do warp factor e a solugao de modo zero. Abaixo encontram-se o potencial
da mecanica quantica em funcao da coordenada z e o tensor energia-momento. A linha
azul corresponde a solucao para N = 1. As linhas em preto variam do pontilhado ao
tracejado conforme n aumenta.
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Modelo Ax* caso 4-ciclico-hiperbdlico-¢;
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Figura 23: Resultados obtidos através do caso 4-ciclico hiperbdlico referentes ao ¢; do
modelo A\x*. Na primeira linha estao representadas, da esquerda para a direita, a funcao
exponencial do warp factor e a solugao de modo zero. Abaixo encontram-se o potencial
da mecanica quantica em funcao da coordenada z e o tensor energia-momento. A linha

azul corresponde a solucao para N = 1. As linhas em preto variam do pontilhado ao
tracejado conforme n aumenta.



5.6 Resultados referentes as solugoes do modelo sine-Gordon

79

0.7

e2AW)

1.0

Modelo Ax* caso 4-ciclico-hiperbdlico-¢,

Huw (Y)

0.6

0.4r

0.2r

Too(y)

0.0

-0.2r

-04

Figura 24: Resultados obtidos através do caso 4-ciclico hiperbdlico referentes ao ¢ do
modelo A\x*. Na primeira linha estao representadas, da esquerda para a direita, a funcao
exponencial do warp factor e a solugao de modo zero. Abaixo encontram-se o potencial
da mecanica quantica em funcao da coordenada z e o tensor energia-momento. A linha
azul corresponde a solucao para N = 4. As linhas em preto variam do pontilhado ao

tracejado conforme n aumenta.
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Modelo Ax* caso 4-ciclico-hiperbdlico-¢3
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Figura 25: Resultados obtidos através do caso 4-ciclico hiperbdlico referentes ao ¢3 do
modelo A\x*. Na primeira linha estao representadas, da esquerda para a direita, a funcao
exponencial do warp factor e a solugao de modo zero. Abaixo encontram-se o potencial
da mecanica quantica em funcao da coordenada z e o tensor energia-momento. A linha
azul corresponde a solucao para N = 4. As linhas em preto variam do pontilhado ao
tracejado conforme n aumenta.



5.6 Resultados referentes as solugoes do modelo sine-Gordon 81

Modelo Ax* caso 4-ciclico-trigonométrico-y;
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Figura 26: Resultados obtidos através do caso 4-ciclico trigonométrico referentes ao ¢; do
modelo A\x*. Na primeira linha estao representadas, da esquerda para a direita, a funcao
exponencial do warp factor e a solugao de modo zero. Abaixo encontram-se o potencial
da mecanica quantica em funcao da coordenada z e o tensor energia-momento. A linha

azul corresponde a solucao para N = 4. As linhas em preto variam do pontilhado ao
tracejado conforme n aumenta.
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Modelo sine-Gordon caso 3-ciclico-hiperbdlico-v»
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Figura 27: Resultados obtidos através do caso 3-ciclico hiperbdlico referentes ao defeito
1 do modelo sine-Gordon. Esses resultados sao os mesmos que os obtidos através do
caso 4-ciclico do modelo de branas. Na primeira linha estao representadas, da esquerda
para a direita, a func@o exponencial do warp factor e a solugao de modo zero. Abaixo
encontram-se o potencial da mecanica quantica em fun¢ao da coordenada z e o tensor
energia-momento. A linha azul corresponde a solucao para N = 1. As linhas em preto
variam do pontilhado ao tracejado conforme n aumenta.
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Modelo sine-Gordon caso 3-ciclico-trigonométrico-1)

200 ‘ ‘ ‘

Figura 28: Resultados obtidos através do caso 3-ciclico trigonométrico referentes ao defeito
1 do modelo sine-Gordon. Esses resultados sao os mesmos que os obtidos através do
caso 4-ciclico do modelo de branas. Na primeira linha estao representadas, da esquerda
para a direita, a func@o exponencial do warp factor e a solugao de modo zero. Abaixo
encontram-se o potencial da mecanica quantica em fun¢ao da coordenada z e o tensor
energia-momento. A linha azul corresponde a solucao para N = 1. As linhas em preto
variam do pontilhado ao tracejado conforme n aumenta.
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Modelo sine-Gordon caso 4-ciclico-hiperbdlico-¢
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Figura 29: Resultados obtidos através do caso 4-ciclico hiperbdlico referentes ao ¢ do
modelo sine-Gordon. Na primeira linha estao representadas, da esquerda para a direita,
a funcao exponencial do warp factor e a solucao de modo zero. Abaixo encontram-se o
potencial da mecanica quantica em funcao da coordenada z e o tensor energia-momento.

A linha azul corresponde a solucao para N = 1. As linhas em preto variam do pontilhado
ao tracejado conforme n aumenta.



5.6 Resultados referentes as solugoes do modelo sine-Gordon 85

Modelo Ax* - Derivadas para o caso 3-ciclico

Hiperbdlico Trigonométrico

Derivada do Defeito v
Derivada do Defeito ¢

Figura 30: Derivadas dos defeitos no cendrio de branas. Essas solucoes foram obtidas
através dos defeitos referentes ao modelo \xy* para a cadeia 3-ciclica dos casos hiperbélico,
primeira coluna e trigonométrico, segunda coluna. A linha azul corresponde a solucao para
N = 1. As linhas em preto variam do pontilhado ao tracejado conforme n aumenta.
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Modelo Ax* - Derivadas para o caso 4-ciclico

Hiperbdlico Trigonométrico
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Figura 31: Derivadas dos defeitos no cendrio de branas. Essas solucoes foram obtidas
através dos defeitos referentes ao modelo \y* para a cadeia 4-ciclica dos casos hiperbélico,
primeira coluna e trigonométrico, segunda coluna. As linhas em preto variam do ponti-
lhado ao tracejado conforme n aumenta. Ja as linhas azuis seguem o mesmo padrao das
Figuras anteriores com relacao a escolha de N para cada caso.
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Modelo sine-Gordon - Derivadas para o caso 3-ciclico
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Figura 32: Derivadas dos defeitos no cendrio de branas. Essas solucoes foram obtidas
através dos defeitos referentes ao modelo sine-Gordon para a cadeia 3-ciclica dos casos
hiperbdlico, primeira coluna e trigonométrico, segunda coluna. A linha azul corresponde
a solucao para N = 1. As linhas em preto variam do pontilhado ao tracejado conforme n
aumenta.

Modelo sine-Gordon - Derivadas para o caso 4-ciclico
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Figura 33: Derivadas do defeito no cenario de branas. Essas solugoes foram obtidas através
do defeito referente ao modelo sine-Gordon para a cadeia 4-ciclica do caso hiperbdlico, 1.
A linha azul corresponde a solucao para N = 1. As linhas em preto variam do pontilhado
ao tracejado conforme n aumenta.
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6 Aplicacao em cendrios de
potencial com fundo duplo

6.1 Origem topoldgica das transicoes de vacuo da
mecanica quantica e tunelamento

A origem topolégica das transi¢goes quanticas de fase tem sido conjecturada em varios
cenarios diferentes, tanto em carater de fisica tedrica quanto experimental. No contexto
fenomenoldgico, por exemplo, as transicoes de fase de origem topoldgica foram considera-
das para identificar a equivaléncia entre os quase-cristais de Harper e Fibonacci (Verbin et
al., 2013; Kraus; Zilberberg, 2012), para examinar modelos de cordas de Golden com anyons
de Fibonacci (Schulz et al., 2013), para quantificar a estabilidade da ordem topolégica de
sistemas de spins perturbados por campos magnéticos (Trebst et al., 2007), e até mesmo
para descrever transigoes de fase em modelos de DNA (Grinza; Mossa, 2004). Do mesmo
modo, ferramentas teodricas foram desenvolvidas para descrever modelos XY de campo
médio que sao relacionados a mudancas adequadas na topologia do seu espacgo de confi-
guragao (Casetti; Cohen; Pettini, 1999), para investigar a relagao entre a correlagao forte e o
acoplamento spin-6rbita para férmions de Dirac (Yu; Xie; Li, 2011) e para conjecturar que
transicoes de fase de segunda ordem também tém origem topoldgica (Caiani et al., 1997).
Também em teorias quantica de campos (Cvetic; Griffies; Rey, 1992; Cvetic; Soleng, 1997),
modos taquionicos (Sen, 2005; Campos, 2002; Bernardini; Bertolami, 2013) podem ser enten-
didos através da instabilidade do vacuo quantico, descrito pelo estado quantico deslocado
do méximo local de um potencial topoldgico efetivo, U(&). Isso implica em um processo
chamado condensagao taquionica (Hashimoto; Ho; Wang, 2003; Takeuchi et al., 2012), que

também exibe uma classificagao topolégica.

Além de sua abrangente aplicabilidade, a classificacao topoldgica pode ser relevante
porque ela codifica a informacao sobre distorgoes e deformacoes de sistemas quanticos.

De fato, conjectura-se que uma transicao quantica de fase ocorre quando um sistema
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pode ser continuamente deformado em um outro com origens topoldgicas distintas. Nosso
trabalho consiste em obter a origem topoldgica de estados quanticos e os correspondentes
potenciais da mecanica quantica (MQ), que descrevem o cendrio do tunelamento de uma
tnica particula em potenciais de fundo duplo (abreviados por DW, originado pelo termo

inglés: double well) (Caticha, 1995).

O controle coerente do tunelamento de uma unica particula em potenciais DW tem
sido investigado de maneira recorrente uma vez que aparece em varios cenarios relevantes
(Schulz et al., 2013; Domcke; Tannor, 1997). Analiticamente modelos DW soliveis (Keung;
Kovacs; Sukhatme, 1988) também sao considerados candidatos proeminentes para referéncias

de cédigos computacionais e redes numéricas.

Nesse capitulo demonstramos que, através da técnica analitica de deformacao de defei-
tos topoldgicos, é possivel obter o perfil topoldgico do estado fundamental de modo zero,
g, e do primeiro estado excitado, ¥, em potenciais de fundo duplo (Bernardini; Chinaglia,
2014). Os defeitos deformados geram dois cendrios topoldgicos, que nao sao equivalentes,
conectados por uma quebra de simetria. Esta ultima sustenta a conversao quantica entre
um estado de modo zero de vacuo estavel em um estado quantico taquionico, instavel.
Os resultados tedricos revelam a origem topolégica de modelos de dois niveis. Nestes,
um estado quantico nao estacionario com evolucdo unitéria, 1y + e~/ , que exibe uma
dinamica estéavel de tunelamento, é convertido em uma superposi¢ao quantica envolvendo
um modo taquionico que desaparece, e P!y + 11, parametrizando uma destruicio coe-

rente do tunelamento.

A natureza nao-classica da dinamica da quebra de simetria é recriada em termos da
mecanica quantica de uma unica particula em potenciais de fundo duplo em 1D. Note
que neste capitulo utilizamos a letra grega ¢ nao mais como um defeito topoldgico (como
utilizado em capitulos anteriores), mas sim como fungao de onda dos estados fundamental

e excitado do sistema escolhido.

Uma caracteristica notavel e propria é que mesmo com a quebra de simetria do vacuo
a origem topoldgica é recuperada. Como um efeito residual, 1); torna-se a nova solugao
estavel de modo zero, sustentada pelo defeito deformado. Nossos resultados revelam que
a dinamica do tunelamento pode ser levada a configuragoes estacionarias simulando uma
paralisagdo completa, conhecida como destruigdo coerente do tunelamento (Grossmann
et al., 1991; Kierig et al., 2008). A evolucao de ambas as perturbagdes quanticas, nao-
estaciondria e nao-unitaria, sustentadas por perfis topoldgicos que nao sao equivalentes,

serao descritas nesse trabalho através da funcao distribuicao de Wigner.
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6.1.1 Cenarios topologicos para potenciais DW.

Vamos considerar a familia mais simples de teorias de campos classicos relativisticos
em 1+ 1 dimensoes, (¢, s), descrita por uma densidade Lagrangeana que leva a equagao
de movimento dada por:

O} — 02 + Ccflg = 0. (6.1)
Para a maioria das teorias conhecidas sustentadas por U(y), o campo escalar derivado da
Eq. (6.1) apresenta solugoes independentes do tempo, £(s), com energia finita (Rajaraman,
1994; Coleman , 1985). A estabilidade da solugao pode ser discutida em termos de pequenas
perturbagdes dependentes do tempo dadas por 0(t,s) ~ ¢(t,s) — &(s). Reescrevendo a
Eq. (6.1) em termos de £ e 6 e mantendo apenas termos de primeira ordem, encontramos
a seguinte equacao:

025 + (d*U/d&*)6 = 0. (6.2)

A partir da qual, a invariancia de translacao implica que § pode ser escrito como uma

superposicao de modos quanticos normais da seguinte forma:
St(t, s) = ane™ ihn(s), (6.3)
n

onde a,, sao coeficientes arbitrarios. Dessa forma, v, e w, obedecem uma equagao tipo-

Schrodinger em 1D,
2
(= 55+ VY D06) (o) = o), (6.4

na qual o potencial da mecéanica quantica é identificado por VO(MQ)(S) = d?U(s)/d&*(s).
Modos estaciondrios requerem que w? > 0. Da mesma forma, modos taquionicos instéveis

: 2 _ 1.2
podem ser encontrados se wy, ~ ik,, com —w; = k; > 0.

Para potenciais dependentes de campos escalares, U({), que engendram estruturas
tipo lump e tipo kink (Avelar et al., 2008; Bazeia; Menezes; Menezes, 2003), vimos que o for-
malismo de primeira ordem (Bazeia; Losano; Malbouisson, 2002; Bogomol'nyi, 1976; Rajaraman,

1994) estabelece

dz  d¢
— 52 =~ == =¢
U(§) = 2/2, com z = i ds 3 (6.5)
e a Eq (6.4) pode ser escrita como
d2 5/// )
(=gt )on=hn (60

Uma manipulagao matemética simples permite-nos obter o modo-zero, 1 (i.e. quando

wp = 0), como Yy ~ &. O qual deve corresponder ao estado quantico fundamental no
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caso de & descrever fungoes tipo lump que nao possuem zeros, i. e. nodos. Nesse caso,
nao haveria instabilidade a partir de modos com w? < 0. Portanto, construir um modelo
analitico adequado para cenarios topoldgicos torna-se uma simples questao de encontrar

solugoes integraveis.

Dada a Eq (6.6) o primeiro estado excitado e o fundamental de alguns poucos siste-
mas quanticos 1D sustentados por (a0 menos parcialmente) potenciais DW exatamente
soluveis podem ser expressos com formas analiticas fechadas (Caticha, 1995). Esse proce-

dimento é realizado através de uma funcao multiplicadora de vinculo, «, definida por:

P1(s) = a(s)o(s). (6.7)

Esse mecanismo é andlogo a procedimentos super-simétricos em mecanica quantica para
computar o estado fundamental e o correspondente potencial (Gendenshtein, 1983; Cooper;

Khare; Sukhatme, 1995).
Substituindo ¢ (s) = a(s)¥o(s) na Eq (6.4) com n = 1, temos
(alshu(s)) + (2 = UL Das)o(s) = 0. (65)
Subtraindo a Eq. (6.4) multiplicada por a com n = 0:
5(5) + (f — Vo (s))ls) =0, (6.9)

da Eq. (6.8), podemos definir o seguinte parametro:

" + Aw?ja ;) dIn vy
— — - U q
Bls) 20/ Yo ds '’ (6.10)

com Awiy = w? — wi. O estado fundamental correspondente é portanto

Yo(s) = A exp (— / ds’ﬁ(s’)) , (6.11)

onde N é uma constante de normalizacao. O potencial DW pode ser computado através
de

Y@M g) wf;' 8 b2 (6.12)

que pode ser simplificado para modos zero com w2 = 0.

Um conjunto de potenciais DW simétrico e assimétrico satisfazendo as propriedades

acima pode ser identificado quando «(s) apresenta um comportamento assintético de
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Smétrico Assimétrico
1.0 e TR

0.5¢

0.0

—0.5f

Yo(9), Y1(9), (1/4)Vo(s)

-1.0

Figura 34: Potenciais da mecanica quantica simétrico (primeiro gréfico, ¢ = 0) e as-

simétrico (segundo gréfico, e = 3/4) (linhas azuis pontilhadas), VO(QM), e 0s coIrrespon-

dentes estados normalizados fundamental (linhas sélidas pretas), 1, e primeiro estado
excitado (linhas vermelhas tracejadas), 1y. Os gréficos sdo para v =1 e wy = 1/0, com
o parametro o = 1 (linha mais fina), 2, 4 e §(linha mais grossa).

funcoes tipo kink. Por exemplo, quando
a(s) = e + tanh(ys), (6.13)

onde a assimetria é determinada por € # 0, e 7 é uma constante arbitraria. Assumindo
um estado de modo zero (n = 0) com wy = 0 o estado fundamental e primeiro estado

excitado sao obtidos como:

bo(s) = N cosh(ys)exp {_ cosh(2ys) + ;(72;:; sinh(2fys))} |

Y1(s) = N(ecosh(ys) + sinh(ys)) exp [— cosh(2ys) + ;(722182—# sinh(275))} ,  (6.14)

onde assumimos que w; = 1/0. Os estados estaciondrios normalizados acima, assim como

o correspondente potencial DW, estao apresentados na Fig. 34, para e =0 e 3/4.

A discussao a seguir serd concernente primeiro ao caso simétrico (e = 0) e em seguida

ao assimétrico (e # 0).

Como explicado previamente, o conhecimento do modo zero, 1y, permite identificar o
cenario topologico correspondente que sustenta perturbagoes quanticas para os potenciais
DW acima, VO(QM)(S). Para um potencial U(¢) sustentado por um campo escalar &, com
VO(QM)(S) = "¢ pode ser identificado como 1y o &'. Além disso, notamos que um
modelo DW deformado pode ser identificado deslocando-se a energia do primeiro estado
excitado de w; para 0. Nesse caso, devemos inferir a existéncia de um novo potencial

quantico, Vl(QM)(S), tal que

(—d?/ds® + V{9 (s)) vn = 0, (6.15)
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Vo(s) (Solido) e Vi(s) (Tracejado)

Figura 35: Caso referente a a(s) = € + tanh(ys). Potenciais quanticos, VO(QM)(S) (linhas

pretas sélidas) e Vl(QM)(s) (linhas vermelhas tracejadas), sustentadas por cenérios to-
polégicos com campos escalares, & e y, respectivamente. O primeiro e o segundo graficos
sao para v = 1 e 2, respectivamente, e novamente, estabelecemos w; = 1/0, com o
parametro ¢ = 1 (linha mais fina), 2, 4 e 8(linha mais grossa).

e portanto ¥, = a1y, implica em
(—d?/ds® + Vi (s)) o = —w} g = K} 1. (6.16)

A auto-fungao 4 (s) é entao identificada como o novo modo zero. O potencial da mecanica
quantica deformado passa a sustentar um modo instével taquionico, ¥_1(s,t), que evolui
no tempo como um estado que decai, 1_; (¢, s) = e(7“199)y(s). Novamente, o novo modo
zero, 11, permite identificar o cenario topoldgico correspondente para Vl(QM)(s). Na
Fig. 35, apresentamos os potenciais da mecanica quantica,

Q) 167202 [(—1)0(1) +2(v%0? - cosh(2fys))} + cosh(4+ys)
Yi (s) = 32204 ’

0(1) (6.17)

que sustentam modos zeros: sendo um deles o primitivo, 1, e o outro o deformado, 11,

respectivamente (c.f. Eq. (6.14)).

No limite assintético de 02 — 0o, que corresponde a w; — 0, o potencial tende a um
valor constante assintético ~ ~?, ao longo do qual a transicao continua citada entre os
regimes estavel e instavel ocorre. Para ilustrar tal deformacao continua, definimos um
parametro fenomenolégico € = 1/0 de tal forma que os potenciais VO(QM) e Vl(QM) possam

ser escritos genericamente como

1677 [e]e] 4+ 2(7* — €* cosh(2vs))] + €* cosh(4ys)

V@M (4) 252
v

. (6.18)

A deformagao destréi o perfil do potencial no ponto de transi¢ao, ¢ = 0, para o qual

Mostraremos que um quadro deformado exato para um potencial novo W(x) guiado
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por Y, com VI(QM)(S) = X" /x/, pode ser obtido se identificarmos ; como < x'. A
questao a ser feita é relativa principalmente com a viabilidade de obter e conectar cenarios

topoldgicos que sustentam tanto auto-funcoes estaveis como instaveis.

6.1.2 Modos estaveis e taquionicos sustentados por defeitos de-
formados e transicoes quanticas relacionadas.

Ao longo de toda a tese reportamos que técnicas eficazes tém sido sugeridas a fim
de estudar e resolver equacoes nao-lineares através de procedimentos de deformacgao. Em
particular, desenvolvemos uma técnica de obtencao de estruturas estaticas com energia
localizada através de defeitos deformados que permite modificar uma estrutura de defeito

primitiva por meio de sucessivas operacoes de deformacao.

Retomaremos agora esse processo e o aplicaremos em sistemas governados por potenci-
ais de fundo duplo. Consideraremos uma sequéncia de deformacao de defeitos envolvendo
dois cendrios topolégicos diferentes, chamados £(s) e x(s), com s a coordenada espacial.
Para a escrita desta secao, e das anteriores pertencentes a este capitulo, adotamos exa-
tamente a mesma notagao do artigo resultante desse trabalho (Bernardini; Chinaglia, 2014).
Por essa razao, nesta secao a solucao do modelo Ay* serd designada pela letra grega ¢. Isto
posto, iniciaremos o procedimento de deformacao prescrito pelas seguintes equacoes de
primeira ordem (Bogomol'nyi, 1976; Bazeia; Losano; Malbouisson, 2002; Avelar et al., 2008, 2009;
Bernardini; da Rocha, 2013),

S
! = — = Z =
§= =% oY)
dx
X/ = df =Wy = XolYp = Xez¢, (619)
s
onde &;, X¢, € Xe sao funcoes deformagao inversiveis tais que {,x¢ = X4, sendo os

subindices as correspondentes derivadas. Através das Eqs. (6.19), as fungbes auxilia-
res dos superpotenciais, z¢, w,, ¢ Y, podem ser usadas para construir uma cadeia de

deformagao como

V@)= & W) =ul & UE) =7 (6.20)

Voltando ao nosso problema da MQ, pode-se assumir que a(s) (c.f. Eq. (6.7)) cor-

Xo ()
£o(9)

responde a funcéo deformacao, a(¢) = xe = . Entdo, de acordo com Eq. (6.19), a



6.1 Origem topoldgica das transicoes de vacuo da mecanica quantica e tunelamento 95

cadeia de deformacao a seguir é estabelecida como:

1 X X' = wy, = xeze = aze = o x any, (6.21)

e é possivel obter expressoes analiticas para z¢ e w, como fungdes de ¢ = ¢(s). Uma vez
que o defeito primitivo ¢, ¢ identificado como o kink da teoria Ax?*, ¢(s) = +tanh(s) e

ys = ¢' = (1 — ¢*), obtemos duas equagdes diferenciais de primeira ordem,

wx(¢>
Ys(9)’

e Xo(d) =

(6.22)

que sao vinculadas por a(¢) = xe.

Finalmente, os resultados analiticos para (£, 2¢/2) e (x,w}/2), como fungdes de ¢,
permitem-nos obter de maneira direta uma representagao paramétrica analitica para U ()
e W(x), respectivamente. Esses sdo os potenciais topologicos que sustentam a dinamica

@M) o VI(QM). Dada a topologia da func¢ao deformagao, a(¢), e

quantica guiada por VO(
a correspondéncia com a Eq. (6.20), nota-se que os kinks sao deformados em lumps e

vice-versa.

Para esclarecer esse ponto, vamos considerar dois casos particulares dos potenciais
DW simétricos da MQ através da atribuigao de valores discretos a v na Eq. (6.13). Para
v =1, e seguindo a convencao que reduz nossa andlise & solugoes com sinal + para ¢(s),
temos a(¢) = ¢, que resulta em

__3-¢>
e 802(1*¢2>

() = e ¢ wy (@) = ¢ z(9). (6.23)

Apés integrar as Eqgs. (6.22) temos,

19
@) = J@U»Ef[%m] ‘

X(6) = VroelV/E)Eypf [210\/11_7&1 (6.24)

onde suprimimos as constantes de normalizagao, N. Para~y = 2, temos a(¢) = 2¢/(1+¢?)

que resulta em

1 2 (1420749t 2
- 1fzze( ) oy (g) = 22

Tl

2(9) (¢) (6.25)

e, apos integrar as Eqgs. (6.22) temos,

V7o L _¢
£9) = 6(1/(3202))Erf[201—¢21
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Figura 36: Potenciais, U(&) (linhas pretas sélidas) e W (x) (linhas vermelhas tracejadas),

como funcao paramétrica de ¢. A regiao de transicao do preto para o vermelho ilustra

a quebra de simetria que estabelece a transicao continua do parametro w? > 0 ao w? =
2

(d) = ﬁae(l/(3202))Erf Lllgi i_ zz] . (6.26)

Os potenciais BPS, U(§) e W(x), para ambos os exemplos estdo descritos na Fig. 36

e os defeitos topoldgicos correspondentes, £(s) e x(s), estao descritos na Fig. 37. As
—1

estruturas tipo kink, £(s), apresentam indices topoldgicos dados por Q(o) = 20+/mes??

para v = 1, 2. Para estruturas tipo lump, x(s), os indices topoldgicos sdo nulos.

Transformando o parametro de autovalor da energia em uma variavel fenomenoldgica,

pode-se dizer que a situacao descrita na Fig. 36 assemelha-se as transicoes de fase conven-

Defeitos (@ — ¢/(1+¢2), y=2

3

- A N, P~

) N A

© \\\ _

= 0.5¢ \‘\ N

% \‘:\\\ N

~ \\\::.

> 0.0 S

[}

]

1 1 -o5} ]

8

2., ‘ -10f ‘ ‘ ]
\ -4 -2 0 2 4 -4 -2 2 4

Figura 37: Correspondéncia com defeitos deformados, £(s) e x(s). As imagens sado para
~v = 1 (primeira coluna) e 2 (segunda coluna) onde w; = 1/0 (linhas pretas sélidas) e
k1 = 1/o (linhas vermelhas tracejadas) com ¢ = 1 (linha mais fina), 2, 4 e 8 (linha mais
grossa).
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cionais acompanhadas por quebra espontanea de simetria; como aquelas que resultam na
formagcao de defeitos topoldgicos através do mecanismo Kibble-Zurek (Kibble, 1976; Zurek,
1985). Com o parametro fenomenolégico w? = o2 variando de valores positivos até ne-
gativos, através de transi¢oes continuas (1/0), a quebra de simetria topolédgica converte
um estado quantico nao estacionario de evolugao unitaria (estavel), Wg ~ 1y + e /1)y,
em uma superposi¢do quantica nao-unitdria (instéavel) envolvendo um modo taquionico
suprimido, ¥y ~ ey + 1. O padrao de tunelamento é destruido uma vez que ¥y é

colapsado na solugao estavel coerente (modo-zero), ¢, sustentada pelo defeito topoldgico.

Na préxima secao, a dinamica do tunelamento é estudada em detalhes através da

fungao de Wigner e seu fluxo.

6.2 Fluxo de Wigner e suas caracteristicas

Geralmente a mecanica quantica é estudada no espago de Hilbert, no entanto, para
certas analises o espaco de fase mostra-se mais elucidativo no que concerne a algumas
caracteristicas particulares do sistema. No estudo de tunelamento quantico, por exem-
plo, algumas caracteristicas nao-classicas do sistema sao reveladas através da andlise da
evolugao temporal da fungdo de Wigner, também conhecida como fluxo de Wigner (Kako-
fengitis; Steuernagel, 2011). Por essa razao, escolhemos desenvolver a andlise do tunelamento
de uma tnica particula em potenciais de fundo duplo através da funcao de Wigner e seu
fluxo. A investigagao de tal sistema pode ser encontrada em varios cendrios (Caticha, 1995;
Domcke; Tannor, 1997; Schulz et al., 2013; Casetti; Cohen; Pettini, 1999). Para tais potenciais
o ponto de maximo (%QT‘Q/ < 0) entre os dois minimos faz o papel de barreira e torna o

tunelamento possivel, pelo menos para a superposicao do estado fundamental e primeiro

estado excitado quando sua energia ¢ menor do que a da barreira.

O tunelamento de uma funcao gerada pela superposicao de duas fungoes de onda,
correspondentes ao estado fundamental e primeiro estado excitado, sera analisado tanto
para potenciais simétricos quanto assimétricos. Esse procedimento serd realizado para

dois modelos DW, cada um associado a uma funcao multiplicadora, «, diferente.
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6.3 Tunelamento quantico e analise do fluxo de Wig-
ner

A fim de investigar o tunelamento quantico é necessario construir a superposicao das

funcoes do estado fundamental, ¢y, e do primeiro estado excitado, 11, da seguinte forma:

—iFEgt —iFqt
U(s,t) = sin(@)exp( Zh 0 )wo(s) + cos(ﬁ)emp( Zh ! )1/11(5), (6.27)
que serd inserida na funcao de Wigner:
1 o0 i
Wispt) = — [ dyw(s +y.)¥(s =y )k, (6.28)

onde # sera responsavel pelo peso inicial de 1y e 1 na funcao superposicao. Apesar da
funcao de Wigner apresentar apenas valores reais, eles podem ser negativos, por isso ela

é chamada de funcao de quasi-probabilidade.

O quadrado da funcao de Wigner para o cenario relativo ao potencial simétrico asso-
ciado a fungao o = € + tanh(s) estd representado na Fig. 38. A correspondente evolugao
temporal das densidades de probabilidade para Wg (estdvel) e Wy (instével) estdo apre-
sentadas na Fig. 39. E possivel inferir que quanto menor for o parametro de divisao
da energia, o, maior serda o periodo de batimento para as configuracoes estaveis e maior
também serda o tempo de decaimento para as instaveis. Estendendo o mapa de Wigner
ao longo do eixo da coordenada momento para um inico DW convertido em uma cadeia
periddica, permite-nos reproduzir os resultados de um potencial DW interpretado como
configuragoes quanticas de guias de onda épticos periodicamente curvos (Della Valle et al.,
2007). Nessas estruturas, a propagacao espacial da luz imita a dinamica do espago-tempo
de ondas de matéria em um potencial DW governado pela Schrodinger. A mesma in-
terpretagao é valida para sistemas quanticos com potenciais periddicos que sustentam a

dindmica nao-linear de um condensado de Bose-Einstein (Lignier et al., 2007).

Seguindo para a analise da configuracao assimétrica em correspondéncia ao segundo

grafico da Fig. 34, seus resultados estao descritos nas Figs. 40 e 41.

Faremos também uma andlise de resultados novos (¢, e 1) para um potencial de
fundo duplo ainda nao estudado na literatura, construido através da seguinte funcao
multiplicadora:

a = [ + Gudermannian|s|, (6.29)

s

com Gudermannian|s] = 2arctan(e®) — 7. Nesse caso também identificamos § = 0 e

B # 0 como geradores de potenciais simétrico e assimétrico respectivamente, como obtido
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da Eq. (6.12). Dada a funcao multiplicadora, é possivel calcular a fungao de onda do

estado fundamental através da Eq. (6.10) e da Eq. (6.11),

(8 + Gudermannian]s]) sinh|[s]
2n

o = Ny 2™ exp ( - ) cosh[s]%l. (6.30)
O primeiro estado excitado correspondente é obtido da Eq. (6.7), também para con-
figuragoes simétricas e assimétricas. A Fig. 42 mostra o estado fundamental e primeiro

estado excitado juntamente com ambos os potenciais, simétrico e assimétrico.

O médulo da densidade de probabilidades do estado estével (linhas pretas), e instavel
(linhas vermelhas) estao representados na Fig. 43 para tempos diferentes, variando de
t =0 até t = n/2 (primeira linha) e de t = 57/8 até t = 7w (segunda linha). Um fato
que torna-se evidente através das imagens é que a funcao estavel completa o ciclo de tu-
nelamento indo da direita para a esquerda em ambos os potenciais estudados. Ja o ciclo
correspondente ao modo taquionico é convertido em um estado estacionario apds a des-
truicao coerente do modo instavel. O quadrado da funcao de Wigner para ambos cenarios
relativos aos potenciais simétrico e assimétrico pode ser visto na Fig. 44. Analisando a
imagem fica mais uma vez evidente que o tunelamento ocorre para ambas as fungoes. A
diferenca aparece quando reconhecemos que para a funcao de onda do modo estavel o
processo de tunelamento é reversivel enquanto que para a funcao taquionica existe um
estado limite estacionario. O comportamento reversivel aparece devido a pequena dife-
rencga entre as energias dos estados fundamental e excitado, o que causa um periodo de
batimento, "= 27h/AE. O batimento completo, que ocorre quando a funcao vai de um
poco do potencial para o outro e retorna, nao esta presente no caso taquionico porque ele
nao é normalizavel. Neste caso, um equilibrio é atingido e a fungao situa-se em ambos os

pPOCOs em iguais proporgoes.

Prosseguiremos com o célculo e a andlise do fluxo de Wigner para esse ultimo caso,
a = [+ Gudermannian[s]. O fluxo possui dois componentes, um relativo ao espago e o

outro ao momentum,

B )* 92 W (s.p.t) 921V (s)
=0 (21+1)! 2! 92+l

( ) ) = - (Z;W<S’p’ £ : (6.31)

Note que no limite cléssico, i.e. quando temos A — 0 ou poténcias de V(s) menores ou
iguais a 2, obtemos uma equivaléncia entre o fluxo classico de Liouville e o quéantico de

Wigner.

A fim de analisar o fluxo de Wigner dos sistemas escolhidos introduzimos o conceito de
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pontos de estagnagao, que sdo encontrados onde o potencial é livre de forgas (i.e momen-
tum p = 0 e —0V/ds = 0). Eles dependem fortemente dos pontos criticos do potencial
e apresentam diferentes efeitos se corresponderem a um ponto de minimo, maximo ou
sela. Para cada uma dessas possibilidades podemos associar o chamado winding number,

definido em (Kakofengitis; Steuernagel, 2011) da seguinte forma:

1
W= —/d(p, (6.32)
2m

sendo que ¢ é o angulo entre o eixo positivo e os vetores do fluxo de Wigner. Ao passar
por um ponto de minimo do potencial o fluxo espirala em direcao ao ponto e obtemos
w = +1; quando o ponto é um maximo o fluxo espirala também resultando em w = +1,
mas € espalhado ao invés de concentrar no ponto; e se for um ponto de sela, o fluxo

alonga-se tornando-se cada vez mais lento proximo ao ponto, resultando em w = —1.

Os vetores de campo do fluxo de Wigner relativos a funcao de onda estavel em po-
tenciais simétrico e assimétrico estao apresentados na Fig. 45 para tempos diferentes ao
longo da evolugao do tunelamento. A primeira caracteristica que é evidenciada através
desse campo é a diferenga entre as diregoes do vetor cléssico (vermelho) e quantico (azul).
Quanto maior for essa diferenca, maior serd o grau de nao-classicalidade do sistema (Steu-

ernagel; Kakofengitis; Ritter, 2013).

Outra caracteristica é a reversao do fluxo que corresponde as regides onde a funcao de
Wigner assume valores negativos. Para investigar esse comportamento juntamente com
a posicao dos pontos de estagnacao, podemos imaginar uma linha vertical direcionada de
cima para baixo em torno da posicao s = —0.25 no primeiro quadro da Fig. 45. Seguindo
essa linha é possivel identificar primeiramente um vortex anti-horario, doravante utilizare-
mos a abreviagao da lingua inglesa CCW, (circulo verde) apds o qual hd uma reversao no
fluxo seguida por um ponto de sela (quadrado amarelo), em torno de p = 0. Avangando
para valores negativos de p encontramos um vortice CCW, ocasionando novamente uma
reversao do fluxo. Esse comportamento é mais um indicio da nao-classicalidade do sis-

tema.

Com o propésito de ver a dinamica dos pontos de estagnacao vamos analisar o w
de cada quadro da Fig. 45. Note que o winding number inicial (primeiro quadro) é
w = 42, correspondente a um vortice horéario, doravante utilizaremos a abreviagao da
lingua inglesa CW, (circulo vermelho; w = +1), dois vértices CCW (circulos verdes;
w = +1) e um ponto de sela (quadrado amarelo; w = —1). No préximo quadro o ponto

de sela comeca a desfazer-se enquanto que outro vortice CW aparece do lado esquerdo.
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Figura 38: Caso referente a a(s) = € + tanh(ys). Evolu¢ao do tunelamento simétrico
estavel (nao-estaciondrio) e instavel (ndo unitario) descrita pelas fungoes de Wigner (em
modulo) para Wg(Ws) (primeira linha) e Uy (Wy) (segunda linha), respectivamente. Os
graficos sdo para tempos 1" = 0 (esquerda), 7/8, /4, 7/2, e 7w (direita) e y =0 = 1. O
grafico de contorno segue um esquema de cores como o do arco-ires partindo do vermelho,
que corresponde a 1, ao violeta, que corresponde a (0. Para o tempo 7' = 0 assumimos
que as fungoes de Wigner, Wy (s, p; T') estejam centradas na origem das coordenadas
do espago de fase, (0,0).

Além disso, nao é mais possivel identificar o vortice CCW, o que novamente resulta em um
winding number total w = +2. Considerando todos os quadros subsequentes vemos que o
ponto de sela desaparece completamente fazendo com que w = +2 seja o resultado final.
Consequentemente, a conservagdo de carga é obtida como conjeturado em (Steuernagel;
Kakofengitis; Ritter, 2013). Um resultado novo é que essa conservac¢ao nao é obtida para o
caso taquionico. Para a funcao instavel esse resultado nao é totalmente uma surpresa, uma
vez que a conservacao € prevista apenas para sistemas com dinamica quantica unitaria.
Por fim, os pontos de estagnagao também podem ser utilizados como uma ferramenta
para identificar o tunelamento. A funcao W, que é encontrada inicialmente apenas no
minimo do potencial da direita, aparece na forma de um voértice CW préximo a s = 0.8
na Fig. 45. Apods a evolucao temporal, ¥ coexiste em ambos os minimos causando o
aparecimento de outro vértice CW do lado esquerdo em alguns quadros subsequentes.

Esse comportamento revela o tunelamento através dos pontos de estagnagcao.
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Figura 39: Caso referente a a(s) = € + tanh(ys). Evolu¢ao temporal das densidades de
probabilidade para os estados compostos estével (linhas pretas sélidas) e instével (linhas
vermelhas tracejadas), Ug e ¥y, em uma configuragdo DW simétrica. As curvas sao para
tempos variando de 7' = 7/8 (linha mais grossa) até 7' = 7/2 (linha mais fina) no primeiro
grafico, e variando de 7' = 57 /8 (linha mais fina) até 7" = 7 (linha mais grossa) no segundo
grafico, com intervalos de AT = 7/8. Linhas azuis pontilhadas correspondem a 7' = 0
para ambos os tunelamentos, estavel e instavel. Os resultados sao para v =0 = 1.
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Figura 40: Caso referente a a(s) = € + tanh(ys). Evolucao temporal das densidades de
probabilidade para os estados compostos estavel (linhas pretas sélidas) e instdvel (linhas
tracejadas vermelhas) , g and Wy, em uma configuragao DW assimétrica. As curvas sao
para tempos variando de 7' = 7/8 (linha mais grossa) até 7' = 7/2 (linha mais fina) no
primeiro gréfico, e variando de T' = 57/8 (linha mais fina) até 7' = 7 (linha mais grossa)
no segundo grafico, com intervalos de AT = 7/8. Linhas azuis pontilhadas correspondem
a T = 0 para ambos os tunelamentos, estavel e instavel. Os resultados sao paray =0 = 1.
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Figura 41: Caso referente a a(s) = € + tanh(vys). Evolu¢do do tunelamento assimétrico
estdavel (nao-estaciondrio) e instavel (ndo unitario) descrita pelas fungoes de Wigner (em
moédulo) para Ug (primeira linha) e Wy, (segunda linha), respectivamente. Os graficos sao
para T =0, 7/8, 7/4, m/2, e m. O gréfico de contorno segue um esquema de cores como
o do arco-ires partindo do vermelho, que corresponde a 1, ao violeta, que corresponde a
0. Para o tempo T' = 0 assumimos que as func¢oes de Wigner estejam centradas na origem
das coordenadas do espaco de fase, (0,0).
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Figura 42: Caso referente a a = f + Gudermannian[s|. Estado fundamental (Linhas
pretas solidas) e primeiro estado excitado (linhas vermelhas tracejadas) correspondentes
aos potenciais da mecanica quantica simétrico (f = 0) (primeiro grafico) e assimétrico
(8 =3/4) (segundo gréfico), ambos representados por linhas azuis pontilhadas. Os plots
sao para AF = 1/n, com n = 1 (linhas mais grossas), 4, 16, e 64 (linhas mais finas).
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Figura 43: Caso referente a aw = 8 + Gudermannian]s]. Evolu¢ao temporal da densidade
de probabilidades para os estados compostos estavel (linha sélida preta) e instével (linha
tracejada vermelha), Wg e Wy, para o potencial simétrico (primeira linha) e assimétrico
(segunda linha). As curvas sdo correspondentes a tempos variando de ¢ = 7/8 (linhas
mais grossas) até t = m/2 (linhas mais finas) no primeiro grafico, com espagamento de
At = 7/8. Ja no segundo gréfico a variacao é de t = 57/8 (linhas mais finas) até ¢t = 7
(linhas mais grossas), com o mesmo espacamento. Linhas pontilhadas azuis correspondem
a t = 0 para ambas funcoes, estavel e instavel. Os resultados sao para o caso de n = 1.
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Figura 44: Caso referente a a = f+Gudermannian(s]. Evolucao temporal das amplitudes
de Wigner relativas aos potenciais simétrico (a) e assimétrico (b), para fungoes estével
(primeira e terceira colunas) e instavel (segunda e quarta colunas). A figura é representada
com uma evolugao temporal da esquerda (¢ = 0) para a direita (t = %) para intervalos
temporais de g. Aqui também foi considerado n = 1.
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Figura 45: Caso referente a o = 8 + Gudermannian([s]. O quadro da primeira linha
corresponde a t = 0. As tultimas duas linhas representam a evolucao temporal da funcao
de onda estavel para o potencial assimétrico até a metade do tunelamento. Os circulos
vermelho e verde representam vortices horario e anti-horario respectivamente, Portanto
ambos contribuem com w = +1. Quadrados amarelos representam ponto de sela e con-
tribuem com w = —1.
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7 Conclusoes

No que concerne aos resultados de sine-Gordon e Ax*, ressaltamos que a presenca de
nao-linearidades nas equacoes diferenciais torna dificil o processo de encontrar solugoes
analiticas. Portanto, as solugoes obtidas sao importantes per se, uma vez que sao uma
classe de solugoes de equacoes diferenciais dificeis de resolver. Elas sao relevantes nao ape-
nas em cenarios cosmologicos, mas também em varios outros, como por exemplo matéria

condensada, Optica e aplicabilidade puramente matematica.

Nossos resultados sao interessantes porque encontramos deformacoes ciclicas capa-
zes de gerar novos defeitos tanto topoldgicos quanto nao topoldgicos, todos expressos
analiticamente. Além disso, ainda é possivel recuperar o defeito inicial utilizado para
desencadear o processo de deformagao. Como um bonus, obtivemos relagdes de vinculo
envolvendo as massas topoldgicas dos correspondentes defeitos deformados pertencentes

as cadeias ciclicas.

E importante ressaltar que uma nova caracteristica foi observada em nossos resultados,
que foram kinks nao-monotonicos e lumps com trés pontos de inflexao. Também vimos que
o defeito ¢ referente ao modelo topoldgico 4-ciclico de sine-Gordon comporta-se muito
aproximadamente como um duplo-kink. Neste caso, o resultado conteria uma grande
riqueza de detalhes. No cendrio de branas, por exemplo, essa solugao pode estar associada
a modelos descritos por potenciais que levam o sistema a sustentar solucoes de branas
espessas (Bazeia; Furtado; Gomes, 2004). Estas engendram estrutura interna, que nesse caso,

revela a presenca de uma nova fase dentro da brana.

Outra peculiaridade revelada foi a carga topoldgica varidvel, com o parametro livre
n. Esta foi analisada para as solucoes concernentes ao modelo sine-Gordon. Dessa forma,
um conjunto de solugoes, representado por um mesmo campo escalar, engendra kinks e

lumps dependendo da escolha do setor do potencial associado.

Uma vez que obtivemos uma pletora de solugoes nos Capitulos 3 e 4, com estrutura de

kinks e lumps, utilizamos alguns desses resultados para estudar o cenario de branas. Além
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disso, estudamos para todos os casos o problema quantico derivado de uma perturbacao
na métrica. Destacamos mais uma vez a relevancia de obter-se novas solugoes sem a
necessidade de resolver equacoes diferenciais de forma numérica. Esse fato foi possivel
devido a escolha do processo desenvolvido para o célculo do warp factor, através das
solucoes tipo lump referentes aos Capitulos 3 e 4. Através da andlise do potencial da
mecanica quantica, nota-se que ele apresenta um formato vulcano podendo, portanto,
conter modos normais. Estes poderiam descrever gravidade 4-dimensional no interior da

brana em z = 0.

Dentro desse cenario, vimos alguns modelos interessantes que apresentam um plateau

24) em funcao da coordenada y. Outra caracteristica que eviden-

quando analisamos e
ciamos ¢ a estrutura encontrada em alguns desses resultados, como para o defeito ¢, e
3 da secao 4—ciclica do modelo \x?. Apesar de nao conseguirmos encontrar a expressao
explicita para o defeito no cenario de branas, foi feita uma analise de sua funcao em série
de Taylor, e encontramos uma boa aproximagao com um duplo kink. Este é exatamente
o tipo de defeito esperado em um cendario de brana espessa e que apresenta um plateau
associado ao warp factor, (Bazeia; Furtado; Gomes, 2004). Portanto, também para esse caso,
esperamos que nosso resultado encerre uma quantidade de detalhes maior que um kink

simples.

No que tange ao cendrio descrito por potenciais de fundo duplo obtivemos varios re-
sultados inéditos. Além disso, para todas as solugoes obtidas, a correspondéncia com a
mecanica quantica pode ser obtida diretamente. Nossos resultados estabelecem o forma-
lismo tedrico para a obtencao da origem topoldgica de transicoes de vacuo quantico e
a dinamica de tunelamento em potenciais de fundo duplo. Isso foi realizado através de
modelos exatamente integraveis. Na abordagem topoldgica, a andlise pode ser estendida
a fim de compreender os cenarios sustentados pela teoria sine-Gordon. Nestes, a estrutura
primitiva tipo-kink, ¢ = 4 arctan e® — 7, engendra uma dinamica de tunelamento quantico

similar.

A analise do tunelamento quantico mostrou que é possivel obter um processo reversivel
para a funcao de onda estavel. Ja para o caso instavel concluimos que um estado limite é
atingido, coexistindo em ambos os pogos do potencial para qualquer tempo subsequente.

Por esse motivo, pode-se dizer que o tunelamento sofre um processo de destruicao coerente.

Também verificamos que o campo vetorial de Wigner mostra-se eficaz no estudo de
caracteristicas nao-classicas do sistema. Por exemplo, a diferenca evidente que aparece

entre a direcao dos vetores quanticos e classicos assim como a reversao do fluxo. Este



7 Conclusoes 109

ultimo ocorre onde existem valores negativos para a funcao de Wigner relacionados aos
pontos de estagnacao. Por fim, enquanto que encontramos a conservacao de carga para
fungoes de onda estdveis (esperada pelo artigo utilizado como referéncia), destacamos que
essa conservagao nao €, em principio, esperada para fungoes instaveis. De fato, através da

andlise do fluxo de Wigner, essa preservagao nao foi encontrada para esse tipo de fungao.

Um trabalho futuro de nosso interesse, seria analisar a dinamica dos pontos de es-
tagnacao através de um grafico 3-D em funcgao da posicao s, do tempo ¢ e do momento
p. Dessa forma, poderiamos identificar detalhadamente a conservacao de carga para cada

snapshot temporal e, de maneira geral, sua evolucao.

Por fim, gostariamos de agradecer ao CNP(q, agéncia que financiou esse trabalho.
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