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Resumo

Equagoes Rosenau-Hyman, ou K (m,n), sdo uma versao generalizada da equagao Korteweg-
de Vries (KdV) em que o termo dispersivo é nao-linear. Essas equagoes diferencias nao-
lineares nem sempre possuem um método especifico pelo qual podem ser resolvidas, além
de que as soluc¢oes nem sempre sdo analiticas. O método de simetria de Lie foi aplicado
para buscar por solucoes dessas equacoes. Esse método consiste em encontrar o grupo de
simetria mais geral da equacao, por meio do qual a solugdo pode ser encontrada. Obteve-se
uma expressao para a solugdo e alguns casos particulares. Foi mostrado que para K(2,2)

um novo tipo de solugao, chamada compacton, com propriedades peculiares é encontrado.

Palavras-chaves: Equacao diferencial parcial nao-linear. Simetria de Lie. Compactons.



Abstract

The Rosenau-Hyman, or K(m,n), equations are a generalized version of the Korteweg-de
Vries (KdV) equation where the dipersive term is non-linear. Such partial differential
equations not always have a specific method by which can be solved, besides the solutions
are not always analytical. The Lie symmetry method was applied to look for solutions of
these equations. This method consists in finding the most general symmetry group of the
equation, wherewith the solution can be found. It was found an expression to the solution
and to some particular cases. It was shown that in the case K(2,2) a new kind of solution,

called compacton, with peculiar properties is found.

Key-words: Non-linear partial differential equation. Lie symmetry. Compactons.
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Introducao

Um dos primeiros fenémenos que aprendemos quando comecamos a estudar Fisica
¢ 0 movimento harmonico simples. O exemplo mais comum é o de um sistema massa-mola,
em que um corpo de massa m encontra-se inicialmente parado em uma posicao xg = 0,
chamado ponto de equilibrio, ligado a uma parede por meio de uma mola de constante
elastica k. Se fizermos essa massa sofrer um deslocamento x de sua posi¢ao inicial uma
forca restauradora F tende a fazé-la retornar ao seu ponto de equilibrio, de modo que a
massa descreve um movimento oscilatorio em torno desse ponto. Usando a segunda lei de

Newton, a equacao de movimento sera

Az

dt?
onde t é o tempo e x = x(t). Essa equagao de evolugdo é uma equagao diferencial ordinaria

F(z)=—-kx = m— +kz=0, (1)

(EDO) linear, pois nela nao existem poténcias ou produtos de derivadas de z [1].

Contudo, logo aprendemos que essa nao é toda a verdade, e para que essa equacao
corresponda a uma descri¢do mais realistica do fenémeno surge a primeira limitacao: é
preciso que o deslocamento da posicao de equilibrio, x, seja pequeno, pois de outra forma a
equagao de movimento nao serd a eq.(1). Para entendermos com mais clareza vejamos que,
se escrevermos a expressao da forga como uma expansao em série de Taylor, temos [2]

Fle) = F dF 2% (d*F 2 (dBF
() =Fy+=z T + o Ez:g—i_ﬁ o + ...,

(2)

onde Fjy é o valor de F' em z = 0. Por comparacao com a eq.(1) vemos que k corresponde
a dF/dx em x = 0 e que os outros termos da eq.(2) sao nulos, ji que = é pequeno. Se a
distensao da mola for grande os termos de ordem superior passam a ser relevantes e a
equacao de movimento serd nao-linear, pois ird conter poténcias da variavel dependente
x(t).

Fendémenos nao-lineares estao em toda a Natureza: numa onda que se quebra na
praia, no desabrochar de uma flor, num terremoto, nas mudancas climaticas, etc. Esses
fendomenos sao descritos por equagoes diferenciais parciais (EDP) nao-lineares que nem
sempre sao faceis de serem resolvidas [3], principalmente quando se almeja encontrar
solugoes bem-comportadas. Contudo, algumas dessas equagoes tém solugoes analiticas e

estaveis chamadas sdlitons.

Sélitons pertencem a uma classe de solugdes chamadas ondas solitdrias que se
propagam mantendo perfil e velocidade constante e que sao solu¢oes de algumas equagoes
diferenciais nao-lineares. Os sélitons sdo especiais porque preservam essas propriedades
mesmo apds interagirem com outros sdlitons [4-6]. Veremos esses conceitos em mais

detalhes no préximo capitulo.
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Algumas das equagoes diferenciais mais conhecidas que possuem solugoes tipo-

soliton sdo: a equacao sine-Gordon
Gpw — P — sing =0,

a equagao nao-linear de Schrodinger (NLS, na sigla em inglés),
iy + Ugy + ulul? =0,

e a equagao de Korteweg-de Vries (KdV),
U — 6UU, + Ugyy = 0.

Nas equagoes acima ¢ e u sao ambas fungoes de duas variaveis x e t e os indices subscritos
indicam derivadas parciais com relagao as variaveis independentes. A primeira equacao
¢ utilizada, por exemplo, para descrever teorias de particulas elementares e propagacao
de fluxo magnético em linhas de transmissao supercondutoras [6]. A segunda descreve a
propagacao de um pulso de calor em um soélido, ondas de Langmuir em plasmas, e esta
relacionada a equacao de supercondutividade de Ginzburg-Landau [6]. A dltima descreve
propagacao de ondas em aguas rasas, redes anarmonicas e ondas longitudinais dispersivas

em hastes elasticas [6].

A equagao KdV esta presente na descri¢ao de iniimeros fendmenos da mecéanica dos
fluidos, fisica de particulas, fisica de plasmas, entre outros. Com isso, algumas alteracoes
foram realizadas em sua estrutura para que ela abrangesse cada vez mais fendmenos [7].
Uma dessas alteragoes foi proposta pelos fisicos Philip Rosenau e James Hyman [8], dada
por:

g+ (™) + (") gee = 0,

que sao equacoes KAV em que o termo dispersivo é nao-linear. Essas equagoes sao por
vezes chamadas de Rosenau-Hyman ou K (m,n) em referéncia aos expoentes de u(zx,t).
Essas equacgoes tém como objetivo estudar a influéncia de uma dispersao nao-linear na
formagao de objetos com extensdo finita, como gotas de d4gua e bolhas de sabao [8,9]. As
solugoes para alguns valores de m e n das equagdes K (m,n) sao chamadas de compactons.
Os compactons sao semelhantes aos solitons no que diz respeito a se propagarem mantendo
forma e velocidade mesmo depois de terem interagido com outros compactons, mas diferem
por terem uma extensao finita - diferentemente dos solitons, que se estendem até o infinito

(veremos mais detalhadamente no préximo capitulo).

Ao longo deste trabalho, concentraremos nossos estudos a essa classe de equagoes.
Investigaremos o caso em que a dispersao ¢ linear, encontrando e analisando solugoes para
alguns valores de m, e em seguida faremos o mesmo para o caso geral em que a dispersao

¢é nao-linear, onde encontraremos solucoes tipo-compactons.
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Os assuntos abordados nesse trabalho estao estruturados da seguinte forma: O
Capitulo 1 tem carater de revisdao, onde faremos um breve estudo do contexto histérico no
qual a equagao KdV teve sua origem, em seguida veremos algumas formas de resolvé-la

obtendo solugdes tipo-soliton. Alguns conceitos, como o de onda solitaria, sdo enunciados.

Como as equagoes K (m,n) consistem de equagoes diferenciais parciais nao-lineares
para as quais nao ha um método especifico de resolucgao, esse estudo sera feito usando o
método de simetria de Lie ou de transformacoes infinitesimais que sera apresentado no
Capitulo 2. Esse método consiste em encontrar transformagoes das variaveis da equacao
de modo a deixé-la invariante, conduzindo-nos a expressoes mais simples que nos levem a

solugao [10].

O Capitulo 3, por sua vez, contém o objeto principal de estudo deste trabalho.
Faremos uma anélise um pouco mais aprofundada para a equagao K(2,2) para a qual

quatro leis de conservagio sao apresentadas [8], [11].
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1 Equacao de Korteweg-de Vries e so6litons

No presente capitulo faremos uma revisdo historica da descoberta das ondas
solitarias e dos soélitons, seguido da explanacao sobre suas propriedades. Focaremos no
estudo dos sélitons que sao solucoes da equagao KdV. Em seguida veremos algumas

caracteristicas desta equagao e como obter suas solugoes.

1.1 Revisao historica

A equagao de Korteweg-de Vries, ou simplesmente equacao KdV, é uma das equagoes
mais importantes na descricao de alguns fenomenos fisicos. Desenvolvida em 1895 por
Korteweg e de Vries, a equagao KdV tornou-se uma descri¢ao final de um fenémeno que
fora observado em 1834 pelo engenheiro John Scott Russell, mas que s6 foi relatado em
sua publicacao intitulada Report on waves em 1844 [4]. Nesse artigo, Russell descreve o

fendmeno:

“Fu estava observando o movimento de um barco que rapidamente foi purado através de
um canal estreito por um par de cavalos, quando o barco parou de repente - mas ndao a massa de
agua no canal que ele colocou em movimento; ela se acumulou em torno da proa da embarcacao
em um estado de violenta agitagdo, entdo de repente deizando-o para trds, rolou para frente com
grande velocidade, assumindo a forma de uma grande elevacdo solitdria, uma por¢dao de dgua
arredondada, suave e bem definida, que continuou seu curso ao longo do canal aparentemente
sem mudanga de forma ou diminuicio da velocidade. Fu a sequi montado no cavalo, e alcancei-a
ainda rolando a uma taxa de oito ou move milhas por hora, preservando sua figura original de
cerca de trinta pés de comprimento e um pé a um pé e maio de altura. Sua altura diminuiu
gradualmente, e depois de uma persequicio de uma ou duas milhas eu a perdi nos meandros do

canal”.

Depois disso, Russell realizou uma série de experimentos com o objetivo de encontrar
uma descricao formal para o fendmeno. Alguns dos seus experimentos consistiam em lancar
pesos em tanques de dgua gerando ondas que pudessem ter semelhancas com a onda que

observou. Um dos resultados mais importantes que Russell obteve foi a equacao
¢ = g(h+a). (L1)

onde c ¢ a velocidade de propagacao da onda, g é a aceleracao da gravidade, h ¢ a altura da
massa de agua contida no tanque e a é a amplitude da onda, ou seja, a altura da elevacgao
de agua que se produzia quando os pesos eram langados no tanque. Essa equacao indica
que quanto maior a amplitude (altura) da onda maior era a velocidade (mais rapida) de

propagacao, como veremos adiante.
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O trabalho de Russell nao foi bem recebido pela comunidade cientifica, em especial
por dois cientistas de grande renome na época. O famoso astronomo inglés George B.
Airy tinha desenvolvido uma teoria de propagacao de onda em &guas rasas, e foi o
primeiro a criticar as conclusoes de Russell, argumentando, num trabalho de 1845, que
os resultados da teoria de Russell ndo estavam de acordo com a sua teoria. Essa teoria
predizia que uma onda com amplitude finita ndo pode se propagar sem mudar de forma:
ela se inclina e posteriormente se quebra [12]. Depois foi a vez de George Gabriel Stokes,
um dos fundadores da mecanica dos fluidos. Stokes mostrou que ondas de amplitude
finita com perfil permanente sao possiveis em aguas profundas, mas desde que sejam
periddicas, e nao localizadas. Stokes concluiu ainda que uma onda solitdria nao pode se
propagar num meio nao-viscoso. Tal conclusao entrou em contradicao com os resultados
preliminares da teoria de Russell. Essa e outras contradigoes foram resolvidas anos depois
pelo fisico francés Joseph Boussinesq e pelo inglés Lord Rayleigh, independentemente. Eles
mostraram que, para uma onda localizada de amplitude finita, o aumento da velocidade
da onda é contrabalancado pelo efeito da dispersao sobre ela, levando a uma onda de perfil

permanente [12].

Os matematicos Diederik Korteweg e Gustav de Vries aperfeicoaram os trabalhos
de Rayleigh e Boussinesq, até que em 1895 obtiveram a equacao que carrega seus nomes,
a equacao KdV, dada por

ou ou  u

que descreve a propagacao de ondas como aquelas observadas por Russell. O perfil da
onda é dado por u(z,t), onde x é sua posicao no espago e t é a variavel de tempo. Essas

ondas sao tipo viajante e sao localizadas no espago, como veremos a seguir.

1.2 Conceitos fundamentais

Ondas com perfil dado por u(zx,t) que se propagam com uma velocidade ¢ constante
sem mudar de forma e cuja dependéncia de x e t se d4 através da relagao £ = x — ¢t sao
chamadas de ondas viajantes. Quando, além disso, ela é localizada, isto é, ndo nula numa
regido finita do espaco e que tende a zero ou a uma constante quando é—4o00, isto é,

assintoticamente, dizemos que ela é uma onda solitdria [6].

A onda observada por Russell é uma onda solitaria cujo movimento é descrito pela
equagao KdV. Contudo, esse tipo de onda tem uma propriedade bastante peculiar: ao
colidirem (interagirem) umas com as outras elas reemergem da interacdo com a mesmas
formas e velocidades com as quais colidiram, sendo que o tnico efeito residual é um
deslocamento em suas fases [5, 13]. Essas ondas sdo chamadas sélitons, termo cunhado
pelos fisicos N. Zabusky e M. Kruskal, ao aplicarem a equagao KdV ao estudo de ondas

de plasma. Uma definigdo mais formal segue abaixo [5,6]:
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Definigao 1. Seja u(§;) = p(x — ¢;t) uma onda solitdria com velocidade ¢; constante. Um
soliton u(x — ct) € uma solugao tipo onda solitdaria de uma equagao diferencial que preserva
sua forma e velocidade apds colidir com outras ondas solitarias. Isto €, dada uma solugdo
qualquer u(x,t) composta de N ondas solitarias inicialmente nas posicoes b;, que em um

tempo negativo muito grande é dada por

u(z, t)rviv:u(&) = g:u(:c —b; — ¢t), com t— — o0, (1.3)
i=1 i=1

essas ondas solitdrias serao chamadas solitons se elas emergem da colisdo com nada mais

que um deslocamento de fase, ou seja

N N
u(z, t)~> u(&) = ulr — b — cit + o), com t—o0, «; = cte. (1.4)
i=1 i=1
A estabilidade dessas solugoes deve-se competicao de dois efeitos que, aparentemente,
seriam responsaveis por destrui-las: dispersao e nao-linearidade [4,6,12]. De fato, esses

termos estao explicitos na equacao KdV e sao dados, respectivamente, por .. € utl,.

Para entendermos o significado desses termos, vamos considera-los individualmente.

A mais simples equagdo de onda dispersiva [4] é dada por
Uy + Uy + Upgy = 0. (1.5)

Considerando que ela admite solucao periddica de amplitude unitaria, nimero de onda k
e frequéncia w
u(z,t) = o=t (1.6)

e substituindo-a na eq.(1.5), obtemos a equagio, chamada relagio de dispersao
w=k—k. (1.7)
Substituindo esse resultado no argumento da eq.(1.6), obtemos
MFwM:k(x—:Q = ke— (k=K =k (2 — (1= k)t

e por comparacao, vemos que a solucao se propaga com velocidade

w

E:1—H, (1.8)

CcC =

que depende de k. Agora veja: a solugao u(x,t) pode ser escrita como uma combinagao
linear de solugoes da forma (1.3). Se cada uma dessas componentes tem nimeros de onda
distintos elas se propagam com velocidades diferentes e tém formas diferentes. Com isso, a
onda como um todo, ou pacote de onda, se dispersa, pois seu perfil muda a medida que

ela se propaga. Essas componentes tém suas velocidades dadas pela eq.(1.7), chamada
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velocidade de fase. A velocidade do pacote de onda é chamada velocidade de grupo, e é
dada por
dw

=— =1-3k% L.
€= 3 (1.9)

Vemos que ambas velocidades tém expressoes diferentes. Isso é para ser esperado visto que
trata-se de uma equacao dispersiva: o pacote de onda se desloca com velocidade diferentes

das ondas que o compoem, levando ao “alargamento”, dispersao, da onda.

De forma semelhante, vejamos o caso da nao-linearidade isoladamente. Considere-
mos a equagao
w4+ (1 +u)u, =0, (1.10)

que é a mais simples equagao nao-linear [4] e vamos considerar que sua solucao seja dada

pela eq.(1.6), que substituidas na eq.(1.10) resultard na relagdo de dispersao
w(k) =k + ku. (1.11)

Observe que agora a frequéncia depende da propria amplitude u da onda. Com isso, vemos
que a velocidade ¢ = 1 + u também é diretamente proporcional & amplitude da onda.
Desta forma, pontos mais altos da onda se deslocam com maior velocidade que pontos
mais baixos, levando a inclinagao da onda na direcao de sua propagacao e, consequente, a

quebra da onda.

/\ﬂp—x

Diregdo de propagagio

L

(%)

Figura 1 — (a) Onda com dispersao; (b) onda nao-linear. Fonte: adaptado de [12].

Além da combinacao dos efeitos dispersivo e nao-linear, outra caracteristica dos
sélitons é que quanto maior a amplitude (mais alta) da onda, menor serd seu comprimento

(mais estreita) - nesse caso, chamamos de comprimento a extensao da onda na dire¢ao da
propagacao.

Por fim, vejamos um resultado curioso: embora os sélitons possam interagir e sair
da interacao sem que haja diminui¢do em suas velocidades e nem mudanca de suas formas

eles nao sao solugoes que satisfazem ao principio de superposicao, por serem solucoes de

uma equacao nao-linear. A principal caracteristica de um sistema linear é que suas solugoes
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devem satisfazer ao principio de superposicao, que se enuncia da seguinte maneira: sejam
f(z,t) e g(z,t) duas solugdes linearmente independentes de uma equagao que descreve
um dado sistema; quando qualquer combinacao linear af (z,t) + fg(z,t), onde o e § séo
constantes, é solucao da mesma equacao, dizemos que o sistema é linear. Dessa forma, nao

podemos combinar solucdes tipo séliton para obter outras'.

1.3 A solucao da equacao KdV

A importancia da equacgao KdV reside, principalmente, no fato de que ela é a equacao
mais simples que incorpora dispersao e nao-linearidade [4,14], podendo, assim, ser usada
para descrever um grande niimero de fendomenos. Para procurarmos solugoes tipo onda
solitaria da equacao KdV, vamos considerar uma solucao dada da forma u(zx,t) = f(x—ct),

onde ¢ é a velocidade com a qual a onda se propaga, e vamos aplica-la na eq.(1.2)

Ut = _Cfla Uy = flu Ugzx = fma

onde a linha (') indica derivada com relagao a £. Dai, a equagao KdV sera
—cf —6ff + f" =0. (1.12)

Vemos que com esse procedimento reduzimos uma EDP (a equa¢ao KdV) a uma EDO.

Podemos integra-la, obtendo
—ef —3f2+ " = 4,
onde A é constante de integracdo. Podemos integrar novamente essa equacao depois de a

multiplicarmos por f’, de onde obtemos

1

5(]”)2 —Af - ;CF - f°=B (1.13)

onde B é constante de integragao. Vamos usar a condicao de contorno f, f’, f”—0 quando
§—=+oo, e substituindo-as na eq.(1.13) vemos que as constantes A e B sao nulas. Assim,

obtemos
(f)? = f2@2f +o),

que integrando nos leva a expressao

[ a7 vam =/ %

Essa equacio é resolvida se fizermos a substituicdo f = —c(sech®d)/2, e assim temos

u(z,t) = f(x —ct) = —gsech2 [612/2(1’ —ct+ C’)] , (1.14)
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T v T T
— 10 -2

Figura 2 — Perfil da solucdo u(z,t). A linha continua é a sech?u e a linha tracejada ¢é a sech u.

onde C' é uma constante de integracao. Essa solu¢do ¢ uma onda com perfil tipo sino, e na
Figura 2 abaixo temos o grafico da secante hiperbdlica em comparacao com o grafico da

solucao.

A equacao KAV pode ainda ser resolvida de outras maneiras, entre elas encontra-se
o método do espalhamento inverso, que consiste em resolver a equacao KdV quando

se fixa um inicial (encontrar uma tnica solugao com um valor fixo da(s) varidvel(is)
independente(s)) [4,6,13].

Leis de conservacgao

Vamos escrever a equagao KdV (1.1) da seguinte forma

o _90
atu_ax

(3u® — Uyg).

Essa equacao tem a forma de uma equagao de continuidade,

o 0
Oy 9 x_
ol Tapt =0

onde T é chamado de densidade conservada e X é o fluro [4]. Essa equagdo, ou lei de
conservacao, descreve quantidades que se conservam ao longo do tempo em um sistema.
Ao integrarmos a eq.(1.15) num intervalo de —oco a 400 e considerando a condigao u e

suas derivadas tendem a zero quando xr—4oc0, obtemos

/ wpdr = (3u® — upp)|®, =0 = / udr = D, (1.15)
onde D é a constante de movimento. A integral de u é chamada constante de movimento
e o integrando u ¢ a chamado de densidade conservada. Dependendo do problema em

questao podemos ter conservacao de carga, massa, momento, etc. Essa equacao descreve

1 Esse resultado pode ser visto em [4,13], em que se analisa a intera¢io de dois sélitons e, em seguida, a

para de IV sdlitons, cujas solugdes, no momento da interacao, ndo correspondem a soma das solugoes
individuais.
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a conservagao da massa. Se multiplicarmos a eq.(1.1) por u podemos encontrar outras

quantidades conservadas da KdV:

0 (1, , 0 1L, o5\ T oo
0t(2u>+8x<uum U Qu)—O = /udx—E, (1.16)

—00

onde FE ¢ a constante de movimento. Essa equacao descreve a conservagao do momento.
Para obtermos a equacao que corresponde a conservagao da energia do sistema podemos
multiplicar a eq.(1.2) por 3u* e somar ao produto de u, pela derivada da KdV em relacio

a x, tal que

0 1 0 9 1
a(u3 + iuf,) + B <—2u4 + 3Py, — 6UU + Upllyey — Qu?m) =0, (1.17)
que integrando resulta em
Vi 1
/ (u3+2ui> dx = F, (1.18)

onde F' é a constante de movimento. Em suma, as trés ultimas quantidades conservadas
sao

2 3 2
leu, TQZU, T3:'LL+ U,

DN —

Essas trés nao sao as unicas quantidades conservadas da KdV. Os fisicos Miura,
Gardner e Kruskal encontraram mais oito leis de conservacao [4, 15]. Posteriormente foi
possivel mostrar que a equacao KdV possui um ntiimero infinito de leis de conservacgao -

resultado que nao desenvolveremos neste trabalho.
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2 Grupos e equacoes diferenciais

Como vimos, iremos lidar com equagoes diferenciais parciais que nao possuem um
método especifico para serem resolvidas. Sendo assim, no presente capitulo faremos um
rapido estudo sobre o método de transformacoes de simetria desenvolvido por Sophus
Lie?, que consiste em buscar solucoes invariantes de equacoes diferenciais a partir da
analise de suas propriedades algébricas. Esse método pode ser aplicado a um grande
numero de equacoes diferenciais. Entre as referéncias utilizadas para fundamentar este
capitulo [10,16-18], a mais usada foi [16].

2.1 Grupo e transformacoes infinitesimais

Se pegarmos uma bola e olharmos para ela de diferentes angulos veremos que ela
tem exatamente a mesma forma, como se nada tivesse acontecido. Transformagoes que

realizamos sobre objetos deixando-os invariantes sdo chamadas de simetrias [17].

Outro exemplo é o das chamadas transformacoes de ponto que transformam,
mapeiam, um ponto de coordenadas (x,y) em outro ponto de coordenadas (Z, 7). De modo
mais formal, para que uma transformacao seja uma simetria é necessario que ela satisfaga

algumas propriedades, tais que juntas constituem o conceito de grupo, definido como segue.

Defini¢ao 2. Seja G = {g;;i =1,2,...,n} um conjunto qualquer com n elementos e -
uma operacao que pode ser realizada entre os elementos de G, também chamada de lei
de composicao ou multiplicacdo. O conjunto G é dito um grupo se valem as sequintes

propriedades:

Fechamento A operacdo - relaciona dois elementos g; e g; de G produzindo um terceiro elemento

gk = gi-g; que também pertence a G;

Associatividade Para g;, gj e gr € G, vale que
9i(95-9k) = (9i°95)9k 3
Elemento identidade Para todo g; existe um elemento e € G, chamado identidade, tal que
gire=¢€¢g;=4gi;
Inversas Para cada g; existe um elemento gl-_1 € G, chamado inversa, tal que

997 =g, gi=e

2 Marius Sophus Lie (1842-1899): Matematico noruegués que desenvolveu estudos no campo dos grupos

de transformagoes aplicados a teoria das equacgoes diferenciais.
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Grupos em que a multiplicagao de dois elementos nao depende da ordem, isto é,

se os elementos g, = gi*g; € g» = gj-g; sao iguais, sao chamados abelianos ou comutativos.

Se gu#gp 0 grupo é nao-comutativo. A nogao de grupo é aplicada em diversos ramos da

Fisica, como na Mecanica quantica, na Mecanica classica, na Fisica do estado sélido, e

também em outras areas da ciéncia como na Quimica e Biologia, além da Matematica.

Alguns exemplos sdo os seguintes:

(a)

O conjunto dos nimeros inteiros G = Z com a operac¢ao de grupo sendo a soma
{+} forma um grupo, visto que o fechamento e a associatividade sdo facilmente
verificados, a identidade é 0 e as inversas de cada g sao os inteiros —g. Contudo, se a
operagao é de multiplicacdo usual {-}, as trés primeiras propriedades sao verificadas,
com a identidade sendo e = 1, mas com inversas dadas na forma ¢g=! = 1/g e que,
nesse caso, nao sao inversas, ja que elementos da forma 1/¢g nao pertencem aos

inteiros. Logo, para essa operagao, G nao é um grupo.

\

O conjunto dos ntmeros reais G = R forma um grupo com rela¢do a operacao de
soma (com identidade e = 0 e inversas g~! = —g) e com relagdo a operacao de

multiplicagdo (com identidade e = 1 e inversas g~ = 1/g).

Rotagoes no plano: Consideremos um vetor u no plano. Esse vetor sofre uma rotacao
Ry por um angulo # no sentido anti-horario, transformando u num vetor v. Em

seguida o vetor v ¢é rotacionado por um angulo ¢ produzindo o vetor w.
v=Rpu e w=Ryv.

Agora se o vetor u for rotacionado por um angulo 6 + ¢ ele resultara exatamente
no vetor w. Isso indica que a aplicagao sucessiva das rotagoes 6 no vetor u e ¢ no
vetor v sao equivalentes a aplicacao da rotagdo por um angulo 6 + ¢ sobre o vetor u,

ambos processos resultando no vetor w.
W = R9+¢u = R9+¢ = RQ'R¢,

onde - indica o produto das duas rotacoes. Essas rotacoes, ou operacoes, formam
o grupo das rotagdes no plano ou grupo SO(2)* e costumam ser representadas por
matrizes. As rotagoes: sao fechadas, pois como vimos a composicao de duas rotagoes
¢ uma rotagao; sao associativas, pois havendo uma terceira rotagao R, vale que
(Ro-Ry)-R, = Ry-(RyR,); tem inversa para cada rotagao, desfazendo-a e retornando

para o vetor inicial; e tem a rotagao identidade que transforma o vetor nele mesmo.

Um grupo de grande importancia na Fisica é o grupo de Lie, ou grupo continuo. Os

elementos desse grupo satisfazem as propriedades do grupo variando de forma continua; a

lei de composigao do grupo é uma funcao suave. Sua defini¢ao é dada como segue [16]:

3

O grupo SO(2) é representado por matrizes 2x2 ortogonais com determinante igual a 1.
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Definicao 3. Seja g e h dois elementos quaisquer do grupo G. Dizemos que G ¢ um grupo
de Lie quando a operacao, ou lei de composicao, entre os elementos do grupo e a inversao

sdo funcoes suaves, [ e i, dadas, respectivamente, por:

f:GxG—=G, onde f(g,h)=gh e i:G—=G, onde i(g)=g" (2.1

Héa ainda o chamado grupo de Lie local, com o qual lidaremos mais frequentemente,
que consiste em considerar apenas os elementos geG que pertencem a vizinhanca do

elemento identidade do grupo.

Outro conceito importante é o de a¢do de grupo. Sendo g um elemento qualquer
do grupo G e M um conjunto qualquer com elementos, dizemos que G age em M se o
elemento g-x é definido e pertence a M. O que vimos no exemplo de grupo dado na letra
(c) foi a agao do grupo de rotagoes G = SO(2) sobre os elementos de um espago M = R?,
0s seja, sobre vetores no plano. Grupos que agem sobre os elementos de um dado conjunto

sao chamados de grupos de transformacao.

Antes de prosseguirmos vale ressaltar que o conjunto M, que serda muito explorado
1 d itulo, d did 4 de di a isf
ao longo deste capitulo, deve ser entendido como um espago- de dimensao m que satistaz,
basicamente, as seguintes propriedades: é formado por uma uniao de subconjuntos abertos
U;; e existem fungoes x; um-a-um que associam esses subconjuntos U;CM a subconjuntos
abertos V;CR™.

Definicao 4. Sejam x um elemento qualquer de um conjunto M, dois elementos quaisquer
g e h de um grupo G de Lie local com e sendo sua identidade, e V um subconjunto aberto
de GxM, onde

{e}xMCVCGxM.

Dizemos que G € um grupo de transformagoes locais agindo em M quando existe uma

fungdo suave ¥ : V—M tal que as sequintes propriedades sio satisfeitas:

(a) Para cada gCG a fungao ¥ € um-a-um, associando um par (g,x) a um elemento
U(g,x) =T de M.

(b) Sendo W(h,z)eM e (h,z), (¢, U(h,x)), (g-h,x) € V, entdo
U(g,¥(h,z)) =V (g-h,z). (2.2)
(¢) Para todo x€M wale que V(e,z) = x.
(d) Sendo W(g,z)EM ¢ (g,7), g-*, W(g,z) € V, entio
V(g™ (g, x)) =z, (2.3)

onde g~'€G@.

4 Esse espago é chamado de variedade, cuja definicio mais formal pode ser vista em [16]. Sempre

utilizaremos as letras M e N para nos referirmos a esses tipos de espagos.
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Podemos indicar ¥(g, z) por g-z, sempre atentando para o detalhe de que g e x
nao sdo elementos do mesmo conjunto. Veja ainda que na eq.(2.2) o mesmo - foi utilizado
para indicar a lei de composicao entre os elementos g e h do grupo. Este ponto nao deve
ser confundido com aquele em g-x. Para nao haver confusao o leitor pode usar a expressao
g-h = f(g,h). Sempre que utilizarmos a expressao local estaremos nos referindo ao conceito

de grupo aplicado a elementos proximos da identidade.

Outro conceito importante é o de drbita. Se G é¢ um grupo de transformacao local
de um conjunto M e este contém um subconjunto O tal que a acao do grupo mapeia
elementos de O nele mesmo, dizemos que O ¢é a érbita de G. Ou seja: se rteOCM, geG e

o elemento g-x é definido em M, entao g-z€O.

A defini¢ao seguinte refere-se ao grupo de transformagdao de Lie a um-parametro,

com o qual lidaremos ao longo deste trabalho.

Definicao 5. Além de satisfazer as propriedades da Defini¢io 3, um grupo de transfor-

macao de Lie a um-parametro satisfaz as sequintes propriedades:

(a) O elemento geG é um parametro continuo real, onde GCR, e g = 0 corresponde ao

elemento identidade.
(b) A fungao ¥ € suave com relagio a x€M e analitica com relagio a geG.

(c) A lei de composi¢io g-h = f(g,h) é uma fungao analitica de g e h.

Sabendo que os elementos de G sao parametros reais iremos representa-los por
letras gregas, por exemplo g—¢€ e h—9d. Alguns exemplos s@o o grupo das translagoes, onde
G=ReM=R? tal que

T =V(e,z) =z + exy, (2.4)

onde o é um vetor fixo do plano. Outro exemplo é a transformagdo de escala no plano. O
elemento x do espaco M = R? tem coordenadas x = (x;,72) e a transformacao ¥ leva x
em €M através de:

U(e,z) = (exy, €y).

As transformagoes de ponto, ja mencionadas, também sao um exemplo de grupo de
transformacao a um-parametro, em que as coordenadas novas Z,y dependem das antigas

x,y e do parametro
T=i(ex,y), J=1i&y), (2.5)
tém inversa, a identidade existe para ¢ = 0, com

T =7(0;x,y) = x, §(0;2,y) = v,

e a composicao de duas transformacoes de ponto é uma transformacao

(&2,9) =2(&x,y), y=

(&2,9) = y(&x,y).

K|
Nal!

8
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Outra forma de expressar as transformagoes que fazemos nas variaveis é através
das transformacoes infinitesimais,

o 1,0%0

ov
Ele:o + 56 @k:o + .=+ €7|5:0 + 0(62). (26)

z(e,x) = 2(0,2) + € 5%

2.2 Gerador infinitesimal e fluxo

Para entendermos melhor como se dao as transformagoes infinitesimais, vejamos
alguns conceitos. Considere um ponto x€M com m coordenadas (1, ..., ,,) € uma fungao
@ : I[—M, onde ICR. Para cada el a fun¢do ¢, chamada curva C sobre M, define um
elemento ¢(€) = x de M. A derivada dessa func¢ao ¢(e) é o vetor tangente a C no ponto z,
dado por

v|x=sb=f;:=gblaxl+...+gbmazﬂ- (2.7)
Agora veja que por um unico x€M passam varias curvas de modo que em cada uma delas
existe um vetor que as tangencia no ponto x. O conjunto desses vetores é chamado de
espago tangente a M, simbolizado por T'M|,. O conjunto de espagos tangentes é chamado

de agrupamento tangente.

Entre os iniimeros vetores que tangenciam x e que pertencem ao espago tangente
TM|, h&d um vetor tangente que varia suavemente de ponto a ponto de M. Esses vetores

formam um campo vetorial sobre M, dado por [16]

0 9,

v=§ (@) —+ ..+ fm(x)%,

i (2.8)

onde &,,(x) sao fungoes suaves, dadas por

d&?i .
&:E‘GZO’ z:l,...,m,

para € = 0.

Quando um vetor tangente ¢(€) a uma curva x = p(€) em um ponto x coincide

com o campo vetorial no mesmo ponto a curva passa a ser chamada de curva integral:

¢(e) = V’w(E)- (2.9)

Sendo assim quando o campo vetorial v calculado em todos os pontos dessa curva coincide,
respectivamente, com todos os vetores ¢(€) que a tangencia em cada um de seus pontos
chamamos essa curva de fluzo W(e, x) gerado por v. Para um x€M fixo se fizermos € variar
em um subconjunto dos reais R que contenha 0 teremos os pontos da curva integral que
passa por x; quando € = 0 o ponto da curva W(e, x) é o préprio x: U(0,x) = z. Além dessa

propriedade, o fluxo de um campo vetorial satisfaz a relagao

(5, U(e,z)) = V(6 +¢, ),
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como visto pela eq.(2.2), onde J€R, e

d
illf(e, x) = v|q,(€7x). (2.10)

De acordo com essas propriedades vemos que o fluxo gerado por um campo vetorial é um
grupo de transformagdo a um-parametro, que consiste da acao do grupo local dos R sobre
um conjunto M. Escrevendo VU(e, x) como um expansao em torno da identidade do grupo
e = 0, temos

V(e z) =V(0,x) + ecgf|eo +O(e%) = x + e£(x) + O(€?), (2.11)

onde &(x) = (&1, ..., &n) s@o os coeficientes de v. Com isso, o campo vetorial é denotado
gerador infinitesimal da acao do grupo, ou seja, v é o gerador infinitesimal do grupo de
transformacao de Lie a um-parametro. Para encontrarmos o grupo a um parametro (ou
fluxo) gerado por um campo vetorial v fazemos a exponenciagio do campo vetorial, através
de

exp(ev)r=Y(e, z). (2.12)

Exemplos:

e Para um x€M, onde M = R. Um campo vetorial 9/0z produz
exp(ev)r = (1 +ev)r =z + ¢,
onde desconsideramos os termos de ordem superior.

e Quando M = R™, o campo vetorial sobre M tem a forma v, = Y a;0/0x;, onde

a = (ay,...,an) sao os coeficientes de v. Assim,

exp(evy)r = (1 + evy)r =x + ea, para z€R™.

e Grupo das rotagdes no plano: quando um ponto de coordenada (z,y) sofre uma
rotagao no plano por um angulo € ele torna-se um ponto de coordenadas (Z,7), tal
que

Z(e;x,y) = xcose —ysine,  Y(ex,y) = xrsine + ycose. (2.13)

Essas transformagoes formam o grupo das rotagoes, ou fluxo: (z,9) = ¥(¢; (z,y)). O

campo vetorial que gera esse grupo tem a forma geral dada por:

T L AP LA Lk (2.14)
=77 0y "7 0w "oy’
onde I i
xr
E(z,y) = $|6:0 = —y, n(x,y) = CTZ’E:O = 7. (2.15)

Logo, v = —y0, + 20, é o gerador infinitesimal, onde 0,, = 0/0z;.
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2.3 Algebra de Lie

Vejamos alguns conceitos importantes antes de seguirmos para a definicdo de uma
algebra de Lie. Considerem uma fungao suave f : M —R. Queremos saber como ela varia de
acordo com o fluxo gerado pelo campo vetorial v sobre M. Em outras palavras, queremos
saber de que forma f(x) muda quando seu argumento sao pontos €M, onde T = U(e, z),
obtidos a partir da variagdo de €. Para isso, calculamos a derivada de f em relagao a e:

m
© flexp(ev)e) = 3 E(exp(ev)a) o

de i=1 i

(exp(ev)x) = v(f)(exp(ev)z), (2.16)

onde usamos a regra da cadeia. Usando esse resultado, podemos agora f(exp(ev)z)como

uma série de Taylor
flexp(ev)z) = f(2) + ev(f)(x) + O(e*),
onde usamos
oo fexp(e)a) = 6@ (@) = v(f)(a).

=1

Com a eq.(2.16) vemos que a fungao f sofre uma mudanga infinitesimal sob o fluxo gerado
pelo campo vetorial. Se continuarmos escrevendo essa série para outros termos
2

flexp(ev)z) = f(x) + ev(f)(z) + 65‘72(f)(93) +. O, (2.17)

onde v*(f) = v(v(f)) e se considerarmos que essa série converge, termos a série de Lie

0 Ek
flexp(ev)z) =) gvk (f) (). (2.18)
k=0 "
Podemos ainda escrever a série de Lie para o préprio fluxo
2 [e%¢) k
exp(ev)r =z + e£(x) + %Vg(f)(l‘) +o=) Evk(x) (2.19)
k=0

Esses resultados também valem para fungoes f tais que f: M—R™.

Campos vetoriais sobre um espago M podem relacionar-se originando outros campos
vetoriais. A mais importante dessas operacoes é dada pelos colchetes de Lie ou comutadores.

Assim, sendo f: M—R, o comutador entre dois campos vetoriais v e u sera

v, u](f) = v(u(f)) —u(v(f)). (2.20)

O colchete de Lie tem as seguintes propriedades

Bilinearidade: Sendo os campos vetoriais v, v/, u e u’, e as constantes a e da’, temos

lav + 'V u] = a[v,u] + d'[v/,u], [v,au+d'V]|=alv,u]+d[v,u]. (2.21)

Anti-simetria: [v,u]=-[u,v].
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Identidade de Jacobi: [w,|[v,ul]+[u,[w,v]|+[v,[u,w]||=0.

Os geradores infinitesimais de grupos de transformagao de Lie a um-parametro,
ou seja, os campos vetoriais, formam um espaco vetorial, denotado por g, satisfazendo as
propriedades de bilinearidade, anti-simetria e identidade de Jacobi. Esse espago vetorial é

a dlgebra de Lie do grupo de Lie G em questao.

Teorema 1. O comutador de quaisquer dois geradores infinitesimais de um grupo de

transformagoes de Lie é também um gerador infinitesimal, dado por

[v;, vj] = cf’jvk, (2.22)

k

onde as constantes ¢;; sio chamadas de constantes de estrutura.

Mais formalmente uma algebra de Lie é definida como:

Definicao 6. Uma dlgebra de Lie g ¢ um espaco vetorial, onde o comutador € a lei de
combinacao dos elementos de g, satisfazendo as propriedades de anti-simetria e identidade

de Jacobi, com a comutacdo sendo uma operacao fechada.

Além de serem aplicados a grupo de transformacao a um-parametro, esses conceitos
sao validos para grupos a r—parametro. O conjunto dos geradores infinitesimais de um

grupo de Lie G formam a base da algebra g de Lie.

Definicao 7. Um subespaco hCg é chamado uma subdlgebra da dlgebra de Lie g se para

qualquer v;, v;€h o comutador [v;, v;]€D.

2.4 Grupos e simetria de equacgoes diferenciais

Estamos interessados em usar as simetrias de uma equacao diferencial para obtermos
suas solugoes. Para isso, usaremos os conceitos das segoes anteriores para obtermos
transformacoes que possamos realizar nas variaveis dependentes e independentes das
equagoes diferenciais que tenham a propriedade de transformar solugoes do sistema de
equagoes em outras solugoes [16]. Essas transformagoes formam o chamado grupo de
simetria do sistema. Antes de estudarmos essas transformacoes aplicadas as equagoes
diferenciais, veremos alguns conceitos aplicados a equacgoes algébricas, e que podem ser

estendidos as equacgoes diferenciais.

2.4.1 Simetrias de equacgoes algébricas

Seja o seguinte sistema de equagdes algébricas

H,(zx)=0, v=1,..,1,
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onde Hy(z),..., H(z) sdo fungbes suaves reais definidas para x em um conjunto M. O
ponto z€M ¢é dito solucao do sistema de equagoes acima, pois todas elas sao satisfeitas
nesse ponto, ou seja, iguais a zero. Consideremos agora um grupo de transformacgoes locais
G agindo sobre M, em que g€G e g-x€M. Entdo quando g-z€M também é solugao de
H, dizemos que G é grupo de simetria do sistema, pois transforma solugoes x em outras

solugoes g-x.

Se G ¢ um grupo de transformagoes locais agindo em M e é grupo de simetria de
um subconjunto M de M, entao M ¢ dito G-invariante ou subconjunto invariante, isto é,

reM e geG, tal que g-xeM.

Exemplo 1. Caso de uma translacio de retas no plano. Sendo M = R2, o subconjunto
M de pontos que formam as retas y = cx + d é G-invariante quando G € o grupo de
translagoes dado por

T=x4+¢€ Yy =1y ce,

onde e€R.

Agora considere dois conjuntos M e N, em que G é grupo de transformacao local
sobre M e exista uma funcao ¢ : M—N. Dizemos que ( é uma funcdo invariante, ou

simplesmente invariante, quando

C(g-x) = (),

para x,g-x€M e geG. Um caso particular ocorre quando N = R em que a funcgao real
( : M—R é invariante de G.

Exemplo 2. De acordo com o FExemplo 1, a funcao
((z,y)=y—cx=d

¢ um invariante sob G, visto que
((z+ €y +ce) =((z,y)

Mas a condicao necessaria e suficiente para que uma funcao seja invariante segue

na proposicao abaixo:

Proposigao 1. Seja G um grupo de transformagoes agindo na variedade M. Uma fun¢do

real ¢ : M—R € uma funcdo invariante para G se e somente se
v(¢) =0 para todo xeM,

e para todo gerador infinitesimal v de G.
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Essa proposi¢ao significa que a fungao ((x) é um invariante se e somente se v (¢) = 0
para k = 1,...,r. Em outras palavras, para que ( seja um invariante ela deve ser solucao do
sistema de equacgoes diferenciais parciais lineares homogéneas de primeira ordem dado por

m ¢
vi(Q) =), &i(@)5 = =0.
Para encontrarmos esses invariantes consideremos um gerador infinitesimal associado a um
grupo de transformagao a um-parametro GG sobre M, tal que para a fungao ¢ invariante
de G, temos
a¢

0
v(() = 51(1;)87%1 + ...+ fm(x)a:f =

A partir da teoria das EDPs, a solucao geral dessa pode ser obtida através da integracao

0. (2.23)

do correspondente sistema caracteristico de EDOs, dado por

dl‘l de’Q dl‘m

= =..= . 2.24
déi(z)  d&(x) dé,n () ( )
As solucoes desse sistema tomam a forma
CT1, oy ) =1, G2, .0, Tm) = Co, oy Gt (T, s T) = Gt

onde os ¢; sdo constantes de integragao e os (;(x) sdo fungoes que dependem apenas de x.
Portanto, as fungdes (7, ..., (;—1 sdo as solugdes funcionalmente independentes da eq.(2.23).
Outras solugoes da (2.23) que dependem funcionalmente das fungoes (i, ..., (;,—1 também

sao invariantes.

Exemplo 3. Consideremos G = SO(2) o grupo de rotagées no plano com o gerador

infinitesimal v = —y0, + x0,. O sistema caracteristico para esse caso serd
ox dy
Y T

Integrando essa equacio obtemos x* + y*> = ¢, onde ¢ é uma constante de integracdo.
Portanto, ((z,y) = x* + y* € o unico invariante independente do grupo de rotacdo;

qualquer outro invariante do grupo de rotagdo serd funcao desse ((x,y).

2.4.2 Sistemas de equacoes diferenciais

Agora iremos aplicar os conceitos da secdo anterior para sistemas de equagoes
diferenciais. Vamos representar por § um sistema de equagoes diferenciais com p varidveis
independentes, representadas por x = (xy, ..., ), € ¢ varidveis dependentes, representadas
por u = (uq, ..., u,). O ponto x pertence ao espago das varidveis independentes X = R?,
enquanto u = (uq, ..., u,)€U, onde U = R? é o espago das variaveis dependentes. Sendo
X xU um espaco das varidaveis dependentes e independentes, dizemos que um grupo de

simetria de S serd um grupo G de transformagoes locais agindo em um subconjunto aberto
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McCX xU tal que G transforma solugoes do sistema em outras solugoes [16]. Ou seja, se
as solugoes de S sao dadas por u = f(z) e g-f(z) é definido, entdo u = g-f também é uma
solugao, onde geG.

Vejamos como um grupo de Lie G age sobre uma solugdo v = f(x) transformando-a
em outra solucdo @ = f (Z) através de um exemplo. Consideremos uma equagao diferencial
com uma variavel independente x e uma variavel dependente u, em que X =R e U = R,

cuja solugao sera dada por u = f(x). Vamos escolher o grupo das rota¢oes SO(3) como o

grupo que vai agir sobre um subconjunto MCX xU=R?, tal que
(Z,0) = 6-(x,u) = (rcosf —usinf, xsinf + ucosb).

onde #€@. Se a solucao é especificada por u = f(x) = ax + b, em que a e b sdo constantes,

a agao de G sobre (z,u) = (z,ax + b) resultard em
(Z,1) = (xcosh — (ax 4+ b)sinb, xsinf + (ax + b) cos ),

onde @ = f(i). Agora

T+ bsind

I =xcosl —axsinf —bsind = rr=—-—-—.
cosf — asinf

Assim,

aZ + bcosb ~ -
oz +b= cos —asinf = u=f{)=

sin«9+acos€~+ b
T )
cosf — asinf cosf — asinf

(2.25)

2.4.2.1 Prolongacgoes

Nas se¢Oes anteriores vimos como encontrar o grupo das transformagoes realizadas
nas variaveis dependentes e independentes. No contexto das equacoes diferenciais preci-
samos encontrar ainda as transformagoes a serem realizadas nas derivadas das varidveis

dependentes.

Como sabemos, X e U sao, respectivamente espago das variaveis independentes e
das variaveis dependentes. Vimos que os grupos agem em M CX xU transformando pontos
de (x,u) em pontos de (Z, ), onde x = (21, ..., x,) € u = (uq, ..., uy), como foi dito no inicio
desta se¢ao. Agora, com derivadas de ordem n que podem estar contidas numa equacao
diferencial, fazemos o grupo agir num espacgo que além de conter as variaveis dependentes e
independentes contém ainda as derivadas das variaveis dependentes. Esse espago, chamado

espago de jato do espago fundamental X xU, é representado por [16]
M®™ = X xUxUy xUsx. . .xUp,, (2.26)

onde U; é o espago cujas componentes sao (u,), formado pelas derivadas de primeira
ordem das varidveis dependentes com relacao as independentes, Us é o espaco formado

pelas derivadas de segunda ordem das variaveis dependentes com relacao as independentes,
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onde seus pontos tém coordenadas (i, ), e assim por diante. Um ponto do espago de jato
tem as coordenadas
(z,u™) = (2, u, Uy, Ugg, Uggz --.)

As transformagoes a serem realizadas nas derivadas promovem as chamadas prolongacoes
do grupo de transformagoes (ou melhor, prolongacao da a¢ao do grupo G sobre M),
simbolizadas por pr®@G, onde n indica a ordem da equacio. Essa prolongacio também
se refletem nos campos vetoriais que geram tal grupo, que sao as transformacoes infini-
tesimais prolongadas [7], ou a prolongacdo dos campos vetoriais, denotadas por pr™v.
O grupo que age sobre o espaco de jato é chamado de grupo prolongado porque além
das transformagoes que realizamos nas variaveis dependentes e independentes esse grupo
contém as transformagoes a serem realizadas sobre as derivadas. Iremos explicar esse

processo ilustrando para o caso de uma EDO, e em seguida para uma EDP.

Vamos considerar uma EDO de ordem n com uma variavel independente x e uma

dependente u, dada de forma genérica por [10]
H(z,u,uy, Ugy, ...) = 0, (2.27)

onde u, ¢ a derivada de primeira ordem em relacao a x, e assim por diante. As transforma-
¢Oes a um-parametro realizadas sobre as variaveis x e u sdo dadas como transformagoes

infinitesimais por

o7
(e x,u) =x+e(z,u) + ... =x+eve + ..., £= 8—$|€:0 (2.28)

€

- o1
u(e;x,u) =u+ep(z,u) + ... =u+evu+ ..., o= a—|€:0. (2.29)

€

Com isso, o campo vetorial que gera essas transformacoes tem a expressao
0 0

_ il . 2.30
v = glau) g+ dlau) g (230)

Contudo, estamos mais interessados em obter as transformagoes infinitesimais prolongadas,

para obtermos a expressao de prv, dadas por
Uy = Uy + € (2, U, Up) + ... = Uy + VUL + ... (2.31)
TU(n) = Ugn) + €0" (T, U, Uy, ...) + ... = Ugn) + EVUR) + ... (2.32)
onde 1, € a derivada de ordem n de @ em relacao a T e u(,) ¢ a derivada de ordem n de

u em relacdo a x. Agora, precisamos obter as expressoes para ¢!, ¢?,...,¢", que poderao

ser encontradas ao calcularmos

du d*u
Uy =

Da a primeira das eq.(2.33), vejamos que
—_—— 2.34
Oxr  Oudx (2:34)
d
[1 +€ <0¢ + i?gbu)] dz. (2.35)

dﬂ:du+aw+n“:[+e<&ﬁ+a¢mv]¢a

dii = dx + edf + ...



Capitulo 2. Grupos e equagies diferenciais 32

Agora introduzimos os operadores D/Dx, dados por

D 0 0 0

chamados de derivadas totais. Escrevendo u, = du/dz, temos

~ du Do . D¢
du = (dw + 6M> de, dI = (1 + er> dx. (2.37)
Assim,
du D¢ D¢ B D¢ D¢\ -
o (uerernL...) <1 erJr...) = Uy t€ <Dx Ua = uy+ep+..., (2.38)
onde Do De
S D YDy (2.39)

Com isso, a prolongacao do campo vetorial é dada por

) o 9
% + (Zﬁ(ﬂ?,lb)% + (b (xauaux)%

onde &, ¢ e ¢ sdo dados pelas eq.(2.28), (2.29) e (2.39). Os outros coeficientes ¢™*, ¢*™* ...,
podem ser obtidos a partir da eq.(2.39), em que

prv = €(z, u) + (X, Uy Uy Uy + ..., (2.40)

OUgy

_ D¢ Dg

D¢ D¢ D¢
Dz Dy’

¢xm —u
T
Dz Dx’

¢xa:a: _

(2.41)

Agora consideremos um sistema de [ equagoes diferenciais parciais dado por [10]

H,(z" u* ul,ur,,...) =0, v=1 .1 (2.42)

Ts?

com p variaveis independentes x", com ¢ variaveis dependentes u® e suas derivadas dadas
por )
(0% o
uff:ai, ufszﬁiu, etc., (2.43)
ox” ox"0x®

onder,s =1,....,pe a=1,...,q. Veja que agora os indices sobrescritos indicam a variavel
em questdao, por exemplo ' = z, 22 = t. E o indice subscrito indica a varidvel com
relagao a qual a derivada esta sendo tomada, por exemplo: se tivermos uma EDP com
duas varidveis independentes ' = x, 12 = t e uma variavel dependente u! = u(x,t) —

pois @ = 1 —, entdo ui = Uy, = Uy, Ud = Uy, uly = Uy, e assim por diante.

Vamos considerar que as variaveis independentes e dependentes satisfazem a uma

transformacao dada por
i =i"(e; 2t uP), a0 =a%(e 2t u), (2.44)

comi=1,...pef=1,.., ¢, que depende de um pardmetro € tal que essas transformacgoes

formam um grupo, com a* = u®* e &" = 2" para € = 0 (é importante ressaltar que o
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desenvolvimento desta secao também se aplica a grupos de transformacgao a um nimero

qualquer de pardmetros). A correspondente transformagao infinitesimal sera

oz"

.%T = Ir + €€T(Ii,’u6) + cany gTZEkZO (245)
@® = u® + ed®(zt,uf) + .., ¢a:88“6|€:0, (2.46)
e é gerada por
v = zpjg’“(:ci u?) 0 - ij o™ (2 uﬁ)i (2.47)
= T oxr o T Oue '

Temos que estender as transformacoes e o gerador para as derivadas das variaveis depen-

dentes, de onde obtemos

o™ D*u”

SO — ~O00 —

Y=gz T ggros

Para obtermos a extensao do gerador v, comegamos a analisar a transformacao infinitesimal

etc. (2.48)

da primeira das equagoes (2.48)

a~a
W=l el oy OR= |, (2.49)
Oe
A expressao para ¢ é obtida por meio de
N ou” 06> 0¢* ou’ ,
du® = du® + ed¢p® + ... = . . - | | dx' + ... 2.50
i u® + edp® + [8m1+6<8x’+8u50x’ '+ (2.50)
- o™ 9E™ ouP
dz" =dx" + edf" + ... = |0, dz® + ... 2.51
T x" 4 edE” + l5+6<8x3+8u58:c3 z° 4 (2.51)
Agora aplicamos as derivadas totais, D/Dz", dadas por
D 0 0 0
= o o 2.52
Dz Ox7 M ou s ous * (2:52)
substituindo-a nas eq.(2.50) e (2.51), tal que
ou® Do* ,
du” = . - | dx' + ... 2.53
u (8w1+6D:ﬁ> '+ (2.53)
D¢r
dz" = (9. dz® + ... 2.54
7 < T+ 6D:L'S> x° + (2.54)
Usando esses resultados, a primeira das eq.(2.48) serd
oue  uf 425+ Dg¢® D¢i
= zl 0= ud -+ ... ) 0] —
i oprebe g T\ T D T * D T
Do* D¢
=ul — eus’ (20
up +ep - e s (2.55)
Comparando essa equagao com a eq(2.49) vemos que ¢% é dado por
« D¢o¢ e’ D£Z D (e} T i, Q
RS - = (0% — ui'¢") + ugy. (2.56)

= Uus =
T Dzxr " Dxr  Dxr
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Com isso, a n—ésima prolongacao do campo vetorial serd

o .0 0
(91:7" +¢ +¢ra a +¢rsa a +¢7‘sva o (257)

T‘S’U
De maneira ilustrativa, podemos ver que se temos uma EDP de n—ésima ordem com

duas variaveis independentes, ! = z e 22 = t, e uma varidvel dependente, u' = u(z,t), a
n—eésima prolongacgao sera

0 0 9, 0 9, 0 0 0 9,
() _ ¢l 2 1 1 1 1 1 1 1
prv=¢ o7l +£ 972 +¢ ul +é1 ul +3 dul +11 oul, +d1o oul, +én oul, 02 8u§2+

Substituindo &' = £, €2 = 7, ¢! = ¢, e assim por diante, temos

o 9 9 9
(n) — T T __ a:t tx
PV = T T T T A ¢ +¢ +¢ +¢

¢tt
Uy 8 Uty

a tt
(2. 58)

Os termos ¢} = ¢, ¢2 = ¢y,..., foram reescritos na forma ¢°, ¢°...., para que nao houvesse

confusdo da expressao ¢, com d¢/0x.

Retornando a eq.(2.47), os coeficientes ¢ .. podem ser obtidos da mesma

78?7 TS’U ’”°

forma que ¢¢
« DQS’?’[ Cfol [e% qu'?‘{s « Dgl

_ , _ s e 2.
TS D.TS u?"l D$87 TSV va UT‘SZ D{L‘U’ ( 59)

Agora que sabemos como calcular as prolongacoes do campo vetorial para EDOs e
EDPs, vamos enunciar o critério infinitesimal de invaridincia [16], que as vezes é chamando
de condicao de simetria. Com ele poderemos encontrar o grupo de simetria de um sistema
de equacoes diferenciais e com isso procurar por seus invariantes, o que nos leva a uma

solugao do sistema.

Teorema 2 (Critério de invaridncia infinitesimal). Seja um sistema de equagées diferenciais
H,(z,u™) =0, com v =1,..,1, definido sobre MCXxU. Se G é um grupo de transfor-
magoes local agindo em M e vale que pr™v[H,(z,u™)] = 0 sempre que H,(z,u™) =0

para todo gerador infinitesimal v de G, entao G é um grupo de simetria do sistema.

Agora ilustraremos esse método para o caso de uma EDP de segunda ordem.

2.5 Ilustrando o método: Equacao do calor

Nessa secao usaremos o critério de invaridncia infinitesimal para obtermos os
coeficientes do campo vetorial v e, por consequéncia, o grupo de simetria mais geral da
equagao diferencial de interesse [16]. Para isso usaremos o exemplo da equagao de calor

em uma haste unidimensional, dada por

ou  9u

Seguiremos a sequéncia de passos abaixo:



Capitulo 2. Grupos e equagies diferenciais 35

e veja que os coeficientes " e ¢® do gerador infinitesimal v sdo funcoes de z% e u?,

como pode ser visto na eq.(2.47);

(07
rsitt

de £ e ¢*, como nas eq.(2.56) e (2.59);

e por sua vez, os coeficientes ¢, ., da prolongacao pr(™v sio funcoes das derivadas

e aplicando o critério de invariancia (Teorema 2), em que pr™v[H,(z*, u”)] = 0 sempre
que H, (2%, u?), teremos uma equacdo formada por produtos entre derivadas de u”

em relacdo a 2’ e derivadas de £" e ¢® em relacdo a z' e a u”;

e em seguida, iremos agrupar os coeficientes dos produtos ou potencias das derivadas

de u e iguala-los a zero;

e as equacgoes formadas por esses coeficientes igualados a zero sao chamadas de
equagoes definidoras, e podem ser facilmente resolvidas. Através delas encontraremos
as expressoes para os coeficientes de v, por meio dos quais é possivel encontrar

transformacoes que reduzem a EDP em uma EDO.

Vamos iniciar escrevendo o campo vetorial para esse caso, dado por

V= €t ) tu) S+ o )2

B 5 v (2.61)

Como estamos lidando com uma equacao de segunda ordem a prolongacao do campo

vetorial é dada por

0 0 0 0 0
» +§btai +¢:px _'_¢tt7 +¢xt

8 T Ut 8um 8utt 8u$t .

pr¥v = v 4 @7 (2.62)

Utilizar o critério infinitesimal de invaridncia vamos aplicar a prolongacao a eq.(2.60):
prOv[H(z,t,u®)) =0 sempre que H(z,t,u?) =0,
onde H(x,t,u®) = u; — u,, = 0. Seguindo esses passos, obtemos
prOv[H(z, t,u®)] = prOviu, —ue] =0 = ¢t = ¢*, (2.63)

de modo que esse resultado deve ser satisfeito sempre que u; — uy, = 0.

Visto que ¢! e ¢*® sao coeficientes da prolongacao, podemos obté-los usando as
eq.(2.39), trocando x por ¢, e (2.41). Assim,

_D¢ D¢ Dr _ D¢ Dt Dr

t o =S = xTx =S =
9= Dt Dt "Dy ¢ Dz py T Yty

que sao obtidas de forma detalhada no Apéndice A e dadas, respectivamente, por

(bt = ¢t - ftuz + <¢u - Tt)ut - ’Suuxut - (ut)ZTu- (264)
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2
— Tpplp — 2Ty Uiy — Ty Ul — Tylillyy — 2Tyl — 2Ty UglUy.  (2.65)
Com isso a reescrevemos a eq.(2.63) na forma

(bt - gtux + (¢u - Tt)ut - guuxut - Tuu? = ¢:mc + (2¢xu - émz>u:p — TxgUt + ((buu - 2€:pu>u3¢

3 2
- QTxuu:rut - guuum - Tuuuzut + (Qbu - ng)uwm - 2Txuxt - Bguuzuxaﬁ — Ty UtUgy — 2Tuumumt-

(2.66)
Substituindo u; por u,, na equagao, obtemos

(2.67)

Para que a equagao acima seja satisfeita cada um dos coeficientes das derivadas de u e

seus produtos devem ser iguais a zero:

Derivadas de u Coeficientes nulos Derivadas de u | Coeficientes nulos
1 Gt — Ppe = 0 uz, Ty + Ty =0
Uy Sow = 2000 — & =0 Ugt 27, =0
u? 26 ey = Guu =0 Uiy Uy 27y — u + 36, =0
ul Euw =0 U Uy Tuuw = 0
Uy Gu = Tt + Tag — Gu + 2§, =0 Ugp Uy 21, =0

As dez equagoes acima sao facilmente resolvidas, de modo que poderemos encontrar as

expressoes para &, 7 e ¢. Vejamos inicialmente que
.=0 e 7.,=0 = 71=7(1), (2.68)
e 7 depende apenas de t. Para a equacao correspondente ao coeficiente u,u,, temos
—fu =3 2T = &=0 = ¢{=¢(@,1) (2.69)

onde usamos o fato de que 7 = 7(¢) fazendo com que 7., = 0 e que £ é funcao de x e t.

Com o coeficiente de u,, notamos que
—T = —Ter — 26, = T(t) = 28 (2, 1).
Integrando essa equagao, resulta que

E(a.1) = somlt) + 21 (2.70)

sendo v uma funcgio de ¢ que resulta da integracio em x. Com a equagao do coeficiente u2,

¢uu - 2£xu7
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vemos que ¢, = 0, pois £ nao depende de u e &,, = 0. Integrando ¢,,, = 0 duas vezes,
temos

Oulz,tiu) =w(z,t) = oz, t,u) =w(e, t,u)u+ u(z,t). (2.71)
Usando as eq.(2.70) e eq.(2.71), vemos que

émz = 07 ft - ;CCTtt<t) + Vt(t)a ¢xu = We, (272)

e reescrevemos equagao para o coeficiente de u,

—2w, = ;xm(t) + Y. (2.73)
Integrando obtemos
(1) = —éx%(w _ ;:E%(t) +olt). (2.74)
Usando as eq.(2.71) e eq.(2.74) e efetuando algumas derivagoes obtemos
oy = —;l’QUTttt — ;xu%t tupitp € Ppp = iUTtt + flaz (2.75)

que serao substituidas na equacao do coeficiente de ordem zero de u. Contudo veja ainda

que da expressao para ¢ dada pela eq.(2.71) temos
¢t = ¢m? = Wil Tt Uy = W + gy = (Wt — sz)u + W — Ugr = 0. (276)

Igualando as poténcias de u a zero vemos que w; = Wy, € Uy = fizz- Usando este resultado

na primeira equagao da eq.(2.75) e igualando as duas resulta

1 1 1
—§$27'ttt — ix%t + pr = _tht. (2.77)

Agrupando os coeficientes da poténcias de x e igualando-os a zero, entao

1

Tue(t) =0, Y (t) =0, pi(t) = —Zm(t). (2.78)

Tomando a primeira dessas equacoes e integrando trés vezes temos
A,

onde A, B e C sao constantes de integracao. Considerando as duas tultimas equacoes de
(2.78) obtemos

1 1
wi)=D = A)=Dt+E e plt)=-74 = plt)=-7At+F (280
onde D, E e F sao constantes de integracdo. Substituindo 7, v e p das eq.(2.79) e

eq.(2.80) na eq.(2.74) resulta

1 1 1
w(z,t) = —gQOA — ixD — ZAt +F ou w(z,t)=—aegx® — asz — 2a6t + as, (2.81)
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onde escrevemos as constantes como A = 8ag, D = 2a5 e F' = az por conveniéncia. Com

isso, temos
1 1
&(x,t) = §Axt + §Bx +Dt+E ou &(x,t) =4dagat + agx + 2a5t + aq, (2.82)
onde novamente redefinimos as constantes B = 4a4 ¢ £ = ay. Para 7 temos
1
T(t) = §At2 +Bt+C  ou 7(t) = dagt® + 2ay + as, (2.83)
onde fizemos C' = as. Por fim, usando esses resultados a expressao para ¢ sera
Pz, t,u) = (a3 — asz — 2a6t — agt®)u + p(x,t). (2.84)

Logo, as transformagoes infinitesimais de simetria da equacao de calor estao representadas

no gerador por

v = (a1 +agx+2ast +4agrt) 8835 +(az+2ay +4a6t2)§t +[(as—asx —2agt — agr®)u+pu(z, t)],

(2.85)
onde p é uma solucao arbitraria da equagao de calor. Para obtermos todos os geradores
independentes que formam a algebra de Lie das simetrias iremos considerar que todas as
constantes em v se anulem, exceto uma. Fazendo isso para cada uma das constantes nao
nulas obteremos seis campos vetoriais independentes mais um campo que corresponde a

uma subdlgebra, dados na tabela abaixo:

Constantes Geradores
as=a3=as=as=as=0, a1 =1epu=0 v1:%
a1:a3:a4:a5:a6:0,agzleuzo VQI%
ap=ay=a4=as;=a¢=0,a3=1epu=0 V3:u%
ag=ay=a3=as=a=0,a,=1epu=0 V4:$%+2t%
ap=a=a3=a3=as=0,a5=1epu=0 V5:2ta%—xu%
ay=ay=az3=as=a5=0,a5=1epu=0 V6:4:1:ta%+4t2%—(2t+x2)u8%

] =Gy =0a3 =04 = a5 = ag = 0 V:V#:,u(x,t)%

Poderiamos prosseguir com a analise das propriedades algébricas desses resultados, contudo
estamos mais interessados, por ora, nas expressoes desses campos: através delas poderemos

escrever o sistema caracteristico que, por sua vez, levar-nos a func¢ao invariante.

Para o gerador v, o sistema caracteristico sera

de  dt

= —. 2.86
T 2t ( )

Ao integrarmos, teremos apenas um invariante, e ele serd dado pela constante de integragao:

Inz=mt"?+c,  ((2,t) =at™/? (2.87)
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onde ((z,t) é o invariante. Com isso, a solu¢ao v da equagao de calor é uma fungao que

depende de x e t através de (
u(z,t) = f(¢) = f(at™'?). (2.88)

Vamos reescrever u; € g, em termos de f(()

T Tovac Mt A
pois OC/Ot = —(/2t e IC/dx =t~ /2. Escrevendo df /d( = f¢, temos

1 1
1f<< = —2§f< = e+ 500 =0 (2.89)

Vemos que com esse procedimento conseguimos reduzir uma EDP a uma EDO.
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3 Equacao KdV com dispersao nao-linear

Como ja mencionado na introdugdo, estamos interessados em estudar equacoes do

tipo
ur + (™) + (") gzw = 0, (3.1)
por vezes chamadas de equagoes K (m,n), que sdo equagdes com estrutura semelhante &
KdV, mas que, para alguns valores de n, o termo de dispersao ¢ nao-linear, tornando a
eq.(3.1) puramente nao-linear. Como mencionado, o estudo dessas equagoes surgiu com
o interesse em se compreender as regras que governam a formagao de estruturas com

extensao finita, como padrdes de gotas [8].

Antes de estudarmos a eq.(3.1) é importante consideramos casos particulares em

que n = 1, pois sao casos em que a dispersao € linear.

3.1 Caso particular: n =1

Quando n = 1, para qualquer m, a eq.(3.1) pode ser reescrita na forma [19]
ur + mu™ g 4 Uppy = 0. (3.2)

Essa equagao também serd representada por H(z,, u, Uy, Uy, ..., Ugy,) = 0. Vamos usar o
método descrito no capitulo 2 para obtermos suas solugoes. Sendo assim, a primeira coisa

que faremos é procurar os coeficientes de seu campo vetorial

0 0 0
V—f(ﬂ?,t,u)%+T(£L‘,t,u)§+¢(l’,t,lb)%, (33)
cuja forma prolongada serd dada por
0 0 0 0 0 0
By — x Y t Y xx xt tt T ) 4
prv v ¢ 3ux * ¢ aUt + (b 8um + ¢ 8uzt * ¢ (9utt + ¢ 6uxm (3 )

Usando o critério de invaridncia infinitesimal pr®)v[H] = 0, obtemos a equacio
'+ ¢ + md*u™ "t + m(m — 1)ou™ *u, = 0. (3.5)

Como jé vimos no capitulo anterior os coeficientes ¢’ e ¢* sdo dados pelas equagoes (2.66)

e (2.67). O coeficiente ¢™* é obtido da mesma forma, sendo dado por

— Tozz Ut — 37—xxuuxut - 37—uuxuiut - QTuxuxxut - QTuuurumﬁut - Tuuuuiut — Ty Ugzz Ut — Ty Uz Ut

2 2 2
- Tuuuxut - 3£uu5m - Bszuxt - 6Txuuzu:13t - 3Tuuuxuxt - 37—uuazxuxt - 37—xuzxt - BTuuxux:cta

(3.6)
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que foi desenvolvido em detalhe no Apéndice A. Usando essas equacoes reescrevemos a

eq.(3.5), obtemos

G = et + (Gu — T)ur = Suttatly = Tut + D36 — ua D€ — DT = Butge DIE — Bugy Dy
- 3u:m:xDx£ - 3u:vxtD:vT + m(bxumil + m(¢u - ém)umiluz

m—1 m—1, 2

— mru™ tuy — méu™ Mt — mr ™ tuguy + m(m — 1) ou™ 2, = 0.

Agora escreveremos as derivadas totais na forma explicita (que também pode ser visto no

Apéndice A) e substituiremos u; por —u., —mu™"!, obtendo

(bt - gtux + (Tt - ¢u)uxxx + m(Tt - ¢u)um71uac + guumu:mm + méuumilux - Tuu;zm;x

- 2m7—uum_1uzua¢wm - m27—uu2m_2ui« + ¢x:rx + 3¢xwuua¢ + 3¢uumui + 2¢ua:um3: + 2¢uuua¢uxm

2 3 2 m—1
+ (3Tuux + Tuu)ug;uxxx + QTuxux:cuxxx + 27—uuuxuxxu:(;xx + Tuuu Uy Uz e + Tulggq +MTrraU Uy

1,2 1,3 1 1.2
+ M(3Tazuy + Tuz)U™ ™ uZ + M(3Tuuz + Tuw) U™ U, 4 2M Ty U™ Uy + 2M Ty 0™ UG Uy

m—1, 4 m

—1 2 2

2
- Sszu:rt - 6Tuxuzuazt - STuuuxuxt - 37—uux:puxt - 35:3“3621 - 3£uuxua:xz - BTxuxzt
—1 -1 —1 2 2m—2
— 3Ty Ugzgs + MPu™ " + m(y — E)u™ Uy + MU Uy + MU Uy,

—m&u™ 2 — mr ™ g+ mim — D) éu™ 2u, =0 (3.7)

:1;_

Nosso objetivo agora ¢é agrupar todos os termos com derivadas de u em relagao a x e t,
suas poténcias e produtos de derivadas e em seguida igualaremos seus coeficientes a zero,

obtendo as equagoes definidoras. Vejamos um a um:

(a) Vamos considerar inicialmente a equacao formada pelos coeficientes das poténcias
u® = 1, ou seja, os coeficientes que nao sao multiplicados por poténcias de derivadas

de u
Gr + mu" " by + Gray = 0. (3.8)

(b) Os coeficientes de Uz Uyt Uy € Uplyyy indicam que 7, = 0 e 7, = 0 ndo é fungao

nem de z e nem de u, logo 7 = 7(t);
(c) O coeficiente de u2, ¢ £, = 0, o que significa que & = &(z, t);

(d) Com essas consideragoes sobre 7 e £ podemos ver que o coeficiente de ., resulta

na equacao 7 = 3&;, que pode ser integrada tal que
1
E(x,t) = th(t)x + a(t). (3.9)

(e) Os coeficientes de gy, e ui sao, respectivamente, ¢, = 0 € @yuu = 0;
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(f) Tendo em vista a expressao que foi obtida para &(x,t), o coeficiente de u,, resulta
na equacao ¢, = %fm = 0. Integrando duas vezes, temos ¢(t,u) = S(t)u + ().
Usando esses resultado na eq.(3.5) vemos facilmente que § e v sdo constantes. Logo,
a expressao para ¢ sera

o(u) = au+b. (3.10)

Visto que & = &(z,t), ¢ = ¢(u) e T = 7(t), o coeficiente de u, torna-se na equagao
—& A+ m(r — Eu™ T +m(m — Du™ %¢ = 0.

Usando as eq.(3.9) e (3.10), obtemos
1

— Tl — a(t) +m <§Tt + (m — 1)@) u™ +m(m — 1)bu"™? =0,
que resulta

—ay(t) +m (th + (m — 1)@) u™t +m(m — 1)bu™ 2 = 0. (3.11)
Como o coeficiente de x é zero, temos

=0 = 7(t)=ct+d, (3.12)

onde ¢ e d sdo constantes.

Com isso, o gerador infinitesimal terd os coeficientes

1 0 0 0
v = <30m + a(t)) Ep + (ct + d)a + (au + b)% (3.13)

Os valores das constantes e a expressao para «a no gerador dependem dos valores de m.

Vejamos para alguns casos usando a eq.(3.11).

Caso 1. Para m = 0: os coeficientes das poténcias de u tornam-se todos nulos, incluindo
ay = 0, de modo que o« = cte. = ay. Logo,

1 s, 0 0
v = (30x~|—a1> %%—(ct%—d)&%—(aujtb)%. (3.14)

Caso 2. Para m = 1: a eq.(3.11) produzird duas equagoes: 7o =0 e ay = 0, que integradas

resultam em constantes a« = a; e T = ay = d. O gerador serd, portanto,

0 0 0

Caso 3. Para m = 2: temos
2
Oét(t) =2b e §C+CL:0,

onde 1, = c. Assim, a(t) = 2bt + a1, onde a3 € constante, e a = —2¢/3. Logo,

1 0 0 2 0
v = <3cx+2bt—|—a1> %+(Ct+d)§+ <—3cu—|—b) e (3.16)
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Caso 4. Para m#1,2: da eq.(3.11), obtemos

2
ay =0, th+(m—1)a:0, b=0=0,

de onde obtemos a = a; e a = —2¢/[3(m — 1)], onde usamos 7, = c¢. Logo,
1 0 0 2c 0
= (= Lottt d) - — 3.17
v (3cx+a1) 8w+(c * )825 3(m—1)u8u (8:17)

Vimos como obter os geradores infinitesimais para os casos em que m =0,1,2 e m
qualquer. Contudo, ndo vimos como usar esses geradores para obtermos as solugoes das
equagoes. Vejamos para o caso geral, isto é, para m qualquer, em que o gerador é dado
pela eq.(3.13). Podemos escrever esse gerador de forma mais simples fazendo a seguinte
escolha de suas constantes: a; = as = 0 e ag = 3. Assim, o gerador que utilizaremos sera

v = x(;i + Staat — m2_1u(;1 (3.18)
Aplicando o gerador a essa equacao podemos ver que, de fato, ela satisfaz a condicao de

invaridncia infinitesimal. Agora escrevemos o sistema caracteristico

d dt 1 d
R ey
x 3t 2 U
O primeiro invariante é dado pela primeira equacao do sistema
de  dt
—=—= = t) = at™ /3.
To8 s wh)=a
O préximo invariante é dado por
dt 1 du 2
—=—-——m-1)— = = ut” d = —
=G = Q= onde 5=t

onde z e t em u estdo relacionados por (. Podemos reescrever a eq.(3.2) usando u = t~7v

e derivamos v em relacao a (. Assim:
—y=1/3, —y=1,m —y—1 1 /
Uy =1 vV, Uggr =1 v y Ut = t YU = gCU )

onde usamos ¢, = t~/3 e (, = —t*/32/3. Com isso, a eq.(3.2) serd reduzida & seguinte
EDO )
"+ mu™ ' — ggv' —yv = 0. (3.19)

Essa é a equacao que serd reduzida da eq.(3.2) através do gerador de simetria dado por
(3.18).

Observagao 1. Vejamos, em particular, que para o caso de m = 3, a eq.(3.19) serd

1 1
my3020 — Zy — o =0
v+ 3vTv BCU 3v ,

poLS 7y = 1/3. Essa equacao se reduz a uma equacao Painlevé tipo-11, visto que
d " d 3 1 d " 3 1
— —° — —— =0 = + v - = +06=0
CU CU 3 C(Cv) v v 3(@1}) ,

onde 0 é constante de integragdo.
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Veja que nos quatro casos que vimos para m = 0,1,2 e m=#1,2 é possivel escolher

constantes tais que tenhamos um gerador da forma

V—ag—ng
~Mox T o

Usando esse campo vetorial vamos procurar pelo invariante para obtermos uma equacao
mais simples de se resolvida. Do sistema caracteristico, obtemos
de  dt
w k

onde fizemos a; = w e d = k. Portanto a solucao sera uma funcgao

= ((z,t) = kx — wt, (3.20)

u(z,t) = f(¢) = f(kx —wi).
Para substituirmos essa solugao na eq.(3.1) vemos que

du  9foC oum  afmac

a—afca——wfc‘a %:W%—k(fm)cy

83un_a3fn aC 3_ N

Sendo assim, como n = 1, a equacao é escrita como
~wfe +E(f™) + K feee = 0. (3.21)
Integrando essa equagao, temos
—f + K fe + k™= A
onde A é constante de integragao. Multiplicamos a equagao por f e integramos, resultando

w
f= gl A~ oyl ™+ B

2
(m+1)
onde B é constante. Integrando novamente temos a expressao

/ = -
AT+ &I~ G " 4

(+C, (3.22)

onde C' é constante. A maior parte das solugoes dessa equacao sao dadas na forma de

funcgoes elipticas.

3.2 Caso geral: Equacao KdV completamente nao-linear
Agora aplicaremos o método de simetria diretamente a eq.(3.1), para n#1, [19]

O campo vetorial e sua prolongagao sao iguais ao do caso n = 1, dados pelas eq.(3.3) e

(3.4). Usando o critério de invariancia, onde

pr® [+ (W™)y + ()aa] = 0 sempre que w4+ (W), + (0 )ewe =0, (3.23)



Capitulo 3. FEquag¢io KAV com dispersao ndo-linear 45

e escrevendo a eq.(3.1) na forma
ug +mu™ tu, +n(n — 1) (n — 2)u" U + 3n(n — DU 2uptpe + nU" Mg, = 0, (3.24)

temos a equacao

' +n(n—1)(n—2)(n—3)ou" *u+3n(n—1)(n—2)¢"u" u+3n(n—1)(n—2)pu™ *uytize+
+3n(n — 1)¢"u" 2ty + 3n(n — )™ u™ 2uy +n(n — 1)ou" *Upee + ne™u™ 14
+m(m — 1)ou™ *u, + me"u" ' =0

Substituindo as expressoes para ¢, ¢*, ¢** e ¢***, obtidas na secdo anterior, e escrevendo

up = —(u"™); — (U") 2z, dada pela eq.(3.24), obtemos a equagao:

bot (Br™ = Bo,um — €Yy + (B&u™ ™ — Br,08™ ) 4 (Ar™™ — Apu™ Yty
—l—(ABCTtu”_3—ABC¢uu”_3)u2+(ABC&UU"_?’—2ABCE7‘uum+"_4)u4+[—(ABC)zTuuzn_ﬁ}ug
+ [-6(AB)?C1, " Plutug, + (AT )2, + (BABTu" "% — 3AB¢u" ) upty,
+ (BABEU"? — 6ABET, 0™ " ) uluy, + (ALu" ! — 2AET, U™ ) Uyt gy
+ [=9(AB)* 1, u® ) (Uptine)?* + (242 BOT 0" U3 U
(=6 A2 BT, u*™ ) Up gy Upee +ABC D™ *u +3ABC U™ uptiye+ ABOU" 2ty + EFu™ 2u,
+3ABC o u"*u2+3ABC o u"*ud —3ABCEu™*ud —3ABCE v Put+3(ABC)* ru®%u?
+9(AB)*Cryu®" 3um—|—3AQBCTw n—d 2umx+3ABCETx mtn—4 3+3(ABC’) 2"_6u2
+3(AB)?Cru® Putuy, + 3A? BOT 0" Uy + SABCET,u™ "t 4+ 3AB G u" 2ty
+ 3AB U Uyl — SABE U P Uptyy — SABEU U Uy + 3(AB)*CTu® P ul g,
+9(AB)? 1 u® fugu? 3 A% BT, P Upplpre +3AB ET,u™ " P Uyt +3(AB) Crou® Putuy,
+ 9(AB)*1,u®™ H(Uptipe ) + 3A% BT, 3 Uplyptpee + SABET U™ Uty + Egpu™ !
+ E¢pu™ tu, — BEu™ tu, — BEU™ 2 + ABCET,u™ 0 + 3ABET,u™ ™ Pty
+ AET U™ " Uy + B0 ?u, + ABCET,u™ ™t + 3ABET,u™ " 0 Uy,
—I—AETuum+"_2u$uzxx+E27uu2m_2ui+—|—[9(AB)27'uu2"_4](uggum) +(3A2BT, %" U UgpUgae
+ 3AB¢u" 2y + (6ABGpu"? — 3ABEu™? + 3ABET,u™ " U2 4 (3AB¢u" 2
—6ABE " 2 H6ABET u™ 4 [—3ABEu" 43 ABE T, u™ " 34 3(AB) Oy 0 Ul
+ [6(AB)*Crpu® ®Jul + [3(AB)?O1yu® °ub 4+ (3AB¢u™ 2 — 6ABE U™ ) Uyl
+ [-9ABE U2 + 9(AB)* 1ppu® ™ + BABET, U™ gy + [—6ABT U Ul Uy,
+ (3A3B2O700t® *Ugpe + [18(AB)* Toutt® Ul tipe + (6A2BTouu® )t tlyes
+ [9(AB)* 1 u* ™ + 3(AB)?Cru® P|ubtt e + (3A2 BTy t®™ )l Uy
+ APzttt + (BAGautt™ !+ Apupt™ ! — Alprptu™ Nty + (2A0uu" Tt — BAE ™ gy
+ (Agyu" ™ = BAELU" Ny + (BAGuut" ™ + Ayt = BAE " — ALpu" Tl
4 (Auuutt™ " — BAE o™t — Al ™ U3 4 (— Al yuuut™ Hut 4+ (—3AE U P

rx
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+(2A¢ " =8 ALt ) Ug iy + (=5 A ) U U+ (—AAE U Uy + (A2 T 0" )2,
4 (—=3ATeu™ Nty + (—6ATu™ Ntgtyy + (—3AT U™ D uluy + (—3AT U ) Ugptiy
4 (=3ATU" N gyy + (—3AT U Ugtipey + (A2 BOTyput® ™ + 3AET pu™ ™2
+ ABTu™ "2 4 (3A2BTopt® ™ 4+ 2AET 0™ Uty + (3A2 BCOTpu® ™
+ AET 0 u™ "2 + A2BOT ™ Ml 4 (9A% Brypu® 3 + 2AE T u™ "2
+ 3A? BT tt® )l gy + (AP Trnet®™ ) Ugee + (ABTopett™ T )y + (3A T 0 u 2
+ABT U™ TR AR P D U+ (BAE T g™ T2 AET T )24 (3A2 BOT e u® !
+ A2BOT,u* )b 4+ (9A? BTyeu® 2 + 2A* BCTu* ™ + 3A% By ut® ) uduy,
+ (BA Tyt 2 + AT ™" ) U U + (647 BT ?) (Upiny ) + (642 BTypu® ) u,u?,
+ (24270 B U Uz + (247 BOTu®™ ™ 4+ 3A% BT ™™ )ttty + (A2 BOTut®™ ) ul
+ (2427”2 + 3A2 BT, ™" ) Uptpptipen + (ATt 2 + A2BOT 0" Nty = 0,
(3.25)
que é obtida em mais detalhes no Apéndice B. Devemos agora agrupar os coeficientes
das poténcias das derivadas de u e iguala-las a zero. Isso esta feito em mais detalhes no
Apéndice B, mas aqui destacaremos apenas os coeficientes que terao maior relevancia para
o desenvolvimento adiante. Esse procedimento nos ajudara a encontrar as expressoes para

os coeficientes &, 7 e ¢ do campo vetorial.

Os coeficientes de Uy, € UpUypr
Uppt © —SATU" T =0 e  wpgy: —3AT, U =0,

mostram que 7, = 0 e 7, = 0, indicando que 7 é uma funcdo apenas de t, 7 = 7(¢). Usando

esses resultados, vemos que a equacao formada pelos coeficientes de ..,
At + ABpu™? — 3A& U =0

tornar-se
(1 — 3§x)un_1 + (n— l)gbun_2 =0,

pois B = n — 1. Nessa equacdo, os coeficientes de u"~ ! e "2 devem ser nulos, e como
estamos considerando os casos em que n#1 esses coeficientes sdo nulos quando ¢ =0 e

7 = 3&,. O coeficiente de u?, é £, = 0, assim ¢ = £(z,t). Integrando de 7;, temos
=3 = &n,t)= ;Ttm + a(t). (3.26)
A equacao formada pelos coeficientes de u,,
Eru™ ' — ¢ — BEu™ ! — Afppu™ ' =0,

torna-se
m(r — EJu" T =& =0, (3.27)
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onde &,,, = 0, devido a expressdao obtida para £(z,t). Como os coeficientes de u™! e

u® = 1 devem ser nulos, temos que

Tt :Zéi € £t::O.

Logo essas equacoes sao satisfeitas quando £ e 7 sao constantes. Sendo £ =a; e 7 = asy, e

sendo ¢ = 0, o campo vetorial tem a forma

0 0
v=a +a 3.28
Yor T ot (3.28)
Com isso, o sistema caracteristico
dr  dt
w  k’

onde fizemos a; = w e as = k, produz a fungao invariante ((z,t) = kx — wt, de modo que

as solugoes da eq.(3.25) sdo fungoes
u(z,t) = f(ke — wt), (3.29)

onde f = f(z,t) através de ((x,t) = kx — wt.

Agora, vamos usar essa funcao invariante e reescrever a equacao inicial. Para isso,

veja que
du  OfC um  afmac Pur Pfr (o,
E—afca— wfe, %_TC%_I{;U )47 o3 ac \ oz = k°(f )CCC'
Sendo assim, a equagao ¢é escrita como

—wfe + k(M) + K (f")eec = 0. (3.30)

Integrando, obtemos
_ w 1.
("=l + M= A

onde A é constante de integragao. Vamos multiplicar a equagdo por f™~!f; e integrarmos

2w 2A
n—1p\2 n+1 min _ o gn B 3.31
onde B é constante. Podemos integra-la novamente, obtendo
nfld
/ - f — =(+C, (3.32)
Vamiw " — e [+ B+ B

onde C' é constante de integragio. Para diferentes valores de m e n podemos obter vérias

integrais.

Vejamos caso em que m = n = 2, extensamente estudado por Rosenau e Hyman [8].

Para esses valores de m e n a eq.(3.31) sera

o W 2 A B
f¢ 3k3 4k2f 2 f2' (3.33)
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Antes de integrarmos vamos considerar as constantes A = B = 0. Usando a eq.(3.32) e

considerando 5 = 4w/3k, temos

df
2k | ——— = C.
| = =<+
Integrando o primeiro membro, temos
2karcsin (W) =(+C = f(Q)= g (1 + sin (%}{?)) . (3.34)

Para o caso em que a constante C' = k7, a expressao para a solucao serd [19]

10 =4 (1res ()

na qual podemos usar a identidade trigonométrica cos?6 = (1+ cos 260)/2, de onde obtemos

a solucao

() = F(C) = ‘;‘l:co& (W) (3.35)

pois 8 = 4w/3k e ( = kx — wt. Sabemos que o cosseno é uma funcao periddica. Contudo,
veja que quando Kz — wt = £2km, para k =0, 1,2, ..., a solu¢ao u(z,t) = 0 deixa de ser
unica: qualquer periodo entre [—2m, 27|, para k = 1, entre [—47, 47|, para k = 2, etc.,
torna-se uma entidade isolada [20]. Portanto, podemos remover todos estes outros periodos
e ficar com apenas um, tal que este tenha a propriedade de ser nao-nulo quando kx — wt

assume valores no intervalo [—2kw, 2k7] e é nulo fora dele

W eos? | L(kr —wt)|  se |kx — wt|<2km,
u(x,t) = {3 L“f( )} | I< (3.36)
0 se |kx — wt|>2kn

Solugoes desse tipo sao chamadas compactons, por terem suporte compacto [8]. Os compac-
tons sao um caso particular de onda viajante e que tém algumas propriedades semelhantes

as dos solitons [20].
Em suma, essas solugoes possuem as seguintes caracteristicas:

(a) tém suporte compacto, ou seja, é ndo nula num intervalo finito do seu dominio de

defini¢ao e nula fora desse intervalo [21];
(b) a velocidade do compacton depende da sua amplitude (altura);

(¢) o comprimento (extensdo) da onda compacton independe da amplitude da onda (e,
consequentemente, da velocidade), diferentemente dos sélitons, que quanto maior a

amplitude, menos é o comprimento;

(d) assim como os sélitons, os compactons interagem entre si e apds a interagao preservam

forma e velocidade iniciais;
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(e) no caso do séliton da KdV, dado pela eq.(1.14) a solugdo é proporcional a uma
secante hiperbdlica (ao quadrado) e que, por sua vez, é uma fungao de exponenciais.
Sendo assim, para o argumento £ = x — ct—00 vemos que o soliton tem “caudas” que
se estendem, prolongam, até o infinito. No caso dos compactons isso nao acontece
porque, independente dos valores que o argumento kx — wt assumir, a solugao sé
serd nao nula dentro de um intervalo finito, nao se estendendo até o infinito. Devido
a isso essas solucoes por vezes sao chamadas de “sélitons com comprimento de onda
finito” [8].

Ainda para o caso K(2,2) foram obtidas quatros leis de conservacao [8], cujas

quantidades conservadas sao
Ty=u, Ty=u® Ty3=Ty=ucosz+p,
onde B é =0 para T3 e f = —7m/2 para T}. Os fluxos sdo, respectivamente
X =+ (U, Xo= 2u4+6u3um, X3 = X, = sin(z + B)(u?), +cos(z + ) (4) 4z

Posteriormente mostrou-se [11] que essas sao realmente as tnicas quantidades conservadas
da equagao K(2,2).

Contudo, nao é para quaisquer valores de m e n que as solugoes serao compactons.
Vejamos o caso em que m =2 e n =3 [19]. Usando a eq.(3.32) para A = B = 0 e fazendo
B = bw/4k, temos

df
— L _—(+cC
| =5 =c+c
que integrando, temos - .
=~ 3CHor (3.37)

Para o caso m = 3 e n = 2, fazendo § = 5w/3k, a eq.(3.32) serd

BV | —¢+C,

R
VBf = F

cuja solucao é uma funcao eliptica. Por fim, para o caso m = n = 3, temos

df B
| =g =c+¢

onde 8 = 3w/2k. Integrando, temos

f(¢) = \/gsin(g +O). (3.38)
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Conclusao

Vimos que a equacao KdV, que descreve um grande nimero de fenémenos que se
encontram em diversos campos da Fisica, variando desde a mecanica dos fluidos até a
fisica de particulas, pode ter termos modificados tal que possa descrever um niimero maior
de fendmenos. Das varias versoes dessa equacao, escolhemos trabalhar com as equagoes
K(m,n) com dispersao nao-linear, das quais, para alguns valores de m e n pudemos obter
um novo tipo de solugoes tipo ondas solitarias, chamadas compactons. Essas solu¢oes sao
semelhantes aos solitons da KdV, principalmente no que diz respeito a forma com a qual
interagem entre si, emergindo com mesmas forma e velocidade apés a interagao. Contudo,

possuem caracteristicas diferentes das dos soélitons, como o fato de terem extensao finita.

O contetido discutido nesta dissertacdo de mestrado estd em fase inicial, que ainda
esta em desenvolvimento e que apenas alguns conceitos introdutérios foram estudados.
Temos o objetivo de dar continuidade ao estudo, buscando entender propriedades mais
profundas sobre as EDPs nao-lineares tipo K (m,n) que apresentam solugdes com suporte

compacto em paralelo com teoria soliton.
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APENDICE A - Calculos adicionais para a equacao de calor

No caso da equagao de calor (2.60), precisamos calcular os coeficientes ¢ e ¢** da
prolongacao. Contudo, alguns resultados que obtivermos serao validos nao sb para ¢, mas
também para £ e 7, visto que &, 7 e ¢ fungoes de x, t e u. Por exemplo,

D¢ D¢ Dt
Dt “Dt "Dt
Usando a expressao das derivadas totais para ¢, vemos que

D¢y 0o 0 99 99
Dt~ ot Mgy Ty, Tlug, T (A2)

¢ (A1)

e isso resulta

D¢

Uma expressao semelhante é obtida para DE/Dt e Dt/Dt, bastando substituir ¢ por £ e
T, respectivamente:
D¢ Dt

Dt =&+ Wy, Di =T+ WTy. (A.4)

Usando esses resultados, a expressao para ¢ serd
P = ¢p — &g + (Gu — T)us — Euizuy — (ur)° Ty (A.5)

Da mesma forma, obtemos

:%_ D¢ Dt

M e — — Up—, A6
¢ Dx “ Dx e Dx (A.6)
onde De D D
.
D:}j gac + u:céuv DCL‘ Tx + Uz Ty, Dl’ ¢1’ + uw¢u ( 7)
com as derivadas totais de = dadas por
D¢ 9¢ 9¢ d¢ O¢
Do _90 %% 40,20 1,20 A8
Dx 8x+u 8u+u 8ux+ut(9ut+ (A8)
Logo, usando essas equagbdes, vemos que
be = (bz + ux¢u - ux(ém + u:pfu) - ut(Tz + uxTu);
ou, numa expressao semelhante a (5),
be = (b:r — TpUt + ((bu - £m)uw — TyUtUy — (uz>2£u (Ag)

Para ¢™*, temos

_Der_ De D ., D (Do_ Dt Dr D¢ Dr
T Dz Dy "Dy “ Dz \Dzr “Dz “Dz) "Dy "Dy
(A.10)

¢$Z‘
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de onde obtemos
P = Di(b — uxDig — utDiT — Uy D& — 2uyy DT, (A.11)

onde D, = D/Dz, D? = D?/Dx?. Veja que

_DDé D

D)= ———"" ="
2® Dx Dx Dz

(02 + Uzu) (A.12)

onde usamos as eq.(7) e (8), resultando na expressao

D¢ = Guo + Usou + Ua(Pua + Ushun) + Pullas. (A.13)

Da mesma forma obtemos para £ e 7

(A.14)

Assim, teremos
O™ = Ppa U Pru e (Puz T U Pun) F Pultizs —Ue (Exa + Ueou + Ue(§uz + Uabun) + Eullar)
— Uy (Tx:p + Uz Tru + Ug (Tux + uzTuu) + Tuuw:v) - 2“3:36(53: + uxéu) - 2uzt (T:L" + u:pTu)
ou ainda

2
— ToalUt — 2TyugUtly — Ty, — TyUtUgy — 2TpUgpt — 2Ty Ug Uy (A.15)

Para ¢™* usamos o resultado anterior

D¢ D¢ Dr

TXrx
P = — Uggg—— — Ut -
Dz "Dy " Dz

(A.16)

Usando a eq.(12), vemos que

D T
g = D(D2¢ — upyD*€ — uyD*7 — 2uuy D€ — 2ug D7),
x
ou
D T
g :Diqﬁ—uxsz—utDiT—2umchf—2uxtD§T—umD§§—uxtDiT—2ume$§—2umthT,
T

(A.17)

onde Dty = Uy, Doty = Uy, Dpliyy = Ugzy € Dyllyy = Uggy. Com isso, a eq.(18) serd
¢" = D3¢ — uy D2E — uy D37 — 3upe D2E — 3upy DT — 3Uppe Do — 3tpm De7. (AL18)
Utilizando a eq.(14)
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obtemos
(A.19)
A mesma expressio é obtida para D3¢ e D37, bastando substituir £ e 7, respectivamente.

Com isso, encontramos

TXT 2 3 2
2 3 2 4 2 3
- -3 -3 20y — 2 -2 — Sup —
Trrx Ut TrruUzg Ut Tuuxug;ut TuzUgpz Ut TunUgUgpz Ut Tuuuuxut TyuUgpr Ut
2 2 2
— TyugUgUp — Tuuuagut - 3£x:r:umc - 3€xuuxu:m: - 3€uxuxu:c:rf - 3€uuuxua:x - 3£uuxx

2
- 37—mxu:pt - 3Txuuxua:t - ?’Tuzu:puajt - 3Tuu uxuxt - 3Tu UgzUgt— 3§xuxzm - 3€uu:ru:vxm - 3Tx Ugzt— 3Tu Uz Ugzt,
somando alguns termos dessa equagao, temos

— Tozz Ut — 37—:(;:1:uu:(;ut - 37—uuxuiut - QTuxu;m‘ut - QTuuurumcut - Tuuuuiut — Ty Ugzz Ut — Ty Uz Ut

2 2 2
- Tuuuxut - 3§uu5m - Bszu:rt - 6Txuumua:t - STuuug;uxt - 37—uuazxuxt - 3Txuzxt - 3Tuuxuzxta

(A.20)

onde consideramos T,, = Tyz.



o7

APENDICE B - Coeficientes do gerador da equagio K(m,n)

Aplicando a prolongacao a eq., temos

¢+ [n(n—1)(n —2)(n — 3)u"""u2 + 3n(n — 1)(n — 2)u™ Puptize + n(n — Du™ 2u,)ed
+[3n(n—1)(n—2)u" 12 +3n(n—1)u" 2upe+mu™ |¢"+[3n(n—1)u"2u,]¢" +nu" 1 ¢*™* = 0,

(B.1)
que substituindon=A,n—1=B,n—2=C,n—3=D, m=FEem—1=F, temos
¢' + [ABCDu" *u? + 3ABCU™ Puyty, + ABU™ *u,]o
+ [BABCU™u2 + 3ABU" g, + Eu™ Y¢" + [BABU™ ?u,]¢™ + Au™ 1™ = 0.
(B.2)

Agora precisamos escrever explicitamente os termos ¢', ¢%, ** e $***, dados pelas eq.(A.5),
(A.10), (A.17) e (A.24) do Apéndice A. Além disso, sempre que u; aparecer na eq.(B.2)

escreveremos a eq.(3.24)

uy = —n(n — 1)(n —2)u"3u? — 3n(n — D" 2uptie — nu™ "ppe — mu™ tu,, (B.3)

onde fizemos n = A, n — 1 = B,..., assim como na eq.(B.2). Sendo

= (ABO)*u*" SuS+6(AB)2Cu* " ut tpe +9(AB) 2t (Ug iy ) *+2 A2 BCU™ U U0
+2ABC’Eum+” 4 4+6A2Bu2" 3UpUpp U +OABFEU™ ™ 3u2um—i—A2 n=2 izx+2AEum+n U U
(B.4)

+E2 2m— 2U2

x?

a eq.(B.2) serd

¢y + (Eru™ ™! — Epu™ ™" — &)u, + (BEU™ ™ — E*r,u® )}
—|—(ABCTtu”’3—ABC(Z)uu”’S)ui+(ABCfuu”’S—2ABCETuum+"’4)ui+[—(ABC’)QTuuQ”’ﬁ ul

+ (Aru™ ! — Agu" Vugee + (— A2 u® 2)ul,, + (BABTu" " — 3ABG U™ ) Uptiyy

+ (BABEU"? — 6ABET, 0™ " ) iUy, + (ALu™ ! — 2ABT, ™ ) Uyt gy

+ [-6(AB)*Cr,u® |uttigy + [~9(AB)?* 1,0 (Uptipe)* + (=242 BCT, 0" MUl tyey
+(—6A% BT, u* ) upUppUppe + ABC Dou"*u +3ABC ou" 3 uptiye+ ABOU * Uy + EF pu™ u,
+3ABC o u"*u24+3ABC o u™*ud —3ABCE U ud —3ABCE u™ui4+-3(ABC) * rpu® 5’
+9(AB)*Cru®® 3um—|—3AQBCTx an—d 2uxm—|—3ABCETI =43 4 3(ABC) 1 u 0l

+3(AB)?Cru® Uty + 34 BOT, 0" Uty + SABCET,u™ " *ut 4+ 3AB,u"

:m:
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+ 3ABG U P Uplyy — SABEU" 2 Uptyy — SABE U Ul Uy, + 3(AB)*Crou® Ul uy,
+9(AB)* ru®  fupu? A3 A2 BTt Py tipee +3ABET U™ T P Uyt +3(AB) Cru® Uiy,
+ 9(AB)?1,u®" *(Uptigs)* + 3A% BTt P Uplpplipee + SABET U™ " U2 Uy + Egpu™ !
+ Egpuu™  uy — BEU™  uy — EEu™ 0l + ABCET,u™ "l + BABET 0™ " Pty
+ ABT 0™ " Uy + B2 1u®™  ?u, + ABOET,u™ " *ul 4 3ABET,u™ " 312Uy,
+ ABT, U™ P Uy + BP0 R ul 4
+ 3AB¢uu" 2y + (6ABguu" 2 — 3ABEu™? + 3ABET u™ ) u? + (3AB¢,u"?
—6ABEu" P H6ABET ™ )l +[-3ABE yu" 2+ 3ABET u™ T P +3(AB)?* C ™l
+ [6(AB)*Crpuu® U + [3(AB)*Crypt® °Jub + (3AB¢u™ % — 6 ABEu" ) Uptiy,
+ [-9ABE U2 + 9(AB)*1,u®* + 3BABET,u™ " Ul Uy, + [~6ABT U™ MUl Uy,
+ (3A° B2 C700t® 3 Uptigze + [18(AB)* Tp® 2 |ut gy + (6A2 BToutt®™ )t Uype
+ [9(AB)* 1t 4+ 3(AB)?O1,u® P |ut gy + (3A2 BT tt® )l typy
+ [9(AB)*7,u* Y (Ug iy )? + (BA? BT, tt™™ ) Ug U U
+ ABpaatt" Tt + (BAGpe ™+ Adupt ! — Alpret™ Nty + (240 u" Tt — 3AE " gy
+ (A u" ™ = BALU" agr + (BAPuuatt" ' + Aduut™ ! — 3AE " — AL}
+ (APuut™ "t — 3AE ottt — ALu™ ud 4 (— Ayttt + (—3A& U2,
+ (240 u™ ! — 8AL LU N Ugtyr + (—5AE ) U ULy + (—4AE U Uy U gy
+ (=3 AT " gy + (—6AT U™ gty + (=3 AT U™ Uty + (—3AT U™ ) U Uy
+ (=3ATU" N Ugar + (—3ATU" ) Up U
+(A2BOTputt® 3 AETt™ " 2+ AB Tt 2 U3+ (3A2 BT t™ 2 2 A BT 0t 2 Uy g
(A To00 ™ e H(AET1put™ ™y +(3A2 BO T 0 4+ AE T ™ 24+ A2 BOTu®™ ) uf
+ (9A2BTypqu® 3 + 2AET,u™ "2 4 3A? BTt )ty
+(3A% ™ 2 ABET U™ TR AP TP ) Ul + (BAE T ™ TR AET pu™ T U2
+(3A42 BCTpu® *+ A2 BOTu®" ™ U +(9A% BTy u® 3 +2A? BO T u™ 43 A% B ™ ub uy,
+ (3A2 7,0t 2 + AP P D U U + (647 BT tt™™ ) (U Uy )
+(6A% BT, t* ) ugu? 4 (2A% 70t Ugpligpe + (2A2 BOTu*" ™ * +3 A2 BTy tt® ) Uttty
+ (2427, u*" 2 + 3A2 BT, " upUpptges + (A2 BOTuqu®™ ) ub

x

+ (A2 )2, + (AT %+ A2 BOT 0 Ml e, = 0 (B.5)

rxrxr

Agrupando os coeficientes da poténcias das derivadas de u, temos

Uy . Eru™  —E¢um =&+ EFpu™ + B u™ =B u™  + E2 ™ 2 +3AB ¢ u" 2
+ 3A¢:m:uun71 + A(ﬁuzunil - Agz;m:unil + AET;m:;];Um+n72 = O,
Upe © SABG U2+ 2A¢uu™ " — 3AEu" T =0,
Upge © AT ' = Apu"  H ABou" TP+ ABET U™ T R Ay u T - AP T3 AE T = 0,



APENDICE B. Coeficientes do gerador da equagio K(m,n) 59

ui c BEU™T — B2t 4 3ABC o u" T — B u™ T + B, u™ 2 + 6 AB g u" 2

— 3AB§MU”_2 + 3ABET,u™ "3 4+ 3A¢umu”_1 + Agbuuun_l — 3A§muu"_1 — Aﬁwun_1
+ 3AFET,u™ 2 + AET,,u™ T2 = 0,

ul:  ABCru"? — ABCou" > + ABCDou" * + 3ABC o u" > — 3ABCEu™ >
+3ABCET,u™" 4+ ABCET,u™™ * + 3AB¢u" % — 6ABEu" 2+ 6 ABE T, u™ ™3
+ A¢uuuun_1 - BAguuxun_l - *’élguuun_1 + AQBCTxxxu2n_4 + 3AE7—uuxum+n_2

+ AET,u™ 2 =0,

ui . ABC¢u"—2ABCET,u™ ™ 1—3ABC¢ w3 +3ABCET,u™ " +3ABCET, u™ 4

— 3ABE U2+ 3ABETu™ " + 3(AB)2Crppu T — Al + 3A2BCOT g u®
+ ABT ™" + A2BCTu” ™t = 0,

ud 3(ABC’)27'IUQ”_6 + 6(AB)2C’Twu2”_5 + 3A?BCT 0" + A2BCT,,u* 4 = 0,

ub — (ABC)?1,u* % 4+ 3(ABC)?*1,u®" % + 3(AB)*Crpu®° + A’BCT vt =0,
u?, —3A U™ =0,
u?, — A% 4 A%l =0,

Upllyy ©  SABTU" 2 — 3AB¢u" " +3ABCou™ > + 3ABpu"* — BABE u™ 2
+3ABET,u™" " + 3ABET,u™ "3 + 3ABp,u" % — 6ABE U2 + 2Adu" !
— 8AL L u" 4+ 3A? BT u 3 + 2AE T, 0T T2 = 0,

Wty 3ABEUYT?—6ABET TP —3ABE W 4 3ABET 0T P 3 ABE T, um 3
— 9ABE U2 + 9(AB)? 1ppu® ™ + BABET, U™ — 5AE,, + 9A? BTy u’"
+ 2AE7,u™ " 4 3A Br, u” T = 0,

uium : 9(AB)207';5U2”_5 + 3(AB)2CT$U2R_5 + 18(AB)27xuu2"_2 + 9A%2Br . u 3
+ 24 BCT,u”" " + 3A*Br,u*" 3 = 0,

Uptlye © —6(AB)?*Cr,u* " +3(AB)*Cr,u* " +3(AB)*Cr,u* ° +9(AB)*C1pu®"*
+ 3(AB)?*Cr,u*° + 2A? BCTu*™™* + 3A? Bryuu® ™ = 0,

ugut, . 9(AB)*Tu*t + 6A2Br,ut T =0,

(Upti)? = 9(AB)? 7,02~ + 9(AB)?r,u®* + 9(AB)*r,u®~* 4 6A%Br,,u®"~® = 0,
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Upllgyy @ A&u" ' — 2AET, 0™ % + AET ™2 4+ 343 B2 Crppu® ™3 — 4AEu" !
+ 3A%7, " + BAET T2 AP u T =0,

uiumx : 3A2BCT,u* 4 4+ 6 A2 Bryu® 2 + 3A%7,,,u* 2 + A’ uP % = 0,

Uyey © —2A°BOT " +3A2BCT, 0" 43 A Bryu® 4+ AT 2+ A2 BCT,u** = 0,
Ugollgzs © BA’Bru® ™% + 2A4%7,,u” % = 0,
Uplyp Uz = —6A?Br,u®" P +3A4° Br,u? 43 A%, 0"+ 241, u”" ?+3A’ Br,u* % = 0,
Wiy : —GABTu" 2 —3AT " = 0, gt —3ATu" ' =0,  ugug: —6Amu"t =0,
Upallgr © — 3ATU" T =0, Upwy:  —3ATU"N =0, Uglgm :  — 3AT U = 0.

A equacao dada pelos coeficientes de u° é
¢r + Edpou™ ' + Apypru ™t = 0. (B.6)

Agora usaremos essas equagoes para obtermos as expressoes de &, 7 e ¢. Os coeficientes de
Ugpt € Ugplyyy Mostram que 7, = 0 e 7, = 0, indicando que 7 é uma funcao apenas de t,

7 = 7(t). Usando esses resultados, vemos que a equacao formada pelos coeficientes de .y,
Aru™ ™ + ABpu"? — 3AE T =0

tornar-se
(7 — 3&)u" 1 + (n — 1)gu™ 2 =0,

e 4”2 devem ser nulos, e como

pois B = n — 1. Nessa equacao, os coeficientes de u"~
estamos considerando os casos em que n#1 esses coeficientes sdo nulos quando ¢ = 0 e

7y = 3&,. O coeficiente de u?, é £, = 0, assim £ = £(z,t). Integrando de 73, temos
n =36 = f@t) = ;Tt:c +alt). (B.7)
A equacao formada pelos coeficientes de u,,
Eru™ !t —¢& — BEu™ !t — Afpu ! =0,

torna-se
m(Tt — fx)umil & =0, (B-S)

onde &,,, = 0, devido & expressdao obtida para (z,t). Como os coeficientes de u™ ! e

u® = 1 devem ser nulos, temos que

thfx (§] ft:()

Logo essas equagoes sao satisfeitas quando £ e 7 sdo constantes. Sendo £ = a; e 7 = as, €

sendo ¢ = 0, o campo vetorial tem a forma

0 0
V:ala—i—aga. (B.9)
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