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“A inteligência também me diz, à sua maneira particular, que este mundo é absurdo.Seu
contrário, que é a razão cega, prefere pretender que tudo está claro; eu esperava provas

e desejava que ela tivesse razão. Mas, apesar de tantos séculos pretensiosos e acima de tantos
homens eloquentes e persuasivos, sei que isto é falso. Nesse plano, pelo menos, não há

felicidade se eu não puder saber. Essa razão universal, prática ou moral, esse determinismo
essas categorias que explicam tudo fazem o homem honesto dar risada. Não têm nada

a ver com o espírito. Negam sua verdade profunda, que é a de estar acorrentado.”
(Albert Camus, O mito de Sísifo)



Resumo

Equações Rosenau-Hyman, ou K(m,n), são uma versão generalizada da equação Korteweg-
de Vries (KdV) em que o termo dispersivo é não-linear. Essas equações diferencias não-
lineares nem sempre possuem um método específico pelo qual podem ser resolvidas, além
de que as soluções nem sempre são analíticas. O método de simetria de Lie foi aplicado
para buscar por soluções dessas equações. Esse método consiste em encontrar o grupo de
simetria mais geral da equação, por meio do qual a solução pode ser encontrada. Obteve-se
uma expressão para a solução e alguns casos particulares. Foi mostrado que para K(2, 2)
um novo tipo de solução, chamada compacton, com propriedades peculiares é encontrado.

Palavras-chaves: Equação diferencial parcial não-linear. Simetria de Lie. Compactons.



Abstract

The Rosenau-Hyman, or K(m,n), equations are a generalized version of the Korteweg-de
Vries (KdV) equation where the dipersive term is non-linear. Such partial differential
equations not always have a specific method by which can be solved, besides the solutions
are not always analytical. The Lie symmetry method was applied to look for solutions of
these equations. This method consists in finding the most general symmetry group of the
equation, wherewith the solution can be found. It was found an expression to the solution
and to some particular cases. It was shown that in the case K(2, 2) a new kind of solution,
called compacton, with peculiar properties is found.

Key-words: Non-linear partial differential equation. Lie symmetry. Compactons.
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Introdução

Um dos primeiros fenômenos que aprendemos quando começamos a estudar Física
é o movimento harmônico simples. O exemplo mais comum é o de um sistema massa-mola,
em que um corpo de massa m encontra-se inicialmente parado em uma posição x0 = 0,
chamado ponto de equilíbrio, ligado a uma parede por meio de uma mola de constante
elástica k. Se fizermos essa massa sofrer um deslocamento x de sua posição inicial uma
força restauradora ~F tende a fazê-la retornar ao seu ponto de equilíbrio, de modo que a
massa descreve um movimento oscilatório em torno desse ponto. Usando a segunda lei de
Newton, a equação de movimento será

F (x) = −kx ⇒ m
d2x

dt2
+ kx = 0, (1)

onde t é o tempo e x = x(t). Essa equação de evolução é uma equação diferencial ordinária
(EDO) linear , pois nela não existem potências ou produtos de derivadas de x [1].

Contudo, logo aprendemos que essa não é toda a verdade, e para que essa equação
corresponda a uma descrição mais realística do fenômeno surge a primeira limitação: é
preciso que o deslocamento da posição de equilíbrio, x, seja pequeno, pois de outra forma a
equação de movimento não será a eq.(1). Para entendermos com mais clareza vejamos que,
se escrevermos a expressão da força como uma expansão em série de Taylor, temos [2]

F (x) = F0 + x

(
dF

dx

)
x=0

+ x2

2!

(
d2F

dx2

)
x=0

+ x3

3!

(
d3F

dx3

)
x=0

+ ..., (2)

onde F0 é o valor de F em x = 0. Por comparação com a eq.(1) vemos que k corresponde
a dF/dx em x = 0 e que os outros termos da eq.(2) são nulos, já que x é pequeno. Se a
distensão da mola for grande os termos de ordem superior passam a ser relevantes e a
equação de movimento será não-linear , pois irá conter potências da variável dependente
x(t).

Fenômenos não-lineares estão em toda a Natureza: numa onda que se quebra na
praia, no desabrochar de uma flor, num terremoto, nas mudanças climáticas, etc. Esses
fenômenos são descritos por equações diferenciais parciais (EDP) não-lineares que nem
sempre são fáceis de serem resolvidas [3], principalmente quando se almeja encontrar
soluções bem-comportadas. Contudo, algumas dessas equações têm soluções analíticas e
estáveis chamadas sólitons.

Sólitons pertencem a uma classe de soluções chamadas ondas solitárias que se
propagam mantendo perfil e velocidade constante e que são soluções de algumas equações
diferenciais não-lineares. Os sólitons são especiais porque preservam essas propriedades
mesmo após interagirem com outros sólitons [4–6]. Veremos esses conceitos em mais
detalhes no próximo capítulo.
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Algumas das equações diferenciais mais conhecidas que possuem soluções tipo-
sóliton são: a equação sine-Gordon

φxx − φtt − sinφ = 0,

a equação não-linear de Schrödinger (NLS, na sigla em inglês),

iut + uxx + u|u|2 = 0,

e a equação de Korteweg-de Vries (KdV),

ut − 6uux + uxxx = 0.

Nas equações acima φ e u são ambas funções de duas variáveis x e t e os índices subscritos
indicam derivadas parciais com relação às variáveis independentes. A primeira equação
é utilizada, por exemplo, para descrever teorias de partículas elementares e propagação
de fluxo magnético em linhas de transmissão supercondutoras [6]. A segunda descreve a
propagação de um pulso de calor em um sólido, ondas de Langmuir em plasmas, e está
relacionada à equação de supercondutividade de Ginzburg-Landau [6]. A última descreve
propagação de ondas em águas rasas, redes anarmônicas e ondas longitudinais dispersivas
em hastes elásticas [6].

A equação KdV está presente na descrição de inúmeros fenômenos da mecânica dos
fluidos, física de partículas, física de plasmas, entre outros. Com isso, algumas alterações
foram realizadas em sua estrutura para que ela abrangesse cada vez mais fenômenos [7].
Uma dessas alterações foi proposta pelos físicos Philip Rosenau e James Hyman [8], dada
por:

ut + (um)x + (un)xxx = 0,

que são equações KdV em que o termo dispersivo é não-linear. Essas equações são por
vezes chamadas de Rosenau-Hyman ou K(m,n) em referência aos expoentes de u(x, t).
Essas equações têm como objetivo estudar a influência de uma dispersão não-linear na
formação de objetos com extensão finita, como gotas de água e bolhas de sabão [8, 9]. As
soluções para alguns valores de m e n das equações K(m,n) são chamadas de compactons.
Os compactons são semelhantes aos sólitons no que diz respeito a se propagarem mantendo
forma e velocidade mesmo depois de terem interagido com outros compactons, mas diferem
por terem uma extensão finita - diferentemente dos sólitons, que se estendem até o infinito
(veremos mais detalhadamente no próximo capítulo).

Ao longo deste trabalho, concentraremos nossos estudos a essa classe de equações.
Investigaremos o caso em que a dispersão é linear, encontrando e analisando soluções para
alguns valores de m, e em seguida faremos o mesmo para o caso geral em que a dispersão
é não-linear, onde encontraremos soluções tipo-compactons.
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Os assuntos abordados nesse trabalho estão estruturados da seguinte forma: O
Capítulo 1 tem caráter de revisão, onde faremos um breve estudo do contexto histórico no
qual a equação KdV teve sua origem, em seguida veremos algumas formas de resolvê-la
obtendo soluções tipo-sóliton. Alguns conceitos, como o de onda solitária, são enunciados.

Como as equações K(m,n) consistem de equações diferenciais parciais não-lineares
para as quais não há um método específico de resolução, esse estudo será feito usando o
método de simetria de Lie ou de transformações infinitesimais que será apresentado no
Capítulo 2. Esse método consiste em encontrar transformações das variáveis da equação
de modo a deixá-la invariante, conduzindo-nos a expressões mais simples que nos levem à
solução [10].

O Capítulo 3, por sua vez, contém o objeto principal de estudo deste trabalho.
Faremos uma análise um pouco mais aprofundada para a equação K(2, 2) para a qual
quatro leis de conservação são apresentadas [8], [11].
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1 Equação de Korteweg-de Vries e sólitons

No presente capítulo faremos uma revisão histórica da descoberta das ondas
solitárias e dos sólitons, seguido da explanação sobre suas propriedades. Focaremos no
estudo dos sólitons que são soluções da equação KdV. Em seguida veremos algumas
características desta equação e como obter suas soluções.

1.1 Revisão histórica

A equação de Korteweg-de Vries, ou simplesmente equação KdV, é uma das equações
mais importantes na descrição de alguns fenômenos físicos. Desenvolvida em 1895 por
Korteweg e de Vries, a equação KdV tornou-se uma descrição final de um fenômeno que
fora observado em 1834 pelo engenheiro John Scott Russell, mas que só foi relatado em
sua publicação intitulada Report on waves em 1844 [4]. Nesse artigo, Russell descreve o
fenômeno:

“Eu estava observando o movimento de um barco que rapidamente foi puxado através de
um canal estreito por um par de cavalos, quando o barco parou de repente - mas não a massa de
água no canal que ele colocou em movimento; ela se acumulou em torno da proa da embarcação
em um estado de violenta agitação, então de repente deixando-o para trás, rolou para frente com
grande velocidade, assumindo a forma de uma grande elevação solitária, uma porção de água
arredondada, suave e bem definida, que continuou seu curso ao longo do canal aparentemente
sem mudança de forma ou diminuição da velocidade. Eu a segui montado no cavalo, e alcancei-a
ainda rolando a uma taxa de oito ou nove milhas por hora, preservando sua figura original de
cerca de trinta pés de comprimento e um pé a um pé e maio de altura. Sua altura diminuiu
gradualmente, e depois de uma perseguição de uma ou duas milhas eu a perdi nos meandros do
canal” .

Depois disso, Russell realizou uma série de experimentos com o objetivo de encontrar
uma descrição formal para o fenômeno. Alguns dos seus experimentos consistiam em lançar
pesos em tanques de água gerando ondas que pudessem ter semelhanças com a onda que
observou. Um dos resultados mais importantes que Russell obteve foi a equação

c2 = g(h+ a), (1.1)

onde c é a velocidade de propagação da onda, g é a aceleração da gravidade, h é a altura da
massa de água contida no tanque e a é a amplitude da onda, ou seja, a altura da elevação
de água que se produzia quando os pesos eram lançados no tanque. Essa equação indica
que quanto maior a amplitude (altura) da onda maior era a velocidade (mais rápida) de
propagação, como veremos adiante.
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O trabalho de Russell não foi bem recebido pela comunidade científica, em especial
por dois cientistas de grande renome na época. O famoso astrônomo inglês George B.
Airy tinha desenvolvido uma teoria de propagação de onda em águas rasas, e foi o
primeiro a criticar as conclusões de Russell, argumentando, num trabalho de 1845, que
os resultados da teoria de Russell não estavam de acordo com a sua teoria. Essa teoria
predizia que uma onda com amplitude finita não pode se propagar sem mudar de forma:
ela se inclina e posteriormente se quebra [12]. Depois foi a vez de George Gabriel Stokes,
um dos fundadores da mecânica dos fluidos. Stokes mostrou que ondas de amplitude
finita com perfil permanente são possíveis em águas profundas, mas desde que sejam
periódicas, e não localizadas. Stokes concluiu ainda que uma onda solitária não pode se
propagar num meio não-viscoso. Tal conclusão entrou em contradição com os resultados
preliminares da teoria de Russell. Essa e outras contradições foram resolvidas anos depois
pelo físico francês Joseph Boussinesq e pelo inglês Lord Rayleigh, independentemente. Eles
mostraram que, para uma onda localizada de amplitude finita, o aumento da velocidade
da onda é contrabalançado pelo efeito da dispersão sobre ela, levando a uma onda de perfil
permanente [12].

Os matemáticos Diederik Korteweg e Gustav de Vries aperfeiçoaram os trabalhos
de Rayleigh e Boussinesq, até que em 1895 obtiveram a equação que carrega seus nomes,
a equação KdV, dada por

∂u

∂t
− 6u∂u

∂x
+ ∂3u

∂x3 = 0 (1.2)

que descreve a propagação de ondas como aquelas observadas por Russell. O perfil da
onda é dado por u(x, t), onde x é sua posição no espaço e t é a variável de tempo. Essas
ondas são tipo viajante e são localizadas no espaço, como veremos a seguir.

1.2 Conceitos fundamentais

Ondas com perfil dado por u(x, t) que se propagam com uma velocidade c constante
sem mudar de forma e cuja dependência de x e t se dá através da relação ξ = x− ct são
chamadas de ondas viajantes. Quando, além disso, ela é localizada, isto é, não nula numa
região finita do espaço e que tende a zero ou a uma constante quando ξ→±∞, isto é,
assintoticamente, dizemos que ela é uma onda solitária [6].

A onda observada por Russell é uma onda solitária cujo movimento é descrito pela
equação KdV. Contudo, esse tipo de onda tem uma propriedade bastante peculiar: ao
colidirem (interagirem) umas com as outras elas reemergem da interação com a mesmas
formas e velocidades com as quais colidiram, sendo que o único efeito residual é um
deslocamento em suas fases [5, 13]. Essas ondas são chamadas sólitons, termo cunhado
pelos físicos N. Zabusky e M. Kruskal, ao aplicarem a equação KdV ao estudo de ondas
de plasma. Uma definição mais formal segue abaixo [5, 6]:
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Definição 1. Seja u(ξi) = ϕ(x− cit) uma onda solitária com velocidade ci constante. Um
sóliton u(x− ct) é uma solução tipo onda solitária de uma equação diferencial que preserva
sua forma e velocidade após colidir com outras ondas solitárias. Isto é, dada uma solução
qualquer u(x, t) composta de N ondas solitárias inicialmente nas posições bi, que em um
tempo negativo muito grande é dada por

u(x, t)∼
N∑
i=1
u(ξi) =

N∑
i=1
u(x− bi − cit), com t→−∞, (1.3)

essas ondas solitárias serão chamadas sólitons se elas emergem da colisão com nada mais
que um deslocamento de fase, ou seja

u(x, t)∼
N∑
i=1
u(ξ̄i) =

N∑
i=1
u(x− bi − cit+ αi), com t→∞, αi = cte. (1.4)

A estabilidade dessas soluções deve-se competição de dois efeitos que, aparentemente,
seriam responsáveis por destruí-las: dispersão e não-linearidade [4, 6, 12]. De fato, esses
termos estão explícitos na equação KdV e são dados, respectivamente, por uxxx e uux.

Para entendermos o significado desses termos, vamos considerá-los individualmente.
A mais simples equação de onda dispersiva [4] é dada por

ut + ux + uxxx = 0. (1.5)

Considerando que ela admite solução periódica de amplitude unitária, número de onda k
e frequência ω

u(x, t) = ei(kx−ωt), (1.6)

e substituindo-a na eq.(1.5), obtemos a equação, chamada relação de dispersão

ω = k − k3. (1.7)

Substituindo esse resultado no argumento da eq.(1.6), obtemos

kx− ωt = k
(
x− ω

k
t
)
⇒ kx− (k − k3)t = k

(
x− (1− k2)t

)
,

e por comparação, vemos que a solução se propaga com velocidade

c = ω

k
= 1− k2, (1.8)

que depende de k. Agora veja: a solução u(x, t) pode ser escrita como uma combinação
linear de soluções da forma (1.3). Se cada uma dessas componentes tem números de onda
distintos elas se propagam com velocidades diferentes e têm formas diferentes. Com isso, a
onda como um todo, ou pacote de onda, se dispersa, pois seu perfil muda a medida que
ela se propaga. Essas componentes têm suas velocidades dadas pela eq.(1.7), chamada
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velocidade de fase. A velocidade do pacote de onda é chamada velocidade de grupo, e é
dada por

cg = dω

dk
= 1− 3k2. (1.9)

Vemos que ambas velocidades têm expressões diferentes. Isso é para ser esperado visto que
trata-se de uma equação dispersiva: o pacote de onda se desloca com velocidade diferentes
das ondas que o compõem, levando ao “alargamento”, dispersão, da onda.

De forma semelhante, vejamos o caso da não-linearidade isoladamente. Considere-
mos a equação

ut + (1 + u)ux = 0, (1.10)

que é a mais simples equação não-linear [4] e vamos considerar que sua solução seja dada
pela eq.(1.6), que substituídas na eq.(1.10) resultará na relação de dispersão

ω(k) = k + ku. (1.11)

Observe que agora a frequência depende da própria amplitude u da onda. Com isso, vemos
que a velocidade c = 1 + u também é diretamente proporcional à amplitude da onda.
Desta forma, pontos mais altos da onda se deslocam com maior velocidade que pontos
mais baixos, levando à inclinação da onda na direção de sua propagação e, consequente, à
quebra da onda.

Figura 1 – (a) Onda com dispersão; (b) onda não-linear. Fonte: adaptado de [12].

Além da combinação dos efeitos dispersivo e não-linear, outra característica dos
sólitons é que quanto maior a amplitude (mais alta) da onda, menor será seu comprimento
(mais estreita) - nesse caso, chamamos de comprimento a extensão da onda na direção da
propagação.

Por fim, vejamos um resultado curioso: embora os sólitons possam interagir e sair
da interação sem que haja diminuição em suas velocidades e nem mudança de suas formas
eles não são soluções que satisfazem ao princípio de superposição, por serem soluções de
uma equação não-linear. A principal característica de um sistema linear é que suas soluções
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devem satisfazer ao princípio de superposição, que se enuncia da seguinte maneira: sejam
f(x, t) e g(x, t) duas soluções linearmente independentes de uma equação que descreve
um dado sistema; quando qualquer combinação linear αf(x, t) + βg(x, t), onde α e β são
constantes, é solução da mesma equação, dizemos que o sistema é linear. Dessa forma, não
podemos combinar soluções tipo sóliton para obter outras1.

1.3 A solução da equação KdV

A importância da equação KdV reside, principalmente, no fato de que ela é a equação
mais simples que incorpora dispersão e não-linearidade [4, 14], podendo, assim, ser usada
para descrever um grande número de fenômenos. Para procurarmos soluções tipo onda
solitária da equação KdV, vamos considerar uma solução dada da forma u(x, t) = f(x−ct),
onde c é a velocidade com a qual a onda se propaga, e vamos aplicá-la na eq.(1.2)

ut = −cf ′, ux = f ′, uxxx = f ′′′,

onde a linha (′) indica derivada com relação a ξ. Daí, a equação KdV será

−cf ′ − 6ff ′ + f ′′′ = 0. (1.12)

Vemos que com esse procedimento reduzimos uma EDP (a equação KdV) a uma EDO.
Podemos integrá-la, obtendo

−cf − 3f 2 + f ′′ = A,

onde A é constante de integração. Podemos integrar novamente essa equação depois de a
multiplicarmos por f ′, de onde obtemos

1
2(f ′)2 − Af − 1

2cf
2 − f 3 = B (1.13)

onde B é constante de integração. Vamos usar a condição de contorno f, f ′, f ′′→0 quando
ξ→±∞, e substituindo-as na eq.(1.13) vemos que as constantes A e B são nulas. Assim,
obtemos

(f ′)2 = f 2(2f + c),

que integrando nos leva à expressão∫ df

f(2f + c)1/2 =
∫
dξ.

Essa equação é resolvida se fizermos a substituição f = −c(sech2θ)/2, e assim temos

u(x, t) = f(x− ct) = − c2sech
2
[
c1/2

2 (x− ct+ C)
]
, (1.14)
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Figura 2 – Perfil da solução u(x, t). A linha contínua é a sech2u e a linha tracejada é a sech u.

onde C é uma constante de integração. Essa solução é uma onda com perfil tipo sino, e na
Figura 2 abaixo temos o gráfico da secante hiperbólica em comparação com o gráfico da
solução.

A equação KdV pode ainda ser resolvida de outras maneiras, entre elas encontra-se
o método do espalhamento inverso, que consiste em resolver a equação KdV quando
se fixa um inicial (encontrar uma única solução com um valor fixo da(s) variável(is)
independente(s)) [4, 6, 13].

Leis de conservação

Vamos escrever a equação KdV (1.1) da seguinte forma

∂

∂t
u = ∂

∂x
(3u2 − uxx).

Essa equação tem a forma de uma equação de continuidade,

∂

∂t
T + ∂

∂x
X = 0

onde T é chamado de densidade conservada e X é o fluxo [4]. Essa equação, ou lei de
conservação, descreve quantidades que se conservam ao longo do tempo em um sistema.
Ao integrarmos a eq.(1.15) num intervalo de −∞ a +∞ e considerando a condição u e
suas derivadas tendem a zero quando x→±∞, obtemos

∞∫
−∞

utdx = (3u2 − uxx)|∞−∞ = 0 ⇒
∞∫
−∞

udx = D, (1.15)

onde D é a constante de movimento. A integral de u é chamada constante de movimento
e o integrando u é a chamado de densidade conservada. Dependendo do problema em
questão podemos ter conservação de carga, massa, momento, etc. Essa equação descreve
1 Esse resultado pode ser visto em [4,13], em que se analisa a interação de dois sólitons e, em seguida, a

para de N sólitons, cujas soluções, no momento da interação, não correspondem à soma das soluções
individuais.
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a conservação da massa. Se multiplicarmos a eq.(1.1) por u podemos encontrar outras
quantidades conservadas da KdV:

∂

∂t

(1
2u

2
)

+ ∂

∂x

(
uuxx −

1
2u

2 − 2u3
)

= 0 ⇒
∞∫
−∞

u2dx = E, (1.16)

onde E é a constante de movimento. Essa equação descreve a conservação do momento.
Para obtermos a equação que corresponde à conservação da energia do sistema podemos
multiplicar a eq.(1.2) por 3u2 e somar ao produto de ux pela derivada da KdV em relação
a x, tal que

∂

∂t
(u3 + 1

2u
2
x) + ∂

∂x

(
−9

2u
4 + 3u2uxx − 6uu2

x + uxuxxx −
1
2u

2
xx

)
= 0, (1.17)

que integrando resulta em
∞∫
−∞

(
u3 + 1

2u
2
x

)
dx = F, (1.18)

onde F é a constante de movimento. Em suma, as três últimas quantidades conservadas
são

T1 = u, T2 = u2, T3 = u3 + 1
2u

2
x.

Essas três não são as únicas quantidades conservadas da KdV. Os físicos Miura,
Gardner e Kruskal encontraram mais oito leis de conservação [4,15]. Posteriormente foi
possível mostrar que a equação KdV possui um número infinito de leis de conservação -
resultado que não desenvolveremos neste trabalho.
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2 Grupos e equações diferenciais

Como vimos, iremos lidar com equações diferenciais parciais que não possuem um
método específico para serem resolvidas. Sendo assim, no presente capítulo faremos um
rápido estudo sobre o método de transformações de simetria desenvolvido por Sophus
Lie2, que consiste em buscar soluções invariantes de equações diferenciais a partir da
análise de suas propriedades algébricas. Esse método pode ser aplicado a um grande
número de equações diferenciais. Entre as referências utilizadas para fundamentar este
capítulo [10, 16–18], a mais usada foi [16].

2.1 Grupo e transformações infinitesimais

Se pegarmos uma bola e olharmos para ela de diferentes ângulos veremos que ela
tem exatamente a mesma forma, como se nada tivesse acontecido. Transformações que
realizamos sobre objetos deixando-os invariantes são chamadas de simetrias [17].

Outro exemplo é o das chamadas transformações de ponto que transformam,
mapeiam, um ponto de coordenadas (x, y) em outro ponto de coordenadas (x̃, ỹ). De modo
mais formal, para que uma transformação seja uma simetria é necessário que ela satisfaça
algumas propriedades, tais que juntas constituem o conceito de grupo, definido como segue.

Definição 2. Seja G = {gi; i = 1, 2, ..., n} um conjunto qualquer com n elementos e ·
uma operação que pode ser realizada entre os elementos de G, também chamada de lei
de composição ou multiplicação. O conjunto G é dito um grupo se valem as seguintes
propriedades:

Fechamento A operação · relaciona dois elementos gi e gj de G produzindo um terceiro elemento
gk = gi·gj que também pertence a G;

Associatividade Para gi, gj e gk ∈ G, vale que

gi·(gj ·gk) = (gi·gj)·gk ;

Elemento identidade Para todo gi existe um elemento e ∈ G, chamado identidade, tal que

gi·e = e·gi = gi ;

Inversas Para cada gi existe um elemento g−1
i ∈ G, chamado inversa, tal que

gi·g−1
i = g−1

i ·gi = e.

2 Marius Sophus Lie (1842-1899): Matemático norueguês que desenvolveu estudos no campo dos grupos
de transformações aplicados à teoria das equações diferenciais.
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Grupos em que a multiplicação de dois elementos não depende da ordem, isto é,
se os elementos ga = gi·gj e gb = gj·gi são iguais, são chamados abelianos ou comutativos.
Se ga 6=gb o grupo é não-comutativo. A noção de grupo é aplicada em diversos ramos da
Física, como na Mecânica quântica, na Mecânica clássica, na Física do estado sólido, e
também em outras áreas da ciência como na Química e Biologia, além da Matemática.
Alguns exemplos são os seguintes:

(a) O conjunto dos números inteiros G = Z com a operação de grupo sendo a soma
{+} forma um grupo, visto que o fechamento e a associatividade são facilmente
verificados, a identidade é 0 e as inversas de cada g são os inteiros −g. Contudo, se a
operação é de multiplicação usual {·}, as três primeiras propriedades são verificadas,
com a identidade sendo e = 1, mas com inversas dadas na forma g−1 = 1/g e que,
nesse caso, não são inversas, já que elementos da forma 1/g não pertencem aos
inteiros. Logo, para essa operação, G não é um grupo.

(b) O conjunto dos números reais G = R forma um grupo com relação à operação de
soma (com identidade e = 0 e inversas g−1 = −g) e com relação à operação de
multiplicação (com identidade e = 1 e inversas g−1 = 1/g).

(c) Rotações no plano: Consideremos um vetor u no plano. Esse vetor sofre uma rotação
Rθ por um ângulo θ no sentido anti-horário, transformando u num vetor v. Em
seguida o vetor v é rotacionado por um ângulo φ produzindo o vetor w.

v = Rθu e w = Rφv.

Agora se o vetor u for rotacionado por um ângulo θ + φ ele resultará exatamente
no vetor w. Isso indica que a aplicação sucessiva das rotações θ no vetor u e φ no
vetor v são equivalentes à aplicação da rotação por um ângulo θ+ φ sobre o vetor u,
ambos processos resultando no vetor w.

w = Rθ+φu ⇒ Rθ+φ = Rθ·Rφ,

onde · indica o produto das duas rotações. Essas rotações, ou operações, formam
o grupo das rotações no plano ou grupo SO(2)3 e costumam ser representadas por
matrizes. As rotações: são fechadas, pois como vimos a composição de duas rotações
é uma rotação; são associativas, pois havendo uma terceira rotação Rη vale que
(Rθ·Rφ)·Rη = Rθ·(Rφ·Rη); tem inversa para cada rotação, desfazendo-a e retornando
para o vetor inicial; e tem a rotação identidade que transforma o vetor nele mesmo.

Um grupo de grande importância na Física é o grupo de Lie, ou grupo contínuo. Os
elementos desse grupo satisfazem às propriedades do grupo variando de forma contínua; a
lei de composição do grupo é uma função suave. Sua definição é dada como segue [16]:
3 O grupo SO(2) é representado por matrizes 2×2 ortogonais com determinante igual a 1.
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Definição 3. Seja g e h dois elementos quaisquer do grupo G. Dizemos que G é um grupo
de Lie quando a operação, ou lei de composição, entre os elementos do grupo e a inversão
são funções suaves, f e i, dadas, respectivamente, por:

f : G×G→G, onde f(g, h) = g·h e i : G→G, onde i(g) = g−1. (2.1)

Há ainda o chamado grupo de Lie local, com o qual lidaremos mais frequentemente,
que consiste em considerar apenas os elementos g∈G que pertencem à vizinhança do
elemento identidade do grupo.

Outro conceito importante é o de ação de grupo. Sendo g um elemento qualquer
do grupo G e M um conjunto qualquer com elementos, dizemos que G age em M se o
elemento g·x é definido e pertence a M . O que vimos no exemplo de grupo dado na letra
(c) foi a ação do grupo de rotações G = SO(2) sobre os elementos de um espaço M = R2,
os seja, sobre vetores no plano. Grupos que agem sobre os elementos de um dado conjunto
são chamados de grupos de transformação.

Antes de prosseguirmos vale ressaltar que o conjunto M , que será muito explorado
ao longo deste capítulo, deve ser entendido como um espaço4 de dimensão m que satisfaz,
basicamente, às seguintes propriedades: é formado por uma união de subconjuntos abertos
Ui; e existem funções χi um-a-um que associam esses subconjuntos Ui⊂M a subconjuntos
abertos Vi⊂Rm.

Definição 4. Sejam x um elemento qualquer de um conjunto M , dois elementos quaisquer
g e h de um grupo G de Lie local com e sendo sua identidade, e V um subconjunto aberto
de G×M , onde

{e}×M⊂V⊂G×M.

Dizemos que G é um grupo de transformações locais agindo em M quando existe uma
função suave Ψ : V→M tal que as seguintes propriedades são satisfeitas:

(a) Para cada g⊂G a função Ψ é um-a-um, associando um par (g, x) a um elemento
Ψ(g, x) = x̃ de M .

(b) Sendo Ψ(h, x)∈M e (h, x), (g,Ψ(h, x)), (g·h, x) ∈ V , então

Ψ(g,Ψ(h, x)) = Ψ(g·h, x). (2.2)

(c) Para todo x∈M vale que Ψ(e, x) = x.

(d) Sendo Ψ(g, x)∈M e (g, x), g−1,Ψ(g, x) ∈ V , então

Ψ(g−1,Ψ(g, x)) = x, (2.3)

onde g−1∈G.
4 Esse espaço é chamado de variedade, cuja definição mais formal pode ser vista em [16]. Sempre

utilizaremos as letras M e N para nos referirmos a esses tipos de espaços.
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Podemos indicar Ψ(g, x) por g·x, sempre atentando para o detalhe de que g e x
não são elementos do mesmo conjunto. Veja ainda que na eq.(2.2) o mesmo · foi utilizado
para indicar a lei de composição entre os elementos g e h do grupo. Este ponto não deve
ser confundido com aquele em g·x. Para não haver confusão o leitor pode usar a expressão
g·h = f(g, h). Sempre que utilizarmos a expressão local estaremos nos referindo ao conceito
de grupo aplicado a elementos próximos da identidade.

Outro conceito importante é o de órbita. Se G é um grupo de transformação local
de um conjunto M e este contém um subconjunto O tal que a ação do grupo mapeia
elementos de O nele mesmo, dizemos que O é a órbita de G. Ou seja: se x∈O⊂M , g∈G e
o elemento g·x é definido em M , então g·x∈O.

A definição seguinte refere-se ao grupo de transformação de Lie a um-parâmetro,
com o qual lidaremos ao longo deste trabalho.

Definição 5. Além de satisfazer às propriedades da Definição 3, um grupo de transfor-
mação de Lie a um-parâmetro satisfaz as seguintes propriedades:

(a) O elemento g∈G é um parâmetro contínuo real, onde G⊂R, e g = 0 corresponde ao
elemento identidade.

(b) A função Ψ é suave com relação a x∈M e analítica com relação a g∈G.

(c) A lei de composição g·h = f(g, h) é uma função analítica de g e h.

Sabendo que os elementos de G são parâmetros reais iremos representá-los por
letras gregas, por exemplo g→ε e h→δ. Alguns exemplos são o grupo das translações, onde
G = R e M = R2, tal que

x̃ = Ψ(ε, x) = x+ εx0, (2.4)

onde x0 é um vetor fixo do plano. Outro exemplo é a transformação de escala no plano. O
elemento x do espaço M = R2 tem coordenadas x = (x1, x2) e a transformação Ψ leva x
em x̃∈M através de:

Ψ(ε, x) = (εx1, ε
2x2).

As transformações de ponto, já mencionadas, também são um exemplo de grupo de
transformação a um-parâmetro, em que as coordenadas novas x̃, ỹ dependem das antigas
x, y e do parâmetro

x̃ = x̃(ε;x, y), ỹ = ỹ(ε;x, y), (2.5)

têm inversa, a identidade existe para ε = 0, com

x̃ = x̃(0;x, y) = x, ỹ = ỹ(0;x, y) = y,

e a composição de duas transformações de ponto é uma transformação

˜̃x = ˜̃x(ε̃; x̃, ỹ) = ˜̃x(˜̃ε;x, y), ˜̃y = ˜̃y(ε̃; x̃, ỹ) = ˜̃y(˜̃ε;x, y).
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Outra forma de expressar as transformações que fazemos nas variáveis é através
das transformações infinitesimais,

x̃(ε, x) = x̃(0, x) + ε
∂Ψ
∂ε
|ε=0 + 1

2ε
2∂

2Ψ
∂ε2
|ε=0 + ... = x+ ε

∂Ψ
∂ε
|ε=0 +O(ε2). (2.6)

2.2 Gerador infinitesimal e fluxo

Para entendermos melhor como se dão as transformações infinitesimais, vejamos
alguns conceitos. Considere um ponto x∈M com m coordenadas (x1, ..., xm) e uma função
ϕ : I→M , onde I⊂R. Para cada ε∈I a função ϕ, chamada curva C sobre M , define um
elemento ϕ(ε) = x de M . A derivada dessa função ϕ̇(ε) é o vetor tangente à C no ponto x,
dado por

v|x = ϕ̇ = dϕ

dε
= ϕ̇1

∂

∂x1
+ ...+ ϕ̇m

∂

∂xm
. (2.7)

Agora veja que por um único x∈M passam várias curvas de modo que em cada uma delas
existe um vetor que as tangencia no ponto x. O conjunto desses vetores é chamado de
espaço tangente a M , simbolizado por TM |x. O conjunto de espaços tangentes é chamado
de agrupamento tangente.

Entre os inúmeros vetores que tangenciam x e que pertencem ao espaço tangente
TM |x há um vetor tangente que varia suavemente de ponto a ponto de M . Esses vetores
formam um campo vetorial sobre M , dado por [16]

v = ξ1(x) ∂

∂x1
+ ...+ ξm(x) ∂

∂xm
, (2.8)

onde ξm(x) são funções suaves, dadas por

ξi = dxi
dε
|ε=0, i = 1, ...,m,

para ε = 0.

Quando um vetor tangente ϕ̇(ε) a uma curva x = ϕ(ε) em um ponto x coincide
com o campo vetorial no mesmo ponto a curva passa a ser chamada de curva integral:

ϕ̇(ε) = v|ϕ(ε). (2.9)

Sendo assim quando o campo vetorial v calculado em todos os pontos dessa curva coincide,
respectivamente, com todos os vetores ϕ̇(ε) que a tangencia em cada um de seus pontos
chamamos essa curva de fluxo Ψ(ε, x) gerado por v. Para um x∈M fixo se fizermos ε variar
em um subconjunto dos reais R que contenha 0 teremos os pontos da curva integral que
passa por x; quando ε = 0 o ponto da curva Ψ(ε, x) é o próprio x: Ψ(0, x) = x. Além dessa
propriedade, o fluxo de um campo vetorial satisfaz a relação

Ψ(δ,Ψ(ε, x)) = Ψ(δ + ε, x),
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como visto pela eq.(2.2), onde δ∈R, e

d

dε
Ψ(ε, x) = v|Ψ(ε,x). (2.10)

De acordo com essas propriedades vemos que o fluxo gerado por um campo vetorial é um
grupo de transformação a um-parâmetro, que consiste da ação do grupo local dos R sobre
um conjunto M . Escrevendo Ψ(ε, x) como um expansão em torno da identidade do grupo
ε = 0, temos

Ψ(ε, x) = Ψ(0, x) + ε
dΨ
dε
|ε=0 +O(ε2) = x+ εξ(x) +O(ε2), (2.11)

onde ξ(x) = (ξ1, ..., ξm) são os coeficientes de v. Com isso, o campo vetorial é denotado
gerador infinitesimal da ação do grupo, ou seja, v é o gerador infinitesimal do grupo de
transformação de Lie a um-parâmetro. Para encontrarmos o grupo a um parâmetro (ou
fluxo) gerado por um campo vetorial v fazemos a exponenciação do campo vetorial, através
de

exp(εv)x≡Ψ(ε, x). (2.12)

Exemplos:

• Para um x∈M , onde M = R. Um campo vetorial ∂/∂x produz

exp(εv)x = (1 + εv)x = x+ ε,

onde desconsideramos os termos de ordem superior.

• Quando M = Rm, o campo vetorial sobre M tem a forma va = ∑
ai∂/∂xi, onde

a = (a1, ..., am) são os coeficientes de v. Assim,

exp(εva)x = (1 + εva)x = x+ εa, para x∈Rm.

• Grupo das rotações no plano: quando um ponto de coordenada (x, y) sofre uma
rotação no plano por um ângulo ε ele torna-se um ponto de coordenadas (x̃, ỹ), tal
que

x̃(ε;x, y) = x cos ε− y sin ε, ỹ(ε;x, y) = x sin ε+ y cos ε. (2.13)

Essas transformações formam o grupo das rotações, ou fluxo: (x̃, ỹ) = Ψ(ε; (x, y)). O
campo vetorial que gera esse grupo tem a forma geral dada por:

v =
2∑
i=1

ξi(x, y) ∂

∂xi
= ξ(x, y) ∂

∂x
+ η(x, y) ∂

∂y
, (2.14)

onde
ξ(x, y) = dx̃

dε
|ε=0 = −y, η(x, y) = dỹ

dε
|ε=0 = x. (2.15)

Logo, v = −y∂x + x∂y é o gerador infinitesimal, onde ∂xi = ∂/∂xi.
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2.3 Álgebra de Lie

Vejamos alguns conceitos importantes antes de seguirmos para a definição de uma
álgebra de Lie. Considerem uma função suave f : M→R. Queremos saber como ela varia de
acordo com o fluxo gerado pelo campo vetorial v sobre M . Em outras palavras, queremos
saber de que forma f(x) muda quando seu argumento são pontos x̃∈M , onde x̃ = Ψ(ε, x),
obtidos a partir da variação de ε. Para isso, calculamos a derivada de f em relação a ε:

d

dε
f(exp(εv)x) =

m∑
i=1

ξ(exp(εv)x) ∂f
∂xi

(exp(εv)x) = v(f)(exp(εv)x), (2.16)

onde usamos a regra da cadeia. Usando esse resultado, podemos agora f(exp(εv)x)como
uma série de Taylor

f(exp(εv)x) = f(x) + εv(f)(x) +O(ε2),

onde usamos
d

dε
|ε=0f(exp(εv)x) =

m∑
i=1

ξ(x) ∂f
∂xi

(x) = v(f)(x).

Com a eq.(2.16) vemos que a função f sofre uma mudança infinitesimal sob o fluxo gerado
pelo campo vetorial. Se continuarmos escrevendo essa série para outros termos

f(exp(εv)x) = f(x) + εv(f)(x) + ε2

2 v
2(f)(x) + ...+O(εk+1), (2.17)

onde v2(f) = v(v(f)) e se considerarmos que essa série converge, termos a série de Lie

f(exp(εv)x) =
∞∑
k=0

εk

k!v
k(f)(x). (2.18)

Podemos ainda escrever a série de Lie para o próprio fluxo

exp(εv)x = x+ εξ(x) + ε2

2 v
2(ξ)(x) + ... =

∞∑
k=0

εk

k!v
k(x). (2.19)

Esses resultados também valem para funções f tais que f : M→Rm.

Campos vetoriais sobre um espaçoM podem relacionar-se originando outros campos
vetoriais. A mais importante dessas operações é dada pelos colchetes de Lie ou comutadores.
Assim, sendo f : M→R, o comutador entre dois campos vetoriais v e u será

[v,u](f) = v(u(f))− u(v(f)). (2.20)

O colchete de Lie tem as seguintes propriedades

Bilinearidade: Sendo os campos vetoriais v, v′, u e u′, e as constantes a e a′, temos

[av + a′v′,u] = a[v,u] + a′[v′,u], [v, au + a′u′] = a[v,u] + a′[v,u′]. (2.21)

Anti-simetria: [v,u]=-[u,v].
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Identidade de Jacobi: [w,[v,u]]+[u,[w,v]]+[v,[u,w]]=0.

Os geradores infinitesimais de grupos de transformação de Lie a um-parâmetro,
ou seja, os campos vetoriais, formam um espaço vetorial, denotado por g, satisfazendo as
propriedades de bilinearidade, anti-simetria e identidade de Jacobi. Esse espaço vetorial é
a álgebra de Lie do grupo de Lie G em questão.

Teorema 1. O comutador de quaisquer dois geradores infinitesimais de um grupo de
transformações de Lie é também um gerador infinitesimal, dado por

[vi, vj] = ckijvk, (2.22)

onde as constantes ckij são chamadas de constantes de estrutura.

Mais formalmente uma álgebra de Lie é definida como:

Definição 6. Uma álgebra de Lie g é um espaço vetorial, onde o comutador é a lei de
combinação dos elementos de g, satisfazendo as propriedades de anti-simetria e identidade
de Jacobi, com a comutação sendo uma operação fechada.

Além de serem aplicados a grupo de transformação a um-parâmetro, esses conceitos
são válidos para grupos a r−parâmetro. O conjunto dos geradores infinitesimais de um
grupo de Lie G formam a base da álgebra g de Lie.

Definição 7. Um subespaço h⊂g é chamado uma subálgebra da álgebra de Lie g se para
qualquer vi, vj∈h o comutador [vi, vj]∈h.

2.4 Grupos e simetria de equações diferenciais

Estamos interessados em usar as simetrias de uma equação diferencial para obtermos
suas soluções. Para isso, usaremos os conceitos das seções anteriores para obtermos
transformações que possamos realizar nas variáveis dependentes e independentes das
equações diferenciais que tenham a propriedade de transformar soluções do sistema de
equações em outras soluções [16]. Essas transformações formam o chamado grupo de
simetria do sistema. Antes de estudarmos essas transformações aplicadas às equações
diferenciais, veremos alguns conceitos aplicados a equações algébricas, e que podem ser
estendidos às equações diferenciais.

2.4.1 Simetrias de equações algébricas

Seja o seguinte sistema de equações algébricas

Hν(x) = 0, ν = 1, ..., l,
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onde H1(x), ..., Hl(x) são funções suaves reais definidas para x em um conjunto M . O
ponto x∈M é dito solução do sistema de equações acima, pois todas elas são satisfeitas
nesse ponto, ou seja, iguais a zero. Consideremos agora um grupo de transformações locais
G agindo sobre M , em que g∈G e g·x∈M . Então quando g·x∈M também é solução de
Hν dizemos que G é grupo de simetria do sistema, pois transforma soluções x em outras
soluções g·x.

Se G é um grupo de transformações locais agindo em M e é grupo de simetria de
um subconjuntoM de M , entãoM é dito G-invariante ou subconjunto invariante, isto é,
x∈M e g∈G, tal que g·x∈M.

Exemplo 1. Caso de uma translação de retas no plano. Sendo M = R2, o subconjunto
M de pontos que formam as retas y = cx + d é G-invariante quando G é o grupo de
translações dado por

x̃ = x+ ε, ỹ = y + cε,

onde ε∈R.

Agora considere dois conjuntos M e N , em que G é grupo de transformação local
sobre M e exista uma função ζ : M→N . Dizemos que ζ é uma função invariante, ou
simplesmente invariante, quando

ζ(g·x) = ζ(x),

para x, g·x∈M e g∈G. Um caso particular ocorre quando N = R em que a função real
ζ : M→R é invariante de G.

Exemplo 2. De acordo com o Exemplo 1, a função

ζ(x, y) = y − cx = d

é um invariante sob G, visto que

ζ(x+ ε, y + cε) = ζ(x, y).

Mas a condição necessária e suficiente para que uma função seja invariante segue
na proposição abaixo:

Proposição 1. Seja G um grupo de transformações agindo na variedade M . Uma função
real ζ : M→R é uma função invariante para G se e somente se

v(ζ) = 0 para todo x∈M,

e para todo gerador infinitesimal v de G.
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Essa proposição significa que a função ζ(x) é um invariante se e somente se vk(ζ) = 0
para k = 1, ..., r. Em outras palavras, para que ζ seja um invariante ela deve ser solução do
sistema de equações diferenciais parciais lineares homogêneas de primeira ordem dado por

vk(ζ) =
∑m

i=1ξi(x) ∂ζ
∂xi

= 0.

Para encontrarmos esses invariantes consideremos um gerador infinitesimal associado a um
grupo de transformação a um-parâmetro G sobre M , tal que para a função ζ invariante
de G, temos

v(ζ) = ξ1(x) ∂ζ
∂x1

+ ...+ ξm(x) ∂ζ
∂xm

= 0. (2.23)

A partir da teoria das EDPs, a solução geral dessa pode ser obtida através da integração
do correspondente sistema característico de EDOs, dado por

dx1

dξ1(x) = dx2

dξ2(x) = ... = dxm
dξm(x) . (2.24)

As soluções desse sistema tomam a forma

ζ1(x1, ..., xm) = c1, ζ2(x2, ..., xm) = c2, ..., ζm−1(x1, ..., xm) = cm−1,

onde os ci são constantes de integração e os ζi(x) são funções que dependem apenas de x.
Portanto, as funções ζ1, ..., ζm−1 são as soluções funcionalmente independentes da eq.(2.23).
Outras soluções da (2.23) que dependem funcionalmente das funções ζ1, ..., ζm−1 também
são invariantes.

Exemplo 3. Consideremos G = SO(2) o grupo de rotações no plano com o gerador
infinitesimal v = −y∂x + x∂y. O sistema característico para esse caso será

∂x

y
= −∂y

x
.

Integrando essa equação obtemos x2 + y2 = c, onde c é uma constante de integração.
Portanto, ζ(x, y) = x2 + y2 é o único invariante independente do grupo de rotação;
qualquer outro invariante do grupo de rotação será função desse ζ(x, y).

2.4.2 Sistemas de equações diferenciais

Agora iremos aplicar os conceitos da seção anterior para sistemas de equações
diferenciais. Vamos representar por S um sistema de equações diferenciais com p variáveis
independentes, representadas por x = (x1, ..., xp), e q variáveis dependentes, representadas
por u = (u1, ..., uq). O ponto x pertence ao espaço das variáveis independentes X = Rp,
enquanto u = (u1, ..., uq)∈U , onde U = Rq é o espaço das variáveis dependentes. Sendo
X×U um espaço das variáveis dependentes e independentes, dizemos que um grupo de
simetria de S será um grupo G de transformações locais agindo em um subconjunto aberto
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M⊂X×U tal que G transforma soluções do sistema em outras soluções [16]. Ou seja, se
as soluções de S são dadas por u = f(x) e g·f(x) é definido, então u = g·f também é uma
solução, onde g∈G.

Vejamos como um grupo de Lie G age sobre uma solução u = f(x) transformando-a
em outra solução ũ = f̃(x̃) através de um exemplo. Consideremos uma equação diferencial
com uma variável independente x e uma variável dependente u, em que X = R e U = R,
cuja solução será dada por u = f(x). Vamos escolher o grupo das rotações SO(3) como o
grupo que vai agir sobre um subconjunto M⊂X×U=R2, tal que

(x̃, ũ) = θ·(x, u) = (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ).

onde θ∈G. Se a solução é especificada por u = f(x) = ax+ b, em que a e b são constantes,
a ação de G sobre (x, u) = (x, ax+ b) resultará em

(x̃, ũ) = (x cos θ − (ax+ b) sin θ, x sin θ + (ax+ b) cos θ),

onde ũ = f̃(x̃). Agora

x̃ = x cos θ − ax sin θ − b sin θ ⇒ x = x̃+ b sin θ
cos θ − a sin θ .

Assim,

ax+ b = ax̃+ b cos θ
cos θ − a sin θ ⇒ ũ = f̃(x̃) = sin θ + a cos θ

cos θ − a sin θ x̃+ b

cos θ − a sin θ . (2.25)

2.4.2.1 Prolongações

Nas seções anteriores vimos como encontrar o grupo das transformações realizadas
nas variáveis dependentes e independentes. No contexto das equações diferenciais preci-
samos encontrar ainda as transformações a serem realizadas nas derivadas das variáveis
dependentes.

Como sabemos, X e U são, respectivamente espaço das variáveis independentes e
das variáveis dependentes. Vimos que os grupos agem em M⊂X×U transformando pontos
de (x, u) em pontos de (x̃, ũ), onde x = (x1, ..., xp) e u = (u1, ..., uq), como foi dito no início
desta seção. Agora, com derivadas de ordem n que podem estar contidas numa equação
diferencial, fazemos o grupo agir num espaço que além de conter as variáveis dependentes e
independentes contém ainda as derivadas das variáveis dependentes. Esse espaço, chamado
espaço de jato do espaço fundamental X×U , é representado por [16]

M (n) = X×U×U1×U2×. . .×Un, (2.26)

onde U1 é o espaço cujas componentes são (ux), formado pelas derivadas de primeira
ordem das variáveis dependentes com relação às independentes, U2 é o espaço formado
pelas derivadas de segunda ordem das variáveis dependentes com relação às independentes,
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onde seus pontos têm coordenadas (uxx), e assim por diante. Um ponto do espaço de jato
tem as coordenadas

(x, u(n)) = (x, u, ux, uxx, uxxx, ...)

As transformações a serem realizadas nas derivadas promovem as chamadas prolongações
do grupo de transformações (ou melhor, prolongação da ação do grupo G sobre M),
simbolizadas por pr(n)G, onde n indica a ordem da equação. Essa prolongação também
se refletem nos campos vetoriais que geram tal grupo, que são as transformações infini-
tesimais prolongadas [7], ou a prolongação dos campos vetoriais, denotadas por pr(n)v.
O grupo que age sobre o espaço de jato é chamado de grupo prolongado porque além
das transformações que realizamos nas variáveis dependentes e independentes esse grupo
contém as transformações a serem realizadas sobre as derivadas. Iremos explicar esse
processo ilustrando para o caso de uma EDO, e em seguida para uma EDP.

Vamos considerar uma EDO de ordem n com uma variável independente x e uma
dependente u, dada de forma genérica por [10]

H(x, u, ux, uxx, ...) = 0, (2.27)

onde ux é a derivada de primeira ordem em relação a x, e assim por diante. As transforma-
ções a um-parâmetro realizadas sobre as variáveis x e u são dadas como transformações
infinitesimais por

x̃(ε;x, u) = x+ εξ(x, u) + ... = x+ εvx+ ..., ξ = ∂x̃

∂ε
|ε=0 (2.28)

ũ(ε;x, u) = u+ εφ(x, u) + ... = u+ εvu+ ..., φ = ∂ũ

∂ε
|ε=0. (2.29)

Com isso, o campo vetorial que gera essas transformações tem a expressão

v = ξ(x, u) ∂
∂x

+ φ(x, u) ∂
∂u
. (2.30)

Contudo, estamos mais interessados em obter as transformações infinitesimais prolongadas,
para obtermos a expressão de pr(n)v, dadas por

ũx = ux + εφ1(x, u, ux) + ... = ux + εvux + ... (2.31)

ũ(n) = u(n) + εφn(x, u, ux, ...) + ... = u(n) + εvu(n) + ... (2.32)

onde ũ(n) é a derivada de ordem n de ũ em relação a x̃ e u(n) é a derivada de ordem n de
u em relação a x. Agora, precisamos obter as expressões para φ1, φ2,...,φn, que poderão
ser encontradas ao calcularmos

ũx = dũ

dx̃
, ũxx = d2ũ

dx̃2 , etc. (2.33)

Da a primeira das eq.(2.33), vejamos que

dũ = du+ εdφ+ ... =
[
du

dx
+ ε

(
∂φ

∂x
+ ∂φ

∂u

du

dx

)]
dx, (2.34)

dx̃ = dx+ εdξ + ... =
[
1 + ε

(
∂φ

∂x
+ ∂φ

∂u

du

dx

)]
dx. (2.35)
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Agora introduzimos os operadores D/Dx, dados por

D

Dx
= ∂

∂x
+ ux

∂

∂u
+ uxx

∂

∂ux
+ ... (2.36)

chamados de derivadas totais. Escrevendo ux = du/dx, temos

dũ =
(
du

dx
+ ε

Dφ

Dx

)
dx, dx̃ =

(
1 + ε

Dξ

Dx

)
dx. (2.37)

Assim,

dũ

dx̃
=
(
ux + ε

Dφ

Dx
+ ...

)(
1− εDξ

Dx
+ ...

)
= ux+ε

(
Dφ

Dx
− ux

Dξ

Dx

)
= ux+εφx+..., (2.38)

onde
φx = Dφ

Dx
− ux

Dξ

Dx
. (2.39)

Com isso, a prolongação do campo vetorial é dada por

pr(n)v = ξ(x, u) ∂
∂x

+ φ(x, u) ∂
∂u

+ φx(x, u, ux)
∂

∂ux
+ φxx(x, u, ux, uxx)

∂

∂uxx
+ ..., (2.40)

onde ξ, φ e φx são dados pelas eq.(2.28), (2.29) e (2.39). Os outros coeficientes φxx, φxxx,...,
podem ser obtidos a partir da eq.(2.39), em que

φxx = Dφx

Dx
− uxx

Dξ

Dx
, φxxx = Dφxx

Dx
− uxxx

Dξ

Dx
, ... (2.41)

Agora consideremos um sistema de l equações diferenciais parciais dado por [10]

Hν(xr, uα, uαr , uαrs, ...) = 0, ν = 1, ..., l (2.42)

com p variáveis independentes xr, com q variáveis dependentes uα e suas derivadas dadas
por

uαr=∂u
α

∂xr
, uαrs=

∂2uα

∂xr∂xs
, etc., (2.43)

onde r, s = 1, ..., p e α = 1, ..., q. Veja que agora os índices sobrescritos indicam a variável
em questão, por exemplo x1 = x, x2 = t. E o índice subscrito indica a variável com
relação à qual a derivada está sendo tomada, por exemplo: se tivermos uma EDP com
duas variáveis independentes x1 = x, x2 = t e uma variável dependente u1 = u(x, t) −
pois α = 1 −, então u1

1 = ux1 = ux, u1
2 = ut, u1

12 = uxt, e assim por diante.

Vamos considerar que as variáveis independentes e dependentes satisfazem a uma
transformação dada por

x̃r = x̃r(ε;xi, uβ), ũα = ũα(ε;xi, uβ), (2.44)

com i = 1, ..., p e β = 1, ..., q, que depende de um parâmetro ε tal que essas transformações
formam um grupo, com ũα = uα e x̃r = xr para ε = 0 (é importante ressaltar que o
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desenvolvimento desta seção também se aplica a grupos de transformação a um número
qualquer de parâmetros). A correspondente transformação infinitesimal será

x̃r = xr + εξr(xi, uβ) + ..., ξr=∂x̃
r

∂ε
|ε=0 (2.45)

ũα = uα + εφα(xi, uβ) + ..., φα=∂ũ
α

∂ε
|ε=0, (2.46)

e é gerada por

v =
p∑
r=1

ξr(xi, uβ) ∂

∂xr
+

q∑
α=1

φα(xi, uβ) ∂

∂uα
. (2.47)

Temos que estender as transformações e o gerador para as derivadas das variáveis depen-
dentes, de onde obtemos

ũαr≡
∂ũα

∂x̃r
, ũαrs≡

∂2ũα

∂x̃r∂x̃s
, etc. (2.48)

Para obtermos a extensão do gerador v, começamos a analisar a transformação infinitesimal
da primeira das equações (2.48)

ũαr = uαr + εφαr + ..., φαr≡
∂ũαr
∂ε
|ε=0. (2.49)

A expressão para φαr é obtida por meio de

dũα = duα + εdφα + ... =
[
∂uα

∂xi
+ ε

(
∂φα

∂xi
+ ∂φα

∂uβ
∂uβ

∂xi

)]
dxi + ..., (2.50)

dx̃r = dxr + εdξr + ... =
[
δrs + ε

(
∂ξr

∂xs
+ ∂ξn

∂uβ
∂uβ

∂xs

)]
dxs + ... (2.51)

Agora aplicamos as derivadas totais, D/Dxr, dadas por

D

Dxr
= ∂

∂xr
+ uαr

∂

∂uα
+ uαrs

∂

∂uαs
+ ... (2.52)

substituindo-a nas eq.(2.50) e (2.51), tal que

dũα =
(
∂uα

∂xi
+ ε

Dφα

Dxi

)
dxi + ..., (2.53)

dx̃r =
(
δrs + ε

Dξr

Dxs

)
dxs + ... (2.54)

Usando esses resultados, a primeira das eq.(2.48) será

∂ũα

∂x̃r
=
uαi + εDφ

α

Dxi
+ ...

δrs + εDξ
r

Dxs
+ ...

δis =
(
uαi + ε

Dφα

Dxi
+ ...

)(
δrs − ε

Dξi

Dxr
+ ...

)

= uαr + ε
Dφα

Dxr
− εuαi

Dξi

Dxr
+ ... (2.55)

Comparando essa equação com a eq(2.49) vemos que φαr é dado por

φαr = Dφα

Dxr
− uαi

Dξi

Dxr
= D

Dxr
(φα − uαi ξi) + ξiuαir. (2.56)
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Com isso, a n−ésima prolongação do campo vetorial será

pr(n)v = ξr
∂

∂xr
+ φα

∂

∂uα
+ φαr

∂

∂uαr
+ φαrs

∂

∂uαrs
+ φαrsv

∂

∂uαrsv
+ ... (2.57)

De maneira ilustrativa, podemos ver que se temos uma EDP de n−ésima ordem com
duas variáveis independentes, x1 = x e x2 = t, e uma variável dependente, u1 = u(x, t), a
n−ésima prolongação será

pr(n)v = ξ1 ∂

∂x1 +ξ2 ∂

∂x2 +φ1 ∂

∂u1 +φ1
1
∂

∂u1
1
+φ1

2
∂

∂u1
2
+φ1

11
∂

∂u1
11

+φ1
12

∂

∂u1
12

+φ1
21

∂

∂u1
21

+φ1
22

∂

∂u1
22

+...

Substituindo ξ1 = ξ, ξ2 = τ , φ1 = φ, e assim por diante, temos

pr(n)v = ξ
∂

∂x
+ τ

∂

∂t
+φ

∂

∂u
+φx

∂

∂ux
+φt

∂

∂ut
+φxx

∂

∂uxx
+φxt

∂

∂uxt
+φtx

∂

∂utx
+φtt

∂

∂utt
+ ...

(2.58)
Os termos φ1

1 = φx, φ1
2 = φt,..., foram reescritos na forma φx, φx,..., para que não houvesse

confusão da expressão φx com ∂φ/∂x.

Retornando à eq.(2.47), os coeficientes φαrs, φαrsv,... podem ser obtidos da mesma
forma que φαr

φαrs = Dφαr
Dxs

− uαri
Dξi

Dxs
, φαrsv = Dφαrs

Dxv
− uαrsi

Dξi

Dxv
, ... (2.59)

Agora que sabemos como calcular as prolongações do campo vetorial para EDOs e
EDPs, vamos enunciar o critério infinitesimal de invariância [16], que às vezes é chamando
de condição de simetria. Com ele poderemos encontrar o grupo de simetria de um sistema
de equações diferenciais e com isso procurar por seus invariantes, o que nos leva a uma
solução do sistema.

Teorema 2 (Critério de invariância infinitesimal). Seja um sistema de equações diferenciais
Hν(x, u(n)) = 0, com ν = 1, ..., l, definido sobre M⊂X×U . Se G é um grupo de transfor-
mações local agindo em M e vale que pr(n)v[Hν(x, u(n))] = 0 sempre que Hν(x, u(n)) = 0
para todo gerador infinitesimal v de G, então G é um grupo de simetria do sistema.

Agora ilustraremos esse método para o caso de uma EDP de segunda ordem.

2.5 Ilustrando o método: Equação do calor

Nessa seção usaremos o critério de invariância infinitesimal para obtermos os
coeficientes do campo vetorial v e, por consequência, o grupo de simetria mais geral da
equação diferencial de interesse [16]. Para isso usaremos o exemplo da equação de calor
em uma haste unidimensional, dada por

ut = uxx ⇒ ∂u

∂t
= ∂2u

∂x2 . (2.60)

Seguiremos a sequência de passos abaixo:
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• veja que os coeficientes ξr e φα do gerador infinitesimal v são funções de xi e uβ,
como pode ser visto na eq.(2.47);

• por sua vez, os coeficientes φαr , φαrs,..., da prolongação pr(n)v são funções das derivadas
de ξr e φα, como nas eq.(2.56) e (2.59);

• aplicando o critério de invariância (Teorema 2), em que pr(n)v[Hν(xi, uβ)] = 0 sempre
que Hν(xi, uβ), teremos uma equação formada por produtos entre derivadas de uβ

em relação a xi e derivadas de ξr e φα em relação a xi e a uβ;

• em seguida, iremos agrupar os coeficientes dos produtos ou potencias das derivadas
de u e igualá-los a zero;

• as equações formadas por esses coeficientes igualados a zero são chamadas de
equações definidoras, e podem ser facilmente resolvidas. Através delas encontraremos
as expressões para os coeficientes de v, por meio dos quais é possível encontrar
transformações que reduzem a EDP em uma EDO.

Vamos iniciar escrevendo o campo vetorial para esse caso, dado por

v = ξ(x, t, u) ∂
∂x

+ τ(x, t, u) ∂
∂t

+ φ(x, t, u) ∂
∂u
. (2.61)

Como estamos lidando com uma equação de segunda ordem a prolongação do campo
vetorial é dada por

pr(2)v = v + φx
∂

∂ux
+ φt

∂

∂ut
+ φxx

∂

∂uxx
+ φtt

∂

∂utt
+ φxt

∂

∂uxt
. (2.62)

Utilizar o critério infinitesimal de invariância vamos aplicar a prolongação à eq.(2.60):

pr(2)v[H(x, t, u(2))] = 0 sempre que H(x, t, u(2)) = 0,

onde H(x, t, u(2)) = ut − uxx = 0. Seguindo esses passos, obtemos

pr(2)v[H(x, t, u(2))] = pr(2)v[ut − uxx] = 0 ⇒ φt = φxx, (2.63)

de modo que esse resultado deve ser satisfeito sempre que ut − uxx = 0.

Visto que φt e φxx são coeficientes da prolongação, podemos obtê-los usando as
eq.(2.39), trocando x por t, e (2.41). Assim,

φt = Dφ

Dt
− ux

Dξ

Dt
− ut

Dτ

Dt
e φxx = Dφx

Dx
− uxx

Dξ

Dx
− uxt

Dτ

Dt
,

que são obtidas de forma detalhada no Apêndice A e dadas, respectivamente, por

φt = φt − ξtux + (φu − τt)ut − ξuuxut − (ut)2τu. (2.64)
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φxx = φxx + (2φux − ξxx)ux + (φu − 2ξx)uxx + (φuu − 2ξux)u2
x − ξuuu3

x − 3ξuuxuxx
− τxxut − 2τuxutux − τuuutu2

x − τuutuxx − 2τxuxt − 2τuuxuxt. (2.65)

Com isso a reescrevemos a eq.(2.63) na forma

φt − ξtux + (φu − τt)ut − ξuuxut − τuu2
t = φxx + (2φxu − ξxx)ux − τxxut + (φuu − 2ξxu)u2

x

− 2τxuuxut− ξuuu3
x− τuuu2

xut + (φu− 2ξx)uxx− 2τxuxt− 3ξuuxuxx− τuutuxx− 2τuuxuxt.
(2.66)

Substituindo ut por uxx na equação, obtemos

φt− φxx + (ξxx− ξt− 2φxu)ux + (2ξxu− φuu)u2
x + (ξuu)u3

x + (φu− τt + τxx− φu + 2ξx)uxx
+ (−τu + τu)u2

xx + (2τx)uxt + (2τxu − ξu + 3ξu)uxuxx + (τuu)u2
xuxx + (2τu)uxuxt = 0.

(2.67)

Para que a equação acima seja satisfeita cada um dos coeficientes das derivadas de u e
seus produtos devem ser iguais a zero:

Derivadas de u Coeficientes nulos Derivadas de u Coeficientes nulos
1 φt − φxx = 0 u2

xx −τu + τu = 0
ux ξxx − 2φxu − ξt = 0 uxt 2τx = 0
u2
x 2ξxu − φuu = 0 uxuxx 2τxu − ξu + 3ξu = 0
u3
x ξuu = 0 u2

xuxx τuu = 0
uxx φu − τt + τxx − φu + 2ξx = 0 uxuxt 2τu = 0

As dez equações acima são facilmente resolvidas, de modo que poderemos encontrar as
expressões para ξ, τ e φ. Vejamos inicialmente que

τu = 0 e τx = 0 ⇒ τ = τ(t), (2.68)

e τ depende apenas de t. Para a equação correspondente ao coeficiente uxuxx temos

−ξu = −3ξu − 2τxu ⇒ ξu = 0 ⇒ ξ = ξ(x, t), (2.69)

onde usamos o fato de que τ = τ(t) fazendo com que τxu = 0 e que ξ é função de x e t.
Com o coeficiente de uxx notamos que

−τt = −τxx − 2ξx ⇒ τt(t) = 2ξx(x, t).

Integrando essa equação, resulta que

ξ(x, t) = 1
2xτt(t) + γ(t) (2.70)

sendo γ uma função de t que resulta da integração em x. Com a equação do coeficiente u2
x,

φuu = 2ξxu,
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vemos que φuu = 0, pois ξ não depende de u e ξxu = 0. Integrando φuu = 0 duas vezes,
temos

φu(x, t, u) = ω(x, t) ⇒ φ(x, t, u) = ω(x, t, u)u+ µ(x, t). (2.71)

Usando as eq.(2.70) e eq.(2.71), vemos que

ξxx = 0, ξt = 1
2xτtt(t) + γt(t), φxu = ωx, (2.72)

e reescrevemos equação para o coeficiente de ux

−2ωx = 1
2xτtt(t) + γt. (2.73)

Integrando obtemos
ω(x, t) = −1

8x
2τtt(t)−

1
2xγt(t) + ρ(t). (2.74)

Usando as eq.(2.71) e eq.(2.74) e efetuando algumas derivações obtemos

φt = −1
8x

2uτttt −
1
2xuγtt + uρt + µt e φxx = 1

4uτtt + µxx (2.75)

que serão substituídas na equação do coeficiente de ordem zero de u. Contudo veja ainda
que da expressão para φ dada pela eq.(2.71) temos

φt = φxx ⇒ ωtu+ µt = ωxxu+ µxx ⇒ (ωt − ωxx)u+ µt − µxx = 0. (2.76)

Igualando as potências de u a zero vemos que ωt = ωxx e µt = µxx. Usando este resultado
na primeira equação da eq.(2.75) e igualando as duas resulta

−1
8x

2τttt −
1
2xγtt + ρt = −1

4τtt. (2.77)

Agrupando os coeficientes da potências de x e igualando-os a zero, então

τttt(t) = 0, γtt(t) = 0, ρt(t) = −1
4τtt(t). (2.78)

Tomando a primeira dessas equações e integrando três vezes temos

τtt(t) = A ⇒ τt(t) = At+B ⇒ τ(t) = A

2 t
2 +Bt+ C, (2.79)

onde A, B e C são constantes de integração. Considerando as duas últimas equações de
(2.78) obtemos

γt(t) = D ⇒ γ(t) = Dt+ E e ρt(t) = −1
4A ⇒ ρ(t) = −1

4At+ F, (2.80)

onde D, E e F são constantes de integração. Substituindo τtt, γt e ρ das eq.(2.79) e
eq.(2.80) na eq.(2.74) resulta

ω(x, t) = −1
8x

2A− 1
2xD −

1
4At+ F ou ω(x, t) = −a6x

2 − a5x− 2a6t+ a3, (2.81)
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onde escrevemos as constantes como A = 8a6, D = 2a5 e F = a3 por conveniência. Com
isso, temos

ξ(x, t) = 1
2Axt+ 1

2Bx+Dt+ E ou ξ(x, t) = 4a6xt+ a4x+ 2a5t+ a1, (2.82)

onde novamente redefinimos as constantes B = 4a4 e E = a1. Para τ temos

τ(t) = 1
2At

2 +Bt+ C ou τ(t) = 4a6t
2 + 2a4 + a2, (2.83)

onde fizemos C = a2. Por fim, usando esses resultados a expressão para φ será

φ(x, t, u) = (a3 − a5x− 2a6t− a6t
2)u+ µ(x, t). (2.84)

Logo, as transformações infinitesimais de simetria da equação de calor estão representadas
no gerador por

v = (a1 +a4x+2a5t+4a6xt)
∂

∂x
+(a2 +2a4 +4a6t

2) ∂
∂t

+[(a3−a5x−2a6t−a6x
2)u+µ(x, t)],

(2.85)
onde µ é uma solução arbitrária da equação de calor. Para obtermos todos os geradores
independentes que formam a álgebra de Lie das simetrias iremos considerar que todas as
constantes em v se anulem, exceto uma. Fazendo isso para cada uma das constantes não
nulas obteremos seis campos vetoriais independentes mais um campo que corresponde a
uma subálgebra, dados na tabela abaixo:

Constantes Geradores
a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = 0, a1 = 1 e µ = 0 v1 = ∂

∂x

a1 = a3 = a4 = a5 = a6 = 0, a2 = 1 e µ = 0 v2 = ∂
∂t

a1 = a2 = a4 = a5 = a6 = 0, a3 = 1 e µ = 0 v3 = u ∂
∂u

a1 = a2 = a3 = a5 = a6 = 0, a4 = 1 e µ = 0 v4 = x ∂
∂x

+ 2t ∂
∂t

a1 = a2 = a3 = a4 = a6 = 0, a5 = 1 e µ = 0 v5 = 2t ∂
∂x
− xu ∂

∂u

a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = 0, a6 = 1 e µ = 0 v6 = 4xt ∂
∂x

+ 4t2 ∂
∂t
− (2t+ x2)u ∂

∂u

a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = 0 v = vµ = µ(x, t) ∂
∂u

Poderíamos prosseguir com a análise das propriedades algébricas desses resultados, contudo
estamos mais interessados, por ora, nas expressões desses campos: através delas poderemos
escrever o sistema característico que, por sua vez, levar-nos à função invariante.

Para o gerador v4 o sistema característico será

dx

x
= dt

2t . (2.86)

Ao integrarmos, teremos apenas um invariante, e ele será dado pela constante de integração:

ln x = ln t1/2 + c, ζ(x, t) = xt−1/2, (2.87)



Capítulo 2. Grupos e equações diferenciais 39

onde ζ(x, t) é o invariante. Com isso, a solução u da equação de calor é uma função que
depende de x e t através de ζ

u(x, t) = f(ζ) = f(xt−1/2). (2.88)

Vamos reescrever ut e uxx em termos de f(ζ)

ut = −1
2
ζ

t

df

dζ
uxx = 1

t

df

dζ

pois ∂ζ/∂t = −ζ/2t e ∂ζ/∂x = t−1/2. Escrevendo df/dζ = fζ , temos

1
t
fζζ = −1

2
ζ

t
fζ ⇒ fζζ + 1

2ζfζ = 0. (2.89)

Vemos que com esse procedimento conseguimos reduzir uma EDP a uma EDO.
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3 Equação KdV com dispersão não-linear

Como já mencionado na introdução, estamos interessados em estudar equações do
tipo

ut + (um)x + (un)xxx = 0, (3.1)

por vezes chamadas de equações K(m,n), que são equações com estrutura semelhante à
KdV, mas que, para alguns valores de n, o termo de dispersão é não-linear, tornando a
eq.(3.1) puramente não-linear. Como mencionado, o estudo dessas equações surgiu com
o interesse em se compreender as regras que governam a formação de estruturas com
extensão finita, como padrões de gotas [8].

Antes de estudarmos a eq.(3.1) é importante consideramos casos particulares em
que n = 1, pois são casos em que a dispersão é linear.

3.1 Caso particular: n = 1

Quando n = 1, para qualquer m, a eq.(3.1) pode ser reescrita na forma [19]

ut +mum−1ux + uxxx = 0. (3.2)

Essa equação também será representada por H(x, t, u, ux, ut, ..., uxxx) = 0. Vamos usar o
método descrito no capítulo 2 para obtermos suas soluções. Sendo assim, a primeira coisa
que faremos é procurar os coeficientes de seu campo vetorial

v = ξ(x, t, u) ∂
∂x

+ τ(x, t, u) ∂
∂t

+ φ(x, t, u) ∂
∂u
, (3.3)

cuja forma prolongada será dada por

pr(3)v = v + φx
∂

∂ux
+ φt

∂

∂ut
+ φxx

∂

∂uxx
+ φxt

∂

∂uxt
+ φtt

∂

∂utt
+ φxxx

∂

∂uxxx
. (3.4)

Usando o critério de invariância infinitesimal pr(3)v[H] = 0, obtemos a equação

φt + φxxx +mφxum−1 +m(m− 1)φum−2ux = 0. (3.5)

Como já vimos no capítulo anterior os coeficientes φt e φx são dados pelas equações (2.66)
e (2.67). O coeficiente φxxx é obtido da mesma forma, sendo dado por

φxxx = φxxx + (3φxxu + φux − ξxxx)ux + (3φuux + φuu − 3ξxxu − ξux)u2
x + (φu − 3ξx)uxxx

+(φuuu−3ξuux−ξuu)u3
x+(2φux−3ξxx)uxx+(2φuu−8ξux)uxuxx−5ξuuu2

xuxx−ξuuuu4
x−4ξuuxuxxx

−τxxxut−3τxxuuxut−3τuuxu2
xut−2τuxuxxut−2τuuuxuxxut−τuuuu3

xut−τuuxxxut−τuxuxut
− τuuu2

xut− 3ξuu2
xx− 3τxxuxt− 6τxuuxuxt− 3τuuu2

xuxt− 3τuuxxuxt− 3τxuxxt− 3τuuxuxxt,
(3.6)
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que foi desenvolvido em detalhe no Apêndice A. Usando essas equações reescrevemos a
eq.(3.5), obtemos

φt − ξtux + (φu − τt)ut − ξuuxut − τuu2
t +D3

xφ− uxD3
xξ − utD3

xτ − 3uxxD2
xξ − 3uxtD2

xτ

− 3uxxxDxξ − 3uxxtDxτ +mφxu
m−1 +m(φu − ξx)um−1ux

−mτxum−1ut −mξuum−1u2
x −mτuum−1uxut +m(m− 1)φum−2ux = 0.

Agora escreveremos as derivadas totais na forma explícita (que também pode ser visto no
Apêndice A) e substituiremos ut por −uxxx −mum−1

x , obtendo

φt − ξtux + (τt − φu)uxxx +m(τt − φu)um−1ux + ξuuxuxxx +mξuu
m−1ux − τuu2

xxx

− 2mτuum−1uxuxxx −m2τuu
2m−2u2

x + φxxx + 3φxxuux + 3φuuxu2
x + 2φuxuxx + 2φuuuxuxx

+ φuuuu
3
x + φuuxxx + φuxux + φuuu

2
x − ξxxxux − (3ξxxu + ξux)u2

x − (3ξuux + ξuu)u3
x

− ξuuuu4
x − 2ξuxuxuxx − 2ξuuu2

xuxx − ξuuxuxxx + τxxxuxxx + (3τxxu + τux)uxuxxx
+(3τuux+ τuu)u2

xuxxx+2τuxuxxuxxx+2τuuuxuxxuxxx+ τuuuu
3
xuxxx+ τuu

2
xxx+mτxxxu

m−1ux

+m(3τxxu + τux)um−1u2
x +m(3τuux + τuu)um−1u3

x + 2mτuxum−1uxuxx + 2mτuuum−1u2
xuxx

+mτuuuu
m−1u4

x +mτuu
m−1uxuxxx − 3ξxxuxx − 6ξuxuxuxx − 3ξuuu2

xuxx − 3ξuu2
xx

− 3τxxuxt − 6τuxuxuxt − 3τuuu2
xuxt − 3τuuxxuxt − 3ξxuxxx − 3ξuuxuxxx − 3τxuxxt

− 3τuuxuxxt +mφxu
m−1 +m(φu − ξx)um−1ux +mτxu

m−1uxxx +m2τxu
2m−2ux

−mξuum−1u2
x −mτuum−1uxut +m(m− 1)φum−2ux = 0 (3.7)

Nosso objetivo agora é agrupar todos os termos com derivadas de u em relação a x e t,
suas potências e produtos de derivadas e em seguida igualaremos seus coeficientes a zero,
obtendo as equações definidoras. Vejamos um a um:

(a) Vamos considerar inicialmente a equação formada pelos coeficientes das potências
u0 = 1, ou seja, os coeficientes que não são multiplicados por potências de derivadas
de u

φt +mum−1φx + φxxx = 0. (3.8)

(b) Os coeficientes de uxxuxt uxxt e uxuxxt indicam que τx = 0 e τu = 0 não é função
nem de x e nem de u, logo τ = τ(t);

(c) O coeficiente de u2
xx é ξu = 0, o que significa que ξ = ξ(x, t);

(d) Com essas considerações sobre τ e ξ podemos ver que o coeficiente de uxxx, resulta
na equação τt = 3ξx, que pode ser integrada tal que

ξ(x, t) = 1
3τt(t)x+ α(t). (3.9)

(e) Os coeficientes de uxuxx e u3
x são, respectivamente, φuu = 0 e φuuu = 0;
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(f) Tendo em vista a expressão que foi obtida para ξ(x, t), o coeficiente de uxx resulta
na equação φux = 3

2ξxx = 0. Integrando duas vezes, temos φ(t, u) = β(t)u + γ(t).
Usando esses resultado na eq.(3.5) vemos facilmente que β e γ são constantes. Logo,
a expressão para φ será

φ(u) = au+ b. (3.10)

Visto que ξ = ξ(x, t), φ = φ(u) e τ = τ(t), o coeficiente de ux torna-se na equação

−ξt +m(τt − ξx)um−1 +m(m− 1)um−2φ = 0.

Usando as eq.(3.9) e (3.10), obtemos

−1
3τttx− αt(t) +m

(2
3τt + (m− 1)a

)
um−1 +m(m− 1)bum−2 = 0,

que resulta

−αt(t) +m
(2

3τt + (m− 1)a
)
um−1 +m(m− 1)bum−2 = 0. (3.11)

Como o coeficiente de x é zero, temos

τtt = 0 ⇒ τ(t) = ct+ d, (3.12)

onde c e d são constantes.

Com isso, o gerador infinitesimal terá os coeficientes

v =
(1

3cx+ α(t)
)
∂

∂x
+ (ct+ d) ∂

∂t
+ (au+ b) ∂

∂u
. (3.13)

Os valores das constantes e a expressão para α no gerador dependem dos valores de m.
Vejamos para alguns casos usando a eq.(3.11).

Caso 1. Para m = 0: os coeficientes das potências de u tornam-se todos nulos, incluindo
αt = 0, de modo que α = cte. = a1. Logo,

v =
(1

3cx+ a1

)
∂

∂x
+ (ct+ d) ∂

∂t
+ (au+ b) ∂

∂u
. (3.14)

Caso 2. Para m = 1: a eq.(3.11) produzirá duas equações: τt = 0 e αt = 0, que integradas
resultam em constantes α = a1 e τ = a2 = d. O gerador será, portanto,

v = a1
∂

∂x
+ d

∂

∂t
+ (au+ b) ∂

∂u
. (3.15)

Caso 3. Para m = 2: temos

αt(t) = 2b e 2
3c+ a = 0,

onde τt = c. Assim, α(t) = 2bt+ a1, onde a3 é constante, e a = −2c/3. Logo,

v =
(1

3cx+ 2bt+ a1

)
∂

∂x
+ (ct+ d) ∂

∂t
+
(
−2

3cu+ b
)
∂

∂u
. (3.16)
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Caso 4. Para m6=1, 2: da eq.(3.11), obtemos

αt = 0, 2
3τt + (m− 1)a = 0, b = 0 = 0,

de onde obtemos α = a1 e a = −2c/[3(m− 1)], onde usamos τt = c. Logo,

v =
(1

3cx+ a1

)
∂

∂x
+ (ct+ d) ∂

∂t
− 2c

3(m− 1)u
∂

∂u
. (3.17)

Vimos como obter os geradores infinitesimais para os casos em que m = 0, 1, 2 e m
qualquer. Contudo, não vimos como usar esses geradores para obtermos as soluções das
equações. Vejamos para o caso geral, isto é, para m qualquer, em que o gerador é dado
pela eq.(3.13). Podemos escrever esse gerador de forma mais simples fazendo a seguinte
escolha de suas constantes: a1 = a2 = 0 e a4 = 3. Assim, o gerador que utilizaremos será

v = x
∂

∂x
+ 3t ∂

∂t
− 2
m− 1u

∂

∂u
. (3.18)

Aplicando o gerador a essa equação podemos ver que, de fato, ela satisfaz a condição de
invariância infinitesimal. Agora escrevemos o sistema característico

dx

x
= dt

3t = −1
2(m− 1)du

u
.

O primeiro invariante é dado pela primeira equação do sistema
dx

x
= dt

3t ⇒ ζ(x, t) = xt−1/3.

O próximo invariante é dado por
dt

3t = −1
2(m− 1)du

u
⇒ v(ζ) = utγ, onde γ = 2

3(m− 1) ,

onde x e t em u estão relacionados por ζ. Podemos reescrever a eq.(3.2) usando u = t−γv

e derivamos v em relação a ζ. Assim:

ux = t−γ−1/3v′ , uxxx = t−γ−1v′′′ , ut = t−γ−1
(
−γv − 1

3ζv
′
)
,

onde usamos ζx = t−1/3 e ζt = −t−4/3x/3. Com isso, a eq.(3.2) será reduzida à seguinte
EDO

v′′′ +mvm−1v′ − 1
3ζv

′ − γv = 0. (3.19)

Essa é a equação que será reduzida da eq.(3.2) através do gerador de simetria dado por
(3.18).

Observação 1. Vejamos, em particular, que para o caso de m = 3, a eq.(3.19) será

v′′′ + 3v2v′ − 1
3ζv

′ − 1
3v = 0,

pois γ = 1/3. Essa equação se reduz a uma equação Painlevé tipo-II, visto que
d

dζ
v′′ + d

dζ
v3 − 1

3
d

dζ
(ζv) = 0 ⇒ v′′ + v3 − 1

3(ζv) + δ = 0,

onde δ é constante de integração.
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Veja que nos quatro casos que vimos para m = 0, 1, 2 e m6=1, 2 é possível escolher
constantes tais que tenhamos um gerador da forma

v = a1
∂

∂x
+ d

∂

∂t
.

Usando esse campo vetorial vamos procurar pelo invariante para obtermos uma equação
mais simples de se resolvida. Do sistema característico, obtemos

dx

ω
= dt

k
⇒ ζ(x, t) = kx− ωt, (3.20)

onde fizemos a1 = ω e d = k. Portanto a solução será uma função

u(x, t) = f(ζ) = f(kx− ωt).

Para substituirmos essa solução na eq.(3.1) vemos que

∂u

∂t
= ∂f

∂ζ

∂ζ

∂t
= −ωfζ ,

∂um

∂x
= ∂fm

∂ζ

∂ζ

∂x
= k(fm)ζ ,

∂3un

∂x3 = ∂3fn

∂ζ3

(
∂ζ

∂x

)3

= k3(fn)ζζζ .

Sendo assim, como n = 1, a equação é escrita como

−ωfζ + k(fm)ζ + k3fζζζ = 0. (3.21)

Integrando essa equação, temos

−ωf + k3fζζ + kfm = 1
2A,

onde A é constante de integração. Multiplicamos a equação por fζ e integramos, resultando

f 2
ζ = ω

k3f
2 + Af − 2

(m+ 1)k2f
m+1 +B

onde B é constante. Integrando novamente temos a expressão∫ df√
Af + ω

k3f 2 − 2
(m+1)k2fm+1 +B

= ζ + C, (3.22)

onde C é constante. A maior parte das soluções dessa equação são dadas na forma de
funções elípticas.

3.2 Caso geral: Equação KdV completamente não-linear

Agora aplicaremos o método de simetria diretamente à eq.(3.1), para n 6=1, [19]

ut + (um)x + (un)xxx = 0.

O campo vetorial e sua prolongação são iguais ao do caso n = 1, dados pelas eq.(3.3) e
(3.4). Usando o critério de invariância, onde

pr(3)[ut + (um)x + (un)xxx] = 0 sempre que ut + (um)x + (un)xxx = 0, (3.23)
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e escrevendo a eq.(3.1) na forma

ut +mum−1ux + n(n− 1)(n− 2)un−3u3
x + 3n(n− 1)un−2uxuxx + nun−1uxxx = 0, (3.24)

temos a equação

φt+n(n−1)(n−2)(n−3)φun−4u3
x+3n(n−1)(n−2)φxun−3u2

x+3n(n−1)(n−2)φun−3uxuxx+

+ 3n(n− 1)φxun−2uxx + 3n(n− 1)φxxun−2ux + n(n− 1)φun−2uxxx + nφxxxun−1+

+m(m− 1)φum−2ux +mφxum−1 = 0

Substituindo as expressões para φt, φx, φxx e φxxx, obtidas na seção anterior, e escrevendo
ut = −(um)x − (un)xxx, dada pela eq.(3.24), obtemos a equação:

φt+(Eτtum−1−Eφuum−1−ξt)ux+(Eξuum−1−E2τuu
2m−2)u2

x+(Aτtun−1−Aφuun−1)uxxx
+(ABCτtun−3−ABCφuun−3)u3

x+(ABCξuun−3−2ABCEτuum+n−4)u4
x+[−(ABC)2τuu

2n−6]u6
x

+ [−6(AB)2Cτuu
2n−5]u4

xuxx + (−A2τuu
2n−2)u2

xxx + (3ABτtun−2 − 3ABφuun−2)uxuxx
+ (3ABξuun−2 − 6ABEτuum+n−3)u2

xuxx + (Aξuun−1 − 2AEτuum+n−2)uxuxxx
+ [−9(AB)2τuu

2n−4](uxuxx)2 + (−2A2BCτuu
2n−4)u3

xuxxx

+(−6A2Bτuu
2n−3)uxuxxuxxx+ABCDφun−4u3

x+3ABCφun−3uxuxx+ABφun−2uxxx+EFφum−2ux

+3ABCφxun−3u2
x+3ABCφuun−3u3

x−3ABCξxun−3u3
x−3ABCξuun−3u4

x+3(ABC)2τxu
2n−6u5

x

+9(AB)2Cτxu
2n−5u3

xuxx+3A2BCτxu
2n−4u2

xuxxx+3ABCEτxum+n−4u3
x+3(ABC)2τuu

2n−6u6
x

+ 3(AB)2Cτuu
2n−5u4

xuxx + 3A2BCτuu
2n−4u3

xuxxx + 3ABCEτuum+n−4u4
x + 3ABφxun−2uxx

+ 3ABφuun−2uxuxx − 3ABξxun−2uxuxx − 3ABξuun−2u2
xuxx + 3(AB)2Cτxu

2n−5u3
xuxx

+9(AB)2τxu
2n−4uxu

2
xx+3A2Bτxu

2n−3uxxuxxx+3ABEτxum+n−3uxuxx+3(AB)2Cτuu
2n−5u4

xuxx

+ 9(AB)2τuu
2n−4(uxuxx)2 + 3A2Bτuu

2n−3uxuxxuxxx + 3ABEτuum+n−3u2
xuxx + Eφxu

m−1

+ Eφuu
m−1ux − Eξxum−1ux − Eξuum−1u2

x + ABCEτxu
m+n−4u3

x + 3ABEτxum+n−3uxuxx

+ AEτxu
m+n−2uxxx + E2τxu

2m−2ux + ABCEτuu
m+n−4u4

x + 3ABEτuum+n−3u2
xuxx

+AEτuum+n−2uxuxxx+E2τuu
2m−2u2

x++[9(AB)2τuu
2n−4](uxuxx)2+(3A2Bτuu

2n−3)uxuxxuxxx
+ 3ABφxxun−2ux + (6ABφxuun−2 − 3ABξxxun−2 + 3ABEτxxum+n−3)u2

x + (3ABφuuun−2

−6ABξxuun−2+6ABEτxuum+n−3)u3
x+[−3ABξuuun−2+3ABEτuuum+n−3+3(AB)2Cτxxu

2n−5]u4
x

+ [6(AB)2Cτxuu
2n−5]u5

x + [3(AB)2Cτuuu
2n−5]u6

x + (3ABφuun−2 − 6ABξxun−2)uxuxx
+ [−9ABξuun−2 + 9(AB)2τxxu

2n−4 + 3ABEτuum+n−3]u2
xuxx + [−6ABτuun−2]u2

xuxt

+ (3A3B2Cτxxu
2n−3)uxuxxx + [18(AB)2τxuu

2n−2]u3
xuxx + (6A2Bτxuu

2n−3)u2
xuxxx

+ [9(AB)2τuuu
2n−4 + 3(AB)2Cτuu

2n−5]u4
xuxx + (3A2Bτuuu

2n−3)u3
xuxxx

+Aφxxxu
n−1 + (3Aφxxuun−1 +Aφuxu

n−1 −Aξxxxun−1)ux + (2Aφuxun−1 − 3Aξxxun−1)uxx
+ (Aφuun−1 − 3Aξxun−1)uxxx + (3Aφuuxun−1 + Aφuuu

n−1 − 3Aξxxuun−1 − Aξuxun−1)u2
x

+ (Aφuuuun−1 − 3Aξuuxun−1 − Aξuuun−1)u3
x + (−Aξuuuun−1)u4

x + (−3Aξuun−1)u2
xx
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+(2Aφuuun−1−8Aξuxun−1)uxuxx+(−5Aξuu)u2
xuxx+(−4Aξuun−1)uxuxxx+(A2τuu

2n−2)u2
xxx

+ (−3Aτxxun−1)uxt + (−6Aτuxun−1)uxuxt + (−3Aτuuun−1)u2
xuxt + (−3Aτuun−1)uxxuxt

+ (−3Aτxun−1)uxxt + (−3Aτuun−1)uxuxxt + (A2BCτxxxu
2n−4 + 3AEτuuxum+n−2

+ AEτuuu
m+n−2)u3

x + (3A2Bτxxxu
2n−3 + 2AEτuxum+n−2)uxuxx + (3A2BCτxxuu

2n−4

+ AEτuuuu
m+n−2 + A2BCτuxu

2n−4)u4
x + (9A2Bτxxuu

2n−3 + 2AEτuuum+n−2

+ 3A2Bτuxu
2n−3)u2

xuxx + (A2τxxxu
2n−2)uxxx + (AEτxxxum+n−2)ux + (3A2τxxuu

2n−2

+AEτuum+n−2+A2τuxu
2n−2)uxuxxx+(3AEτxxuum+n−2+AEτuxum+n−2)u2

x+(3A2BCτuuxu
2n−4

+ A2BCτuuu
2n−4)u5

x + (9A2Bτuuxu
2n−3 + 2A2BCτuxu

2n−4 + 3A2Bτuuu
2n−3)u3

xuxx

+ (3A2τuuxu
2n−2 +A2τuuu

2n−2)u2
xuxxx + (6A2Bτuuu

2n−3)(uxuxx)2 + (6A2Bτuxu
2n−3)uxu2

xx

+(2A2τuxu
2n−2)uxxuxxx+(2A2BCτuuu

2n−4 +3A2Bτuuuu
2n−3)u4

xuxx+(A2BCτuuuu
2n−4)u6

x

+ (2A2τuuu
2n−2 + 3A2Bτuu

2n−3)uxuxxuxxx + (A2τuuuu
2n−2 +A2BCτuu

2n−4)u3
xuxxx = 0,

(3.25)

que é obtida em mais detalhes no Apêndice B. Devemos agora agrupar os coeficientes
das potências das derivadas de u e igualá-las a zero. Isso está feito em mais detalhes no
Apêndice B, mas aqui destacaremos apenas os coeficientes que terão maior relevância para
o desenvolvimento adiante. Esse procedimento nos ajudará a encontrar as expressões para
os coeficientes ξ, τ e φ do campo vetorial.

Os coeficientes de uxxt e uxuxxt

uxxt : − 3Aτxun−1 = 0 e uxuxxt : − 3Aτuun−1 = 0,

mostram que τx = 0 e τu = 0, indicando que τ é uma função apenas de t, τ = τ(t). Usando
esses resultados, vemos que a equação formada pelos coeficientes de uxxx,

Aτtu
n−1 + ABφun−2 − 3Aξxun−1 = 0

tornar-se
(τt − 3ξx)un−1 + (n− 1)φun−2 = 0,

pois B = n − 1. Nessa equação, os coeficientes de un−1 e un−2 devem ser nulos, e como
estamos considerando os casos em que n 6=1 esses coeficientes são nulos quando φ = 0 e
τt = 3ξx. O coeficiente de u2

xx é ξu = 0, assim ξ = ξ(x, t). Integrando de τt, temos

τt = 3ξx ⇒ ξ(x, t) = 1
3τtx+ α(t). (3.26)

A equação formada pelos coeficientes de ux,

Eτtu
m−1 − ξt − Eξxum−1 − Aξxxxun−1 = 0,

torna-se
m(τt − ξx)um−1 − ξt = 0, (3.27)
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onde ξxxx = 0, devido à expressão obtida para ξ(x, t). Como os coeficientes de um−1 e
u0 = 1 devem ser nulos, temos que

τt = ξx e ξt = 0.

Logo essas equações são satisfeitas quando ξ e τ são constantes. Sendo ξ = a1 e τ = a2, e
sendo φ = 0, o campo vetorial tem a forma

v = a1
∂

∂x
+ a2

∂

∂t
. (3.28)

Com isso, o sistema característico
dx

ω
= dt

k
,

onde fizemos a1 = ω e a2 = k, produz a função invariante ζ(x, t) = kx− ωt, de modo que
as soluções da eq.(3.25) são funções

u(x, t) = f(kx− ωt), (3.29)

onde f = f(x, t) através de ζ(x, t) = kx− ωt.

Agora, vamos usar essa função invariante e reescrever a equação inicial. Para isso,
veja que

∂u

∂t
= ∂f

∂ζ

∂ζ

∂t
= −ωfζ ,

∂um

∂x
= ∂fm

∂ζ

∂ζ

∂x
= k(fm)ζ ,

∂3un

∂x3 = ∂3fn

∂ζ3

(
∂ζ

∂x

)3

= k3(fn)ζζζ .

Sendo assim, a equação é escrita como

−ωfζ + k(fm)ζ + k3(fn)ζζζ = 0. (3.30)

Integrando, obtemos
n(fn−1fζ)ζ −

ω

k3f + 1
k2f

m = A,

onde A é constante de integração. Vamos multiplicar a equação por fn−1fζ e integrarmos

(fn−1fζ)2 − 2ω
n(n+ 1)k3f

n+1 + 2
n(m+ n)k2f

m+n = 2A
n2 f

n +B, (3.31)

onde B é constante. Podemos integrá-la novamente, obtendo∫ fn−1df√
2ω

n(n+1)k3fn+1 − 2
n(m+n)k2fm+n + 2A

n2 fn +B
= ζ + C, (3.32)

onde C é constante de integração. Para diferentes valores de m e n podemos obter várias
integrais.

Vejamos caso em que m = n = 2, extensamente estudado por Rosenau e Hyman [8].
Para esses valores de m e n a eq.(3.31) será

f 2
ζ −

ω

3k3f + 1
4k2f

2 = A

2 + B

f 2 . (3.33)
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Antes de integrarmos vamos considerar as constantes A = B = 0. Usando a eq.(3.32) e
considerando β = 4ω/3k, temos

2k
∫ df√

βf − f 2 = ζ + C.

Integrando o primeiro membro, temos

2karcsin
(
f − β/2
β/2

)
= ζ + C ⇒ f(ζ) = β

2

(
1 + sin

(
ζ + C

2k

))
. (3.34)

Para o caso em que a constante C = kπ, a expressão para a solução será [19]

f(ζ) = β

2

(
1 + cos

(
ζ

2k

))
,

na qual podemos usar a identidade trigonométrica cos2θ = (1 + cos 2θ)/2, de onde obtemos
a solução

u(x, t) = f(ζ) = 4ω
3k cos2

(
kx− ωt

4k

)
(3.35)

pois β = 4ω/3k e ζ = kx− ωt. Sabemos que o cosseno é uma função periódica. Contudo,
veja que quando Kx− ωt = ±2kπ, para k = 0, 1, 2, ..., a solução u(x, t) = 0 deixa de ser
única: qualquer período entre [−2π, 2π], para k = 1, entre [−4π, 4π], para k = 2, etc.,
torna-se uma entidade isolada [20]. Portanto, podemos remover todos estes outros períodos
e ficar com apenas um, tal que este tenha a propriedade de ser não-nulo quando kx− ωt
assume valores no intervalo [−2kπ, 2kπ] e é nulo fora dele

u(x, t) =


4ω
3k cos2

[
1
4k (kx− ωt)

]
se |kx− ωt|≤2kπ,

0 se |kx− ωt|≥2kπ
(3.36)

Soluções desse tipo são chamadas compactons, por terem suporte compacto [8]. Os compac-
tons são um caso particular de onda viajante e que têm algumas propriedades semelhantes
às dos sólitons [20].

Em suma, essas soluções possuem as seguintes características:

(a) têm suporte compacto, ou seja, é não nula num intervalo finito do seu domínio de
definição e nula fora desse intervalo [21];

(b) a velocidade do compacton depende da sua amplitude (altura);

(c) o comprimento (extensão) da onda compacton independe da amplitude da onda (e,
consequentemente, da velocidade), diferentemente dos sólitons, que quanto maior a
amplitude, menos é o comprimento;

(d) assim como os sólitons, os compactons interagem entre si e após a interação preservam
forma e velocidade iniciais;
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(e) no caso do sóliton da KdV, dado pela eq.(1.14) a solução é proporcional a uma
secante hiperbólica (ao quadrado) e que, por sua vez, é uma função de exponenciais.
Sendo assim, para o argumento ξ = x− ct→∞ vemos que o sóliton tem “caudas” que
se estendem, prolongam, até o infinito. No caso dos compactons isso não acontece
porque, independente dos valores que o argumento kx − ωt assumir, a solução só
será não nula dentro de um intervalo finito, não se estendendo até o infinito. Devido
a isso essas soluções por vezes são chamadas de “sólitons com comprimento de onda
finito” [8].

Ainda para o caso K(2, 2) foram obtidas quatros leis de conservação [8], cujas
quantidades conservadas são

T1 = u, T2 = u3, T3 = T4 = u cosx+ β,

onde β é β = 0 para T3 e β = −π/2 para T4. Os fluxos são, respectivamente

X1 = u2 +(u2)xx, X2 = 3
2u

4 +6u3uxx, X3 = X4 = sin(x+β)(u2)x+cos(x+β)(u2)xx.

Posteriormente mostrou-se [11] que essas são realmente as únicas quantidades conservadas
da equação K(2, 2).

Contudo, não é para quaisquer valores de m e n que as soluções serão compactons.
Vejamos o caso em que m = 2 e n = 3 [19]. Usando a eq.(3.32) para A = B = 0 e fazendo
β = 5ω/4k, temos ∫ df√

β − f
= ζ + C,

que integrando, temos
f = 5ω

4k −
1
4(ζ + C)2. (3.37)

Para o caso m = 3 e n = 2, fazendo β = 5ω/3k, a eq.(3.32) será

k
√

5
∫ df√

βf − f 3 = ζ + C,

cuja solução é uma função elíptica. Por fim, para o caso m = n = 3, temos∫ df√
β − f 2 = ζ + C,

onde β = 3ω/2k. Integrando, temos

f(ζ) =
√

3ω
2k sin(ζ + C). (3.38)
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Conclusão

Vimos que a equação KdV, que descreve um grande número de fenômenos que se
encontram em diversos campos da Física, variando desde a mecânica dos fluidos até a
física de partículas, pode ter termos modificados tal que possa descrever um número maior
de fenômenos. Das várias versões dessa equação, escolhemos trabalhar com as equações
K(m,n) com dispersão não-linear, das quais, para alguns valores de m e n pudemos obter
um novo tipo de soluções tipo ondas solitárias, chamadas compactons. Essas soluções são
semelhantes aos sólitons da KdV, principalmente no que diz respeito à forma com a qual
interagem entre si, emergindo com mesmas forma e velocidade após a interação. Contudo,
possuem características diferentes das dos sólitons, como o fato de terem extensão finita.

O conteúdo discutido nesta dissertação de mestrado está em fase inicial, que ainda
está em desenvolvimento e que apenas alguns conceitos introdutórios foram estudados.
Temos o objetivo de dar continuidade ao estudo, buscando entender propriedades mais
profundas sobre as EDPs não-lineares tipo K(m,n) que apresentam soluções com suporte
compacto em paralelo com teoria sóliton.
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APÊNDICE A – Cálculos adicionais para a equação de calor

No caso da equação de calor (2.60), precisamos calcular os coeficientes φt e φxx da
prolongação. Contudo, alguns resultados que obtivermos serão válidos não só para φ, mas
também para ξ e τ , visto que ξ, τ e φ funções de x, t e u. Por exemplo,

φt = Dφ

Dt
− ux

Dξ

Dt
− ut

Dτ

Dt
. (A.1)

Usando a expressão das derivadas totais para t, vemos que
Dφ

Dt
= ∂φ

∂t
+ ut

∂φ

∂u
+ utx

∂φ

∂ux
+ utt

∂φ

∂ut
+ ... (A.2)

e isso resulta
Dφ

Dt
= φt + utφu. (A.3)

Uma expressão semelhante é obtida para Dξ/Dt e Dτ/Dt, bastando substituir φ por ξ e
τ , respectivamente:

Dξ

Dt
= ξt + utξu,

Dτ

Dt
= τt + utτu. (A.4)

Usando esses resultados, a expressão para φt será

φt = φt − ξtux + (φu − τt)ut − ξuuxut − (ut)2τu. (A.5)

Da mesma forma, obtemos

φx = Dφ

Dx
− ux

Dξ

Dx
− ut

Dτ

Dx
, (A.6)

onde
Dξ

Dx
= ξx + uxξu,

Dτ

Dx
= τx + uxτu,

Dφ

Dx
= φx + uxφu (A.7)

com as derivadas totais de x dadas por
Dφ

Dx
= ∂φ

∂x
+ ux

∂φ

∂u
+ uxx

∂φ

∂ux
+ uxt

∂φ

∂ut
+ ... (A.8)

Logo, usando essas equações, vemos que

φx = φx + uxφu − ux(ξx + uxξu)− ut(τx + uxτu),

ou, numa expressão semelhante à (5),

φx = φx − τxut + (φu − ξx)ux − τuutux − (ux)2ξu. (A.9)

Para φxx, temos

φxx = Dφx

Dx
−uxx

Dξ

Dx
−uxt

Dτ

Dx
⇒ φxx = D

Dx

(
Dφ

Dx
− ux

Dξ

Dx
− ut

Dτ

Dx

)
−uxx

Dξ

Dx
−uxt

Dτ

Dx
,

(A.10)
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de onde obtemos

φxx = D2
xφ− uxD2

xξ − utD2
xτ − 2uxxDxξ − 2uxtDxτ, (A.11)

onde Dx = D/Dx, D2
x = D2/Dx2. Veja que

D2
xφ = D

Dx

Dφ

Dx
= D

Dx
(φx + uxφu) (A.12)

onde usamos as eq.(7) e (8), resultando na expressão

D2
xφ = φxx + uxφxu + ux(φux + uxφuu) + φuuxx. (A.13)

Da mesma forma obtemos para ξ e τ

D2
xξ = ξxx+uxξxu+ux(ξux+uxξuu)+ξuuxx, D2

xτ = τxx+uxτxu+ux(τux+uxτuu)+τuuxx.
(A.14)

Assim, teremos

φxx = φxx+uxφxu+ux(φux+uxφuu)+φuuxx−ux (ξxx + uxξxu + ux(ξux + uxξuu) + ξuuxx)

− ut (τxx + uxτxu + ux(τux + uxτuu) + τuuxx)− 2uxx(ξx + uxξu)− 2uxt(τx + uxτu)

ou ainda

φxx = φxx + (2φux − ξxx)ux + (φu − 2ξx)uxx + (φuu − 2ξux)u2
x − ξuuu3

x − 3ξuuxuxx
− τxxut − 2τuxutux − τuuutu2

x − τuutuxx − 2τxuxt − 2τuuxuxt. (A.15)

Para φxxx usamos o resultado anterior

φxxx = Dφxx

Dx
− uxxx

Dξ

Dx
− uxxt

Dτ

Dx
. (A.16)

Usando a eq.(12), vemos que

Dφxx

Dx
= Dx(D2

xφ− uxD2
xξ − utD2

xτ − 2uxxDxξ − 2uxtDxτ),

ou

Dφxx

Dx
= D3

xφ−uxD3
xξ−utD3

xτ−2uxxD2
xξ−2uxtD2

xτ−uxxD2
xξ−uxtD2

xτ−2uxxxDxξ−2uxxtDxτ,

(A.17)
onde Dxux = uxx, Dxut = uxt, Dxuxx = uxxx e Dxuxt = uxxt. Com isso, a eq.(18) será

φxxx = D3
xφ− uxD3

xξ − utD3
xτ − 3uxxD2

xξ − 3uxtD2
xτ − 3uxxxDxξ − 3uxxtDxτ. (A.18)

Utilizando a eq.(14)

D3
xφ = Dx(D2

xφ) = Dx(φxx + uxφxu + ux(φux + uxφuu) + φuuxx),
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obtemos

D3
xφ = φxxx+3φxxuux+3φuuxu2

x+2φuxuxx+2φuuuxuxx+φuuuu
3
x+φuuxxx+φuxux+φuuu

2
x.

(A.19)
A mesma expressão é obtida para D3

xξ e D3
xτ , bastando substituir ξ e τ , respectivamente.

Com isso, encontramos

φxxx = φxxx+3φxxuux+3φuuxu2
x+2φuxuxx+2φuuuxuxx+φuuuu3

x+φuuxxx+φuxux+φuuu2
x

− ξxxxux− 3ξxxuu2
x− 3ξuuxu3

x− 2ξuxuxuxx− 2ξuuu2
xuxx− ξuuuu4

x− ξuuxuxxx− ξuxu2
x− ξuuu3

x

− τxxxut − 3τxxuuxut − 3τuuxu2
xut − 2τuxuxxut − 2τuuuxuxxut − τuuuu3

xut − τuuxxxut
− τuxuxut − τuuu2

xut − 3ξxxuxx − 3ξxuuxuxx − 3ξuxuxuxx − 3ξuuu2
xuxx − 3ξuu2

xx

−3τxxuxt−3τxuuxuxt−3τuxuxuxt−3τuuu2
xuxt−3τuuxxuxt−3ξxuxxx−3ξuuxuxxx−3τxuxxt−3τuuxuxxt,

somando alguns termos dessa equação, temos

φxxx = φxxx + (3φxxu + φux − ξxxx)ux + (3φuux + φuu − 3ξxxu − ξux)u2
x + (φu − 3ξx)uxxx

+(φuuu−3ξuux−ξuu)u3
x+(2φux−3ξxx)uxx+(2φuu−8ξux)uxuxx−5ξuuu2

xuxx−ξuuuu4
x−4ξuuxuxxx

−τxxxut−3τxxuuxut−3τuuxu2
xut−2τuxuxxut−2τuuuxuxxut−τuuuu3

xut−τuuxxxut−τuxuxut
− τuuu2

xut− 3ξuu2
xx− 3τxxuxt− 6τxuuxuxt− 3τuuu2

xuxt− 3τuuxxuxt− 3τxuxxt− 3τuuxuxxt,
(A.20)

onde consideramos τxu = τux.
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Aplicando a prolongação à eq., temos

φt + [n(n− 1)(n− 2)(n− 3)un−4u3
x + 3n(n− 1)(n− 2)un−3uxuxx + n(n− 1)um−2ux]φ

+[3n(n−1)(n−2)un−3u2
x+3n(n−1)un−2uxx+mum−1]φx+[3n(n−1)un−2ux]φxx+nun−1φxxx = 0,

(B.1)

que substituindo n = A, n− 1 = B, n− 2 = C, n− 3 = D, m = E e m− 1 = F , temos

φt + [ABCDun−4u3
x + 3ABCun−3uxuxx + ABum−2ux]φ

+ [3ABCun−3u2
x + 3ABun−2uxx + Eum−1]φx + [3ABun−2ux]φxx + Aun−1φxxx = 0.

(B.2)

Agora precisamos escrever explicitamente os termos φt, φx, φxx e φxxx, dados pelas eq.(A.5),
(A.10), (A.17) e (A.24) do Apêndice A. Além disso, sempre que ut aparecer na eq.(B.2)
escreveremos a eq.(3.24)

ut = −n(n− 1)(n− 2)un−3u3
x − 3n(n− 1)un−2uxuxx − nun−1uxxx −mum−1ux, (B.3)

onde fizemos n = A, n− 1 = B,..., assim como na eq.(B.2). Sendo

u2
t = (ABC)2u2n−6u6

x+6(AB)2Cu2n−5u4
xuxx+9(AB)2u2n−4(uxuxx)2+2A2BCu2n−4u3

xuxxx

+2ABCEum+n−4u4
x+6A2Bu2n−3uxuxxuxxx+6ABEum+n−3u2

xuxx+A2u2n−2u2
xxx+2AEum+n−2uxuxxx

+ E2u2m−2u2
x, (B.4)

a eq.(B.2) será

φt + (Eτtum−1 − Eφuum−1 − ξt)ux + (Eξuum−1 − E2τuu
2m−2)u2

x

+(ABCτtun−3−ABCφuun−3)u3
x+(ABCξuun−3−2ABCEτuum+n−4)u4

x+[−(ABC)2τuu
2n−6]u6

x

+ (Aτtun−1 − Aφuun−1)uxxx + (−A2τuu
2n−2)u2

xxx + (3ABτtun−2 − 3ABφuun−2)uxuxx
+ (3ABξuun−2 − 6ABEτuum+n−3)u2

xuxx + (Aξuun−1 − 2AEτuum+n−2)uxuxxx
+ [−6(AB)2Cτuu

2n−5]u4
xuxx + [−9(AB)2τuu

2n−4](uxuxx)2 + (−2A2BCτuu
2n−4)u3

xuxxx

+(−6A2Bτuu
2n−3)uxuxxuxxx+ABCDφun−4u3

x+3ABCφun−3uxuxx+ABφun−2uxxx+EFφum−2ux

+3ABCφxun−3u2
x+3ABCφuun−3u3

x−3ABCξxun−3u3
x−3ABCξuun−3u4

x+3(ABC)2τxu
2n−6u5

x

+9(AB)2Cτxu
2n−5u3

xuxx+3A2BCτxu
2n−4u2

xuxxx+3ABCEτxum+n−4u3
x+3(ABC)2τuu

2n−6u6
x

+ 3(AB)2Cτuu
2n−5u4

xuxx + 3A2BCτuu
2n−4u3

xuxxx + 3ABCEτuum+n−4u4
x + 3ABφxun−2uxx
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+ 3ABφuun−2uxuxx − 3ABξxun−2uxuxx − 3ABξuun−2u2
xuxx + 3(AB)2Cτxu

2n−5u3
xuxx

+9(AB)2τxu
2n−4uxu

2
xx+3A2Bτxu

2n−3uxxuxxx+3ABEτxum+n−3uxuxx+3(AB)2Cτuu
2n−5u4

xuxx

+ 9(AB)2τuu
2n−4(uxuxx)2 + 3A2Bτuu

2n−3uxuxxuxxx + 3ABEτuum+n−3u2
xuxx + Eφxu

m−1

+ Eφuu
m−1ux − Eξxum−1ux − Eξuum−1u2

x + ABCEτxu
m+n−4u3

x + 3ABEτxum+n−3uxuxx

+ AEτxu
m+n−2uxxx + E2τxu

2m−2ux + ABCEτuu
m+n−4u4

x + 3ABEτuum+n−3u2
xuxx

+ AEτuu
m+n−2uxuxxx + E2τuu

2m−2u2
x+

+ 3ABφxxun−2ux + (6ABφxuun−2 − 3ABξxxun−2 + 3ABEτxxum+n−3)u2
x + (3ABφuuun−2

−6ABξxuun−2+6ABEτxuum+n−3)u3
x+[−3ABξuuun−2+3ABEτuuum+n−3+3(AB)2Cτxxu

2n−5]u4
x

+ [6(AB)2Cτxuu
2n−5]u5

x + [3(AB)2Cτuuu
2n−5]u6

x + (3ABφuun−2 − 6ABξxun−2)uxuxx
+ [−9ABξuun−2 + 9(AB)2τxxu

2n−4 + 3ABEτuum+n−3]u2
xuxx + [−6ABτuun−2]u2

xuxt

+ (3A3B2Cτxxu
2n−3)uxuxxx + [18(AB)2τxuu

2n−2]u3
xuxx + (6A2Bτxuu

2n−3)u2
xuxxx

+ [9(AB)2τuuu
2n−4 + 3(AB)2Cτuu

2n−5]u4
xuxx + (3A2Bτuuu

2n−3)u3
xuxxx

+ [9(AB)2τuu
2n−4](uxuxx)2 + (3A2Bτuu

2n−3)uxuxxuxxx
+Aφxxxu

n−1 + (3Aφxxuun−1 +Aφuxu
n−1 −Aξxxxun−1)ux + (2Aφuxun−1 − 3Aξxxun−1)uxx

+ (Aφuun−1 − 3Aξxun−1)uxxx + (3Aφuuxun−1 + Aφuuu
n−1 − 3Aξxxuun−1 − Aξuxun−1)u2

x

+ (Aφuuuun−1 − 3Aξuuxun−1 − Aξuuun−1)u3
x + (−Aξuuuun−1)u4

x + (−3Aξuun−1)u2
xx

+ (2Aφuuun−1 − 8Aξuxun−1)uxuxx + (−5Aξuu)u2
xuxx + (−4Aξuun−1)uxuxxx

+ (−3Aτxxun−1)uxt + (−6Aτuxun−1)uxuxt + (−3Aτuuun−1)u2
xuxt + (−3Aτuun−1)uxxuxt

+ (−3Aτxun−1)uxxt + (−3Aτuun−1)uxuxxt
+(A2BCτxxxu

2n−4+3AEτuuxum+n−2+AEτuuum+n−2)u3
x+(3A2Bτxxxu

2n−3+2AEτuxum+n−2)uxuxx
+(A2τxxxu

2n−2)uxxx+(AEτxxxum+n−2)ux+(3A2BCτxxuu
2n−4+AEτuuuum+n−2+A2BCτuxu

2n−4)u4
x

+ (9A2Bτxxuu
2n−3 + 2AEτuuum+n−2 + 3A2Bτuxu

2n−3)u2
xuxx

+(3A2τxxuu
2n−2+AEτuum+n−2+A2τuxu

2n−2)uxuxxx+(3AEτxxuum+n−2+AEτuxum+n−2)u2
x

+(3A2BCτuuxu
2n−4+A2BCτuuu

2n−4)u5
x+(9A2Bτuuxu

2n−3+2A2BCτuxu
2n−4+3A2Bτuuu

2n−3)u3
xuxx

+ (3A2τuuxu
2n−2 + A2τuuu

2n−2)u2
xuxxx + (6A2Bτuuu

2n−3)(uxuxx)2

+(6A2Bτuxu
2n−3)uxu2

xx+(2A2τuxu
2n−2)uxxuxxx+(2A2BCτuuu

2n−4+3A2Bτuuuu
2n−3)u4

xuxx

+ (2A2τuuu
2n−2 + 3A2Bτuu

2n−3)uxuxxuxxx + (A2BCτuuuu
2n−4)u6

x

+ (A2τuu
2n−2)u2

xxx + (A2τuuuu
2n−2 + A2BCτuu

2n−4)u3
xuxxx = 0 (B.5)

Agrupando os coeficientes da potências das derivadas de u, temos

ux : Eτtu
m−1−Eφuum−1−ξt+EFφum−2+Eφuum−1−Eξxum−1+E2τxu

2m−2+3ABφxxun−2

+ 3Aφxxuun−1 + Aφuxu
n−1 − Aξxxxun−1 + AEτxxxu

m+n−2 = 0,

uxx : 3ABφxun−2 + 2Aφuxun−1 − 3Aξxxun−1 = 0,

uxxx : Aτtu
n−1−Aφuun−1+ABφun−2+AEτxum+n−2+Aφuun−1+A2τxxxu

2n−2−3Aξxun−1 = 0,
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u2
x : Eξuu

m−1 − E2τuu
2m−2 + 3ABCφxun−3 − Eξuum−1 + E2τuu

2m−2 + 6ABφxuun−2

− 3ABξxxun−2 + 3ABEτxxum+n−3 + 3Aφuuxun−1 + Aφuuu
n−1 − 3Aξxxuun−1 − Aξuxun−1

+ 3AEτxxuum+n−2 + AEτuxu
m+n−2 = 0,

u3
x : ABCτtu

n−3 − ABCφuun−3 + ABCDφun−4 + 3ABCφuun−3 − 3ABCξxun−3

+ 3ABCEτxum+n−4 +ABCEτxu
m+n−4 + 3ABφuuun−2− 6ABξxuun−2 + 6ABEτxuum+n−3

+ Aφuuuu
n−1 − 3Aξuuxun−1 − Aξuuun−1 + A2BCτxxxu

2n−4 + 3AEτuuxum+n−2

+ AEτuuu
m+n−2 = 0,

u4
x : ABCξuu

n−3−2ABCEτuum+n−4−3ABCξuun−3+3ABCEτuum+n−4+3ABCEτuum+n−4

− 3ABξuuun−2 + 3ABEτuuum+n−3 + 3(AB)2Cτxxu
2n−5 − Aξuuuun−1 + 3A2BCτxxuu

2n−4

+ AEτuuuu
m+n−2 + A2BCτuxu

2n−4 = 0,

u5
x : 3(ABC)2τxu

2n−6 + 6(AB)2Cτxuu
2n−5 + 3A2BCτuuxu

2n−4 + A2BCτuuu
2n−4 = 0,

u6
x : − (ABC)2τuu

2n−6 + 3(ABC)2τuu
2n−6 + 3(AB)2Cτuuu

2n−5 +A2BCτuuuu
2n−4 = 0,

u2
xx : − 3Aξuun−1 = 0,

u2
xxx : − A2τuu

2n−2 + A2τuu
2n−2 = 0,

uxuxx : 3ABτtun−2 − 3ABφuun−2 + 3ABCφun−3 + 3ABφuun−2 − 3ABξxun−2

+ 3ABEτxum+n−3 + 3ABEτxum+n−3 + 3ABφuun−2 − 6ABξxun−2 + 2Aφuuun−1

− 8Aξuxun−1 + 3A2Bτxxxu
2n−3 + 2AEτuxum+n−2 = 0,

u2
xuxx : 3ABξuun−2−6ABEτuum+n−3−3ABξuun−2+3ABEτuum+n−3+3ABEτuum+n−3

− 9ABξuun−2 + 9(AB)2τxxu
2n−4 + 3ABEτuum+n−3 − 5Aξuu + 9A2Bτxxuu

2n−3

+ 2AEτuuum+n−2 + 3A2Bτxuu
2n−3 = 0,

u3
xuxx : 9(AB)2Cτxu

2n−5 + 3(AB)2Cτxu
2n−5 + 18(AB)2τxuu

2n−2 + 9A2Bτuuxu
2n−3

+ 2A2BCτuxu
2n−4 + 3A2Bτuuu

2n−3 = 0,

u4
xuxx : −6(AB)2Cτuu

2n−5 +3(AB)2Cτuu
2n−5 +3(AB)2Cτuu

2n−5 +9(AB)2Cτuuu
2n−4

+ 3(AB)2Cτuu
2n−5 + 2A2BCτuuu

2n−4 + 3A2Bτuuuu
2n−3 = 0,

uxu
2
xx : 9(AB)2τxu

2n−4 + 6A2Bτuxu
2n−3 = 0,

(uxuxx)2 : − 9(AB)2τuu
2n−4 + 9(AB)2τuu

2n−4 + 9(AB)2τuu
2n−4 + 6A2Bτuuu

2n−3 = 0,
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uxuxxx : Aξuu
n−1 − 2AEτuum+n−2 + AEτuu

m+n−2 + 3A3B2Cτxxu
2n−3 − 4Aξuun−1

+ 3A2τxxuu
2n−2 + 3AEτuum+n−2 + A2τuxu

2n−2 = 0,

u2
xuxxx : 3A2BCτxu

2n−4 + 6A2Bτxuu
2n−3 + 3A2τuuxu

2n−2 + A2τuuu
2n−2 = 0,

u3
xuxxx : −2A2BCτuu

2n−4+3A2BCτuu
2n−4+3A2Bτuuu

2n−3+A2τuuuu
2n−2+A2BCτuu

2n−4 = 0,

uxxuxxx : 3A2Bτxu
2n−3 + 2A2τuxu

2n−2 = 0,

uxuxxuxxx : −6A2Bτuu
2n−3+3A2Bτuu

2n−3+3A2τuu
2n−3+2A2τuuu

2n−2+3A2Bτuu
2n−3 = 0,

u2
xuxt : −6ABτuun−2−3Aτuuun−1 = 0, uxt : −3Aτxxun−1 = 0, uxuxt : −6Aτuxun−1 = 0,

uxxuxt : − 3Aτuun−1 = 0, uxxt : − 3Aτxun−1 = 0, uxuxxt : − 3Aτuun−1 = 0.

A equação dada pelos coeficientes de u0 é

φt + Eφxu
m−1 + Aφxxxu

n−1 = 0. (B.6)

Agora usaremos essas equações para obtermos as expressões de ξ, τ e φ. Os coeficientes de
uxxt e uxuxxt mostram que τx = 0 e τu = 0, indicando que τ é uma função apenas de t,
τ = τ(t). Usando esses resultados, vemos que a equação formada pelos coeficientes de uxxx,

Aτtu
n−1 + ABφun−2 − 3Aξxun−1 = 0

tornar-se
(τt − 3ξx)un−1 + (n− 1)φun−2 = 0,

pois B = n − 1. Nessa equação, os coeficientes de un−1 e un−2 devem ser nulos, e como
estamos considerando os casos em que n 6=1 esses coeficientes são nulos quando φ = 0 e
τt = 3ξx. O coeficiente de u2

xx é ξu = 0, assim ξ = ξ(x, t). Integrando de τt, temos

τt = 3ξx ⇒ ξ(x, t) = 1
3τtx+ α(t). (B.7)

A equação formada pelos coeficientes de ux,

Eτtu
m−1 − ξt − Eξxum−1 − Aξxxxun−1 = 0,

torna-se
m(τt − ξx)um−1 − ξt = 0, (B.8)

onde ξxxx = 0, devido à expressão obtida para ξ(x, t). Como os coeficientes de um−1 e
u0 = 1 devem ser nulos, temos que

τt = ξx e ξt = 0.

Logo essas equações são satisfeitas quando ξ e τ são constantes. Sendo ξ = a1 e τ = a2, e
sendo φ = 0, o campo vetorial tem a forma

v = a1
∂

∂x
+ a2

∂

∂t
. (B.9)
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