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Resumo

O objetivo desta dissertação de mestrado é exibir uma classificação das hipersuperf́ıcies

paralelas e semi-paralelas de Sn × R, baseada no trabalho de Joeri Van der Veken e Luc

Vrancken, em [12].

A classificação que apresentaremos é uma generalização da classificação de hipersu-

perf́ıcies paralelas em Rn e Sn dada por H.B. Lawson (ver [8]), da classificação de hiper-

superf́ıcies semi-paralelas obtida por J. Deprez para o espaço euclidiano (ver [5]) e por F.

Dillen para o caso das formas espaciais de curvatura seccional positiva (ver [6]).





Abstract

The aim of this Masters dissertation is to show a classification of parallel and semi-

parallel hypersurfaces of Sn × R, based on the work of Joeri Van der Veken and Luc

Vrancken, in [12].

The classification that we will present is a generalization of the classification of parallel

hypersurfaces in Rn and Sn given by H.B. Lawson (see [8]), the classification of semi-

parallel hypersurfaces obtained by J. Deprez for the euclidean space (see [5]) and by F.

Dillen for the case of space forms of positive sectional curvature (see [6]).
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Introdução

Esta dissertação é baseada principalmente no trabalho de J. Van der Veken e L. Vran-

cken, em [12].

No primeiro caṕıtulo, dedicaremos aos pré-requisitos. As equações fundamentais de

uma imersão isométrica serão adaptadas para o caso de uma hipersuperf́ıcie de Sn ×
R e usaremos o método do referencial móvel para provar um teorema fundamental de

hipersuperf́ıcies em Sn × R, dado por B. Daniel, em [4].

Teorema 1 (ver [4], pag. 9) Seja Mn uma variedade Riemanniana simplesmente conexa

com métrica 〈·, ·〉, conexão de Levi-Civita ∇ e tensor curvatura R. Seja S uma função

que para cada ponto p ∈ Mn associa um operador auto-adjunto Sp : TpM
n → TpM

n, de

forma diferenciável. Sejam T e θ, respectivamente, um campo de vetores e uma função

real diferenciável, definidos em Mn, tais que ||T ||2 = sen2 θ. Suponha que as equações

de compatibilidade sejam válidas para 〈·, ·〉, S, T e cos θ em Sn × R. Então, existe uma

imersão isométrica f : Mn → Sn × R com campo normal N de modo que o operador da

segunda forma fundamental de f , AN , é dado por df ◦S ◦df−1 (em que df−1 é a inversa à

esquerda de df) e que ∂t = df(T ) + cos θN . Mais ainda, f é única a menos de isometrias

de Sn × R que preservam ambas as orientações de Sn e R.

Apresentaremos no segundo caṕıtulo uma versão adaptada da caracterização das hi-

persuperf́ıcie de rotação de Sn × R, por seu operador da segunda forma fundamental,

baseado no artigo [10], de B. Mendonça e R. Tojeiro.

Teorema 2 (ver [10], pag. 5) Sejam n ≥ 3 e f : Mn → Sn×R uma hipersuperf́ıcie cujo

operador da segunda forma fundamental é dado por:

AN =


λ

µ
. . .

µ

.

Suponha que ANT = λT , em que T é a projeção de ∂t em f(Mn). Então, Mn é um aberto

de uma hipersuperf́ıcie de rotação.

No terceiro caṕıtulo, apresentaremos uma classificação das hipersuperf́ıcies totalmente

geodésicas e totalmente umb́ılicas de Sn × R.

ix



Teorema 3 (ver [12], pag. 359) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie totalmente geodésica de

Sn × R. Então, há duas opções:

(i) Mn é um aberto de Sn × {t0}, com t0 ∈ R, ou,

(ii) Mn é um aberto de Sn−1 × R.

Teorema 4 (ver [12], pag. 362) Seja f : Mn → Sn × R uma hipersuperf́ıcie totalmente

umb́ılica, com função ângulo θ, e seja p um ponto de Mn no qual sen θ(p) 6= 0. Então,

existem coordenadas (u, v1, . . . , vn−1) definidas em uma vizinhança de p em Mn de tal

modo que θ só depende de u, o operador da segunda forma fundamental de f é dado por

AN = θ′id, e,

(θ′)2 + sen2 θ = c,

em que c é uma constante real estritamente positiva. Além disso, localmente, existe uma

isometria de Sn × R que leva f(Mn) em uma hipersuperf́ıcie de rotação de Sn × R com

curva perfil dada por

α(u) =
1√
c

(
sen θ(u), 0, . . . , 0, θ′(u),

√
c

∫
sen θdu

)
.

Reciprocamente, toda hipersuperf́ıcie de rotação de Sn×R com curva perfil α, θ e c como

enunciados acima, é totalmente umb́ılica em Sn × R.

Exibiremos no quarto caṕıtulo uma classificação das hipersuperf́ıces semi-paralelas de

Sn×R e, finalmente, no quinto caṕıtulo usaremos tal classificação para identificar quais são

as hipersuperf́ıcies paralelas, uma vez que toda hipersuperf́ıcie paralela é semi-paralela.

Teorema 5 (ver [12], pag. 366) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie semi-paralela de Sn × R.

Então, há quatro possibilidades:

(i) n = 2 e M2 tem curvatura nula (i.e., R = 0),

(ii) Mn é totalmente umb́ılica em Sn × R,

(iii) Mn é um aberto de uma hipersuperf́ıcie de rotação de Sn × R com a curva perfil

sendo ou uma reta vertical, ou parametrizada por

α(s) =

cos(s), 0, . . . , 0, sen(s),±
s∫

s0

√
C cos2 σ − 1dσ

 ,

(iv) Mn é um aberto de uma hipersuperf́ıcie de Sn × R da forma M̃n−1 × R, em que

M̃n−1 é uma hipersuperf́ıce semi-paralela de Sn.

Teorema 6 (ver [12], pag. 367) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie paralela de Sn×R. Então,

há duas possibilidades:

x



(i) Mn é um aberto de Sn × {t0},

(ii) Mn é um aberto de uma hipersuperf́ıcie de Sn × R da forma M̃n−1 × R, em que

M̃n−1 é uma hipersuperf́ıcie paralela de Sn.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo introdutório vamos fixar algumas notações e adaptar as fórmulas que

envolvem conexões e curvaturas para o caso particular de hipersuperf́ıcies de Sn × R.

1.1 Noções Básicas de Hipersuperf́ıcies

Comecemos considerando uma imersão isométrica f : Mn → M̃n+1 entre duas va-

riedades Riemannianas Mn e M̃n+1, de dimensão n e n+1 respectivamente, isto é, f é uma

hipersuperf́ıcie. Sejam ∇ e ∇̃ as conexões de Levi-Civita e, R e R̃ os tensores curvatura de

Mn e M̃n+1, respectivamente. Quando mencionarmos que Mn é hipersuperf́ıcie de M̃n+1,

estará impĺıcita uma imersão isométrica f : Mn → M̃n+1. Além disso, identificamos

localmente Mn com f(Mn).

Denotamos por X(Mn) e D(Mn), respectivamente, o conjunto dos campos tangentes

a Mn e o conjunto das funções reais diferenciáveis definidas em Mn. Considere N um

campo de vetores unitário normal a Mn e X, Y, Z,W ∈ X(Mn). Definimos as seguintes

aplicações:

AN : X(Mn) → X(Mn) dada por ANX
.
= −∇̃XN , denominada operador da segunda

forma fundamental de f ;

h : X(Mn) × X(Mn) → D(Mn) dada por h(X, Y ) = 〈ANX, Y 〉, chamada de segunda

forma fundamental de f .

Vamos convencionar que o tensor curvatura de uma variedade Riemanniana é dado

por:

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

A fórmula de Gauss e as equações de Gauss e Codazzi para a hipersuperf́ıcie f , res-

pectivamente, são dadas por

∇̃XY = ∇XY + h(X, Y )N ; (1.1)
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〈R̃(X, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, Y )Z,W 〉+ h(Y,W )h(X,Z)− h(X,W )h(Y, Z); (1.2)

〈R̃(X, Y )Z,N〉 = (∇h)(X, Y, Z)− (∇h)(Y,X,Z), (1.3)

em que

(∇h)(X, Y, Z)
.
= X(h(Y, Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ).

Definição 1.1.1 Seja f : Mn → M̃n+1 uma hipersuperf́ıcie. Dizemos que:

a) f é totalmente geodésica se h = 0;

b) f é totalmente umb́ılica se existir λ : Mn → R, diferenciável, tal que h(·, ·) = λ〈·, ·〉.

c) f é paralela se ∇h = 0;

d) f é semi-paralela se R · h = 0, em que

(R · h)(X, Y, Z,W )
.
= −h(R(X, Y )Z,W )− h(Z,R(X, Y )W ). (1.4)

1.2 Fórmulas e Equações Fundamentais de uma

Hipersuperf́ıcie de Sn × R

Vamos agora adaptar as fórmulas da seção anterior ao ambiente que estamos interes-

sados, à saber:

Sn × R =

{
(x1, . . . , xn+1, xn+2) ∈ Rn+1 × R;

n+1∑
i=1

x2i = 1

}
.

Seja i : Sn ×R→ Rn+2 a inclusão. Neste caso, i é um mergulho e com isso induzimos

em Sn × R a métrica Riemanniana de Rn+2. Se X ∈ X(Sn × R), denotamos por XSn o

campo de vetores que a cada ponto (p, t) ∈ Sn×R associa a projeção de X(p, t) em TpSn.

Sejam D a conexão de Levi-Civita de Rn+2, ou seja DXY = dY ·X é a derivação usual

de Rn+2, e ∇̃ a conexão de Levi-Civita de Sn × R. Sejam R e R̃ os respectivos tensores

curvatura de Rn+2 e Sn × R.

Note que ξ : Sn × R→ Rn+2, dado por ξ(x1, . . . , xn+1, xn+2) = (x1, . . . , xn+1, 0), é um

campo de vetores unitário e normal a Sn×R. Também, DXξ = XSn , pois se {E0, . . . , En+1}

é a base canônica de Rn+2 e X =
n+2∑
i=1

xiEi ∈ X(Sn × R), então

DXξ = Dn+2∑
i=1

xiEi

ξ =
n+1∑
i=1

xiEi = XSn .
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Se denotamos por Ãξ o operador da segunda forma fundamental da inclusão de Sn×R
em Rn+2, na direção ξ, e consideramos h̃(X, Y )

.
= 〈ÃξX, Y 〉 = 〈−DXξ, Y 〉, então ∀X, Y ∈

X(Sn × R), da fórmula de Gauss (1.1),

DXY = ∇̃XY + h̃(X, Y )ξ,

e dáı,

∇̃XY = DXY − h̃(X, Y )ξ

= DXY − 〈ÃξX, Y 〉ξ = DXY − 〈−DXξ, Y 〉ξ

= DXY − 〈−XSn , Y 〉ξ = DXY + 〈XSn , YSn〉ξ.

Portanto, a fórmula de Gauss para Sn × R com relação a Rn+2 é dada por

∇̃XY = DXY + 〈XSn , YSn〉ξ. (1.5)

Como R = 0, usando a equação (1.2), temos a seguinte expressão:

0 = 〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈R̃(X, Y )Z,W 〉+ h̃(X,Z)h̃(Y,W )− h̃(Y, Z)h̃(X,W ),

ou seja,

〈R̃(X, Y )Z,W 〉 = h̃(Y, Z)h̃(X,W )− h̃(X,Z)h̃(Y,W ).

Mas, h̃(X, Y ) = 〈ÃξX, Y 〉 = 〈−DXξ, Y 〉, e como DXξ = XSn , conclúımos que

〈R̃(X, Y )Z,W 〉 = 〈−YSn , Z〉〈−XSn ,W 〉 − 〈−XSn , Z〉〈−YSn ,W 〉,

e portanto, obtemos que a equação de Gauss para a inclusão de Sn × R em Rn+2 é dada

por:

〈R̃(X, Y )Z,W 〉 = 〈YSn , ZSn〉〈XSn ,WSn〉 − 〈XSn , ZSn〉〈YSn ,WSn〉. (1.6)

De agora em diante f : Mn → Sn×R denotará uma hipersuperf́ıcie com campo unitário

normal N . Sejam
∂

∂t
= ∂t ∈ X(Sn × R) o campo de vetores dado por ∂t(p, s) = c′(p, s),

em que cp é a curva s 7→ (p, s) ∈ Sn × R , e T a projeção de ∂t no plano tangente a Mn.

Também chamaremos T de direção principal.

Observação 1.2.1 Note que ∂t é um campo unitário e paralelo ao longo de qualquer

caminho de Sn × R, pois ∇̃X∂t = DX∂t − 〈XSn , (∂t)Sn〉ξ = 0, já que ∂t é constante.

Definimos θ como o ângulo entre ∂t e N , ou seja, cos θ = 〈∂t, N〉. Chamaremos θ, às

vezes, de função ângulo. Também convém escrever

∂t = T + 〈∂t, N〉N = T + cos θN.
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Vamos deduzir as equações de Gauss e Codazzi da hipersuperf́ıcie Mn para o ambiente

Sn × R, com o aux́ılio do campo T . Usando a equação (1.6) e a decomposição

X = XSn + 〈X, ∂t〉∂t = XSn + 〈X,T + 〈∂t, N〉N〉∂t = XSn + 〈X,T 〉∂t,

temos:

〈R̃(X, Y )Z,W 〉 = 〈YSn , ZSn〉〈XSn ,WSn〉 − 〈XSn , ZSn〉〈YSn ,WSn〉

= 〈Y − 〈Y, T 〉∂t, Z − 〈Z, T 〉∂t〉〈X − 〈X,T 〉∂t,W − 〈W,T 〉∂t〉

− 〈X − 〈X,T 〉∂t, Z − 〈Z, T 〉∂t〉〈Y − 〈Y, T 〉∂t,W − 〈W,T 〉∂t〉

= 〈Y, Z〉〈X,W 〉 − 〈Y, Z〉〈X,T 〉〈W,T 〉 − 〈Z, T 〉〈Y, T 〉〈X,W 〉

− 〈X,Z〉〈Y,W 〉+ 〈X,Z〉〈Y, T 〉〈W,T 〉+ 〈Y,W 〉〈Z, T 〉〈X,T 〉.

Portanto, por (1.2), a equação de Gauss para a hipersuperf́ıcie f , expressa em termos do

campo T , fica:

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈〈Y, Z〉X − 〈Y, Z〉〈X,T 〉T − 〈Z, T 〉〈Y, T 〉X

− 〈X,Z〉Y + 〈X,Z〉〈Y, T 〉T + 〈Z, T 〉〈X,T 〉Y

+ 〈ANY, Z〉ANX − 〈ANX,Z〉ANY,W 〉. (1.7)

Da equação (1.3), segue-se que

〈R̃(X, Y )Z,N〉 = (∇h)(X, Y, Z)− (∇h)(Y,X,Z)

= X(h(Y, Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ)− Y (h(X,Z)) + h(∇YX,Z)

+ h(X,∇YZ)

= X(〈ANY, Z〉)− 〈AN∇XY, Z〉 − 〈ANY,∇XZ〉

− Y (〈ANX,Z〉) + 〈AN∇YX,Z〉+ 〈ANX,∇YZ〉

= X(〈ANY, Z〉)− 〈AN∇XY, Z〉 −X(〈ANY, Z〉)

+ 〈∇XANY, Z〉 − Y (〈ANX,Z〉) + 〈AN∇YX,Z〉+ Y (〈ANX,Z〉)

− 〈∇YANX,Z〉

= 〈∇XANY −∇YANX − AN [X, Y ], Z〉.

Por outro lado, como N =
1

cos θ
(∂t − T ), temos que

〈R̃(X, Y )Z,N〉 =
1

cos θ
(〈R̃(X, Y )Z, ∂t〉 − 〈R̃(X, Y )Z, T 〉).

Mas, usando as fórmulas (1.2) e (1.7), para a segunda parcela do lado direito obtemos a

seguinte expressão:
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〈R̃(X, Y )Z, T 〉 = 〈R(X, Y )Z, T 〉+ h(X,Z)h(Y, T )− h(Y, Z)h(X,T )

= 〈Y, Z〉〈X,T 〉 − 〈Y, Z〉〈X,T 〉〈T, T 〉 − 〈Z, T 〉〈Y, T 〉〈X,T 〉

− 〈X,Z〉〈Y, T 〉+ 〈X,Z〉〈Y, T 〉〈T, T 〉+ 〈Y, T 〉〈Z, T 〉〈X,T 〉

= 〈〈X,T 〉Y − 〈Y, T 〉X + 〈Y, T 〉〈T, T 〉X − 〈X,T 〉〈T, T 〉Y, Z〉

= (1− ||T ||2)〈〈X,T 〉Y − 〈Y, T 〉X,Z〉.

Agora, como cos θ = 〈N, ∂t〉 e ∂t = T + cos θN , temos que

||T ||2 = 1− cos2 θ.

Assim,
1

cos θ
〈R̃(X, Y )Z, T 〉 = cos θ〈〈X,T 〉Y − 〈Y, T 〉X,Z〉.

E quanto a 〈R̃(X, Y )Z, ∂t〉, lembramos que para todo X ∈ X(Sn × R), ∇̃X∂t = 0. Dáı,

〈R̃(X, Y )Z, ∂t〉 = −〈R̃(X, Y )∂t, Z〉 = −〈∇̃X∇̃Y ∂t − ∇̃Y ∇̃X∂t − ∇̃[X,Y ]∂t, Z〉 = 0.

Portanto,

〈∇XANY −∇YANX − AN [X, Y ], Z〉 = cos θ〈〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y, Z〉, (1.8)

∀Z ∈ X(Mn). Assim, a equação de Codazzi para a hipersuperf́ıcie f , em termos do campo

T , fica:

∇XANY −∇YANX − AN [X, Y ] = cos θ(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ). (1.9)

Mais duas relações são válidas. Usando que ∇̃X(∂t) = 0, ∀X ∈ X(Sn × R), por

definição, segue-se que

∇XT = (∇̃X(∂t − cos θN))T = (∇̃X∂t −X(cos θ)N − cos θ∇̃XN)T

= − cos θ(∇̃XN)T = cos θANX, (1.10)

em que o supeŕındice T significa a parte tangencial a Mn. Finalmente, temos

X(cos θ) = X(〈N, ∂t〉) = 〈∇̃XN, ∂t〉+ 〈N, ∇̃X∂t〉

= 〈∇̃XN, ∂t〉 = 〈−ANX, ∂t〉 = −〈ANX,T 〉. (1.11)

1.3 Teorema Fundamental para Hipersuperf́ıcies em

Sn × R

As equações de Gauss, Ricci e Codazzi na Geometria Riemanniana têm importância

por estarem relacionadas com teoremas de existência e unicidade de subvariedades, cujos
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tensores curvaturas verificam tais equações. Esses teoremas são chamados “Teoremas

Fundamentais de Subvariedades”. A versão para o nosso ambiente que será utilizada nesta

dissertação segue abaixo. É um teorema de existência e unicidade de hipersuperf́ıcies em

Sn × R, devido a B. Daniel.

Baseado nas equações fundamentais de hipersuperf́ıcies de Sn × R, temos a seguinte

definição:

Definição 1.3.1 Sejam (Mn, 〈·, ·〉) uma variedade Riemanniana, ν : Mn → R uma

função diferenciável, T um campo tangente a Mn e S uma função que a cada ponto

p ∈Mn, associa um operador auto-adjunto S(p) : TpM
n → TpM

n, de forma diferenciável.

Dizemos que a lista (〈·, ·〉, S, T, ν) satisfaz as equações de compatibilidade para Sn×R se,

∀X, Y, Z ∈ X(Mn),

||T ||2 + ν2 = 1, (1.12)

R(X, Y )Z = 〈SY, Z〉SX − 〈SX,Z〉SY

− 〈X,Z〉Y + 〈Y, Z〉X + 〈Y, T 〉〈X,Z〉T

+ 〈X,T 〉〈Z, T 〉Y − 〈X,T 〉〈Y, Z〉T − 〈Y, T 〉〈Z, T 〉X, (1.13)

∇XSY −∇Y SX − S[X, Y ] = ν(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ), (1.14)

∇XT = νSX, (1.15)

X(ν) = dν(X) = −〈SX, T 〉. (1.16)

Teorema 1.3.2 (ver [4], pag. 9) Seja (Mn, 〈·, ·〉) uma variedade Riemanniana simples-

mente conexa, com conexão de Levi-Civita ∇ e tensor curvatura R. Seja S uma função

que para cada ponto p ∈ Mn associa um operador auto-adjunto Sp : TpM
n → TpM

n, de

forma diferenciável. Sejam T e θ, respectivamente, um campo de vetores e uma função

real diferenciável, definidos em Mn, tais que ||T ||2 = sen2 θ. Suponha que as equações

(1.13), (1.14), (1.15) e (1.16) sejam válidas para (〈·, ·〉, S, T, cos θ). Então, existe uma

imersão isométrica f : Mn → Sn × R com campo normal N cujo operador da segunda

forma fundamental AN é dado por df ◦ S ◦ df−1 (em que df−1 é a inversa à esquerda de

df) e que ∂t = df(T ) + cos θN . Mais ainda, f é única a menos de isometrias de Sn × R
que preservam ambas as orientações de Sn e R.

Para prová-lo, usaremos o método do referencial móvel de Cartan, baseando-se no

artigo [4].

Sejam Mn uma variedade Riemanniana de dimensão n, cuja conexão de Levi-Civita

e tensor curvatura são, respectivamente, ∇ e R, e S uma função que para cada ponto

p ∈ Mn associa um operador auto-adjunto Sp : TpM
n → TpM

n, de forma diferenciável.

Consideremos {e1, . . . , en} um referencial ortonormal local em Mn. Tal referencial existe

se escolhermos um ponto y ∈ Mn, tomarmos uma base ortonormal de TyM
n e, em cada
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ponto numa vizinhança de y onde a aplicação exponencial expy é um difeomorfismo, fazer

o transporte paralelo dessa base ortonormal. Consideremos também {ω1, . . . , ωn} a base

dual de {e1, . . . , en}, ou seja, os ωi : TMn → R são, para cada y ∈M , funcionais lineares

de TyM
n definidos da seguinte maneira:

ωi(ek) = 〈ei, ek〉 = δik. (1.17)

Também definimos:

ωn+1 = 0, (1.18)

e as 1-formas ωij, ω
n+1
j , ωin+1 e ωn+1

n+1 em Mn, dadas por:

ωij(ek) = 〈∇ekej, ei〉; (1.19)

ωn+1
j (ek) = 〈Sek, ej〉; (1.20)

ωin+1 = −ωn+1
i ; (1.21)

ωn+1
n+1 = 0. (1.22)

Disso e do fato de {e1, . . . , en} ser um referencial ortonormal, podemos escrever

∇ekej =
n∑
i=1

〈∇ekej, ei〉ei =
n∑
i=1

ωij(ek)ei,

Sek =
n∑
j=1

〈Sek, ej〉ej =
n∑
j=1

ωn+1
j (ek)ej.

Também definimos Ri
klj = 〈R(ek, el)ej, ei〉.

Usaremos as seguintes fórmulas com respeito às 1-formas diferenciais:

ω ∧ σ(er, es) = ω(er)σ(es)− ω(es)σ(er), (1.23)

dω(er, es) = er(ω(es))− es(ω(er))− ω([er, es]). (1.24)

Vejamos agora algumas proposições e lemas que nos auxiliarão para a demonstração

do Teorema 1.3.2.

Proposição 1.3.3 As seguintes fórmulas são válidas:

(i) dωi +
n∑
r=1

ωir ∧ ωr = 0;

(ii)
n∑
r=1

ωn+1
r ∧ ωr = 0;

(iii) dωij +
n∑
r=1

ωir ∧ ωrj =
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

Ri
kljω

k ∧ ωl;
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(iv) dωn+1
j +

n∑
r=1

ωn+1
r ∧ ωrj =

1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇ekSel −∇elSek − S[ek, el], ej〉ωk ∧ ωl.

Demonstração (i) Para todo r, s ∈ {1, . . . , n}, temos que

dωi(er, es) = er(ω
i(es))− es(ωi(er))− ωi([er, es])

= er(δ
s
i )− es(δri )− ωi([er, es])

= −ωi([er, es]) = −〈[er, es], ei〉

= −〈∇eres −∇eser, ei〉

= 〈∇eser, ei〉 − 〈∇eres, ei〉 = ωir(es)− ωis(er).

Por outro lado,

n∑
k=1

ωik ∧ ωk(er, es) =
n∑
k=1

(ωik(er)ω
k(es)− ωik(es)ωk(er))

=
n∑
k=1

(ωik(er)δ
k
s − ωik(es)δkr ) = ωis(er)− ωir(es).

Logo, dωi +
n∑
r=1

ωir ∧ ωr = 0.

(ii) Para todo r, s ∈ {1, . . . , n}, obtemos

n∑
k=1

ωn+1
k ∧ ωk(er, es) =

n∑
k=1

(ωn+1
k (er)ω

k(es)− ωn+1
k (es)ω

k(er))

=
n∑
k=1

(ωn+1
k (er)δ

s
k − ωn+1

k (es)δ
r
k)

= ωn+1
s (er)− ωn+1

r (es)

= 〈Ser, es〉 − 〈Ses, er〉 = 0,

pois S é auto-adjunto. Logo,
n∑
r=1

ωn+1
r ∧ ωr = 0.

(iii) Se v =
n∑
k=1

vkek, então

ωij(v) =

〈
∇ n∑

k=1
vkek

ej, ei

〉
=

n∑
k=1

vk〈∇ekej, ei〉 =
n∑
k=1

〈v, ek〉〈∇ekej, ei〉

=
n∑
k=1

〈∇ekej, ei〉ωk(v).

Logo, ωij =
n∑
k=1

〈∇ekej, ei〉ωk.
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Além disso, temos

n∑
k=1

n∑
l=1

el(〈∇ekej, ei〉)ωl ∧ ωk(ea, eb) =
n∑
k=1

n∑
l=1

el(〈∇ekej, ei〉)(δal δbk − δakδbl )

=
n∑
k=1

(ea(〈∇ekej, ei〉)ωk(eb)− eb(〈∇ekej, ei〉)ωk(ea)).

E, como

d(〈∇ekej, ei〉ωk)(ea, eb) = ea(〈∇ekej, ei〉ωk)(eb)− eb(〈∇ekej, ei〉ωk)(ea)

− 〈∇ekej, ei〉ωk([ea, eb])

= ea(〈∇ekej, ei〉)ωk(eb)− eb(〈∇ekej, ei〉)ωk(ea)

+ 〈∇ekej, ei〉dωk(ea, eb),

obtemos

dωij(ea, eb) = d

(
n∑
k=1

〈∇ekej, ei〉ωk
)

(ea, eb) =
n∑
k=1

d(〈∇ekej, ei〉ωk)(ea, eb)

=
n∑
k=1

(ea(〈∇ekej, ei〉)ωk(eb)− eb(〈∇ekej, ei〉)ωk(ea)) +
n∑
k=1

〈∇ekej, ei〉dωk(ea, eb)

=
n∑
k=1

n∑
l=1

el(〈∇ekej, ei〉)ωl ∧ ωk(ea, eb) +
n∑
k=1

〈∇ekej, ei〉dωk(ea, eb)

=
n∑
k=1

n∑
l=1

el(〈∇ekej, ei〉)ωl ∧ ωk(ea, eb)−
n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇ekej, ei〉ωkl ∧ ωl(ea, eb)

pois, pelo ı́tem (i), dωk = −
n∑
l=1

ωkl ∧ ωl, e, d(〈ei,∇ekej〉)ωk =
n∑
l=1

el〈ei,∇ekej〉ωl ∧ ωk.

Agora, como ωkl =
n∑
s=1

〈∇esel, ek〉ωs, então

n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇ekej, ei〉ωkl ∧ ωl =
n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇ekej, ei〉

(
n∑
s=1

〈∇esel, ek〉ωs
)
∧ ωl

=
n∑
k=1

n∑
l=1

n∑
s=1

〈∇ekej, ei〉〈∇esel, ek〉ωs ∧ ωl

=
n∑
l=1

n∑
s=1

〈
n∑
k=1

〈∇esel, ek〉∇ekej, ei

〉
ωs ∧ ωl

=
n∑
l=1

n∑
s=1

〈
∇ n∑

k=1

〈∇esel,ek〉ek
ej, ei

〉
ωs ∧ ωl

=
n∑
l=1

n∑
s=1

〈ei,∇∇eselej〉ω
s ∧ ωl



10 CAPÍTULO 1

= −
n∑
l=1

n∑
k=1

〈∇∇ek
elej, ei〉ωl ∧ ωk.

Por outro lado, usando o fato de ∧ ser bilinear alternada e de el(〈ei, er〉) = 0 (e portanto,

〈∇eler, ei〉 = −〈∇elei, er〉), temos ainda que

n∑
r=1

ωir ∧ ωrj =
n∑
r=1

(
n∑
l=1

〈∇eler, ei〉ωl
)
∧

(
n∑
k=1

〈∇ekej, er〉ωk
)

=
n∑
k=1

n∑
l=1

n∑
r=1

〈∇eler, ei〉〈∇ekej, er〉ωl ∧ ωk

= −
n∑
k=1

n∑
l=1

n∑
r=1

〈∇elei, er〉〈∇ekej, er〉ωl ∧ ωk

= −
n∑
k=1

n∑
l=1

〈
n∑
r=1

〈∇elei, er〉er,∇ekej

〉
ωl ∧ ωk

= −
n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇elei,∇ekej〉ωl ∧ ωk.

Juntando essas informações, é válido que:

dωij +
n∑
r=1

ωir ∧ ωrj =
n∑
k=1

n∑
l=1

〈ei,∇el∇ekej +∇∇ek
elej〉ωl ∧ ωk. (1.25)

Se trocarmos os ı́ndices, podemos ainda escrever

dωij +
n∑
r=1

ωir ∧ ωrj = −
n∑
k=1

n∑
l=1

〈ei,∇ek∇elej +∇∇el
ekej〉ωl ∧ ωk. (1.26)

Assim, somando as equações (1.25) e (1.26), fica

2(dωij +
n∑
r=1

ωir ∧ ωrj ) =
n∑
k=1

n∑
l=1

〈ei,∇el∇ekej +∇∇ek
elej −∇ek∇elej −∇∇el

ekej〉ωl ∧ ωk

=
n∑
k=1

n∑
l=1

〈ei,∇el∇ekej −∇ek∇elej +∇∇ek
el−∇el

ekej〉ωl ∧ ωk

=
n∑
k=1

n∑
l=1

〈ei,∇el∇ekej −∇ek∇elej +∇[ek,el]ej〉ω
l ∧ ωk

= −
n∑
k=1

n∑
l=1

Ri
kljω

l ∧ ωk.

Logo, dωij +
n∑
r=1

ωir ∧ ωrj =
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

Ri
kljω

k ∧ ωl.

(iv) Se v =
n∑
k=1

vkek, então
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ωn+1
j (v) =

〈
S

(
n∑
k=1

vkek

)
, ej

〉
=

n∑
k=1

vk〈Sek, ej〉

=
n∑
k=1

〈v, ek〉〈Sek, ej〉 =
n∑
k=1

〈Sek, ej〉ωk(v).

Logo, ωn+1
j =

n∑
k=1

〈Sek, ej〉ωk. Além disso, temos que

n∑
k=1

n∑
l=1

el(〈Sek, ej〉)ωl ∧ ωk(ea, eb) =
n∑
k=1

n∑
k=1

el(〈Sek, ej〉)(δal δbk − δakδbl )

= ea(〈Seb, ej〉)− eb(〈Sea, ej〉)

=
n∑
k=1

(ea(〈Sek, ej〉ωk(eb)− eb(〈Sek, ej〉ωk(ea)).

Dáı, como

d(〈Sek, ej〉ωk)(ea, eb) = ea(〈Sek, ej〉ωk(eb))− eb(〈Sek, ej〉ωk(ea))

− 〈Sek, ej〉ωk([ea, eb])

= ea(〈Sek, ej〉)ωk(eb)− eb(〈Sek, ej〉)ωk(ea)

+ 〈Sek, ej〉dωk(ea, eb),

obtemos que

dωn+1
j (ea, eb) = d

(
n∑
k=1

〈Sek, ej〉ωk
)

=
n∑
k=1

d(〈Sek, ej〉ωk)(ea, eb)

=
n∑
k=1

ea(〈Sek, ej〉)ωk(eb)− eb(〈Sek, ej〉)ωk(ea) +
n∑
k=1

〈Sek, ej〉dωk(ea, eb)

=
n∑
k=1

n∑
l=1

el(〈Sek, ej〉)ωl ∧ ωk(ea, eb)−
n∑
k=1

n∑
l=1

〈Sek, ej〉ωkl ∧ ωl(ea, eb),

pois, pelo ı́tem (i), dωk = −
n∑
l=1

ωkl ∧ ωl.

Como ωkl =
n∑
s=1

〈∇esel, ek〉ωs, então

n∑
k=1

n∑
l=1

〈Sek, ej〉ωkl ∧ ωl =
n∑
k=1

n∑
l=1

〈Sek, ej〉

(
n∑
s=1

〈∇esel, ek〉ωs
)
∧ ωl

=
n∑
k=1

n∑
l=1

n∑
s=1

〈Sek, ej〉〈∇esel, ek〉ωs ∧ ωl
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=
n∑
l=1

n∑
s=1

〈
∇esel,

n∑
k=1

〈Sek, ej〉ek

〉
ωs ∧ ωl

=
n∑
l=1

n∑
s=1

〈
∇esel,

n∑
k=1

〈ek, Sej〉ek

〉
ωs ∧ ωl

=
n∑
l=1

n∑
s=1

〈Sej,∇esel〉ωs ∧ ωl

= −
n∑
l=1

n∑
k=1

〈Sej,∇ekel〉ωl ∧ ωk.

Agora, usando novamente o fato de ∧ ser bilinear alternada e que el(〈ei, er〉) = 0, temos

que

n∑
r=1

ωn+1
r ∧ ωrj =

n∑
r=1

(
n∑
k=1

〈Sek, er〉ωk
)
∧

(
n∑
l=1

〈∇elej, er〉ωl
)

=
n∑
k=1

n∑
l=1

n∑
r=1

〈Sek, er〉〈∇elej, er〉ωk ∧ ωl

=
n∑
k=1

n∑
l=1

〈
∇elej,

n∑
r=1

〈Sek, er〉er

〉
ωk ∧ ωl

=
n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇elej, Sek〉ωk ∧ ωl.

Conclúımos, então, que

dωn+1
j +

n∑
r=1

ωn+1
r ∧ ωrj =

n∑
k=1

n∑
l=1

(〈∇elSek, ej〉+ 〈Sek,∇elej〉

+ 〈Sej,∇ekel〉 − 〈Sek,∇elej〉)ωl ∧ ωk

=
n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇elSek + S∇ekel, ej〉ωl ∧ ωk. (1.27)

Trocando os ı́ndices em (1.27), escrevemos

dωij +
n∑
r=1

ωir ∧ ωrj = −
n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇ekSel + S∇elek, ej〉ωl ∧ ωk. (1.28)

Somando as equações (1.27) e (1.28), tem-se

2

(
dωn+1

j +
n∑
r=1

ωn+1
r ∧ ωrj

)
=

n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇elSek −∇ekSel − S∇elek

+ S∇ekel, ej〉ωl ∧ ωk,
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e, portanto,

dωn+1
j +

n∑
r=1

ωn+1
r ∧ ωrj =

1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇elSek −∇ekSel + S[ek, el], ej〉ωl ∧ ωk

=
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇ekSel −∇elSek − S[ek, el], ej〉ωk ∧ ωl,

como queŕıamos. �

Definição 1.3.4 Definimos os números:

T k = 〈T, ek〉, para k ∈ {1, . . . , n}; (1.29)

T n+1 = ν; (1.30)

T 0 = 0; (1.31)

e as 1-formas:

ω0
j (ek) = T jT k − δkj ; (1.32)

ω0
n+1(ek) = νT k = T n+1T k; (1.33)

ωi0 = −ω0
i ; (1.34)

ωn+1
0 = −ω0

n+1; (1.35)

ω0
0 = 0. (1.36)

Definição 1.3.5 Em Mn, definimos η como a seguinte 1-forma:

η(X) = 〈T,X〉. (1.37)

Também definimos a 1-forma matricial Ω por:

Ωα
β = ωαβ , para α, β ∈ {0, . . . , n+ 1}.

Em seguida, iremos provar três lemas e uma proposição, cruciais para a demonstração

do Teorema 1.3.2.

Lema 1.3.6 É válido que:

dη = 0.

Demonstração Usando a definição dada pela fórmula (1.24) e a equação (1.15), temos

que

dη(X, Y ) = X · η(Y )− Y · η(X)− η([X, Y ])

= X(〈T, Y 〉)− Y (〈T,X〉)− 〈T, [X, Y ]〉
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= 〈∇XT, Y 〉+ 〈T,∇XY 〉 − 〈∇Y T,X〉 − 〈T,∇YX〉 − 〈T, [X, Y ]〉

= 〈∇XT, Y 〉 − 〈∇Y T,X〉

= 〈νSX, Y 〉 − 〈νSY,X〉 = 0,

uma vez que S é auto-adjunto, ∇ é simétrica e vale a equação (1.12). �

Lema 1.3.7 É válido que:

dTα =
n+1∑
γ=0

T γωγα.

Demonstração Inicialmente, suponha que 0 < α < n + 1. Pela definição de Tα e por

(1.15), temos

dTα(X) = X(〈T, eα〉) = 〈∇XT, eα〉+ 〈T,∇Xeα〉

= ν〈SX, eα〉+ 〈T,∇Xeα〉. (1.38)

Para obter o outro lado da igualdade, há três casos a considerar. Primeiro, suponha que

1 ≤ α ≤ n. Usando a definição de ωγα, obtemos

n+1∑
γ=0

T γωγα(X) = T 0ω0
α(X) +

n∑
k=1

〈T, ek〉〈∇Xeα, ek〉+ T n+1ωn+1
α (X)

=
n∑
k=1

〈T, ek〉〈∇Xeα, ek〉+ ν〈SX, eα〉

=

〈
∇Xeα,

n∑
γ=1

〈T, eγ〉eγ

〉
+ ν〈SX, eα〉

= 〈∇Xeα, T 〉+ ν〈SX, eα〉. (1.39)

Juntando (1.38) e (1.39), conclúımos que

dTα =
n+1∑
γ=0

T γωγα. (1.40)

Suponha agora que α = n+ 1. Por definição dT n+1(X) = dν(X) e, por (1.16), temos

n+1∑
γ=0

T γωγn+1(X) = T 0ω0
n+1(X) +

n∑
γ=1

T γωγn+1(X) + T n+1ωn+1
n+1(X)

=
n∑
γ=1

T γωγn+1(X)

= −
n∑
γ=1

T γωn+1
γ (X)
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= −
n∑
γ=1

T γ〈SX, eγ〉 =

〈
SX,−

n∑
γ=1

T γeγ

〉
= −〈SX, T 〉 = dν(X).

Assim,

dTα =
n+1∑
γ=0

T γωγα. (1.41)

Finalmente, suponha que α = 0. Então dT 0(X) = d0(X) = 0, e, por outro lado,

n+1∑
γ=0

T γωγ0 (X) = T 0ω0
0(X) +

n∑
γ=1

T γωγ0 (X) + T n+1ωn+1
0 (X)

=
n∑
γ=1

T γωγ0 (X) + T n+1ωn+1
0 (X)

= −
n∑
γ=1

T γω0
γ(X)− T n+1ω0

n+1(X)

= −
n∑
γ=1

T γω0
γ

(
n∑
k=1

xkek

)
− T n+1ω0

n+1

(
n∑
k=1

xkek

)

= −
n∑
γ=1

n∑
k=1

xkT
γω0

γ(ek)− T n+1

n∑
k=1

xkω
0
n+1(ek)

= −
n∑
γ=1

n∑
k=1

xkT
γ(T γT k − δkγ)− ν

n∑
k=1

xk(νT
k)

= −
n∑
γ=1

n∑
k=1

xkT
γT γT k +

n∑
γ=1

n∑
k=1

xkT
kδkγ − ν2

n∑
k=1

xkT
k

= −
n∑
γ=1

T γT γ〈X,T 〉+
n∑
k=1

T k〈X,T 〉 − ν2
〈
T,

n∑
k=1

xkek

〉

= −
n∑
γ=1

(T γ)2〈X,T 〉+ (1− ν2)〈X,T 〉

= (−||T ||2 + 1− ν2)〈X,T 〉 = 0,

pois, por hipótese, ||T ||2 + ν2 = 1. Logo, dTα =
n+1∑
γ=0

T γωγα. �

Lema 1.3.8 É válido que:

dΩ + Ω ∧ Ω = 0.

Demonstração Considere Ψ = dΩ + Ω∧Ω. Pelas definições dadas pelas fórmulas (1.23)

e (1.24), temos que
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dΩ(er, es)
α
β = (erΩ(es)− es(Ω(er))− Ω([er, es]))

α
β

= er(ω
α
β (es))− es(ωαβ (er))− ωαβ ([er, es])

= dωαβ (er, es),

Ω ∧ Ω(er, es)
α
β = (Ω(er)Ω(es)− Ω(es)Ω(er))

α
β

=
n+1∑
γ=0

Ω(er)
α
γΩ(es)

γ
β −

n+1∑
γ=0

Ω(es)
α
γΩ(er)

γ
β

=
n+1∑
γ=0

ω(er)
α
γω(es)

γ
β −

n+1∑
γ=0

ωαγ (es)ω
γ
β(er)

=
n+1∑
γ=0

ωαγ ∧ ω
γ
β(er, es),

que por linearidade das coordenadas, nos leva a concluir que

dΩ(X, Y )αβ = dω(X, Y )αβ ⇒ dΩα
β = dωαβ ,

e que

(Ω ∧ Ω)αβ =
n+1∑
γ=0

ωαγ ∧ ω
γ
β .

Logo, se i, j ∈ {1, . . . , n}, pela Proposição 1.3.3 (́ıtem (iii)),

Ψi
j = (dΩ + Ω ∧ Ω)ij = (dΩ)ij + (Ω ∧ Ω)ij = dωij +

n+1∑
γ=0

ωiγ ∧ ω
γ
j

=
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

Ri
kljω

k ∧ ωl −
n∑
r=1

ωir ∧ ωrj +
n+1∑
γ=0

ωiγ ∧ ω
γ
j

=
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

Ri
kljω

k ∧ ωl + ωin+1 ∧ ωn+1
j + ωi0 ∧ ω0

j .

Assim, de (1.13), obtemos que

Ri
klj = 〈R(ek, el)ej, ei〉 = 〈Sel, ej〉〈Sek, ei〉 − 〈Sek, ej〉〈Sel, ei〉 − 〈ek, ej〉〈el, ei〉

+ 〈el, ej〉〈ek, ei〉+ 〈el, T 〉〈ek, ej〉〈ei, T 〉+ 〈ek, T 〉〈ej, T 〉〈el, ei〉

− 〈ek, T 〉〈el, ej〉〈ei, T 〉 − 〈el, T 〉〈ej, T 〉〈ek, ei〉

= ωn+1
i (ek)ω

n+1
j (el)− ωn+1

i (el)ω
n+1
j (ek)− δkj δli

+ δljδ
k
i + T lT iδkj + T kT jδli − T kT iδlj − T lT jδki

= ωn+1
i ∧ ωn+1

j (ek, el)− δkj δli + δljδ
k
i + T lT iδkj + T kT jδli

− T kT iδlj − T lT jδki
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= R
i

klj + ωn+1
i ∧ ωn+1

j (ek, el)

= R
i

klj − ωin+1 ∧ ωn+1
j (ek, el),

em que R
i

klj
.
= δljδ

k
i − δkj δli + T lT iδkj + T kT jδli − T kT iδlj − T lT jδki .

Por outro lado, temos

R
i

klj = δljδ
k
i − δkj δli + T lT iδkj + T kT jδli − T kT iδlj − T lT jδki

= (T iT k − δki )(T jT l − δlj)− (T iT l − δli)(T jT k − δkj )

= ω0
i (ek)ω

0
j (el)− ω0

i (el)ω
0
j (ek) = ωi0 ∧ ω0

j (ek, el)

= −ωi0 ∧ ω0
j (ek, el).

Logo, Ri
klj = −ω0

j ∧ ωi0(ek, el)− ωin+1 ∧ ωn+1
j (ek, el). Dáı,

1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

Ri
kljω

k ∧ ωl(ea, eb) = −1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

(ωi0 ∧ ω0
j (ek, el)

+ ωin+1 ∧ ωn+1
j (ek, el))ω

k ∧ ωl(ea, eb)

= −1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

(ωi0 ∧ ω0
j (ek, el)

+ ωin+1 ∧ ωn+1
j (ek, el))(δ

a
kδ

b
l − δbkδal )

= −1

2
(ωi0 ∧ ω0

j (ea, eb)− ωi0 ∧ ω0
j (eb, ea)

+ ωin+1 ∧ ωn+1
j (ea, eb)− ωin+1 ∧ ωn+1

j (eb, ea))

= −ωi0 ∧ ω0
j (ea, eb)− ωin+1 ∧ ωn+1

j (ea, eb),

ou seja,
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

Ri
kljω

k ∧ ωl = −ωi0 ∧ ω0
j − ωin+1 ∧ ωn+1

j .

Portanto, conclúımos que Ψi
j = 0, ∀i, j ∈ {1, . . . , n}.

Agora, se j ∈ {1, . . . , n}, pela Proposição 1.3.3, temos

Ψn+1
j = (dΩ + Ω ∧ Ω)n+1

j = (dΩ)n+1
j + (Ω ∧ Ω)n+1

j

= dωn+1
j +

n+1∑
γ=0

ωn+1
γ ∧ ωγj

=
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇ekSel −∇elSek − S[ek, el], ej〉ωk ∧ ωl

−
n∑
r=1

ωn+1
r ∧ ωrj +

n+1∑
γ=0

ωn+1
γ ∧ ωγj
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=
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇ekSel −∇elSek − S[ek, el], ej〉ωk ∧ ωl + ωn+1
0 ∧ ω0

j .

Além disso, pela equação (1.14), obtemos

〈∇ekSel −∇elSek − S[ek, el], ej〉 = 〈ν(〈el, T 〉ek − 〈ek, T 〉el), ej〉

= ν〈ek, T 〉〈el, ej〉 − ν〈el, T 〉〈ek, ej〉

= ν(T lδkj − T kδlj)

= T lT n+1δkj − T kT n+1δlj,

uma vez que T n+1 = ν.

Por outro lado,

ωn+1
0 ∧ ω0

j (ek, el) = ωn+1
0 (ek)ω

0
j (el)− ωn+1

0 (el)ω
0
j (ek)

= −(νT k)(T jT l − δlj) + (νT l)(T jT k − δkj )

= T lT n+1δkj − T kT n+1δlj

= −〈∇ekSel −∇elSek − S[ek, el], ej〉.

Então,

1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇ekSel −∇elSek − S[ek, el], ej〉ωk ∧ ωl(ea, eb)

= −1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

(ωn+1
0 ∧ ω0

j (ek, el))ω
k ∧ ωl(ea, eb)

= −1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

(ωn+1
0 ∧ ω0

j (ek, el))(δ
a
kδ

b
l − δbkδal )

= −1

2
(ωn+1

0 ∧ ω0
j (ea, eb)− ωn+1

0 ∧ ω0
j (eb, ea))

= −ωn+1
0 ∧ ω0

j (ea, eb),

ou seja,
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

〈∇ekSel −∇elSek − S[ek, el], ej〉ωk ∧ ωl = −ωn+1
0 ∧ ω0

j .

Portanto, para todo j ∈ {1, . . . , n},

Ψn+1
j = −1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

(ωn+1
0 ∧ ω0

j (ek, el))ω
k ∧ ωl + ωn+1

0 ∧ ω0
j

= −ωn+1
0 ∧ ω0

j + ωn+1
0 ∧ ω0

j = 0.

Calcularemos agora Ψ0
j , para j ∈ {1, . . . , n}. Por definição de ω0

j e η,
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ω0
j (ek) = T jT k − δkj = T j〈T, ek〉 − 〈ej, ek〉

= T jη(ek)− ωj(ek),

e, portanto,

ω0
j = T jη − ωj.

Pelo Lema 1.3.6, dη = 0. Logo, obtemos que

dω0
j = d(T jη − ωj) = dT j ∧ η + T j ∧ dη − dωj = dT j ∧ η − dωj

= dT j ∧ η +
n∑
k=1

ωjk ∧ ω
k, (1.42)

sendo que esta última igualdade segue da Proposição 1.3.3.

Agora, calculando explicitamente Ψ0
j(er, es), usando que

dΩi
j(er, es) = (er(Ω(es))− es(Ω(er))− Ω([er, es]))

i
j

= er(ω
i
j(es))− es(ωij(er))− ωij([er, es])

= dωij(er, es),

(Ω ∧ Ω)ij(er, es) = (Ω(er)Ω(es)− Ω(es)Ω(er))
i
j

=
n+1∑
k=0

Ω(er)
i
kΩ(es)

k
j −

n+1∑
k=0

Ω(es)
i
kΩ(er)

k
j

=
n+1∑
k=0

(Ω(er)
i
kΩ(es)

k
j − Ω(er)

i
kΩ(es)

k
j )

=
n+1∑
k=0

(ωik(er)ω
k
j (es)− ωik(er)kjω(es))

=
n+1∑
k=0

ωik ∧ ωkj (er, es),

e, também o Lema 1.3.7, obtemos que

Ψ0
j(er, es) = dω0

j (er, es) +
n∑
k=0

ω0
k ∧ ωkj (er, es) + ω0

n+1 ∧ ωn+1
j (er, es)

= dT j ∧ η(er, es) +
n∑
k=1

ωjk ∧ ω
k(er, es)

+
n∑
k=0

ω0
k ∧ ωkj (er, es) + ω0

n+1 ∧ ωn+1
j (er, es)

= dT j(er)η(es)− dT j(es)η(er) +
n∑
k=1

(ωjk(er)ω
k(es)− ωjk(es)ω

k(er))
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+
n∑
k=0

(ω0
k(er)ω

k
j (es)− ω0

k(es)ω
k
j (er)) + ω0

n+1(er)ω
n+1
j (es)− ω0

n+1(es)ω
n+1
j (er)

= dT j(er)η(es)− dT j(es)η(er) +
n∑
k=1

(ωjk(er)δ
k
s − ω

j
k(es)δ

k
r )

+
n∑
k=0

((T rT k − δkr )ωkj (es))− (T sT k − δks )ωkj (er) + T n+1T rωn+1
j (es)− T n+1T sωn+1

j (er)

= (dT j(er)η(es)− dT j(es)η(er)) + (ωjs(er)− ωjr(es))

+

(
T r

n∑
k=1

T kωkj (es)− T s
n∑
k=1

T kωkj (er)− ωrj (es) + ωsj (er)

)
+ (T n+1T rωn+1

j (es)− T n+1T sωn+1
j (er))

=

(
T s

n+1∑
k=1

T kωkj (er)− T r
n+1∑
k=1

T kωkj (es)) + (ωjs(er)− ωjr(es)

)

+

(
T r

n∑
k=1

T kωkj (es)− T s
n∑
k=1

T kωkj (er)− ωrj (es) + ωsj (er)

)
+ (T n+1T rωn+1

j (es)− T n+1T sωn+1
j (er)) = 0.

Logo, Ψ0
j = 0, ∀i, j ∈ {1, . . . , n}.

Vamos calcular agora a entrada Ψ0
n+1.

Como ω0
n+1(ek) = νT k = ν〈T, ek〉 = νη(ek), então

ω0
n+1 = νη = T n+1η,

e dáı,

dω0
n+1 = d(T n+1η) = dT n+1 ∧ η + T n+1 ∧ dη = dT n+1 ∧ η.

Portanto,

Ψ0
n+1(er, es) = dω0

n+1(er, es) +
n∑
k=0

ω0
k ∧ ωkn+1(er, es) + ω0

n+1 ∧ ωn+1
n+1(er, es)

= dω0
n+1(er, es) +

n∑
k=0

ω0
k ∧ ωkn+1(er, es)

= (dT n+1 ∧ η(er, es)) +
n∑
k=0

ω0
k(er)ω

k
n+1(es)− ω0

k(es)ω
k
n+1(er)

= (dT n+1(er)η(es)− dT n+1(es)η(er)) +
n∑
k=0

(T kT r − δrk)ωkn+1(es)

− (T kT s − δsk)ωkn+1(er)

= (T sdT n+1(er)− T rdT n+1(es)) +

(
T r

n∑
k=1

T kωkn+1(es)− T s
n∑
k=1

T kωkn+1(er)

)
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+ (−ωrn+1(es) + ωsn+1(er)).

Como S é auto-adjunto, temos que ωsn+1(er) = 〈Ser, es〉 = 〈er, Ses〉 = ωrn+1(es)). Além

disso, pelo Lema 1.3.7, dT n+1 =
n+1∑
k=1

T kωkn+1. Com essas informações, obtemos

Ψ0
n+1(er, es) = (T sdT n+1(er)− T rdT n+1(es)) +

(
T r

n∑
k=1

T kωkn+1(es)− T s
n∑
k=1

T kωkn+1(er)

)
+ (−ωrn+1(es) + ωsn+1(er))

= T s
n+1∑
k=1

T kωkn+1(er)− T r
n+1∑
k=1

T kωkn+1(es) + T r
n∑
k=1

T kωkn+1(es)

− T s
n∑
k=1

T kωkn+1(er) = 0.

As igualdades Ψ0
0 = 0 e Ψn+1

n+1 = 0 decorrem do fato de ω0
0 = 0 e ωn+1

n+1 = 0, pois dáı dΩ0
0 =

dω0
0 = 0, dΩn+1

n+1 = dωn+1
n+1 = 0, (Ω∧Ω)00 =

n+1∑
k=0

ω0
0∧ωkj = 0 e (Ω∧Ω)n+1

n+1 =
n+1∑
k=0

ωn+1
n+1∧ωkj = 0.

Finalmente, pelo fato de ωil = −ωli, temos que dΩi
n+1 = dωin+1 = dωn+1

i = −dΩn+1
i e

(Ω∧Ω)in+1 =
n+1∑
k=0

ωik∧ωkn+1 = −
n+1∑
k=0

ωn+1
k ∧ωki = −(Ω∧Ω)n+1

i . Portanto, podemos concluir

que Ψi
n+1 = −Ψn+1

i = 0, como já verificamos. �

Definição 1.3.9 Para cada y ∈M fixo, definimos o conjunto Z(y) da seguinte maneira:

Z(y) = {Z ∈ SO(Rn+2);Zn+1
β = T β(y)},

ou seja, Z(y) é o subconjunto das matrizes de SO(Rn+2) cuja última linha é o vetor

unitário T (y) (o ı́ndice 0 denota a primeira linha ou primeira coluna).

Observação 1.3.10 Para cada y ∈ M fixo, o conjunto Z(y) é uma variedade dife-

renciável de dimensão n(n+1)
2

. A prova disso está inclúıda na demonstração da próxima

proposição.

Proposição 1.3.11 Suponha que as equações de compatibilidade dadas na Definição 1.3.1

sejam válidas para (Mn, 〈, 〉, S, ν) em Sn×R. Tome y0 ∈Mn e A0 ∈ Z(y0). Então, existe

uma vizinhança U1 de y0 em Mn, e uma única aplicação A : U1 → SO(Rn+2) que satisfaz

as seguintes igualdades:

A−1dA = Ω, ∀y ∈ U1,

A(y) ∈ Z(y),

A(y0) = A0.
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Demonstração Seja ϕ : ϕ−1(U) ⊂ Rn → U um sistema de coordenadas em Mn. Consi-

deremos o seguinte conjunto:

F = {(y, Z) ∈ U × SO(Rn+2);Z ∈ Z(y)}.

Tal conjunto é uma variedade diferenciável de dimensão n+ n(n+1)
2

. Para demonstrar isso,

notemos inicialmente que pelo fato de SO(Rn+1) ser uma variedade diferenciável, existe

uma parametrização ψ : V ⊂ R
n(n+1)

2 → Γ, em que

Γ =

{
A =

[
B 0

0 1

]
∈M(n+ 2,R);B ∈ SO(Rn+1)

}
.

Agora, consideremos y ∈ U e Z ∈ SO(Rn+2). Seja L : U → SO(Rn+2) uma aplicação

diferenciável tal que L(y)n+1
β = T β(y), ∀β ∈ {0, . . . , n + 1}. A existência da aplicação L

se justifica da seguinte maneira: a aplicação T : U → Rn+2 dada por

T (u) = (T 0(u), T 1(u), . . . , T n+1(u)),

é uma função de U na esfera Sn+1 ⊂ Rn+2. Basta então considerar ϕ = {ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn+1}
uma parametrização ortogonal de Sn+1, para definir a i-ésima linha de L(y) como sendo

o i-ésimo campo coordenado de ϕ no ponto y.

Afirmação 1 Z ∈ Z(y) se, e somente se, ZL(y)−1 =

[
B 0

0 1

]
, para algum B ∈

SO(Rn+1).

Demonstração De fato, se Z ∈ Z(y), em particular Z ∈ SO(Rn+2), e como L(y)−1 ∈
SO(Rn+2), conclúımos que ZL(y)−1 ∈ SO(Rn+2). Além disso, sabemos que a última linha

de Z é o vetor T (y), e como L(y)−1 = L(y)t, a última coluna de L(y)−1 é também o vetor

T (y). Todas as outras linhas de Z são vetores ortogonais a T (y), assim como todas as

outras colunas de L(y)−1. Portanto, (ZL(y)−1)n+1
β é o produto interno de T (y) com a

β-ésima coluna de L(y)−1. Logo, (ZL(y)−1)n+1
β = δn+1

β . Analogamente, (ZL(y)−1)αn+1 =

δαn+1. Portanto, ZL(y)−1 é da forma

[
B 0

0 1

]
, para algum B ∈ SO(Rn+1).

Reciprocamente, se existe B ∈ SO(Rn+1) de forma que ZL(y)−1 =

[
B 0

0 1

]
, então

Z =

[
B 0

0 1

]
L(y) ∈ SO(Rn+2) e,

Zn+1
β =

n+1∑
γ=0

([
B 0

0 1

])n+1

γ

Z(y)γβ =
n+1∑
γ=0

δn+1
γ L(y)γβ = L(y)n+1

β = T β(y).

Logo, Z ∈ Z(y). �
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Conclúımos que para parametrizar F , basta considerar a aplicação Ψ : ϕ−1(U)× V ⊂
Rn × R

n(n+1)
2 →F definida por

Ψ(u, v) = (ϕ(u), ψ(v)L(ϕ(u))).

Em particular, a aplicacão v 7→ ψ(v)L(ϕ(y)) é uma parametrização de Z(y). Assim, o

espaço tangente no ponto (y, Z) ∈ F é dado por:

T(y,Z)F = {(u, ζ) ∈ TyU ⊕ TZSO(Rn+2); ζn+1
β = (dT β)y(u)}.

Seja ρ : U × SO(Rn+2) → SO(Rn+2) a projeção em SO(Rn+2) e consideremos a

seguinte 1-forma matricial definida em F :

Θ = (I ◦ ρ)dρ− Ω,

em que I : SO(Rn+2) → SO(Rn+2) é a inversão de matrizes. Mais precisamente, para

cada (y, Z) ∈ F , temos a aplicação Θ(y,Z) : T(y,Z)F →M(n+ 2,R), definida por:

Θ(y,Z)(u, ζ) = ρ(y, Z)−1dρ(y,Z)(u, ζ)− Ω(u)(y) = Z−1ζ − Ωy(u).

Veremos que Θ induzirá uma distribuição involutiva, e desta obteremos a aplicação A.

Afirmação 2 Para cada (y, Z) ∈ F fixo, o espaço

D(y, Z) = kerΘ(y,Z)

tem dimensão n.

Demonstração Começamos caracterizando os elementos deD(y, Z). Note que Θ(y,Z)(u, ζ) ∈
so(Rn+2) = {B ∈ M(n + 2,R);Bt = −B}. De fato, so(Rn+2) é um espaço vetorial e,

como ∀α, β ∈ {0, . . . , n+ 1},

Ωβ
α = ωβα = −ωαβ = −Ωα

β ,

(Z−1dZ)αβ =
n+1∑
γ=0

(Z−1)αγ (dZ)γβ =
n+1∑
γ=0

(Zt)αγ (dZ)γβ

=
n+1∑
γ=0

Zγ
α(−dZ)βγ = −((Z−1dZ)t)αβ ,

temos que, Ω, Z−1dZ ∈ so(Rn+2), ou seja, Θ(y,Z)(u, ζ) ∈ so(Rn+2). Além disso, pelo

Lema 1.3.7,
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(ZΘ)n+1
β = (Z(Z−1dZ − Ω))n+1

β = (dZ − ZΩ))n+1
β

= dZn+1
β −

n+1∑
γ=0

Zn+1
γ Ωγ

β = dZn+1
β −

n+1∑
γ=0

Zn+1
γ Ωγ

β

= dT β −
n+1∑
γ=0

T γωγβ = 0.

Desse modo, conclúımos que Θ(y,Z)(u, ζ) pertence ao espaço

H = {H ∈ so(Rn+2); (ZH)n+1
β = 0},

o qual tem dimensão n(n+1)
2

.

Como a aplicação F : SO(Rn+2) → Sn+2 dada por F (Z)β = Zn+1
β , β ∈ {0, . . . , n + 1}

é uma submersão (dFZ(H)β = Hn+1
β ), conclúımos que

H ∈ H ⇔ (ZH)n+1
β = 0⇔ dFZ(ZH) = 0⇔ ZH ∈ ker dFZ .

Agora, sendo TZSO(Rn+2) = so(Rn+2), podemos concluir que o conjunto

W = {(0, ZH);H ∈ H}

é um subespaço vetorial de T(y,Z)F , pois tomando u = 0 ∈ TyU , se ζ = ZH ∈ so(Rn+2)

com H ∈ H, temos que

ζn+1
β = (ZH)n+1

β = 0 = (dT β)(0).

Além disso, se (0, ZH) ∈ W , então:

Θ(y,Z)(0, ZH) = Z−1ZH + Ωy(0) = H,

ou seja, Θ(y,Z) restrita a W é a aplicação (0, ZH) ∈ W 7→ H ∈ H, que é claramente

sobrejetora. Portanto, se a restrição de Θ(y,Z) a um subespaço vetorial é sobrejetora, ela

também deverá ser.

Pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, a dimensão do núcleo de Θ(y,Z) deve ser

dim(T(y,Z)F)− dim(H) = (n+ n(n+1)
2

)− n(n+1)
2

= n, como queŕıamos. �

Afirmação 3 A distribuição D é involutiva, ou seja, se ξ1, ξ2 ∈ D(y, Z), então [ξ1, ξ2] ∈
D(y, Z).

Demonstração Como

dρ(y,Z)(u, ζ) = ζ e d(I ◦ ρ)(y,Z)(u, ζ) = dI(ρ(y,Z))(ζ) = −Z−1ζZ−1,

podemos escrever:
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d(I ◦ ρ) ∧ dρ(y,Z)((u1, ζ1), (u2, ζ2)) = d(I ◦ ρ)(y,Z)(u1, ζ1)dρ(y,Z)(u2, ζ2)

− d(I ◦ ρ)(y,Z)(u2, ζ2)dρ(y,Z)(u1, ζ1)

= −Z−1ζ1Z−1ζ2 + Z−1ζ2Z
−1ζ1.

Por outro lado, como (Θ + Ω)(y,Z)(u, ζ) = −Z−1ζ, conclúımos que

(−(Θ + Ω) ∧ (Θ + Ω))(y,Z)((u1, ζ1), (u2, ζ2)) = −Z−1ζ1Z−1ζ2 + Z−1ζ2Z
−1ζ1,

ou seja, d(I ◦ ρ) ∧ dρ = −(Θ + Ω) ∧ (Θ + Ω). Desse modo, usando o Lema 1.3.8 e o fato

de que ∧ é alternada, obtemos

dΘ = d((I ◦ ρ)dρ− Ω)

= d(I ◦ ρ) ∧ dρ+ (I ◦ ρ) ∧ ddρ− dΩ

= d(I ◦ ρ) ∧ dρ− dΩ

= −(Θ + Ω) ∧ (Θ + Ω)− dΩ

= −Θ ∧Θ−Θ ∧ Ω− Ω ∧Θ− Ω ∧ Ω− dΩ

= −Θ ∧Θ−Θ ∧ Ω− Ω ∧Θ = 0.

Logo, se ξ1, ξ2 ∈ D(y, Z), então dΘ(y,Z)(ξ1, ξ2) = 0. Dáı,

0 = dΘ(y,Z)(ξ1, ξ2) = ξ1 ·Θ(y,Z)(ξ2)− ξ2 ·Θ(y,Z)(ξ1)−Θ(y,Z)([ξ1, ξ2])

= ξ1 · 0− ξ2 · 0−Θ(y,Z)([ξ1, ξ2]),

ou seja,

[ξ1, ξ2] ∈ kerΘ(y,Z) = D(y, Z).

�

Assim, pelo Teorema de Frobenius, D é integrável. Seja (y0, A0) um ponto de F e

consideremos A a variedade integral em uma vizinhança desse ponto, ou seja, T(y,Z)A =

D(y, Z), para todo ponto (y, Z) nessa tal vizinhança.

Se ζ ∈ TA0SO(Rn+2) é tal que (0, ζ) ∈ T(y0,A0)A = D(y0, A0) = kerΘ(y0,A0), então

0 = Θ(y0,A0)(0, ζ) = A−10 ζ − Ω0(0) = A−10 ζ e, desse modo, acabamos de provar que

T(y0,A0)A ∩ ({0} × TA0SO(Rn+2)) = {0},

ou seja, a parte tangente a A em (y0, A0) é tangente a Ty0U . Disso e do teorema das

funções impĺıcitas, A é localmente o gráfico de uma função A : U1 → SO(Rn+2), em que

U1 é uma vizinhança de y0 em U .

Verificamos agora que A satisfaz as propriedades requeridas no enunciado. Desde

que A é subvariedade de F , obtemos que (y, A(y)) ∈ F , ∀y ∈ U1, o que acarreta que
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A(y) ∈ Z(y), ∀y ∈ U1. Sendo σ : y 7→ (y, A(y)) parametrização de A, temos

dσy(η, ζ) = (η, dAyζ) ∈ T(y,A(y))A = D(y, A(y)) = ker Θ(y, A(y)).

Dáı, Θ(y, A(y))(u, dAyζ) = A(y)−1dAyζ − Ωy(u) = 0. Logo, A−1dA = Ω.

Finalmente, a unicidade da aplicação A segue do fato das equações dA = AΩ e A(y0) =

A0 constitúırem um PVI linear, finalizando a demonstração. �

Demonstração do Teorema 1.3.2: Dividiremos esta demonstração em três partes, e

consideramos as mesmas notações para todas as 1-formas definidas anteriormente.

Parte 1: Nesta parte vamos provar o Teorema 1.3.2 localmente.

Sejam y0 ∈Mn, A ∈ Z(y0) e t0 ∈ R. Considere, numa vizinhança de y0 em Mn, um re-

ferencial ortonormal {e1, . . . , en}. Sendo Mn simplesmente conexo, pela Proposição 1.3.11

existe uma vizinhança U1 de y0 em Mn e uma única aplicação A : U1 → SO(Rn+2) que

verifica

A−1dA = Ω, ∀y ∈ U1,

A(y) ∈ Z(y),

A(y0) = A0.

E, como toda variedade diferenciável é localmente simplesmente conexa, podemos supor

U1 simplesmente conexo.

Definimos f 0 = A0
0, f

i = Ai0, para 1 ≤ i ≤ n, e fn+1 como sendo a única função

que satisfaz dfn+1 = η e fn+1(y0) = t0 (ou seja, fn+1(y) = t0 +
∫
γy

η, em que γy pode ser

qualquer curva em U1 tal que γy(0) = y0 e γy(1) = y, uma vez que U1 é simplesmente

conexo e dη = 0). Com isso, obtemos uma aplicação f : U1 → Rn+2 dada por f =

(f 0, f 1, . . . , fn, fn+1). Mostraremos que seu contradomı́nio é Sn × R e que ela, de fato, é

uma imersão isométrica de U1 em Sn × R.

Como A(y) ∈ Z(y), ∀y ∈ U1, temos que An+1
0 = T 0 = 0. Assim, uma vez que A(y) ∈

SO(Rn+2), obtemos
n∑
γ=0

(fγ)2 =
n∑
γ=0

(Aγ0)2 =
n+1∑
γ=0

(Aγ0)2 = 1, ou seja, (f 0(y), f 1(y), . . . , fn(y))

∈ Sn, ∀y ∈ U1. Portanto, f(y) ∈ Sn × R, ∀y ∈ U1.

Por hipótese, dA = AΩ. Portanto, para α < n+ 1, temos

dfα(ek) = d(Aα0 )(ek) = (AΩ)α0 (ek)

=

(
n+1∑
γ=0

AαγΩγ
0

)
(ek)
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=
n∑
γ=0

Aαγω
γ
0 (ek) + Aαn+1ω

n+1
0 (ek)

=
n∑
γ=0

Aαγ (δkγ − T γT k)− Aαn+1T
n+1T k

= Aαk − T k
n+1∑
γ=0

T γAαγ ,

= Aαk − T kδαn+1

= Aαk . (1.43)

Para α = n+ 1, temos

dfn+1(ek) = η(ek) = 〈T, ek〉 = T k = An+1
k . (1.44)

Dessa maneira, df(ek) é dada pela k-ésima coluna da matriz A.

Sendo A(y) ∈ SO(Rn+2), em particular, A(y) é inverśıvel, implicando que o posto de

dfy é n, ∀y ∈ U1. Logo, df(y) é injetora, ∀y ∈ U1, ou seja, f : U1 → Sn×R é uma imersão.

Mais ainda, como A(y) é uma transformação ortogonal, temos que 〈dfy(ep), dfy(eq)〉 =

〈A(y)(ep), A(y)(eq)〉 = 〈ep, eq〉, ∀p, q ∈ {0, . . . , n+1} e assim, f é uma imersão isométrica.

As colunas de A formam um referencial ortonormal de Rn+2. Das colunas 1 a n temos

um referencial ortonormal em Tf(y)f(Mn) (pois são as imagens do referencial {e1, . . . , en}
pela diferencial de f), a coluna 0 é a projeção de f(y) em Sn × {0}, ou seja, dfy(e0(y)) =

ξ(f(y)) = (f 0(y), . . . , fn(y), 0) e a coluna n + 1 de A é o vetor unitário N(f(y)), normal

a f(Mn) em Sn × R no ponto f(y).

Definindo Xk = df(ek), usando que f é uma imersão isométrica e que S satisfaz as

equações de compatibilidade, obtemos a seguinte relação:

〈ANXk, Xj〉 = −〈Xj, ∇̃Xk
N〉 = 〈∇̃Xk

Xj, N〉

= 〈∇̃df(ek)df(ej), df(en+1)〉 = 〈df(∇ekej), df(en+1)〉

= 〈∇ekej, en+1〉 = −〈ej,∇eken+1〉

= 〈Sek, ej〉.

Ou seja, o operador da segunda forma fundamental de f(Mn) localmente é dado por

AN = df ◦ S ◦ df−1, em que df−1 é a inversa à esquerda de df (df é injetora, pois f é

imersão).

Finalmente, por (1.43) e (1.44), no referencial ortonormal {ξ,X1, . . . , Xn, N} os coe-

ficientes de ∂t = En+1 (em que {E0, E1, . . . , En+1 = ∂t} é a base canônica de Rn+2) são

dados pela última linha da matriz A e, como T 0 = A0
0 = 0 e A(y) ∈ SO(Rn+2), ∀y ∈ U1,

temos
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∂t = T 0ξ +
n∑
j=1

T jXj + T n+1N = df

(
n∑
j=1

T jej

)
+ νN = df(T ) + νN,

provando o teorema na vizinhança U1 de y0.

Dedicaremos as próximas etapas a mostrar que a função f obtida aqui pode ser esten-

dida de uma única maneira em todo o Mn.

Parte 2: Provaremos nesta parte que a função f é, localmente, única, a menos de iso-

metrias de Sn × R.

Suponha f̃ : U2 → Sn×R outra função que satisfaz as hipóteses do Teorema 1.3.2, em

que U2 é uma vizinhança de y0 simplesmente conexa contida em U1. Definimos de maneira

análoga o referencial {X̃0, X̃1, . . . , X̃n, X̃n+1} por: X̃j(f̃(y)) = df̃y(ej), se 1 ≤ j ≤ n,

X̃n+1(f̃(y)), o vetor unitário normal a f̃(Mn) em Sn × R no ponto f̃(y) e X̃0(f̃(y)) =

ξ(f̃(y)), o vetor normal unitário a Sn × R em Rn+2 no ponto f̃(y). Também definimos Ã

como sendo a matriz das coordenadas dos vetores X̃β na base {E0, E1, . . . , En, En+1}, ou

seja,

X̃β =
n+1∑
α=0

ÃαβEα.

A menos de uma isometria Φ de Sn×R, podemos assumir sem perda de generalidade que

f(y0) = f̃(y0) e que para todo β ∈ {0, . . . , n+1}, Xβ(y0) = X̃β(y0), ou seja, A(y0) = Ã(y0).

Agora, como

T (y) =
n+1∑
α=0

〈T (y), eα(y)〉eα(y) =
n+1∑
α=0

Tα(y)eα(y),

resulta que

df̃y(T (y)) =
n+1∑
α=0

Tα(y)df̃y(eα(y)) =
n+1∑
α=0

Tα(y)X̃α(y).

Logo, Tα(y) = 〈df̃y(T (y)), X̃α(y)〉. Mas,

〈df̃y(T (y)), X̃α(y)〉 = 〈df̃y(T (y)) + ν(y)N(f̃(y)), X̃α(y)〉

= 〈∂t(f̃(y)), X̃α(y)〉

= 〈En+1(f̃(y)), X̃α(y)〉 = Ãn+1
α (y),

∀1 ≤ α ≤ n, e também,
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Ãn+1
n+1(y) = 〈X̃n+1(y), ∂t(f̃(y))〉 = 〈N(f̃(y)), ∂t(f̃(y))〉 = ν(y) = T n+1(y),

Ãn+1
0 (y) = 〈X̃0(y), ∂t(f̃(y))〉 = 〈ξ(f̃(y)), ∂t(f̃(y))〉 = 0 = T 0(y).

Portanto, Ã ∈ Z(y), ∀y ∈ U2.

Também, se ˜̃A for a aplicação original (ou seja, ˜̃A = ΦÃ), temos

Ã−1dÃ = ( ˜̃AΦ−1)(d(ΦÃ)) = ˜̃A−1d ˜̃A = Ω.

Em suma, A−1dA = Ω, Ã−1dÃ = Ω, A(y), Ã(y) ∈ Z(y), ∀y ∈ U2 e A(y0) = Ã(y0).

Pela unicidade da aplicação A dada pela Proposição 1.3.11, conclúımos que A(y) = Ã(y),

∀y ∈ U2.

Agora, notamos que as coordenadas de ξ(f̃(y)) = (f̃ 0, . . . , f̃n, 0) são dadas pela coluna

0 da matriz Ã(y). Logo, para 0 ≤ β ≤ n, temos que fβ = Aβ0 = Ãβ0 = f̃β.

Finalmente, como dfn+1 = η = df̃n+1 (pois η(eβ) = T β = An+1
β = Ãn+1

β = df̃n+1(eβ),

∀β ∈ {0, . . . , n + 1}) e fn+1(y0) = f̃n+1(y0), pela unicidade da aplicação f conclúımos

que f(y) = f̃(y), ∀y ∈ U2. Portanto f = f̃ em U2, finalizando a segunda parte do

Teorema 1.3.2.

Parte 3: Provaremos agora que f pode ser estendida para toda a variedade Mn, e como

provamos acima, de uma única forma.

Fixe um ponto y0 ∈ Mn. Se y ∈ Mn, considere γ : [0, 1] → Mn um caminho em Mn

com γ(0) = y0 e γ(1) = y. Para cada ponto w ∈ γ([0, 1]), conseguimos uma aplicação

fw : Ww → Sn×R dada pela Parte 1, em que Ww é uma vizinhança simplesmente conexa

de w em Mn. Observamos que {W}w∈γ([0,1]) cobre γ([0, 1]) e, como este é compacto,

conseguimos extrair uma subcobertura finita {W1, . . . ,Wk} com W1 = U1.

Sendo fi as respectivas aplicações, estendemos fi da seguinte maneira: na Parte 2

vimos que através de uma isometria glogal Φi de Sn × R, obtivemos fi = Φi ◦ fi+1 em

Wi ∩Wi+1. Portanto, chamando f̃1 = f1, f̃2 = Φ1 ◦ f̃1, . . . , f̃k = Φk−1 ◦ f̃k−1, estendemos

f a Wk de uma única maneira, e em particular definimos f(y) em todo o conjunto U .

Suponha que f̃ e ˜̃f são duas extensões de f , como feito acima. O próprio Mn é

uma vizinhança simplesmente conexa de p de forma que as funções Ã e ˜̃A constrúıdas

como na Parte 2, via f̃ e ˜̃f , satisfazem todas as propriedades da Proposição 1.3.11. Pelos

argumentos da Parte 2, f̃ = ˜̃f e dáı, em particular, segue a independência de caminhos.

�
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Caṕıtulo 2

Hipersuperf́ıcies de Rotação de

Sn × R

Neste caṕıtulo iremos definir o conceito de hipersuperf́ıcie de rotação no ambiente

Sn × R e estabelecer um critério para identificar tais superf́ıcies através do operador da

segunda forma fundamental.

2.1 A Segunda Forma Fundamental de uma

Hipersuperf́ıcie de Rotação de Sn × R

Vamos começar definindo uma hipersuperf́ıcie de rotação de Sn × R. Consideremos

P 3 um subespaço vetorial tridimensional de Rn+2 que contenha o eixo xn+2, e P 2 um

subespaço bidimensional de P 3 que também contenha o eixo xn+2.

Seja I o grupo das isometrias de Rn+2 que levam P 2 pontualmente nele mesmo. Fi-

nalmente, consideremos α : I → (Sn × R) ∩ P 3 uma curva que não intersecta P 2.

Definição 2.1.1 A hipersuperf́ıcie de rotação Mn de Sn × R com curva perfil α e eixo

de rotação P 2 é definida como a I-órbita de α, ou seja,

Mn = {T (α(s)) ∈ Sn × R; s ∈ I e T ∈ I}.

Obteremos uma parametrização de uma hipersuperf́ıcie de rotação e calcularemos o

seu operador da segunda forma fundamental.

Sem perda de generalidade, iremos considerar que P 3 é gerado por e1, en+1 e en+2 e

que P 2 seja gerado por e1 e en+2. Identificaremos (Sn × R) ∩ P 3 com S1 × R ⊂ R3.

Como veremos adiante, α′(s) é proporcional a T (α(s)), a menos que α pertença a um

plano ortogonal a ∂t, e dáı T = 0.

Temos dois casos a considerar. No primeiro iremos supor que a curva α não é a vertical
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de S1 × R. Então, podemos escrever

α(s) = (cos(s), 0, . . . , 0, sen(s), a(s)), (2.1)

para uma certa função a e com s definido num intervalo em que sen(s) não se anula, pois

α não intersecta P 2.

Para que uma isometria de Rn+2 deixe P 2 pontualmente fixo, ela deverá ter a forma
1 . . . 0
... B

...

0 . . . 1

 , (2.2)

em que B ∈ SO(Rn).

Para obter a parametrização da hipersuperf́ıcie de rotação Mn, que por sua vez é a

I-órbita da curva α, basta notar que


1 . . . 0
... B

...

0 . . . 1





cos(s)

0
...

0

sen(s)

a(s)


=

 cos(s)

sen(s)Bn

a(s)

 , (2.3)

em que Bn é a n-ésima coluna de B. Como Bn ∈ Sn, podemos parametrizar o conjunto

dos Bn’s tais que B ∈ SO(Rn) com a função ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn), uma parametrização

ortogonal da esfera Sn−1 em Rn, ou seja,
n∑
i=1

ϕ2
n = 1 e

n∑
k=1

∂ϕk
∂ti

∂ϕk
∂tj

= δij

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2. Obtemos

a seguinte parametrização para Mn:

f(s, t1, . . . , tn−1) = (cos(s), sen(s)ϕ1(t1, . . . , tn−1), . . . , sen(s)ϕn(t1, . . . , tn−1), a(s)). (2.4)

Calculando as derivadas parciais de f e ξ no ponto f(s, t1, . . . , tn−1), obtemos

∂f

∂s
= (− sen(s), cos(s)ϕ1, . . . , cos(s)ϕn, a

′(s)),

∂f

∂ti
=

(
0, sen(s)

∂ϕ1

∂ti
, . . . , sen(s)

∂ϕn
∂ti

, 0

)
,

ξ(f(s, t1, . . . , tn−1)) = (cos(s), sen(s)ϕ1(t1, . . . , tn−1), . . . , sen(s)ϕn(t1, . . . , tn−1), 0).

Em particular,〈
∂f

∂s
,
∂f

∂s

〉
= sen2(s) + cos2(s)

n∑
k=1

(ϕk)
2 + a′(s)2 = 1 + a′(s)2,



2.1. A 2a FORMA FUNDAMENTAL DE UMA HIPERSUPERFÍCIE DE ROTAÇÃO DE SN × R 33

〈
∂f

∂ti
,
∂f

∂tj

〉
= sen2(s)

n∑
k=1

∂ϕk
∂ti

∂ϕk
∂tj

= sen2(s) δij

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2 ,〈

∂f

∂s
,
∂f

∂ti

〉
= sen(s) cos(s)

n∑
k=1

∂ϕk
∂ti

ϕk = 0.

Definindo

N =
1√

1 + a′(s)2
(− sen(s)a′(s), cos(s)a′(s)ϕ1, . . . , cos(s)a′(s)ϕn,−1),

verificamos que

〈N,N〉 =
a′(s)2

1 + a′(s)2

(
sen2(s) + cos2(s)

n∑
i=1

(ϕi)
2

)
1

1 + a′(s)2
= 1,

〈
N,

∂f

∂s

〉
=

a′(s)√
1 + a′(s)2

(
sen2(s) + cos2(s)

n∑
i=1

(ϕi)
2 − 1

)
= 0,

〈
N,

∂f

∂tj

〉
=

a′(s)√
1 + a′(s)2

(
sen(s) cos(s)

n∑
i=1

(ϕi)
∂ϕi
∂tj

)

=
sen(s) cos(s)(s)a′(s)√

1 + a′(s)2

(
1

2

n∑
i=1

∂ϕ2
i

∂tj

)

=
sen(s) cos(s)a′(s)√

1 + a′(s)2
1

2

∂
n∑
i=1

(ϕi)
2

∂tj
= 0, ∀j ∈ {1, . . . , n},

〈N, ξ〉 =
1√

1 + a′(s)2
〈(− sen(s)a′(s), cos(s)a′(s)ϕ1, . . . , cos(s)a′(s)ϕn,−1),

(cos(s), sen(s)ϕ1, . . . , sen(s)ϕn, 0)〉 = 0.

Conclúımos que N é uma campo unitário normal a Mn, tangente a Sn×R. Podemos então

calcular o operador da segunda forma fundamental de Mn. Mas, antes disso, observe que

para quaisquer campos X e Y tangentes a Mn vale:

〈ANX, Y 〉 = 〈−∇̃XN, Y 〉 = X〈N, Y 〉 − 〈−∇̃XY,N〉

= 〈∇̃XY,N〉 = 〈DXY + 〈XSn , YSn〉ξ,N〉

= 〈DXY,N〉,

em que ∇̃ é a conexão de Levi-Civita de Sn×R, D é a conexão de Rn+2 e a relação ∇̃XY =

DXY + 〈XSn , YSn〉ξ é a equação (1.5). Usando o fato de que ϕ é uma parametrização

ortogonal de Sn−1, obtemos que:〈
AN

∂f

∂ti
,
∂f

∂tj

〉
=

〈
∂2f

∂ti∂tj
, N

〉
=
a′(s) sen(s) cos(s)√

1 + a′(s)2

n∑
k=1

∂2ϕk
∂ti∂tj

ϕk
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=
a′(s) sen(s) cos(s)√

1 + a′(s)2

(
∂

∂ti

n∑
k=1

∂ϕk
∂tj

ϕk −
n∑
k=1

∂ϕk
∂ti

∂ϕk
∂tj

)

=
a′(s) sen(s) cos(s)√

1 + a′(s)2

(
∂

∂ti

∂

∂tj

(
1

2

n∑
k=1

(ϕk)
2

)
− δij

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2
)

=
a′(s) sen(s) cos(s)√

1 + a′(s)2

(
∂

∂ti

∂

∂tj
·
(

1

2

)
− δij

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2
)

= −
a′(s) sen(s) cos(s)δij

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2√

1 + a′(s)2
,〈

AN
∂f

∂ti
,
∂f

∂s

〉
=
a′(s) sen(s) cos(s)√

1 + a′(s)2

n∑
k=1

∂ϕk
∂ti

ϕk

=
a′(s) sen(s) cos(s)√

1 + a′(s)2
1

2

∂

∂ti

(
n∑
k=1

(ϕk)
2

)
= 0,

〈
AN

∂f

∂s
,
∂f

∂s

〉
=
a′(s) cos(s) sen(s)√

1 + a′(s)2
− a′(s) cos(s) sen(s)√

1 + a′(s)2

(
n∑
k=1

(ϕk)
2 − a′′(s)

)

=
−a′′(s)√
1 + a′(s)2

.

Todas essas equações mostram que

{
∂f

∂s
,
∂f

∂t1
, . . . ,

∂f

∂tn

}
é uma base ortogonal de autove-

tores de AN , e portanto, podemos calcular os autovalores de AN da seguinte maneira:

λ =

〈
AN

∂f

∂s
,
∂f

∂s

〉
· 1〈

∂f

∂s
,
∂f

∂s

〉
= − a′′(s)√

1 + a′(s)2
· 1

1 + a′(s)2

= − a′′(s)

(1 + a′(s)2)
3
2

, (2.5)

µi =

〈
AN

∂f

∂ti
,
∂f

∂ti

〉
· 1〈

∂f

∂ti
,
∂f

∂ti

〉

= −
a′(s) sen(s) cos(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2√

1 + a′(s)2
· 1

sen2(s)

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2

= − a
′(s) cot2(s)

(1 + a′(s)2)
1
2

. (2.6)

Assim, µi = µ = − a′(s) cot(s)

(1 + a′(s)2)
1
2

, para todo i ∈ {1, . . . , n}. Em particular, nos pontos
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de α (em que ϕi = δin), temos que
∂f

∂s
(s, t1, . . . , tn) = α′(s) e, sendo

{
∂f

∂s
,
∂f

∂t1
, . . . ,

∂f

∂tn

}
ortogonal,

T = projMn∂t =

〈
∂

∂s
, ∂t

〉
〈
∂

∂s
,
∂

∂s

〉 ∂f
∂s
.

Em outras palavras, T é autovetor associado a λ.

Agora, analisemos o caso em que α é a reta vertical de S1 × R. A curva α pode ser

expressa da seguinte maneira:

α(s) = (cos(c), 0, . . . , 0, sen(c), s), (2.7)

sendo c uma constante tal que sen(c) 6= 0, pois α não intersecta P 2. Parametrizamos Mn

por:

f(s, t1, . . . , tn−1) = (cos(c), sen(c)ϕ1(t1, . . . , tn−1), . . . , sen(c)ϕn(t1, . . . , tn−1), s), (2.8)

em que ϕ = (ϕ1, . . . , ϕn) é a mesma parametrização ortogonal da esfera de dimensão

(n− 1) considerada anteriormente. Calculando as derivadas parciais de f e o campo ξ no

ponto f(s, t1, . . . , tn−1), obtemos:

∂f

∂s
= (0, 0, . . . , 0, 1),

∂f

∂ti
=

(
0, sen(c)

∂ϕ1

∂ti
, . . . , sen(c)

∂ϕn
∂ti

, 0

)
,

ξ(f(s, t1, . . . , tn−1)) = (cos(c), sen(c)ϕ1(t1, . . . , tn−1), . . . , sen(c)ϕn(t1, . . . , tn−1), 0).

Assim, temos 〈
∂f

∂s
,
∂f

∂s

〉
= 1,〈

∂f

∂ti
,
∂f

∂tj

〉
= sen2(c)

n∑
k=1

∂ϕk
∂ti

∂ϕk
∂tj

= sen2(c)δij

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2 ,〈

∂f

∂s
,
∂f

∂ti

〉
= 0.

Definindo N = (sen(c),− cos(c)ϕ1, . . . ,− cos(c)ϕn, 0), verificamos que:〈
N,

∂f

∂s

〉
= 0,〈

N,
∂f

∂tj

〉
= − sen(c) cos(c)

n∑
k=1

∂ϕk
∂tj

ϕk = 0, ∀j ∈ {1, . . . , n},
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〈N,N〉 = sen2(s) + cos2(s)
n∑
i=1

(ϕi)
2 = 1,

〈N, ξ〉 = sen(c) cos(c)− sen(c) cos(c)
n∑
i=1

(ϕi)
2 = 0,

conclúındo que N é um campo unitário normal a Mn, tangente a Sn × R. Novamente,

como no caso anterior, obtemos:〈
AN

∂f

∂ti
,
∂f

∂tj

〉
=

〈
∂2f

∂ti∂tj
, N

〉
= − sen(c) cos(c)

n∑
k=1

∂2ϕk
∂ti∂tj

ϕk

= − sen(c) cos(c)

(
∂

∂ti

n∑
k=1

∂ϕk
∂tj

ϕk −
n∑
k=1

∂ϕk
∂ti

∂ϕk
∂tj

)

= − sen(c) cos(c)

(
∂

∂ti

∂

∂tj

(
1

2

n∑
k=1

(ϕk)
2

)
− δij

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2
)

= − sen(c) cos(c)

(
∂

∂ti

∂

∂tj

(
1

2

)
− δij

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2
)

= − sen(c) cos(c)δij

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2 ,〈

AN
∂f

∂ti
,
∂f

∂s

〉
=

〈
∂2f

∂ti∂s
,N

〉
= 0,〈

AN
∂f

∂s
,
∂f

∂s

〉
=

〈
∂2f

∂s∂s
,N

〉
= 0.

Tais equações mostram novamente que

{
∂f

∂s
,
∂f

∂t1
, . . . ,

∂f

∂tn

}
é uma base ortogonal de

autovetores de AN . Calculando os autovalores de AN , obtemos:

λ =

〈
AN

∂f

∂s
,
∂f

∂s

〉
· 1〈

∂f

∂s
,
∂f

∂s

〉 = 0, (2.9)

µi =

〈
AN

∂f

∂ti
,
∂f

∂ti

〉
· 1〈

∂f

∂ti
,
∂f

∂ti

〉
= − sen(c) cos(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2 · 1

sen2(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣∂ϕ∂ti
∣∣∣∣∣∣∣∣2 = − cot(c). (2.10)

Assim, µi = µ = − cot(c), para todo i ∈ {1, . . . , n}. Nos pontos de α (em que ϕi = δin),

temos que
∂f

∂s
= α′(s) = ∂t. Isso implica que ∂t é tangente, e portanto, igual a T . Em

particular, T =
∂f

∂s
. Conclúımos novamente que T é autovetor associado a λ.

Portanto, em ambos os casos o operador da segunda forma fundamental de Mn terá

no máximo dois autovalores distintos, e se houver dois, um deles terá múltiplicidade 1 e
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corresponderá ao autoespaço gerado por T .

2.2 Caracterização de Hipersuperf́ıcies de Rotação

de Sn × R

O objetivo desta seção é provar um teorema que fornece uma condição suficiente para

que uma hipersuperf́ıcie de Sn × R seja uma hipersuperf́ıcie de rotação. Este teorema é

baseado em um resultado mais geral obtido por Bruno Mendonça e Ruy Tojeiro, em [10]

(ver Corolário 5, pág. 5), para subvariedades de Sn × R em qualquer codimensão.

Teorema 2.2.1 (ver [10], pag. 5) Sejam n ≥ 3 e f : Mn → Sn × R uma hipersuperf́ıcie

cujo operador da segunda forma fundamental é dado por:

AN =


λ

µ
. . .

µ

,

Suponha que ANT = λT . Então, Mn é um aberto de uma hipersuperf́ıcie de rotação.

Foi visto na Seção 2.1 que a rećıproca desse resultado é válida. Como vimos nas equações

(2.4) e (2.8), a parametrização de hipersuperf́ıcies de rotação de Sn × R pode ser escrita

na forma

f(s, t) = α0(s)ĝ(t) + α1(s)en + h(s)en+1, (2.11)

em que t = (t1, . . . , tn−1), ĝ(t) =
n∑
i=1

ϕi(t)ei é uma parametrização da esfera unitária Sn−1,

α0(s)
2 + α1(s)

2 = 1 e {e0, e1, . . . , en+1} é a base canônica de Rn+2. Nosso objetivo é

escrever a hipersuperf́ıcie f do enunciado do Teorema 2.2.1 como em (2.11).

Para demonstrar o Teorema 2.2.1, incluiremos Sn × R em Rn+2 e estudaremos a hi-

persuperf́ıcie f neste último. Para isso, é necessário relacionar os operadores da segunda

forma fundamental de f e f̃ , em que f̃ = i ◦ f e i : Sn×R→ Rn+2 é a inclusão canônica.

Sejam D, ∇̃ e∇ as respectivas conexões de Levi-Civita Rn+2, Sn×R e Mn. Lembramos

que estamos usando a decomposição ∂t = df ·T +cos θN . Consideremos também ν̂ = π◦i,
em que π : Rn+1 × R → Rn+1 é a projeção canônica das n + 1 primeiras coordenadas.

Temos, para todo Z ∈ X(Sn × R), que

DZ ν̂ = dπ · di · Z = di · Z − 〈di · Z, di · ∂t〉di · ∂t
= di · (Z − 〈Z, ∂t〉∂t).

Assim, temos

di · (Aiν̂Z) = −(DZ ν̂)T = −di · (Z − 〈Z, ∂t〉∂t).
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Conclúımos que

Aiν̂Z = −Z + 〈Z, ∂t〉∂t. (2.12)

Seja ξ um campo normal a f em Sn × R. Pela fórmula de Gauss, temos que

DXdi · ξ = di · ∇̃Xξ + αi(df ·X, ξ).

em que αi denota a segunda forma fundamental da inclusão i, ou seja, 〈αi(W,Z), ζ〉 =

〈AiζW,Z〉. Para a primeira parcela, temos

di · ∇̃Xξ = di · ((∇̃Xξ)
T + (∇̃Xξ)

⊥)

= di · (−df · AfξX + (∇̃Xξ)
⊥)

= −di · df · AfξX + di · ∇⊥Xξ

= −df̃ · AfξX + di · ∇⊥Xξ.

E, usando a equação (2.12), obtemos

〈αi(df ·X, ξ), ν̂〉 = 〈Aiν̂df ·X, ξ〉

= 〈−df ·X + 〈df ·X, ∂t〉∂t, ξ〉

= 〈df ·X, ∂t〉〈∂t, ξ〉.

Mas,

〈df ·X, ∂t〉 = 〈df ·X, df · T + cos θN〉

= 〈df ·X, df · T 〉+ cos θ〈df ·X,N〉

= 〈X,T 〉,

e, como 〈∂t, ξ〉 = 〈df · T + cos θN, ξ〉 = cos θ〈N, ξ〉, obtemos que

〈αi(df ·X, ξ), ν̂〉 = cos θ〈X,T 〉〈N, ξ〉,

ou seja,

αi(df ·X, ξ) = cos θ〈X,T 〉〈N, ξ〉ν, (2.13)

em que ν = ν̂ ◦ f̃ . Portanto,

DXdi · ξ = −df̃ · AfξX + di · ∇⊥Xξ + cos θ〈X,T 〉〈N, ξ〉ν. (2.14)

Disso, conclúımos que

−df̃ · Af̃di·ξX = (DXdi · ξ)T = −df̃ · AfξX,
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e, sendo df̃ injetora,

Af̃di·ξX = Afξ ·X. (2.15)

Além disso,

∇̃⊥Xdi · ξ = (DXdi · ξ)⊥ = di · ∇⊥Xξ + cos θ〈X,T 〉〈N, ξ〉ν. (2.16)

Temos também que

DXν = DX ν̂ ◦ f = d(ν̂ ◦ f) ·X = dν̂ · (df ·X)

= Ddf ·X ν̂ = di · (df ·X − 〈df ·X, ∂t〉∂t)

= di · df ·X − 〈df ·X, ∂t〉di · ∂t
= df̃ ·X − 〈X,T 〉di · ∂t
= df̃ ·X − 〈X,T 〉di · (df · T + cos θN)

= df̃ · (X − 〈X,T 〉T ) + cos θ〈X,T 〉di ·N.

Assim,

−df̃ · Af̃νX = (DXν)T = df̃ · (X − 〈X,T 〉T ),

e, portanto,

Af̃νX = −X + 〈X,T 〉T. (2.17)

Em particular,

Af̃νT = − cos2 θT, (2.18)

Af̃νX = −X, ∀X ∈ {T}⊥. (2.19)

Considere agora g : Nn−1 → Sn uma imersão isométrica com campo unitário normal η.

Usaremos a notação g̃ = i◦ j ◦g e η̃ = di ·dj ·η, em que i : Sn×R→ Rn+2 e j : Sn → Rn+1

são as inclusões canônicas. Seja f : Nn−1 × I → Sn × R definida por

f̃(x, s)
.
= (i ◦ f) = α0(s)g̃(x) + α1(s)η̃(x) + α2(s)en+1, (2.20)

e α : I ⊂ R→ S1 ×R ⊂ R3 uma curva regular com α0(s)
2 + α1(s)

2 = 1, ∀s ∈ I, de modo

que α′2 nunca se anula em I.

Proposição 2.2.2 Seja f : Mn → Sn × R uma imersão isométrica dada como na

equação (2.20), em termos de uma imersão isométrica g : Nn−1 → Sn totalmente umb́ılica.

Então, f é uma hipersuperf́ıcie de rotação cuja curva perfil está contida em S1 × R ⊂
Sn × R.

Demonstração Pelo fato de g ser totalmente umb́ılica, temos que g(Nn−1) é uma es-

fera de dimensão n − 1 contida em Sn. Portanto, em Rn+1 existe um subespaço afim

n-dimensional v + W que contém g(Nn−1). Vamos assumir que W seja gerado por

{e0, e1, . . . , en−1} e que v ⊥ W . Em particular, existe b ∈ R tal que v = ben.
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Considere a função h : Nn−1 → Rn+2 dada por h(x) = g̃(x) − v. Se a é o raio da

esfera g̃(Nn−1), definimos g = 1
a
h, ou seja, g é uma homotetia de h em Rn+2 de modo

que g(Nn−1) esteja contido em W ∩ Sn. Em particular, g̃ = ag + v. Como homotetias

e translações preservam os espaços tangentes, conclúımos que os espaços tangentes de

g̃(Nn−1) e g(Nn−1) são os mesmos. Assim, os espaços normais de g̃(Nn−1) e g(Nn−1) em

Rn+2 são os mesmos, e dados respectivamente por

span{g̃, η̃, en+1} e span{g, en, en+1}.

Desse modo, podemos escrever η̃ = cg + den. Como f̃ é dada por

f̃(x, s) = α0(s)g̃(x) + α1(s)η̃(x) + α2(s)en+1,

usando que g̃ = ag + v = ag + ben, obtemos

f̃(x, s) = α0(s)(ag(x) + ben) + α1(s)(cg(x) + den) + α2(s)en+1

= (aα0(s) + cα1(s))g(x) + (bα0(s) + dα1(s))en + α2(s)en+1.

Como ‖g̃‖ = 1, então a2 + b2 = 1. Do mesmo modo, ‖η̃‖ = 1 ⇒ c2 + d2 = 1. E como

〈g̃, η̃〉 = 0, então ac− bd = 0. Dáı, definindo α̃0 = (aα0 + cα1) e α̃1 = (bα0 + dα1), temos

que

α̃2
0 + α̃2

1 = (aα0 + cα1)
2 + (bα0 + dα1)

2

= a2α2
0 + 2acα0α1 + c2α2

1 + b2α2
0 + 2bdα0α1 + d2α2

1

= (a2 + b2)α2
0 + 2(ac+ bd)α0α1 + (c2 + d2)α2

1

= α2
0 + α2

1 = 1,

por hipótese.

Como g(Nn−1) está contida na esfera Sn−1 de span{e0, . . . , en−1} ∼= Rn, considerando

Ψ : U ⊂ Rn−1 → Nn−1 uma parametrização de Nn−1, então ĝ = g ◦ Ψ é uma parame-

trização de Sn−1, e dáı a equação

f̃(x, s) = α̃0(s)ĝ(x) + α̃1(s)en + α2(s)en+1 (2.21)

representa a parametrização de uma hipersuperf́ıcie de rotação de Sn×R, com curva perfil

α̃ = (α̃0, α̃1, α2) contida em S1 × R ⊂ Sn × R. �

Para o que segue até o final desta seção, usaremos a seguinte notação: se x ∈ Nn−1,

X ∈ TxNn−1 e s ∈ I, denotamos por XH o único vetor em T(x,s)M
n tal que dπ1 ·XH = X

e dπ2 ·XH = 0, em que π1 : Mn → Nn−1 e π2 : Mn → I são as projeções canônicas.

Demonstração do Teorema 2.2.1: A demonstração será dividida em duas partes.
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Parte 1: Mostraremos que a imersão f do Teorema 2.2.1 é dada, localmente, como em

(2.20), em termos da imersão g e de tal modo que df̃ · T seja normal a g̃.

Primeiramente, notemos que o campo T é o gradiente da função H = 〈f̃ , di · ∂t〉. De

fato, para todo X ∈ X(Mn) temos que

X(H) = 〈DX f̃ , di ·∂t〉 = 〈df̃ ·X, di ·∂t〉 = 〈di ·df ·X, di ·∂t〉 = 〈df ·X, df ·T +N〉 = 〈X,T 〉.

Portanto, a distribuição {T}⊥ é involutiva. Além disso, como T é gradiente de H, usando

a equação (1.10) é válido que:

〈∇TX,T 〉 = T (〈T,X〉)−〈∇TT,X〉 = −〈∇TT,X〉 = − cos θ〈AfNT,X〉 = − cos θλ〈T,X〉 = 0,

∀X ∈ {T}⊥, ou seja, a parte tangente de ∇TX à distribuição gerada por T é nula.

Portanto, a distribuição gerada por T é totalmente geodésica.

Como {T}⊥ é distribuição involutiva, para cado ponto de Mn existe, em uma vizin-

hança U desse ponto, um difeomorfismo ψ : Nn−1×I → U ⊂Mn, em que I é um intervalo

aberto contendo 0, de tal modo que ψ(x, ·) : I → Mn, para cada x ∈ Nn−1, parametriza

as curvas integrais de {T}, e ψ(·, s) : Nn−1 →Mn, para cada s ∈ I, parametriza as folhas

da distribuição {T}⊥.

Denotemos por E1 = dψ−1({T}⊥) e E2 = dψ−1({T}). Observemos ainda que, com

a métrica induzida por ψ em U , E1 e E2 são distribuições ortogonais e E2 é totalmente

geodésica. Fazendo f̃ = i ◦ f ◦ ψ : Nn−1 × I → Rn+2, obtemos que

〈df̃ ·X, di · ∂t〉 = 〈di · df · dψ ·X, di · ∂t〉

= 〈df · dψ ·X, ∂t〉

= 〈df · dψ ·X, df · T + cos θN〉

= 〈df · dψ ·X, df · T 〉 = 〈dψ ·X,T 〉 = 0, (2.22)

para todo X ∈ E1. Além disso, temos que〈
Af̃di·NX,

∂

∂s

〉
= µ

〈
X,

∂

∂s

〉
= 0, ∀X ∈ E1,〈

Af̃νX,
∂

∂s

〉
= −

〈
X,

∂

∂s

〉
= 0, ∀X ∈ E1,

sendo esta última pela equação (2.19). Portanto, para todo ∀X ∈ E1, αf̃

(
X,

∂

∂s

)
= 0.

Assim, como E2 é totalmente geodésica, para todo X ∈ E1 a parte tangente de ∇ ∂
∂s
X

a E2 é nula, ou seja, ∇ ∂
∂s
X ∈ E1, e dáı, usando a fórmula de Gauss,

D ∂
∂s
df̃ ·X = df̃ · ∇ ∂

∂s
X + αf̃

(
X,

∂

∂s

)
= df̃ · ∇ ∂

∂s
X ∈ df̃ · E1.
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Conclúımos dessa maneira que df̃ · E1 é constante ao longo das curvas integrais de E2.

Agora, pela equação (2.22), g̃
.
= f̃(·, 0) está contido em um subespaço afim ortogonal

a di · ∂t. Iremos supor, sem perda de generalidade, que g̃(Nn−1) ⊂ Sn × {0}.
Definindo f̂ = π ◦ f̃ , em que π : Rn+2 → Rn+1×{0} é a projeção canônica, temos que

f̂(x, s) ∈ Sn × {0} e dáı, 〈f̂ , f̂〉 = 1. Em particular, 〈df̂ ·X, f̂〉 =
1

2
X(〈f̂ , f̂〉) = 0. Além

disso, podemos escrever:

f̃ = f̂ +Hdi · ∂t.

Obtemos, para todo X ∈ E1 que

〈df̃ ·X, f̃〉 = 〈df̂ ·X + dH ·Xdi · ∂t, f̂ +Hdi · ∂t〉 = 〈df̂ ·X, f̂〉 = 0. (2.23)

Conclúımos assim que f̃(x, s) ∈ (df̃(x, s)·E1)
⊥. Mais ainda, como df̃(x, s)·E1 é constante

ao longo das curvas integrais de E2, temos que df̃(x, s)·E1 = df̃(x, 0)·E1 = dg̃(x)·TxNn−1,

∀s ∈ I. Logo,

f̃(x, s) ∈ (dg̃(x) · TxNn−1)⊥ (2.24)

Seja g : Nn−1 → Sn definida por g̃ = i◦j ◦g e considere η uma direção normal unitária

a g(Nn−1) em Sn. Denotamos η̃ = di · dj · η. O conjunto {g̃, η̃, di · ∂t} é ortonormal e gera

o fibrado normal de g̃, e portanto, f̃(s, x) pode ser escrito como combinação linear desses

elementos. Fica,

f̃(x, s) = 〈f̃(x, s), g̃(x)〉g̃(x) + 〈f̃(x, s), η̃(x)〉η̃(x) + 〈f̃(x, s), di · ∂t〉di · ∂t.

Além disso, para todo campo X ortogonal a
∂

∂s
, temos que

X(〈f̃ , g̃〉) = 〈df̃ ·X, g̃〉+ 〈f̃ , dg̃ ·X〉 = 0,

X(〈f̃ , η̃〉) = 〈df̃ ·X, η̃〉+ 〈f̃ , DX η̃〉 = 0,

X(〈f̃ , di ◦ ∂t〉) = X(H) =

〈
X,

∂

∂s

〉
= 0,

Portanto, 〈f̃ , g̃〉, 〈f̃ , η̃〉 e 〈f̃ , di · ∂t〉 só dependem de s, e dessa maneira, podemos escrever

α0(s) = 〈f̃(x, s), g̃(x)〉, α1(s) = 〈f̃(x, s), η̃(x)〉 e α2(s) = 〈f̃(x, s), di · ∂t〉. Assim,

f̃(x, s) = α0(s)g̃(x) + α1(s)η̃(x) + α2(s)di · ∂t.

Finalmente, como 〈f̂ , f̂〉 = 1, temos que α0(s)
2 + α1(s)

2 = 1, ∀s ∈ I.

Parte 2: Mostraremos que g é totalmente umb́ılica.

Primeiro vamos verificar algumas propriedades de f̃ . A diferencial de f̃ é dada por

df̃(x, s)XH = dg̃(α0(s)I − α1(s)A
g
η(x))X, ∀X ∈ TxN, (2.25)
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em que I : TxN → TxN é o operador identidade. Para ver isso, tome γ : J → Nn−1 curva

com 0 ∈ J , γ(0) = x e γ′(0) = X, e considere, para cada s ∈ I a curva γs : J →Mn dada

por γs(t) = (γ(t), s). Então, γs(0) = (x, s) e γ′s(0) = XH, e dáı, usando a equação (2.20),

temos

df̃(x, s)XH =
d

dt
|t=0f̃(γs(t)) =

d

dt
|t=0(α0(s)g̃(γ(t)) + α1(s)η̃(γ(t)) + α2(s)en+1)

= α0(s)
d

dt
|t=0g̃(γ(t)) + α1(s)

d

dt
|t=0η̃(γ(t))

= α0(s)dg̃(γ(0)) · γ′(0) + α1(s)dη̃(γ(0)) · γ′(0)

= α0(s)dg̃(x)X + α1(s)dη̃(x)X

= α0(s)dg̃(x)X − α1(s)(−dη̃(x))X

= dg̃(x)(α0(s)I − α1(s)(dg̃(x)Ag̃η̃)X

= dg̃(x)(α0(s)I − α1(s)A
g̃
η̃)X

= dg̃(x)(α0(s)I − α1(s)A
g
η)X,

pois Ag̃η̃ = Agη.

Agora, considere Ps(x) : TxN → TxN o operador dado por

Ps(x)
.
= α0(s)I − α1(s)A

g
η(x). (2.26)

Como f̃ e g̃ são imersões, pela equação (2.25) conclúımos que Ps(x) é um operador injetivo,

logo um isomorfismo. Também através da equação (2.25), conclúımos que, em Rn+2, todo

campo normal a f̃(Mn) é um campo normal a g̃(Nn−1). Para todo campo ξ normal a

f̃(Mn) vale

−df̃(x, s)Af̃ξ (x, s)X
H = (DXHξ)T =

(
d

dt
|t=0ξ(γs(t))

)T
= −dg̃(x)Ag̃ξ(x)X

= −dg̃(x)Ps(x)Ps(x)−1Ag̃ξ(x)X

= −df̃(x, s)(Ps(x)−1Ag̃ξ(x)X)H. (2.27)

Como df̃(x, s) é injetora, segue que

Af̃ξ (x, s)X
H = (Ps(x)−1Ag̃ξ(x)X)H. (2.28)

Para mostrar que g é totalmente umb́ılica, notemos que pela equação (2.26), Ag̃η̃ = Agη é

múltiplo da identidade se, e somente se, Ps(x) for múltiplo da identidade.

Vamos provar agora que Ps(x) é múltiplo da identidade. As direções normais a f̃ são

ν = α0g̃ + α1η̃ e Ñ = di · N . Como toda direção normal a f̃ é normal a g̃, podemos

escrever Ñ = β0g̃ + β1η̃ + β2en+1.
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Considere ζ = aν + bÑ , de tal forma que ζ = g̃ + een+1. Em particular, ζ é normal a

f̃ . Então, Af̃ζ = aAf̃ν + bAf̃
Ñ

e Ag̃ζ = Ag̃g̃ + Ag̃een+1
. Mas, para todo campo X tangente a g̃,

temos

−dg̃Ag̃g̃X = (DX g̃)T = (dg̃ ·X)T = dg̃ ·X,

−dg̃Ag̃een+1
X = (DXeen+1)

T = (X(e)en+1 + eDXen+1)
T = 0.

Com a equação (2.28), para todo X ∈ {T}⊥,

−aX + bµX = Af̃ζX = Ps(x)−1Ag̃ζ(x)X = −Ps(x)−1X,

logo,

Ps(x)−1 = (a− bµ)id⇒ Ps(x) =
1

a− bµ
id,

como queŕıamos.

Portanto, g é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica de Sn, e pela Proposição 2.2.2,

f é uma hipersuperf́ıcie de rotação com curva perfil contida em S1 × R ⊂ Sn × R. �



Caṕıtulo 3

Hipersuperf́ıcies Totalmente

Umb́ılicas de Sn × R

Neste caṕıtulo exibiremos a classificação das hipersuperf́ıcies totalmente umb́ılicas de

Sn × R.

3.1 Classificação das Hipersuperf́ıcies Totalmente

Geodésicas de Sn × R

Primeiramente, veremos as hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas de Sn × R.

Teorema 3.1.1 (ver [12], pag. 365) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie totalmente geodésica

de Sn × R. Então, há duas opções:

(i) Mn é um aberto de Sn × {t0}, com t0 ∈ R, ou,

(ii) Mn é um aberto de Sn−1 × R.

Demonstração Seja Mn uma hipersuperf́ıcie totalmente geodésica de Sn × R, ou seja,

AN = 0. Usando a equação de Codazzi (1.9),

0 = ∇XANY −∇YANX − AN [X, Y ] = cos θ(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ), ∀X, Y ∈ X(Mn),

o que acarreta que ou T = 0, ou cos θ = 0.

Se T = 0, então Mn é ortogonal a ∂t em todo ponto. Neste caso, Mn será um aberto

de uma hipersuperf́ıcie da forma Sn × {t0}, para algum t0 ∈ R.

Se cos θ = 0, então 〈N, ∂t〉 = 0, dizendo assim que em cada ponto de Mn o espaço

tangente tem sempre uma componente em ∂t. Logo, Mn será da forma M̃n−1×R, em que

M̃n−1 é uma hipersuperf́ıcie de Sn. Como M̃n−1 × R é totalmente geodésica em Sn × R,

então M̃n−1 é totalmente geodésica em Sn, ou seja, M̃n−1 é um aberto de Sn−1. Portanto,

Mn é um aberto de Sn−1 × R. �
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3.2 Classificação das Hipersuperf́ıcies Totalmente

Umb́ılicas de Sn × R

Apresentaremos agora uma correspondência que há entre as hipersuperf́ıcies total-

mente umb́ılicas e as soluções de uma EDO, que definiremos a seguir.

Proposição 3.2.1 (ver [12], pag. 359) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica

de Sn × R com função ângulo θ e seja p um ponto de Mn em que sen θ(p) 6= 0. Então,

existem coordenadas locais (u, v1, . . . , vn−1) em uma vizinhança de p em Mn na qual θ só

depende de u e tal que Φ := 2θ é solução da seguinte EDO de dimensão 1:

Φ′′ + sen Φ = 0, (3.1)

conhecida como equação de Sine-Gordon.

Reciprocamente, se começarmos com um aberto U ⊂ Rn com coordenadas locais

(u, v1, . . . , vn−1) e uma solução Φ(u) da equação (3.1) que não se anule em U , podemos

definir θ =
Φ

2
, uma função λ e uma métrica Riemanniana em U de tal forma que exista

uma imersão isométrica F : U → Sn × R com operador da segunda forma fundamental

dador por AN = λId (ou seja, F (U) é totalmente umb́ılica) e função ângulo θ.

Antes da demonstração lembraremos o conceito de produto torcido de variedades Rie-

mannianas.

Definição 3.2.2 Sejam (N1, g1) e (N2, g2) duas variedades Riemannianas e f : N1 → R
uma função diferenciável. O produto torcido de N1 por N2 via f é o produto cartesiano

M = N1 ×N2 dotado da seguinte métrica:

g((X,U), (Y,W )) = g1(X, Y ) + f 2g2(U,W ).

O produto torcido de N1 por N2 via f será denotado por M = N1×fN2.

Citamos uma proposição que será útil, cuja demonstração pode ser encontrada em [11],

pág. 210.

Proposição 3.2.3 Seja M = N1×fN2 um produto torcido de variedades Riemannianas

com conexão de Levi-Civita ∇ e tensor curvatura R. Se X, Y ∈ X(N1) e U, V,W ∈ X(N2),

então

R(X,U)Y =
Hf (X, Y )

f
U,

em que Hf é a Hessiana de f , e

R(U, V )W = RN2(U, V )W − 〈grad(f), grad(f)〉
f 2

(〈V,W 〉U − 〈U,W 〉V ).
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Demonstração (Proposição 3.2.1) (⇒) Assuma que Mn é uma hipersuperf́ıcie total-

mente umb́ılica de Sn × R com operador da segunda forma fundamental dado por AN =

λId. Uma vez que sen θ(p) 6= 0 e as funções sen e θ são cont́ınuas, existe uma vizinhanca

U de p em Mn na qual sen θ não se anula. Seja X um campo tangente a U . Para todo

campo Y tangente a U valem:

∇XANY = ∇XλY = λ∇XY +X(λ)Y,

∇YANX = λ∇YX + Y (λ)X,

AN [X, Y ] = λ[X, Y ].

Logo, pela simetria de ∇, temos ∇XANY − ∇YANX − AN [X, Y ] = X(λ)Y − Y (λ)X.

Pela equação de Codazzi (1.9), obtemos

X(λ)Y − Y (λ)X = cos θ(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y ). (3.2)

Igualando os coeficientes dessa combinação linear, segue-se que

X(λ) = − cos θ〈X,T 〉, (3.3)

e pela equação (1.11), obtemos

X(cos θ) = 〈−ANX,T 〉 = −λ〈X,T 〉. (3.4)

Agora, consideremos D(p) = {T (p)}⊥, para p ∈ U . Verificamos no Caṕıtulo 2 que T é um

gradiente. Logo, D é uma distribuição involutiva. Pelo Teorema de Frobenius, podemos

escolher coordenadas locais (u, v1, . . . , vn−1) em U de modo que ∂u =
T

sen θ
e ∂u ⊥ ∂vi ,

∀i ∈ {1, . . . , n− 1}. Das equações (3.3) e (3.4) obtemos

∂viλ = − cos θ〈∂vi , T 〉 = − sen θ cos θ〈∂vi , ∂u〉 = 0,

Portanto, λ e θ só dependem de u. Agora, denotando λ′ =
∂λ

∂u
e θ′ =

∂θ

∂u
, usando o fato

de que (cos θ)′ = −(sen θ)θ′ implica em θ′ = −(cos θ)′

sen θ
, obtemos

λ′ =
∂λ

∂u
= − cos θ〈∂u, T 〉 = − cos θ

〈
T

sen θ
, T

〉
= − cos θ sen θ, (3.5)

− (sen θ)θ′ =
∂ cos θ

∂u
= −λ〈∂u, T 〉 = −λ

〈
T

sen θ
, T

〉
= −λ sen θ ⇒ θ′ = λ. (3.6)

Finalmente, definindo Φ = 2θ, segue-se que

Φ′(u) = 2θ′(u) = 2λ,
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e, portanto,

Φ′′(u) = 2λ′ = −2 cos θ sen θ = − sen 2θ = − sen Φ.

Assim, conclúımos que Φ é solução da equação (3.1).

(⇐) Consideremos U um aberto de Rn com coordenadas locais (u, v1, . . . , vn−1) e Φ(u)

uma solução da equação (3.1) que não se anula em U . Definimos em U uma métrica

Riemanniana g por

g = du2 +
n−1∑
i,j=1

gijdvidvj,

a função θ(u) =
Φ(u)

2
, o campo T = sen θ∂u e uma funcão S que associa para cada ponto

p ∈Mn o operador auto-adjunto dado por S(p) = θ′(p)Id.

A idéia é aplicar o Teorema 1.3.2, para garantir a existênvia de uma imersão isométrica

F : (U, g)→ Sn × R cujo operador da segunda forma fundamental é S, direção principal

T e função ângulo θ. Para que tais equações sejam válidas, vamos impor condições sobre

as funções gij.

Afirmação 4 As equações de compatibilidade (1.14) e (1.16) são verificadas por g, θ, λ

e T .

Demonstração Primeiro verificamos a validade da equação (1.14). Denotando X =

xu∂u +
n−1∑
i=1

xi∂vi , obtemos:

∇XSY −∇Y SX − S[X, Y ] = ∇Xθ
′Y −∇Y θ

′X − θ′[X, Y ]

=X(θ′)Y + θ′∇XY − Y (θ′)X − θ′∇YX − θ′[X, Y ]

=X(θ′)Y − Y (θ′)X

=xuθ
′′Y − yuθ′′X

=θ′′(xuY − yuX),

e, por outro lado,

cos θ(g(Y, T )X − g(X,T )Y ) = cos θ(g(Y, sen θ∂u)X − g(X, sen θ∂u)Y )

= cos θ sen θ(yuX − xuY )

=
1

2
sen(2θ)(yuX − xuY )

=
1

2
sen Φ(yuX − xuY )

=
1

2
Φ′′(xuY − yuX)

= θ′′(xuY − yuX).

Agora verificamos a equação (1.16) usando a linearidade da conexão com respeito ao
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ı́ndice. Temos que:

∂u(cos θ) = −(sen θ)θ′ = −(sen θ)λ

= −g(λ∂u, sen θ∂u)

= −g(S∂u, T ).

Temos ainda que:

∂vi(cos θ) = 0 = −λ sen θg(∂vi , ∂u) = −g(λ∂vi , sen θ∂u) = −g(S∂vi , T ),

como queŕıamos. �

Resta verificar sob quais condições a métrica g satisfaz as equações de compatibilidade

(1.13) e (1.15).

Proposição 3.2.4 As equações (1.13) e (1.15) são equivalentes as seguintes equações:

〈R(∂u, X)∂u, Y 〉 = −(cos2 θ + (θ′)2)〈X, Y 〉, (3.7)

〈R(X, Y )∂u, Z〉 = 0, (3.8)

〈R(X, Y )Z,W 〉 = (1 + (θ′)2)(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉, (3.9)

∇∂u∂u = 0, (3.10)

sen θ∇X∂u = (cos θ)θ′X, (3.11)

em que X, Y, Z e W são campos tangentes definidos em U e ortogonais a T , ∇ é a conexão

de Levi-Civita de (U, g) e R o tensor curvatura de (U, g,∇).

Demonstração (⇒) Utilizando a equação (1.13), obtemos a seguinte igualdade

〈R(∂u, X)∂u, Y 〉 = 〈X, ∂u〉〈∂u, Y 〉 − 〈X, ∂u〉〈∂u, T 〉〈Y, T 〉 − 〈∂u, T 〉〈X,T 〉〈∂u, Y 〉

− 〈∂u, ∂u〉〈X, Y 〉+ 〈∂u, ∂u〉〈X,T 〉〈Y, T 〉+ 〈X, Y 〉〈∂u, T 〉〈∂u, T 〉

+ 〈S∂u, Y 〉〈SX, ∂u〉 − 〈S∂u, ∂u〉〈SX, Y 〉

= −〈∂u, ∂u〉〈X, Y 〉+ 〈∂u, sen θ∂u〉〈∂u, sen θ∂u〉〈X, Y 〉

− (θ′)2〈∂u, ∂u〉〈X, Y 〉)

= (sen2 θ − 1− (θ′)2)〈X, Y 〉

= −(cos2 θ + (θ′)2)〈X, Y 〉,

que é a equação (3.7). Além disso,

〈R(X, Y )∂u, Z〉 = 〈Y, ∂u〉〈X,Z〉 − 〈Y, ∂u〉〈X,T 〉〈Z, T 〉 − 〈∂u, T 〉〈Y, T 〉〈X,Z〉
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− 〈X, ∂u〉〈Y, Z〉+ 〈X, ∂u〉〈Y, T 〉〈Z, T 〉+ 〈Y, Z〉〈∂u, T 〉〈X,T 〉

− 〈SX,Z〉〈SY, ∂u〉+ 〈SX, ∂u〉〈SY, Z〉

= −(θ′)2(〈X,Z〉〈Y, ∂u〉 − 〈X, ∂u〉〈Y, Z〉) = 0,

ou seja, a equação (3.8) e, também,

〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈Y, Z〉〈X,W 〉 − 〈Y, Z〉〈X,T 〉〈W,T 〉 − 〈Z, T 〉〈Y, T 〉〈X,W 〉

− 〈X,Z〉〈Y,W 〉+ 〈X,Z〉〈Y, T 〉〈W,T 〉+ 〈Y,W 〉〈Z, T 〉〈X,T 〉

+ 〈SX,W 〉〈SY, Z〉 − 〈SX,Z〉〈SY,W 〉

= 〈Y, Z〉〈X,W 〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉

+ (θ′)2(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉)

= (1 + (θ′)2)(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉),

que é a equação (3.9).

Agora, usando os śımbolos de Christoffel, obtemos que

∇∂u∂u = Γ0
uu∂u +

n−1∑
m=1

Γmuu∂vm ,

e com o fato de que guu = 1 e guk = 0 = gku, ∀k ∈ {1, . . . , n− 1}, temos que

Γαuu =
1

2

n−1∑
β=0

(
∂

∂u
guβ +

∂

∂u
gβu −

∂

∂β
guu

)
gβα = 0.

Logo, ∇∂u∂u = 0.

Finalmente, pela equação (1.15) e usando que X é ortogonal a ∂u, resulta

θ′ cos θX = cos θSX = ∇XT = ∇X sen θ∂u

= X(sen θ)∂u + sen θ∇X∂u

= xu cos θθ′∂u + sen θ∇X∂u

= sen θ∇X∂u,

ou seja,

sen θ∇X∂u = θ′ cos θX.

(⇐) Sejam X̃, Ỹ , Z̃ e W̃ campos tangentes a U . Usando a decomposição X̃ = xu∂u +X,

em que X é ortogonal a ∂u, e que

〈R(∂u, ∂u)∂u, ∂u〉 = 〈R(∂u, ∂u)∂u,W 〉 = 〈R(∂u, ∂u)Z, ∂u〉 = 〈R(X, Y )Z, ∂u〉 = 0,
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〈R(∂u, ∂u)Z,W 〉 = 〈R(∂u, Y )∂u, ∂u〉 = 〈R(∂u, Y )Z,W 〉 = 〈R(X, ∂u)∂u, ∂u〉 = 0,

〈R(X, ∂u)Z,W 〉 = 〈R(X, Y )∂u, ∂u〉 = 〈R(X, Y )∂u,W 〉 = 0,

〈R(∂u, Y )∂u,W 〉 = 〈R(X, ∂u)Z, ∂u〉 = −(cos2 θ + (θ′)2)〈Y,W 〉,

〈R(∂u, Y )Z, ∂u〉 = 〈R(X, ∂u)∂u,W 〉 = (cos2 θ + (θ′)2)〈Y, Z〉,

〈R(X, Y )Z,W 〉 = (1 + (θ′)2)(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉).

obtemos que

〈R(X̃, Ỹ )Z̃, W̃ 〉 = −xuzu(cos2 θ + (θ′)2)〈Y,W 〉+ xu(cos2 θ + (θ′)2)〈Y, Z〉

+ yuwu(cos2 θ + (θ′)2)〈X,W 〉 − yu(cos2 θ + (θ′)2)〈X,Z〉

+ (1 + (θ′)2)(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉).

Por outro lado, usando que T = sen θ∂u, temos que

〈Ỹ , Z̃〉〈X̃, W̃ 〉 − 〈Ỹ , Z̃〉〈X̃, T 〉〈W̃ , T 〉 − 〈Z̃, T 〉〈Ỹ , T 〉〈X̃, W̃ 〉 − 〈X̃, Z̃〉〈Ỹ , W̃ 〉

+ 〈X̃, Z̃〉〈Ỹ , T 〉〈W̃ , T 〉+ 〈Ỹ , W̃ 〉〈Z̃, T 〉〈X̃, T 〉+ 〈SX̃, W̃ 〉〈SỸ , Z̃〉 − 〈SX̃, Z̃〉〈SỸ , W̃ 〉

= −xuzu(cos2 θ + (θ′)2)〈Y,W 〉+ xu(cos2 θ + (θ′)2)〈Y, Z〉+ yuwu(cos2 θ + (θ′)2)〈X,W 〉

− yu(cos2 θ + (θ′)2)〈X,Z〉+ (1 + (θ′)2)(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉).

Conclúımos assim que a equação (1.13) é verificada. E quanto à equação (1.15), decorre

de

∇X̃T = ∇xu∂u+XT

= xu∇∂uT +∇XT

= xu∇∂u(sen θ)∂u +∇X(sen θ)∂u

= xu(∂u(sen θ)∂u + sen θ∇∂u∂u) +X(sen θ)∂u + sen θ∇X∂u

= xu(cos θ)θ′∂u + sen θ∇X∂u

= (cos θ)θ′(xu∂u) + (cos θ)θ′X

= (cos θ)θ′X̃ = cos θSX̃,

e portanto, a Proposição 3.2.4 está provada. �

Voltemos á demonstração da Proposição 3.2.1. Da equação (3.11) e do fato de que

Γmαβ = Γmβα, obtemos que

∂ugij = ∂u(〈∂vi , ∂vj〉) = 〈∇∂u∂vi , ∂vj〉+ 〈∂vi ,∇∂u∂vj〉

= 〈∇∂vi
∂u, ∂vj〉+ 〈∂vi , ∂vj∂u〉

= 〈(cot θ)θ′∂vi , ∂vj〉+ 〈∂vi , (cot θ)θ′∂vj〉

= 2(cot θ)θ′〈∂vi , ∂vj〉 = 2(cot θ)θ′gij.



52 CAPÍTULO 3

Logo, gij é solução da EDP
∂ϕ

∂u
= 2(cot θ)θ′ϕ,

e, portanto, gij = (sen2 θ)cij(v1, . . . , vn−1) para alguma função cij. Assim, a métrica g tem

a forma de um produto torcido:

g = du2 + sen2 θ(u)
n−1∑
i,j=1

cij(v1, . . . , vn−1)dvidvj = du2 + (sen2 θ)gc, (3.12)

Em particular, temos a seguinte consequência:

Afirmação 5 As equações (3.10) e (3.11) são verificadas pela métrica g.

Demonstração Para provar a validade da equação (3.10), note que

Γαuu =
1

2

n−1∑
α=0

(
∂

∂u
g0α +

∂

∂u
gα0 −

∂

∂vα
g00

)
gα0

=
1

2

n−1∑
α=0

(
∂

∂u
δ0α +

∂

∂u
gα0 +

∂

∂vα
δ00

)
gα0 = 0.

Portanto, ∇∂u∂u = Γ0
uu∂u +

n−1∑
l=0

Γluu∂vl = 0.

Para provar a validade da equação (3.11), considere X um campo ortogonal a T dado

por X =
n−1∑
l=1

xl∂vl . Então,

∇X∂u =
n−1∑
l=1

xl∇∂vl
∂u =

n−1∑
l=1

xl(Γ
0
lu∂u +

n−1∑
m=1

Γmlu∂vm).

Mas,

Γ0
lu =

1

2

n−1∑
α=0

(
∂

∂vl
guα +

∂

∂u
gαl +

∂

∂vα
glu

)
gα0

=
1

2

n−1∑
α=0

(
∂

∂vl
δ0α +

∂

∂u
gαl +

∂

∂vα
δl0

)
gα0

=
1

2

n−1∑
α=0

∂

∂u
gαlg

α0 =
1

2

n−1∑
k=1

∂

∂u
gklg

k0

=
n−1∑
k=1

(cot θ)θ′gklg
k0 =

n−1∑
k=1

(cot θ)θ′glkg
k0

= (cot θ)θ′δl0 = 0,

pois l ≥ 1, e,
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Γmlu =
1

2

n−1∑
α=0

(
∂

∂vl
guα +

∂

∂u
gαl +

∂

∂vα
glu

)
gαm

=
1

2

n−1∑
α=0

(
∂

∂vl
δ0α +

∂

∂u
gαl +

∂

∂vα
δl0

)
gαm

=
1

2

n−1∑
α=0

∂

∂u
gαlg

αm =
1

2

n−1∑
k=1

∂

∂u
gklg

km

=
n−1∑
k=1

(cot θ)θ′gklg
km =

n−1∑
k=1

(cot θ)θ′glkg
km

= (cot θ)θ′δlm.

Portanto,

∇X∂u =
n−1∑
l=1

xl

n−1∑
m=1

(cot θ)θ′δlm∂vm = (cot θ)θ′
n−1∑
l=1

xl∂vl = (cot θ)θ′X,

concluindo a prova da Afirmação 5 �

O próximo passo é fazer a escolhas das funções cij de modo que as equações (3.7),

(3.8) e (3.9) sejam verificadas. Da Proposição 3.2.3, e usando que ∇∂u∂u = 0 temos que

R(∂u, X)∂u =
Hsen θ(∂u, ∂u)

sen θ
X

.
=
∂u(∂u(sen θ))−∇∂u∂u(sen θ)

sen θ

= (−(θ′)2 + cot θ(θ′′))X = −((θ′)2 + cos2 θ)X,

pois θ′′ =
Φ′′

2
= −sen Φ

2
= − sen θ cos θ. Assim, vemos que a validade da equação (3.7)

não depende da escolha dos cij ’s.

Agora, grad(sen θ) é, por definição, o único campo de vetores que satisfaz 〈grad sen θ,X〉
= X(sen θ). Como θ só depende de u, temos que 〈grad sen θ, ∂u〉 = ∂u(sen θ) = (cos θ)θ′

e 〈grad sen θ, ∂vi〉 = ∂vi(sen θ) = 0. Logo, grad(sen θ) = (cos θ)θ′∂u. Assim, se X, Y, Z

forem ortogonais a T , novamente pela Proposição 3.2.3,

R(X, Y )Z = Rc(X, Y )Z − ||grad(sen θ)||2

sen2 θ
(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y )

= Rc(X, Y )Z − cos2 θ(θ′)2

sen2 θ
(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y )

= Rc(X, Y )Z − cot2 θ(θ′)2(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y ),

em que Rc é o tensor curvatura associado à métrica gc. Logo, para que as equações (3.8)

e (3.9) sejam verificadas, devemos ter

〈R(X, Y )Z, ∂u〉 = 〈R(X, Y )∂u, Z〉 = 0
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⇔ 〈Rc(X, Y )Z − cot2 θ(θ′)2(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y, ∂u〉 = 0

⇔ 〈Rc(X, Y )Z, ∂u〉 = 0,

〈R(X, Y )Z,W 〉 = (1 + (θ′)2)(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉)

⇔ 〈Rc(X, Y )Z − cot2 θ(θ′)2(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y ),W 〉

= (1 + (θ′)2)(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉

⇔ 〈Rc(X, Y )Z,W 〉 − cot2 θ(θ′)2(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉)

= (1 + (θ′)2)(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉)

⇔ 〈Rc(X, Y )Z,W 〉 =

(
1 +

(θ′)2

sen2 θ

)
(〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈X,Z〉〈Y,W 〉).

Juntando essas duas informações, conclúımos que as equações (3.8) e (3.9) serão verificadas

se, e somente se,

Rc(X, Y )Z =

(
1 +

(θ′)2

sen2 θ

)
(〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y ) , (3.13)

ou, equivalentemente,

Rc(X, Y )Z = ((θ′)2 + sen2 θ)(gc(Y, Z)X − gc(X,Z)Y ). (3.14)

Lembramos que (θ′)2+sen2 θ é constante, uma vez que φ = 2θ é solução da equação (3.1).

Assim, a equação (3.14) será satisfeita se, e somente se, gc for uma métrica com curvatura

seccional constante c = (θ′)2 + sen2 θ. De fato, se X, Y são campos tangentes a (Mn, gc)

então

K(X, Y ) =
−gc(Rc(X, Y )X, Y )

gc(X,X)gc(Y, Y )− gc(X, Y )2

= −gc(((θ
′)2 + sen2 θ)(gc(Y,X)X − gc(X,X)Y ), Y )

gc(X,X)gc(Y, Y )− gc(X, Y )2

= −((θ′)2 + sen2 θ)
gc(Y,X)gc(X, Y )− gc(X,X)gc(Y, Y )

gc(X,X)gc(Y, Y )− gc(X, Y )2

= (θ′)2 + sen2 θ = c.

Portanto, basta tomar os cij’s de modo que a metrica gc possua curvatura seccional

constante igual a c. Isso conclui a demonstração da Proposição 3.2.1. �

Agora apresentamos o teorema de classificação.

Teorema 3.2.5 (ver [12], pag. 362) Seja f : Mn → Sn × R uma hipersuperf́ıcie total-

mente umb́ılica, com função ângulo θ, e seja p um ponto de Mn no qual sen θ(p) 6= 0.

Então, existem coordenadas (u, v1, . . . , vn−1) definidas em uma vizinhança de p em Mn de

tal modo que θ só depende de u, o operador da segunda forma fundamental de f é dado
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por AN = θ′id, e,

(θ′)2 + sen2 θ = c, (3.15)

em que c é uma constante real estritamente positiva. Além disso, localmente, existe uma

isometria de Sn × R que leva f(Mn) em uma hipersuperf́ıcie de rotação de Sn × R com

curva perfil dada por

α(u) =
1√
c

(
sen θ(u), 0, . . . , 0, θ′(u),

√
c

∫
sen θdu

)
. (3.16)

Reciprocamente, toda hipersuperf́ıce de rotação de Sn × R com curva perfil dada pela

equação (3.16), em que θ e c satisfazem a equação (3.15) é totalmente umb́ılica em Sn×R.

Demonstração (⇒) Seja f : Mn → Sn × R uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica,

com função ângulo θ e operador da segunda forma fundamental dado por AN = λid.

Como sen θ(p) 6= 0 e as funções sen e θ são cont́ınuas, existe vizinhança U de p em Mn

no qual sen θ nunca se anula.

Na primeira parte da demostração da Proposição 3.2.1, mostramos a existência de um

sistema de coordenadas (u, v1, . . . , vn−1) em U , no qual λ e θ só dependem de u, e de tal

forma que as equações (3.5) e (3.6) são verificadas. Dáı,

((θ′)2 + sen2 θ)′ = (λ2 + sen2 θ)′

= 2λλ′ + 2θ′ sen θ cos θ

= −2θ′ sen θ cos θ + 2θ′ sen θ cos θ = 0.

Logo, (θ′)2 + sen2 θ = c, uma constante real positiva, uma vez que sen θ não se anula

em U . Ademais, nas coordenadas (u, v1, . . . , vn−1), tinhamos que (sen θ)∂u = T e ∂u ⊥
∂vi , ∀i ∈ {1, . . . , n− 1}. Assim, a métrica de U nas coordenadas (u, v1, . . . , vn−1) tem a

forma

g = du2 +
n−1∑
i,j=1

gijdvidvj,

A hipersuperf́ıcie f satisfaz as 4 equações de compatibilidade, e portanto, a Proposição 3.2.4.

Disso e uma vez que θ satisfaz a equação (3.15), como na demonstração da segunda parte

da Proposição 3.2.4, conclúımos que nas coordenadas em U , g tem a forma

g = du2 + (sen2 θ)gc(v1, ..., vn−1),

em que gc é uma métrica Riemanniana de curvatura seccional c.

Pelo Teorema 1.3.2 existe, a menos de isometrias de Sn × R, uma única imersão

isométrica F : U → Sn × R tal que a projeção de ∂t em F (U) é dF (T ) = dF (sen θ∂u), o

ângulo entre o vetor normal N a F (U) e ∂t é θ, e o operador da segunda forma fundamental

de F (U) é dado por AN = θ′id = λid.
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Afirmação 6 A função F : (U, g)→ Sn × R dada por

F (u, v1, . . . , vn−1) =
1√
c

(
ϕ1 sen θ(u), . . . , ϕn sen θ(u), θ′(u),

√
c

∫
sen θ(u)du

)
, (3.17)

em que (ϕ1(v1, . . . , vn−1), . . . , ϕn(v1, . . . , vn−1)) é uma parametrização da esfera Sn−1 que

satisfaz cij =
1

c

n∑
k=1

∂ϕk
∂vi

∂ϕk
∂vj

, é uma imersão isométrica que verifica as seguintes proprie-

dades:

(i) A projeção de ∂t em F (U) é dF (T ) = dF (sen θ∂u),

(ii) O ângulo entre o vetor normal N a F (U) e ∂t é θ,

(iii) O operador da segunda forma fundamental de F (U) é dado por S = θ′id.

Demonstração A aplicação F é uma imersão pois em cada ponto (u, v1, . . . , vn) os vetores

∂F

∂u
=

1√
c
(ϕ1(cos θ(u))θ′(u), . . . , ϕn(cos θ(u))θ′(u), θ′′(u),

√
c sen θ(u)),

∂F

∂vi
=

1√
c

(
∂ϕ1

∂vi
sen θ(u), . . . ,

∂ϕn
∂vi

sen θ(u), 0, 0

)
,

são LI. Mais ainda, F é uma imersão isométrica, pois〈
∂F

∂u
,
∂F

∂u

〉
=

1

c
(cos2 θ(θ′)2 + (θ′′)2 + c sen2 θ)

=
1

c
(cos2 θ(c− sen2 θ) + sen2 θ cos2 θ + c sen2 θ)

= 1 = g(∂u, ∂u),〈
∂F

∂vi
,
∂F

∂vj

〉
=

1

c
sen2 θ

n∑
k=1

∂ϕk
∂vi

∂ϕk
∂vj

= g(∂vi , ∂vj).

Além disso,

dF (T ) = dF (sen θ∂u) = sen θdF (∂u) = sen θ
∂F

∂u
,

e como ∂t é ortogonal a
∂F

∂vi
, ∀i ∈ {1, . . . , n− 1},

projF (U)∂t =

〈
∂t,

∂F

∂u

〉
〈
∂F

∂u
,
∂F

∂u

〉 ∂F
∂u

= sen θ
∂F

∂u
.

Portanto, projF (U)∂t = dF (T ).

Da relação ∂t = dF (T ) + cos θN , temos N =
1

cos θ
(∂t− dF (T )) =

1

cos θ

(
∂t − sen θ

∂F

∂u

)
.
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Dáı,

N(u, v1, . . . , vn) =
1√
c
(−ϕ1(sen θ)θ′, . . . ,−ϕn(sen θ)θ′, sen2 θ,

√
c cos θ). (3.18)

Ademais, 〈N, ∂t〉 = cos θ e,

∂2F

∂u∂u
=

1√
c
(ϕ1(θ

′′ cos θ − sen θ(θ′)2), . . . , ϕn(θ′′ cos θ − sen θ(θ′)2),

− θ′ cos(2θ),
√
c(cos θ)θ′),

∂2F

∂u∂vi
=

1√
c

(
∂ϕ1

∂vi
(cos θ)θ′, . . . ,

∂ϕn
∂vi

(cos θ)θ′, 0, 0

)
,

∂2F

∂vi∂vj
=

1√
c

(
∂2ϕ1

∂vi∂vj
sen θ, . . . ,

∂2ϕ1

∂vi∂vj
sen θ, 0, 0

)
.

Assim, usando que (θ′)2 = c− sen2 θ, ou equivalentemente, θ′′ = − sen θ cos θ, do mesmo

modo que foi feito no ińıcio do Caṕıtulo 2, resulta〈
∂2F

∂u∂u
,N

〉
=

1

c
(θ′ sen2 θ(θ′)2 − θ′θ′′ sen θ cos θ − θ′θ′′ sen2 θ cos 2θ + c(cos2 θ)θ′)

=
θ′

c
(sen2 θ(c− sen2 θ) + sen2 θ cos2 θ − sen2 θ cos 2θ + c cos2 θ)

=
θ′

c
(c sen2 θ − sen4 θ + sen2 θ cos2 θ − sen2 θ cos2 θ + sen4 θ + cθ′)

=
cθ′

c
= θ′,〈

∂2F

∂u∂vi
, N

〉
= 0,〈

∂2F

∂vi∂vj
, N

〉
=
−1

c
(sen2 θ)θ′

n∑
k=1

∂2ϕk
∂vi∂vj

ϕk =
1

c
(sen2 θ)θ′

n∑
k=1

∂ϕk
∂vi

∂ϕk
∂vj

.

Logo, S = θ′id. Isso conclui a Afirmação 6. �

Portanto, a menos de isometrias de Sn × R, f = F .

(⇐) Se f : Mn → Sn × R é uma hipersuperf́ıcie de rotação com curva perfil α dada

por (3.16) e com função θ satisfazendo a equação (3.15), então pela Proposição 3.2.1

existe um sistema de coordenadas (u, v1, . . . , vn−1) no qual f(u, v1, . . . , vn−1) é dada como

no lado direito da equação (3.17). Assim, o vetor normal N é dado pela equação (3.18),

e conclúımos que seu operador da segunda forma fundamental é AN = θ′id, o que mostra

que f é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica em Sn × R. �
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Caṕıtulo 4

Hipersuperf́ıcies Semi-Paralelas de

Sn × R

O objetivo deste caṕıtulo será classificar as hipersuperf́ıcies semi-paralelas de Sn ×R.

Para tanto, iremos investigar o operador da segunda forma fundamental e, através deste,

descrever as hipersuperf́ıcies no teorema principal (ver Teorema 4.1.6).

4.1 Classificação das Hipersuperf́ıcies Semi-Paralelas

de Sn × R

A classificação de hipersuperf́ıcies semi-paralelas em formas espaciais foram obtidas

por J. Deprez, para o espaço euclidiano (ver [5]), e por F. Dillen, para as formas espaciais

de curvatura seccional não nula (ver [6]).

Definição 4.1.1 (ver [9], pag. 18) Seja Sn−1(c) uma esfera centrada em um ponto o ∈ Rn

e v ∈ Rn+1 um vetor tal que a reta t 7→ o + tv é ortogonal a Rn ⊂ Rn+1. O cone eĺıptico

é uma hipersuperf́ıcie de Rn+1, descrita como a união das semirretas emanando de v (o

vértice) e intersectando os pontos de Sn−1(c), com a métrica induzida de Rn+1.

Teorema 4.1.2 (ver [5], pag. 304) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie semi-paralela de Rn+1.

Então, há três possibilidades:

(i) Mn tem curvatura nula;

(ii) Mn é paralela;

(iii) Mn é um cone eĺıptico, ou um produto de um cone eĺıptico de dimensão n1 com um

(n− n1)-plano de Rn+1.

Teorema 4.1.3 (ver [6], pag. 194) Seja Mn uma hipersuperfúcie semi-paralela de uma

forma espacial M̃n+1(c), com c 6= 0. Então, há três possibilidades:
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(i) n = 2 e M2 tem curvatura nula ;

(ii) Mn é paralela;

(iii) existe uma forma espacial M̃2(c) totalmente geodésica, e um vetor u em algum

subespaço vetorial tridimensional de Rn+2 que contém M̃2(c), de tal forma que Mn

é uma hipersuperf́ıcie de rotação cuja curva perfil é uma u-hélice em M̃2(c), e cujo

eixo é u⊥. Mais ainda, Mn é isométrica ao cone.

Para classificar as hipersuperf́ıcies semi-paralelas de Sn×R, estudaremos como deve ser

seu operador da segunda forma fundamental. O próximo lema nos fornece a caracterização

desses operadores.

Lema 4.1.4 (ver [12], pag. 364) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie semi-paralela de Sn × R
com direção principal T e função ângulo θ, como nos caṕıtulos anteriores. Então, existe

um referencial ortonormal {e1, . . . , en} em Mn com respeito ao qual o operador da segunda

forma fundamental AN tem uma das seguintes formas:

(i) AN =


λ

. . .

λ

,

(ii) AN =


λ

µ
. . .

µ

, com λµ = − cos2 θ e, se n ≥ 3, T = ‖T‖e1,

(iii) AN =



0

λ
. . .

λ

µ
. . .

µ


, com λµ = −1 e e1 = T = ∂t.

Demonstração Seja Mn uma hipersuperf́ıcie de Sn × R e {e1, . . . , en} um referencial

ortonormal satisfazendo ANei = λiei (tal referencial existe pois AN é auto-adjunto).

Vamos denotar T =
n∑
i=1

T iei. Pela equação de Gauss (1.7), se i 6= j obtemos que,

R(ei, ej)ej = 〈ANej, ej〉ANei − 〈ANei, ej〉ANej + 〈ej, ej〉ei
− 〈ei, ej〉ej + 〈ej, T 〉〈ei, ej〉T + 〈ei, T 〉〈ej, T 〉ej
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− 〈ei, T 〉〈ej, ej〉T − 〈ej, T 〉〈ej, T 〉ei
= λjλiei + ei + T iT jej − T iT − T jT jei
= (λiλj + 1− (T j)2)ei + T iT jej − T iT.

Se i = j, R(ei, ei)ei = 0. Além disso, caso n ≥ 3 e se i, j, k forem distintos, temos que

R(ei, ej)ek = 〈ANej, ek〉ANei − 〈ANei, ek〉ANej + 〈ej, ek〉ei
− 〈ei, ek〉ej + 〈ej, T 〉〈ei, ek〉T + 〈ei, T 〉〈ek, T 〉ej
− 〈ei, T 〉〈ej, ek〉T − 〈ej, T 〉〈ek, T 〉ei
= T iT kej − T jT kei.

Com essas esquações podemos calcular R · h como segue:

(R · h)(ei, ej, ei, ei) = −h(R(ei, ej)ei, ei)− h(ei, R(ei, ej)ei)

= h(R(ej, ei)ei, ei) + h(ei, R(ej, ei)ei)

= 2〈R(ej, ei)ei, ANei〉

= 2〈(λjλi + 1− (T i)2)ej + T iT jei − T jT, λiei〉

= 2(T iT j − T jT i) = 0,

(R · h)(ei, ej, ei, ej) = −h(R(ei, ej)ei, ej)− h(ei, R(ei, ej)ej)

= h(R(ej, ei)ei, ej)− h(R(ei, ej)ej, ei)

= 〈(λjλi + 1− (T i)2)ej + T iT jei − T jT, λjej〉

− 〈(λiλj + 1− (T j)2)ei + T iT jej − T iT, λiei〉

= λj(λjλi + 1− (T i)2)− (T j)2λj − λi(λiλj + 1− (T j)2) + λi(T
i)2

= (λj − λi)(λiλj + 1− (T i)2 − (T j)2),

(R · h)(ei, ej, ek, ei) = −h(R(ei, ej)ek, ei)− h(ek, R(ei, ej)ei)

= −h(R(ei, ej)ek, ei) + h(R(ej, ei)ei, ek)

= −〈T iT kej − T jT kei, λiei〉

+ 〈(λiλj + 1− (T i)2)ej + T iT jei − T jT, λkek〉

= λiT
jT k − λkT jT k = (λi − λk)T jT k,

e, finalmente, para i, j, k, l distintos (caso n ≥ 4),

(R · h)(ei, ej, ek, el) = −h(R(ei, ej)ek, el)− h(ek, R(ei, ej)el)

= −〈T iT kej − T jT kei, λlel〉 − 〈T iT lej − T jT lei, λkek〉 = 0.
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Suponhamos agora que Mn é hipersuperf́ıcie semi-paralela de Sn×R, ou seja, R·h = 0.

Então, através das equações acima, para i, j, k distintos, obtemos:

(λi − λj)(λiλj + 1− (T i)2 − (T j)2) = 0, (4.1)

(λi − λk)T jT k = 0. (4.2)

Se todos os autovalores de AN são iguais, temos o caso (i), e em particular Mn será

totalmente umb́ılica. Vamos supor que AN possua ao menos 2 autovalores distintos. Para

fixar a notação, consideremos dois ı́ndices i e j tais que λi 6= λj. Também vamos supor

que T 6= 0. Como consequência, cos θ 6= ±1. Para o caso em que T = 0, assim como no

Teorema 3.1.1, conclúımos que Mn é um aberto de Sn×{t0} e portanto, Mn é totalmente

geodésica, obtendo o caso (i) do lema. Consideramos dois casos:

Caso 1: T /∈ span{ei, ej}.

Então n ≥ 3, pois {T, ei, ej} é LI. Logo, existe um ı́ndice k ∈ {1, . . . , n} − {i, j}
tal que T k 6= 0. Da equação (4.2), sendo (λj − λi)T

kT i = 0, resulta que T i = 0, e de

(λi − λj)T kT j = 0, temos T j = 0. Logo, T ⊥ span{ei, ej}. Ademais, da equação (4.1),

(λi − λj)(λiλj + 1− (T i)2 − (T j)2) = 0,

seguindo dáı que

λiλj = −1.

Caso 2: T ∈ span{ei, ej}.

Da equação (4.1) e do fato de que ‖T‖2 = 1− cos2 θ, temos

(λi − λj)(λiλj + 1− (T i)2 − (T j)2) = 0,

que implica em

0 = λiλj + 1− (T i)2 − (T j)2 = λiλj + 1− ‖T‖2 = λiλj + cos2 θ,

ou seja,

λiλj = − cos2 θ.

Resumindo,

• Se T /∈ span{ei, ej}, então λiλj = −1.

• Se T ∈ span{ei, ej}, então λiλj = − cos2 θ.

Agora, assuma que AN possui exatamente dois autovalores distintos, digamos
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ANei = λei, i ∈ {1, . . . , k},
ANei = µei, i ∈ {k − 1, . . . , n}.

Se λµ = −1, conclúımos que não existe i ∈ {1, . . . , k} e j ∈ {k − 1, . . . , n} tais que

T ∈ span{ei, ej}, caso contrário, − cos2 θ = −1, o que não ocorre, uma vez que estamos

supondo T 6= 0. Logo, pelo caso 1, T ⊥ span{ei, ej}, ∀i ∈ {1, . . . , k}, ∀j ∈ {k−1, . . . , n}.
Mas disso, conclúımos que T = 0, um absurdo. Assim, λµ = − cos2 θ 6= −1 e T ∈
span{ei, ej}, ∀i ∈ {1, . . . , k}, ∀j ∈ {k − 1, . . . , n}. As únicas maneiras disso ocorrer são

quando k = 1 ou n− (k + 1) + 1 = 1 (k = n− 1). Mais ainda, se n ≥ 3, então existe ao

menos 3 ı́ndices i0, k, l tais que que T ∈ span{ei0 , ek} ∩ span{ei0 , el}, e disso conclúımos

que T = ‖T‖ei0 . Reorganizamos a ordem dos ı́ndices e trocamos λ com µ, se necessário,

de modo que λ seja um autovalor relacionado a e1 e que T = ‖T‖e1, caso n ≥ 3. Assim,

obtemos o caso (ii) do enunciado.

Assuma que AN tenha no mı́nimo três autovalores distintos, digamos λ, µ e ν. Se

λµ = λν = −1, então µ =
−1

λ
= ν, o que é um absurdo. Restam duas possibilidades.

Suponhamos que λµ = −1 e λν = − cos2 θ 6= −1. Temos que µν = − cos2 θ 6= −1,

caso contrário, como na situação anterior, teŕıamos λ =
−1

µ
= ν. Por um lado µν =

− cos2 θ ≤ 0 mas, por outro,

µν =
λνλν

λ2
=

cos2 θ

λ2
≥ 0,

Logo, a única possibilidade é que ν = cos θ = 0, uma vez que λ, µ 6= 0.

Suponhamos agora que λµ = λν = − cos2 θ. Se cos θ 6= 0, então µ =
− cos2 θ

λ
= ν, o

que novamente nos dá uma contradição. Logo, cos θ = 0, e como λ, µ e ν são distintos,

conclúımos que λ = 0.

Em todas as possibilidades, portanto, 0 deve ser autovalor de AN e cos θ = 0.

Para finalizar, vamos mostrar que: T é autovetor relacionado ao autovalor 0; AN

possui no máximo 2 autovalores não nulos, e os autovalores não nulos de AN , digamos λ

e µ são tais que λµ = −1.

Sejam {λ1, . . . λn} os autovalores de AN , sem contar multiplicidades. Reorganizando

os ı́ndices, se necessário, assuma que λ1 = 0. Uma vez que λ1λi = 0 6= −1, ∀i ∈
{2, . . . , n}, segue do caso 1 que T ∈ span{e1, ei}, ∀i ∈ {2, . . . , n}. Logo, T também está

na interseccão de todos esses subespaços, e disso conclúımos dáı que T está na direção de

e1, ou seja T = ‖T‖e1. Em particular, isso mostra que T é autovetor relacionado ao auto

valor 0. Disso decorre que T ⊥ span{ei, ej}, ∀i, j ∈ {2, . . . , n}. Pelo caso 1, conclúımos

que λiλj = −1, ∀i ∈ {2, . . . , n}. Isso mostra que o autovalor 0 tem multiplicidade 1.

Além disso, se fixarmos i0 ∈ {2, . . . , n}, temos que para todo i, j ∈ {2, . . . , n} − {i0} vale

λi =
−1

λi0
= λj.
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Portanto, AN possui no máximo dois autovalores não nulos, λ e µ digamos, e são tais

λµ = −1.

Finalmente, como cos θ = 0, então θ = ±π
2

, logo T = ∂t. Em particular ‖T‖ = ‖∂t‖ =

1 e reorganizamos o referencial tomando e1 = T . Isso conclui a demonstração do lema. �

Em termos do operador da segunda forma fundamental, o Lema 4.1.4 fornece uma

caracterização das hipersuperf́ıcies semi-paralelas de Sn × R e será o nosso principal ins-

trumento para classificar tais objetos. Porém, antes de exibir a classificação, exibiremos

uma proposição que nos permite identificar hipersuperf́ıcies semi-paralelas de Sn.

Proposição 4.1.5 (ver [6], pag. 197, Prop 2.1) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie de uma

forma espacial M̃n+1(c), com c 6= 0. As seguintes afirmações são equivalentes:

(1) R · h = 0, ou seja, Mn é semi-paralela em M̃n+1(c).

(2) Em cada ponto de Mn o operador da segunda forma fundamental tem a seguinte

forma

AN =



λ
. . .

λ

µ
. . .

µ


, com λµ = −c ou λ = µ.

Teorema 4.1.6 (ver [12], pag. 366) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie semi-paralela de Sn×R.

Então, há quatro possibilidades:

(i) n = 2 e M2 tem curvatura nula (i.e., R = 0),

(ii) Mn é totalmente umb́ılica em Sn × R,

(iii) Mn é um aberto de uma hipersuperf́ıcie de rotação de Sn×R com curva perfil sendo

ou uma reta vertical, ou parametrizada por

α(s) =

cos(s), 0, . . . , 0, sen(s),±
s∫

s0

√
C cos2 σ − 1dσ

 ,

(iv) Mn é um aberto de uma hipersuperf́ıcie de Sn × R da forma M̃n−1 × R, em que

M̃n−1 é uma hipersuperf́ıcie semi-paralela de Sn.

Demonstração Seja Mn uma hipersuperf́ıcie semi-paralela de Sn×R e AN seu operador

da segunda forma fundamental. De acordo com o Lema 4.1.4, há três possibilidades para

AN .
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Caso 1a: AN = λId.

Neste caso Mn é totalmente umb́ılica, e já foi classificada no Caṕıtulo 2. Em particular,

obtemos o caso (ii) do enunciado.

Caso 1b: n = 2.

Suponha que Mn não é totalmente umb́ılica, pois este caso já foi tratado. Afirmamos

que Mn tem curvatura nula em S2 × R, ou seja R = 0. De fato, se {e1, e2} for um

referencial ortonormal para Mn então para i, j ∈ {1, 2}, i 6= j

R(ei, ei) = 0, e, 〈R(ei, ej)ei, ei〉 = 0.

E como M2 é semi-paralela,

0 = R · h(ei, ej, ei, ej) = (λi − λj)(λiλj + 1− (T j)2 − (T i)2),

ou seja,

λiλj + 1− (T j)2 − (T i)2 = 0.

Dáı,

〈R(ei, ej)ei, ej〉 = 〈(λiλj + 1− (T j)2)ei + T iT jej − T iT, ei〉

= λiλj + 1− (T j)2 − (T i)2 = 0.

Portanto, R(ei, ej) = 0. Em particular, acabamos de obter o caso (i) do enunciado.

Caso 2: AN =


λ

µ
. . .

µ

, com λµ = − cos2 θ e T = ‖T‖e1, caso n ≥ 3

Pelo Teorema 2.2.1, Mn é um aberto de uma hipersuperf́ıcie de rotação de Sn ×
R. A igualdade λµ = − cos2 θ descrita no Lema 4.1.4 determina a curva perfil α dessa

hipersuperf́ıcie de rotação. Vejamos como.

Lembre-se que das equações (2.9) e (2.10) para o caso de α não ser uma reta vertical,

temos que

λ(s) =
−a′′(s)

(1 + a′(s)2)
3
2

, µ(s) =
−a′(s) cot(s)

(1 + a′(s)2)
1
2

.

Além disso, se α for uma reta vertical dada por α(s) = (cos(c), 0, . . . , 0, sen(c), s) então,

pelas equações (2.5) e (2.5),



66 CAPÍTULO 4

λ(s) = 0, µ(s) = − cot(c).

Tratamos desses dois subcasos separadamente.

Subcaso 1: α não é uma reta vertical.

Então,

λµ =
a′(s)a′′(s) cot(s)

(1 + (a′(s))2)2
.

Por outro lado, temos que

− cos2 θ = sen2 θ − 1 =

〈
∂t,

T

‖T‖

〉2

− 1

=

〈
∂t,

α′

‖α′‖

〉2

− 1

=
a′(s)2

1 + (a′(s))2
− 1 =

−1

1 + (a′(s))2
,

pois α(s) = (cos(s), 0, . . . , 0, a(s)) e ‖α′(s)‖2 = 1 + (a′(s))2. Assim, a equação λµ =

− cos2 θ é equivalente a

a′(s)a′′(s) cot(s)

(1 + (a′(s))2)2
=

−1

1 + (a′(s))2

⇔ a′(s)a′′(s) cot(s) = −1− (a′(s))2

⇔ a′(s)a′′(s) = − tan(s)− (a′(s))2 tan(s)

⇔ 2(a′(s)2) tan(s) = 2a′(s)a′′(s) + 2 tan(s)

⇔ ((a′(s))2)′ + 2 tan(s)(a′(s))2 + 2 tan(s) = 0,

cuja solução é dada por a′(s)2 = C cos2(s)− 1, C ∈ R. Dáı,

α(s) =

cos(s), 0, . . . , 0, sen(s),±
s∫

s0

√
C cos2 σ − 1dσ

 ,

obtendo assim o caso (iii) do enunciado.

Subcaso 2: α é uma reta vertical.

Neste caso, α′(s) = ∂t = T e cos θ = 0. Como T = ∂t, conclúımos que Mn é um aberto

de uma hipersuperf́ıcie da forma M̃n−1 × R de Sn × R. O operador da segunda forma

fundamental de M̃n−1 em Sn é S = − cot(c) · id, (pois S = (AN)|{∂t}⊥ , como veremos

abaixo), e assim M̃n−1 é uma hipersuperf́ıcie semi-paralela de Sn. Obtemos os casos (iv)

e (iii) do enunciado.
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Caso 3: AN =



0

λ
. . .

λ

µ
. . .

µ


, λµ = −1 e e1 = T = ∂t.

No último caso do Lema 4.1.4, ∂t é tangente em todo ponto de Mn e portanto Mn é

um aberto de uma hipersuperf́ıcie de Sn × R da forma M̃n−1 × R, em que M̃n−1 é uma

hipersuperf́ıcie de Sn. Se denotarmos por S o operador da segunda forma fundamental

de M̃n−1 em Sn, para todo campo X tangente a M̃n−1, temos que SX = ANX. Dáı,

conclúımos que S tem a forma

S =



λ
. . .

λ

µ
. . .

µ


, com λµ = −1.

De acordo com a Proposição 4.1.5, esta condição é equivalente a M̃n−1 ser semi-paralela

em Sn. Obtemos assim o caso (iii) do enunciado. �

Para finalizar este caṕitulo, mostraremos que no Caso 2 e no Caso 3, S = (AN)|{∂t}⊥ .

De fato, se N é um vetor normal a M̃n−1 em Sn, então o mesmo será normal a M̃n−1×R
em Sn×R. Dáı, pela fórmula de Gauss (1.1), para todo campo X tangente a M̃n−1 temos

que:

SX = −(DXN)T = [−(∇̃XN) + 〈Ã∂tX,N〉∂t]T

= −∇̃XN = ANX,

em que Ã∂t é o operador da segunda forma fundamental da inclusão de Sn em Sn×R, que

é o operador nulo, pois Sn é totalmente geodésica em Sn ×R, e o supeŕındice T denota a

parte tangente a Sn.
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Caṕıtulo 5

Hipersuperf́ıcies Paralelas de Sn × R

Neste caṕıtulo será apresentada uma classificação das hipersuperf́ıcies paralelas de

Sn × R. A idéia é identificar no Teorema 4.1.6 quais são paralelas, uma vez que toda

hipersuperf́ıcie paralela é semi-paralela.

5.1 Classificação das Hipersuperf́ıcies Paralelas de

Sn × R

As hipersuperf́ıcies paralelas da esfera Sn foram classificadas por H.B. Lawson (ver

[8]). O resultado que ele demonstrou segue após a definição:

Definição 5.1.1 Sejam p e q inteiros positivos tais que p+ q = n. Definimos o seguinte

subconjunto de Rn+2, chamado de Toro de Clifford Generalizado:

Sp
(√

p

n

)
×Sq

(√
q

n

)
=

{
(x1, . . . , xp+1, y1, . . . , yq+1) ∈ Rn+2;

p+1∑
i=1

x2i =
p

n
e

q+1∑
i=j

y2j =
q

n

}
.

Observação 5.1.2 Em particular, Sp
(√

p
n

)
× Sq

(√
q
n

)
⊂ Sn+1.

Proposição 5.1.3 (ver [8], pág. 190) Seja f : Mn → Sn+1 uma imersão isométrica. Se

∇h = 0, então existe um inteiro 0 ≤ k ≤
[
n
2

]
de modo que f(Mn) é um aberto do produto

Sk
(√

k
n

)
× Sn−k

(√
n−k
n

)
.

Vamos começar a classificação das hipersuperf́ıcies paralelas de Sn × R.

Teorema 5.1.4 (ver [12], pag. 367) Seja Mn uma hipersuperf́ıcie paralela de Sn × R.

Então, há duas possibilidades:

(i) Mn é um aberto de Sn × {t0}, em que t0 ∈ R.

(ii) Mn é um aberto de uma hipersuperf́ıcie de Sn × R da forma M̃n−1 × R, em que

M̃n−1 é uma hipersuperf́ıcie paralela de Sn.
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Demonstração Vamos verificar cada caso do Teorema 4.1.6 e encontrar quais são as

hipersuperf́ıcies paralelas de Sn × R.

Caso i: (n = 2 e Mn tem curvatura nula). As hipersuperf́ıces paralelas de S2 × R foram

classificadas em [1], que diz: as hipersuperf́ıcies paralelas com curvatura nula de dimensão

2 de S2 ×R são abertos de produtos cartesianos de esferas de dimensão 1 contidas em S2

com R.

Caso ii: (Mn totalmente umb́ılica). Neste caso, o operador da segunda forma funda-

mental é AN = λId. Suponhamos que Mn seja paralela, ou seja, (∇h)(X, Y, Z) = 0,

∀X, Y, Z ∈ X(Mn).

Mas, por outro lado, calculando explicitamente,

(∇h)(X, Y, Z) = X(h(Y, Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ) = 0

⇔ X(λ〈Y, Z〉)− λ〈∇XY, Z〉 − λ〈Y,∇XZ〉 = 0

⇔ X(λ)〈Y, Z〉+ λX(〈Y, Z〉)− λ〈∇XY, Z〉 − λ〈Y,∇XZ〉 = 0

⇔ X(λ)〈Y, Z〉+ λ(X(〈Y, Z〉)− 〈∇XY, Z〉 − 〈Y,∇XZ〉 = 0

⇔ X(λ)〈Y, Z〉 = 0,

⇔ X(λ) = 0.

ou seja, λ é constante em Mn.

Pela equação (3.3), 0 = T (λ) = − cos θ〈T, T 〉 = − cos θ sen2 θ. Logo, cos θ sen θ = 0.

Então, ou cos θ = 0, ou sen θ = 0.

Se sen θ = 0, então cos θ = ±1, o que implica N paralelo a ∂t. Dáı, Mn é um aberto

de Sn × {t0}, para algum t0 ∈ R. Além disso, como Sn × {t0} é totalmente geodésica,

conclúımos que Mn também é totalmente geodésica. Obtemos dessa maneira o caso (i)

do enunciado.

Se cos θ = 0, então ∂t é tangente a Mn em todo ponto, ou seja, Mn é um aberto de uma

hipersuperf́ıcie da forma M̃n−1 ×R, em que M̃n−1 é uma hipersuperf́ıce semi-paralela de

Sn. Mas, como cos θ = 0, então −(sen θ)θ′ = 0 e sen θ = ±1, seguindo dáı que θ′ = λ = 0.

Disso, temos que AN = 0, ou seja, Mn é totalmente geodésica em Sn×R. Em particular,

isso acarreta que M̃n−1 é totalmente geodésica em Sn. Obtemos, assim, o caso (ii) do

enunciado.

Também, conclúımos que toda hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica e paralela de Sn×R
é totalmente geodésica.

Caso iii: (Mn é uma hipersuperf́ıcie de rotação e λµ = − cos2 θ).

Tome X e Y campos LI e ortogonais a T . Através da equação de Codazzi (1.9) e do

fato de {T}⊥ ser uma distribuição involutiva, temos que
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µ[X, Y ] = AN [X, Y ] = ∇XANY −∇YANX − cos θ(〈Y, T 〉X − 〈X,T 〉Y )

= ∇XANY −∇YANX

= X(µ)Y + µ∇XY − Y (µ)X − µ∇YX,

ou seja,

0 = X(µ)Y − Y (µ)X.

Assim, como X e Y são LI, conclúımos X(µ) = Y (µ) = 0. Logo, µ é constante nas

direções perpendiculares a T .

Seja agora α(s) a curva perfil de Mn e escolha um campo de vetores X(s) ao longo de

α(s) que satisfaça as seguintes condições:

(a) X(s) ⊥ α′(s) (ou, equivalentemente, X(s) ⊥ T (α(s)),

(b) X(s) é paralelo ao longo de α(s) em Rn+2,

(c) ‖X(s)‖ = 1.

A existência de X se justifica tomando um campo ortogonal ao subespaço P 3 (descrito

no Caṕıtulo 2) e tangente a Mn.

Denotando por h̃ a segunda forma fundamental da inclusão de Sn × R em Rn+2 e

usando a fórmula de Gauss (1.1), conclúımos que

0 = DTX = ∇̃TX + h̃(T,X)ξ

= ∇TX + h(T,X)N + h̃(T,X)ξ

pois X é paralelo ao longo de α em Rn+2. E, como {∇TX,N, ξ} é LI, conclúımos que

∇TX = 0. (5.1)

Agora suponhamos que Mn é paralela em Sn × R. Usando o fato que X é unitário e

perpendicular a T (logo, ANX = µX) e a equação (5.1), obtemos

0 = (∇h)(T,X,X) = T (h(X,X))− 2h(∇TX,X)

= T (µ〈X,X〉)

= T (µ).

Portanto, µ é constante na direção T . Ou seja, µ é constante em Mn.

Usando a equação de Codazzi (1.9) e a equação (1.10), se X ⊥ T , temos

∇XANT −∇TANX − AN [X,T ] = cos θ(〈T, T 〉X − 〈X,T 〉T )

= cos θ‖T‖2X

= cos θ sen2 θX.
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Logo,

∇X(λT )−∇T (µX)− AN(∇XT −∇TX) = cos θ sen2 θX

⇒ X(λ)T + λ∇XT − T (µ)X − µ∇TX − AN(cos θANX) + AN(∇TX) = cos θ sen2 θX

⇒ X(λ)T + λµ cos θX − µ∇TX − µ2 cos θX + µ∇TX = cos θ sen2 θX.

em que da penúltima para a última linha da equação usamos que

〈∇TX,T 〉 = T (〈X,T 〉)− 〈X,∇TT 〉 = cos θ〈X,ANT 〉 = 0,

para conclúır que AN(∇TX) = µ∇TX.

Usando o fato que λµ = − cos2 θ, obtemos

X(λ)T + λµ cos θX − µ∇TX − µ2 cos θX + µ∇TX = cos θ sen2 θX

⇒ X(λ)T − cos3 θX − µ2 cos θX = cos θ sen2 θX

⇒ X(λ)T − cos θ(µ2 + sen2 θ + cos2 θ)X = 0

⇒ X(λ)T − cos θ(µ2 + 1)X = 0.

Como X e T são LI, conclúımos que X(λ) = 0 e cos θ(µ2 + 1) = 0. Em particular,

cos θ = 0. Isso significa que Mn é um aberto de um produto da forma M̃n−1 × R, em

que M̃n−1 é uma hipersuperf́ıcie semi-paralela de Sn. A equação (1.11) assegura que

−〈ANT,X〉 = X(cos θ) = X(0) = 0, ∀X ∈ X(Mn). Em particular, ANT = 0, ou seja,

λ = 0.

Agora, considerando M̃n−1 como subvariedade de Rn+1, sua codimensão será 2. Os

campos N e ν (vetor posição em Rn+1) são normais a M̃n−1. Usando a fórmula de

Gauss (1.1), vamos calcular os operadores da segunda forma fundamental de M̃n−1 em

Rn+1, nas direções N e ν, os quais denotamos respectivamente por SN e Sν . Se X for

tangente a M̃n−1, em particular X é ortogonal a T e, pelo fato de Sn ser totalmente

geodésica em Sn × R, obtemos

SNX
.
= −(DXN)T = −(∇̃XN)T

.
= ANX = µX,

SνX
.
= −(DXν)T = −XSn = −X.

Portanto, os operadores da segunda forma fundamental de M̃n−1 em Rn+1 são dados por

SN = µid e S−ν = id, respectivamente.

Porém, N e −ν geram um plano Π, normal a M̃n−1 em Rn+1. Podemos tomar dois

vetores N1 e N2 em Π, através de uma rotação de N e −ν por um ângulo ζ 6= kπ, de modo

que os novos operadores da segunda forma fundamental são dados por SN1 =
√
µ2 + 1 id

e SN2 = 0. De fato, rotacionando N e −ν em Π por um ângulo ζ 6= kπ, obtemos
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SN1 = −dN1 = −dRN = −d(cos ζN − sen ζ(−ν)) = cos ζSN − sen ζS−ν ,

SN2 = −dN2 = −dR(−ν) = −d(sen ζN + cos ζ(−ν)) = sen ζSN + cos ζS−ν ,

em que R é a rotação pelo ângulo ζ. Em suma,

SN1 = (µ cos ζ − sen ζ)id,

SN2 = (µ sen ζ + cos ζ)id.

Dáı, ζ 6= kπ e, portanto, sen ζ 6= 0. Assim, se queremos SN2 = 0, então µ sen ζ + cos ζ =

0⇔ ζ = arc cot(−µ).

Como SN2 = 0, N2 é constante em M̃n−1. Logo, M̃n−1 está contido em um sub-

espaço afim de dimensão n de Rn+1, gerado por {N2}⊥. E como SN1 =
√
µ2 + 1 id,

conclúımos que M̃n−1 é um aberto de uma esfera de dimensão n−1 e raio 1√
µ2+1

, contida

no subespaço afim que acabamos de citar. Portanto, M̃n−1 é uma hipersuperf́ıcie paralela

de Sn. Obtemos o caso (ii) do teorema.

Caso iv: (Mn ⊂ M̃n−1 × R, em que M̃n−1 é hipersuperf́ıcie semi-paralela de Sn).

Neste caso, M̃n−1 ×R é paralela em Sn ×R se, e somente se, M̃n−1 é paralela em Sn.

Ao mostrarmos essa equivalência, obteremos o caso (ii) do teorema.

Se N é normal a M̃n−1, então N = (N, 0) será normal a M̃n−1 × R. Dáı, denotando

por SN e AN os respectivos operadores da segunda forma fundamental de M̃n−1 em Sn e

M̃n−1 × R em Sn × R, usando a fórmula de Gauss (1.1), obtemos que

ANX = −∇̃XN = −DXN + 〈X,−DN∂t〉∂t = −DXN = SNX.

Logo, AN = SN . Se ∇ e ∇ forem as respectivas conexões de Levi-Civita de M̃n−1 × R e

M̃n−1, temos novamente por (1.1) que

∇XY = ∇XY + 〈X,−DY ∂t〉∂t = ∇XY, ∀X, Y ∈ X(M̃n−1),

e, se h e h forem as respectivas segundas formas fundamentais de M̃n−1×R em Sn×R e

de M̃n−1 em Sn, temos, para X, Y, Z tangentes a M̃n−1, que

(∇h)(X, Y, Z) = 0

⇔ X(h(Y, Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ) = 0

⇔ X(h(Y, Z))− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ) = 0

⇔ (∇h)(X, Y, Z) = 0.

Finalmente, se X, Y forem ortogonais a ∂t, então
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(∇h)(∂t, X, Y ) = ∂t(h(X, Y ))− h(∇∂tX, Y )− h(X,∇∂tY )

= 0− h(0, Y )− h(X, 0) = 0,

(∇h)(X, ∂t, Y ) = X(h(∂t, Y ))− h(∇X∂t, Y )− h(∂t,∇XY )

= X(〈0, Y 〉)− 〈0, ANY 〉 − 〈0,∇XY 〉 = 0,

(∇h)(X, Y, ∂t) = 0,

como queŕıamos. �

Observação 5.1.5 Tendo em vista a classificação das hipersuperf́ıcies totalmente umb́ı-

licas de Sn ×R dada no Teorema 3.2.5 e das hipersuperf́ıcies paralelas no Teorema 5.1.4,

conclúımos que nem toda hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica de Sn × R é paralela. Um

exemplo é obtido igualando as curvaturas λ(s) e µ(s) dadas nas equações (2.5) e (2.6).

Feito isso, obteremos a seguinte EDO:

a′′(s) = a′(s) cot2(s)(1 + a′(s)2).

Por fim, basta tomar solução a(s) de modo que a′(s) não seja constante, o que é

equivalente a µ não ser constante, e obter a parametrização da hipersuperf́ıcie através da

equação (2.4).
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