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Resumo

O objetivo desta dissertagao de mestrado é exibir uma classificacao das hipersuperficies
paralelas e semi-paralelas de S™ x R, baseada no trabalho de Joeri Van der Veken e Luc
Vrancken, em [12].

A classificacao que apresentaremos é uma generalizacao da classificacao de hipersu-
perficies paralelas em R" e S" dada por H.B. Lawson (ver [§]), da classificagdo de hiper-
superficies semi-paralelas obtida por J. Deprez para o espaco euclidiano (ver [3]) e por F.

Dillen para o caso das formas espaciais de curvatura seccional positiva (ver [6]).






Abstract

The aim of this Masters dissertation is to show a classification of parallel and semi-
parallel hypersurfaces of S™ x R, based on the work of Joeri Van der Veken and Luc
Vrancken, in [12].

The classification that we will present is a generalization of the classification of parallel
hypersurfaces in R™ and S™ given by H.B. Lawson (see [§]), the classification of semi-
parallel hypersurfaces obtained by J. Deprez for the euclidean space (see [5]) and by F.

Dillen for the case of space forms of positive sectional curvature (see [6]).
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Introducao

Esta dissertacao é baseada principalmente no trabalho de J. Van der Veken e L. Vran-
cken, em [12].

No primeiro capitulo, dedicaremos aos pré-requisitos. As equacoes fundamentais de
uma imersao isométrica serao adaptadas para o caso de uma hipersuperficie de S™ x
R e usaremos o método do referencial mével para provar um teorema fundamental de

hipersuperficies em S™ x R, dado por B. Daniel, em [4].

Teorema 1 (ver [}/, pag. 9) Seja M™ uma variedade Riemanniana simplesmente conexa
com métrica (-,-), conexdo de Levi-Civita V e tensor curvatura R. Seja S uma fung¢do
que para cada ponto p € M™ associa um operador auto-adjunto Sy, : T,M"™ — T,M", de
forma diferencidavel. Sejam T e 0, respectivamente, um campo de vetores e uma fun¢ao
real diferencidvel, definidos em M™, tais que ||T||> = sen?6. Suponha que as equagoes
de compatibilidade sejam vdlidas para (-,-),S, T e cosf em S" x R. Entao, existe uma
imersao isométrica f : M™ — S"™ X R com campo normal N de modo que o operador da
sequnda forma fundamental de f, Ay, € dado por df o Sodf™ (em que df = é a inversa a
esquerda de df ) e que O = df (T) + cosON. Mais ainda, f € unica a menos de isometrias

de S" x R que preservam ambas as orientacoes de S™ e R.

Apresentaremos no segundo capitulo uma versao adaptada da caracterizacao das hi-
persuperficie de rotacao de S™ x R, por seu operador da segunda forma fundamental,

baseado no artigo [10], de B. Mendonga e R. Tojeiro.

Teorema 2 (ver [10], pag. 5) Sejamn >3 e f: M™ — S™ x R uma hipersuperficie cujo

operador da sequnda forma fundamental é dado por:

A

1

Suponha que ANT = \T', em que T € a projecao de 0, em f(M™). Entao, M™ é um aberto

de uma hipersuperficie de rotacao.

No terceiro capitulo, apresentaremos uma classificagao das hipersuperficies totalmente

geodésicas e totalmente umbilicas de S™ x R.
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Teorema 3 (ver [12], pag. 359) Seja M™ wma hipersuperficie totalmente geodésica de
S™ x R. Entao, ha duas opgoes:

(i) M"™ é um aberto de S™ x {to}, com ty € R, ou,
(ii) M™ é um aberto de S"™' x R.

Teorema 4 (ver [12], pag. 362) Seja f: M™ — S™ x R uma hipersuperficie totalmente
umbilica, com fung¢do dngulo 0, e seja p um ponto de M™ no qual sen@(p) # 0. Entao,
existem coordenadas (u,vy,...,v,_1) definidas em uma vizinhan¢a de p em M"™ de tal
modo que 0 so depende de u, o operador da sequnda forma fundamental de f € dado por
Ax =0'id, e,

(0")* +sen® 6 = c,

em que ¢ € uma constante real estritamente positiva. Além disso, localmente, existe uma
isometria de S" X R que leva f(M™) em uma hipersuperficie de rota¢io de S™ x R com

curva perfil dada por

afu) = % (sene(u),o, 0.0, \fc/senedu> |

Reciprocamente, toda hipersuperficie de rotagao de S™ x R com curva perfil o, 8 e ¢ como

enunciados acima, € totalmente umbilica em S™ x R,

Exibiremos no quarto capitulo uma classificacao das hipersuperfices semi-paralelas de
S™ xR e, finalmente, no quinto capitulo usaremos tal classificacao para identificar quais sao

as hipersuperficies paralelas, uma vez que toda hipersuperficie paralela é semi-paralela.

Teorema 5 (ver [12], pag. 366) Seja M"™ uma hipersuperficie semi-paralela de S™ x R.

Entao, ha quatro possibilidades:
(i) n=2 e M? tem curvatura nula (i.e., R=10),
(i) M™ € totalmente umbilica em S™ x R,

(iii) M™ é um aberto de uma hipersuperficie de rota¢ao de S™ x R com a curva perfil

sendo ou uma reta vertical, ou parametrizada por

a(s) = | cos(s),0,...,0,sen(s),+ / vCcos?c — 1ldo |,
S0

(iv) M™ é um aberto de uma hipersuperficie de S™ x R da forma M™ ! x R, em que

M"Y ¢ uma hipersuperfice semi-paralela de S™.

Teorema 6 (ver [12], pag. 367) Seja M"™ uma hipersuperficie paralela de S™ x R. Entdo,

ha duas possibilidades:



(i) M™ é um aberto de S™ x {to},

(i) M™ € um aberto de uma hipersuperficie de S™ x R da forma M™ 1! x R, em que

M"Y € uma hipersuperficie paralela de S™.

X1
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Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo introdutério vamos fixar algumas notacgoes e adaptar as férmulas que

envolvem conexoes e curvaturas para o caso particular de hipersuperficies de S™ x R.

1.1 Nocoes Basicas de Hipersuperficies

Comecemos considerando uma imerséo isométrica f : M" — M™*! entre duas va-
riedades Riemannianas M™ e M"™*!, de dimensao n e n+1 respectivamente, isto é, f éuma
hipersuperficie. Sejam V e V as conexdes de Levi-Civita e, R e R os tensores curvatura de
M™ e M™! respectivamente. Quando mencionarmos que M™ é hipersuperficie de M"*,
estard implicita uma imersio isométrica f : M™ — M"™'. Além disso, identificamos
localmente M™ com f(M™).

Denotamos por X(M™) e D(M™), respectivamente, o conjunto dos campos tangentes
a M™ e o conjunto das fungoes reais diferenciaveis definidas em M™. Considere N um
campo de vetores unitario normal a M" e XY, Z, W € X(M™). Definimos as seguintes

aplicagoes:

Ay @ X(M™) — %(M™) dada por AyX = —VxN, denominada operador da sequnda

forma fundamental de f;

h:X(M") x X(M") — D(M™) dada por h(X,Y) = (AxX,Y), chamada de sequnda

forma fundamental de f.

Vamos convencionar que o tensor curvatura de uma variedade Riemanniana é dado
por:

R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vixy Z

A férmula de Gauss e as equagoes de Gauss e Codazzi para a hipersuperficie f, res-

pectivamente, sao dadas por

VxY = VxY +h(X,Y)N; (1.1)
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(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + h(Y,W)h(X, Z) — h(X,W)h(Y, Z); (1.2)

(R(X,Y)Z,N) = (Vh)(X,Y, Z) = (Vh)(Y, X, Z), (1.3)

em que

(VR)(X,Y,Z) = X (WY, 2)) — M(VxY, Z) — h(Y,VxZ).

Definicdo 1.1.1 Seja f : M™ — M™*! uma hipersuperficie. Dizemos que:
a) f é totalmente geodésica se h = 0;
b) f é totalmente umbilica se existir A : M™ — R, diferencidvel, tal que h(-,-) = A(-,-).
c) f é paralela se Vh = 0
d) f é semi-paralela se R-h =0, em que

(R-h)(X,Y,Z, W) = —h(R(X,Y)Z,W) — h(Z, R(X,Y)W). (1.4)

1.2 Formulas e Equacoes Fundamentais de uma

Hipersuperficie de S" x R

Vamos agora adaptar as férmulas da secao anterior ao ambiente que estamos interes-

sados, a saber:

n+1
S" xR = {($1,...,In+1,$n+2) S R x R,Z[L’? = 1} .

=1

Seja i : S" x R — R"*? a inclusao. Neste caso, i ¢ um mergulho e com isso induzimos
em S" x R a métrica Riemanniana de R"™. Se X € X(S" x R), denotamos por Xg» 0
campo de vetores que a cada ponto (p,t) € S* x R associa a projegdo de X (p,t) em T,,S™.

Sejam D a conexao de Levi-Civita de R"*2, ou seja DxY = dY - X ¢ a derivacao usual
de R™*2 e V a conexdo de Levi-Civita de S x R. Sejam R e R os respectivos tensores
curvatura de R"*2? e S" x R.

Note que € : S" x R — R™"*2, dado por &(x1, ..., Tni1, Tns2) = (21, ..., Tni1,0), é um

campo de vetores unitério e normal a S* xR. Também, Dx& = Xgn, poisse {Eq, ..., Enq1}
n+2

é a base canonica de R"™2 e X = 3 ;F; € X(S" x R), entao
i=1

n+1

i=1

2
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Se denotamos por flg o operador da segunda forma fundamental da inclusao de S™ x R
em R"*2, na diregiio &, e consideramos h(X,Y) = (A X,Y) = (=Dx€,Y), entdo VX, Y €
X(S" x R), da férmula de Gauss (|1.1)),

DxY = VxY + h(X,Y)E,
e dai,

VxY = DxY — h(X,Y)¢
— DXY - <A£X> Y>€ = DXY - <_DX57Y>€
= DxY — (—Xgn, Y6 = DxY + (Xgn, Yan ).

Portanto, a férmula de Gauss para S x R com relacao a R"*2 é dada por
VxY = DxY + (Xgn, Yan ). (1.5)
Como R = 0, usando a equacao , temos a seguinte expressao:
0= (R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + h(X, Z)h(Y,W) — h(Y, Z)(X, W),
ou seja,
(R(X,Y)Z, W) = WY, Z)h(X,W) — h(X, Z)h(Y,W).

Mas, iz(X, Y) = (AgX, Y)=(=Dx&,Y), e como Dx& = Xgn, concluimos que

(R(X,Y)Z, W) = (=Yon, Z)(=Xgn, W) = (=Xgn, Z)(=Yon, W),

e portanto, obtemos que a equacao de Gauss para a inclusdo de S* x R em R"*2 é dada
por:

(R(X,Y)Z,W) = (Yan, Zsn ) (Xsn, Wen) — (Xsn, Zgn) (Yon, Wen). (1.6)

De agora em diante f : M™ — S™ xR denotard uma hipersuperficie com campo unitario
0
normal N. Sejam pi 0y € X(S™ x R) o campo de vetores dado por dy(p,s) = (p, s),

em que ¢, é a curva s — (p,s) € S*" xR, e T a projegao de J; no plano tangente a M".

Também chamaremos 1" de direcao principal.

Observagao 1.2.1 Note que 0, € um campo unitdrio e paralelo ao longo de qualquer
caminho de S™ x R, pois Vx8; = Dx0, — (Xsn, (O1)sn)€ =0, ja que Oy € constante.

Definimos 6 como o angulo entre d; e N, ou seja, cos) = (9, N). Chamaremos 0, as

vezes, de funcdo angulo. Também convém escrever

at:T+<at,N>N:T+COSQN.
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Vamos deduzir as equagoes de Gauss e Codazzi da hipersuperficie M™ para o ambiente

S™ x R, com o auxilio do campo T'. Usando a equagao (1.6 e a decomposigao
X = XSn + <X, at>6t - XSn + <X,T+ <at, N>N>3t - XSn + <X, T>8t,
temos:

(R(X,Y)Z,W) = (Ygn, Zsn){Xgn, Wen) — (Xon, Zsn)(Yon, Wan)
=Y =Y. 1V0, Z —(Z,T)0r)(X — (X, T)0, W — (W,
— (X = (X, 1V, Z —(Z, T)O)(Y — (Y, T)0,, W — (W
=Y, Z0(X, W) = (Y, Z((X, T)(W,T)

(X (W.T)

,Z) Y, W) +(X, Z)(Y,T)

1))
1))
—(Z,T){Y, TH{X, W)
+ Y, W)(Z, T)(X, T)

I

Portanto, por ([1.2)), a equacao de Gauss para a hipersuperficie f, expressa em termos do

campo T, fica:

(RIX,Y)Z, W) = (Y, Z)X — (Y, Z{X,T)T — (Z,T)(Y,T)X
— (X, 2)Y + (X, Z\Y,T)T + (Z,T){X,T)Y
+ (ANY, Z2)AnX — (AnX, Z)ANY, W). (1.7)

Da equacao (|1.3)), segue-se que

(R(X,Y)Z,N) = (Vh)(X,Y,Z) — (VR)(Y, X, Z)
= X (WY, Z)) — h(VxY,Z) = WY, VxZ) - Y(h(X,Z)) + h(VyX, Z)
+h(X,VyZ)
= X((AnY, Z)) — (ANVxY, Z) — (ANY, Vx Z)
— Y((ANX, Z)) + (ANVy X, Z) 4+ (AN X, Vy Z)
= X((AnY, Z)) = (ANVxY, Z) — X ((ANY, Z))
+(VxANY, Z) = Y((AnX, Z)) + (ANVy X, Z) + Y ((An X, Z))
— (VyANX, Z)
= (VxANY — Vy Ay X — Ay[X, Y], Z).

Por outro lado, como N = (0, — T), temos que

cos

(R(X,Y)Z,N) =

Colsg“é(X’ Y)Z,0,) — (R(X,Y)Z,T)).

Mas, usando as férmulas (1.2)) e (1.7)), para a segunda parcela do lado direito obtemos a

seguinte expressao:
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(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) + h(X, Z)h(Y, T) — h(Y, Z)h(X, T)
Y, Z(X,T) — (Y, Z)(X, T)T,T) — (Z, T)(Y. T){X,T)
Z){Y,

{

= {

— (X, 2)(Y,T) + (X, TWT.T) + (Y, T)(Z,T)(X,T)
{ (X

=

(T
(T
(X, 1Y =¥, D)X + ¥, T) (T, T)X — (X, T)(T,T)Y, Z)
L= |ITIH{(X, 7)Y = (Y, T)X, Z).

Agora, como cos = (N,0;) e 0y =T + cos N, temos que
I|T||*> =1 — cos? 6.

Assim,
1

cos 0

E quanto a (R(X,Y)Z,d,), lembramos que para todo X € X(S” x R), Vx&, = 0. Dai,

(R(X,Y)Z,T) = cos O((X,T)Y — (Y, T)X, Z).

(R(X,Y)Z,0;) = —(R(X,Y)0;, Z) = —(VxVy0 — VyVx0; — Vixy|0;, Z) = 0.
Portanto,
(VxANY —VyAnX — Ax[X, Y], Z) = cos 0(Y, T)X — (X, T)Y, Z), (1.8)

VZ € X(M™). Assim, a equagao de Codazzi para a hipersuperficie f, em termos do campo
T, fica:
VxANY — VyAyX — An[X, Y] = cos (Y, TYX — (X, T)Y). (1.9)

Mais duas relagoes siao validas. Usando que Vx(8,) = 0, VX € X(S" x R), por

definicao, segue-se que

VxT = (Vx(0; — cosON))T' = (Vx0, — X(cos )N — cos OV x N)T
= — coSs 9(@XN>T =cosHANKX, (1~10)

em que o superindice 7T significa a parte tangencial a M™. Finalmente, temos

X(cosf) = X((N,d,)) = (VxN,d) + (N, Vxd,)
= (VxN,0) = (-AnX,0,) = —(AnX, T). (1.11)

1.3 Teorema Fundamental para Hipersuperficies em
S™ x R

As equagoes de Gauss, Ricci e Codazzi na Geometria Riemanniana tém importancia

por estarem relacionadas com teoremas de existéncia e unicidade de subvariedades, cujos
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tensores curvaturas verificam tais equagoes. Esses teoremas sao chamados “Teoremas
Fundamentais de Subvariedades”. A versao para o nosso ambiente que serd utilizada nesta
dissertagao segue abaixo. E um teorema de existéncia e unicidade de hipersuperficies em
S™ x R, devido a B. Daniel.

Baseado nas equacoes fundamentais de hipersuperficies de S™ x R, temos a seguinte

definicao:

Definicao 1.3.1 Sejam (M",(-,-)) uma variedade Riemanniana, v : M" — R uma
funcao diferenciavel, T um campo tangente a M"™ e S uma funcao que a cada ponto
p € M™, associa um operador auto-adjunto S(p) : T,M™ — T,M", de forma diferenciavel.
Dizemos que a lista ((-,-), S, T, v) satisfaz as equagoes de compatibilidade para S™ x R se,
VX,Y,Z € X(M™),

IT|)? +v* =1, (1.12)

R(X,Y)Z = (SY, Z)SX — (SX, Z)SY
— (X, 2)Y + (Y, 2)X + (Y, TWX, Z)T

(X, TWZ,TVY — (X, T)Y, Z)T — (Y, T)(Z,T)X, (1.13)
VySY — VySX — S[X,Y] = v({Y,T)X — (X,T)Y), (1.14)
VT = vSX, (1.15)

X(v) = dv(X) = —(SX,T). (1.16)

Teorema 1.3.2 (ver [J], pag. 9) Seja (M",(-,-)) uma variedade Riemanniana simples-
mente conexa, com conexao de Levi-Civita V e tensor curvatura R. Seja S uma funcao
que para cada ponto p € M™ associa um operador auto-adjunto S, : T,M" — T,M", de
forma diferenciavel. Sejam T e 0, respectivamente, um campo de vetores e uma fun¢ao
real diferencidvel, definidos em M™, tais que ||T||* = sen?@. Suponha que as equacoes
(1.13), (1.14), (1.15) e (1.16) sejam wvdlidas para ({-,-),S,T,cosf). Entdo, existe uma

imersao isométrica f : M™ — S™ x R com campo normal N cujo operador da sequnda

forma fundamental Ay € dado por df o S odf™ (em que df ! € a inversa a esquerda de
df ) e que 0 = df (T') + cosON. Mais ainda, f € unica a menos de isometrias de S™ x R

que preservam ambas as orientacoes de S™ e R.

Para prova-lo, usaremos o método do referencial mével de Cartan, baseando-se no
artigo [4].

Sejam M"™ uma variedade Riemanniana de dimensao n, cuja conexao de Levi-Civita
e tensor curvatura sao, respectivamente, V e R, e S uma funcao que para cada ponto
p € M" associa um operador auto-adjunto S, : T,M"™ — T,M", de forma diferencidvel.
Consideremos {ey, ..., e,} um referencial ortonormal local em M™. Tal referencial existe

se escolhermos um ponto y € M", tomarmos uma base ortonormal de T, M" e, em cada
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ponto numa vizinhanga de y onde a aplicacao exponencial exp, ¢ um difeomorfismo, fazer

o transporte paralelo dessa base ortonormal. Consideremos também {w!,... w"} a base

dual de {e;,...,e,}, ou seja, os w' : TM™ — R sdo, para cada y € M, funcionais lineares
) ) ) Y Y )

de T,M" definidos da seguinte maneira:
w'(er) = (e, ex) = 65 (1.17)
Também definimos:

W't =0, (1.18)

+1

e as 1-formas wj, Wi, Wi, e witl em M™, dadas por:

W;(ek) = (V..€,€i); (1.19)
w}”l(ek) = (Sey, €;); (1.20)
W1 = —wi T (1.21)
wiii = 0. (1.22)
Disso e do fato de {ey, ..., e,} ser um referencial ortonormal, podemos escrever
Ve &5 = Z( LEjs Ci Zw ex)e;,
i=1
Sep = Z(Sek, e;j)e; = Zw?“(ek)ej
j=1 j=1
Também definimos Rj;; = (R(ex, e1)e;, €;).
Usaremos as seguintes féormulas com respeito as 1-formas diferenciais:
wAo(e,es) =w(e)o(es) —w(es)o(e,), (1.23)
dw(e,, es) = ep(w(es)) —es(w(er)) —w(ler, es))- (1.24)

Vejamos agora algumas proposicoes e lemas que nos auxiliarao para a demonstragao
do Teorema [[.3.2]

Proposicao 1.3.3 As sequintes formulas sao vdlidas:

(i) dw' + > Wi Aw" = 0;
r=1
(11) > Wit AW =0;
r=1

n n .
> >0 Ry wt At

k=11=1

|

n
(iii) dw' + 3 wi Awh =
r=1
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NE

>

n
(iv) dwi™ + 3wt A wh =
r=1 k=11

N | —

1

Demonstracao (i) Para todo r,s € {1,...,n}, temos que

dw'(er, e5) = e, (W'(es)) — es(w'(er)) — w'(ler, e4])
= e,(87) — e5(67) — w'([er, €5])
= —w'([e, e]) = —(ler, e5], €)
= —(V.es — Ve,er,€;)
= (Ve,er,€) — (Ve €5, 6) = wi(e;) — wile,).

Por outro lado,

(wlic(er)wk(%) - Wli(%)wk(er))

n
Zw,i Awh(e,, es) =
k=1

ol
3 HM:
—

= (wli(er)éf - w,i(es)(Sf) = wi(er) - wi(esr)-

k=1

Logo, dw' + >~ w: Aw" = 0.
r=1
(ii) Para todo r,s € {1,...,n}, obtemos

n

D Aw(ened) = Yo (i enwt(e) — wi e wt(er)

k=1 k=1

= (Wit (en)dn — wit (e)d})
k=1

= Wi (ey) — Wit (es)

= (Se,, es) — (Ses, e,) = 0,

n
pois S é auto-adjunto. Logo, >_ w™ Aw™ = 0.
r=1

n
(iii) Se v = ) wvyey, entao
k=1

(Ve Ser — Ve, Ser, — Sler, 1], ej)w® A w'.
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Além disso, temos

n

ZZ@; (Veoe,€i)) W A wF(eq, e) = ZZ@Z Vekej,el>)(5“5k 5807)

k=1 l=1 k=1 l=1

=D (eal(Verej,e))w(er) — en((Veyes, €))w”(€a)).

k=1

3

E, como

d(Vepej, e)w”) (eas ) = ea((Veyej, e)w)(en) — es((Verey, ei)w)(ea)

— (Ve e0)* ([ea, b))

= ea((Ve 6]762>> (eb) ep((Ve ej’ei»wk(ea)
)

<v€k€j7 €Z>dw (€a7 €b),

obtemos

n n

dw'(eq, ) = d (Vekej,ei)wk> (€a,€p) = Zd((Vekej, )W) (eq, €p)

J

VR

k=1 k=1
= 3 al (Ve ) (e) — (Tt e (e0)) + 3 (et e (e, 1)
k=1 k=1
= Z e1((Ve 5, )t Awh(eq, ep) + Z(Vekej, ei)dw (eq, ep)
k=1 =1 k=1
= Z e1((Ve 5, e))w' A wh(eq, ep) Z Z Ve, eiwr Awl(eq, ep)
k=1 I=1 k=1 I=1
pois, pelo ftem (i), dw® = — Y wf AW, e, d({e;, Ve, e;))w" Z i{ei, Ve ephw! A wh.
i=1 =1
Agora, como wi = >~ (V. e, ex)w?, entdo
s=1

i i(Vekej, e Awh = i i(Vakej, ei) (i(VaSel, ek>ws> Aw!

k=1 I=1 k=1 I=1 o—1
n n n
s !
=33 D (Ve (Ve enwt Aw
k=1 =1 s=1
—zz<z >v>
=1 s=1 =
es€1,E
=1 s=1 = Lek)

- Z Z<€i7 vVeselej>ws A w!

=1 s=1
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n n

= — Z Z(Vvekelej, e AWk

=1 k=1

Por outro lado, usando o fato de A ser bilinear alternada e de ¢;({e;, e,.)) = 0 (e portanto,

(Veer,e;) = —(Veei,e)), temos ainda que
n n
Zw Awji = Z (Z(Valer,ei)wl) A <Z<V6kej,er>wk>
r=1 \I=1 k=1
n n
= Z Z Z(Veler, ei) (Ve e, e )t A wh
k=1 =1 r=1
n n n
=— Z Z Z(Velei, e) (Ve €5, et A wP
k=1 1=1 r=1
n n n
S Z Z <Z(V€lei, er)er, Vekej> wh A WP
k=1 1=1 \r=1
n n
=— Z Z<Vez€i7 Ve Awk.
k=1 I=1
Juntando essas informagoes, é valido que:
n n n
dw’ + Zwﬁ ANw) = Z Z<€i’ Ve, Ve + Vvekelej)wl A w”. (1.25)
r=1 k=1 =1
Se trocarmos os indices, podemos ainda escrever
n
dw§+2w,ﬁ/\w§ ZZ €i; Ve, Ve e+ Vo, €)W A WP, (1.26)
r=1 k=1 I=1

Assim, somando as equagoes ((1.25)) e ([1.26)), fica
Q(dw;’ + Zwi A w;) = Z Z<€ia v€lvek€j + vvekelej o vekvelej - VVelekGJ')wl A wk
= k=1 I=1

n n
l k
=3 (e, Ve Vet = Ve, Vet + Vv, 9.0 6500 Aw

k=1 I=1

= Z Z<€i’ Ve Vee; — Ve, Ve + V[%el]eﬁwl A wk

k=1 l=1

Logo, dw}+2w;Aw;’:§ZZ f Wt AWl
r=1

n
(iv) Se v = > vgey, entdo
k=1
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s < (kaek>,j> ka Ser. )

n n

Z v, e)(Sey, ej) = Z(Sek,ej)wk(v).

=1 k=1

n
Logo, wi* ;(Sek,ej>wk. Além disso, temos que

Zel (Sex, €j)) wh A w”(eq, ep) ZZ@; (Sex, €j)) 5l5k 5k5l)
k=1 I=1

k=1 k=1

ea((Seb, €5)) — en((Sea, €5))

3

(ea({Sex, e5)w" (er) — es((Sex, e)w" (€a))-

k=1

Dai, como

d({Sex, e;)w*)(eq, e5) = ea((Sex, e)w" (er)) — es({Sex, €;)w" (ea))
— (Sex, e5)w* ([ea; €1])
) =
)

— cal(Sew e (e
(Sek,ej>dw (€q,€

en({Sex, €;))w" (ea)

obtemos que

dw;-”rl(ea, e) =d

R

k

(Sey, ej>wk> = Z d((Se, e;)w")(eq, €p)

1 k=1

n

eq((Seg, ej))wk(eb) —ep({Sex, ej>)wk(ea) + Z(Sek, ej>dwk(ea, ep)

\E

k=1 k=1
n n
= e Sek,6]>)w /\w (€a,e€p) ZZ Sey, €;) Wz Aw (ea,eb)
k=1 I=1 k=1 =1
n
pois, pelo item (i), dw® = — >~ wF A W
) =
Como wf = S~ (V. e, ex)w?, entdo
s=1
n n n n n
Z Z(Sek, ejywr Awh = Z Z<S€k7 e;) (Z(Vesel, ek>w5> AW
k=1 i=1 k=1 i=1 s=1

n

- Z Z Z<Sek7 ej) (Ve e, ex)w® A W

k=1 l=1 s=1
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— Z Z <Vesel, Z Sey, ej>ek> W A W

=1 s=1
n
= ZZ < el Z ek, Sej>ek> w* Aw!
=1 s=1 k=1
n n
= ZZ(Sej,VESeQwS A w'
=1 s=1
n n
= —ZZ(Sej,Vekel)wl A wP.
=1 k=1

Agora, usando novamente o fato de A ser bilinear alternada e que ¢;({e;, e,)) = 0, temos

que

Zw?“ ANwj = Z <Z<Sek, eT>wk> A (Z(Velej,er)wl>

r=1 r=1 k=1 =1
n n n
= Z Z Z(Sek, er) (Ve e, e A w!
k=1 1=1 r=1
n n n
— Z Z <Velej, Z<S€k7 eT)eT> W A w!
k=1 I=1 r=1
n n
= Z Z<Vez€j7 Sep)wk AW,
k=1 =1

Concluimos, entao, que

dwt + wa“ ANwj = Z Z((VelSek, e;) + (Sex, Vee5)
k=1 1=1

r=1

iy Ve €1) — (Sek,velej>)wl A wF

/\

3

Z Ve Ser + SV, el,ej)wl/\wk. (1.27)
k=1 I=1
Trocando os indices em (1.27)), escrevemos
dw§ + Zwﬁ ANwj = — Z Z(VekSel + SV, ey, ej>wl A wh. (1.28)
r=1 k=1 I=1

Somando as equagoes (1.27)) e ((1.28]), tem-se

2 (dw;”‘l + Zw?""l A w§> = Z Z(VqSek — VBkSel — SVelek

r=1 k=1 I=1
L p ok
+ SV, e, ej)w Aw”,
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e, portanto,
dwé-”l + wa“ ANwji = Z Z(VclSek — V.. Se + Sleg, el ej>wl A Wk
11=1

r=1 k

DO | —
3l

M:u

(Ve Ser — V., Se, — Slex, e, ej)wk AWl

DO | —

k=1 l=1

como queriamos. 0

Definicao 1.3.4 Definimos os nimeros:

T" = (T,e;), para ke {l,...,n}; (1.29)
T =y, (1.30)
T° = 0; (1.31)

e as 1-formas:

w; (ex) = TiTk — (5;-“; (1.32)
wd o (e) = vTF =T"HTF, (1.33)
wh = —w; (1.34)
w8+l W2+17 (135)
wy =0 (1.36)
Definicao 1.3.5 Em M", definimos 1 como a seguinte 1-forma:
n(X) = (T, X). (1.37)

Também definimos a 1-forma matricial €2 por:
Qf =wj, para a,fe€{0,...,n+1}.

Em seguida, iremos provar trés lemas e uma proposicao, cruciais para a demonstracao

do Teorema [1.3.2]

Lema 1.3.6 E vdlido que:
dn = 0.

Demonstracao Usando a defini¢do dada pela férmula ((1.24) e a equagao (1.15]), temos

que

dn(X,Y) = X -n(Y) =Y -n(X) = n([X,Y])
= X((T1,Y)) = Y({T, X)) = (T, [X,Y])
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= (VxT,Y)+ (T, VxY) = (VyT,X) — (T, VyX) — (T, [X,Y])
= (VxT,Y) — (VyT, X)
= wSX,Y)— (vSY, X) =0,

uma vez que S é auto-adjunto, V é simétrica e vale a equagao ([1.12]). 0

Lema 1.3.7 E vdlido que:
n+1

dT* =Y " Tw].
v=0

Demonstragao Inicialmente, suponha que 0 < a < n + 1. Pela definicao de T* e por

[TT9), temos

dT(X) = X((T,en)) = (VxT,eq) + (T, Vxes)
= v(SX,eq) + (T, Vxeq). (1.38)

Para obter o outro lado da igualdade, hé trés casos a considerar. Primeiro, suponha que

1 < a <n. Usando a definicao de w?, obtemos

n+1 n
> TWIX) = TWO(X) + > (T, ex)(Vxea, ex) + T wl (X)
=) (T, ex)(Vxea, ex) + v(SX, €a)
k=1
= <VXea, Z(T, €v>€7> +v(SX, eq)
y=1
= (Vxea, T) + v(SX, e,). (1.39)

Juntando ([1.38]) e ((1.39), concluimos que

n+1
a7 =Y T'w]. (1.40)

v=0

Suponha agora que o = n + 1. Por definigao dT"(X) = dv(X) e, por (1.16), temos

n+1 n
D Tw) (X)) = TOwh (X)) + ) T7w) (X)) + T wrti(X)
v=0 =1

= Z Twp 4 (X)
y=1

= - Tw(X)
v=1
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= —ZT”(SX, ey) = <SX7 —ZT”67>
=1 =1
—(SX,T) = dv(X).
Assim,
n+1
dT* =) " Tw. (1.41)
~v=0
Finalmente, suponha que o = 0. Entao d7°(X) = d0(X) = 0, e, por outro lado,
n+1 n
> Twi(X) = T0wf(X) + ) Thwg(X) + T wp ™ (X)
=0 =
= ST (X) + T (X)
)~ T (1
y=1 k=1 k=1
- _ Z Z e Tw)(ey) — T Z T, 1 (er)
771 k=1 k=1
= —ZZka7 T”Tk 5k — VZxk VTk
y=1 k=1
) D D I ML) ity
v=1 k=1 y=1 k=1
- _ZTVT7 (X,T) +ZT’“ (X,T) —v <T Zxkek>
y=1 k=1
== Z(T7)2<X> T> + (1 - 1/2)<X7 T>
= (—=[ITI* +1 - v*){X,T) =0,
n+1
pois, por hipétese, ||T||> + v* = 1. Logo, dT* = > TVw]. O
v=0
Lema 1.3.8 E vdlido que:
dQ+QANQ=0.

Demonstracao Considere U = dQ2 + Q A Q. Pelas definigoes dadas pelas férmulas ((1.23))

e (1.24), temos que
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dQ(ey, 68)3 = (e,Qes) — es(Qer)) — Qe €s]))§
= €r(w§(6s)) - €S<wg(€r)) - Wg([efru es))
= dwg(er, es),

QA Qe e5)5 = (e,)Qes) — Qes)ey))§

n+1 n+1

—ZQ (e,) O‘Qes ZQ@S 2O er
n—i—l n+1

= Zw(er) Zw es)ws(er)
v=0
n+1

= ng Awi(er, es),
v=0

que por linearidade das coordenadas, nos leva a concluir que
dQ(X,Y)5 = dw(X,Y)5 = dQj = dwg,

€ que
n+1

Q/\Q Zw /\wﬁ

Logo, se i,j € {1,...,n}, pela Proposigao m (item (i4i)),

n+1
Vi = (dQ+ QA Q)S = (d); + (QAQ)) = dwl + > Wl Aw]
v=0
1 n n n+1
:§ZZR§;ljwk/\wl—Zw A W] —|—Zw Aw]

k=1 l=1

1 n n
:§ZZRliW AW+ wh oy AWt 4+ wh Aw.
k=1 1=1

Assim, de ([1.13)), obtemos que

v = (Rler,e)ej, e) = (Seq,e;)(Sex, ;) — (Sew, e5)(Ser, €5) — (ex, e5) (e, €)
(er,€5)(en, €5) + (er, T){ex, e5)(ei, T) + (ew, T)(e;, T) (e, €:)

— (ex, T)(er, €5)(es, T) — {er, T){e;, T) ek, €:)

_ w"“(ek)wnﬂ(el) _ w?H(el)w;LH(ek) _ 5;?52{

+ 8508 + T'T'6Y + TFTI5, — THT'8. — T'T7 67

= Wi AW e, ) — 650) + 000F + T'T6% + TFTV 6,

— T*T'6, — T'T 6}

+
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+ W AW (e, @)

klj wq A W?H(@ka er),

em que Ry, = 6L6F — 656! 4+ T'T'6* + THTIs! — TFTIsL — TITI 6.

Por outro lado, temos

Ry, = 8'6% — 6861+ T'T'6F + TFTI8! — THT6L — T'T7 5

_ ik k j il l il 1 ik k
= (T'T* — F)(TIT' = 6t) — (T'T* — §)(TVT* — o)
= W} (ex)wj (&) — wi (er)wj (ex) = wy A wj(ex, e1)

= —wh Aw(er, e).

0 A i i n+1 ,
Logo, Rj,; = —w) Awp(er, ) — wy g Awi™ (e, e;). Daf,
n n
1 i koA _
5 " AW (€qs €) = —5 (wh A wi(ex, e)
k=1 I=1 2o o

+ wflﬂ A w}‘“(ek, el))wk A wl(ea, ep)

— _% Z Z(wé A w)(ex, er)

k=1 I=1
+wpyy AW (er, ) (070 — 6.07)

1 . )
= —E(wé A w;-)(ea, ep) — wy A w?(eb, €q)
+ wflﬂ A w}”l(ea, ep) — waH A w;““l(eb, €q))
= —wh A w?(ea, ep) — Wh g A w;-”rl(ea, €p),
ou seja,

ik ) 0 n+l
E pW AW = —wy Awy — n+1/\w

l\DI»—t

Portanto, concluimos que \IJ; =0,Yi,j €{1,...,n}.
Agora, se j € {1,...,n}, pela Proposigao [1.3.3] temos

T = (dQ+ QA Q)T = (d) 4+ (A Q)T

n+1
g S
=0
1 e~ &
T2 D) (Ve Sey— Ve, Sep — Slex, el e5)w* A
k=1 =1

n+1

_an+l/\w +an+1/\w7
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n n

Z(VekSel — V., Ser, — Sle, e1], e)w” A wh + wi™ A w;.

k=1 =1

N | —

Além disso, pela equacao (|1.14)), obtemos

(Ve Sep — Ve, Se, — Slex, e, €5y = (v({e), T)ey — (ex, T)er), e;)
= ve, T) (e, e;) — vie, T) ek, e;)
Ik ksl
= v(T67 —T"6;)
— TlTn-‘rl(;lf: o Tan_Hél.
j 57
uma vez que 77! = v.

Por outro lado,

wo T AW (ers 1) = wp T (en)wf (er) — wo ™ (e (ex)
= —(WT")(T'T" = 6%) + (WT')(T'T" — &%)
_ TlTn+15]»€ o Tan+1(5l-
J J
= —(V,, Se; — V., Ser, — Slex, e, e;).

Entao,
3 (Ve Se; — V., Sep — Slex, e, e5)w” Aw'(eq, )
k=1 1=1
1 n n
=3 Z Z( 0 AW (ers €)W A w'(eq, e)
k=1 I=1
1 n n
IS e A ) (01— A7)
k=1 I=1
= —é(wg”rl A w?(ea, ep) —wptt A w;-)(eb, €q))
= —witt A w;-)(ea, €p),
ou seja,
1 n n
5 Z(VekSel — V., Ser, — Slex, el ej)w™ A wh = —wi™ A w)
k=1 I=1

Portanto, para todo j € {1,...,n},

n

\IJ?“:——ZZ (Wi Awd(er, e))w® Aw' +witt Aw)
=1 1=1

= —wgt Aw) +Fwgt! Aw) = 0.

Calcularemos agora \Il?, para j € {1,...,n}. Por definicao de w? en,
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w;-)(ek) =TTk — (5;-“ =TT, e) — (ej,ex)
= T7n(er) — o (ex),
e, portanto,
w;-) =Tin—w.

Pelo Lema [1.3.6] dn = 0. Logo, obtemos que
dw) = d(T'n —w’) = dT? A+ T’ ANdy — dw’ = dT7 N1y — dw’

:de/\n%—Zwi/\wk, (1.42)
k=1

sendo que esta ultima igualdade segue da Proposicao [1.3.3]

Agora, calculando explicitamente \Ilg(er, es), usando que

dQ (e, e5) = (er(Qes)) — es(Qer)) — Qler, e]))}
= er(wj(es)) — es(wj(er)) — wy(ler, e))

= i (eres),

(A Q)iere0) = (Qer)e) — Qe e

=3 Qe,)i0en)t = 3 Q(en)i e, )k
= 3 (Qe)iQes)t - Qe,)ie,)h)
= > (whler)wh (es) — wh(en)bwle,))

= Zw}c A wjl?(er, es),
k=0

e, também o Lema [1.3.7, obtemos que

n
(e, €5) = dw(e,, €5) + ng A wf(er, es) +wp iy Awit (e, es)
k=0

=dT’ An(ey, es) + Zwi A wF (e, es)
k=1

n
+ ng Aw(er,e5) +wh iy Awlt (e, e5)
k=0
n

= dT?(er)n(es) — dT7(es)n(e,) + Z(wi(er)wk(%) - wi(GS)Wk@r))

k=1
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n

+ Z(wg(er)wjk(%) - wlg(eS)wf( r)) + wn—i—l (er)wm_l (es) — wg—i—l (68)w?+1(6r)

= dT7(e.)n(es) — dT? (e)n(e,) + Y (wh(er)dE — wi(es)6r)
k=1
+ Z((Ter _ 5f>wf(es)) o (TsTk 5k) (er) + Tn—i—lTr n+1 (65) Tn+1Tsw;L+1(e7.)
k=0

= (dT”(e;)n(es) — dT” (es)n(er)) + (wiler) — wi(es))

+ (TT Z Trwh(es) —T° Z Trwh(e,) — wi(es) + wj-(er)>
k=1 k=1

+ (T T Wi (eg) = T T W] (er)
n+1 n+1

= (TS Z T'wh(e,) = T" Z T*wh(es)) + (wile) — wﬁ(es)>
k=1 k=1

+ (TT Z T*wh(e,) = T° Z T*wh(e,) — wi(es) + wj—(e,))
k=1 k=1

+ (Tn—l—lTrw;z—I—l(es) . Tn—‘rlTsw;L—i-l(er)) = 0.
Logo, \II? =0,Yi,j €{1,...,n}.

Vamos calcular agora a entrada W) ;.

Como wl, (ex) = vT* = (T, ex) = vn(ey), entao
W2+1 =vn= Tn+177>

e dai,
dwy, y =d(T"'n) =dT" A+ T Adn = dT A,

Portanto,

n
\I}?ﬁl (€, €5) = dw2+1 (er, €5) + Z Wi A wﬁ—s—l (e, €5) + w?z—i—l A w:zl—ti (er, €s)
k=0

= dwg—&-l (eh 68) + Z wlg A wa—&-l (67‘7 65)
k=0

= (dT" Anler, es)) + ng(eT)WﬁH(‘ES) - w2(68>w£+1 (er)
k=0

= (dT" (er)n(es) — AT (es)n(er)) + Y (THT" = 6 )wpq(es)

_(TkTS O Jw n+1(€r)

— (T3dT™* Y (e,) — TTdT™ (ey)) <T’"ZT’“ Wk (es) TSZTk wk eT>
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+ (—wpii(es) +wnia(er)).

Como S ¢é auto-adjunto, temos que wi 1 (er) = (Ser,es) = (e, 58€5) = w),,(es)). Além

disso, pelo Lema [1.3.7, dT""! = Z T wk_ ;. Com essas informagoes, obtemos

U0 (e, es) = (T°dT™" (e,) — TdT™(ey)) <T"ZT’“ Wk (es) TSZT’“ wk eT>

+ (—whya(es) +wnya(er))
n+1 n+1

_TSZTk Wh41 67« TTZTIC n+1 +TTZTk ”"'1
—TSZTk Wk (e,) = 0.

As igualdades U3 = 0 e ¥7T} = 0 decorrem do fato de w) = 0 e w/'f] = 0 pois dai dQf =

n+1
dwd = 0, dQUT = dwt] =0, (Q/\Q)g = Z wh Awk =0e (QAQ)MTT = Z witi Awk = 0.

Finalmente, pelo fato de wi = temos que dSY,,, = dw!_ | = cM“rl = —dQ e
) n+l n+1

(QAQ) =Y winwk,, == w,?“ AwF = —(QAQ)!!. Portanto, podemos concluir

k=0 k=0

—Ut = 0, como ja verificamos. O

que \I/n+1 =

Definigao 1.3.9 Para cada y € M fixo, definimos o conjunto Z(y) da seguinte maneira:
2(y) ={Z € SOR"2); Z5+' = T7(y)},

ou seja, Z(y) ¢ o subconjunto das matrizes de SO(R""?) cuja tltima linha é o vetor

unitério T'(y) (o indice 0 denota a primeira linha ou primeira coluna).

Observagao 1.3.10 Para cada y € M fixo, o conjunto Z(y) é uma variedade dife-

n(n+1

renciavel de dimensao . A prova disso estd incluida na demonstracao da préxima

proposicao.

Proposicao 1.3.11 Suponha que as equacies de compatibilidade dadas na Defini¢ao
sejam validas para (M™,(,),S,v) em S* x R. Tome yo € M™ e Ay € Z(yo). Entao, existe
uma vizinhanga Uy de yo em M™, e uma inica aplicagio A : Uy — SO(R™?) que satisfaz
as sequintes iqualdades:

A'dA =Q, WYy e Uy,

Aly) € Z(y),
A(yo) = Ap.
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Demonstragao Seja ¢ : ¢ 1(U) C R® — U um sistema de coordenadas em M™. Consi-

deremos o seguinte conjunto:

F={(y.2) €U x SOR™?); Z € Z(y)}.

. , . . ., . ~ 1 .
Tal conjunto é uma variedade diferenciavel de dimensao n + % Para demonstrar isso,

notemos inicialmente que pelo fato de SO(R™"!) ser uma variedade diferencidvel, existe
L n(n+1)
uma parametrizacao ¢ : V C R™ 2 — I', em que

r:{A:

Agora, consideremos y € U e Z € SO(R""?). Seja L : U — SO(R""?) uma aplicagio
diferencidvel tal que L(y)gJrl =T (y), VB € {0,...,n+1}. A existéncia da aplicagao L

B 0
0 1

€ M(n+2,R);Be SO(R”“)} :

se justifica da seguinte maneira: a aplicacdo T : U — R"*? dada por
T(u) = (T°(uw), T"(u), ..., T (u)),

é uma fungao de U na esfera S"*! C R"™2. Basta entao considerar ¢ = {©0, @1, - - -, Pni1}
uma parametrizacao ortogonal de S"*1, para definir a i-ésima linha de L(y) como sendo

o0 1-ésimo campo coordenado de ¢ no ponto .

B 0

Afirmagao 1 Z € Z(y) se, e somente se, ZL(y)™' = 0

, para algum B €

SO(R™1).

Demonstragao De fato, se Z € Z(y), em particular Z € SO(R"*?), e como L(y)~! €
SO(R™"?), concluimos que ZL(y)™* € SO(R™?). Além disso, sabemos que a tiltima linha
de Z é o vetor T(y), e como L(y)~' = L(y)!, a ultima coluna de L(y)~! é também o vetor
T(y). Todas as outras linhas de Z sdo vetores ortogonais a T'(y), assim como todas as
outras colunas de L(y)~'. Portanto, (ZL(y)~')5™" é o produto interno de T(y) com a
3-ésima coluna de L(y)~'. Logo, (Z[/(y)*l)gJrl = 55“. Analogamente, (ZL(y)™")2,, =

6%,,. Portanto, ZL(y)~! é da forma

0
) ] , para algum B € SO(R"1).

B 0
Reciprocamente, se existe B € SO(R"™) de forma que ZL(y)™! = [ 01 ], entao

B 0

o | b € SO®™) e

B 0

n+1 n+1
01 ) Zy)y=> & Ly)) = Ly)i™ =T(y).

v v=0

n+1
|

=0

Logo, Z € Z(y). O
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Concluimos que para parametrizar F, basta considerar a aplicagao ¥ : o= (U) x V C
n(n+1)

R" x R™=2— —F definida por

U(u,v) = (p(u), P(v) L(p(u))).

Em particular, a aplicacao v — ¥ (v)L(¢(y)) é uma parametrizacao de Z(y). Assim, o

espago tangente no ponto (y, Z) € F é dado por:
Ty F = {(u,¢) € T,U & TzSOR™?); (37" = (dT7),,(u)}.

Seja p : U x SO(R"™2) — SO(R""?) a projegao em SO(R"?) e consideremos a

seguinte 1-forma matricial definida em F:

em que I : SO(R"?) — SO(R™"?) é a inversdo de matrizes. Mais precisamente, para

cada (y,Z) € F, temos a aplicagao O, z) : T(y,z)F — M(n + 2,R), definida por:

Oy.2) (1. Q) = p(y. Z) ' dpiy.z) (1. §) — Qu)(y) = Z7'¢ = Qy(u).

Veremos que O induzira uma distribui¢ao involutiva, e desta obteremos a aplicagao A.

Afirmagao 2 Para cada (y,Z) € F fixo, o espago
D(y, Z) = ker©y,z)

tem dimensao n.

Demonstragao Comegamos caracterizando os elementos de D(y, Z). Note que Oy z)(u, () €
so(R"?) = {B € M(n + 2,R); B = —B}. De fato, so(R"*?) é um espaco vetorial e,
como Va, € {0,...,n+ 1},

Q) = wh = —w§ =-0Q3,

n+1 n+1
(271dZ)5 =) (Z27)3(d2)} = (2")3(dZ)}
n+1

=2 Z(=dZ)] = =((27'dZ)");,

temos que, Q,Z7'dZ € so(R"?), ou seja, O z)(u,() € so(R""?). Além disso, pelo

Lema [1.3.7]
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(Z@)ZH = (Z(Z7'dZ — Q))g“ = (dZ — ZQ))ZH

n+1 n+1
_ n+1 n+1 _ n+1 n4+1
=dZg _ZZ’Y QV_dZB _ZZ’Y Qg
v=0 ~v=0
n+1
=dT’ =) T} =0.
~v=0

Desse modo, concluimos que O, z)(u, () pertence ao espago

H ={H € s0(R""?); (ZH)}*' = 0},

o qual tem dimensao @
Como a aplicagao F : SO(R""?) — S"™2 dada por F(Z)s = Zg“,ﬁ €{0,...,n+1}

é uma submersao (dFz(H)z = Hg“), concluimos que
HeH e (ZHN =0 dF,(ZH) = 0 & ZH € ker dFy.
Agora, sendo Tz SO(R"*?) = s0(R"*?), podemos concluir que o conjunto
W ={(0,ZH); H € H}

é um subespago vetorial de T}, z)F, pois tomando u = 0 € T,U, se ( = ZH € so(R"*?)
com H € H, temos que
Gt = (ZH)H = 0 = (dT7)(0).

Além disso, se (0, ZH) € W, entao:
Ou.2)(0,ZH) = Z'ZH + Q,(0) = H,

ou seja, O, z) restrita a W é a aplicagao (0,ZH) € W — H € H, que é claramente
sobrejetora. Portanto, se a restricao de ©(y,z) a um subespaco vetorial é sobrejetora, ela
também devera ser.

Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, a dimensao do ntcleo de ©, 7 deve ser

dim(Tyy 2)F) — dim(H) = (n + 22y - 20H0 — - como querfamos. O

Afirmagao 3 A distribuicao D € involutiva, ou seja, se &, € D(y, Z), entao [£1,&)] €
D(y, Z).

Demonstragao Como

dp(y,Z) (u, C) = C € d(I © p)(y,Z) (u7 C) = d[(p(y,Z))(C) = —Z_lfz_l,

podemos escrever:
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d(I o p) A dpgy,z)((u1, C1), (u2, C2)) = d(I 0 p)(y,z) (w1, C1)dp(y,z)(uz, C2)
—d(1 o p)y.z)(u2, G2)dpy,z)(u1, (1)
=770+ 27027

Por outro lado, como (© + Q). (u, () = —Z~*(, concluimos que
(—(O@+ QDA (O +Q) 2 ((u1,0), (u2,82)) = =27 GZ 7 o+ Z71GZ7¢,

ou seja, d(I o p) Adp =—(0 + Q) A (O + Q). Desse modo, usando o Lema e o fato

de que A é alternada, obtemos

dO = d((I o p)dp — Q)
=dlop)Ndp+ (Iop)Nddp—dQ
— d(Top) Adp— dS
=—(0+ QAN (O+Q)—dQ
=—ONO-OAQ-QAO-QAQ—dQ
=—-ONO-O0AQ-QAO=0.

Logo, se &,& € D(y, Z), entao dOy, z)(&1, &) = 0. Dai,

0=dOy,2)(§1,8) = &1 O,2)(§2) — &2 - O,z (§1) — O,z ([€1,62])
=61-0-8&-0— 0.2, &),

ou seja,
1,6 € ker©y,zy = D(y, Z).

0

Assim, pelo Teorema de Frobenius, D é integravel. Seja (yo, Ag) um ponto de F e
consideremos A a variedade integral em uma vizinhanca desse ponto, ou seja, 1{y,z)A =

D(y, Z), para todo ponto (y, Z) nessa tal vizinhanca.

Se ¢ € T4,SO(R™?) é tal que (0,¢) € Tiyo,a0)A = D(yo, Ao) = ker©y,,a,), entao
0 = O(yy,40)(0,¢) = Agt¢ — Q0(0) = Ay "¢ e, desse modo, acabamos de provar que

Tiyo.a0)A N ({0} x Ta, SO(R™)) = {0},

ou seja, a parte tangente a A em (yo, Ag) é tangente a T, U. Disso e do teorema das
fungoes implicitas, A ¢ localmente o grifico de uma fungao A : U; — SO(R"*?), em que

U; é uma vizinhanca de yy em U.

Verificamos agora que A satisfaz as propriedades requeridas no enunciado. Desde

que A é subvariedade de F, obtemos que (y, A(y)) € F, Yy € U;, o que acarreta que
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A(y) € Z(y), Yy € U;. Sendo o :y +— (y, A(y)) parametrizagao de A, temos

doy(1,¢) = (1, dAyQ) € Ty,aw)A = Dly, Aly)) = ker O(y, Ay)).
Dai, O(y, A(y))(u,dA,C) = A(y)'dA,¢ — Q,(u) = 0. Logo, A~'dA = Q.

Finalmente, a unicidade da aplicagao A segue do fato das equagoes dA = AQ e A(yg) =

Ag constituirem um PVI linear, finalizando a demonstragao. 0

Demonstracao do Teorema [1.3.2f Dividiremos esta demonstracao em trées partes, e

consideramos as mesmas notacoes para todas as 1-formas definidas anteriormente.
Parte 1: Nesta parte vamos provar o Teorema[1.5.9 localmente.

Sejam yo € M™, A € Z(yo) e to € R. Considere, numa vizinhanga de yo em M™, um re-
ferencial ortonormal {ey, ..., e,}. Sendo M™ simplesmente conexo, pela Proposi¢ao(l.3.11
existe uma vizinhanga U; de yo em M™ e uma tnica aplicagao A : Uy — SO(R"™?) que
verifica

ATMdA=Q, VyeU,,
A(y) € Z(y),
A(?Jo) = Ay.

E, como toda variedade diferenciavel é localmente simplesmente conexa, podemos supor

U, simplesmente conexo.

Definimos f® = A9, fi = A! paral < i < n, e f»"! como sendo a tdnica funcao
0 0 ) s

que satisfaz df"™ =n e " (yo) = to (ou seja, " (y) = to + [ 1, em que 7, pode ser
Yy
qualquer curva em U; tal que 7,(0) = yo e 7,(1) = y, uma vez que U; é simplesmente

conexo e dnp = 0). Com isso, obtemos uma aplicacio f : U; — R"? dada por f =
(fO, fY ..., fm, f™1). Mostraremos que seu contradominio é S* x R e que ela, de fato, é

uma imersao isométrica de U; em S™ x R.

Como A(y) € Z(y), Vy € Uy, temos que AT = T° = 0. Assim, uma vez que A(y) €

SO(RTH_Q), obtemos %(f’y)z = %(A’g)Q - nz—‘r:(Ag)z = 17 ou Seja7 (fo(y)7 f1<y)7 v ’fn(y))

€ S", Yy € U;. Portanto, f(y) € S" x R, Vy_e Us.
Por hipotese, dA = AQ). Portanto, para a < n + 1, temos
df*(ex) = d(Ag)(ex) = (AQ)G (ex)

- (5 mt) o
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= Z ASwg (er) + A% wit (ey)

_ Z Aa T'ka) AerlTn—l-lTk

n+1

= Ay —T"Y TVAS,
v=0

= Ay - TR
= Aj. (1.43)
Para a = n + 1, temos
df" " (ex) = nler) = (T, e) = TF = APt (1.44)

Dessa maneira, df (e;) é dada pela k-ésima coluna da matriz A.

Sendo A(y) € SO(R™?), em particular, A(y) é inversivel, implicando que o posto de
df, é n, Vy € U;. Logo, df (y) é injetora, Vy € Uy, ou seja, f : U; — S™ x R é uma imersao.
Mais ainda, como A(y) é uma transformagao ortogonal, temos que (df,(e,),df,(e;)) =

(A(y)(ep), Aly)(eq)) = (€p,€q), ¥P,q € {0,...,n+1} e assim, f é uma imersao isométrica.

As colunas de A formam um referencial ortonormal de R"™2. Das colunas 1 a n temos
um referencial ortonormal em Ty, f(M™) (pois sao as imagens do referencial {ey, ..., e,}
pela diferencial de f), a coluna 0 é a projegao de f(y) em S™ x {0}, ou seja, df,(eo(y)) =
W) =(f"%),..., f"(y),0) e a coluna n + 1 de A é o vetor unitdrio N(f(y)), normal
a f(M™) em S" x R no ponto f(y).

Definindo X = df(ex), usando que f é uma imersao isométrica e que S satisfaz as

equagoes de compatibilidade, obtemos a seguinte relagao:

(AvXi, X;) = =(X;, Vx,N) = (Vx, X;, N)
= (Vap(en)df (€), df (ns1)) = (df (Ver€;), df (€ns1))
= <vek€jv en—i-l) = _<ejv Veken—i-l)

= (Sex, €j).

Ou seja, o operador da segunda forma fundamental de f(M™) localmente é dado por
Ay = df o Sodf™', em que df ' ¢ a inversa & esquerda de df (df é injetora, pois f é
imersao).

Finalmente, por (1.43)) e (|1.44)), no referencial ortonormal {&, Xi,..., X,, N} os coe-
ficientes de 9y = E"™! (em que {Ey, E1, ..., E,y1 = 0;} ¢ a base canonica de R"™?) sdo

dados pela tltima linha da matriz A e, como T° = A = 0 e A(y) € SO(R"*?), Vy € Uy,

temos
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0, =T°%+> TIX;+T""'N =df (Z Tjej> +vN = df(T) + vN,

J=1 Jj=1

provando o teorema na vizinhanca U; de .

Dedicaremos as proximas etapas a mostrar que a funcao f obtida aqui pode ser esten-

dida de uma tUnica maneira em todo o M™.

Parte 2: Provaremos nesta parte que a funcao f €, localmente, unica, a menos de iso-

metrias de S™ x R.

Suponha f : Uy — S™ x R outra funcao que satisfaz as hipoteses do Teorema 1.3.2] em
que Us é uma vizinhanca de yo simplesmente conexa contida em U;. Definimos de maneira
andloga o referencial {Xo, X1,..., Xp, Xnp1} por: X;(f(y)) = df,(e;), se 1 < j < n,
Xn11(f(y)), o vetor unitdrio normal a f(M™) em S” x R no ponto f(y) e Xo(f(y)) =
£(f(y)), o vetor normal unitério a S” x R em R"*2 no ponto f(y). Também definimos A
como sendo a matriz das coordenadas dos vetores X s na base {Ey, Ey, ..., E,, Eyiq}, ou

seja,
n+1

Xg=> ASE,.
a=0
A menos de uma isometria ® de S” x R, podemos assumir sem perda de generalidade que

fyo) = f(yo) e que para todo 5 € {0,...,n+1}, Xg(yo) = Xg(yo), ouseja, A(yo) = fl(yo).

Agora, como

n+1 n+1

T(y) =Y AT(®) ca®))ealy) =Y T*(v)ealy),
resulta que
dfy(T(y) =D _ T*()dfy(ealy) = Y T(y)Xaly)

V1l < a < n, e também,
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Ar(y) = (X1 (1), 0. F (1)) = (N(FW)), 0:(f())) = v(y) = T"(y),

At (y) = (Xo(), 0:(f () = (€(f(), 0:(F(y))) = 0 =T (y).

Portanto, A € Z(Ny), Yy € Us,. )
Também, se A for a aplicacao original (ou seja, A= @fl), temos

ANdA = (Ap 1) (d(®A)) = A1dA = Q.

Em suma, A"'dA = Q, A~'dA = Q, A(y), A(y) € Z(y), Yy € Uy e A(yo) = A(wo).
Pela unicidade da aplicacao A dada pela Proposicao , concluimos que A(y) = fl(y),
Yy € Us.

Agora, notamos que as coordenadas de §(f(y)) = (fo, o fm 0) sdo dadas pela coluna
0 da matriz A(y). Logo, para 0 < 8 < n, temos que f? = Ag = fl'g = f5.

Finalmente, como df"t! = 5 = df"*"' (pois n(eg) = T% = ARt = ARt = dfrtl(eg),
VB3 € {0,....,n+1}) e f" " yo) = f"(yo), pela unicidade da aplicagdo f concluimos
que f(y) = f(y), Yy € U,. Portanto f = f em U,, finalizando a segunda parte do
Teorema [1.3.21

Parte 3: Provaremos agora que f pode ser estendida para toda a variedade M™, e como

provamos acima, de uma unica forma.

Fixe um ponto yg € M™. Se y € M™, considere 7 : [0,1] — M"™ um caminho em M"
com 7(0) = yo e v(1) = y. Para cada ponto w € ([0, 1]), conseguimos uma aplicagao
fw : Wy — S™ X R dada pela Parte 1, em que W,, é uma vizinhanca simplesmente conexa
de w em M". Observamos que {W }yey (o)) cobre ¥([0,1]) e, como este é compacto,
conseguimos extrair uma subcobertura finita {Wy,..., Wi} com Wy = Uj.

Sendo f; as respectivas aplicacoes, estendemos f; da seguinte maneira: na Parte 2
vimos que através de uma isometria glogal ®; de S™ x R, obtivemos f; = ®; o f;11 em
W; N W,;,1. Portanto, chamando fl = fi, f~2 =@, 0 fl, . ,fk =®,_ ;0 fk_l, estendemos
f a Wy de uma tnica maneira, e em particular definimos f(y) em todo o conjunto U.

Suponha que f e f sao duas extensoes de f, como feito acima. O p~répri0 M™ é

uma vizinhanga simplesmente conexa de p de forma que as funcoes A e A construidas

como na Parte 2, via f e f , satisfazem todas as propriedades da Proposicao|1.3.11, Pelos

argumentos da Parte 2, f = f e daf, em particular, segue a independéncia de caminhos.
O
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Capitulo 2

Hipersuperficies de Rotacao de
S x R

Neste capitulo iremos definir o conceito de hipersuperficie de rotagao no ambiente
S™ x R e estabelecer um critério para identificar tais superficies através do operador da

segunda forma fundamental.

2.1 A Segunda Forma Fundamental de uma

Hipersuperficie de Rotacao de S" x R

Vamos comecar definindo uma hipersuperficie de rotacao de S™ x R. Consideremos
P3 um subespaco vetorial tridimensional de R"*? que contenha o eixo z,42, ¢ P? um
subespaco bidimensional de P? que também contenha o eixo .

Seja Z o grupo das isometrias de R"*? que levam P? pontualmente nele mesmo. Fi-

nalmente, consideremos « : I — (S™ x R) N P? uma curva que nao intersecta P?.

Definicao 2.1.1 A hipersuperficie de rotacao M"™ de S™ x R com curva perfil a e eixo

de rotacao P? é definida como a Z-érbita de «, ou seja,
M"={T(a(s)) e S"xR;sel eT eI}

Obteremos uma parametrizacao de uma hipersuperficie de rotagao e calcularemos o
seu operador da segunda forma fundamental.

Sem perda de generalidade, iremos considerar que P3 é gerado por €1, €,41 € €,42 €
que P? seja gerado por e; e e, 9. Identificaremos (S™ x R) N P3 com S! x R C R3.

Como veremos adiante, o/(s) é proporcional a T'(«(s)), a menos que « pertenca a um
plano ortogonal a d;, e dai T' = 0.

Temos dois casos a considerar. No primeiro iremos supor que a curva « nao € a vertical
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de S' x R. Entao, podemos escrever
a(s) = (cos(s),0,...,0,sen(s),a(s)), (2.1)

para uma certa fun¢do a e com s definido num intervalo em que sen(s) nao se anula, pois

a nao intersecta P2.

Para que uma isometria de R"*? deixe P? pontualmente fixo, ela devera ter a forma

B . (2.2)

em que B € SO(R").

Para obter a parametrizacao da hipersuperficie de rotacao M", que por sua vez ¢é a

Z-6rbita da curva «, basta notar que

cos(s)
0
1 ... 0 ) COS(S)
. B | = | sen(s)B" |, (2.3)
0 ... 1 ) a(s)
sen(s)
| als) |

em que B" é a n-ésima coluna de B. Como B"™ € S", podemos parametrizar o conjunto

dos B™’s tais que B € SO(R™) com a fun¢do ¢ = (¢1,...,¥,), uma parametrizagao

n n Jpy, 0 o] [”
ortogonal da esfera S"~! em R"™, ou seja, . p2 =1e > L L ij 211", Obtemos
=1 p=1 Ot; Ot; ot;

a seguinte parametrizacao para M"™:

f(syty, .. tn1) = (cos(s),sen(s)p1(t1, - stn1),--.,sen(s)on(ty, ..., th_1),a(s)). (2.4)

Calculando as derivadas parciais de f e & no ponto f(s,t1,...,t,—1), obtemos

% = (—sen(s), cos(s)p1, . .., co8(s)pn, d'(s)),

of Iy I
i (O,sen(s) ot ... .,sen(s) o, ,O> ,

E(f(s,ty, ... tn1)) = (cos(s),sen(s)p1(try .. tn1),...,sen(s)pn(t1, ..., tn1),0).

Em particular,
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Of OF\ o =00 dpx o o ||0g]]
<ati’atj> = sen(s) — ot o () % || 34, |
of of\ Z&Ok
<%,a—ti>—sen COS Z Z
Definindo
1

N = - ) ") 1 )

() st (), cos(a (), )

verificamos que

<N7N>:

of a'(s) 2 2 - N2 _
<N,%> 1—1——@’(8)2 (sen (s) + cos (S)Z(gpz) 1) =0,

=1

of a'(s) ~ i
<N §> T+ d(s) (Sen(s) os(s) 2_(01) >

_ sen(s) cos(s)(s)a’(s) (1 %
14 a/(s) 2 &= ot;

sen(s) cos(s)a’(s) 1

— o 2 ‘_5@ =0, Vje{l,...,n},
(N, &) = m((— sen(s)a’(s), cos(s)a'(s)e1, . .., cos(s)d’ (s)pn, —1),

(cos(s),sen(s)eq, .. .,sen(s)py,,0)) = 0.

Concluimos que N é uma campo unitario normal a M", tangente a S™ x R. Podemos entao
calcular o operador da segunda forma fundamental de M". Mas, antes disso, observe que

para quaisquer campos X e Y tangentes a M"™ vale:

(ANX,Y) = (=VxN,Y) = X(N,Y) — (~VxY,N)
= (VxY,N) = (DxY + (Xgn, Yin)&, N)
= (DxY,N),

em que V é a conexao de Levi-Civita de S” xR, D é a conexdo de R"*2 e a relagao VyY =
DxY + (Xgn, Ysn )€ é a equacdo (1.5). Usando o fato de que ¢ é uma parametrizagao

ortogonal de S"~!, obtemos que:

(WL 2) (P it s

Nt ot; otot;’ Tra(s)? 2= ono "




34 CAPITULO 2

_a'(s)sen(s) cos(s) [ 9 Xn: dpr Opr Opis

Tra(s2  \oL& o F & o o

a'(s)sen(s)cos(s) [ O O (1 5 o ||?

- T3] ||

1+ a’(5)2 8tl 8t] 2 = 8751
_d(s)sen(s)cos(s) (0 0 (1 s dyp 2
B 1+ a/(g)Q 8151 at] 2 " E%z

a'(s) sen(s) cos(s)o. 9¢ 2
V1|t

1+ d(s)?

< of 8f> a'(s) sen(s) cos(s) = Oy
AN_> ./ =
ot;" Os 1+a(s)? “= ot

_d(s)sen(s)cos(s) 1 0 [ 2\
= WIeE 58_22 (;(‘PQ > =0,
of of\ _ a'(s) cos(s) sen(s)  a'(s) cos(s)sen(s) = 2 (s
<AN85’ 88> \/W \/14—7/(8)2 (;(@k) ( ))

—a”(s)

V1+ad(s)?

af of af \ .,

—,——,...,—— » é uma base ortogonal de autove-
s’ ot e%n} &

tores de Ay, e portanto, podemos calcular os autovalores de Ay da seguinte maneira:

Todas essas equagoes mostram que {

B of of 1
A= <AN£,%> . —<g 8_f>

ds’ Os
B a”(s) 1
ST TR 1P
) (2.5)
(1+a/(s)?)?’ '
4__<A of Qi>.___;L___
W=\ Now, o1, ) Jof of
(oo
/ SO
B a'(s) sen(s) cos(s) ot ]
14 d(s)? dp||?
sen?(s) ‘a—tl
__d(s) cot?(s) (2.6)
(1+a/(s)) .
. a'(s) cot(s) , :
Assim, p; = p = ——————, para todo ¢ € {1,...,n}. Em particular, nos pontos

(1 +a(s))3
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of of 8f}

0
de a (em que p; = d;,), temos que =—(s,t1,...,t,) = a/(s) e, sendo {—

s ds ot oty
<$7at> 3f

T'=proiud = 7575 85
()

Em outras palavras, T' é autovetor associado a A.

ortogonal,

Agora, analisemos o caso em que « é a reta vertical de S! x R. A curva « pode ser

expressa da seguinte maneira:
a(s) = (cos(c),0,...,0,sen(c), s), (2.7)

sendo ¢ uma constante tal que sen(c) # 0, pois a ndo intersecta P?. Parametrizamos M"

por:

f(s,te, ... tn1) = (cos(c),sen(c)pr(tr, .- tu1),...,sen(c)on(ts, ..., tn1),8), (2.8)

em que ¢ = (¢1,...,9,) ¢ a mesma parametrizagao ortogonal da esfera de dimensao
(n — 1) considerada anteriormente. Calculando as derivadas parciais de f e o campo & no

ponto f(s,t1,...,t,_1), obtemos:

5o =(0,0,...,0,1),
pr <O,sen(c) o1, ,...,sen(c) o, ,O> ,

E(f(s,try ... tuo1)) = (cos(c),sen(c)@yi(try ... tn-1),...,sen(c)pn(ts, ..., th-1),0).

Assim, temos

Of OF\ 5  ~~Opudpr o] [”
< t;’ tj> = sen’(¢) “— Ot; Ol = sen(¢)% oti||
of 9r\ _
0s ’ 8tl N
Definindo N = (sen(c), — cos(c)py, . .., — cos(c)en, 0), verificamos que:

of\
(%) =0

<N,%> = —sen(c) cos(c) ﬁgok =0, Vie{l,...,n},
J
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n

(N, N) = sen®(s) + cos*(s) Z(gp,f =1,

=1
n

(N, ) = sen(c) cos(c) — sen(c) cos(c) Y (¢:)* =0,

=1

concluindo que N é um campo unitario normal a M"™, tangente a S™ x R. Novamente,

como no caso anterior, obtemos:

of of\ _ /] &*f _
<AN(’“)_ti78_tj>_<6ti8tj’N = —sen(c) cos(c) 8ti8t'¢k

= —sen(c) cos(c) 2 Z % %%>

3

3 0 0 (1~ dp||’
= —sen(c) cos(c) O_tla_t] (5 k_l(gpk)> )y at, )
B o 0 (1 dol|?
= —SGH(C) COS(C) a_tla_tj (5) - 61']' a_tz >
Op 2
= —sen(c) cos(c)d;; ot ||
of of\ _ | &f _
<ANa—t; a_> = <6tias’N =0
of of\ 0 f B
<AN%’ %> B <8583’N =0
Tais equacoes mostram novamente que g—i, g_tf’ cee ng} ¢ uma base ortogonal de
1 n
autovetores de Ay. Calculando os autovalores de Ay, obtemos:
B af of 1 B
SORUA o — os
s’ Os
T ) S
ot;’ Ot;

= —sen(c) cos(c)

¢
o,

> Sen2<c)1"§_: =~ cot(e). (2.10)

Assim, p; = p = — cot(c), para todo i € {1,...,n}. Nos pontos de a (em que ¢; = ;,),

temos que = o/(s) = 0. Isso implica que J; é tangente, e portanto, igual a 7. Em

Os
particular, 7' = s Concluimos novamente que 7' é autovetor associado a A.
s
Portanto, em ambos os casos o operador da segunda forma fundamental de M™ tera

no maximo dois autovalores distintos, e se houver dois, um deles tera multiplicidade 1 e
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corresponderd ao autoespago gerado por 7.

2.2 Caracterizacao de Hipersuperficies de Rotacao
de S" x R

O objetivo desta secao é provar um teorema que fornece uma condicao suficiente para
que uma hipersuperficie de S” x R seja uma hipersuperficie de rotacao. Este teorema é
baseado em um resultado mais geral obtido por Bruno Mendonga e Ruy Tojeiro, em [10]

(ver Corolario 5, pag. 5), para subvariedades de S™ x R em qualquer codimensao.

Teorema 2.2.1 (ver [10], pag. 5) Sejam n >3 e f: M"™ — S* x R uma hipersuperficie

cujo operador da sequnda forma fundamental € dado por:

I

Suponha que ANT = XNT'. Entao, M™ é um aberto de uma hipersuperficie de rotagao.

Foi visto na Secao 2.1 que a reciproca desse resultado é valida. Como vimos nas equagoes
(2.4) e (2.8), a parametrizagao de hipersuperficies de rotagao de S™ x R pode ser escrita

na forma

f(s,t) = an(s)g(t) + ai(s)e, + h(s)eny1, (2.11)

em que t = (ti,...,t,1), §(t) = D @i(t)e; 6 uma parametrizacao da esfera unitaria S*~1,
i=1

ao(s)? + a1(s)? = 1 e {ep,€1,...,ens1} é a base canonica de R"™2. Nosso objetivo é

escrever a hipersuperficie f do enunciado do Teorema como em ([2.11]).

Para demonstrar o Teorema [2.2.1] incluiremos S x R em R"*? e estudaremos a hi-
persuperficie f neste ultimo. Para isso, é necessario relacionar os operadores da segunda
forma fundamental de f e f, em que f =io f ei:S" x R — R"2 ¢ a inclusdo canonica.

Sejam D, V e V as respectivas conexaes de Levi-Civita R"2, §" xR e M". Lembramos
que estamos usando a decomposicao 0; = df -T'+cos O N. Consideremos também © = 7oz,
em que 7 : R"™! x R — R""! ¢ a projecao canonica das n + 1 primeiras coordenadas.
Temos, para todo Z € X(S" x R), que

Dy =dr-di-Z=di-Z—{di-Z,di-8)di-0

Assim, temos

di- (ALZ) = —(Dz0)" = —di - (Z — (Z,0,)0;).
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Concluimos que
ALZ = —7 +(Z,0,)0;. (2.12)

Seja & um campo normal a f em S™ x R. Pela férmula de Gauss, temos que
Dxdi- & =di-Vx&+ o(df - X, €).

em que «; denota a segunda forma fundamental da inclusao i, ou seja, (a;(W, Z),() =

(AW, Z). Para a primeira parcela, temos

di-Vxé =di-(Vx&)" + (Vx&)h)
= di - (~df - ALX + (V)b
= —di-df - A[X +di - Vi
= —df - A[X +di- Vx&.

E, usando a equagao (2.12)), obtemos

= <de7at><at7£>

Mas,

(df - X,0,) = {df - X,df - T + cosN)
— (df - X, df - T) + cos0(df - X, N)
= (X, T),

e, como (0, &) = (df - T + cosON, &) = cosO(N, &), obtemos que
<az(df ' X7 §>’ﬁ> - COSQ<X7 T><N7 §>7

ou seja,
a;(df - X, &) = cos(X, T)(N,E)v, (2.13)

em que v =100 f Portanto,
Dxdi- & = —df - ALX +di - V& + cos 0(X, T)(N, {)v. (2.14)
Disso, concluimos que

—df - AL X = (Dxdi-€)" = —df - ALX,
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e, sendo df injetora,
Al X =4l X. (2.15)

Além disso,

Vidi-€ = (Dxdi- &) = di - VxE + cos (X, T)(N, €)v. (2.16)

Temos também que

Dxv=Dxbof=diof) X=dv-(df X)
= Dyp.x0 =di- (df - X — (df - X,0,)9,)
=di-df - X — (df - X,0,)di - 0,

—df - X —(X,T)di- 0,
=df - X — (X, T)di- (df - T 4 cosN)
—df - (X — (X, T)T) 4 cos (X, T)di - N.

Assim,
_df AzJjX = (DXV)T = df (X o <X7T>T)7
e, portanto,
AIX = - X + (X, T)T. (2.17)
Em particular,
AIT = — cos® 0T, (2.18)
ATX = —X, VX e{T}" (2.19)

Considere agora g : N"~! — S" uma imersao isométrica com campo unitario normal 7.
Usaremos a notacao g =iojogen =di-dj-n,em quei: S" xR — R""2 ¢ j:S* — R*H!

sao as inclusoes candnicas. Seja f: N"! x [ — S" x R definida por

f(a,s) = (io f) = ao(s)g(x) + ar(s)7(x) + az(s)enta, (2.20)

ea:l CR—S'xR CR?uma curva regular com ag(s)? + a;(s)? = 1, Vs € I, de modo

que a4 nunca se anula em /.

Proposicao 2.2.2 Seja f : M" — S"™ x R wma imersao isométrica dada como na
equagdo (2.20)), em termos de uma imersao isométrica g : N1 — S™ totalmente umbilica.

Entao, f é uma hipersuperficie de rotagdo cuja curva perfil estd contida em S' x R C
S™ x R.

Demonstragao Pelo fato de g ser totalmente umbilica, temos que g(N"1) é uma es-
fera de dimensao n — 1 contida em S". Portanto, em R"! existe um subespaco afim
n-dimensional v + W que contém g(N"!). Vamos assumir que W seja gerado por

{eo,€1,...,en_1} € que v L W. Em particular, existe b € R tal que v = be,,.
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Considere a fungao h : N*~! — R""2 dada por h(z) = g(z) —v. Se a é o raio da
esfera g(N™'), definimos g = 25, ou seja, g ¢ uma homotetia de h em R"*? de modo
que g(N™ 1) esteja contido em W N'S". Em particular, § = ag + v. Como homotetias
e translagdes preservam os espagos tangentes, concluimos que os espagos tangentes de
G(N™1) e g(N™1) sdao os mesmos. Assim, os espagos normais de g(N" 1) e g(N"!) em

R"*2 s@o os mesmos, e dados respectivamente por

Spa'n{ga 777 €n+1} € span{g, €n, en+1}-

Desse modo, podemos escrever 7j = ¢g + de,. Como f é dada por

f(@,s) = ao(s)g(x) + ar(s)i(x) + aa(s)ensr,

usando que g = ag + v = ag + be,,, obtemos

f(@,5) = ao(s)(ag(z) + ben) + a1 (s)(cg(x) + dey) + ar(s)ent
= (aop(s) + cai(s))g(x) + (bao(s) + das(s))e, + aa(s)enyi.

Como ||g|]| = 1, entdo a* 4+ b* = 1. Do mesmo modo, [|7]] =1 = *+d* = 1. E como
(g,m) =0, entao ac — bd = 0. Dai, definindo &y = (acgy + cay) e &3 = (bay + day), temos

que

ag + &t = (aag + cap)? + (bag + day )?
= a’af + 2acapay + ad + b2ad + 2bdapa; + d*af
= (a® + b%)ag + 2(ac + bd)apay + (¢ + d*)ad

— 2 2 _
=a5+a] =1,

por hipdtese.
Como g(N™1) estd contida na esfera S*™! de span{ey, ..., e, 1} = R", considerando
VU c R = N ! uma parametrizacao de N7 !, entdao ¢ = go ¥ ¢é uma parame-

trizacao de S"!, e daf a equacao

flz,s) = ap(s)g(x) + ai(s)e, + az(s)ensa (2.21)

representa a parametrizacao de uma hipersuperficie de rotagao de S™ xR, com curva perfil

& = (&g, a1, ap) contida em S' x R C S™ x R. O

Para o que segue até o final desta secdo, usaremos a seguinte notacao: se x € N" !,
X € T,N" ' es eI, denotamos por X’ o tnico vetor em T2,y M™ tal que dmy XH =X

edmy- X" =0,em que m : M™ — N" 1 emy: M™ — I sdo as projecoes canonicas.

Demonstracao do Teorema [2.2.1} A demonstracao sera dividida em duas partes.
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Parte 1: Mostraremos que a imersao f do Teorema ¢ dada, localmente, como em

[220), em termos da imersdo g e de tal modo que df - T seja normal a §.

Primeiramente, notemos que o campo T é o gradiente da fungao H = ( f ,di - 0y). De

fato, para todo X € X(M™) temos que
X(H) = (Dxf,di-0,) = (df - X,di- ;) = (di-df - X,di- ;) = (df - X, df - T+ N) = (X, T).

Portanto, a distribuicao {T'}* é involutiva. Além disso, como T é gradiente de H, usando

a equagao (|1.10]) é valido que:
(Vo X, T) = T((T, X))~ (VsT, X) = —(V7T, X) = — cos 0{ALT, X) = — cos OMT, X) = 0,

VX € {T}*, ou seja, a parte tangente de Vo X a distribuigdo gerada por T é nula.

Portanto, a distribuicao gerada por T  é totalmente geodésica.

Como {T}+ ¢é distribuicao involutiva, para cado ponto de M™ existe, em uma vizin-
hanca U desse ponto, um difeomorfismo 1) : N*"'x T — U C M", em que I é um intervalo
aberto contendo 0, de tal modo que ¥ (x,-) : I — M", para cada x € N"~!, parametriza
as curvas integrais de {T'}, e ¥(-,s) : N"~! — M", para cada s € I, parametriza as folhas
da distribuigao {T'}+.

Denotemos por Ey = dy ' ({T}*) e By = dpy=*({T}). Observemos ainda que, com
a métrica induzida por ¢ em U, F; e E5 sao distribuicoes ortogonais e Fy é totalmente

geodésica. Fazendo f =io fot: N* ' x I — R"2, obtemos que

(df - X, di-0,) = (di - df - dip - X, di - 0;)

= (df - d - X, 0)

= (df -dp- X, df - T + cos ON)

= (df -dip- X, df - T) = (dip - X, T) = 0, (2.22)

para todo X € E;. Além disso, temos que

: d )
<A§Z.,NX, %> = <X, $> =0, VXe€E,

c 0 B
f _ — — —_— =
<AUX, as> <X, as> 0, VXE€EE,
d

sendo esta ultima pela equagao (2.19)). Portanto, para todo VX € Ej, ajf (X, (9_) = 0.
s

Assim, como F5 é totalmente geodésica, para todo X € F; a parte tangente de V 2 X

a Fy é nula, ou seja, V.o X € Fy, e dai, usando a férmula de Gauss,
Is

_ _ o _ _
Dgsdf-xzdf-vngJraf(X,&) —df -V, X edf - By
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Concluimos dessa maneira que df - F; é constante ao longo das curvas integrais de Es.
Agora, pela equagao (2.22), g = f (+,0) esté contido em um subespago afim ortogonal
a di - 0;. Iremos supor, sem perda de generalidade, que g(N"~!) C S™ x {0}.
Definindo f = o f, em que 7 : R"*2 — R"* % {0} é a projecao candnica, temos que
e, s) €S x {0} e daf, (, f) = 1. Em particular, (df - X, f) = %X((f, 7)) = 0. Além
disso, podemos escrever:

Obtemos, para todo X € F; que
(df - X, fy=(df - X +dH - Xdi -0, f + Hdi-9,) = (df - X, f) = 0. (2.23)

Concluimos assim que f(:v, s) € (df(:v, s5)-E;)*t. Mais ainda, como df(a:, s)- Ey é constante

ao longo das curvas integrais de Fs, temos que df (z,s)-Ey = df(z,0)-Fy = dg(x)- TN,

Vs € I. Logo,

f(x,s) € (dg(x) - T,N" )t (2.24)
Seja g : N*~! — S" definida por § = iojog e considere 7 uma direcao normal unitdria

a g(N"1) em S". Denotamos 7] = di - dj - . O conjunto {g,7,di-d;} é ortonormal e gera

o fibrado normal de g, e portanto, f (s, z) pode ser escrito como combinagao linear desses

elementos. Fica,

flz,s) = (f(z,9), 3(2))g(x) + (f(x, 8),7(@)ii(e) + {f(z,5), di - Dy)di - O

Além disso, para todo campo X ortogonal a temos que

ga
X((f,9) = (df - X,8)+ (f.dg- X) =0,

X((f ) = (df - X.) +(f, D

X((Fdio o) = X (1) = (X, >

Portanto, (f, ), (f,7) e (f,di-8,) s6 dependem de s, e dessa maneira, podemos escrever
(

ao(s) = (f(, ), g(x)), au(s ) <f( s),7j(x)) e as(s) = (f(x,5),di - ). Assim,
fl,5) = ao(s)g(x) + i (s)ii(x) + az(s)di - 6.
Finalmente, como (f, f) = 1, temos que ag(s)? + a1 (s)2 =1, Vs € I.

Parte 2: Mostraremos que g € totalmente umbilica.

Primeiro vamos verificar algumas propriedades de f. A diferencial de f é dada por

df(z,s)X™ = dg(ao(s)I — ai(s)A%(2))X, VX €T,N, (2.25)
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em que [ : T,N — T, N é o operador identidade. Para ver isso, tome 7 : J — N"~! curva
com 0 € J,v(0) =z e~ (0) =X, e considere, para cada s € [ a curva v, : J — M™ dada
por v(t) = (v(t), s). Entao, v5(0) = (x,s) e v4(0) = X*, e dai, usando a equagao (2.20)),

temos

4, )X = Lo n(1) = Tleeol00(£)3(11) + 01 ()7 (1) + s(s)enn)
= a0(3) o (1)) + aa(5) o (1)
= ao(s)dg(7(0)) - +'(0) + e (s)di(v(0)) - 7'(0)
= a(3)dg(x)X + on (s)di(x) X
= a(3)dg(x)X — an () (~d(x)) X
= dg(r)(o(s)] — on(s)(d(x) A7) X
= dg()(op()] — 0n(5) AL X
= dg(r)(0n(s)] — n (5) A2)X.

pois Ag = Aj.
Agora, considere Py(z) : T,N — T, N o operador dado por

Pi(x) = ap(s)] — al(s)A%(x). (2.26)

Como f e g sdo imersdes, pela equacao ([2.25]) concluimos que Py (z) é um operador injetivo,
logo um isomorfismo. Também através da equacio (2.25)), concluimos que, em R"*2, todo

campo normal a f(M") é um campo normal a §(N"!). Para todo campo ¢ normal a

f(M™) vale

a7, )41 )X = (Dxn)” = lcat(:0))

= —dj(z)Al(x) X
= —dg(x)Py(x) Py(x) ' AL(z) X
= —df(x, S)(Ps(x)_lAg(x)X)H. (2.27)
Como df(x, s) é injetora, segue que
Al(w,5)X™ = (Py(x) Al (x) X)™. (2.28)

Para mostrar que g é totalmente umbilica, notemos que pela equagao ([2.20)), A% = A7 ¢

miltiplo da identidade se, e somente se, P;(x) for miltiplo da identidade.

Vamos provar agora que Ps(z) é multiplo da identidade. As dire¢bes normais a f sdo
v = oG + a1 e N = di- N. Como toda direcdo normal a f é normal a §, podemos

escrever N = Bog + P11 + Paenit.
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Considere ¢ = av + bN, de tal forma que ¢ = § + eeny1. Em particular, ¢ é normal a
f. Entao, Ag = aAl + bAj:7 e Ag = Ag + A9 Mas, para todo campo X tangente a g,

€en41°

temos
—dgAIX = (Dx§)" = (dg- X)" =dj - X,
—df]Ag X = (DXeenJrl)T = (X(e)enJrl + eDX€n+1)T =0.

€en+1

Com a equacao (2.28)), para todo X € {T}+,

—aX + buX = ALX = P(2) Al (2) X = —P,(x) X,

logo,
1

Ps(l')_l — (a — bﬂ)ld = Ps(x) = a — b,u

id,

como queriamos.
Portanto, g é uma hipersuperficie totalmente umbilica de S™, e pela Proposicao [2.2.2]

f ¢ uma hipersuperficie de rotacao com curva perfil contida em S! x R € S" x R. 0



Capitulo 3

Hipersuperficies Totalmente
Umbilicas de S" x R

Neste capitulo exibiremos a classificacao das hipersuperficies totalmente umbilicas de

S™ x R.

3.1 Classificacao das Hipersuperficies Totalmente
Geodésicas de S" x R

Primeiramente, veremos as hipersuperficies totalmente geodésicas de S™ x R.

Teorema 3.1.1 (ver [12], pag. 365) Seja M™ uma hipersuperficie totalmente geodésica
de S" x R. Entao, hd duas opcoes:

(i) M"™ é um aberto de S™ x {to}, com ty € R, ou,
(i) M™ é um aberto de S"™! x R.

Demonstracao Seja M"™ uma hipersuperficie totalmente geodésica de S™ x R, ou seja,

Axn = 0. Usando a equagao de Codazzi (|1.9)),
0=VxAnNY — VyAyX — AN[X, Y] = cos8((Y, T) X — (X, T)Y), VXY € X(M"),

o que acarreta que ou T = 0, ou cosf = 0.

Se T'= 0, entao M™ é ortogonal a d; em todo ponto. Neste caso, M"™ sera um aberto
de uma hipersuperficie da forma S" x {tq}, para algum ¢, € R.

Se cosf = 0, entao (N,0;) = 0, dizendo assim que em cada ponto de M™ o espago
tangente tem sempre uma componente em ;. Logo, M" seré da forma M" ! x R, em que
M™ ! é uma hipersuperficie de S". Como M" ! x R é totalmente geodésica em S™ x R,
entdao M™! é totalmente geodésica em S™, ou seja, M™1! é um aberto de S*~!. Portanto,
M™ é um aberto de ™! x R. O
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3.2 Classificacao das Hipersuperficies Totalmente
Umbilicas de S" x R

Apresentaremos agora uma correspondéncia que hé entre as hipersuperficies total-

mente umbilicas e as solu¢oes de uma EDO, que definiremos a seguir.

Proposicao 3.2.1 (ver [12], pag. 359) Seja M™ uma hipersuperficie totalmente umbilica
de S™ x R com fun¢ao dngulo 0 e seja p um ponto de M™ em que send(p) # 0. Entao,
existem coordenadas locais (u, vy, ..., U,_1) em uma vizinhanga de p em M™ na qual 0 sé

depende de u e tal que ® := 260 € solugao da sequinte EDO de dimensao 1:
D" +sen® = 0, (3.1)

conhecida como equacao de Sine-Gordon.

Reciprocamente, se comecarmos com um aberto U C R"™ com coordenadas locais
(u,v1,...,05-1) € uma solu¢io ®(u) da equagdo que nao se anule em U, podemos
definir 6 = 5 uma fung¢ao A e uma métrica Riemanniana em U de tal forma que exista
uma imersao isométrica F': U — S™ x R com operador da sequnda forma fundamental

dador por Ay = Md (ou seja, F(U) € totalmente umbilica) e funcao angulo 6.

Antes da demonstracao lembraremos o conceito de produto torcido de variedades Rie-

mannianas.

Definigao 3.2.2 Sejam (Ny,¢91) e (N2, g2) duas variedades Riemannianas e f : N — R
uma funcao diferenciavel. O produto torcido de Ny por Ny via f é o produto cartesiano

M = N; x N, dotado da seguinte métrica:
g((Xa U)a (Y7 W)) = gl(X7 Y) + f292(U7 W)
O produto torcido de N; por N, via f serd denotado por M = Ny x ¢Ns.

Citamos uma proposigao que serd tutil, cuja demonstracao pode ser encontrada em [11],

pég. 210.

Proposicao 3.2.3 Seja M = Ny x Ny um produto torcido de variedades Riemannianas
com conexao de Levi-Civita V e tensor curvatura R. Se X, Y € X(Ny) eU, V,W € X(N),

entao
H (X,Y)

ROXU)Y = =

U,
em que H' é a Hessiana de f, e

{grad(f), grad(f))
f?

R(U V)W = R™(U, VW — (V, WU — (U, W)V).
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Demonstracao (Proposigao (=) Assuma que M"™ é uma hipersuperficie total-
mente umbilica de S” x R com operador da segunda forma fundamental dado por Ay =
Ald. Uma vez que senf(p) # 0 e as fungdes sen e § sdo continuas, existe uma vizinhanca
U de p em M"™ na qual senf nao se anula. Seja X um campo tangente a U. Para todo

campo Y tangente a U valem:

Vi AyY = VAV = A\ViY + X(V)Y,
VyAyX = AVy X + Y(V)X,
AN[X,Y] = A[X, Y.

Logo, pela simetria de V, temos VxAnY — VyAyX — Ax[X, Y] = X(\)Y — Y (V) X.
Pela equagao de Codazzi (1.9)), obtemos

XA)Y =Y N)X =cos0((Y, T)X — (X, T)Y). (3.2)
Igualando os coeficientes dessa combinacao linear, segue-se que
X(A\) = —cosO(X,T), (3.3)
e pela equacao ((1.11)), obtemos
X(cost) = (—ANX,T) = =NX,T). (3.4)

Agora, consideremos D(p) = {T'(p)}*, para p € U. Verificamos no Capitulo 2 que 7' é um

gradiente. Logo, D é uma distribuicao involutiva. Pelo Teorema de Frobenius, podemos

escolher coordenadas locais (u,vy,...,v,—1) em U de modo que 9, = p— e 0y, L 0y,
Vi e {l,...,n—1}. Das equagoes (3.3 e (3.4) obtemos
Oy, A = —cos0(0,,, T) = —senf cos §{0,,, D) =0,
, oA
Portanto, A e 6 s6 dependem de u. Agora, denotando \ = 0 et = Em usando o fato
0 /
de que (cosf) = —(sen6)f’ implica em 0’ = — (cos 0) , obtemos
sen
o\ T
N = P —cos0(Dy, T) = — cos b <seW’T> = —cosfsend, (3.5)
0 T
— (sen )0’ = 80805 = -0, T) = =\ <sen8’T> = —Asenf = 6 =\ (3.6)

Finalmente, definindo ® = 26, segue-se que

Q' (u) = 260’ (u) = 2,
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e, portanto,
®"(u) =2\ = —2cosfsenf = —sen 20 = —sen P.

Assim, concluimos que ® é solucao da equagao (3.1).
(<) Consideremos U um aberto de R" com coordenadas locais (u,vy,...,v,-1) ¢ ®(u)
uma solucao da equagao (3.1) que nado se anula em U. Definimos em U uma métrica

Riemanniana g por
n—1

g = du2 —+ Z gijd’Uid’Uj,

i,j=1

D(u)
2

p € M™ o operador auto-adjunto dado por S(p) = #'(p)1d.

a fungao 0(u) = , 0 campo T = sen #0, e uma funcao S que associa para cada ponto

A idéia é aplicar o Teorema para garantir a existénvia de uma imersao isométrica
F:(U,g) - S" x R cujo operador da segunda forma fundamental é S, direcao principal
T e funcao angulo 0. Para que tais equagoes sejam validas, vamos impor condigoes sobre

as funcoes g;;.

Afirmacao 4 As equagoes de compatibilidade (1.14) e (1.16) sdo verificadas por g,0, A
eT.

Demonstragao Primeiro verificamos a validade da equagao ((1.14). Denotando X =
n—1

.04 + > x;0,,, obtemos:
i=1

ViSY — VySX — S[X,Y] = Vx0Y — V30X — 0[X,Y]
_X(0)Y +0VY — V(@)X — 0Vy X — 0[X,Y]
—X(0)Y —Y(0)X
=1,0"Y —y,0" X
=0"(x,Y — yuX),

e, por outro lado,

cosB(g(Y, T)X — g(X,T)Y) = cos 0(g(Y,sen00,) X — g(X,sen6d,)Y)
= cosfsenf(y, X — x,Y)
= %sen(Z@)(yuX —xz,Y)
= % sen ®(y, X — x,Y)

= 1<I>”(:1ch — YuX)

2
=0"(z,Y — y,X).

Agora verificamos a equacao (1.16) usando a linearidade da conexao com respeito ao
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indice. Temos que:
Dy(cos ) = —(sen9)§ = —(senh)\

= —¢g(A\Dy,sen 60,)

= —g(90,,T).
Temos ainda que:

Oy, (cos ) = 0 = —Asenfg(0,,,0,) = —g(A0y,;,senb0,) = —g(S0,,,T),

como queriamos. O

Resta verificar sob quais condicoes a métrica g satisfaz as equacoes de compatibilidade

D) o 1.

Proposicao 3.2.4 As equagoes (1.13)) e (L.15)) sdo equivalentes as seguintes equagaoes:

(R(0y, X)0y,Y) = —(cos® 0 + (6')*)(X,Y),

(R(X,Y)0,,Z) =0,

(RIX,Y)Z,W) = (1+(0)") (X, W)Y, Z) — (X, Z)(Y, W),

Vo, 0u =0, (
sen 0V x 0, = (cos0)0' X, (

w w w

—_ =

em que X,Y,Z eW sdo campos tangentes definidos em U e ortogonais aT', V € a conexdo

de Levi-Civita de (U, g) e R o tensor curvatura de (U, g, V).

Demonstracao (=) Utilizando a equagao (|1.13)), obtemos a seguinte igualdade

(R@0, X)00,Y) = (X,0,)(00 Y) — (X, 0,)(00 TYY,T) — (B, T)(X, T){D,.,Y)
— {0y, Ou) (X, YY) + (D, O (X, TWY, T) + (X, Y)(00, T)(Ow, T)
+ (88, Y)SX,8,) — (58,,0,)(SX,Y)
= —(0u, Ou) (X, Y) + (D, sen00,) {0y, sen 00, ) (X, Y")
— (6")%(0u, 0u)(X,Y))
= (sen?f — 1 — (0)*)(X,Y)
= —(cos® 0 + (¢)*)(X,Y),

que é a equagao (3.7). Além disso,

(R(X,Y)0y, Z) = (Y, 01X, Z) — (Y,0,)(X, TN Z,T) — (8, )Y, T)(X, Z)
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— (X, 0,)Y, Z) + (X, 0,)Y, T)(Z, T) + (Y, Z)(0u, T)(X,T)
— (SX, Z)(SY,8,) + (SX,0,)(SY, Z)
= —(0")((X, Z)(Y,8,) — (X, 0,)(Y, Z)) = 0,

ou seja, a equacao (3.8) e, também,

(R(X,Y)Z,W) = (Y, Z)(X, W) — (Y, Z)(X, T) (W, T) — (Z, T){Y, T)(X, V)
— (X, 20 Y, W)+ (X, Z2)Y, YW, T) + (Y, WY Z,T)(X,T)
+ (SX, W)(SY, Z) — (SX, Z)(SY,W)
= (Y, 2)(X, W) = (X, Z)(Y, W)
+ (0 (X, WNY, Z) — (X, Z)(Y, W)
= (1+(0)) (X, WNY, Z) — (X, Z){Y, W),
que é a equacao .

Agora, usando os simbolos de Christoffel, obtemos que

Vo, 0u =90, + Zr s

e com o fato de que gy =1 € gur = 0 = gru, Vk € {1,...,n — 1}, temos que

2 + 2 — 2 Ba —

Logo, Vg,0, = 0.
Finalmente, pela equagao (1.15)) e usando que X é ortogonal a d,, resulta

0 cos0X = cos0SX = VxT = Vxsenbd,
= X (sen0)0, + sen 0V x0,
= 1, cos 000, + sen OV x0,
=sen OV x 0y,

ou seja,

sen 0V x0, = 0' cos 0 .X.

(<) Sejam X.,Y,Z e W campos tangentes a U. Usando a decomposicao X = 2,0, + X,

em que X é ortogonal a d,, e que

<R(8U7 aU>au> au> = <R(au, au)aua W> = <R<aua 8u)Za 8u> = <R(X7 Y)Za 8u> =



3.2. CLASSIFICACAO DAS HIPERSUPERFICIES TOTALMENTE UMBILICAS DE SV x R

51
(R(Oy, 0u)Z, W) = (R(0y, Y )0y, 0u) = (R(0u, Y)Z, W) = (R(X, 0y) 0y, 0u) =0,
<R(X7 au)Z’ W> = <R(X7 Y)auaau> = <R< )8u7W> 0,
(R(D4, Y)0u, W) = (R(X,0,)Z,0,) = —(cos* 0 + (6')*)(Y, W),
(R(0u, Y)Z,8,) = (R(X,8,)8,, W) = (cos® 0 + (6")*)(Y, Z),
(R(X,Y)Z,W) = (L+ (0)*) (X, W)Y, Z) — (X, Z){Y,W)).
obtemos que
(R(X,Y)Z, W) = —2,2,(cos? 0 + (8")2)(Y, W) + x,(cos® 8 + (6')*)(Y, Z)
+ Yuwy (cos® 0 + (0 (X, W) — yu(cos® § + (0)*)(X, Z)
+ (14 () (X, W)Y, Z) — (X, Z)(Y. W)).
Por outro lado, usando que T" = sen 00, temos que
(37, Z><X,W> — <§7, Z)(X,T><W,T> — (Z,T)(?,T)(X’,W) — (X,Z)(ff W>
(X, 20V, TY W, T) + Y, WWZ, THX,T) + (SX,W)SY, Z) — (SX, Z)(SY , W)
= —y24(cos? 0 + (0)2) Y, W) + 2, (cos? 0 + () )Y, Z) + yyw,(cos? 6 + () ) (X, W)
— yulcos® 0+ (') )(X, Z) + (1 + (0)*) (X, WNY, Z) — (X, Z){Y,W)).

Concluimos assim que a equagao ([1.13)) é verificada. E quanto a equacao ([1.15]), decorre
de

Vil = Voo ixT
=2,Vo, I +VxT
= 2,Vy,(sen )0, + Vx(sen)o,
= 24, (0y(sen 0)0, +senVy,0,) + X (sen )9, + sen 0V x 0,
= 2,(cos0)0'0, + sen 6V x 0,
= (c0s0)0' (x,0,) + (cos0)' X
= (cos0)0'X = cosHSX,
e portanto, a Proposicao [3.2.4] esta provada. 0

Voltemos & demonstracao da Proposicao m Da equagao (3.11) e do fato de que
I'ys = 1'4,, obtemos que

Ougij = 0u((Ou,,0v;)) = (V,00,, 0;) + (00, Vi, 00,)
(Vo,,0u, 0v;) + (O, 0, 0u)

((cot 0)8'0y,, Dy,) + (Oy,, (cot 6)0'0,,)

2(cot 0)6'(0,,, Dy;) = 2(cot 0)8 g,
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Logo, g;; é solu¢ao da EDP

¥ /
— = 2(cot 6)0
9y — 2lcot )’y
e, portanto, g;; = (sen?6)c;;(v1, ..., v,_1) para alguma fungao ¢;;. Assim, a métrica g tem
a forma de um produto torcido:
-1
g = du® +sen®f(u Z cij(v1, .., vpr ) dvidv; = du® + (sen®0)g,, (3.12)

Em particular, temos a seguinte consequéncia:

Afirmacgao 5 As equagoes (3.10) e (3.11)) sdo verificadas pela métrica g.

Demonstracao Para provar a validade da equacao (3.10]), note que

ra—ln_l o o 0 w0
uu T 5 8ugoo‘ aug()cO 90 goo | 9

Portanto, V,d, = I'Y 0, + z .0, =0.
Para provar a validade da equacao , considere X um campo ortogonal a T dado

por X = Z x;0,,. Entao,
=1

Vx0y = levav Dy = le %0, + Z "o,

Mas,

a=0
n—1
1 0 0 0 00
_§;<8_’0150a o gal+a a50)9
1n—lagga0 1n—1agg
=50 7919 =5 ) A9k
2 £~ du 2 £~ du
n—1 n—1
= Z(cot 0)0' grag™ = (cot 0)6 gig™
k=1 k=1
= (cot 0)0'6yp = 0,

pois [ > 1, e,
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i G, o, .0
0 gua 8gal 8 [m g

a:O
n—1
1 0 0 0
_ —_=5 N — G4 Ry y am
2;(3211 0 +8ugl+5’va zo>g
n—1 n—1
1 0 am 1 0 e
D) oy Jetd 5 Z 9y Ik
a=0 k=1
n—1 n—1
= Z(Cot 0)6' grag™™ = Z(Cot 0)6' gig™™
k=1 k=1
= (cot )6 0y,

Portanto,

Vx0u =Y a1y _(cot0)f 0,0, = (cot) e’le , = (cot 0)0'X

concluindo a prova da Afirmagao O

O préximo passo ¢ fazer a escolhas das funcoes ¢;; de modo que as equacoes (3.7,
(13.8) e (3.9) sejam verificadas. Da Proposicao e usando que Vy,0, = 0 temos que

H57%(0,,0,) o, . 0u(3,(sen6)) — Vp,0,(sen 0)

X X =
R(0u, X)0 = sen sen
= (—(0)? +cot (") X = —((¢)* + cos® ) X
oo O sen® : . N
pois 6" = 5 = 5 = senf cosf. Assim, vemos que a validade da equacao

nao depende da escolha dos ¢;; ’s.

Agora, grad(sen ) é, por definigao, o iinico campo de vetores que satisfaz (grad sen 6, X')
= X(senf). Como 6 s6 depende de u, temos que (gradsend,d,) = Oy(senf) = (cos )0’
e (gradsend,d,,) = 0,,(senf) = 0. Logo, grad(sen) = (cos#)0'0,. Assim, se X,Y,Z

forem ortogonais a T', novamente pela Proposicao [3.2.3

[lgrad(sen 6)||*
sen? 0
cos? 0(6')*
sen? 6
= R.(X,Y)Z — cot? 0(0') (Y, Z)X — (X, Z)Y),

R(X,Y)Z = RJ(X,Y)Z — (Y, 2)X — (X, Z)Y)

= R(X,Y)Z — (Y, 2)X = (X, Z)Y)

em que R, é o tensor curvatura associado a métrica g.. Logo, para que as equagoes (3.8])
e (3.9) sejam verificadas, devemos ter

(R(X,Y)Z,0,) = (R(X,Y)0y, Z) =0
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o (RX,Y)Z = cot28(8)2((Y, 2)X — (X, Z)Y,8,) = 0
<~ <RC(X7 Y)Z, 8u> = 07

(RIX,Y)Z,W) = (1+(0)) (X, W)Y, Z) — (X, Z)(Y,W))

& (R(X,Y)Z — cot> (02 ((Y, Z2)X — (X, Z)Y), W)
= (1+0)) (X, WNY, Z) — (X, Z)(Y, W)
& (RU(X,Y)Z, W) — cot? 0(0')2({X, W)Y, Z) — (X, Z)(Y, W)
= (1+(0)*) (X, WNY, Z) = (X, Z)(Y,W))
o mzw - (1+ B0 e z) - ez

Juntando essas duas informagoes, concluimos que as equagoes (3.8)) e (3.9)) serao verificadas

se, e somente se,

R.(X,Y)Z = (1 + S(eig;) (Y, 2)X — (X, 2)Y), (3.13)
ou, equivalentemente,
R(X,Y)Z = ((0)* +sen® 0)(g.(Y, Z2) X — g.(X, Z)Y). (3.14)

Lembramos que (6’)*+sen? 6 é constante, uma vez que ¢ = 26 é solugao da equacao ([3.1)).
Assim, a equagcao (3.14)) serd satisfeita se, e somente se, g. for uma métrica com curvatura
seccional constante ¢ = (6')? + sen? 0. De fato, se X,Y sao campos tangentes a (M", g.)

entao

_gc(Rc(Xa Y)X7 Y)
gc(X7 X)gc<y7 Y) - gc(Xv Y)2
9e(((0")? + sen? ) (g.(Y, X)X — g.(X, X)Y),Y)
9e(X, X)ge(V,Y) — go(X, Y)?
_ 2 sen2 QC(Y7 X)QC(Xv Y) — gC(X7 X)QC(K Y)
O e (X X (YY) — (XY )

K(X,Y) =

= (0)? +sen’f = c.

Portanto, basta tomar os c;;’s de modo que a metrica g. possua curvatura seccional
constante igual a c. Isso conclui a demonstragao da Proposicao |3.2.1] 0J

Agora apresentamos o teorema de classificacao.

Teorema 3.2.5 (ver [12], pag. 362) Seja f : M"™ — S™ x R uma hipersuperficie total-
mente umbilica, com func¢ao angulo 0, e seja p um ponto de M™ no qual senf(p) # 0.
Entao, existem coordenadas (u, vy, ...,v,_1) definidas em uma vizinhanga de p em M"™ de

tal modo que 6 so depende de u, o operador da sequnda forma fundamental de f € dado
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por Ay = 0'id, e,
(0) +sen?d = c, (3.15)

em que ¢ € uma constante real estritamente positiva. Além disso, localmente, existe uma
isometria de S™ X R que leva f(M™) em uma hipersuperficie de rota¢ao de S™ x R com

curva perfil dada por

alu) = — <sen9(u),0, 0,0 (u), Ve / sen 9du> . (3.16)

Reciprocamente, toda hipersuperfice de rotacao de S™ x R com curva perfil dada pela
equacao (3.16), em que 0 e c satisfazem a equagao (3.15)) € totalmente umbilica em S™ x R.

Demonstracao (=) Seja f : M™ — S™ x R uma hipersuperficie totalmente umbilica,
com funcao angulo 6 e operador da segunda forma fundamental dado por Ay = \id.
Como senf(p) # 0 e as fungoes sen e 6 sdo continuas, existe vizinhanca U de p em M™
no qual sen f nunca se anula.

Na primeira parte da demostracao da Proposigao [3.2.1, mostramos a existéncia de um

sistema de coordenadas (u,vy,...,v,_1) em U, no qual X e 6 s6 dependem de u, e de tal

forma que as equagoes (3.5)) e (3.6) sao verificadas. Dai,

((0))? +sen? ) = (A\? 4 sen? §)’
= 2\\ + 26’ sen 6 cos 0
= —260" senf cosf + 26’ sen @ cos§ = 0.

Logo, (6')? 4+ sen? = ¢, uma constante real positiva, uma vez que senf nao se anula

em U. Ademais, nas coordenadas (u,vy,...,v, 1), tinhamos que (sen6)d, =T e 9, L
Op;, Vi€ {l,...,n—1}. Assim, a métrica de U nas coordenadas (u,vy,...,v,_1) tem a
forma -
g = du® + Z gijdv;dv;,
ij=1

A hipersuperficie f satisfaz as 4 equacgoes de compatibilidade, e portanto, a Proposicao|3.2.4]
Disso e uma vez que 6 satisfaz a equagao (3.15)), como na demonstracao da segunda parte

da Proposicgao [3.2.4], concluimos que nas coordenadas em U, g tem a forma
g = du® + (sen?0)ge(vy, ..., vn_1),

em que g. ¢ uma métrica Riemanniana de curvatura seccional c.

Pelo Teorema [1.3.2] existe, a menos de isometrias de S” x R, uma tunica imersao
isométrica F': U — S™ x R tal que a projecao de 0, em F(U) é dF(T) = dF(sen6d,), o
angulo entre o vetor normal N a F'(U) e 0; é 6, e o operador da segunda forma fundamental

de F(U) é dado por Ay = 0'id = \id.
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Afirmacao 6 A funcgdio F : (U,g) — S" x R dada por

1
F(u,vy,...,0p1) = 7 <<,01 senf(u), ..., o, send(u),d (u), \/E/sen 0(u)du> , (3.17)
c
em que (p1(v1, .., V1), (U1, ..., Un_1)) € uma parametrizacao da esfera S™' que

. 1 X Op Op ) .. L . . .
satisfaz c;j = — > ——, € uma imersao isométrica que verifica as sequintes proprie-

¢ =1 Ov; Ov,
dades:

(i) A projecao de 0y em F(U) é dF(T) = dF(senfd,),

(i) O dangulo entre o vetor normal N a F(U) e 0y €46,
(iii) O operador da sequnda forma fundamental de F(U) € dado por S = 0'id.
Demonstragao A aplicagao F' é uma imersao pois em cada ponto (u, vy, ..., v,) 0s vetores

g—i = %(gpl(cos O(u))0 (u), ..., on(cosB(u))d (u),0" (u), esen O(u)),

TR (81)@- senf(u),. .., o0, sen@(u),0,0) ,

sao LI. Mais ainda, F' é uma imersao isométrica, pois

oF OF _ 1 2 2 1\2 2
<8u’ 8u> = C(cos 6(6')° + (0")" + csen” 0)
= 1(0082 0(c — sen® ) + sen?  cos? 6 + csen? 0)
c
=1= g<6uaau)a
OF OF 1, = O Opy,
- 0 Ttk
<5’Ui’ 8U]> ¢’ ; ov; Ov;
- g(aviaav])
Além disso,
dF(T) = dF(sen00,) = sen 0dF'(0,) = sen Hg—F,
u
e como 0; é ortogonal a g—F, Vie{l,...,n—1},
%
9 OF
i gl = O/ OF | 0F
PIO)p)0t = a_F a_F ou = se ou’
ou’ du

Portanto, projp0 = dF(T).
- 1 1 OF
Da relagao 0; = dF(T') 4+ cos N, temos N = 0(@ —dF(T)) = Oy —senf— ).

CoS cos ou
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Dai,

N(u,vq,...,0,) = %C(—wl(sen 0)¢, ..., —p,(send)d’ sen’ 0, \/ccos ). (3.18)

Ademais, (N, 0;) = cos? e,
PPE 1
oudu /¢

— 0 cos(20), /c(cos )8,
0’F 1 (%

(01(0" cos @ —senB(0')?), ..., 0n(0" cosd —senH(0)?),

(cos6)d', ..., %(COS 0)¢',0, 0) :

oudv; - % ov; ov;
82F 1 82(,01 82Q01
_— = — o,... 0,0,0 .
anan \/E (81)@-8%- SeRLY; ’aviavj SeLLY Yy )
Assim, usando que (6')? = ¢ — sen?, ou equivalentemente, #” = — sen 6 cos §, do mesmo

modo que foi feito no inicio do Capitulo 2, resulta

aQF 1 / 2 N2 ! n! /!l 2 2 /
<8u8u’N> —2(9 sen”0(6')* — 6’0" sen 0 cos 0 — 0'0" sen® 0 cos 20 + ¢(cos” 0)8")

/

0

= —(sen®0(c — sen” ) + sen® f cos® § — sen” 6 cos 20 + c cos® f)
c
/

0
= —(csen? 0 — sen* 0 + sen? § cos® § — sen® 0 cos? O + sen* § + cf')
c

ct B

- 0
c )

O*F

I VA
<3u8w’ > 0’

82F —1 - 82g0k 1 - 8@k 8gok

N)=— 20)0' = - 20)0' —.
<Bvi8vj’ > c (sen”6) Z Ov;0v; ok C(sen ) dv; Ov;
k=1 k=1
Logo, S = ¢id. Isso conclui a Afirmagao [0} O

Portanto, a menos de isometrias de S* x R, f = F.

(<) Se f: M™ — S" x R é uma hipersuperficie de rotagdo com curva perfil a dada
por (3.16)) e com funcao 6 satisfazendo a equacao (3.15)), entao pela Proposicao m
existe um sistema de coordenadas (u,vy,...,v,_1) no qual f(u,vs,...,v,_1) é dada como
no lado direito da equagao . Assim, o vetor normal N é dado pela equacao ,
e concluimos que seu operador da segunda forma fundamental é Ay = 6'id, o que mostra

que f é uma hipersuperficie totalmente umbilica em S™ x R. O
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Capitulo 4

Hipersuperficies Semi-Paralelas de
S" x R

O objetivo deste capitulo sera classificar as hipersuperficies semi-paralelas de S” x R.
Para tanto, iremos investigar o operador da segunda forma fundamental e, através deste,

descrever as hipersuperficies no teorema principal (ver Teorema [4.1.6)).

4.1 Classificacao das Hipersuperficies Semi-Paralelas
de S" X R

A classificacao de hipersuperficies semi-paralelas em formas espaciais foram obtidas
por J. Deprez, para o espago euclidiano (ver [5]), e por F. Dillen, para as formas espaciais

de curvatura seccional nao nula (ver [6]).

Definigao 4.1.1 (ver [9], pag. 18) Seja S"~!(c) uma esfera centrada em um ponto o € R"
e v € R"! um vetor tal que a reta t — o + tv é ortogonal a R™ C R**1. O cone eliptico
é uma hipersuperficie de R"*! descrita como a unido das semirretas emanando de v (o

vértice) e intersectando os pontos de S"~!(c), com a métrica induzida de R .

Teorema 4.1.2 (ver [3], pag. 304) Seja M™ wma hipersuperficie semi-paralela de R™.

Entao, ha trés possibilidades:
(i) M™ tem curvatura nula;
(i) M™ € paralela;

(11i) M™ é um cone eliptico, ou um produto de um cone eliptico de dimensdo ny com um

(n —ny)-plano de R™*1.

Teorema 4.1.3 (ver [6], pag. 194) Seja M"™ uma hipersuperficie semi-paralela de uma

forma espacial M"“(c), com ¢ # 0. Entao, hd trés possibilidades:
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(i) n =2 e M? tem curvatura nula ;
(i) M™ € paralela;

(iii) existe uma forma espacial M?(c) totalmente geodésica, e um vetor u em algum
subespaco vetorial tridimensional de R"*? que contém ]\7[2(6), de tal forma que M™
¢ uma hipersuperficie de rotagao cuja curva perfil € uma u-hélice em MQ(C), e cujo

eiro é ut. Mais ainda, M™ é isométrica ao cone.

Para classificar as hipersuperficies semi-paralelas de S™ xR, estudaremos como deve ser
seu operador da segunda forma fundamental. O préximo lema nos fornece a caracterizagao

desses operadores.

Lema 4.1.4 (ver [12], pag. 364) Seja M™ uma hipersuperficie semi-paralela de S™ x R
com direcao principal T e funcao angulo 6, como nos capitulos anteriores. Entao, existe
um referencial ortonormal {eq, ..., e,} em M™ com respeito ao qual o operador da sequnda

forma fundamental Ay tem uma das sequintes formas:

B
(Z) An = ’
A
[\
) 1 )
(i) Ay = ‘ , com Ay = —cos®*0 e, sen >3, T =|T|le,
| H
g ;
A
(1ii) Ay = A ,com A =—1ee =T = 0.
1
i K]
Demonstracao Seja M"™ uma hipersuperficie de S™ x R e {ej,...,e,} um referencial
ortonormal satisfazendo Aye; = \e; (tal referencial existe pois Ay é auto-adjunto).
Vamos denotar T'= Y T"¢;. Pela equagao de Gauss (1.7)), se i # j obtemos que,
i=1

R(ei, ej)ej = <AN6]', €j>AN€i — <AN6i, €j>AN€j + <€j, 6j>6,'
— (i ej)e; + (e, T)ei, e)T + (i, T)(e;, T)e;
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— (e, T)(ej,e;)T — (ej, T){e;, T)e;
= )\j)\iei + €; + TiTjej — TZT — TjTjei
= NN+ 1= (T9))e; + T'Te; — T'T.

Se i =7, R(e;, e;)e; = 0. Além disso, caso n > 3 e se i, j, k forem distintos, temos que

Rlei,e;)er = (Anej,er)Ane; — (Anei, ex) Ane; + (e;, ex)e;
— (es, exyej + (e, T)(es, ex)T + (e;, T){ex, T)e;
— (e, T){ej, en)T — (e, T){ex, T)e
=T'TFe; — T'T"e;.

Com essas esquacoes podemos calcular R - h como segue:

(R . h)(ei, €5, €4, 61') = —h(R(ez, €j)€i, 61‘) — h(ei, R(ei, €j>ei)

= h(R(ej;,e;)e;, e;) + h(e;, R(e;, e;)e;)

= 2(R(ej, e;)e;, Ane;)

=2((MNi + 1= (THe; + T'Te; — T'T, Ney)
=2(T"T? —T°T") =0,

(R - h)(ei €5, €, ;) = —h(R(ei, e5)eq, €5) — h(ei, R(ei, e;)e;)
= h(R(ej, €i)ei, e5) — h(R(ei, e5)e;, €:)
= ((MAi + 1= (T))ej + T'Te; — TT, \je;)
— (NN + 1= (T9))e; + T e; — T'T, \e;)
= X (N + 1= (T7)%) = (T7)°N; = XNy + 1= (T7)%) + N(T7)?
= (A = M)A +1 = (T7) = (T7)?),

(R-h)(ei, ej, e, e;) = —h(R(e;, e;)ex, e;) — h(ek, R(ei, e;)e;)
= —h(R(e;, ej)ex, e;) + h(R(ej, e;)ei, ex)
= —(T'T*e; — TIT"e;, \ies)
+ (NN + 1= (THYe; + T e; — TIT, Mpey)
= \TITF — N\ TITF = (N — \)TITF,

e, finalmente, para i, j, k, [ distintos (caso n > 4),

(R-h)(e;,ej, e, e) = —h(R(e;, e;)ex, er) — heg, R(e;, ej)e)
= —(T'T*e; — T"T%e;, ey) — (T Tle; — TIT'e;, Mey,) = 0.
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Suponhamos agora que M™ é hipersuperficie semi-paralela de S” xR, ou seja, R-h = 0.

Entao, através das equacoes acima, para 1, j, k distintos, obtemos:
(= A, + 1= (T — (7)) = 0, (4.1)

(A — A\)TIT* = 0. (4.2)

Se todos os autovalores de Ay sdo iguais, temos o caso (i), e em particular M™ serd
totalmente umbilica. Vamos supor que Ay possua ao menos 2 autovalores distintos. Para
fixar a notagao, consideremos dois indices i e j tais que A\; # A;. Também vamos supor
que T # 0. Como consequéncia, cosf # +1. Para o caso em que T = 0, assim como no
Teorema[3.1.1], concluimos que M™ é um aberto de S™ x {to} e portanto, M™ ¢ totalmente

geodésica, obtendo o caso (i) do lema. Consideramos dois casos:

Caso 1: T ¢ span{e;, e;}.

Entdo n > 3, pois {T,e;,e;} é LL. Logo, existe um indice k € {1,...,n} — {i,j}
tal que T% # 0. Da equagao (.2)), sendo (\; — \)T*T" = 0, resulta que 7% = 0, e de
(Ai = X\))T*T7 =0, temos 77 = 0. Logo, T' L span{e;,e;}. Ademais, da equagao (4.1)),

(N = A)NA; +1 = (T7)* = (T9)%) =0,

seguindo dai que

Caso 2: T € span{e;, e;}.
Da equacio e do fato de que ||T||?> = 1 — cos? 0, temos
(N = A)Aid; +1 = (1) = (T7)*) = 0,
que implica em
0= XA+ 1— (T — (T9)? = \\; + 1 — ||T||* = \A\j + cos® 6,

ou seja,

AiAj = —cos? 6.
Resumindo,
e Se T' ¢ span{e;, e;}, entao A\ = —1.
o Se T € span{e;,e;}, entdao \;\; = — cos? 6.

Agora, assuma que Ay possui exatamente dois autovalores distintos, digamos
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Ane; = Ne;, 1€ {1,...,]€},
ANei:uei, ze{k—l,,n}

Se A = —1, concluimos que nao existe i € {1,...,k} e j € {k—1,...,n} tais que
T € span{e;,e;}, caso contrario, — cos?f = —1, o que nao ocorre, uma vez que estamos
supondo 7" # 0. Logo, pelo caso 1, T' L span{e;,e;}, Vi € {1,... k},Vje{k—1,...,n}.
Mas disso, concluimos que 7' = 0, um absurdo. Assim, Ay = —cos?f # —1 e T €
spanie;,e;}, Vi € {1,...,k}, Vj € {k—1,...,n}. As tnicas maneiras disso ocorrer sao
quando k=1loun—(k+1)+1=1 (k=n—1). Mais ainda, se n > 3, entdo existe ao
menos 3 indices ig, k, [ tais que que T € span{e;,, ex} N span{e;,, e}, e disso concluimos
que T = ||T||e;,- Reorganizamos a ordem dos indices e trocamos A com p, se necessario,
de modo que \ seja um autovalor relacionado a e; e que T' = ||T||ey, caso n > 3. Assim,

obtemos o caso (ii) do enunciado.

Assuma que Ay tenha no minimo trés autovalores distintos, digamos A\, u e v. Se

A= Av = —1, entao u = U v, o que ¢ um absurdo. Restam duas possibilidades.
Suponhamos que A\t = —1 e A\v = —cos?f # —1. Temos que uv = —cos?f # —1,
caso contrario, como na situacao anterior, terfamos \ = — = v. Por um lado py =
1

— cos? § < 0 mas, por outro,

Y2V cos? 6

W= T e 7Y
Logo, a unica possibilidade é que v = cos = 0, uma vez que \, u # 0.
—cos? 0
Suponhamos agora que A\ = \v = —cos?f. Se cosf # 0, entdo t = ——— =1, 0

que novamente nos da uma contradi¢ao. Logo, cosf = 0, e como A, p e v sao distintos,
concluimos que A = 0.

Em todas as possibilidades, portanto, 0 deve ser autovalor de Ay e cosf = 0.

Para finalizar, vamos mostrar que: T é autovetor relacionado ao autovalor 0; Ay
possui no maximo 2 autovalores nao nulos, e os autovalores nao nulos de Ay, digamos A
e p sao tais que A\p = —1.

Sejam {A1,...\,} os autovalores de Ay, sem contar multiplicidades. Reorganizando
os indices, se necessario, assuma que \; = 0. Uma vez que M\, = 0 # —1, Vi €
{2,...,n}, segue do caso 1 que T € span{ey,e;}, Vi € {2,...,n}. Logo, T também estd
na interseccao de todos esses subespacos, e disso concluimos dai que 7' esta na direcao de
e1, ou seja T' = ||T'||e;. Em particular, isso mostra que 7" é autovetor relacionado ao auto
valor 0. Disso decorre que T' L span{e;,e;}, Vi,j € {2,...,n}. Pelo caso 1, concluimos
que MA\; = —1, Vi € {2,...,n}. Isso mostra que o autovalor 0 tem multiplicidade 1.

Além disso, se fixarmos iy € {2,...,n}, temos que para todo i,j € {2,...,n} — {ig} vale
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Portanto, Ay possui no maximo dois autovalores nao nulos, A e pu digamos, e sao tais
A= —1.
T
Finalmente, como cos € = 0, entao 6 = :|:§, logo T' = 9;. Em particular ||T|| = ||0y]| =

1 e reorganizamos o referencial tomando e; = T'. Isso conclui a demonstragao do lema. [J

Em termos do operador da segunda forma fundamental, o Lema fornece uma
caracterizacao das hipersuperficies semi-paralelas de S™ x R e serd o nosso principal ins-
trumento para classificar tais objetos. Porém, antes de exibir a classificacao, exibiremos

uma proposicao que nos permite identificar hipersuperficies semi-paralelas de S™.

Proposicao 4.1.5 (ver [6], pag. 197, Prop 2.1) Seja M™ uma hipersuperficie de uma

forma espacial M"H(c), com ¢ # 0. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) R-h =0, ou seja, M™ ¢ semi-paralela em M™(c).

(2) Em cada ponto de M™ o operador da sequnda forma fundamental tem a sequinte

forma

Ay = , com AL = —c ou A = L.

1

Teorema 4.1.6 (ver [12], pag. 366) Seja M™ uma hipersuperficie semi-paralela de S" xR.

Entao, hda quatro possibilidades:
(i) n =2 e M? tem curvatura nula (i.e., R =0),
(ii) M™ € totalmente umbilica em S™ x R,

(1ii) M™ é um aberto de uma hipersuperficie de rotagao de S™ xR com curva perfil sendo

ou uma reta vertical, ou parametrizada por

a(s) = | cos(s),0,...,0,sen(s),+ / vCcos?c — 1do |,
S0

(iv) M™ é um aberto de uma hipersuperficie de S*™ x R da forma M1 xR, em que

M™ 1 € uma hipersuperficie semi-paralela de S™.

Demonstracao Seja M"™ uma hipersuperficie semi-paralela de S™ x R e Ay seu operador
da segunda forma fundamental. De acordo com o Lema [4.1.4] ha trés possibilidades para
An.
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Caso la: Ay = \d.

Neste caso M" é totalmente umbilica, e ja foi classificada no Capitulo 2. Em particular,

obtemos o caso (ii) do enunciado.

Caso 1b: n = 2.

Suponha que M™ nao é totalmente umbilica, pois este caso ja foi tratado. Afirmamos
que M™ tem curvatura nula em S? x R, ou seja R = 0. De fato, se {ej,es} for um

referencial ortonormal para M" entdo para i,j € {1,2},i # j
R(ei, e;) =0, e, (R(ei, ej)e, e;) = 0.
E como M? é semi-paralela,
0=R- h(ei, €j, €, 6]') = (>\z — )\])()\2)\] + 1— (Tj)2 — (TZ)Q),
ou seja,
AAj+1— (T7)? = (T")?* = 0.
Dai,

<R(6i, 6]')61', 6j> = <()\z>\] +1— (Tj)Q)ei + TiTjej — TZT, 62')
=\ +1— (T2 — (T2 = 0.

Portanto, R(e;,e;) = 0. Em particular, acabamos de obter o caso (i) do enunciado.

Caso 2: Ay = ' ,com A\ = —cos?0 e T = ||T|e;, caso n > 3

0

Pelo Teorema M™ é um aberto de uma hipersuperficie de rotacdo de S"™ x
R. A igualdade Ay = — cos? @ descrita no Lema determina a curva perfil a dessa
hipersuperficie de rotagao. Vejamos como.

Lembre-se que das equacoes e para o caso de a nao ser uma reta vertical,

temos que

_a//(S)
AS) = ————, s) =
(5) (1+a(s)?)3 4ls)

Além disso, se a for uma reta vertical dada por a(s) = (cos(c),0,...,0,sen(c), s) entao,

pelas equagoes (2.5)) e (2.5)),
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A(s) =0, p(s) = —cot(c).

Tratamos desses dois subcasos separadamente.

Subcaso 1: « nao é uma reta vertical.

Entao,
_d'(s)a"(s) cot(s)

(1+(d'(5))?)*

Por outro lado, temos que

T\ 2
—cos’f =sen?h — 1= <6t,—> -1

17l
= <a i/>2 ~1
Ul
a'(s)? B -1

T @E)E It @R

pois a(s) = (cos(s),0,...,0,a(s)) e [[&/(s)]|> = 1 + (d/(s))?>. Assim, a equagdo Ay =

— cos? @ é equivalente a

a'(s)a"(s) cot(s) _ -1
(1+(@(s))?)? 14 (a'(s))?
& d'(s)a"(s) cot(s) = —1 — (d(s))?
& d'(s)a"(s) = —tan(s) — (a'(s))* tan(s)
& 2(d'(s)?) tan(s) = 2d/(s)a”(s) + 2 tan(s)
& ((d'(5))*) 4 2tan(s)(d'(s))* + 2tan(s) = 0,

cuja solugao é dada por d/(s)? = C'cos?(s) — 1, C € R. Dali,
a(s) = | cos(s),0,...,0,sen(s), = / VCcos?o — 1ldo |,

obtendo assim o caso (iii) do enunciado.

Subcaso 2: « é uma reta vertical.

Neste caso, o/(s) = 0y = T e cosf = 0. Como T = 0}, concluimos que M™ é um aberto
de uma hipersuperficie da forma M" ! x R de S* x R. O operador da segunda forma
fundamental de M™~! em S" é S = —cot(c) - id, (pois S = (An)|go,3+, como veremos
abaixo), e assim M"™~! é uma hipersuperficie semi-paralela de S”. Obtemos os casos (iv)

e (iii) do enunciado.
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Caso 3: Ay = A A= —lee =T =0,.

L

No dltimo caso do Lema 0, é tangente em todo ponto de M" e portanto M" é
um aberto de uma hipersuperficie de S” x R da forma M™! x R, em que M"! ¢ uma
hipersuperficie de S™. Se denotarmos por S o operador da segunda forma fundamental
de M™ ! em S”, para todo campo X tangente a M" !, temos que SX = AyX. Dai,

concluimos que S tem a forma

A

S = , com Ay = —1.

I

De acordo com a Proposicao [4.1.5| esta condicao é equivalente a M™ ! ser semi-paralela

em S™. Obtemos assim o caso (iii) do enunciado. U

Para finalizar este capitulo, mostraremos que no Caso 2 e no Caso 3, S = (Ay)|gs,3+-
De fato, se N é um vetor normal a M ! em S”, entdo o mesmo serd normal a M"! x R
em S” x R. Dai, pela férmula de Gauss (.1, para todo campo X tangente a M"~! temos

que:

SX = —(DxN)T = [=(VxN) + (A5, X, N)o,]*
= —VyN = AyX,

em que Ay, é o operador da segunda forma fundamental da inclusio de S” em S x R, que
é o operador nulo, pois S™ é totalmente geodésica em S™ x R, e o superindice T" denota a

parte tangente a S™.
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Capitulo 5
Hipersuperficies Paralelas de S" x R

Neste capitulo serda apresentada uma classificacao das hipersuperficies paralelas de
S™ x R. A idéia é identificar no Teorema quais sao paralelas, uma vez que toda

hipersuperficie paralela é semi-paralela.

5.1 Classificacao das Hipersuperficies Paralelas de
S" x R
As hipersuperficies paralelas da esfera S™ foram classificadas por H.B. Lawson (ver

[8]). O resultado que ele demonstrou segue apds a definigao:

Definicao 5.1.1 Sejam p e q inteiros positivos tais que p + ¢ = n. Definimos o seguinte

subconjunto de R"*2, chamado de Toro de Clifford Generalizado:

p+l g+1
p qa\ n+2. 2o P 2 4
SP(ﬁ)xSQ(\/%)_{(:pl,...,a:p+1,y1,...,yq+1)E]R ,Elxi—g e Eyj—g}
1= 1=)

Observagao 5.1.2 Em particular, SP (\/g) x S1 (\/g) C S*L

Proposigao 5.1.3 (ver [8], pdg. 190) Seja f : M™ — S™* uma imersao isométrica. Se
Vh =0, entdao existe um inteiro 0 < k < [%} de modo que f(M™) € um aberto do produto

o (2) <5 ()
Vamos comecar a classificacao das hipersuperficies paralelas de S™ x R.

Teorema 5.1.4 (ver [12], pag. 367) Seja M"™ uma hipersuperficie paralela de S™ x R.

Entao, hd duas possibilidades:
(i) M"™ € um aberto de S™ x {to}, em que ty € R.

(ii) M™ é um aberto de uma hipersuperficie de S" x R da forma M™1 xR, em que

M™ ! ¢ uma hipersuperficie paralela de S™.
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Demonstracao Vamos verificar cada caso do Teorema [4.1.6| e encontrar quais sao as

hipersuperficies paralelas de S™ x R.

Caso i: (n =2 e M™ tem curvatura nula). As hipersuperfices paralelas de S? x R foram
classificadas em [1], que diz: as hipersuperficies paralelas com curvatura nula de dimensao
2 de §? x R sdo abertos de produtos cartesianos de esferas de dimensao 1 contidas em S?

com R.

Caso ii: (M" totalmente umbilica). Neste caso, o operador da segunda forma funda-
mental é Ay = Ald. Suponhamos que M™ seja paralela, ou seja, (Vh)(X,Y,Z) = 0,
VX,Y,Z € X(M™).

Mas, por outro lado, calculando explicitamente,

(Vh)(X,Y, Z) = X(W(Y, 2)) = h(VxY, Z) = h(Y,VxZ) =0

)
o XY, 2)) = MNVxY,Z) = \Y,VxZ) =0
& XY, Z)+ XX (Y, 2)) = MVxY,Z) = \Y,VxZ) =0
& XWYZ)+MX(Y.2) ~ (VxY.Z) — (Y,VxZ) =0
& XY, Z) =0,
& X(A\)=0.

ou seja, A é constante em M".

Pela equagao (3.3), 0 = T(\) = —cos(T,T) = — cosfsen®f. Logo, cosfsenfd = 0.

Entao, ou cosf = 0, ou senf = 0.

Se senf = 0, entao cosf = +1, o que implica N paralelo a 9;. Dai, M™ é um aberto
de S™ x {to}, para algum ¢, € R. Além disso, como S" x {to} é totalmente geodésica,
concluimos que M"™ também é totalmente geodésica. Obtemos dessa maneira o caso (i)

do enunciado.

Se cos§ = 0, entao 0; é tangente a M"™ em todo ponto, ou seja, M"™ é um aberto de uma
hipersuperficie da forma M" ! x R, em que M™ ! é uma hipersuperfice semi-paralela de
S™. Mas, como cosf = 0, entdo —(sen )0’ = 0 e send = +1, seguindo dai que ' = XA = 0.
Disso, temos que Ay = 0, ou seja, M" é totalmente geodésica em S™ x R. Em particular,
isso acarreta que M™ ! é totalmente geodésica em S™. Obtemos, assim, o caso (ii) do

enunciado.

Também, concluimos que toda hipersuperficie totalmente umbilica e paralela de S” x R

¢ totalmente geodésica.

Caso iii: (M™ é uma hipersuperficie de rotagao e A\ = — cos? ).
Tome X e Y campos LI e ortogonais a 7. Através da equagao de Codazzi ([1.9) e do

fato de {T}* ser uma distribuigao involutiva, temos que
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,u[X, Y] = AN[X, Y] = VXANY - VyANX - COSQ((Y’7 T)X - <X, T)Y)
= VxAnY — VyAxX
= X(WY +pVxY =Y ()X — pVy X,

ou seja,
0=X(pY -Y(uX.

Assim, como X e Y sado LI, concluimos X (u) = Y(u) = 0. Logo, p é constante nas
direcoes perpendiculares a T
Seja agora «(s) a curva perfil de M" e escolha um campo de vetores X (s) ao longo de

a(s) que satisfaga as seguintes condigoes:

(a) X(s) L d/(s) (ou, equivalentemente, X (s) L T(a(s)),

(b) X(s) é paralelo ao longo de a(s) em R™"*2,

(c) [ X(s)]l = 1.
A existéncia de X se justifica tomando um campo ortogonal ao subespago P? (descrito
no Capitulo 2) e tangente a M™.

Denotando por h a segunda forma fundamental da inclusdo de S x R em R"*2 e
usando a formula de Gauss (|1.1]), concluimos que

0=DrX = VX + (T, X)¢
= Vo X 4+ (T, X)N + h(T, X)¢

pois X é paralelo ao longo de o em R"*2. E, como {V7X, N, £} é LI, concluimos que
VX =0. (5.1)

Agora suponhamos que M™ é paralela em S™ x R. Usando o fato que X é unitario e
perpendicular a T' (logo, Ay X = uX) e a equacao (5.1)), obtemos

0= (VA)(T,X,X)=T(h(X,X)) - 2h(VrX,X)

Portanto, p é constante na direcao T. Ou seja, p é constante em M™.
Usando a equagao de Codazzi (|1.9) e a equagao ([1.10), se X L T, temos

V)(ANT - VTANX — AN[X, T] = COS@(<T, T>X — <X, T>T)
= cos0||T||?X

= cosfsen’HX.
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Logo,

Vx(AT) = V(pX) — An(VxT — Vi X) = cosfsen 6X
=  X\T+AVxT —T ()X — uV7X — Ax(cos 0ANX) + An(VrX) = cosfsen® X
= XNT + Mpcos0X — uVpX — p?cos X + pVrX = cosfsen? 6X.

em que da penultima para a ultima linha da equacao usamos que
(Ve X, T)=T{X,T)) — (X, VyT) = cos (X, ANT) = 0,

para concluir que Ay (V7 X) = uVyX.

Usando o fato que A\ju = — cos? §, obtemos

XNT + MecosX — uVpX — pcos0X + pVoX = cosfsen? X

()
= X(NT — cos® X — p® cos §X = cos f sen® H.X
= X (AT — cos(p* + sen® 6 + cos* ) X = 0
= X(NT — cos (> +1)X = 0.

Como X e T sao LI, concluimos que X(A) = 0 e cosf(u? + 1) = 0. Em particular,
cosf = 0. Isso significa que M™ é um aberto de um produto da forma M" ' x R, em
que M™ ! é uma hipersuperficie semi-paralela de S™. A equacio assegura que
—(ANT, X) = X(cosf) = X(0) =0, VX € X(M"). Em particular, ANT = 0, ou seja,
A=0.

Agora, considerando M"! como subvariedade de R™!, sua codimensio serd 2. Os
campos N e v (vetor posicio em R"*!) sio normais a M"'. Usando a férmula de
Gauss ([1.1]), vamos calcular os operadores da segunda forma fundamental de M™ 1! em
R™*! mnas direcoes N e v, os quais denotamos respectivamente por Sy e S,. Se X for
tangente a M" !, em particular X é ortogonal a T e, pelo fato de S™ ser totalmente

geodésica em S™ x R, obtemos
SnX = —(DxN)T = —(VxN)" = AyX = uX,

S, X = —(Dxv)'' = —Xgn = - X.

Portanto, os operadores da segunda forma fundamental de M™ ! em R™! sio dados por
Sy = wid e S_,, = id, respectivamente.

Porém, N e —v geram um plano II, normal a M™ ! em R™*'. Podemos tomar dois
vetores Ny e Ny em I1, através de uma rotagao de N e —v por um angulo ¢ # k7, de modo
que os novos operadores da segunda forma fundamental sao dados por Sy, = \/ﬁ id

e Sy, = 0. De fato, rotacionando N e —v em II por um angulo ¢ # k7, obtemos
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Sy, = —dNy = —dRN = —d(cos (N —sen((—v)) = cos(Sy —sen(S_,,

Sy, = —dNy = —dR(—v) = —d(sen (N + cos((—v)) = sen(Sy + cos (S_,,

em que R é a rotacao pelo angulo (. Em suma,
SN, = (ncos( — sen()id,

SN, = (pusen  + cos ()id.

Dal, ¢ # km e, portanto, sen( # 0. Assim, se queremos Sy, = 0, entao psen( + cos( =

0< ¢ =arccot(—p).

Como Sy, = 0, Ny é constante em Mnt, Logo, M" ! esté contido em um sub-

espaco afim de dimensdao n de R™!, gerado por {Ny}+. E como Sy, = /pu2+1 id,

concluimos que M™~! é um aberto de uma esfera de dimensao n — 1 e raio \/12—1, contida
ne+

no subespaco afim que acabamos de citar. Portanto, M™~! é uma hipersuperficie paralela

de S™. Obtemos o caso (ii) do teorema.

Caso iv: (M™ C M™ 1! x R, em que M" ! é hipersuperficie semi-paralela de S™).

Neste caso, M" ! x R é paralela em S"” x R se, e somente se, M" ! é paralela em S".

Ao mostrarmos essa equivaléncia, obteremos o caso (ii) do teorema.

Se N é normal a M1, entdo N = (N,0) serda normal a M™ ! x R. Dai, denotando
por Sy e Ay os respectivos operadores da segunda forma fundamental de M™~! em S™ e
M™ ! xR em S" x R, usando a férmula de Gauss (1.1, obtemos que

AnNX = =VxN = —DxN + (X, —Dy0,)0, = —Dx N = Sy X.

Logo, Ay = Sy. Se V e V forem as respectivas conexdes de Levi-Civita de Mt xRe

M"™ ! temos novamente por (1.1)) que
VxY =VxY +(X,-Dyd,)0, = VxY, VXY € X(M"1),

e, se h e h forem as respectivas segundas formas fundamentais de M ! x R em S” x R e

de M"~! em S", temos, para X,Y, Z tangentes a M"~!, que

(VR)(X,Y,Z) =0

o X(h(Y,Z)) = WVxY,Z) = h(Y,VxZ) =0
& X(WY,2)) = h(VxY,Z)—h(Y,VxZ) =0
& (Vh)(X,Y,Z) = 0.

Finalmente, se X,Y forem ortogonais a d;, entao
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(VR)(0, X,Y) = 0y (h(X,Y)) — (Vs X,Y) — h(X,V,,Y)
=0—h(0,Y) —h(X,0) =0,
(Vh)(X,0,Y) = X(h(0,Y)) — h(Vx0,Y) — h(0, VxY)
= X((0,Y)) — (0, ANY) — (0, VxY) =0,
(Vh)(X,Y,0,) =0,

como queriamos. O

Observacao 5.1.5 Tendo em vista a classificagao das hipersuperficies totalmente umbi-
licas de S™ x R dada no Teorema [3.2.5| e das hipersuperficies paralelas no Teorema [5.1.4],
concluimos que nem toda hipersuperficie totalmente umbilica de S™ x R é paralela. Um
exemplo é obtido igualando as curvaturas A(s) e u(s) dadas nas equagdes e (2.6).

Feito isso, obteremos a seguinte EDO:
a"(s) = d'(s) cot?(s)(1 + a'(s)?).

Por fim, basta tomar solucdo a(s) de modo que a/(s) nao seja constante, o que é

equivalente a p nao ser constante, e obter a parametrizagao da hipersuperficie através da

equacao ([2.4)).
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