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Que tristes os caminhos, se não fora
A presença distante das estrelas!

Mário Quintana



Agradecimentos
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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar uma classe de campos vetoriais reais
definidos sobre um toro, onde os conceitos de hipoelipticidade global, resolubilidade global
C∞ e redução à sua forma normal são equivalentes. Também estudamos que uma famı́lia
de campos vetoriais reais que comutam entre si, pode ser transformada em uma famı́lia
de campos vetoriais constantes com a condição de que um deles tenha o seu operador
transposto dado por um operador hipoeĺıptico. Fornecemos ainda algumas aplicações
sobre a propriedade de hipoelipticidade global para uma classe de sublaplaceanos. Este
trabalho foi baseado nos artigos [11] and [12] de Gerson Petronilho.
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Abstract

The main aim of this work is to study a class of real vector fields defined on a torus,
where the concepts of global hypoellipticity, global C∞ solvability and reduction to its
normal form are equivalents. We also study a family of commuting vector fields that can
be converted into a family of constant vector fields provided that there is one of them
which its transpose operator is given by a hypoelliptic operator. We also provide some
applications on the global hypoellipticity property for a class of sublaplaceans. This work
was based on articles [11] and [12] from Gerson Petronilho.
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1.4 Transformada Parcial de Fourier Periódica . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.5 Operadores Diferenciais Parciais lineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.6 Teorema de Paley-Wiener . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.7 Conjunto Frente de Onda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
1.8 Espaços de Sobolev no toro TN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2 Hipoelipticidade e Resolubilidade no Toro 42
2.1 Relações Básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.2 Hipoelipticidade e Resolubilidade Global de Campos Vetoriais . . . . . . . 44
2.3 O operador P = −∆t − L2

x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3 Famı́lias de Campos Vetoriais Reais 63
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Introdução

Neste trabalho foram estudados os artigos do autor Gerson Petronilho que seguem nas
referências [11] e [12]. O objetivo principal do primeiro artigo é apresentar uma classe de
campos vetoriais reais definidos no toro TN onde os conceitos de hipoelipticidade global,
resolubilidade C∞ e redução do campo a sua forma normal são equivalentes, e no segundo,
obter a redução simultânea de uma famı́lia de campos vetoriais reais que comutam entre
si à sua forma normal.

Em 1973, Greenfield e Wallach [6], considerando o operador L = a1(u, v)∂u+a2(u, v)∂v
em T2, com a1, a2 ∈ C∞(T2) provaram que se o adjunto de L é hipoeĺıptico, então existe
uma transformação suave τ : (u, v) → (x, y) tal que L = F (x, y)(∂x + Λ∂y), onde F ∈
C∞(T2) e F (x, y) 6= 0, ∀(x, y) ∈ T2. Ainda, Λ é um número real chamado Diofantino, ou
seja, existem constantes positivas C0 e N0 tais que

|k + `Λ| ≥ C0

(|k|+ |`|)N0
, ∀k, ` ∈ Z \ {0}.

Chen e Chi [2], mostraram que o adjunto L∗ de um campo vetorial L é globalmente
hipoeĺıptico se, e somente se, existe um difeomorfismo global C∞, τ : TN → TN que
conjuga L à sua forma normal, isto é, sendo y = τ(x), pode-se escrever L =

∑N
j=1 Λj∂yj ,

onde os coeficientes reais Λj satisfazem a seguinte condição Diofantina. Existem K ∈ Z+

e C > 0 tais que∣∣∣∣∣
N∑
j=1

ξjΛj

∣∣∣∣∣ ≥ C

(1 + |ξ|)K
, ∀ξ = (ξ1, ..., ξN) ∈ ZN \ {0} (?).

Em [11], Petronilho obtém o seguinte resultado. Dado um campo vetorial real suave
L =

∑N
j=1 aj∂xj definido no toro TN , suponha que kerL∗ = [ω], onde w ∈ C∞(TN) e

ω(x) 6= 0 para todo x ∈ TN , então são equivalentes:

1. Existe um difeomorfismo C∞, τ : TN → TN , que conjuga L à sua forma normal
L =

∑N
j=1 Λj∂yj , sendo que os números Λ1, ...,ΛN satisfazem a condição (?).

2. L∗ é globalmente hipoeĺıptico em TN .

3. L é globalmente hipoeĺıptico em TN .

4. L é globalmente C∞ resolúvel em TN .
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5. L∗ é globalmente C∞ resolúvel em TN .

Usando argumentos clássicos prova-se que se o transposto L∗ de um campo vetorial
real suave é globalmente hipoeĺıptico, então kerL∗ = [ω], com w ∈ C∞(TN) e ω(x) 6= 0,
∀x ∈ TN . Entretanto, tal condição pode ocorrer mesmo que o operador transposto não
seja globalmente hipoeĺıptico. De fato, considere por exemplo o campo L = ∂t + λ∂x
onde λ é um número de Liouville, então L não é globalmente hipoeĺıptico muito embora
kerL∗ = [1].

Um fato importante em [2] é que quando o operador L∗ é globalmente hipoeĺıptico
então o operador L é globalmente resolúvel em C∞. Tal fato é fundamental para a
construção de um difeomorfismo que conjuga o campo L num campo com coeficientes
constantes, satisfazendo a condição (?). Para a prova da resolubilidade global é usado um
argumento clássico conhecido como estimativa à priori em espaços de Sobolev, Hs(TN)
como segue.

Seja P = P (x,D) um ODPL e denotemos por P ∗ o seu transposto, supondo que P ∗

seja globalmente hipoeĺıptico em TN , então existem ` ∈ Z+ e c > 0 tais que

‖ϕ‖H0 ≤ c ‖P ∗ϕ‖H` , ∀ϕ ∈ (kerP ∗)⊥ ∩ C∞(TN).

Por outro lado, a rećıproca em geral não ocorre, ou seja, a resolubilidade global C∞

não implica a hipoelipticidade de L ou L∗. De fato, considere o operador X = ∂t + λ∂x,
com (t, x) ∈ T2 e λ ∈ Q. Temos que L é globalmente C∞ resolúvel mas L e L∗ = −L não
são globalmente hipoeĺıpticos em T2.

Como aplicação do resultado central, consideramos operadores da forma P = −∆t−L2
x

no toro Tn+m, sendo t ∈ Tn, x ∈ Tm, ∆t =
∑n

k=1 ∂
2
tk

e Lx um campo vetorial real suave
sobre Tm. Analisamos a relação de hipoelipticidade global e resolubilidade global C∞

entre os operadores P em Tn+m e Lx em Tm bem como entre seus transpostos. Para
obter a hipoelipticidade de P ∗ foi necessário utilizar a transformada parcial de Fourier,
obtemos a suavidade de uma distribuição em Tn+m observando o decaimento rápido de
sua transformada parcial de Fourier em uma das variáveis.

Ainda, analisamos o operador X = ∂t + a(t)∂x + b(t)∂y em T3, para relacionar os
vários tópicos apresentados no trabalho até então. No estudo da hipoelipticidade de X
foi necessário utilizar conceitos de análise microlocal e observando condições especiais
para o seu núcleo, todos os resultados vistos no Caṕıtulo 2 são aplicáveis a esse operador.

Em [12] verifica-se resultados não somente para um campo, mas para X1, ..., Xm uma
famı́lia de campos vetoriais reais em TN . Adicionando a hipótese de que os campos desta
famı́lia comutam entre si, e que o transposto de um deles é um operador globalmente
hipoeĺıptico em Tn, então, mostra-se que existem coordenadas globais y em TN tais que a
famı́lia {Xj}m1 admite a forma normal {

∑N
k=1 Λjk∂yk}m1 . Sob as mesmas hipóteses, obtém-

se que o operador P = −
∑m

j=1 X
2
j é globalmente hipoeĺıptico, o que é um resultado

significativo, pois a hipoelipticidade de operadores dessa forma ainda é um problema em
aberto.
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CAṔITULO 1

Preliminares

1.1 Resultados de Análise Funcional

Notação 1.1.1. Dado um multi-́ındice α ∈ Zn+, isto é, α = (α1, ..., αn) onde αi ∈ Z+

i = 1, ..., n

1. |α| = α1 + ...+ αn

2. α! = α1!α2!...αn!

3. ξ ∈ Rn =⇒ ξα = ξα1
1 ...ξαnn

4. ∂αx = ∂α1
x1
...∂αnxn

Recordemos as seguintes identidades

A) Fórmula de Newton Generalizada

(t1 + . . .+ tn)N =
∑
|α|=N

N !

α1! · · ·αn!
tα1
1 . . . tαnn . (1.1)

para todo N ≥ 1 inteiro e t1, . . . , tn ∈ R.

B) nN =
∑
|α|=N

N !

α!
.

C) 2N =
∑

k+j=N

N !

k!j!
.

D)
∑
β≤α

(
α
β

)
= 2|α|.

E)

(
α
β

)
≤ 2|α|, α, β ∈ Zn+, β ≤ α.
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Proposição 1.1.1. Dados ξ ∈ Rn e M ∈ Z+

|ξ|M ≤
∑
|α|=M

M !

α!
|ξα|

sendo |ξ|2 = |ξ1|2 + ...+ |ξ1|2.

Demonstração. Aplicando a Fórmula de Newton Generalizada temos

|ξ|2M = (ξ2
1 + . . .+ ξ2

n)M =
∑
|α|=M

N !

α!
(ξ1)α1 · · · (ξn)αn

=
∑
|α|=M

N !

α!
(ξα)2 =

∑
|α|=M

N !

α!
|ξα|2.

Elevando a potência 1/2 ambos os membros da expressão acima e usando a subaditividade
da função ϕ(t) = t1/2 temos

|ξ|M =

 ∑
|α|=M

N !

α!
|ξα|2

 1
2

≤
∑
|α|=M

(
N !

α!

)1/2

|ξα|

≤
∑
|α|=M

N !

α!
|ξα|.

Completando assim a prova da Proposição.

Lema 1.1.1. Seja k ∈ N.

a) Existem A1, A2 > 0 tais que

A1|ξ|2k ≤
∑
|α|=k

|ξα|2 ≤ A2|ξ|2k (1.2)

para todo ξ ∈ Rn.

b) Existem C1, C2 > 0 tais que

C1(1 + |ξ|2)k ≤
∑
|α|≤k

|ξα|2 ≤ C2(1 + |ξ|2)k (1.3)

para todo ξ ∈ Rn.

Demonstração. a) Tome F (ξ) =

∑
|α|=k |ξα|2

|ξ|2k
∈ C∞(RN \{0}). Note que F é homogênea,

ou seja, F (λξ) = F (ξ), ∀λ > 0 e ξ ∈ RN \ {0}. Como F é cont́ınua e positiva na esfera
unitária Sn−1 = {ξ ∈ Rn : |ξ| = 1} então F assume valores mı́nimo e máximo A1, A2 > 0
em Sn−1, ou seja,

A1 ≤ F (η) ≤ A2, ∀η ∈ Sn−1.

Dado ξ ∈ Rn \ {0} seja η
.
= |ξ|−1ξ ∈ Sn−1 então

F (ξ) = F (|ξ|η) = F (η)

4



e portanto

A1|ξ|2k ≤
∑
|α|=k

|ξα|2 ≤ A2|ξ|2k

para todo ξ ∈ Rn.
b) Desenvolvendo o binômio de Newton temos

(1 + |ξ|2)k =
k∑
j=0

(
k
j

)
|ξ|2j.

Aplicando a primeira desigualdade em (1.2) temos

|ξ|2j = (ξ1
1 + . . .+ ξ2

n)j ≤ A−1
1

∑
|α|=j

|ξα|2.

Assim,

(1 + |ξ|2)k ≤ A−1
1

k∑
j=0

(
k
j

)∑
|α|=j

|ξα|2

≤ 2kA−1
1

k∑
j=0

∑
|α|=j

|ξα|2

= 2kA−1
1

∑
|α|≤k

|ξα|2.

Por outro lado, (1 + |ξ|2)k =
k∑
j=0

(
k
j

)
|ξ|2j.

Aplicando a segunda desigualdade em (1.2) obtemos

|ξ|2j = (ξ1
1 + . . .+ ξ2

n)j ≥ A−1
2

∑
|α|=j

|ξα|2.

Assim,

(1 + |ξ|2)k ≥ A−1
2

k∑
j=0

(
k
j

)∑
|α|=j

|ξα|2

≥ A−1
2

k∑
j=0

∑
|α|=j

|ξα|2

= A−1
2

∑
|α|≤k

|ξα|2.

Portanto temos que a desigualdade (1.3) é verdadeira se tomarmos C1 = 2−kA−1
1 e C2 =

A2.

Definição 1.1.1. Um espaço normado que é completo com a métrica induzida pela norma
é chamado espaço de Banach.
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Definição 1.1.2. Um espaço de Hilbert é um espaço produto interno que é completo com
a norma induzida pelo produto interno.

Teorema 1.1.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam E um espaço vetorial sobre F (real
ou complexo) e p : E −→ [0,∞) uma função que satisfaz:

(i) p(λx) = |λ|p(x), ∀x ∈ E e ∀λ ∈ F;

(ii) p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), ∀x, y ∈ E.

Além disso, considere G ⊂ E um subespaço vetorial e g : G −→ F um funcional linear
tal que |g(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ G. Então existe um funcional f : E −→ F, extensão linear
de g, tal que |f(x)| ≤ p(x), ∀x ∈ E.

Demonstração. Veja [1].

Teorema 1.1.2 (Representação de Riesz). Sejam H um espaço de Hilbert e H∗ seu dual.
A aplicação γ : H→ H∗, γ(ξ) = fξ, para cada ξ ∈ H, dada por

γ(ξ)(η) = fξ(η) = 〈ξ, η〉, ∀η ∈ H.

é uma isometria antilinear e sobrejetora em H∗.

Demonstração. Vide [10].

Proposição 1.1.2 (Desigualdade de Bessel). Se {ξα}α∈J é um conjunto ortonormal em
um espaço de Hilbert H, então para cada ξ ∈ H∑

α∈J

|〈ξα, ξ〉|2 ≤ ‖ξ‖2 .

Demonstração. Veja [10].

Definição 1.1.3. Uma sequência (ξn) em um espaço normado N converge fracamente a
ξ ∈ N se limn→∞ f(ξn) = f(ξ) para todo f ∈ N∗.

Demonstração. Veja [10].

Teorema 1.1.3. Se H é Hilbert, então toda sequência limitada em H possui subsequência
fracamente convergente.

Demonstração. Veja [10].

Proposição 1.1.3. Toda sequência ortonormal num espaço de Hilbert converge fraca-
mente a zero.

Demonstração. Seja {ej} uma sequência ortonormal em um espaço de Hilbert H. Deve-
mos mostrar que f(ej) → f(0) para toda f ∈ H∗ dual de H. Pelo Teorema da Repre-
sentação de Riesz, existe ξ ∈ H tal que

f(ej) = 〈ej, ξ〉.

Pela desigualdade de Bessel, para todo ξ ∈ H, tem-se que
∑

α∈J |〈ej, ξ〉|α é convergente,
assim, |〈ej, ξ〉| → 0. Logo, f(ej)→ 0. Portanto, ej → 0 fracamente.
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Proposição 1.1.4. Toda sequência limitada em um espaço de Hilbert possui subsequência
que converge fracamente.

Demonstração. Veja [10].

Teorema 1.1.4 (Projeção Ortogonal). Se E é um subespaço vetorial fechado de um
espaço de Hilbert H, então

H = E ⊕ E⊥.

Demonstração. Veja [1].

Para o que se segue denotaremos por X ′ o dual topológico de um espaço topológico
X. Ou seja, o conjunto de todos os funcionais lineares e cont́ınuos x′, definidos sobre X.

Definição 1.1.4. Sejam E e F dois espaços vetoriais topológicos, e u : E → F uma
aplicação linear cont́ınua. O operador transposto, u∗ : F ′ → E ′ é definido por

〈u∗(y′), x〉 = 〈y′, u(x)〉. (1.4)

para todo y′ ∈ F ′ e x ∈ E.

Definição 1.1.5. Seja A um subconjunto de um espaço vetorial topológico E, então
podemos definir o conjunto polar A0 por

A0 .
= {x′ ∈ E ′ : 〈x′, x〉 = 0, para todo x ∈ A}. (1.5)

Proposição 1.1.5. Sejam E,F espaços vetoriais topológicos e u : E → F uma aplicação
linear e cont́ınua. Então,

keru∗ = (Imu)0. (1.6)

Demonstração. Ver em [15]

Definição 1.1.6. Seja A um subconjunto de E, e A0 o polar de A. Supondo que E esteja
identificado com seu bidual E ′′. Então definimos o cojunto bipolar A00 como sendo o
polar de A0 dado por

A00 .
= {x ∈ E : 〈x, x′〉 = 0 para todo x′ ∈ A0}. (1.7)

Proposição 1.1.6. Seja A um subespaço vetorial de E. Então

A00 = A. (1.8)

Demonstração. Ver em [15]

1.2 Teoria das Distribuições

Consideremos ao longo dessa seção, Ω um subconjunto aberto de Rn.

Definição 1.2.1. Seja (X,M,m) um espaço de medida, definimos o espaço Lp = Lp(X)
como sendo o espaço das funções m-mensuráveis em X tais que

‖f‖Lp =

(∫
X

|f |pdm
) 1

p

<∞, 0 < p <∞

‖f‖∞ = inf{a ≥ 0; m({x : |f(x)| > a}) = 0}, p =∞
quando 1 ≤ p ≤ ∞, ‖·‖Lp é uma norma.

Ao longo desse trabalho, utilizaremos m como sendo a medida de Lebesgue.
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Definição 1.2.2. Seja Ω ⊂ Rn aberto,

L1
loc(Ω) = {f : Ω −→ C : ∀K ⊂ Ω compacto,

∫
K

|f(x)|dx <∞}.

Definição 1.2.3. C∞(Ω) é espaço de Fréchet com as seminormas

‖ϕ‖m,K = sup
|α|≤m

sup
x∈K
|∂αϕ(x)|

sendo m ∈ Z+ e K ⊂ Ω compacto.

Definição 1.2.4. Uma sequência (φj) de funções C∞(Ω) converge a zero se para todo
compacto K e todo α ∈ Zn+, ∂αφ −→ 0 uniformemente em K quando j →∞.

Definição 1.2.5. Seja u ∈ L1
loc(Ω), definimos o suporte de u, denotado por S(u), como

sendo o fecho do seguinte conjunto:

{x ∈ Ω : u(x) 6= 0}.

Definição 1.2.6. Denotamos por C∞c (Ω) o espaço de todas as funções C∞ com suporte
compacto em Ω.

Fixado K compacto, podemos munir C∞c (K) com as seminormas

‖ϕ‖m = sup
|α|≤m

sup
x∈Rn
|∂αϕ(x)|.

C∞c (K) é espaço de Fréchet com essas seminormas.
Considere K1 ⊂ K2 ⊂ .... ⊂ Kj ⊂ .... ⊂ Ω, sendo Ω = ∪∞j=1Kj. Temos que

C∞c (Ω) = ∪∞j=1C
∞
c (Kj).

Munimos então C∞c (Ω) com a topologia limite indutivo.

Proposição 1.2.1. C∞c (Ω) com a topologia descrita acima não é metrizável.

Demonstração. Veja [7].

Definição 1.2.7. Dizemos que uma sequência (φj)j≥1 ⊂ C∞c (Ω) converge a zero em
C∞c (Ω) se:

1. ∃K ⊂ Ω compacto tal que S(φj) ⊂ K, ∀j = 1, 2, ...

2. ∀α ∈ Nn, lim
j→∞

sup
x∈Ω
|∂αφj(x)| = 0.

Definição 1.2.8. Seja Ω ⊆ Rn, um funcional linear u : C∞c (Ω) → C é dito uma distri-
buição se satisfizer:

1. 〈u, φ1 + λφ2〉 = 〈u, φ1〉+ λ 〈u, φ2〉, ∀φ1, φ2 ∈ C∞c (Ω), λ ∈ C (linearidade).

2. φj → 0 em C∞c (Ω) =⇒ 〈u, φj〉 → 0 quando j →∞ (continuidade sequencial).

O espaço das distribuições é denotado por D′(Ω).

O resultado a seguir nos diz que D′(Ω) é o espaço dual de C∞c (Ω).
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Teorema 1.2.1. Um funcional linear u : C∞c (Ω) → C é uma distribuição se, e somente
se, para todo K ⊂ Ω compacto, existem constantes CK > 0 e NK ∈ Z+ tais que para toda
φ ∈ C∞c (Ω), com S(φ) ⊂ K,

|〈u, φ〉| ≤ CK
∑
|α|≤NK

sup
x∈Rn
|∂αxφ(x)|.

Demonstração. Veja [7].

Proposição 1.2.2. Sejam Ω ⊂ Rn aberto e u ∈ D′(Ω), então valem as seguintes propri-
edades ∀φ ∈ C∞c (Ω):

1. (Produto por uma função C∞) Seja f ∈ C∞(Ω), então

〈fu, φ〉 = 〈u, fφ〉 .

2. (Diferenciação) Para todo multi-́ındice α ∈ Nn

〈∂αxu, φ〉 = (−1)|α|〈u, ∂αxφ〉.

3. (Mudança de variável) Seja Φ : Ω→ Ω um difeomorfismo C∞, então

〈u ◦ Φ, φ〉 =
〈
u, | detDΦ−1|φ ◦ Φ

〉
.

Demonstração. Vide [7].

Exemplo 1.2.1. Denotamos por δ a distribuição Delta de Dirac, tal que para ϕ ∈ C∞c (R)

〈δ, ϕ〉 = ϕ(0).

Considere a Função de Heaviside dada por

H(x) =

{
1, se x > 0
0, se x < 0

então temos que sua derivada em D′(R) é igual a δ. De fato,

〈H ′, ϕ〉 = −〈H,ϕ′〉 = −
∫
H(t)ϕ′(t) dt = −

∫ ∞
0

ϕ′(t) dt

= −ϕ(t)
∣∣∣∞
0

= ϕ(0) = 〈δ, ϕ〉

para toda ϕ ∈ C∞c (R).

Definição 1.2.9. Definimos o suporte de uma distribuição u ∈ D′(Ω) como sendo:

{x ∈ Ω : ∀U ⊂ Ω aberto com x ∈ U u|U 6= 0}.

Definição 1.2.10. Se u ∈ D′(Ω) e V ⊂ Ω é um aberto, dizemos que u é C∞ em V se, e
somente se, ∃f ∈ C∞(V ) tal que u = Tf em V , ou seja,

〈u, φ〉 =

∫
f(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ C∞c (V ).
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Definição 1.2.11. Se u ∈ D′(Ω), definimos o suporte singular de u, SS(u), como sendo
a interseção de todos os fechados fora dos quais u é C∞, ou seja,

SS(u) = {x ∈ Ω : ∀U ⊂ Ω aberto com , x ∈ U u|U /∈ C∞(U)}.

Definição 1.2.12. Denote por D′comp(Ω) o subespaço de D′(Ω) das distribuições com
suporte compacto em Ω.

Definição 1.2.13. Denotamos com E′(Ω) o dual topológico de C∞(Ω), ou seja, u ∈ E′(Ω)
se, e somente se, é linear e existem K ⊂ Ω compacto, C > 0 e m ∈ Zn tais que

|〈u, φ〉| ≤ C
∑
|α|≤m

sup
K
|∂αφ|, ∀φ ∈ C∞(Ω).

Teorema 1.2.2. Dada u ∈ D′comp(Ω), existe um único funcional linear ũ : C∞(Ω) → C
tal que:

1. ũ(φ) = u(φ), ∀φ ∈ C∞c (Ω)

2. ũ(φ) = 0 se φ ∈ C∞(Ω) e S(φ) ∩ S(u) = ∅

3. ũ ∈ E′(Ω).

Demonstração. Veja [7].

Com o resultado acima, é posśıvel obter o seguinte:

Proposição 1.2.3. E′(Ω) = D′comp(Ω), isto é, o conjunto das distribuições de suporte
compacto é o espaço dual de C∞(Ω).

Demonstração. Veja [7]

Teorema 1.2.3. Seja u um funcional linear em C∞(Ω). São equivalentes:

1. u é sequencialmente cont́ınuo

2. Existem K ⊂ Ω compacto, m ∈ Z+ e C > 0 tais que

|〈u, φ〉| ≤
∑
|α|≤m

sup
K
|∂αφ|, ∀φ ∈ C∞(Ω).

Demonstração. Vide [8].

Definição 1.2.14. Sejam X ⊆ Rn, Y ⊆ Rm abertos, f ∈ C∞c (X) e g ∈ C∞c (Y ). O
produto tensorial de f por g é definido por:

(f ⊗ g)(x, y) = f(x)g(y)

e pertence ao espaço C∞c (X × Y ).

Teorema 1.2.4. Sejam X ⊆ Rn, Y ⊆ Rm abertos, então o espaço vetorial formado pelas
combinações lineares finitas de elementos de C∞c (X)⊗ C∞c (Y ) é denso em C∞c (X × Y ).

Demonstração. Veja [8].
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Teorema 1.2.5. Sejam X ⊆ Rn, Y ⊆ Rm abertos, u ∈ D′(X) e v ∈ D′(Y ). Então existe
uma única w ∈ D′(X × Y ) tal que

〈w, φ⊗ ψ〉 = 〈u, φ〉〈v, ψ〉 ∀φ ∈ C∞c (X), ψ ∈ C∞c (Y ).

Além disso,

w(φ) = 〈u(x), 〈v(y), φ(x, y)〉〉 ∀φ ∈ C∞c (X × Y ).

Denotamos w = u⊗ v e chamaremos de produto tensorial de u por v.

Demonstração. Veja [8].

Definição 1.2.15 (Convolução).

1. Se f, g ∈ L1(Rn) definimos a convolução de f e g como

(f ∗ g)(x) =

∫
f(y)g(x− y)dy =

∫
f(x− y)g(y)dy.

2. Se u ∈ D′(Rn) e ϕ ∈ C∞c (Rn)

u ∗ ϕ(x) = 〈u(y), ϕ(x− y)〉.

3. Se u ∈ E′(Rn) e v ∈ D′(Rn) definimos o produto convolução u ∗ v ∈ D′(Rn) por

〈u ∗ v, φ〉 = 〈u(x), 〈v(y), φ(x+ y)〉〉
= 〈v(y), 〈u(x), φ(x+ y)〉〉

para toda φ ∈ C∞c (Rn).

Exemplo 1.2.2. Seja u ∈ D′(Rn), está bem definida a convolução δ ∗ u, sendo δ a
distribuição Delta de Dirac dada no Exemplo 1.2.1 , e ainda,para cada ϕ ∈ C∞c (Rn)

〈u ∗ δ, ϕ〉 = 〈u(x)〈δ(y), ϕ(x+ y)〉〉 = 〈u(x), ϕ(x)〉.

Definição 1.2.16. Se f ∈ L1(Rn), a transformada de Fourier de f se define por:

F[f ](ξ) = f̂(ξ) =

∫
e−ix·ξf(x)dx; ξ ∈ Rn

onde i =
√
−1 e x · ξ = x1ξ1 + ...+ xnξn.

A seguir mostraremos um conjunto especial onde a transformada de Fourier se torna
um operador continuamente invert́ıvel:

Definição 1.2.17. O espaço de Schwartz S(Rn) é o subespaço de C∞(Rn) das funções φ
tais que:

sup
x
|xαDβφ(x)| <∞, ∀α, β ∈ Nn.

A convergência nesse espaço é dada por: ϕj −→ 0 em S se e somente se, ∀α, β ∈ ZN+ ,

xβ∂αϕj(x) −→ 0 uniformemente em Rn.
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Teorema 1.2.6. A transformada de Fourier é um operador cont́ınuo de S em S e vale:

1. D̂αϕ(ξ) = ξαϕ̂(ξ)

2. F[xαϕ(x)](ξ) = (−1)|α|Dαϕ̂(ξ).

Demonstração. Vide [7].

Teorema 1.2.7. A transformada de Fourier F é continuamente inverśıvel de S em S e

F−1[φ](x) =
1

(2π)n

∫
Rn
eix·ξφ(ξ)dξ; ∀φ ∈ S.

Demonstração. Vide [7].

Definição 1.2.18. Definimos o espaço das distribuições temperadas S′ como sendo o
espaço de todos funcionais lineares cont́ınuos em S.

Proposição 1.2.4. Um funcional linear u : S −→ C pertence a S′ se, e somente se,
existem constantes C > 0 e m ∈ Z+ tais que:

|〈u, ϕ〉| ≤ C
∑
|α|≤m

sup
x∈Rn
|(1 + x2)m∂αϕ(x)|, ∀ϕ ∈ S.

Demonstração. Ver [8].

Definição 1.2.19. Dizemos que f ∈ L1
loc(Rn) cresce lentamente no infinito se existem

A,B,C > 0 tais que
|f(x)| < A(1 + |x|)B, ∀|x| > C.

Definição 1.2.20. Dada u ∈ S′, definimos a transformada de Fourier û de u como

〈û, φ〉 = 〈u, φ̂〉, ∀φ ∈ S.

Teorema 1.2.8.

1. Se f ∈ L1(Rn), então as transformadas de Fourier de f como função e como dis-
tribuição temperada coincidem.

2. Se f ∈ L2(Rn), então f̂ ∈ L2(Rn) e vale:

‖f‖2
L2 = (2π)−n‖f̂‖2

L2 .

3. Se f ∈ E′(Rn), então f̂ é uma função C∞(Rn) dada por:

f̂(ξ) = 〈f, e−ix·ξ〉.

Demonstração. Veja [7]

Como consequência do item 3 acima, vemos que se f ∈ E′(Rn) então sua transformada

de Fourier f̂(ξ) define uma função suave com crescimento lento no infinito. De fato, segue
do Teorema 1.2.3 que existem constantes, C > 0, N > 0 e um compacto K ⊂ Ω tais que

|〈f, e−ix·ξ〉| ≤C
∑
|α|≤N

sup
x∈K
|∂αx e−ix·ξ|

≤C
∑
|α|≤N

sup
x∈K
|(−iξ)αe−ix·ξ| ≤ C

∑
|α|≤N

|ξα|

≤C
∑
|α|≤N

|ξ||α| ≤ CN |ξ|N ≤ C ′(1 + |ξ|)N

ou seja, f̂ cresce lentamente no infinito.
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1.3 Distribuições Periódicas

O toro de dimensão N , denotado por TN é o subespaço quociente
RN

2πZN
definido através

da seguinte relação de equivalência: x, y ∈ RN , x ∼ y se existe k ∈ ZN tal que x−y = 2kπ.
Denotando por [x] a classe de equivalência de x ∈ RN ,

[x] = {y ∈ RN ;x ∼ y}
= {x+ 2kπ; k ∈ ZN}

podemos definir, de forma natural, o seguinte epimorfismo:

RN −→ RN
2πZN

x 7−→ [x].

Seja f : TN −→ C uma função definida no toro TN . Então, esta induz a função
f0 : RN −→ C através da seguinte relação:

f0(x) = f([x]), ∀x ∈ RN .

Note que f0 é 2π-periódica em cada uma de suas coordenadas. De fato, sejam x =
(x1, ..., xn) e y = (x1, ..., xj + 2π, ..., xn), então

x− y = (0, ..., 2π, ..., 0) ∈ 2πZN

implica que
f0(x) = f([x]) = f([y]) = f0(y)

como queŕıamos demonstrar.

Definição 1.3.1. Sejam f ∈ L1(TN) uma função a valores complexos e ξ ∈ ZN , definimos
o ξ-ésimo coeficiente de Fourier de f por

f̂(ξ) = F[f ](ξ) =

∫
TN
f(x)e−ix·ξdx. (1.9)

Observe que (1.9) está bem definida pois a função x 7−→ e−ix·ξ é 2π-periódica em cada
coordenada quando x ∈ TN .

Definição 1.3.2. Denotamos por D′(TN) o espaço dual de C∞(TN). D′(TN) é chamado
espaço das distribuições periódicas.

Exemplo 1.3.1. Analogamente ao que definimos em RN , definimos a distribuição delta
de Dirac em D′(TN) como sendo 〈δ, φ〉 = φ(0), para cada φ ∈ C∞(TN). E ainda temos
que

δ = (2π)−N
∑
ξ∈ZN

eix·ξ, em D′.

De fato,〈
(2π)−N

∑
ξ∈ZN

eix·ξ, φ

〉
= (2π)−N

∑
ξ∈ZN
〈eix·ξ, φ(x)〉 = (2π)−N

∑
ξ∈ZN

∫
e−ix·ξφ(x) dx

= (2π)−N
∑
ξ∈ZN

φ̂(ξ)ei0·ξ = φ(0) = 〈δ, φ〉.
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Definição 1.3.3. Se u ∈ D′(TN), definimos a transformada de Fourier de u por

û(ξ) = 〈u, e−ix·ξ〉, ξ ∈ ZN .

Definição 1.3.4. Seja f ∈ L1(TN), definimos a série de Fourier da função f como sendo:∑
ξ∈ZN

f̂(ξ)eix·ξ.

Proposição 1.3.1. Sejam f, g ∈ L1(TN) funções a valores complexos. Então para todo
ξ ∈ ZN , λ ∈ C, x ∈ TN e todo multi-́ındice α ∈ NN , vale:

1. ̂(f + g)(ξ) = f̂(ξ) + ĝ(ξ)

2. (̂λf)(ξ) = λf̂(ξ)

3. f̂(ξ) = f̂(−ξ)

4. sup
ξ∈ZN
|f̂(ξ)| ≤ ‖f‖L1(TN )

5. (̂f ∗ g)(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ)

6. ∂̂αf(ξ) = (iξ)αf̂(ξ), quando f ∈ C |α|(TN).

Demonstração. Vide [5].

Proposição 1.3.2. Dados f, g ∈ L2(TN), segue:

1. (Identidade de Parseval) ‖f‖L2 =
∑
m∈ZN

|f̂(m)|2.

2. (Relação de Plancherel)

∫
TN
f(x)g(x)dx =

∑
ξ∈ZN

f̂(ξ)ĝ(ξ).

Demonstração. Veja [5].

Definição 1.3.5. Dizemos que uma sequência numérica (ak) é rapidamente decrescente
se para cada ` ∈ Z+, existe C > 0 tal que

|ak| ≤ C|k|−`, ∀k ∈ Zn \ {0}.

Lema 1.3.1. Uma sequência (ak)k∈Zn é rapidamente decrescente se, e somente se, para
cada ` ∈ Z+, existe C` > 0 tal que

|ak| ≤
C`

(1 + |k|)`
, ∀k ∈ Zn \ {0}.

Demonstração. Por um lado claro que ∀k ∈ Zn \ {0}, dado ` ∈ Z+,

C

(1 + |k|)`
≤ C

|k|`
.

Por outro lado, se existe C > 0 tal que |ak| ≤ C|k|−`, ∀k ∈ Zn \ {0}, então, como
1 + |k| ≤ 2|k|, temos:

|ak| ≤
C

|k|`
2`

2`
≤ 2`C

(1 + |k|)`
, ∀k ∈ Zn \ {0}.
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Lema 1.3.2. Se ϕ ∈ C∞(TN), então a sequência dos seus coeficientes de Fourier é
rapidamente decrescente.

Demonstração. Dado ` ∈ Z+, utilizando a Proposição 1.1.1, temos

|ξ|`|ϕ̂(ξ)| =
∑
|α|≤`

`!

α!
|ξα||ϕ̂(ξ)| =

∑
|α|≤`

`!

α!
|ξαϕ̂(ξ)|

=
∑
|α|≤`

`!

α!
|D̂αϕ(ξ)| ≤

∑
|α|≤`

`!

α!
sup |Dαϕ(ξ)| ≤ C`,ϕ.

Portanto

|ϕ̂(ξ)| ≤ C`,ϕ
|ξ|`

, ∀ξ ∈ ZN \ {0}.

Teorema 1.3.1. Seja f ∈ C∞(TN), então

f(x) = (2π)−N
∑
ξ∈ZN

f̂(ξ)eix·ξ

sendo que a série acima converge na topologia de C∞(TN).

Demonstração. Os Lemas 1.3.1 e 1.3.2, nos garantem que dado ` ∈ ZN existe C > 0 tal
que,

|f̂(ξ)| ≤ C`
(1 + |ξ|2)`

, ∀ξ ∈ ZN .

Então, pelo Teste M de Weiertrass, temos que a série (2π)−N
∑

ξ∈ZN f̂(ξ)eix·ξ converge
uniformemente e absolutamente para uma função cont́ınua Φ. De fato, escolhendo ` ≥
n

2
+ 1,

∑
ξ∈ZN
|f̂(ξ)eix·ξ| =

∑
ξ∈ZN
|f̂(ξ)| ≤ C`

∑
ξ∈ZN

1

(1 + |ξ|2)`

sendo a última série convergente.
E ainda, note que f̂(m) = Φ̂(m) para cada m ∈ ZN , pois, sendo

Sk(x) = (2π)−N
∑
|ξ|≤k

f̂(ξ)eix·ξ

então Sk → Φ uniformemente em TN . Então, pelo Teorema da convergência uniforme

Φ̂(m) =

∫
TN
e−ix·mΦ(x)dx = lim

k→∞

∫
TN
e−ix·m

(2π)−N
∑
|ξ|≤k

f̂(ξ)eix·ξ

 dx

= (2π)−N lim
k→∞

∑
|ξ|≤k

f̂(ξ)

∫
TN
eix·(ξ−m)dx = f̂(m).

Denote g = f −Φ ∈ C0(TN). Dado ε > 0 , pelo Teorema de Stone-Weierstrass, existe

um polinômio trigonométrico t(x) =
∑
|ξ|≤M

aξe
ix·ξ, tal que ‖g − t‖L∞ < ε.
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Como Φ e f possuem os mesmos coeficientes de Fourier, segue que g é ortogonal ao
espaço dos polinômios trigonométricos. De fato, seja t(x) como acima, então∫

TN
g(x)t(x)dx =

∫
TN
g(x)

∑
|ξ|≤M

aξe
−ix·ξdx =

∑
|ξ|≤M

aξ

∫
TN
g(x)e−ix·ξdx =

∑
|ξ|≤M

aξĝ(ξ) = 0.

Utilizando o fato acima, note que

‖g‖2
L2 =

∫
TN
|g(x)|2dx =

∫
TN
g(x)g(x)dx =

∫
TN
g(x)(g(x)− t(x))dx

≤ ‖g‖L2 ‖g − t‖L2 ≤ ‖g‖L2 ‖g − t‖2
L∞ ≤ ‖g‖L2 ε

2

ou seja,
‖g‖2

L2 ≤ ε2 ‖g‖L2 . (1.10)

Agora, lembrando que

0 ≤ (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 =⇒ ab ≤ a2 + b2

2
,

temos

‖g‖2
L2 ≤ ε2 ‖g‖L2 ≤

ε4 + ‖g‖2
L2

2
=
ε4

2
+

1

2
‖g‖2

L2 .

Então
1

2
‖g‖2

L2 ≤
ε4

2
=⇒ ‖g‖L2 ≤ ε2.

Como ε é arbitrário, segue que g = 0 q.t.p. em TN . Portanto, f e Φ cont́ınuas implica

f(x) = Φ(x) ∀x ∈ TN .

Portanto (2π)−N
∑

ξ∈ZN f̂(ξ)eix·ξ converge uniformemente para f . Mostremos que a

convergência ocorre também na topologia de C∞(TN). De fato, tome α ∈ ZN+ , observe
que

∂αSk(x) = ∂α(2π)−N
∑
|ξ|≤k

f̂(ξ)eix·ξ = (2π)−N
∑
|ξ|≤k

f̂(ξ)∂αeix·ξ

= (2π)−N
∑
|ξ|≤k

f̂(ξ)(iξ)αeix·ξ = (2π)−N
∑
|ξ|≤k

∂̂αf(ξ)eix·ξ.

Como f ∈ C∞(TN), ∂αf ∈ C∞(TN) também, então, pela convergência uniforme obtida
anteriormente, segue que ∂αSk(x)→ ∂αf uniformemente quando k →∞. E portanto

(2π)−N
∑
ξ∈ZN

f̂(ξ)eix·ξ = f

sendo que convergência ocorre também na topologia de C∞(TN).

Corolário 1.3.1. Se u ∈ D′(TN) é tal que sua transformada de Fourier possui decaimento
rápido, então u ∈ C∞(TN).
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Demonstração. Veja em [14].

Proposição 1.3.3. Sejam u ∈ D′(TN) e ϕ ∈ C∞(TN), então

〈u, ϕ〉 =
1

(2π)N

∑
ξ∈ZN

û(−ξ)ϕ̂(ξ).

Demonstração. Pelo Teorema 1.3.1, temos

〈u, ϕ〉 = 〈u(x),
1

(2π)N

∑
ξ∈ZN

ϕ̂(ξ)eix·ξ〉 =
1

(2π)N
lim
k→∞
〈u(x),

∑
|ξ|≤k

ϕ̂(ξ)eix·ξ〉

=
1

(2π)N

∑
ξ∈ZN

ϕ̂(ξ)
〈
u(x), eix·ξ

〉
=

1

(2π)N

∑
ξ∈ZN

û(−ξ)ϕ̂(ξ).

Definição 1.3.6. Uma sequência (ak)k∈Zn é denominada de crescimento lento se existem
constantes C > 0 e N ∈ Z+ tais que

|ak| ≤ C|k|N , ∀k ∈ Zn \ {0}.

Exemplo 1.3.2. Se u ∈ D′(TN), então (û(ξ))ξ∈ZN é uma sequência de crescimento lento.
De fato, como u ∈ D′(TN), temos que exitem constantes C > 0 e K ∈ Z+ tais que

para todo ξ ∈ ZN ,

|û(ξ)| = |〈u, e−ix·ξ〉| ≤ C
∑
|α|≤K

sup
x∈TN

|Dα
xe
−ix·ξ|

≤ C
∑
|α|≤K

sup
x∈TN

|ξαe−ix·ξ| ≤ C
∑
|α|≤K

sup
x∈TN

|ξα|

≤ C
∑
|α|≤K

sup
x∈TN

|ξ||α| ≤ C2|ξ|K

portanto, (û(ξ)) é de crescimento lento.

Definição 1.3.7 (Espaço de Schwartz S(ZN)). Denotamos por S(ZN) o espaço das
sequências de decaimento rápido f : ZN −→ C.

Corolário 1.3.2. F : C∞(TN) −→ S(ZN) é uma bijeção.

Demonstração. Veja em [14].

Definição 1.3.8 (Distribuições temperadas S′(ZN)). Denotamos por S′(ZN) o espaço dos
funcionais lineares cont́ınuos em S(ZN).

Proposição 1.3.4. O espaço S′(ZN) é formado por sequências u : ZN −→ C de cresci-
mento lento.

Teorema 1.3.2. Seja (aξ)ξ∈ZN ⊂ S′(ZN), ou seja, uma sequência de crescimento lento.
Então a série

∑
ξ∈ZN aξe

ix·ξ é convergente em D′(TN) e se u =
∑

ξ∈ZN aξe
ix·ξ, então

aξ = (2π)−N û(ξ).
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Demonstração. Primeiro considere (aξ)ξ∈ZN uma sequência de crescimento lento, ou seja,
existem C0 > 0 e K ∈ Z+ tais que

|aξ| ≤ C0|ξ|K ∀ξ ∈ ZN . (1.11)

Para cada ξ ∈ ZN e ϕ ∈ C∞(TN), pelo Lema 1.3.2, existe C1 > 0 tal que

|ϕ̂(ξ)| ≤ C1

|ξ|K+n+1
, ∀ξ ∈ ZN \ {0}.

Considere a reduzida Sj(x) =
∑
|ξ|≤j

aξe
ix·ξ. Para j ≤ l

|〈Sl − Sj, ϕ〉| =

∣∣∣∣∣∣
〈 ∑
j≤|ξ|≤l

aξe
ix·ξ, ϕ

〉∣∣∣∣∣∣ ≤
∑

j≤|ξ|≤l

|aξ||ϕ̂(ξ)|

≤
∑

j≤|ξ|≤l

|ξ|K C1

|ξ|K+n+1
=
∑

j≤|ξ|≤l

C1

|ξ|n+1
.

Como a série
∑
ξ∈ZN

C1

|ξ|n+1
é convergente, temos que

∑
j≤|ξ|≤l

C1

|ξ|n+1
tende a zero quando

j, l→∞. Logo Sj é de Cauchy, segue que existe u ∈ D′(TN) tal que∑
ξ∈ZN

aξe
ix·ξ = lim

j→∞
Sj = u

portanto a série é convergente em D′(TN).
Além disso,

û(ξ) =
〈
u, e−ix·ξ

〉
= lim

j→∞

〈∑
|η|≤j

aηe
ix·η, e−ix·ξ

〉

=
∑
η∈ZN

aη

∫
TN
eix·(η−ξ)dx = aξ(2π)N .

Corolário 1.3.3. Se u ∈ D′(TN), então (2π)−N
∑
ξ∈ZN

û(ξ)eix·ξ converge para u em D′(TN).

Demonstração. Já vimos, no Exemplo 1.3.2, que (û(ξ))ξ∈ZN tem crescimento lento. Então

pelo Teorema 1.3.2, existe v ∈ D′(TN) tal que (2π)−N
∑
ξ∈ZN

û(ξ)eix·ξ = v, assim

〈v, ϕ(x)〉 =

〈
(2π)−N

∑
ξ∈ZN

û(ξ)eix·ξ, ϕ(x)

〉
= (2π)−N

∑
ξ∈ZN

û(ξ)
〈
eix·ξ, ϕ

〉
= (2π)−N

∑
ξ∈ZN

û(ξ)ϕ̂(−ξ) = (2π)−N
∑
ξ∈ZN

〈
u(x), e−ix·ξ

〉
ϕ̂(−ξ)

= (2π)−N
∑
ξ∈ZN

〈
u(x), e−ix·ξϕ̂(−ξ)

〉
=

〈
u(x), (2π)−N

∑
ξ∈ZN

eix·ξϕ̂(ξ)

〉
= 〈u, ϕ〉

18



sendo a última igualdade obtida pelo Teorema 1.3.1. Portanto

u = (2π)−N
∑
ξ∈ZN

û(ξ)eix·ξ.

1.4 Transformada Parcial de Fourier Periódica

Definição 1.4.1. Definimos o espaço C∞(Tn, S(Zm)) das funções φ : Tn × Zm → C, C∞

na primeira variável, tais que para cada α ∈ Z+ e N > 0 existe uma constante C = CN,α,φ
tal que

|Dαφ(x, ξ)| ≤ C(1 + |ξ|2)−N ,

para todo ξ ∈ Zm.

C∞(Tn, S(Zm)) é um espaço de Frechét com a topologia induzida pela famı́lia enu-
merável de seminormas

pK,l(ϕ) = sup
ξ∈Zm

sup
|α|≤K

(1 + |ξ|2)K ‖∂αϕ‖L∞ .

Definição 1.4.2. Seja ϕ ∈ C∞(Tn+m), então, definimos a transformada parcial de Fourier
de ϕ com respeito a variável y como

ϕ̂(x, ξ) =

∫
Tm
ϕ(x, y)e−iy·ξ dy, ∀ξ ∈ Zn.

Proposição 1.4.1. Seja ϕ ∈ C∞(Tn+m), então ϕ̂(x, ξ) ∈ C∞(Tn, S(Zm)).

Demonstração. Para cada ξ fixo, denote

ϕ̂(x, ξ) = ϕξ(x), ∀x ∈ Tn.

Tome (xj) sequência em Tn tal que xj → x0 quando j →∞, então

1. lim
j→∞

ϕ(xj, y)e−iy·ξ = ϕ(x0, y)e−iy·ξ, e ainda,

2. |ϕ(xj, y)e−iy·ξ| ≤ |ϕ(xj, y)| ≤ C, sendo que C não depende de j pois ϕ é limitada.

Logo, podemos utilizar o Teorema da Convergência Dominada:

lim
j→∞

ϕξ(xj) =

∫
Tm

lim
j→∞

ϕ(xj, y)e−iy·ξdy =

∫
Tm
ϕ(x0, y)e−iy·ξdy = ϕξ(x0).

Portanto, ϕξ é cont́ınua.
Ainda, para cada α ∈ Zn+, mais uma vez pelo teorema da convergência dominada,

podemos derivar sob o sinal de integração, ou seja,

Dα
x (ϕξ(x)) = Dα

x

∫
Tm
ϕ(x, y)e−iy·ξdy =

∫
Tm
Dα
xϕ(x, y)e−iy·ξdy

Assim, Dα
xϕξ também é cont́ınua e portanto ϕξ ∈ C∞(Tn).
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Além disso, tome α ∈ Zn+ e β ∈ Zm+ , temos:

|ξβDα
xϕξ(x)| =|

∫
Tm
D(α,0)ϕ(x, y)ξβe−iy·ξdy| = |

∫
Tm
D(α,0)ϕ(x, y)D(0,β)e−iy·ξdy|

=|
∫
Tn
D(α,β)ϕ(x, y)e−iy·ξdy| ≤ (2π)m sup |D(α,β)ϕ(x, y)|.

Dado K ∈ Z+, utilizando o resultado acima e a Proposição 1.1.1, segue que

|ξ|K |Dαϕξ(x)| ≤
∑
|β|=K

K!

β!
|ξβ||Dαϕξ(x)|

=
∑
|β|=K

K!

β!

∣∣ξβDαϕξ(x)
∣∣

=
∑
|β|=K

K!

β!

∣∣∣∣∫
Tm
D(α,β)ϕ(x, y)e−iy·ξdy

∣∣∣∣
≤
∑
|β|=K

K!

β!
(2π)m sup |D(α,β)ϕ(x, y)| = CK,α,ϕ.

Logo, escrevendo C = CK,αϕ

|Dαϕ̂(x, ξ)| ≤ C

|ξ|K
.

Portanto ϕ̂(x, ξ) é de classe C∞ na primeira variável e possui decaimento rápido na
segunda, ou seja, ϕ̂(x, ξ) ∈ C∞(Tn, S(Zm)).

Teorema 1.4.1. Seja ϕ ∈ C∞(Tn+m). Então

ϕ(x, y) = (2π)−m
∑
ξ∈Zm

ϕ̂(x, ξ)eiy·ξ

sendo que a convergência ocorre na topologia de C∞(Tn+m).

Demonstração. Pela Proposição 1.4.1, temos que dados K ∈ Z+ e α ∈ Tn, existe CK,α > 0
tal que

|Dα
x ϕ̂(x, ξ)| ≤ C

|ξ|K
.

Então pelo Teste M de Weierstrass, segue que (2π)−m
∑

ξ∈Zm ϕ̂(x, ξ)eiy·ξ converge unifor-
memente e absolutamente para uma função cont́ınua ψ.

Temos ainda, que ψ̂(x, ξ) = ϕ̂(x, ξ), de fato, denote

Sj(x, y) = (2π)−m
∑
|ξ|≤j

ϕ̂(x, ξ)eiy·ξ.

Segue que Sj → ψ uniformemente em Tn+m, então, pelo teorema da convergência uni-
forme,

ψ̂(x, ξ) =

∫
Tm
ψ(x, y)e−iy·ξdy = lim

j→∞

∫
Tm

(2π)−m
∑
|η|≤j

ϕ̂(x, ξ)eiy·η

 e−iy·ξdy

= (2π)−m lim
j→∞

∑
|η|≤j

ϕ̂(x, ξ)

∫
Tm
eiy·(η−ξ)dy = ϕ̂(x, ξ).
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Escreva Φ = ϕ − ψ ∈ C0(Tn+m). Então, dado ε > 0, o Teorema de Stone-Weiertrass

garante a existência de um polinômio trigonométrico t(x, y) =
∑

|(η,ξ)|≤M

a(η,ξ)e
i(x,y)·(η,ξ) tal

que ‖g − t‖L∞ < ε. E mais,∫
Tn+m

Φ(x, y)t(x, y)dxdy =

∫
Tn+m

Φ(x, y)
∑

|(η,ξ)|≤M

a(η,ξ)e
−(ix·η+iy·ξ)dxdy

=
∑

|(η,ξ)|≤M

a(η,ξ)

∫
Tn
eix·η

(∫
Tm

Φ(x, y)e−iy·ξ)dy

)
dx

=
∑

|(η,ξ)|≤M

a(η,ξ)

∫
Tn
eix·ηΦ̂(x, ξ) dx = 0

pois Φ̂(x, ξ) = ϕ̂(x, ξ)− ψ̂(x, ξ) = 0. Então

‖Φ‖2
L2 =

∫
Tn+m

|Φ(x, y)| dxdy =

∫
Tn+m

Φ(x, y)Φ(x, y) dxdy

=

∫
Tn+m

Φ(x, y)(Φ(x, y)− t(x, y)) dxdy ≤ ‖Φ‖L2 ‖Φ− t‖L2

≤ ‖Φ‖L2 ‖Φ− t‖2
L∞ ≤ C ‖Φ‖L2 ε

≤ ε4 + ‖Φ‖2
L2

2
=
ε4

2
+
‖Φ‖2

L2

2
.

Segue que
‖Φ‖L2 ≤ ε2.

Portanto, como ε é arbitrário, Φ = 0 q.t.p., ainda, como ϕ e ψ são cont́ınuas, temos ϕ = ψ
em Tn+m. Ou seja, Sj converge uniformemente para ϕ.

Além disso, dados α ∈ Zn e β ∈ Zm, temos

∂αx∂
β
ySj(x, y) = (2π)−m

∑
|ξ|≤j

∂αx ϕ̂(x, ξ)∂βy e
iy·ξ

= (2π)−m
∑
|ξ|≤j

∂̂αxϕ(x, ξ)(iξ)βye
iy·ξ

= (2π)−m
∑
|ξ|≤j

∂̂αx∂
β
ξ ϕ(x, ξ)eiy·ξ.

Ainda,

|∂αx ϕ̂(x, ξ)| = |∂̂αxϕ(x, ξ)| ≤ C0

(1 + |ξ|2)K
≤ C

(1 + |ξ|2)
n+1
2

.

Assim, ∂αϕ̂(x, ξ)eiy·ξ ∈ C∞(Tn, S(Zm)).
Portanto, como vimos anteriormente, segue que ∂α∂βSj −→ ∂α∂βϕ uniformemente.

Ou seja,

ϕ(x, y) = (2π)−m
∑
ξ∈Zm

ϕ̂(x, ξ)eiy·ξ

em C∞(Tn+m).

21



Corolário 1.4.1. Se φ ∈ C∞(Tn, S(Zm)) então existe uma função ϕ ∈ C∞(Tn+m) tal que
ϕ̂(x, ξ) = φ(x, ξ) para todo (x, ξ) ∈ Tn × Zm.

Demonstração. Veja em [16].

Definição 1.4.3. Seja u ∈ D′(Tn+m) definimos a transformada parcial de Fourier de u
na segunda variável por

〈û(x, ξ), ϕ(x)〉 = 〈u, ϕ(x)e−iy·ξ〉, ∀ϕ ∈ C∞(Tn).

É claro que a definição da transformada de Fourier com relação à primeira variável segue
analogamente.

Lema 1.4.1. Se u ∈ D′(Tn+m), então û(x, ξ) ∈ D′(Tn) para cada ξ fixo.

Demonstração. A linearidade é trivial.
Dada ϕ ∈ C∞(Tn), existem C > 0 e K ∈ Z+ tais que

|〈û(x, ξ), ϕ(x)〉| =|〈u, ϕ(x)eiy·ξ〉| ≤ C max
|α|≤K
|β|≤K

∥∥Dα
xD

β
yϕe

iy·ξ∥∥
L∞

≤Cϕ|ξ|K max
|α|≤K

‖Dα
xϕ‖L∞

e segue a continuidade.
Portanto û(x, ξ) ∈ D′(Tn).

Teorema 1.4.2. Se u ∈ D′(Tn+m), então

u = (2π)−m
∑
ξ∈Zm

û(x, ξ)eiy·ξ

com a convergência em D′(TN).

Demonstração. Escreva

〈uξ(x), ϕ(x)〉 = 〈u, ϕ(x)e−iy·ξ〉, ∀ϕ ∈ C∞(Tn).

Denote
Sj =

∑
|ξ|≤j

uξ(x)eiy·ξ.

Mostremos que para cada φ ∈ C∞(Tn+m), {Sj(φ)}j≥1 ⊂ C é de Cauchy, e portanto será
convergente.

De fato, temos uξ(x)eiy·ξ = uξ(x)⊗ eiy·ξ ∈ D′(Tn+m), assim, supondo l ≥ j

|Sl(φ)− Sj(φ)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
|ξ|≤l

〈uξ(x)⊗ eiy·ξ, φ(x, y)〉 −
∑
|ξ|≤j

〈uξ(x)⊗ eiy·ξ, φ(x, y)〉

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

j≤|ξ|≤l

〈uξ(x)⊗ eiy·ξ, φ(x, y)〉

∣∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣∣
∑

j≤|ξ|≤l

〈uξ(x), 〈eiy·ξ, φ(x, y)〉〉

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

j≤|ξ|≤l

〈u(x, z), e−iz·ξ〈eiy·ξ, φ(x, y)〉〉

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑

j≤|ξ|≤l

〈u(x, z), 〈ei(y−z)·ξ, φ(x, y)〉〉

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
〈
u(x, z),

∑
j≤|ξ|≤l

∫
ei(y−z)·ξφ(x, y)dy

〉∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
〈
u(x, z),

∑
j≤|ξ|≤l

(∫
φ(x, y)e−iy·ξdy

)
eiz·ξ

〉∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
〈
u(x, z),

∑
j≤|ξ|≤l

φ̂(x, ξ)eiz·ξ

〉∣∣∣∣∣∣ −→ 0.

Converge pois pelo Teorema 1.4.1

(2π)−m
∑
|ξ|≤j

φ̂(x, ξ)eiy·ξ −→ φ(x, y), em C∞ quando j →∞.

Ou seja, (2π)−m
∑
ξ∈Zm

φ̂(x, ξ)eiy·ξ = φ(x, y).

Observando esse fato e o cálculo acima, temos

u = (2π)−m
∑
ξ∈Zm

uξ(x)eiy·ξ.

Proposição 1.4.2. Sejam u ∈ D′(Tn+m) e φ ∈ C∞(Tn+m), então

〈u, φ〉 = (2π)−n
∑
τ∈Zn
〈û(−τ, x), φ̂(τ, x)〉.

Demonstração. Utilizando a definição de transformada parcial de Fourier com relação a
primeira variável, e o Teorema 1.4.1

〈u, φ〉 = 〈u(t, x), (2π)−n
∑
τ∈Zn

φ̂(τ, x)eit·τ 〉 lim
k→∞
〈u(t, x), (2π)−n

∑
|τ |≤k

φ̂(τ, x)eit·τ 〉

= (2π)−n
∑
τ∈Zn
〈u(t, x), φ̂(τ, x)eit·τ 〉 = (2π)−n

∑
τ∈Zn
〈û(−τ, x), φ̂(τ, x)〉.
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1.5 Operadores Diferenciais Parciais lineares

Definição 1.5.1. Seja Ω um subconjunto aberto de RN . Um operador diferencial parcial
linear de ordem m em Ω é um operador linear definido de C∞(Ω) em C∞(Ω) da forma

P (x,D) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα

cujos coeficientes aα são funções a valores complexos pertencentes ao espaço C∞(Ω), sendo
α = (α1, .., αN) ∈ NN e

Dα = Dα1
1 ...DαN

N =

(
1

i

∂

∂x1

)α1

...

(
1

i

∂

∂xN

)αN
.

Proposição 1.5.1. Seja P um ODPL de ordem m em Ω então a aplicação ϕ 7→ Pϕ
define uma aplicação linear e cont́ınua de C∞(Ω)(resp. C∞c (Ω)) nele mesmo.

Em dados momentos denotaremos P (x,D) apenas por P e chamaremos este operador
de ODPL, nomenclatura esta que será utilizada doravante.

Definição 1.5.2. Seja P : C∞c (Ω) → C∞c (Ω) um ODPL de ordem m. Dizemos que o
operador tP : C∞c (Ω)→ C∞c (Ω) é o transposto formal de P se, e somente se,∫

(Pϕ)ψ dx =

∫
ϕ(tPψ) dx

quaisquer que sejam ϕ, ψ ∈ C∞c (Ω).

Exemplo 1.5.1. O operador de Laplace em Rn é dado por

∆ =
n∑
j=1

∂2
xj
.

Temos que o operador transposto de ∆ é ele mesmo. De fato, temos∫
(∆ϕ)ψ dx =

∫
ϕ(∆ψ) dx

quaisquer que sejam ϕ, φ ∈ C∞c (RN).

Definição 1.5.3. Seja P um ODPL de ordem m definido sobre um aberto Ω ⊆ RN ,
dizemos que E ∈ D′(Ω) é uma solução fundamental de P se PE = δ em D′(Ω).

Um resultado importante, conhecido como Teorema de Malgrange [13] e Ehrenpreis
[3], afirma que todo ODPL com coeficientes constantes admite uma solução fundamental.

Uma consequência importante deste resultado diz que se E é uma solução fundamental
de P = P (D), um operador com coeficientes constantes, para toda f ∈ C∞c (Rn) podemos
definir a distribuição u = E ∗ f que satisfaz

P (D)u = P (D)(E ∗ f) = (P (D)E) ∗ f = δ ∗ f = f

em D′(Rn). Ou seja, podemos sempre resolver a equação quando o termo não-homogêneo
é tomado no espaço das funções testes. Entretanto, o fato de f ser suave não garante que
u também seja suave.
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Exemplo 1.5.2. O operador do calor é definido em Rn+1 por

∂t −∆x = ∂t −
n∑
j=1

∂2

∂2
xj

. (1.12)

Vamos encontrar sua solução fundamental. Ou seja E ∈ D′(Rn+1) tal que

∂tE(t, x)−∆xE(t, x) = δ(t, x). (1.13)

Primeiramente, note que
δ(t, x) = δ(t)⊗ δ(x)

pois dada φ ∈ C∞(Rn+1) pelo Teorema 1.2.5

〈δ(t)⊗ δ(x), φ(t, x)〉 = 〈δ(t), 〈δ(x), φ(t, x)〉〉 = 〈δ(t), φ(t, 0)〉
= φ(0, 0) = 〈δ, φ〉.

Aplicando a transformada de Fourier parcial com relação a x em (1.13), obtemos

∂tÊ(t, ξ) + |ξ|2Ê(t, ξ) = δ(t)⊗ 1. (1.14)

Agora, para cada ξ ∈ Rn fixo, considere o operador

(
d

dt
+ |ξ|2

)
, sua solução fundamental

é dada por H(t)e−t|ξ|
2
. De fato, derivando no sentido das distribuições temos(

d

dt
+ |ξ|2

)
(H(t)e−t|ξ|

2

) = δ(t)e−t|ξ|
2 −H(t)|ξ|2e−t|ξ|2 +H(t)|ξ|2e−t|ξ|2 = δ(t).

Defina
Ê(t, ξ) = e−t|ξ|

2

H(t)⊗ 1 = e−t|ξ|
2

(H(t)⊗ 1). (1.15)

Então

∂

∂t
Ê(t, ξ) = −|ξ|2e−t|ξ|2(H(t)⊗ 1) + e−t|ξ|

2

(δ(t)⊗ 1).

Logo, (
d

dt
+ |ξ|2

)
(e−t|ξ|

2

H(t)⊗ 1) = δ(t)⊗ 1.

Além disso, Ê(t, ξ) define uma distribuição temperada na variável ξ permitindo assim que
sua transformada parcial inversa esteja definida de dada por

F−1[H(t)e−t|ξ|
2

] = H(t)
e
|x|2
4t

(4πt)
n
2

. (1.16)

De fato, note que

ix · ξ − t|ξ|2 = t

(
ix · ξ
t
− |ξ|2

)
= −t

[(
−ix1 · ξ1

t
+ ξ2

1

)
+ ...+

(
−ixn · ξn

t
+ ξ2

n

)]
= −t

[(
−ξ1 −

ix1

2t

)2

+ ...+

(
−ξn −

ixn
2t

)2
]
− |x|

2

4t
.

25



Logo, para t > 0,

F−1[e−t|ξ|
2

] =
e−
|x|2
4t

(2π)n

∫
e
−t
[
(−ξ1− ix12t )

2
+...+(−ξn− ixn2t )

2
]
dξ.

Calculemos Ij =

∫ ∞
−∞

e
−t
(
−ξj−

ixj
2t

)2
dξj = lim

M→∞

∫ M−
ixj
2t

−M−
ixj
2t

e−tξ
2
j dξj.

Utilizando o Teorema de Cauchy. podemos deslocar o caminho de integração e escrever

Ij = lim
M→∞

∫ M

−M
e−tξ

2
j dξj =

∫ ∞
−∞

e−tξ
2
j dξj =

∫ ∞
−∞

e−
s2

2
ds√
2t

=
1√
2t

√
2π =

(π
t

) 1
2
.

Assim, para t > 0,

F−1[e−t|ξ|
2

] =
e−
|x|2
4t

(4πt)
n
2

.

Aplicando a transformada inversa em (1.15),

〈E(t, x), ϕ⊗ ψ(t, x)〉 = 〈F−1
x (Ê(t, ξ))(x), ϕ(t)ψ(x)〉 = 〈Ê(t, x), ϕ(t)ψ̌(ξ)〉

= 〈e−t|ξ|2H(t)⊗ 1, ϕ(t)ψ̌(ξ)〉 =

∫ ∞
0

∫
Rn
e−t|ξ|

2

ϕ(t)ψ̌(ξ)dξdt

=

∫ ∞
0

ϕ(t)

(∫
Rn
e−t|ξ|

2

ψ̌(ξ)dξ

)
dt =

∫ ∞
0

ϕ(t)

(∫
Rn
ê−t|ξ|2ψ(x)dx

)
dt

=

∫ ∞
0

ϕ(t)

(∫
Rn

e
|x|2
4t

(4πt)
n
2

ψ(x)dx

)
dt =

∫ ∞
0

∫
Rn

e
|x|2
4t

(4πt)
n
2

ϕ(t)ψ(x)dxdt

= 〈 e
|x|2
4t

(4πt)
n
2

, ϕ⊗ ψ(t, x)〉.

Portanto, pelo Teorema 1.2.4, a solução fundamental do operador do calor é

E(t, x) = H(t)
e
|x|2
4t

(4πt)
n
2

.

Definição 1.5.4. Um operador P : D′(Ω) → D′(Ω) é dito localmente resolúvel em Ω se
todo ponto de Ω possui uma vizinhança U ⊂ Ω tal que

PD′(U) ⊇ C∞c (U). (1.17)

Proposição 1.5.2. Sejam P : C∞c (Ω) → C∞c (Ω) um ODPL de ordem m e tP o seu
transposto formal. Suponha que exista c > 0 tal que

‖ϕ‖L2 ≤ c
∥∥tPϕ∥∥

L2 , ∀ϕ ∈ C∞c (Ω) (1.18)

então, PL2(Ω) ⊇ L2(Ω). Em particular, P é resolúvel em todo ponto de Ω.

Demonstração. Seja E
.
= {ψ = tPϕ : ϕ ∈ C∞c (Ω)} ⊂ L2(Ω). Consideramos E um

subespaço vetorial normado de L2(Ω) munido com a norma L2(Ω). Dada f ∈ L2(Ω)
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mostraremos que existe u ∈ L2(Ω) tal que Pu = f em D′(Ω). De fato, definimos sobre E

o funcional linear λ que para cada ψ ∈ E, associa o número complexo

λ(ψ) =

∫
Ω

f(x)ϕ(x) dx.

Primeiro, note que λ está bem definido, para tal, basta mostrarmos que

ψ = 0 =⇒
∫

Ω

ϕ(x)f(x)dx = 0. (1.19)

Seja ϕ ∈ C∞c (Ω) tal que tPϕ = 0, então por (1.18)

‖ϕ‖L2 ≤
∥∥tPϕ∥∥

L2 = 0 =⇒ ϕ = 0 q.t.p.

e portanto (1.19) está satisfeita.
Ainda, pela desigualdade de Hölder, note que

|λ(ψ)| ≤ ‖f‖L2 ‖ϕ‖L2 ≤ c ‖f‖L2

∥∥tPϕ∥∥
L2 = c ‖f‖L2 ‖ψ‖L2 .

Então, pelo Teorema de Hahn Banach, existe um funcional linear T : L2(Ω) → C tal
que T |E = λ e |T (g)| ≤ c ‖f‖L2 ‖g‖L2 para todo g ∈ L2(Ω).

Como T ∈ (L2(Ω))∗, segue do Teorema de Representação de Riesz que existe u ∈ L2(Ω)
tal que para todo g ∈ L2(Ω)

T (g) =

∫
Ω

u(x)g(x)dx.

Então ∫
Ω

(Pu)(x)ϕ(x) dx =

∫
Ω

u(x)(tPϕ)(x) dx = T (tPϕ) =

∫
Ω

f(x)ϕ(x)dx.

Portanto, Pu = f em D′(Ω).

Analogamente ao que vimos em Ω ⊂ Rn, iremos agora considerar ODPL definidos
sobre C∞(TN), P : C∞(TN)→ C∞(TN), P (x,D) =

∑
|α|≤m aα(x)Dα sendo os coeficientes

aα ∈ C∞(TN) e por P ∗ : D′(TN)→ D′(TN) o operador transposto.

Definição 1.5.5. Sejam P : C∞(TN)→ C∞(TN) um ODPL de ordem m com transposto
P ∗ : D′(TN)→ D′(TN). Dizemos que P é globalmente C∞ resolúvel em TN se para cada
f ∈ (kerP ∗)0 = {g ∈ C∞(T) : 〈w, g〉 = 0, para todaw ∈ D′(T), comP ∗w = 0}, existir
u ∈ C∞(TN) tal que Pu = f .

De acordo com a definição acima um operador P é globalmente C∞ resolúvel em TN
se:

PC∞(TN) ⊇ (kerP ∗)0. (1.20)

Considerando a imagem do operador PC∞(TN) como um subespaço vetorial de C∞(TN)
temos o seguinte resultado

Proposição 1.5.3. PC∞(TN) é fechado se, e somente se, PC∞(TN) = (kerP ∗)0.

Demonstração. Suponhamos inicialmente que PC∞(TN) = PC∞(TN). Graças à Pro-
posição1.1.5 temos

kerP ∗ = (PC∞(TN))0.
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Escrevendo o conjunto polar do núcleo do operador transposto e aplicando a Pro-
posição1.1.6 obtemos

(kerP ∗)0 = (PC∞(TN))00 = PC∞(TN) = PC∞(TN).

A rećıprova é demonstrada de forma análoga.

Definição 1.5.6. Dizemos que P : D′(TN) → D′(TN) é globalmente resolúvel em TN
se para cada f ∈ {h ∈ C∞(TN) : 〈w, h〉 = 0,∀w ∈ kerP ∗} existir u ∈ D′(TN) tal que
Pu = f , onde

P ∗ : C∞(TN)→ C∞(TN).

é o operador transposto de P .

Definição 1.5.7. Dizemos que P : D′(TN)→ D′(TN) é globalmente hipoeĺıptico em TN
se para toda u ∈ D′(TN) tal que Pu ∈ C∞(TN) tem-se u ∈ C∞(TN).

1.6 Teorema de Paley-Wiener

Definição 1.6.1. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto e P (x,D) =
∑
|α|≤m aα(x)Dα um ODPL de

ordem m com coeficientes aα ∈ C∞(Ω,C). O conjunto caracteŕıstico de P é definido por

Char(P ) = {(x, ξ) ∈ Ω× (Rn \ {0}) : Pm(x, ξ) = 0}

onde
Pm(x, ξ) =

∑
|α|=m

aα(x)ξα

denota o śımbolo principal de P .

Definição 1.6.2. Seja P (x,D) um operador definido sobre um aberto Ω de Rn. Dizemos
que P é eĺıptico em x0 ∈ Ω se

Pm(x0, ξ) = 0 =⇒ ξ = 0.

Dizemos que o operador P é eĺıptico se for eĺıptico para todo x0 ∈ Ω, equivalentemente
Char(P ) = ∅.

Exemplo 1.6.1. O operador de Laplace (dado no Exemplo 1.5.1) é eĺıptico.
De fato, note que ∆ é um operador com coeficientes constantes. Logo analisando o

śımbolo principal, temos
∆2(x, ξ) = −|ξ|2 ⇐⇒ ξ = 0

portanto Char(∆) = ∅.

Podemos descrever a hipoelipticidade global de P através do suporte singular de uma
distribuição.

Definição 1.6.3. Um ODPL P é dito hipoeĺıptico em Ω ⊆ RN , aberto, se SS(Pu) =
SS(u) para cada u ∈ D′(Ω).

Observação 1.6.1. Seja P um operador hipoeĺıptico, então se u ∈ D′(Ω) é tal que
Pu = f ∈ C∞(Ω), temos que SS(u) = SS(Pu) = SS(f) = ∅, então u ∈ C∞(Ω).
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Teorema 1.6.1. Se P é um operador de coeficientes constantes com solução fundamental
E tal que SS(E) = {0}, então P é hipoeĺıptico. Reciprocamente, se P é hipoeĺıptico, então
toda solução fundamental de P é C∞ fora da origem.

Demonstração. Vide [7].

Exemplo 1.6.2. O operador de Laplace possui solução fundamental dada por

E(x) =

{
C|x|2−n, se n ≥ 3

(2π)−1 ln |x|, se n = 2

Claramente SS(E) = {0}, então, pelo Teorema 1.6.1, temos que o operador de Laplace é
hipoeĺıptico.

Definição 1.6.4. Uma função de classe C1, f definida em um aberto Ω ∈ Cn é dita
holomorfa se ∂f

∂zj
= 0, j = 1, ..., n.

Definição 1.6.5. Seja u ∈ E′(Rn), definimos a sua transformada de Fourier-Laplace por:

û(ζ) = 〈u, e−ix·ζ〉, ∀ζ ∈ Cn

sendo x · ζ = x1ζ1 + ...+ xnζn.

Teorema 1.6.2 (Paley-Wiener).

1. Uma função U inteira em Cn é a transformada de Fourier-Laplace de uma distri-
buição u ∈ E′(Rn) tal que S(u) ⊂ {x; |x| ≤ R} se somente se, existem constantes C
e N tais que:

|U(ζ)| ≤ C(1 + |ζ|)NeR|Imζ|, ∀ζ ∈ Cn.

2. Uma função inteira U em Cn é a transformada de Fourier-Laplace de uma função
u ∈ C∞c (Rn) com S(u) ⊆ {x; |x| ≤ R} se e somente se, para cada N ∈ Z+, existe
uma constante CN tal que:

|U(ζ)| ≤ CNe
R|Imζ|

(1 + |ζ|)N
, ∀ζ ∈ Cn.

Demonstração. Ver [7].

É uma consequência direta do Teorema de Paley-Wiener 1.6.2, que, para todo ξ ∈
{ζ ∈ Cn : Im(ζ) = 0} ≈ Rn, temos

A transformada de Fourier û de uma função u ∈ C∞c (Rn) satisfaz
∀N ∈ Z+, ∃CN tal que

|û(ξ)| ≤ CN
(1 + |ξ|)N

. (1.21)

Reciprocamente, se û satisfaz (1.21), então û é a transformada de Fourier de alguma
u ∈ C∞c (Rn).
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1.7 Conjunto Frente de Onda

A seguir, trataremos um pouco sobre análise microlocal de operadores, conceito essencial
na área de equações diferenciais parciais, e portanto indispensável neste trabalho.

Lema 1.7.1. Sejam Ω ⊂ Rn aberto, u ∈ D′(Ω) e x0 ∈ Ω. Então x0 /∈ SS(u) se, e
somente se, existe ϕ ∈ C∞c (Ω), com ϕ = 1 numa vizinhança de x0 e, para cada K ∈ Z+,
existe CK > 0 tal que

|ϕ̂u(ξ)| ≤ CK
(1 + |ξ|)K

, ∀ξ ∈ Rn.

Demonstração. Veja [8].

Definição 1.7.1. Um subconjunto Γ ⊂ Rn é dito um cone se dado x ∈ Γ e ρ > 0, então
ρx ∈ Γ.

Definição 1.7.2. Sejam Ω ⊆ Rn aberto, u ∈ D′(Ω) e (x0, ξ0) ∈ Ω× (Rn \ {0}). Dizemos
que u é C∞ (ou microlocalmente regular) em (x0, ξ0) se existem ϕ ∈ C∞c (Ω), com ϕ ≡ 1
numa vizinhança de x0 e um cone aberto Γ ⊂ Rn \ {0} contendo ξ0 tal que, para todo
K ∈ N, existe CK > 0 tal que

|ϕ̂u(ξ)| ≤ CK
(1 + |ξ|)K

, ∀ξ ∈ Γ.

Definição 1.7.3. O conjunto frente de onda C∞ de uma distribuição u ∈ D′(Ω) é definido
por:

WF (u) = {(x, ξ) ∈ Ω× (Rn \ {0}); u não é C∞ em (x, ξ)}.

Proposição 1.7.1.

1. Se Π : Ω× (Rn \ {0}) −→ Ω é a projeção na primeira variável, então

Π(WF (u)) = SS(u).

2. Se P =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα, α ∈ C∞(Ω), então

WF (Pu) ⊂ WF (u).

Demonstração. Vide [8].

Teorema 1.7.1. Sejam Ω ⊆ Rn aberto e P um ODPL. Se u ∈ D′(Ω), então

WF (u) ⊂ WF (Pu) ∪ Char(P ).

Demonstração. Vide [8].

Corolário 1.7.1. Todo operador eĺıptico é hipoeĺıptico.

Demonstração. Temos que para todo operador linear P , SS(Pu) ⊂ SS(u). Por outro
lado, se P é eĺıptico, Char(P ) = ∅. Então pelo teorema anterior, WF (u) ⊂ WF (Pu)
portanto, utilizando a Proposição 1.7.1, temos

SS(u) = Π(WF (u)) ⊂ Π(WF (Pu)) = SS(Pu)

e segue o resultado.
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Exemplo 1.7.1. O operador do calor P = ∂t − ∆x = ∂t −
∑n

j=1 ∂
2
xj

é hipoeĺıptico mas
não é eĺıptico.

Já vimos no Exemplo 1.5.2 que sua solução fundamental é dada por

E(t, x) = H(t)
e
−|x|2

4t

(4πt)
n
2

Note que E é C∞ em Rn+1 \ {(0, 0)}, portanto, pelo Teorema 1.6.1, temos que P é
hipoeĺıptico.

Por outro lado, se P (τ, ξ) é o śımbolo principal do operador do calor, então

P (τ, ξ) = |ξ|2

como (τ, 0) ∈ Char(P ) para todo τ 6= 0, segue que P não é eĺıptico.

Definição 1.7.4. Dizemos que Υ ⊂ Zn \ {0} é um cone discreto se Υ = Zn ∩ Γ para
algum cone Γ em Rn.

Definição 1.7.5. Seja u ∈ D′(TN), definimos o conjunto frente de onda toroidalWFT (u) ⊂
TN × (ZN \ {0}) como segue: (x0, ξ0) ∈ TN × (ZN \ {0}) não pertence a WFT (u) se e
somente se, existe χ ∈ C∞(TN) e um cone aberto discreto Γ ⊂ ZN \{0} tal que χ(x0) 6= 0,
ξ0 ∈ Γ e

∀N > 0, ∃CN tal que |(̂χu)(ξ)| ≤ CN
(1 + |ξ|)N

.

Adequando-se às definições acima, os resultados de análise microlocal obtidos para
RN , são válidos também em TN . Veja [14].

1.8 Espaços de Sobolev no toro TN

Definição 1.8.1. Seja s ∈ R, denotamos o espaço de Sobolev de ordem s por Hs(TN) e
é definido por

Hs(TN) = {u ∈ D′(TN) :
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2 <∞}.

Proposição 1.8.1. Dados t, s ∈ R, existe uma isometria entre H t(TN) e H t+s(TN).

Demonstração. Seja ϕs um operador linear tal que para cada u ∈ H0(TN)

ϕs(u)(x) =
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)−
s
2 û(ξ)eix·ξ,

então ϕs é uma isometria entre H t(TN) e H t+s(TN). De fato, dado k ∈ ZN ,

ϕ̂s(u)(k) =

∫
TN
e−ix·kϕs(u)dx =

∫
TN
e−ix·k

∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)−
s
2 û(ξ)eix·ξdx

=
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)−
s
2 û(ξ)

∫
TN
e−ix(k−ξ)dx = (1 + |k|2)−

s
2 û(k).
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E ainda,

‖ϕs(u)‖2
Ht+s =

∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)t+s|ϕ̂s(u)(ξ)|2 =
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)t+s(1 + |ξ|2)−s|û(ξ)|2 = ‖u‖2
Ht .

logo ϕs(u) ∈ H t+s(TN).
Seja u ∈ H t(TN) tal que u ∈ kerϕs, então da igualdade obtida acima

ϕs(u) = 0 ⇒ ‖ϕs(u)‖Ht+s = 0

⇒ ‖u‖Ht = 0

⇒ u = 0

Logo u = 0 e ϕs é injetora.
Dada v ∈ H t+s(TN), tome u tal que û(ξ) = (1 + |ξ|2)

s
2 v̂(ξ). Note que u ∈ H t(TN):

‖u‖Ht =
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)t|û(ξ)|2 =
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)s(1 + |ξ|2)t|v̂(ξ)|2 = ‖v‖Ht+s <∞.

E ainda, temos que ϕs(u) = v em H t+s. De fato,

‖ϕs(u)(ξ)− v(x)‖ =
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)t+s|F[ϕs(u)− v](ξ)|2 = 0,

pois

F[ϕs(u)− v](ξ) = F[
∑
η∈ZN

(1 + |η|2)−
s
2 û(η)eix·η − v(x)](ξ)

= F[
∑
η∈ZN

(1 + |η|2)−
s
2 (1 + |η|2)

s
2 v̂(η)eix·η](ξ)− v̂(ξ)

= F[
∑
η∈ZN

v̂(η)eix·η](ξ)− v̂(ξ) = 0

portanto ϕs é sobrejetora, e segue o lema.

Teorema 1.8.1. Para cada s ∈ R, o espaço de Sobolev Hs(TN) é um espaço de Hilbert
com o produto interno

〈u, v〉Hs =
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)sû(ξ)v̂(ξ).

A norma é então dada por

‖u‖Hs =

∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2
 1

2

.

Demonstração. Sabemos que L2 é um espaço completo, pelo Corolário 1.8.1, temos que
H0(TN) também o é. Logo, tomando t = 0 na Proposição 1.8.1, segue que Hs(TN) é
espaço de Hilbert com a norma induzida pelo produto interno.

Proposição 1.8.2. Os polinômios trigonométricos são densos em Hs(TN)
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Demonstração. Veja [14]

Lema 1.8.1. Seja u ∈ D′(TN) tal que
∑
ξ∈ZN
|û(ξ)|2 <∞, então u ∈ L2(TN), e além disso

vale Parseval, ou seja,

‖u‖2
L2 =

∑
ξ∈ZN
|û(ξ)|2. (1.22)

Demonstração. Seja φ ∈ C∞(TN) ⊂ L2(TN). Pela Proposição 1.3.3

|〈u, φ〉| =

∣∣∣∣∣∣
∑
ξ∈ZN

û(ξ)φ̂(−ξ)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
ξ∈ZN
|û(ξ)||φ̂(−ξ)|

≤

∑
ξ∈ZN
|û(ξ)|2

 1
2
∑
ξ∈ZN
|φ̂(ξ)|2

 1
2

≤ c ‖φ‖L2

Logo, pelo Teorema de extensão de Hahn Banach, existe T ∈ (L2)∗ que estende u. E
ainda, pelo Teorema de Riesz, existe f ∈ L2(TN) tal que u = Tf ∈ L2(TN).

Como temos a desigualdade de Parseval válida para função em L2(TN), segue o resul-
tado.

Teorema 1.8.2. Seja m ∈ N, então

Hm(TN) = {u ∈ L2(TN) :
∑
|α|≤m

‖∂αu‖2
L2 <∞}. (1.23)

.

Demonstração. Considere u ∈ Hm(TN) no sentido da Definição 1.8.1, então temos que∑
ξ∈ZN (1 + |ξ|2)mû(ξ) <∞.Tome α ∈ ZN+ , tal que |α| ≤ m. Temos:∑

ξ∈ZN
|∂̂αu(ξ)|2 =

∑
ξ∈ZN
|(iξ)αû(ξ)|2

≤
∑
ξ∈ZN
|ξ|2|α||û(ξ)|2

≤
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)m|û(ξ)|2 <∞

Então, pelo Lema 1.8.1, segue que ∂αu ∈ L2TN). Assim, utilizando Plancherel∑
|α|≤m

‖∂αxu‖L2 =
∑
|α|≤m

∑
ξ∈ZN
|∂̂αxu(ξ)|2 =

∑
ξ∈ZN

∑
|α|≤m

|ξαû(ξ)|2

≤
∑
ξ∈ZN

∑
|α|≤m

|ξ|2α|û(ξ)|2 ≤
∑
ξ∈ZN

C|ξ|2m|û(ξ)|2

≤ C
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)m|û(ξ)|2 ≤ C ‖u‖Hm

onde C = #{α ∈ ZN+ : |α| ≤ m}.
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Por outro lado, se u está no conjunto dado em (1.23), ∂αu(ξ) ∈ L2(TN) sempre que
|α| ≤ m. Pelo Lema 1.1.1 que existe constante C > 0 tal que∑

ξ∈ZN
(1 + |ξ|2)m|û(ξ)|2 ≤ C

∑
ξ∈ZN

∑
|α|≤m

|ξα|2|û(ξ)|2

≤ C
∑
|α|≤m

∑
ξ∈ZN
|∂αû(ξ)|2

= C
∥∥∂mj u∥∥L2 <∞.

sendo utilizado Parseval na última igualdade.

Do Teorema acima, segue que para m ∈ N

‖u‖Hm =̃
∑
|α|≤m

(∫
TN
|∂αu(x)|2 dx

) 1
2

.

Corolário 1.8.1. H0(TN) = L2(TN).

Demonstração. Utilizando a definição de H0 como aparece no Teorema 1.8.2, note que

‖u‖H0 = ‖u‖L2 .

Lema 1.8.2. Se t < s então Hs(TN) ⊂ H t(TN).

Demonstração. Seja u ∈ Hs(TN). Como (1 + |ξ|2)t < (1 + |ξ|2)s ∀ξ ∈ ZN , temos∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)t|û(ξ)|2 ≤
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2 <∞.

Assim ‖u‖Ht ≤ ‖u‖Hs .

Proposição 1.8.3. Se u ∈ Hs+t(TN) e v ∈ Hs−t(TN) então |〈u, v〉Hs| ≤ ‖u‖Hs+t ‖v‖Hs−t.

Demonstração.

|〈u, v〉Hs| = |
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)sû(ξ)v̂(ξ)|

≤
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)
s+t
2 |û(ξ)|(1 + |ξ|2)

s−t
2 |v̂(ξ)|

≤

∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)s+t|û(ξ)|2
 1

2
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)s−t|v̂(ξ)|2
 1

2

onde a última desigualdade é obtida por Cauchy-Schwartz.

Proposição 1.8.4. Para cada s ∈ R, o operador Dα é limitado de Hs+|α|(TN) em
Hs(TN), isto é, existe c > 0 tal que ‖Dαu‖Hs ≤ c ‖u‖Hs+|α|, para todo u ∈ Hs+|α|(TN).
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Demonstração. Primeiramente, note que

|ξα| = |(ξα1
1 , ..., ξαnn )| ≤ |ξ|α1+...+αn = |ξ||α| ≤ (1 + |ξ|2)

|α|
2 (1.24)

Assim,

‖Dαu‖Hs =
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)s|D̂αu(ξ)|2 =
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)s|ξαû(ξ)|2

≤
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)s(1 + |ξ|2)|α||û(ξ)|2 = ‖u‖Hs+|α| .

Lema 1.8.3. (Lema de Rellich). Seja (uj)j≥1 uma sequência em H t(TN) com ‖uj‖Ht ≤ 1
∀j ≥ 1. Se s < t, então existe uma subsequência (ujk) ⊂ (uj) convergente em Hs(TN).

Demonstração. Note que

‖uj‖Ht ≤ 1 ⇔
∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)t|ûj(ξ)|2 ≤ 1 (1.25)

então, para cada ξ ∈ ZN fixo, (1 + |ξ|2)
t
2 ûj(ξ) está na bola unitária de C. Assim, fi-

xando ξ ∈ ZN , existe uma subsequência (1 + |ξ|2)
t
2 ûjk(ξ) convergente em C (pois este é

sequencialmente compacto).
Mostraremos que a subsequência (ujk) ⊂ (uj) é de Cauchy em Hs, s < t. De fato,

‖ujk − ujl‖
2
Hs =

∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)s|ûjk(ξ)− ûjl(ξ)|2 (1.26)

=
∑
|ξ|≤N

(1 + |ξ|2)s|ûjk(ξ)− ûjl(ξ)|2 +
∑
|ξ|>N

(1 + |ξ|2)s|ûjk(ξ)− ûjl(ξ)|2

sendo N ∈ N qualquer.
Primeiro estimaremos o segundo somatório de (1.26). Por (1.25), obtemos∑
|ξ|>N

(1 + |ξ|2)s|ûjk(ξ)− ûjl(ξ)|2 =
∑
|ξ|>N

(1 + |ξ|2)s−t[(1 + |ξ|2)t|ûjk(ξ)− ûjl(ξ)|2]

≤
∑
|ξ|>N

1

(1 + |ξ|2)t−s
(1 + |ξ|2)t(2|ûjk(ξ)|2 + 2|ûjl(ξ)|2)

≤
∑
|ξ|>N

1

(N2)t−s
(1 + |ξ|2)t(2|ûjk(ξ)|2 + 2|ûjl(ξ)|2)

≤ N2(s−t)
∑
|ξ|>N

(1 + |ξ|2)t(2|ûjk(ξ)|2 + 2|ûjl(ξ)|2)

≤ 4N2(s−t).

Como s − t < 0, podemos tomar N = N0 suficientemente grande de tal forma que
4N2(s−t) seja menor que ε

2
. Portanto∑
|ξ|>N0

(1 + |ξ|2)s|ûjk(ξ)− ûjl(ξ)|2 ≤
ε

2
. (1.27)
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Por outro lado, temos que∑
|ξ|≤N0

(1 + |ξ|2)s|ûjk(ξ)− ûjl(ξ)|2 ≤
∑
|ξ|≤N0

(1 + |ξ|2)t|ûjk(ξ)− ûjl(ξ)|2.

E mais, ((1 + |ξ|2)
t
2 ûjk(ξ)) é de Cauchy em C para cada ξ fixo, ou seja, para todo ε > 0,

existe N = N(ε, ξ) tal que ∀k, l > N ,

(1 + |ξ|2)
t
2 |ûjk(ξ)− ûjl(ξ)| = |(1 + |ξ|2)

t
2 ûjk(ξ)− (1 + |ξ|2)

t
2 ûjl(ξ)| ≤

( ε

2C

) 1
2
.

Ou seja,

(1 + |ξ|2)t|ûjk(ξ)− ûjl(ξ)| ≤
ε

2C
(1.28)

onde a constante C = #{ζ ∈ ZN : |ζ| ≤ N0}, sendo # a medida de contagem. Então,∑
|ξ|≤N0

(1 + |ξ|2)s|ûjk(ξ)− ûjl(ξ)|2 ≤
∑
|ξ|≤N0

((1 + |ξ|2)t|ûjk(ξ)− ûjl(ξ)|)2

<
ε

2C

∑
|ξ|≤N0

1 =
ε

2
. (1.29)

Tome K = max{N(ε, ξ); |ξ| ≤ N0}, então, por (1.26), (1.27) e (1.29), ∀k, l > K

‖ujk − ujl‖Hs < ε.

Portanto, (ujk) ⊂ (uj) é de Cauchy em Hs(TN) que é completo, logo (ujk) é convergente
em Hs(TN).

Proposição 1.8.5. Se a sequência (uj) converge em Hs(TN), então converge também em
D′(TN).

Demonstração. Pela Proposição 1.8.3, com t = 0, dada φ ∈ C∞(TN) ⊂ H−s(TN),

|〈u− uj, φ〉| =

∣∣∣∣∣∣
〈
u− uj,

∑
ξ∈ZN

φ̂(ξ)e−iξ·x

〉∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑
ξ∈ZN

φ̂(ξ)
〈
u− uj, e−iξ·x

〉∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
∑
ξ∈ZN

φ̂(ξ) ̂(u− uj)(ξ)

∣∣∣∣∣∣ = |〈u− uj, φ〉H0|

≤ ‖u− uj‖H0+s ‖φ‖H0−s −→ 0.

Lema 1.8.4 (Lema de Sobolev). Se t ≥
[
N
2

]
+1 e u ∈ H t(TN), então a série

∑
ξ∈ZN

û(ξ)eix·ξ

converge uniformemente, deste modo, cada u corresponde a uma função cont́ınua. Ou
seja, H t(TN) ⊂ C0(TN), se t ≥

[
N
2

]
+ 1.

Demonstração. É suficiente mostrar que a série
∑
ξ∈ZN

û(ξ)eix·ξ converge absolutamente.
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Note que∑
|ξ|≤M

|û(ξ)eix·ξ| =
∑
|ξ|≤M

|û(ξ)| =
∑
|ξ|≤M

(1 + |ξ|2)−
t
2 (1 + |ξ|2)

t
2 |û(ξ)|

≤

∑
|ξ|≤M

(1 + |ξ|2)−t

 1
2
∑
|ξ|≤M

(1 + |ξ|2)t|û(ξ)|2
 1

2

≤

∑
|ξ|≤M

(1 + |ξ|2)−t

 1
2

‖u‖Ht .

Sendo que o último termo converge, para verificar, façamos o teste da integral. Antes,
denotando ε =

[
N
2

]
+ 1− N

2
> 0, temos

t ≥
[
N

2

]
+ 1 =⇒ t ≥ ε+

N

2

=⇒ 2t ≥ 2ε+N.

Então ∫
|ξ|≥1

1

(1 + |ξ|2)t
dξ = CN

∫ ∞
1

rN−1

(1 + r2)t
dr ≤ CN

∫ ∞
1

rN−1

r2t
dr

≤ CN

∫ ∞
1

1

r−N+1+2t
dr ≤ CN

∫ ∞
1

1

r−N+1+2ε+N
dr

= CN

∫ ∞
1

1

r1+2ε
dr = − 1

2εr2ε

∣∣∣∞
1

=
1

2ε
<∞.

Corolário 1.8.2. Se u ∈ H t(TN), sendo t ≥
[
N
2

]
+ 1 +m, então Dαu =

∑
ξ∈ZN

ξαû(ξ)eix·ξ

converge absolutamente para |α| ≤ m. Logo H t(TN) ⊂ Cm(TN).

Demonstração. Se u ∈ H t(TN) para t ≥
[
N
2

]
+ 1 + m e |α| ≤ m, pela Proposição 1.8.4,

temos que Dαu ∈ H t−|α|(TN), onde t− |α| ≥
[
N
2

]
+ 1, pois

|α| ≤ m =⇒ −|α| ≥ −m =⇒ t− |α| ≥ t−m ≥
[
N

2

]
+ 1.

Logo, pelo Lema de Sobolev segue que∑
ξ∈ZN

ξαD̂αu(ξ)eix·ξ =
∑
ξ∈ZN

ξαû(ξ)eix·ξ

converge uniformemente.

Corolário 1.8.3.
⋂
s∈R

Hs(TN) = C∞(TN).

Demonstração. Tome t ∈ R e ϕ ∈ C∞(TN), então para ` = N+1
2

+ t, existe constante
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C` > 0 tal que

|ϕ̂(ξ)| ≤ C`
(1 + |ξ|2)`

.

Então

‖ϕ‖2
Ht =

∑
ξ∈ZN

(1 + |ξ|2)t|ϕ̂(ξ)|2 ≤ C2
`

∑
ξ∈ZN

1

(1 + |ξ|2)2`−t ≤ C2
`

∑
ξ∈ZN

1

(1 + |ξ|2)
N+1

2

<∞

ou seja, C∞(TN) ⊂
⋂
s∈RH

s(TN).
Por outro lado, pelo Corolário 1.8.2, temos que⋂

s∈R

Hs(TN) ⊂
⋂
s∈N

Cs(TN) = C∞(TN).

Observação 1.8.1. Se φ ∈
⋂
j∈Z+

Hj(TN), então φ ∈ C∞(TN).

De fato, basta mostrar que a transformada de Fourier de φ tem decaimento rápido.
Dado m ∈ Z+, temos por hipótese que φ ∈ H2m(TN), ou seja,∑

ξ∈ZN
(1 + |ξ|2)2m|φ̂(ξ)|2 <∞⇒ ∃ cm tal que (1 + |ξ|2)2m|φ̂(ξ)|2 ≤ cm ∀ξ ∈ ZN

então |φ̂(ξ)| ≤
√
cm

(1 + |ξ|2)m
∀ξ ∈ ZN .

Definição 1.8.2. Sejam ϕ ∈ C∞(TN), j ∈ Z+ e r ∈ Z definimos a norma Sobolev

‖ϕ‖j =
∑
|α|≤j

‖∂αϕ‖L2 =
∑
|α|≤j

(∫
TN
|∂αϕ(x)|2dx

) 1
2

e as seminormas
‖ϕ‖j,r = ‖Pϕ‖j + ‖ϕ‖r

onde P é um operador linear definido em C∞(TN) e com coeficientes C∞(TN).

Lema 1.8.5. Se P é globalmente hipoeĺıptico em TN , então C∞(TN) com a topologia
definida pela famı́lia enumerável de seminormas {‖·‖j,r}, j ∈ Z+ e r ∈ Z, é um espaço
de Fréchet.

Demonstração. Seja r ∈ Z, e considere a famı́lia de seminormas {‖·‖j,r}, j = 0, 1, ...,

constrúımos a seguinte métrica para ϕ, ψ ∈ C∞(TN)

d1(ϕ, ψ) =
∞∑
j=0

1

2j
‖ϕ− ψ‖j,r

1 + ‖ϕ− ψ‖j,r
.

É conhecido que (C∞(TN), d1) é um espaço métrico, mostraremos que é completo.
Seja (ϕn) uma sequência de Cauchy em (C∞(TN), d1), então

d1(ϕn, ϕm) =
∞∑
j=0

1

2j
‖ϕn − ϕm‖j,r

1 + ‖ϕn − ϕm‖j,r
→ 0 quando m,n→∞
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então, para cada r ∈ Z+ fixo,

‖ϕn − ϕm‖j,r → 0 quando m,n→∞.

ou seja,
‖P (ϕn − ϕm)‖j + ‖ϕn − ϕm‖r → 0 quando m,n→∞. (1.30)

Assim, (Pϕn)n≥1 é de Cauchy em Hj(TN) e (ϕn)n≥1 de Cauchy em Hr(TN), que são
espaços de Hilbert. Então existem ϕ ∈ Hr(TN) e ψj ∈ Hj(TN), para cada j tal que{

Pϕn → ψj ∈ Hj(TN)
ϕn → ϕ ∈ Hr(TN)

.

Fixe j ∈ Z+. Seja l ∈ Z+ tal que j < l, também temos que Pϕn → ψl ∈ H l(TN).
Sabemos que ‖f‖j ≤ ‖f‖l, então

∥∥Pϕn − ψl∥∥j ≤ ∥∥Pϕn − ψl∥∥l → 0 ⇒
{
Pϕn → ψj ∈ Hj(TN)
Pϕn → ψl ∈ Hj(TN)

pela unicidade do limite, ψl = ψj em Hj(TN) ⊃ H l(TN).
Analogamente, se l < j,∥∥Pϕn − ψj∥∥l ≤ ∥∥Pϕn − ψj∥∥j → 0 ⇒

{
Pϕn → ψj ∈ H l(TN)
Pϕn → ψl ∈ H l(TN)

assim ψj = ψl em H l(TN) ⊃ Hj(TN).
Defina ψ = ψj ∀j ∈ Z+, observe que ψ ∈

⋂
j∈Z+

Hj(TN), então, pela Proposição 1.8.1

ψ ∈ C∞(TN).
Pelo Lema 1.8.5,

ϕn → ϕ em Hr(TN) ⇒ ϕn → ϕ em D′(TN).

Então, como P é um operador cont́ınuo, Pϕn → Pϕ em D′(TN). Mas Pϕn → ψ emD′(TN),
de fato, dada φ ∈ C∞(TN),

〈Pϕn, φ〉 → 〈ψj, φ〉 = 〈ψ, φ〉.

Logo, Pϕ = ψ ∈ C∞(TN) em D′(TN). Como P é globalmente hipoeĺıptico em TN , segue
que ϕ ∈ C∞(TN). E mais,

‖ϕn − ϕ‖j,r = ‖Pϕn − Pϕ‖j + ‖ϕn − ϕ‖r
= ‖Pϕn − ψ‖j + ‖ϕn − ϕ‖r
=

∥∥Pϕn − ψj∥∥j + ‖ϕn − ϕ‖r → 0.

Portanto ϕn → ϕ na norma ‖·‖j,r.

Lema 1.8.6. Se o operador P =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα é globalmente hipoeĺıptico em TN , então

existem l ∈ Z+ e c > 0 tais que

‖ϕ‖0 ≤ c(‖Pϕ‖l + ‖ϕ‖−1) ∀ϕ ∈ C∞(TN).
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Demonstração. Seja r ∈ Z fixo, para cada l ∈ Z+, tome k = max{m+ l, r}. Observe que

Hk(TN) ⊂ Hm+l(TN) ⊂ H l(TN) e Hk(TN) ⊂ Hr(TN).

Como a ordem do operador P é m, temos que existe constante c1 > 0 tal que ‖Pϕ‖l ≤
c1 ‖ϕ‖l+m ≤ c1 ‖ϕ‖k. Então, existe c > 0 tal que

‖ϕ‖l,r = ‖Pϕ‖l + ‖ϕ‖r ≤ c ‖ϕ‖k .

Com isso, temos que a aplicação

Id : (C∞(TN), d) → (C∞(TN), d1)
ϕ 7→ Id(ϕ) = ϕ

é uma bijeção linear cont́ınua. Pelo teorema da aplicação aberta segue que Id−1 :
(C∞(TN), d1) → (C∞(TN), d) é cont́ınua. Assim, para cada j ∈ Z+, existem l ∈ Z+

e c > 0 tais que
‖ϕ‖j ≤ c ‖ϕ‖l,r

portanto, tomando j = 0 e r = −1,

‖ϕ‖0 ≤ c(‖Pϕ‖l + ‖ϕ‖−1).

Proposição 1.8.6.
L2(TN) = kerP ⊕ (kerP )⊥

Demonstração. Claramente kerP é fechado em L2(TN) que é um espaço de Hilbert, por-
tanto, basta usar o teorema da projeção ortogonal 1.1.4.

Lema 1.8.7. Suponha que P seja globalmente hipoeĺıptico em TN . Então existem l ∈ Z+

e c > 0 tais que
‖ϕ‖0 ≤ c ‖Pϕ‖l ∀ϕ ∈ (kerP )⊥ ∩ C∞(TN) (1.31)

Demonstração. Suponha que (1.31) seja falsa. Logo, ∀l ∈ Z+ e toda constante c > 0,
em particular, para c = j ∈ Z+, ∃ ϕlj ∈ (kerP )⊥ ∩ C∞(TN) tais que

∥∥ϕlj∥∥0
> j

∥∥Pϕlj∥∥l,
fixando l, podemos denotar ϕlj = ϕj

‖Pϕj‖l <
‖ϕj‖0

j
.

Defina φj =
ϕj
‖ϕj‖0

, logo

(I) ‖φj‖0 = 1

(II) ‖Pφj‖l =

∥∥∥∥P ( ϕj
‖ϕj‖0

)∥∥∥∥
l

=
1

‖ϕj‖0

‖Pϕj‖l ≤
1

‖ϕj‖0

‖ϕj‖0

j
=

1

j
.

Note que (φj) ⊂ (kerP )⊥ ∩ C∞(TN) também.
De fato, dada g ∈ kerP , ∀j ∈ Z+,∫

φj(x)g(x)dx =
1∥∥ϕlj∥∥0

∫
ϕlj(x)g(x)dx = 0.
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Claramente, para cada j, φj ∈ C∞(TN) pois é a multiplicação de uma constante por
ϕj ∈ C∞(TN). E ainda,

‖φj‖l =
‖ϕj‖l
‖ϕj‖0

<
‖ϕj‖0

j ‖ϕj‖0

=
1

j
.

Com as propriedades que vimos acima para (φj), podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que a sequência (ϕj) ⊂ (kerP )⊥ ∩ C∞(TN) satisfaz as seguintes condições:
(i)‖ϕj‖0 = 1

(ii) ‖Pϕj‖l <
1

j
.

Para cada l ∈ Z+, fazendo j →∞,

Pϕj → 0 em H l(TN) (1.32)

logo, pela Proposição 1.8.5

Pϕj −→ 0 quando j →∞ em D′(TN). (1.33)

Como ‖ϕj‖0 = 1 e −1 < 0, pelo Lema de Rellich (1.8.3), existem u−1 ∈ H−1(TN) e
uma subsequência (ϕjk) ⊂ (ϕj) tal que

ϕjk −→ u−1 em H−1(TN) quando j →∞. (1.34)

Assim, ϕjk −→ u−1 em D′(TN), portanto,

Pϕjk −→ Pu−1 em D′(TN) quando j →∞. (1.35)

Logo, por (1.33), (1.35) e da unicidade do limite, segue que Pu−1 = 0, ou seja, u−1 ∈ kerP .
Agora, dada g ∈ kerP ,∫

u−1(x)g(x)dx = lim
j→∞

∫
ϕjk(x)g(x)dx = 0

então u−1 ∈ (kerP )⊥ ∩ kerP . Portanto, u−1 = 0.
Como P é globalmente hipoeĺıptico em TN , segue do Lema 1.8.6 que existem p ∈ Z+

e c > 0 tais que
1 = ‖ϕjk‖0 ≤ c(‖Pϕjk‖p + ‖ϕjk‖−1).

Fazendo k →∞, por (1.32) e (1.34), segue que

1 ≤ c ‖u−1‖−1 =⇒ u−1 6= 0

contradição.
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CAṔITULO 2

Hipoelipticidade e Resolubilidade no Toro

O presente caṕıtulo explora o principal tópico do trabalho, regularidade de campos
vetoriais reais no toro TN . Apresenta-se a demonstração de relações como por exemplo, se
um ODPL P é globalmente hipoeĺıptico então seu transposto P ∗ é globalmente resolúvel,
e, sendo L um campo vetorial real de coeficientes constantes, então L∗ é globalmente
hipoeĺıptico se, e somente se, os coeficientes satisfazem a condição Diofantina. Ao reunir
as relações obtidas, constrói-se a prova do resultado principal do trabalho, que apresenta
uma classe de campos vetoriais onde os conceitos de hipoelipticidade global, resolubilidade
global C∞ e redução à forma normal são equivalentes.

2.1 Relações Básicas

Proposição 2.1.1. Seja P : D′(TN) → D′(TN) um ODPL globalmente resolúvel e glo-
balmente hipoeĺıptico, então P é globalmente C∞-resolúvel em TN .

Demonstração. Dado f ∈ E(P ) = {h ∈ C∞(TN) : 〈ω, h〉 = 0, ∀ω ∈ kerP ∗}. Como P é
globalmente resolúvel, segue da Definição 1.5.6 que existe u ∈ D′(TN) tal que Pu = f em
D′(TN). Como E(P ) ⊂ C∞(TN) temos que Pu ∈ C∞(TN), pela hipoelipticidade de P ,
segue que u ∈ C∞(TN).

Portanto, como Pu = f , P é globalmente C∞ resolúvel.

Proposição 2.1.2. Se P globalmente hipoeĺıptico em TN então P ∗ é globalmente resolúvel
em TN .

Demonstração. Dada f ∈ E(P ∗), devemos encontrar u ∈ D′(TN) tal que P ∗u = f .
Defina o seguinte conjunto

Y = PC∞(TN)=̇{ψ ∈ C∞(TN) : Pφ = ψ para alguma φ ∈ C∞(TN)}.

Seja λ : Y −→ C o funcional linear tal que para cada ψ ∈ Y , λ(ψ) =
∫
TN f(x)φ(x) dx

onde φ é tal que P (φ) = ψ.
Observe que:
1) O funcional λ está bem definido.

42



De fato, sejam φ1, φ2 ∈ C∞(TN) tal que ψ = Pφ1 = Pφ2, então

P (φ1 − φ2) = 0 ⇒ φ1 − φ2 ∈ kerP

⇒
∫
f(x)(φ1 − φ2)(x)dx = 0

⇒
∫
f(x)φ1(x)dx =

∫
f(x)φ2(x)dx

2) Denotando por ‖·‖` a norma Sobolev, existem c > 0 e ` ∈ Z+ tais que

|λ(ψ)| ≤ c ‖ψ‖`

para todo ψ ∈ Y .
De fato, graças ao Corolário 1.8.1 e aplicando a desigualdade de Hölder, obtemos

|λ(ψ)| = |
∫
f(x)φ(x)dx| ≤ ‖f‖L2 ‖φ‖L2 = ‖f‖0 ‖φ‖0 . (2.1)

Como P é globalmente hipoeĺıptico em TN , pelo Lema 1.8.7, existem constantes c > 0
e ` ∈ Z+ tais que

‖ψ‖0 ≤ c ‖Pψ‖` , ∀ψ ∈ C∞(TN) ∩ (kerP )⊥. (2.2)

Pela Proposição 1.8.6, dada φ ∈ C∞(TN), podemos escrever φ = φ1 +φ2, onde φ1 ∈ kerP
e φ2 ∈ (kerP )⊥. Seja φ tal que Pφ = ψ,

λ(ψ) =

∫
f(x)φ(x)dx =

∫
f(x)φ1(x)dx+

∫
f(x)φ2(x)dx =

∫
f(x)φ2(x)dx.

Assim, por (2.1) e (2.2), segue que

|λ(ψ)| = |
∫
f(x)φ2(x)dx| ≤ ‖f‖0 ‖φ2‖0 ≤ c1 ‖f‖0 ‖Pφ2‖`

= c ‖P (φ1 + φ2)‖` = c ‖ψ‖`

Então
|λ(ψ)| ≤ c ‖ψ‖` , ∀ψ ∈ Y. (2.3)

Como Y ⊂ C∞(TN) decorre da desigualdade (2.3) e do Teorema de Extensão de
Hahn-Banach 1.1.1, que existe u : C∞(TN) −→ C, funcional linear tal que

(i) |u(g)| ≤ c ‖g‖l , ∀g ∈ C∞(TN)

(ii) u|Y = λ.

Por (i), temos que u é cont́ınuo em C∞(TN) munido com a norma Sobolev ‖·‖` uma vez
que C∞(TN) ⊂ Hs(TN) para todo s. Logo u pertence a D′(TN), e ainda, para todo
η ∈ C∞(TN)

〈P ∗u, η〉 = 〈u, Pη〉 = λ(Pη) =

∫
f(x)η(x)dx = 〈f, η〉.

Ou seja, P ∗u = f em D′(TN).

Utilizando os mesmos argumentos contidos na proposição anterior, obtemos o seguinte
resultado.

43



Proposição 2.1.3. Se P ∗ globalmente hipoeĺıptico em TN então P é globalmente resolúvel
em TN .

Proposição 2.1.4. Seja P um operador globalmente hipoeĺıptico, então kerP tem di-
mensão finita.

Demonstração. Se P é globalmente hipoeĺıptico então temos que kerP ⊂ C∞(Tn) ⊂
L2(Tn). Suponha por absurdo que dim kerP = +∞, então existiria uma sequência de
funções (fn)n∈N ⊂ L2(Tn) definindo um sistema ortonormal completo para um subespaço
de L2(Tn). Pela Proposição 1.1.3, fn converge fracamente a zero em L2(Tn) e portanto
converge no sentido das distribuições para a distribuição nula.

Graças ao Lema 1.8.6, temos que existem constantes c > 0 e ` > 0 tais que

1 = ‖fn‖0 ≤ c(‖Pfn‖` + ‖fn‖−1) = c‖fn‖−1. (2.4)

Por outro lado, como ‖fn‖L2 = ‖fn‖0 = 1 segue do Lema 1.8.3 que existe uma sub-
sequência (fnj) ⊂ (fn) e uma η ∈ H−1 tais que fnj → η quando j →∞.

Logo, fazendo n→∞ na desigualdade (2.4) obtemos

1 ≤ c ‖η‖−1 = 0.

Contradição, logo dim kerP < +∞.

2.2 Hipoelipticidade e Resolubilidade Global de Cam-

pos Vetoriais

Na presente seção, trataremos sobre o assunto principal deste trabalho. Será apresentada
uma classe campos vetoriais definidos no toro onde os conceitos de hipoelipticidade global,
resolubilidade C∞ e redução do campo à sua forma normal são equivalentes.

Definição 2.2.1. Um campo vetorial real suave sobre TN é uma aplicação R-linear L :
C∞(TN)→ C∞(TN) que satisfaz a regra de Leibniz, isto é,

L(fg) = fL(g) + gL(f) ∀f, g ∈ C∞(TN).

Proposição 2.2.1. Seja L =
∑N

j=1 aj(x)∂xj um campo vetorial real suave, então

1. (L2)∗ = (L∗)2

2. L∗ = −L− divL

3. Se J ∈ C∞(TN) tal que L∗J = 0 então L∗(Ju) = −JL(u), para toda u ∈ D′(TN).

Demonstração. Sejam ψ, φ ∈ C∞(TN).
1. Observe que

〈L2ψ, φ〉 = 〈Lψ,L∗φ〉 = 〈ψ,L∗(L∗φ)〉 = 〈ψ, (L∗)2φ〉

portanto, (L2)∗ = (L∗)2.
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2. Aplicando integração por partes obtemos

〈Lψ, φ〉 =

∫
TN
Lψ(x)φ(x)dx

=

∫
TN

(
N∑
j=1

aj(x)∂xjψ(x)

)
φ(x)dx =

N∑
j=1

∫
TN
∂xjψ(x)(aj(x)φ(x))dx

= −
N∑
j=1

[∫
TN
ψ(x)

(
∂xjaj(x)

)
φ(x)dx+

∫
TN
aj(x)ψ(x)∂xjφ(x)dx

]

= −

[∫
TN

N∑
j=1

ψ(x)
(
∂xjaj(x)

)
φ(x)dx+

∫
TN

N∑
j=1

aj(x)ψ(x)∂xjφ(x)dx

]
= −〈ψ, (L+ divL)φ〉.

3. Dada u ∈ D′(TN), pelo item 2 segue que

L∗(Ju) = −L(Ju)−

(
N∑
j=1

∂aj
∂xj

)
(Ju)

= −(LJ)u− JLu−

(
N∑
j=1

∂aj
∂xj

)
(Ju)

= (L∗J)u− JLu = −JLu.

Definição 2.2.2. Sejam L,M dois campos vetoriais então dizemos que L e M são campos
conjugados se existe um difeomorfismo y = τ(x), de classe C∞ tal que

Lu(x) = M(u ◦ τ−1)(y)

para toda u ∈ D′(TN).

Proposição 2.2.2. Sejam L e M dois campos conjugados. Então, L é globalmente hi-
poeĺıptico se, e somente se, M é globalmente hipoeĺıptico.

Demonstração. Observe que se τ é um difeomorfismo, então dada φ ∈ D′(TN)

Lφ(x) = M(φ ◦ τ−1)(y).

Tome u ∈ D′(TN) tal que Lu = f ∈ C∞(TN). Sejam ũ = u ◦ τ−1 e f̃ = f ◦ τ−1. Então
L0ũ = f̃ = f ◦ τ−1 ∈ C∞(TN), se tivermos L0 globalmente hipoeĺıptico, então segue que
ũ ∈ C∞(TN), como

〈u, φ〉 = 〈ũ ◦ τ, φ〉 ∀φ ∈ C∞(TN)

segue que u ∈ C∞(TN).
A rećıproca segue analogamente.

Definição 2.2.3. Se existe um difeomorfismo que conjuga um campo L a um campo L0

de coeficientes constantes, então dizemos que L0 é a forma normal de L.
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Proposição 2.2.3. Se existe um difeomorfismo C∞, τ : TN → TN que transforma o
campo vetorial L =

∑N
j=1 aj(x)∂xj no campo L0 =

∑N
j=1 Λj∂yj de coeficientes constantes,

então a função J dada pelo determinante Jacobiano da função τ(x) = (τ1(x), ..., τN(x))
pertence ao núcleo de L∗.

Demonstração. Temos que

J(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x1τ1(x) ∂x2τ1(x) ... ∂xN τ1(x)
∂x1τ2(x) ∂x2τ2(x) ... ∂xN τ2(x)

...
...

. . .
...

∂x1τN(x) ∂x2τN(x) ... ∂xN τN(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e ainda,

L0 =
N∑
j=1

(Lτj)∂xj =
N∑
j=1

Λj∂yj .

Assim, J(x)aj(x) = Jj(x), onde Jj(x) é o determinante da matriz que obtém-se subs-
tituindo a j-ésima coluna da matriz Jacobiana de τ(x) pelo vetor (Λ1, ...,ΛN)t. Temos

L∗J(x) = −
N∑
j=1

∂xj(aj(x)J(x)) = −
N∑
j=1

∂xjJj(x). (2.5)

Utilizando o fato de que Jj é uma forma N -linear alternada com respeito as colunas, segue
que

∂xjJj(x) =
N∑
k=1
k 6=j

Jkj (x) (2.6)

sendo Jkj (x) o determinante que se obtém derivando a k-ésima coluna com relação a xj,
ou seja,

Jkj (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂x1τ1(x) ∂x2τ1(x) ... ∂xj∂xkτ1(x) ... ∂xN τ1(x)
∂x1τ2(x) ∂x2τ2(x) ... ∂xj∂xkτ2(x) ... ∂xN τ2(x)

...
...

. . .
...

. . .
...

∂x1τN(x) ∂x2τN(x) ... ∂xj∂xkτN(x) ... ∂xN τN(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Note que trocando a j-ésima coluna de Jkj pela k-ésima coluna, e utilizando Schwartz,

conclúımos que Jkj = −J jk , então Jkj + J jk = 0.
Substituindo (2.6) em (2.5), e utilizando o fato acima, e, supondo, sem perda de

generalidade que j ≤ k, obtemos

L∗J(x) = −
N∑
j=1

N∑
k=1
k 6=j

Jkj (x) =
∑

1≤j≤k≤N

Jkj (x) + J jk(x) = 0.

Teorema 2.2.1. Seja L =
∑N

j=1 Λj∂xj um campo vetorial com coeficientes constantes.
Então são equivalentes:

1. L é globalmente hipoeĺıptico em TN .
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2. Λ1, ...,ΛN satisfazem a condição chamada Diofantina: existem constantes K ∈ Z+

e C > 0 tais que∣∣∣∣∣
N∑
j=1

mjΛj

∣∣∣∣∣ ≥ C

(1 + |m|)K
∀m = (m1, ...,mN) ∈ ZN \ {0}

.

Demonstração.

(2)⇒ (1) Seja u ∈ D′(TN) tal que Lu = f ∈ C∞(TN). Aplicando a transformada de
Fourier nessa equação temos:

N∑
j=1

imjΛjû(m) = f̂(m).

Disso e da condição Diofantina, para m 6= 0

|û(m)| ≤ |f̂(m)|∣∣∣∑N
j=1mjΛj

∣∣∣ ≤ |f̂(m)|C−1(1 + |m|)K . (2.7)

Como f ∈ C∞(TN), f̂ tem decaimento rápido, ou seja, dado l ∈ Z+, existe Cl > 0 tal que

|f̂(m)| ≤ Cl
(1 + |m|)l−K

. (2.8)

Portanto, por (2.7) e (2.8)

|û(m)| ≤ C−1Cl
(1 + |m|)l

.

Logo, pelo Corolário 1.3.1, u ∈ C∞(TN) e L é globalmente hipoeĺıptico em TN .
(1) ⇒ (2) Suponha por absurdo que a condição Diofantina não ocorra, então para

todo l ∈ Z+, existem m(l) = (m1(l), ...,mN(l)) ∈ ZN tais que∣∣∣∣∣
N∑
j=1

mj(l)Λj

∣∣∣∣∣ < 1

(1 + |m(l)|)l
. (2.9)

Defina f(x) =
∑
m∈ZN

cme
im·x, onde cm é dada por

cm =

{
0; se m 6= m(l) ou m = 0∑N

j=1 Λjmj(l)

1+|m(l)|2 ; se m = m(l) e m 6= 0.

Mostraremos que cm tem decaimento rápido, assim, seguirá do Corolário 1.3.1 que
f ∈ C∞(TN). De fato, observe que basta verificarmos o fato para m = m(l), caso
contrário cm é nula. Dado k ∈ Z+ tal que k ≤ l,

(1 + |m(l)|)k|cm| <
1

(1 + |m(l)|)2+l−k ≤ 1.
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Seja Mk = max{(1 + |m(l)|)k|cm| : l < k}. Então, tomando ck = max{Mk, 1}, segue que,
dado k ∈ Z+, existe ck > 0 tal que:

|cm| ≤
ck

(1 + |m|)k
, ∀m ∈ ZN \ {0}.

Tome u ∈ D′(TN) tal que

〈u, e−ix·m〉 =

{ 1
1+|m|2 ; se m = m(l)

0; se m 6= m(l)
,

segue que u ∈ D′(TN) \ C∞(TN). Mostraremos que Lu ∈ C∞(TN). De fato, dada
φ ∈ C∞(TN),

L̂φ(m) =

∫
TN

N∑
j=1

Λj∂xjφ(x)e−ix·mdx =
N∑
j=1

Λj

∫
TN
∂xjφ(x)e−ix·mdx

= −
N∑
j=1

Λj

∫
TN
φ(x)(−imj)e

−ix·mdx = i
N∑
j=1

Λjmjφ̂(m).

Utilizando o fato acima, e observando que L∗ = −L, temos

〈Lu, φ〉 = 〈u, L∗φ〉 = −〈u, Lφ〉

= −

〈
u,
∑
m∈ZN

L̂φ(m)eix·m

〉
= − lim

ν→∞

〈
ǔ,
∑
|m|≤ν

L̂φ(m)e−ix·m

〉
= − lim

ν→∞

∑
m≤ν

L̂φ(m)
〈
ǔ, e−ix·m

〉
= −

∑
m=m(l)

L̂φ(m)ˆ̌u(m)

= −i
∞∑
l=1

N∑
j=1

Λjmj(l)φ̂(m(l))ˆ̌u(m(l)) = −i
∞∑
l=1

φ̂(m(l))

∑N
j=1 Λjmj(l)

1 + |m(l)|2

= −i
∞∑
l=1

φ̂(m(l))f̂(m(l)) = −i
∑
m∈ZN

φ̂(m)f̂(m)

= −i
∑
m∈ZN

φ̂(m)

∫
e−ix·mf(x)dx = −

∫
if(x)

∑
m∈ZN

φ̂(m)e−ix·mdx

= −
∫
if(−x)

∑
m∈ZN

φ̂(m)eix·mdx

∫
−if̌(x)φ(x)dx =

〈
−if̌ , φ

〉
.

Assim, teŕıamos Lu = −if̌ ∈ C∞(TN) com u ∈ D′(TN) \ C∞(TN), contradizendo o fato
de L ser globalmente hipoeĺıptico em TN .

Corolário 2.2.1. Seja τ um difeomorfismo C∞ que conjuga o campo L =
∑N

j=1 aj(x)∂xj
com sua forma normal L0 =

∑N
j=1 Λj∂yj , sendo que os coeficientes Λj satisfazem a

condição Diofantina. Então o transposto de L é globalmente hipoeĺıptico.

Demonstração. Pela Proposição 2.2.3, e pelo item 3 da Poposição 2.2.1 temos que, dada
v ∈ D′(TN)

L∗(Ju) = −JL(u). (2.10)
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Seja u ∈ D′(TN) tal que L∗u = f ∈ C∞(TN). Como τ é um difeomorfismo global, temos
que

|J(x)| = |det τ(x)| > 0, ∀x ∈ TN

e ainda, J ∈ C∞(TN). Por (2.10), segue que

f = L∗u = L∗[JJ−1u] = −JL[J−1u]. (2.11)

Pelo Teorema 2.2.1, temos que L é globalmente hipoeĺıptico, então por (2.11), J−1u ∈
C∞(TN), e portanto u ∈ C∞(TN) e L∗ é globalmente hipoeĺıptico.

A seguir, demonstraremos o teorema central do trabalho, o qual foi desenvolvido por
Gerson Petronilho em [11]. Apresenta-se uma classe de campos vetoriais onde temos a
equivalência entre hipoelipticidade global e resolubilidade global C∞ do campo L e do seu
transposto L∗, além disso, podemos escrever esse campo vetorial em sua forma normal.

Teorema 2.2.2. Seja L =
∑N

j=1 aj(x)∂xj um campo vetorial real suave em TN . Sendo

L∗ : D′(TN) → D′(TN) seu transposto, assuma que kerL∗ = [ω], onde w ∈ C∞(TN) e
ω(x) 6= 0 ∀x ∈ TN . Então são equivalentes:

1. Existe um difeomorfismo C∞, τ : TN → TN , tal que, sendo y = τ(x)

L =
N∑
j=1

Λj∂yj

onde os números Λ1, ...,ΛN satisfazem a condição diofantina: existem K ∈ ZN e
C > 0 tais que∣∣∣∣∣

N∑
j=1

ξjΛj

∣∣∣∣∣ ≥ C

(1 + |ξ|)K
, ∀ξ = (ξ1, ..., ξN) ∈ ZN \ {0}.

2. L∗ é globalmente hipoeĺıptico em TN .

3. L é globalmente hipoeĺıptico em TN .

4. L é globalmente C∞ resolúvel em TN .

5. L∗ é globalmente C∞ resolúvel em TN .

Demonstração. (2⇒ 3 ):Tome u ∈ D′(TN) tal que Lu = f ∈ C∞(TN).
Pelo item 3 da Poposição 2.2.1, temos que para cada v ∈ D′(TN)

L∗(ωv) = −ωLv. (2.12)

Logo,
L∗(ωu) = −ωLu = −ωf ∈ C∞(TN).

Assim, pela hipoelipticidade global de L∗ em TN , temos que ωu = g ∈ C∞(TN). Portanto,
como ω ∈ C∞(TN) e não se anula

u =
g

ω
∈ C∞(TN)
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e L é globalmente hipoeĺıptico em TN .
(3 ⇒ 2 ): Seja u ∈ D′(TN) tal que L∗u = f ∈ C∞(TN). Por (2.12) e usando o fato de

que ω(x) 6= 0 ∀x ∈ TN temos

f = L∗u = L∗
(
ω
u

ω

)
= −ωL

( u
w

)
.

Então

L
( u
w

)
= − 1

w
f ∈ C∞(TN).

Da hipótese L ser globalmente hipoeĺıptico em TN , segue que
u

ω
= g ∈ C∞(TN), logo

u = gω ∈ C∞(TN) e L∗ é globalmente hipoeĺıptico.
(4 ⇒ 3 ): Seja u ∈ D′(TN) tal que Lu = f ∈ C∞(TN). Tome h ∈ kerL∗, então h = cω

onde c é uma constante. Temos:

〈f, h〉 = 〈Lu, cω〉 = c〈u, L∗ω〉 = c〈u, 0〉 = 0.

Desse fato, e da hipótese que L é globalmente C∞ resolúvel em TN , temos que existe
v ∈ C∞(TN) tal que Lv = f . Logo, podemos concluir que L(u−v) = 0. Utilizando (2.12)
segue que

L∗[ω(u− v)] = −ωL(u− v) = 0.

Portanto, u−v = c constante, ou seja, u = v+c ∈ C∞(TN) implicando a hipoelipticidade
global de L em TN .

(3⇒ 5 ): Supondo que L seja globalmente hipoeĺıptico, segue da implicação (3 )⇒(2 )
que L∗ é globalmente hipoeĺıptico. Por outro lado, graças a Proposição 2.1.2, temos que
L∗ é globalmente resolúvel, e portanto, segue da Proposição 2.1.1 que L∗ é C∞ resolúvel
em TN .

(2 ⇒ 4 ) Análogo a (3⇒ 5).
(5 ⇒ 2 ): Seja u ∈ D′(TN) tal que L∗u = f ∈ C∞(TN).

Para T ∈ kerL, 〈T, f〉 = 〈T, L∗u〉 = 〈LT, u〉 = 0, ou seja, f ∈ E(L∗). Então, como L∗ é
globalmente C∞ resolúvel, existe v ∈ C∞(TN) tal que L∗v = f . Logo

L∗v = L∗u ⇒ u− v ∈ kerL∗ = [ω].

Assim, para alguma constante c

u = v + cω ∈ C∞(TN).

(1 ⇒ 2 ): Se podemos escrever L =
∑N

j=1 Λj∂yj com coeficientes constantes satisfa-
zendo a condição Diofantina, pelo Teorema 2.2.1, L é globalmente hipoeĺıptico. Como já
temos que 3⇒ 2, segue que L∗ também é globalmente hipoeĺıptico em TN .

(2 ⇒ 1 ): Temos L =
∑N

j=1 aj(x)∂xj , com aj ∈ C∞(TN). Defina

Λj =

∫
TN
aj(x)ω(x)dx.

Note que para cada j fixo, Λj − aj(x) ∈ E(L). De fato, como ω ∈ C∞(TN) e não muda
de sinal, podemos supor, sem perda de generalidade, que

∫
TN ω(x)dx = 1 e ainda,∫

TN
(Λj − aj(x))ω(x)dx = Λj

∫
TN
ω(x)dx−

∫
TN
aj(x)ω(x)dx = 0.
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Como (2 )⇒(4 ), L é globalmente C∞ resolúvel, logo, para cada j ∈ {1, ..., N} fixo, existe
uma função ϕj ∈ C∞(TN) tal que

Lϕj(x) = Λj − aj(x). (2.13)

Defina τj(x) = xj + ϕj(x), então para todo j = 1, ..., N

Lτj =
N∑
`=1

a`(x)∂x`xj + Lϕj(x) = aj(x) + Λj − aj(x) = Λj.

Defina τ(x) = (τ1(x), ..., τN(x)) então, pela hipoelipticidade de L∗ e o Teorema 2.3 de
[2], segue que este é um difeomorfismo global. E ainda, se f ∈ C∞(TN), y = τ(x) e
f̃(y) = f ◦ τ−1(y) = f(x), segue que

Lf(x) =
N∑
j=1

aj(x)∂xjf(x) =
N∑
j=1

aj(x)

[
N∑
k=1

∂yk f̃(y)∂xjτk(x)

]

=
N∑
k=1

[
N∑
j=1

aj(x)∂xjτk(x)

]
∂yk f̃(y) =

N∑
k=1

[Lτk(x)]∂yk f̃(y)

=
N∑
k=1

Λk∂yk f̃(y)

Como (2 )⇒(3 ), temos que L é globalmente hipoeĺıptico, logo, pelo Teorema 2.2.1, segue
que Λ1, ...,ΛN satisfazem a condição Diofantina, provando assim que (2 )⇒(1 ).

Em [2], graças ao Teorema de Kryloff-Bogolouboff [9] Chen e Chi apresentam o seguinte
resultado

Teorema 2.2.3. L∗ globalmente hipoeĺıptico em TN implica que kerL∗ = [ω], onde ω ∈
C∞(TN) e ω(x) 6= 0 ∀x ∈ TN .

A rećıproca do teorema acima não é válida, ou seja, existem campos vetoriais com
com adjunto não globalmente hipoeĺıptico em TN mas com o núcleo gerado por função
suave que não se anula em ponto algum de TN .

Observação 2.2.1. Pelo Teorema 2.2.3, nas implicações do Teorema 2.2.2 1⇒2, 2⇒3 e
2⇒4, a hipótese imposta para o núcleo é desnecessária pois já ocorre naturalmente.

Observação 2.2.2. Tendo que kerL∗ = [ω], com ω ∈ C∞(TN) e ω(x) 6= 0, ∀x ∈ TN ,
segue que kerL = {constantes}.

De fato, utilizando (2.12), temos que para todo v ∈ D′(TN), ωLv = −L∗(ωv). Assim

Lv = 0 ⇔ − 1

ω
L∗(ωv) = 0

⇔ L∗(ωv) = 0

⇔ ωv ∈ kerL∗ = [ω]

⇔ v é constante.

Lema 2.2.1. Se L é globalmente hipoeĺıptico em TN e existe uma função ω ∈ C∞(TN)
tal que L∗ω = 0, com ω(x) 6= 0, ∀x ∈ TN , então kerL∗ = [ω].
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Demonstração. Tome T ∈ D′(TN) tal que L∗T = 0.
Defina g = T

ω
∈ D′(TN). Assim T = ωg e segue de (2.12) que

0 = L∗T = L∗(ωg) = −ω(Lg)

isto é, Lg = 0. Como L é globalmente hipoeĺıptico em TN , temos que g ∈ C∞(TN) e
portanto T = ωg ∈ C∞(TN).

Observe que L(gk) = 0, ∀k ∈ {0, 1, ...}. De fato, basta observar que

Lgk = kgk−1Lg = 0.

Assim, {1, g, g2, ..., gk, ...} ⊂ kerL.
Como L é globalmente hipoeĺıptico, pela Proposição 2.1.4, segue que kerL tem di-

mensão finita. Então, para um certo k suficientemente grande, 1, g, g2, ..., gk são linear-
mente dependentes, ou seja, existem constantes b1, ..., bk nem todas nulas tais que

k∑
j=0

bjg
j(x) = 0 ∀x ∈ TN .

Logo, para cada x fixo, pelo Teorema Fundamental da Álgebra g(x) assume no máximo
k valores distintos. Como g é C∞ no conexo TN segue que g = c constante.

Portanto, T = cω, ou seja, T ∈ [ω].
Por outro lado, se T = cω podemos ver claramente que L∗T = 0.

2.3 O operador P = −∆t − L2
x

Nesta seção, analisaremos a resolubilidade C∞ e a hipoelipticidade global para a seguinte
classe de sublaplaceanos em Tn+m:

P = −∆t − L2
x = −

n∑
k=1

∂2
tk
−

(
m∑
j=1

aj(x)∂xj

)2

(2.14)

onde t ∈ Tn, Lx =
∑m

j=1 aj(x)∂xj não se anula em Tm e aj ∈ C∞(Tm) função a valores reais
para cada j = 1, ...,m. O conceito de transformada parcial de Fourier é imprescind́ıvel
para obtenção da hipoelipticidade.

A seguir, veremos as relações entre hipoelipticidade global e resolubilidade C∞ para o
operador P dado por (2.14), em relação as propriedades de Lx, bem como os resultados
para o transposto P ∗.

Teorema 2.3.1. Seja P = −∆t − L2
x, então

1. P ∗ é globalmente hipoeĺıptico em Tn+m se, e somente se, L∗ é globalmente hi-
poeĺıptico em Tm.

2. Se assumirmos que kerL∗ = [ω] onde ω ∈ C∞(Tm) e ω(x) 6= 0 ∀x ∈ Tm, então P é
globalmente hipoeĺıptico em Tn+m se, e somente se, L é globalmente hipoeĺıptico em
Tm.

Demonstração. Demonstração de (1)
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(⇒) Suponha que L∗ não seja globalmente hipoeĺıptico em Tm. Assim, existe u ∈ D′(Tm)\
C∞(Tm) tal que L∗u = f ∈ C∞(Tm). Então

(L∗)2u = L∗(L∗u) = L∗f = g ∈ C∞(Tm).

A Proposição 2.2.1 nos dá que (L2)∗ = (L∗)2. Assim

P ∗u = −∆u− (L∗)2u = −(L∗)2u = g ∈ C∞(Tn+m)

implicando na contradição de que P ∗ não é globalmente hipoeĺıptico em Tn+m.
(⇐) Dadas φ, ψ ∈ C∞(Tm), temos:

〈Pφ, ψ〉 = 〈(−∆t − L2)φ, ψ〉 = −〈φ,∆tψ〉 − 〈φ, (L2)∗ψ〉
= 〈φ, (−∆t − (L∗)2)ψ〉 = 〈φ, (−∆t − (L+ divL)2)ψ〉.

Logo P ∗ = −∆t − (L+ h(x))2, onde h = divL.
Segue pelos Teoremas 2.2.3 e 2.2.2 que L∗ globalmente hipoeĺıptico implica na existência

de um difeomorfismo τ : Tm → Tm, τ(x) = y tal que L =
∑m

j=1 aj(x)∂xj pode ser escrito
como um operador de coeficientes constantes Ly =

∑m
j=1 Λj∂yj , onde cada Λj satisfaz a

condição Diofantina. Defina

T : Tn+m −→ Tn+m

(t, x) 7−→ T (t, x) = (t, τ(x)).

Assim, dada u ∈ D′(Tm), sendo ũ = u ◦ T−1,

u(t, x) = u ◦ T−1 ◦ T (t, x) = ũ ◦ T (t, x) = ũ(t, τ(x)).

Faremos a mudança de variáveis,

P ∗ũ(t, y) = −∆tũ(t, y)− [L+ h(x)]2ũ(t, y)

= −∆tũ(t, y)− [L+ h(x)](Lũ(t, y) + h(x)ũ(t, y))

= −∆tũ(t, y)− [L2ũ(t, y) + L(h(x)ũ(t, y)) + h(x)Lũ(t, y) + h(x)2ũ(t, y)]

= −∆tũ(t, y)− [L2ũ(t, y) + h(x)Lũ(t, y) + ũ(t, y)Lh(x) + h(x)Lũ(t, y)

+ h(x)2ũ(t, y)]

Denote

{
h̃ = h ◦ T−1

L̃h = Lh ◦ T−1
, observe que:

L̃h(t, y) = (Lh ◦ T−1)(t, y) = Lyh̃ ◦ T ◦ T−1(t, y) = Lyh̃(t, y).

Segue que

P ∗ũ(t, y) = −∆tũ(t, y)− [L2
yũ(t, y) + h̃(y)Lyũ(t, y) + ũ(t, y)L̃h(y) + h̃(y)Lyũ(t, y)

+ h̃2(y)ũ(t, y)]

= −∆tũ(t, y)− [L2
yũ(t, y) + ũ(t, y)L̃h(y) + 2h̃(y)Lyũ(t, y) + h̃2(y)ũ(t, y)]

= (Ly + h̃(y))2ũ(t, y).

Portando, sendo b = h ◦ T−1 ∈ C∞(Tm),

P ∗ = −∆− (Ly + b(y))2 = −∆−Q2 (2.15)
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onde Q = Ly + b(y).
Considere agora u ∈ D′(Tn+m) tal que P ∗u = f ∈ C∞(Tn+m).
Para obtermos a hipoeliptisidade de P ∗, basta mostrarmos que a transformada de

Fourier de u decai rapidamente. Para tal transferiremos o problema a analisar um opera-
dor de coeficientes constantes, onde a aplicação da transformada de Fourier se torna mais
simples.

Seja b0 = 1
(2π)m

∫
Tm b(y)dy. Pela Observação 2.2.2, temos que kerLy é dado por cons-

tantes, então, dado c ∈ kerLy

〈−b(y) + b0, c〉 =

∫
Tm
c(−b(y) + b0)dy = c

[∫
Tm
−b(y)dy + b0

∫
Tm
dy

]
= c

[
−
∫
Tm
b(y)dy +

∫
Tm
b(y)dy

]
= 0

ou seja, −b(y) + b0 ∈ E(Ly) = E(L∗y) (pois Ly tem coeficientes constantes). Da hipoe-
lipticidade global de L∗, segue que Ly é globalmente C∞ resolúvel em Tm. Logo, existe
w(y) ∈ C∞(Tm) tal que Lyw = −b(y) + b0.

Agora, tome v = e−wu, temos

Lyu = Ly(ve
w) = ewLyv + vLye

w = ewLyv + ewvLyw = ewLyv + (−b(y) + b0)ewv

Então

Q(u) = Ly(e
wv) + b(y)ewv = ewLyv + (−b(y) + b0)ewv + b(y)ewv

= ew(Lyv + b0v).

Utilizando a expressão acima,

Q2(u) = Q(Q(u)) = (Ly + b(y)ew)[ew(Lyv + b0v)]

= (Lyw)ew(Lyv + b0v) + ewLy((Lyv + b0v) + b(y)ew(Lyv + b0v)

= b0e
w(Lyv + b0v) + ewLy(Lyv + b0v)

= ew[(Ly + b0)(Lyv + b0v)] = ew(Ly + b0)2v. (2.16)

Assim, podemos escrever

f = P ∗u = −∆tu−Q2u = −∆t(e
wv)− ew(Ly + b0)2v = ew[−∆tv − (Ly + b0)2v]

ou seja,
−∆tv − (Ly + b0)2v = e−wf=̇ g ∈ C∞(Tn+m).

Como previsto, analisaremos o operador de coeficientes constantes R dado por:

R = −∆t − (Ly + b0)2 = −
n∑
j=1

∂2
tj
−

(
m∑
k=1

Λk∂yk + b0

)2

.

Aplicaremos a transformada de Fourier na equação Rv = g. Primeiramente para o termo
−∆tv obtemos:

−∆̂tv(ζ, ξ) = −
∫
Tn+m

e−i(ζ·t+ξ·y)∆tv(t, y)dtdy = −
∫
Tm
e−iξ·y

(∫
Tn
e−iζ·t∆tv(t, y)dt

)
dy

=

∫
Tm
e−iξ·y|ζ|2v̂(ζ, y)dy = |ζ|2

∫
Tm
e−iξ·yv̂(ζ, y)dy = |ζ|2v̂(ζ, ξ). (2.17)
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Para a segunda parte, denote F = Lyv + b0v, então

F̂ (ζ, ξ) = ̂(Lyv + b0v)(ζ, ξ) =

(
i

m∑
k=1

Λkξk + b0

)
v̂(ζ, ξ). (2.18)

Assim,

−F[(Ly + b0)2v](ζ, ξ) = −F[(Ly + b0)F ](ζ, ξ) = −L̂yF (ζ, ξ)− b̂0F (ζ, ξ)

= −i
m∑
k=1

ΛkξkF̂ (ζ, ξ)− b0F̂ (ζ, ξ)

=

[
−i

m∑
l=1

Λlξl − b0

](
i
m∑
k=1

Λkξk + b0

)
v̂(ζ, ξ)

=

( m∑
k=1

Λkξk

)2

− 2i
m∑
k=1

Λkξkb0 + b2
0

 v̂(ζ, ξ). (2.19)

Por (2.17) e (2.19), obtemos R̂v(ζ, ξ) = ĝ(ζ, ξ) se e somente se:|ζ|2 +

(
m∑
k=1

Λkξk − ib0

)2
 v̂(ζ, ξ) = ĝ(ζ, ξ). (2.20)

Ainda, do fato de g ∈ C∞(Tn+m), dado N ∈ Z+, existe CN > 0 tal que

|ĝ(ζ, ξ)| ≤ CN
(1 + |(ζ, ξ)|)N

, ∀(ζ, ξ) ∈ Zn+m. (2.21)

Para ζ = 0, por (2.21) e pela condição Diofantina, existem constantes CN e CK tais que

|v̂(0, ξ)| =
|ĝ(0, ξ)|

| (
∑m

k=1 Λkξk − ib0)
2 |
≤ |ĝ(0, ξ)|
|(
∑m

k=1 Λkξk)2|

≤ CN
(1 + |(0, ξ)|)N+k

C−1
K (1 + |ξ|)K =

C

(1 + |(0, ξ)|)N
.

Para ζ 6= 0 dividiremos em alguns subcasos:

(i) b0 = 0. Para todo (ζ, ξ) ∈ Zn+m \ {0},

|v̂(ζ, ξ)| =
|ĝ(ζ, ξ)|

|ζ|2 + | (
∑m

k=1 Λkξk)
2 |
≤ |ĝ(ζ, ξ)|
|
∑m

k=1 Λkξk|2

≤ CN
(1 + |(ζ, ξ)|)N+k

C−1
K (1 + |ξ|)K ≤ C

(1 + |(ζ, ξ)|)N
.

(ii) b0 6= 0 e |ζ|2 ≥ b2
0 + 1. Como |z| ≥ |Re(z)| ∀z ∈ C,∣∣∣∣∣∣|ζ|2 +

(
m∑
k=1

Λkξk − ib0

)2
∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣|ζ|2 +

(
m∑
k=1

Λkξk

)2

− 2ib0

m∑
k=1

Λkξk − b2
0

∣∣∣∣∣∣
≥ |ζ|2 +

(
m∑
k=1

Λkξk

)2

− b2
0 ≥ |ζ|2 + b2

0 ≥ 1
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logo,

|v̂(ζ, ξ)| = |ĝ(ζ, ξ)| ≤ C

(1 + |(ζ, ξ)|)N
∀ξ ∈ Zm.

(iii) b0 ≤ 0 e |ζ|2 < b2
0 + 1, mais uma vez utilizando a condição Diofantina, e o fato que

|z| ≥ |Im(z)| ∀z ∈ C,∣∣∣∣∣∣|ζ|2 +

(
m∑
k=1

Λkξk − ib0

)2
∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣|ζ|2 +

(
m∑
k=1

Λkξk

)2

− 2ib0

m∑
k=1

Λkξk − b2
0

∣∣∣∣∣∣
≥ 2|b0|

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

Λkξk

∣∣∣∣∣ ≥ 2CK |b0|(1 + |ξ|)−K .

Então, ∀ξ 6= 0

|v̂(ζ, ξ)| = CN
(1 + |(ζ, ξ)|)N+K

(1 + |ξ|)K

2CK |b0|
≤ C

(1 + |(ζ, ξ)|)N
.

Assim, como vimos para cada caso, dado N ∈ Z+,

|v̂(ζ, ξ)| ≤ C

(1 + |(ζ, ξ)|)N
∀(ζ, ξ) ∈ Zn+m \ ϑ.

onde ϑ = {(ζ, 0) ∈ Zn+m; |ζ|2 < b2
0 + 1} é um conjunto finito. Portanto, v ∈ C∞(Tn+m),

bem como u, implicando que P ∗ é globalmente hipoeĺıptico em Tn+m.
Demonstração de (2)
(⇒) Seja u ∈ D′(Tm) tal que Lu = f ∈ C∞(Tm). Então

Pu = −L2u = −Lf ∈ C∞(Tn+m).

Portanto, da hipoelipticidade de P , segue que u ∈ C∞(Tm).
(⇐) Como L está nas condições do Teorema 2.2.2 e é globalmente hipoeĺıptico em

Tm, segue que podemos reescrevê-lo com um operador de coeficientes constantes Ly =∑m
k=1 Λk∂yk onde os números reias Λk satisfazem a condição Diofantina. Logo é posśıvel

escrever P como

P = −∆−

(
m∑
k=1

Λk∂yk

)2

.

Agora, dada u ∈ D′(Tn+m) tal que Pu = f ∈ C∞(Tn+m) e aplicando a transformada de
Fourier nessa expressão, temos:|ζ|2 +

(
m∑
k=1

Λkξk

)2
 û(ζ, ξ) = f̂(ζ, ξ).

Como f ∈ C∞(Tn+m), dado N ∈ Z+, existe CN tal que

|f̂(ζ, ξ)| ≤ CN
(1 + |(ζ, ξ)|)N+K

.

Disso e da condição diofantina segue que dado N ∈ Z+,

|û(ζ, ξ)| ≤ |f̂(ζ, ξ)|
|ζ|2 + |

∑m
k=1 Λkξk|2

≤ CN
(1 + |(ζ, ξ)|)N

, ∀(ζ, ξ) ∈ Zn+m \ {0}.

Portanto u ∈ C∞(Tn+m) e P é globalmente hipoeĺıptico em Tn+m.
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Para obter um resultado análogo ao do Teorema 2.3.1 trocando hipoelipticidade por
resolubilidade C∞, é necessário acrescentar hipóteses, bem como utilizar o seguinte resul-
tado:

Lema 2.3.1. Seja P = −∆t − L2
x, se P é globalmente C∞ resolúvel em Tn+m, então L2

x

é globalmente C∞ resolúvel em Tm.

Demonstração. Suponha que L2 não seja globalmente C∞ resolúvel em Tm. Então existe
f ∈ E(L2) tal que

L2u 6= f ∀u ∈ C∞(Tm).

Defina g(t, x) =
∑

(τ,ξ)∈Zn+m
ĝ(τ, ξ)ei(t·τ+x·ξ), onde

ĝ(τ, ξ) =

{
f̂(ξ) se τ = 0

0 c.c.

Note que g ∈ C∞(Tn+m) pois, dado N ∈ Z+, existe CN > 0 tal que

|ĝ(τ, ξ)| ≤ |f̂(ξ)| ≤ CN(1 + |(τ, ξ)|)−N .

Provemos que g ∈ E(P ).
Seja w ∈ kerP ∗, então P ∗w = 0, ou seja, −∆tw − (L∗)2w = 0. Aplicando a transfor-

mada parcial de Fourier em t nessa expressão, temos

|τ |2ŵ(τ, x)− (L∗)2ŵ(τ, x) = 0, ∀τ ∈ Zn e x ∈ Tm

em particular, para τ = 0,

(L∗)2ŵ(0, x) = 0, ∀x ∈ Tm

isto é, ŵ(0, x) ∈ ker(L∗)2 = ker(L2)∗, (pois (L2)∗ = (L∗)2). Assim, como f ∈ E(L2),
temos

〈f, ŵ(0, x)〉 = 0. (2.22)

Observe que ĝ(0, x) = (2π)nf(x), de fato,

ĝ(0, x) =

∫
Tn
g(t, x)e−it·0dt =

∫
Tn

∑
(τ,ξ)∈Zn+m

ĝ(τ, x)dt

=

∫
Tn

∑
(τ,ξ)∈Zn+m

τ 6=0

ĝ(τ, ξ)dt+

∫
Tn

∑
(0,ξ)∈Zn+m

ĝ(0, ξ)dt

=

∫
Tn

∑
ξ∈Zm

f̂(ξ)dt = (2π)nf(x)

Logo, como w ∈ D′(Tn+m) e g ∈ C∞(Tn+m), utilizando a proposição 1.4.2 e (2.22), segue
que

〈w, g〉 = (2π)n
∑
τ∈Zn
〈ŵ(−τ, x), ĝ(τ, x)〉 = (2π)n〈ŵ(0, x), ĝ(0, x)〉 = (2π)2n〈ŵ(0, x), f(x)〉 = 0

ou seja, g ∈ E(P ).
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Por hipótese P é globalmente C∞ resolúvel, então existe u ∈ C∞(Tn+m) tal que
Pu = g; aplicando a transformada parcial de Fourier nessa equação, temos

|τ |2û(τ, x) + L2û(τ, x) = ĝ(τ, x), ∀τ ∈ Zn, x ∈ Tm.

Em particular, para τ = 0,

L2û(0, x) = ĝ(0, x) = (2π)nf(x)

onde û(0, x) ∈ C∞(Tm), o que contradiz o fato de assumirmos L2 não globalmente C∞

resolúvel em Tm.

Teorema 2.3.2. Assuma kerL∗ = ker(L∗)2 = [ω], onde ω ∈ C∞(Tm) e ω(x) 6= 0 ∀x ∈
Tm. Então P = −∆t − L2

x é globalmente C∞ resolúvel em Tn+m se e somente se L é
globalmente C∞ resolúvel em Tm.

Demonstração. (⇒) Tome f ∈ E(L), como por hipótese kerL∗ = ker(L∗)2, segue que
E(L) = E(L2), assim f ∈ E(L2). Como P é globalmente C∞ resolúvel, pelo lema anterior,
segue que L2 também o é, logo existe u ∈ C∞(Tm) tal que L2u = f . Então v = Lu ∈
C∞(Tm) e satisfaz

Lv = L2u = f

portanto L é globalmente C∞ resolúvel em Tm.
(⇐) L está nas condições do Teorema 2.2.2 e é globlamente C∞ resolúvel em Tm,

então L∗ é globalmente hipoeĺıptico em Tm, logo pelo Teorema 2.3.1 (1 ) P ∗ é globalmente
hipoeĺıptico em Tn+m, então P é globalmente resolúvel (Proposição 2.1.3).

Mais uma vez pelo Teorema 2.2.2, temos que L é globalmente hipoeĺıptico em Tm;
utilizando o Teorema 2.3.1 (2 ), segue que P é globalmente hipoeĺıptico.

Portanto, pela Proposição 2.1.1, P é globalmente C∞ resolúvel em Tn+m.

O seguinte exemplo relaciona todos os resultados deste caṕıtulo. Mostrando que o
campo vetorial X dado em T3 é globalmente hipoeĺıptico, é posśıvel obter resolubilidade
C∞ e redução para sua forma normal. Ainda, utilizando Teorema anterior, é posśıvel
concluir que o operador da forma P = −∆−X2 é globalmente C∞ resolúvel em Tn+3.

Exemplo 2.3.1. Considere em T3 seguinte campo vetorial:

X = ∂t + a(t)∂x + b(t)∂y (2.23)

onde a, b ∈ C∞(T3) tomam valores reais. Sejam

a0 =
1

2π

∫ 2π

0

a(t)dt e b0 =
1

2π

∫ 2π

0

b(t)dt.

Assumiremos que o vetor v = (a0, b0) é um vetor não-Liouville, ou seja, existem C > 0 e
K ∈ Z+ tais que para cada η ∈ Z e ξ ∈ Z2 \ {0}

|η − v · ξ| ≥ c

|ξ|K
. (2.24)

Mostraremos que X é globalmente hipoeĺıptico em T3.
Seja u ∈ D′(T3) tal que Xu = f ∈ C∞(T3). Aplicando a transformada parcial de

Fourier nas variáveis x e y, obtemos

∂tû(t, ξ, η) + iξa(t)û(t, ξ, η) + iηb(t)û(t, ξ, η) = f̂(t, ξ, η) (2.25)
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Para cada (ξ, η) ∈ Z2, o operador na equação (2.25) é eĺıptico em t, então pelo Corolário
1.7.1 é também hipoeĺıptico na mesma variável e portanto, û(·, ξ, η) ∈ C∞(T).

Defina A(t) =
∫ t

0
a(s)ds− a0t, B(t) =

∫ t
0
b(s)ds− b0t e

v(t, ξ, η) = eiξA(t)+iηB(t)û(t, ξ, η).

Então

∂tv(t, ξ, η) + i(a0ξ + b0η)v(t, ξ, η)

= [iξ(a(t)− a0)− iη(b(t)− b0)]eiξA(t)+iηB(t)û(t, ξ, η)

+ eiξA(t)+iηB(t)û(t, ξ, η) + i(a0ξ + b0η)v(t, ξ, η)

= eiξA(t)+iηB(t)f̂(t, ξ, η)=̇g(t, ξ, η)

isto é,
∂tv(t, ξ, η) + i(a0ξ + b0η)v(t, ξ, η) = g(t, ξ, η). (2.26)

Afirmação 1: A solução de (2.26) é dada por

v(t, ξ, η) =
1

e2πi(a0ξ+b0η) − 1

∫ 2π

0

ei(a0ξ+b0η)sg(t+ s, ξ, η)ds. (2.27)

De fato, derivando parcialmente a função ei(a0ξ+b0η)v(t, ξ, η), com respeito a variável t e
usando a relação (2.26), obtemos

∂

∂t

(
ei(a0ξ+b0η)v(t, ξ, η)

)
= ei(a0ξ+b0η)tg(t, ξ, η).

Integrando a expressão anterior e aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo obtemos

v(t, ξ, η) = e−i(a0ξ+b0η)t

[∫ t

0

ei(a0ξ+b0η)sg(s, ξ, η)ds+ v(0, ξ, η)

]
.

Como v é periódica na primeira variável, ou seja, v(0, ξ, η) = v(2π, ξ, η), temos que:

e2πi(a0ξ+b0η)v(0, ξ, η) =

∫ 2π

0

ei(a0ξ+b0η)sg(s, ξ, η)ds+ v(0, ξ, η).

Desta forma temos

v(0, ξ, η) =
1

e2πi(a0ξ+b0η) − 1

∫ 2π

0

ei(a0ξ+b0η)sg(s, ξ, η)ds.

Assim,

v(t, ξ, η) = e−i(a0ξ+b0η)t

∫ t

0

ei(a0ξ+b0η)sg(s, ξ, η)ds

+
e−i(a0ξ+b0η)t

e2πi(a0ξ+b0η) − 1

∫ 2π

0

ei(a0ξ+b0η)sg(s, ξ, η)ds.

Fazendo a mudança de variáveis r = s− t, obtemos:

v(t, ξ, η) =

∫ 0

−t
ei(a0ξ+b0η)rg(r + t, ξ, η)dr +

1

e2πi(a0ξ+b0η) − 1

∫ 2π−t

−t
ei(a0ξ+b0η)rg(r + t, ξ, η)dr

=
e2πi(a0ξ+b0η)

e2πi(a0ξ+b0η) − 1

∫ 0

−t
ei(a0ξ+b0η)rg(r + t, ξ, η)dr

+
1

e2πi(a0ξ+b0η) − 1

∫ 2π−t

0

ei(a0ξ+b0η)rg(r + t, ξ, η)dr
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ainda, fazendo a mudança de variável r′ = r+2π apenas na primeira integral da expressão
obtida acima,

v(t, ξ, η) =
1

e2πi(a0ξ+b0η) − 1

∫ 2π

−t+2π

ei(a0ξ+b0η)rg(r + t, ξ, η)dr

+
1

e2πi(a0ξ+b0η) − 1

∫ 2π−t

0

ei(a0ξ+b0η)rg(r + t, ξ, η)dr

=
1

e2πi(a0ξ+b0η) − 1

∫ 2π

0

ei(a0ξ+b0η)sg(t+ r, ξ, η)dr

demonstramos assim a afirmação.
Afirmação 2: Existem C > 0 e K ∈ Z+ tais que ∀(ξ, η) ∈ Z2 \ {0}, temos

|e2πi(a0ξ+b0η) − 1| ≥ C

|(ξ, η)|K
. (2.28)

De fato, note que:

|e2πi(a0ξ+b0η) − 1|2 = | cos(2πi(a0ξ + b0η)) + i sen(2πi(a0ξ + b0η))− 1|2

= cos2(2πi(a0ξ + b0η))− 2 cos(2πi(a0ξ + b0η))

+ 1 + sen2(2πi(a0ξ + b0η))

= 2[1− cos(2πi(a0ξ + b0η))]

= 4 sen2(πi(a0ξ + b0η)) (2.29)

sendo que a última igualdade segue do fato que dado θ, cos 2θ = 1−2 sen2 θ. Da expressão
acima obtemos que

|e2πi(a0ξ+b0η) − 1| = 2| sen(π(a0ξ + b0η))|.
Note que, para (ξ, η) ∈ Z2 \ {0}, uma das seguintes alternativas ocorre:

(i) Existe K ∈ Z tal que |π(a0ξ + b0η)−Kπ| < π
3
.

(ii) |π(a0ξ + b0η)−Kπ| ≥ π
3
, ∀K ∈ Z.

Suponha que a condição (i) ocorra, então, pelo Teorema do Valor Médio, existe θ0 ∈
(π(a0ξ + b0η), πK) tal que:

| sen(π(a0ξ + b0η))| = | sen(π(a0ξ + b0η))− sen(Kπ)| = | cos θ0||π(a0ξ + b0η)−Kπ|.

Logo, do fato de (a0, b0) ser não Liouville (2.24), existe c tal que

2| sen(π(a0ξ + b0η))| = 2π| cos θ0||a0ξ + b0η −K| ≥
πc

|(ξ, η)|K
.

Por outro lado, se vale a condição (ii), temos que 2| sen(π(a0ξ+ b0η))| ≥
√

3 ≥ C0

|(ξ,η)| para

certa constante C0. Portanto, tomando C = max{cπ, C0} obtemos válida (2.28).
Portanto, temos que, dado n > 0, pela afirmação 2, e pelo fato de g ∈ C∞(T), existe

C1 > 0 tal que

|v(t, ξ, η)| =
∣∣∣∣ 1

e2πi(a0ξ+b0η) − 1

∫ 2π

0

ei(a0ξ+b0η)sg(t+ s, ξ, η)ds

∣∣∣∣
≤C−1(1 + |(ξ, η)|)K

∫
T
|g(t+ s, ξ, η)|ds

≤ C1

(1 + |(ξ, η)|)n−K
(2.30)
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Então, para n > 0, ajustando as constantes, temos:

|û(τ, ξ, η)| =
∣∣∣∣∫

T
e−it·τv(t, ξ, η)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫
T
|v(t, ξ, η)|dt ≤ Cn

|(ξ, η)|n
.

Agora, observe que (t, 0, 0, τ, 0, 0) /∈ CharX, então para todo ponto da forma (τ, 0, 0),
existe um cone aberto

Γε = {(τ, ξ, η) ∈ Z3 \ {(0, 0, 0)} : |(ξ, η)| < ε|τ |}

para algum ε > 0, tal que dado n ∈ Z+

|û(τ, ξ, η)| ≤ Cn
|(τ, ξ, η)|n

∀(τ, ξ, η) ∈ Γε. (2.31)

Por outro lado, se (τ, ξ, η) /∈ Γε e (τ, ξ, η) 6= (0, 0), temos

|û(τ, ξ, η)| ≤ Cn
|(ξ, η)|n

=
Cn(

|(ξ,η)|
2

+ |(ξ,η)|
2

)n ≤ C ′n
|(τ, ξ, η)|

(2.32)

Ademais, note que para ξ = η = 0, por (2.26),

∂tv(t, 0, 0) = g(t, 0, 0) =⇒
∫ t

0

∂sv(s, 0, 0)ds =

∫ t

0

g(s, 0, 0)ds

=⇒ v(t, 0, 0) =

∫ t

0

g(s, 0, 0)ds+ c

Como g é 2π-periódica, segue que

|û(0, 0, 0)| = |
∫
v(t, 0, 0)e−itξdt| ≤ C (2.33)

Portanto, por (2.31), (2.32) e (2.33), segue que u ∈ C∞(T3), ou seja, o operador X é
globalmente hipoeĺıptico.

Observação 2.3.1. Lembrando que X∗ = −X − divX, aplicando na função constante 1
temos:

X∗1 = −∂t(1) + a(t)∂x(1) + b(t)∂y(1)− ∂t(1) + ∂xa(t) + ∂yb(t) = 0.

Como vimos anteriormente que X é globalmente hipoeĺıptico em T3, segue pelo Lema
2.2.1, que

kerX = [1] = {constantes}. (2.34)

Além disso,

X∗ = −X − divX = −X
(X∗)2 = (−X)2 = X2 (2.35)

Seja u ∈ D′(T3) tal que u ∈ kerX2, então X(Xu) = 0, por (2.34), segue que Xu = c
constante. Assim

〈c, 1〉 = 〈Xu, 1〉 = 〈u,X∗1〉 = 〈u, 0〉 = 0.

Então temos c ∈ (kerX)⊥ ∩ kerX, isto é, Xu = c = 0 e u ∈ kerX. Ou seja, kerX2 =
kerX. Pelas relações em (2.35), segue que

ker(X∗)2 = kerX∗.

Pelo Teorema 2.2.2 X é globalmente C∞ resolúvel em T3, então pelo Teorema 2.3.2 o
operador P = −∆−X2 é globalmente C∞ resolúvel em Tn+3.
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Observação 2.3.2. Obtemos que X é globalmente C∞ resolúvel em T3, então existem
ϕ1, ϕ2, ϕ3 ∈ C∞(T3) tais que:

Xϕ1 = 0

Xϕ2 = a0 − a(t)

Xϕ3 = b0 − b(t)

Neste exemplo, o difeomorfismo τ : T3 → T3, τ(t, x, y) = (t′, x′, y′) garantido pelo Teorema
2.2.2 é dado por:

τ1(t, x, y) = t+ ϕ1(t, x, y)

τ2(t, x, y) = x+ ϕ2(t, x, y)

τ3(t, x, y) = y + ϕ3(t, x, y)

onde as constantes Λ1,Λ2,Λ3 são dadas por:

Λ1 = 1, Λ2 = a0 e Λ3 = b0.

De fato, denotando ũ = u ◦ τ−1, temos:

Xu(t, x, y) = (∂t + a(t)∂x + b(t)∂y)ũ(τ(t, x, y))

= ∂t′ũ(t′, x′, y′)(1 + ∂tϕ1(t, x, y)) + ∂x′ũ(t′, x′, y′)(∂tϕ2(t, x, y))

+ ∂y′ũ(t′, x′, y′)(∂tϕ3(t, x, y)) + a(t)[∂t′ũ(t′, x′, y′)∂xϕ1(t, x, y)

+ ∂x′ũ(t′, x′, y′)(1 + ∂xϕ2(t, x, y)) + ∂y′ũ(t′, x′, y′)∂xϕ3(t, x, y)]

+ b(t)[∂t′ũ(t′, x′, y′)∂yϕ1(t, x, y) + ∂x′ũ(t′, x′, y′)∂yϕ2(t, x, y)

+ ∂y′ũ(t′, x′, y′)(1 + ∂yϕ3(t, x, y))]

= [1 + ∂tϕ1(t, x, y) + a(t)∂xϕ1(t, x, y) + b(t)∂yϕ1(t, x, y)]∂t′ũ(t′, x′, y′)

+ [a(t) + ∂tϕ2(t, x, y) + a(t)∂xϕ2(t, x, y) + b(t)∂yϕ2(t, x, y)]∂x′ũ(t′, x′, y′)

+ [(b(t) + ∂tϕ3(t, x, y)) + a(t)∂xϕ3(t, x, y) + b(t)∂yϕ3(t, x, y)]∂y′ũ(t′, x′, y′)

= (1 +Xϕ1(t, x, y))∂t′ũ(t′, x′, y′) + (a(t) +Xϕ2(t, x, y))∂x′ũ(t′, x′, y′)

+ (b(t) +Xϕ3(t, x, y))∂y′ũ(t′, x′, y′)

= Λ1∂t′ũ(t′, x′, y′) + Λ2∂x′ũ(t′, x′, y′) + Λ3∂y′ũ(t′, x′, y′)

E ainda, do fato de (a0, b0) = (Λ2,Λ3) ser não-Liouville, existem constantes C > 0 e
K ∈ Z+ tais que ∀ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ Z3 \ {0},

|Λ1ξ1 + Λ2ξ2 + Λ3ξ3| = |ξ1 + a0ξ2 + b0ξ3| ≥
C

|(ξ2, ξ3)|K
≥ C

1 + |ξ|K
.

Portanto, Λ1,Λ2,Λ3 satisfazem a condição Diofantina.
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CAṔITULO 3

Faḿılias de Campos Vetoriais Reais

No presente caṕıtulo, consideraremos a prinćıpio uma famı́lia de campos vetoriais reais
que comutam entre si, mostraremos que esta pode ser simultaneamente transformada em
uma famı́lia de campos vetoriais com coeficientes constantes dado que um dos campos
tenha o transposto globalmente hipoeĺıptico.

3.1 Redução Simultânea à Forma Normal

No seguinte Teorema pode-se considerar a hipótese de que qualquer um dos X∗j , j =
1, ...,m é globalmente hipoeĺıptico. Para facilitar a notação, diremos que X∗1 é globalmente
hipoeĺıptico.

Teorema 3.1.1. Seja X1, ..., Xm uma famı́lia de campos vetoriais reais em Tn que comu-
tam entre si, tal que X∗1 é um operador globalmente hipoeĺıptico em Tn. Então, existem
coordenadas globais y em Tn tal que a famı́lia {Xj}m1 admite a forma {

∑n
k=1 Λjk∂yk}m1 ,

onde Λjk são constantes reais. E ainda, os coeficientes Λ1k de X1 satisfazem a condição
Diofantina.

Demonstração. Como por hipótese X∗1 é globalmente hipoeĺıptico em Tn, pelo Teorema
2.2.3 temos que kerX1 = [ω] tal que ω ∈ C∞(Tn) e ω(x) 6= 0 ∀x ∈ Tn, então, pelo Teorema
2.2.2 segue que existe um difeomorfismo τ : Tn → Tn, τ(x) = y tal que X1 =

∑n
k=1 Λ1k∂yk ,

onde os coeficientes reais Λ1k satisfazem a condição Diofantina, ou seja, existem constantes
K ∈ Z+ e C > 0 tais que∣∣∣∣∣

n∑
k=1

Λ1kξk

∣∣∣∣∣ ≥ C

(1 + |ξ|)K
, ∀ξ ∈ Zn \ {0}. (3.1)

Os demais campos vetoriais Xj, 2 ≤ j ≤ m também podem ser escritos nas coordena-
das y como

Xj =
n∑
k=1

bjk(y)∂yk (3.2)

onde as funções bjk = Xjτk assume valores reais.
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Como os coeficientes de X1 são constantes, temos que dada u ∈ D′(Tn),

X1∂yju(y) =
n∑
k=1

Λ1k∂yk∂yju(y) = ∂yj

n∑
k=1

Λ1k∂yku(y) = ∂yjX1u(y).

Do fato acima, e por Leibniz, obtemos, para 2 ≤ j ≤ m,

X1Xj =(X1bj1)∂y1 + ...+ (X1bjn)∂yn + bj1X1∂y1 + ...+ bjnX1∂yn
=(X1bj1)∂y1 + ...+ (X1bjn)∂yn + bj1∂y1X1 + ...+ bjn∂ynX1

=(X1bj1)∂y1 + ...+ (X1bjn)∂yn +XjX1.

Assim,
[X1, Xj] = X1Xj −XjX1 = (X1bj1)∂y1 + ...+ (X1bjn)∂yn

como por hipótese os campos comutam entre si, segue que

X1bjk = 0, 1 ≤ k ≤ n, 2 ≤ j ≤ m.

Agora, aplicando a transformada de Fourier na expressão acima, temos

i

(
n∑
l=1

Λ1lξl

)
b̂jk(ξ) = 0, ∀ξ ∈ Zn.

Como a condição Diofantina (3.1) implica que
∑n

l=1 Λ1lξl 6= 0 ∀ξ ∈ Zn \ {0}, segue da
última equação que

b̂jk(ξ) = 0, ∀ξ ∈ Zn \ {0}. (3.3)

E ainda, como bjk ∈ C∞(Tn), temos bjk(y) =
∑

ξ∈Zn b̂jk(ξ)e
iy·ξ. Disso e de (3.3), segue

que
bjk(y) = b̂jk(0), ∀y ∈ Tn.

Basta então definirmos Λjk = b̂jk(0) que são números reais. Portanto, substituindo
em (3.2), temos

Xj =
n∑
k=1

Λjk∂yk , 1 ≤ j ≤ m.

3.2 Hipoelipticidade Global

Se {X1, ..., Xm} é uma famı́lia de campos vetoriais em uma variedade C∞ M, então
a formulação de suficiência e necessidade para hipoelipticidade global do sublaplaceano
P =

∑m
j=1X

2
j é um problema em aberto. Aqui, acrescentando as hipóteses de que os

campos da famı́lia dada comutam entre si e que um deles tenha o transposto globalmente
hipoeĺıptico obtém-se a hipoelipticidade global para P .

Teorema 3.2.1. Seja X1, ..., Xm uma famı́lia de campos vetoriais satisfazendo as mesmas
condições do Teorema 3.1.1. Então o operador

P = −
m∑
j=1

X2
j

é globalmente hipoeĺıptico em Tn.

64



Demonstração. Como estamos nas mesmas hipóteses do Teorema 3.1.1, esse nos garante
a existência de coordenadas globais y em Tn onde os campos vetoriais Xj são constantes,
isto é,

Xj =
n∑
k=1

Λjk∂yk , 1 ≤ j ≤ m

onde os coeficientes Λjk são números reais e Λ1k satisfaz a condição Diofantina. Logo,
temos:

P = −
m∑
j=1

X2
j = −

m∑
j=1

(
n∑
k=1

Λjk∂yk

)2

.

Seja u ∈ D′(Tn) tal que Pu = f ∈ C∞(Tn). Aplicando a transformada de Fourier
nessa expressão, obtemos: m∑

j=2

(
n∑
k=1

Λjkξk

)2

+

(
n∑
k=1

Λ1kξk

)2
 û(ξ) = f̂(ξ), ∀ξ ∈ Zn \ {0}.

Agora, utilizando o fato de que f ∈ C∞(Tn) possui decaimento rápido, e a condição
Diofantina (3.1) sobre os números Λ1k, dado N ∈ Z+, obtemos:

|û(ξ)| ≤ |f̂(ξ)|
|
∑n

k=1 Λ1kξk|2
≤ C−2(1 + |ξ|)2K .

C0

(1 + |ξ|)N−2K
=

CN
(1 + |ξ|)N

e portanto u ∈ C∞(Tn) e o operador P globalmente hipoeĺıptico em Tn.

Corolário 3.2.1. Seja X1, ..., Xm uma famı́lia de campos vetoriais em Tn que comutam
entre si. Suponha também que existem coordenadas globais y em Tn onde X1 admite a
forma

∑n
k=1 Λ1k∂yk , com os números Λ1k satisfazendo a condição Diofantina. Então o

operador P = −
∑m

j=1X
2
j é globalmente hipoeĺıptico em Tn.

Demonstração. Como X1 =
∑n

k=1 Λ1k∂yk com os coeficiente Λ1k satisfazendo a condição
Diofantina, do Corolário 2.2.1, segue que X∗1 é globalmente hipoeĺıptico em Tn. Logo,
temos as mesmas hipóteses do Teorema 3.2.1 e este nos garante que P é globalmente
hipoeĺıptico em Tn.

Diferente do feito até então no presente caṕıtulo, modificaremos as hipóteses, retirando
o que os campos da famı́lia comutem entre si, para ainda assim obter a hipoelipticidade
do operador P = −

∑m
j=1X

2
j .

Teorema 3.2.2. Seja X1, ..., Xm uma famı́lia de campos vetoriais reais em Tm+n, sendo
posśıvel escolher coordenadas x, y em Tm e Tn respectivamente, em que os campos vetoriais
dessa famı́lia admitem a forma Xj = ∂xj +

∑n
k=1 ajk(x)∂yk , onde a1k(x) = λk e o vetor

(λ1, ..., λn) é não-Liouville. Então, o operador P = −
∑m

j=1X
2
j é globalmente hipoeĺıptico

em Tm+n.

Demonstração. Seja u ∈ D′(Tm+n) tal que Pu = f ∈ C∞(Tm+n). Devemos mostrar que
u ∈ C∞(Tm+n) também.

Começaremos fazendo a transformada parcial de Fourier com respeito a y em Pu = f ,
obtemos:

−
m∑
j=1

Y 2
j û(x, η) = f̂(x, η), ∀η ∈ Zn (3.4)
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onde Yj = ∂xj + i
∑n

k=1 ajk(x)ηk.
Observe que (3.4) é eĺıptico na variável x, pois seu śımbolo principal p1(x, ξ) = 0⇐⇒

ξ = 0. Logo, pela Proposição 1.7.1 o operador também é hipoeĺıptico em x, logo û(·, η) ∈
C∞(Tm). Assim, multiplicando (3.4) por û e integrando com respeito a x, obtemos

m∑
j=1

‖Yjû(·, η)‖2
L2 =

∫
Tn
f̂(x, η)û(x, η)dx. (3.5)

Para prosseguir a demonstração, precisamos do seguinte resultado

Lema 3.2.1. Existem constantes positivas C e K tais que

‖û(·, η)‖2
L2 ≤ C|η|2K ‖Y1û(·, η)‖2

L2 .

Demonstração. Para η ∈ Zn fixado, tome ϕη ∈ C∞(Tm). Então,

Y1ϕη(x) = ∂x1ϕη(x) +

(
i

n∑
k=1

λkηk

)
ϕη(x)=̇ψη(x).

Fazendo a transformada parcial de Fourier com respeito a x1 na equação acima, obtemos:

i

(
ξ1 +

n∑
k=1

λkηk

)
ϕ̂η(ξ1, x̂) = ψ̂η(ξ1, x̂) (3.6)

onde x̂ = (x2, ..., xm).
Como por hipótese (λ1, ..., λn) é um vetor não-Liouville, existem constantes C0 > 0 e

K ∈ Z+ tais que ∣∣∣∣∣ξ1 +
n∑
k=1

λkηk

∣∣∣∣∣ ≥ C0

|η|K
, ∀η ∈ Zn \ {0}, ∀ξ1 ∈ Z. (3.7)

De (3.6) e (3.7), segue que, para quaisquer η ∈ Zn \ {0}, ξ1 ∈ Z e x̂ ∈ Tm−1

|ϕ̂η(ξ1, x̂)|2 ≤ C−2
0 |η|2K |ψ̂η(ξ1, x̂)|2.

Utilizando a identidade de Parseval na última inequação, temos∫
T
|ϕη(x)|2dx1 =

∑
ξ1∈Z

|ϕ̂η(ξ1, x̂)|2 ≤ C−2
0 |η|2K

∑
ξ1∈Z

|ψ̂η(ξ1, x̂)|2

=C−2
0 |η|2K

∫
T
|ψη(x)|2dx1

agora, integrando a inequação anterior com respeito a x̂ ∈ Tm−1 segue

‖ϕη‖2
L2 ≤ C−2

0 |η|2K
∫
Tm
|ψη(x)|2dx

= C−2
0 |η|2K

∫
Tm

∣∣∣∣∣∂x1ϕη(x) +

(
i

n∑
k=1

λkηk

)
ϕη(x)

∣∣∣∣∣
2

dx (3.8)
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Portanto, aplicando (3.8) para ϕη(x) = û(x, η), obtemos:

‖û(·, η)‖2
L2 ≤ C−2

0 |η|2K
∫
Tm

∣∣∣∣∣∂x1û(x, η) +

(
i

n∑
k=1

λkηk

)
û(x, η)

∣∣∣∣∣
2

dx

= C−2
0 |η|2K ‖Y1û(·, η)‖2

L2 .

Voltaremos à demonstração do Teorema 3.2.2.

Utilizaremos a afirmação demonstrada acima para mostrar que
∥∥∥f̂(·, η)

∥∥∥
L2

domina

‖û(·, η)‖L2 . De fato, pela afirmação,

‖û(·, η)‖2
L2 ≤ C|η|2K ‖Y1û(·, η)‖2

L2 ≤ C|η|2K
(

m∑
j=1

‖Yjû(·, η)‖2
L2

)

≤ C|η|2K
∫
Tm
f̂(x, η)û(·, η)dx

Por Cauchy-Schwartz segue que

‖û(·, η)‖2
L2 ≤ C|η|2K

∥∥∥f̂(·, η)
∥∥∥
L2
‖û(·, η)‖L2

e portanto,

‖û(·, η)‖L2 ≤ C|η|2K
∥∥∥f̂(·, η)

∥∥∥
L2
. (3.9)

Da equação acima e do fato de f ∈ C∞(Tm×Tn), segue que dado N ∈ Z+, existe C ′N tal
que

‖û(·, η)‖L2 ≤ C|η|2K C ′N
|η|N+2K

=
CN(2π)−

m
2

|η|N
.

Mais uma vez por Cauchy-Schuartz, temos:

|û(ξ, η)| = |
∫
û(x, η)e−ix·ξdx| ≤

∫
|û(x, η)|dx ≤ ‖û(·, η)‖L2 (2π)

m
2

Logo, para todo (ξ, η) ∈ Zm+n com η 6= 0

|û(ξ, η)| ≤ C ′′N
|η|N

(3.10)

Observe que o operador P é eĺıptico em (x, y, ξ0, 0) para todo (x, y) ∈ Tm+n e ξ0 ∈
Zm \ {0}. Ou seja, (x, y, ξ0, 0) /∈ WF (u). Então existe um cone Γε = {(ξ, η) ∈ Zm+n :
|η| < ε|ξ|} contendo (ξ0, 0) tal que para cada N ∈ Z+, existe uma constante CN > 0 tal
que

|û(ξ, η)| ≤ CN
(|ξ|+ |η|)N

, ∀(ξ, η) ∈ Γε. (3.11)

Agora, sendo Γ = {(ξ, η) ∈ Zm+n : |η| > ε
2
|ξ|}, note que se (ξ, η) ∈ Γ, então η 6= 0.

Assim, por (3.10)

|û(ξ, η)| ≤ C ′′N
(1

2
|η|+ 1

2
|η|)N

≤ C ′′N
(1

2
|η|+ ε

4
|ξ|)N

≤ CN
|(ξ, η)|N

(3.12)
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Portanto, por (3.11) e (3.12), temos

|û(ξ, η)| ≤ CN
|(η, ξ)|N

e portanto, u ∈ C∞(Tm+n) e P é hipoeĺıptico.

Corolário 3.2.2. Seja {Xj}m1 uma famı́lia de campos vetoriais reais em Tm+n, onde exis-
tem coordenadas globais x, y em Tm e Tn respectivamente, nas quais os campos admitem
a forma Xj = ∂xj +

∑n
k=1 ajk(x)∂yk , sendo a1k(x) = a1k(x1) e o vetor (a0

11, ..., a
0
1n) é não-

Liouville, onde a0
1k =

∫
T a1k(x1)dx1. Então, o operador P = −

∑m
j=1X

2
j é globalmente

hipoeĺıptico em Tm+n.

Demonstração. Basta mostrarmos que existe um difeomorfismo que transforma a famı́lia
{Xj}m1 em {∂tj +

∑n
k=1 bjk(x)∂sk}m1 , onde b1k(t) = a0

1k 1 ≤ k ≤ n. Como o vetor
(a0

11, ..., a
0
1n) é não-Liouville, seguirá do Teorema 3.2.2 que P é globalmente hipoeĺıptico

em Tm+n.
Seja τ : Tm+n → Tm+n dado por τ(x, y) = (t, s) onde tj = xj para 1 ≤ j ≤ m, e

sk = yk −
∫ x1

0
a1k(r)dr + a1kx1 para 1 ≤ k ≤ n.

Tome u ∈ D′(Tm+n), denote ũ = u ◦ τ−1 e

τ(x, y) = (τ1(x, y), ..., τm(x, y), τm+1(x, y), ..., τm+n(x, y)) = (t, s)

Note que

∂x1τl(x, y) =

{
1, se l = 1
0, c.c.

∂xjτl(x, y) =

{
1, se l = j 6= 1
0, c.c.

, ∀j = 2, ...,m

∂ykτl(x, y) =

{
1, se l = m+ k
0, c.c.

, ∀k = 1, ..., n

Note que a matriz Jacobiana com relação a τ é coincide com a matriz identidade, logo
seu determinante é 1 6= 0. Segue do Teorema da Função Inversa que τ é de fato um
difeomorfismo.

Além disso, para 2 ≤ j ≤ m

Xjf(x, y) =

(
∂xj +

n∑
k=1

ajk(x)∂yk

)
f̃(τ(x, y))

=
m∑
l=1

∂tl f̃(t, s)∂xjτl(x, y) +
n∑
l=1

∂sl f̃(t, s)∂xjτm+l(x, y)

+
n∑
k=1

ajk(x)

[
m∑
i=1

∂ti f̃(t, s)∂ykτi(t, s) +
m∑
i=1

∂si f̃(t, s)∂ykτm+i(t, s)

]

= ∂tj f̃(t, s) +
n∑
k=1

ajk(x)∂sk f̃(t, s)
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e, para j = 1

X1f(x, y) =

(
∂x1 +

n∑
k=1

a1k(x)∂yk

)
f̃(τ(x, y))

=
m∑
l=1

∂tl f̃(t, s)∂x1τl(x, y) +
n∑
l=1

∂sl f̃(t, s)∂x1τm+l(x, y)

= ∂t1 f̃(t, s) +
n∑
l=1

∂sl f̃(t, s)(−a1l(x) + a0
1l) +

n∑
k=1

a1k(x)∂sk f̃(t, s)

= ∂t1 f̃(t, s) +
n∑
k=1

a0
1k∂sk f̃(t, s)

e segue o resultado.
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