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Resumo
Nesta tese classi�camos as imersões isométricas f : Mm

c → Sm+p × R com

m ≥ 3, p ≤ m − 3 e c ≤ 1, em que Mm
c denota uma variedade Riemanniana com

curvatura seccional constante igual a c. Obtemos resultados parciais sobre a classi�cação

das imersões isométricas f : Mm
c → Hm+p × R com m ≥ 3, p ≤ m − 3 e c < 0.

Caracterizamos ainda as hipersuperfícies f : M3 → Q4(c) para as quais existe outra

imersão isométrica f̃ : M3 → L4, em que Q4(c) e L4 denotam, respectivamente, uma

forma espacial Riemanniana com curvatura constante igual a c e o espaço de Lorentz de

dimensão 4.

Abstract
In this thesis we classify the isometric immersions f : Mm

c → Sm+p × R with

m ≥ 3, p ≤ m − 3 and c ≤ 1, where Mm
c denotes a Riemannian manifold with constant

sectional curvature equal to c. We obtain partial results on the classi�cation of isometric

immersions f : Mm
c → Hm+p×R with m ≥ 3, p ≤ m− 3 and c ≤ 0. We also characterize

the hypersurfaces f : M3 → Q4(c) for which there exists another isometric immersion

f̃ : M3 → L4, where Q4(c) and L4 denote a 4-dimensional space form of constant sectional

curvature c and the 4-dimensional Lorentz space, respectively.
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Introdução

Um tópico central na teoria de subvariedades é o estudo de imersões isométricas f :

Mm
c → Qm+p(c̃) de uma variedade Riemanniana Mm

c com curvatura seccional constante

c e dimensão m. Aqui, e em todo o trabalho, QN(c̃) denota uma variedade Riemanniana

completa e simplesmente conexa de curvatura seccional constante c̃ e dimensão N . É um

fato conhecido que QN(c̃) é isométrica à esfera SN(c̃) ⊂ RN+1 de raio 1/
√
c̃ se c̃ > 0, ao

espaço Euclidiano RN se c̃ = 0 e ao espaço hiperbólico

HN = {X = (x0, . . . , xN) ∈ LN+1 : 〈X,X〉 =
1

c̃
, x0 > 0}

se c̃ < 0, em que LN+1 denota o espaço de Lorentz de dimensão N + 1.

Com auxílio de sua teoria de formas quadráticas exteriormente ortogonais, E.

Cartan mostrou, dentre outras coisas, que, se f : Mm
c → Qm+p(c̃) é uma imersão

isométrica com c < c̃, então p ≥ m− 1 e, se p = m− 1, então f possui, necessariamente,

�brado normal plano. Posteriormente, J.D.Moore ([17]) desenvolveu a teoria de formas

bilineares Euclidianas com valores em espaços vetoriais munidos de formas bilineares 〈·, ·〉

não-degeneradas, estendendo a teoria de formas quadráticas exteriormente ortogonais de

Cartan, que corresponde ao caso em que 〈·, ·〉 é positivo-de�nida. Com auxílio de sua

teoria, Moore inicialmente reobteve um resultado devido a O'Neill [18], segundo o qual

a segunda forma fundamental uma imersão isométrica f : Mm
c → Qm+p(c̃), com c > c̃ e

p ≤ m− 2, se decompõe ortogonalmente como

αf =
√
c〈·, ·〉η + γ, (0.0.1)

em que η é um campo unitário normal a f . Além disso, se p = m − 1 e αf (x) não se

decompõe como em (0.0.1), Moore provou que f deve ter �brado normal plano em x. Um

ponto x ∈M no qual αf se decompõe como em (0.0.1) é denominado um ponto fracamente

1



Introdução 2

umbílico para f . Se todos os pontos x ∈ M forem fracamente umbílicos para f , diremos

que f é fracamente umbílica.

Posteriormente, Dajczer e Tojeiro mostraram em ([7]) que uma imersão isométrica

f : Mm
c → Qm+p(c̃), com c > c̃ e p ≤ m − 2 é, localmente em um subconjunto aberto

e denso de Mm, uma composição f = i ◦ h, em que i : Mm
c → Qm+1(c̃) é uma inclusão

umbílica e h : U → Qm+p
c̃ é uma imersão isométrica de um aberto U ⊂ Qm+1(c̃) contendo

i(Mm
c ). O mesmo resultado é ainda válido se p = m − 1 e f é fracamente umbílica.

Exemplos explícitos de imersões isométricas f : Mm
c → Q2m−1(c̃), c > c̃, sem pontos

fracamente umbílicos, foram construídos em ([9]) usando a transformação de Ribaucour.

Neste trabalho estudamos as imersões isométricas f : Mm
c → Qn(ε) × R, ε ∈

{−1, 1}. Observe que Qn(ε) × R admite um mergulho isométrico canônico em En+2,

em que En+2 denota o espaço euclidiano Rn+2 ou o espaço de Lorentz Ln+2, conforme

seja ε = 1 ou −1, respectivamente. Em particular, para ε = 1, tal estudo se insere no

problema clássico de estudar as imersões isométricas de variedades Riemannianas com

curvatura seccional constante no espaço Euclidiano.

Superfícies com curvatura Gaussiana constante de Q2(ε)×R foram estudadas em

[1] e [2], com ênfase em suas propriedades globais. Os autores mostraram que não existem

superfícies completas com curvatura Gaussiana constante c em S2 × R (respectivamente,

H2 × R) quando c < −1 e 0 < c < 1 (respectivamente, c < −1). Mostraram também

que uma superfície completa com curvatura Gaussiana constante c > 1 (respectivamente,

c > 0) de S2 × R (respectivamente, H2 × R) é necessariamente de rotação, e suas curvas

geratrizes foram determinadas explicitamente.

As hipersuperfícies de Qm(ε)×R com curvatura seccional constante c e dimensão

m ≥ 3 foram classi�cadas por F.Man�o e R. Tojeiro em [14]. Se m ≥ 4 e ε = 1

(respectivamente, ε = −1), mostrou-se que tais hipersuperfície somente existem, mesmo

localmente, para c ≥ 1 (respectivamente, c ≥ −1). Além disso, para tais valores de c,

uma tal hipersuperfície sempre se estende a uma hipersuperfície completa de rotação. No

caso m = 3, existe uma única classe de hipersuperfícies não-rotacionais de Qm(ε)×R com

curvatura seccional constante c, com εc ∈ (0, 1). Qualquer hipersuperfície dessa classe

é dada explicitamente em termos de uma família de superfícies paralelas de Q3(ε) com

curvatura nula.

O principal resultado deste trabalho refere-se a imersões isométricas f : Mm
c →
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Sm+p × R com m ≥ 3, p ≤ m − 3 e c ≤ 1. Nessas hipóteses, mostramos inicialmente

que uma tal imersão isométrica não existe, mesmo localmente, se c < 0. Além disso,

mostramos que o caso c = 0 pode ocorrer apenas se p = m− 3 e, ademais, f deve ser um

cilindro vertical sobre uma subvariedade de dimensãom−1 e curvatura nula de S2m−3. No

caso em que c = 1, provamos que f(Mm
c ) é necessariamente uma subvariedade de uma fatia

Sm+p×{t} de Sm+p×R. O caso mais interessante é aquele em que c ∈ (0, 1), o qual ocorre

também somente quando p = m−3. Obtivemos uma construção explícita de tais imersões

em termos de uma família de imersões isométricas paralelas pertencentes a uma certa

classe de subvariedades de dimensão m−1 de Q2m−3(ε), a qual denominamos de classe B.

Mostramos que qualquer imersão isométrica g : Mm−1 → Q2m−3(ε) na classe B pode ser

construída, via teorema fundamental das subvariedades, a partir de uma hipersuperfície de

Qm(c) que admite uma outra imersão isométrica em R2m−4
m−3 , em que R2m−4

m−3 denota o espaço

pseudo-Euclidiano de dimensão 2m − 4 cuja métrica possui índice m − 3. Para m = 4,

obtivemos uma caracterização, com interesse próprio, das hipersuperfícies que têm essa

propriedade. Construímos exemplos explícitos de imersões isométricas na classe B, a partir

dos quais produzimos exemplos explícitos de imersões isométricas f : Mm
c → Q2m−3(ε)×R,

com m ≥ 3 e εc ∈ (0, 1). Para ε = 1, as composições f̃ = i ◦ f de tais imersões com

a inclusão canônica i : S2m−3 × R → R2m−1 fornecem, em particular, novos exemplos de

imersões isométricas f̃ : Mm
c → R2m−1 sem pontos fracamente umbílicos.

Como consequência de nosso principal resultado, concluímos que uma imersão

isométrica f : Mm
c → Sm+p × R com m ≥ 3, p ≤ m − 2 e c ≤ 1, de uma variedade

Riemanniana completa Mm
c existe apenas se c = 1 e f é uma inclusão totalmente geodésica

de Sm em uma fatia Sm+p×{t} de Sm+p×R. Se p = m−3, além de tais exemplos triviais

existem apenas aqueles em que c = 0 e f é um cilindro vertical sobre uma imersão

isométrica g : Nm−1
0 → S2m−3, com Nm−1

0 completa.

Apresentamos a seguir uma descrição do conteúdo dos vários capítulos desta

tese. Começamos nosso texto introduzindo, no primeiro capítulo, algumas ferramentas

úteis ao estudo das subvariedades de Qm+p(ε)×R, com curvatura seccional constante. São

dadas as equações de Gauss, Codazzi e Ricci, além de equações adicionais envolvendo as

partes tangente e normal do campo ∂/∂t tangente ao segundo fator de Qm+p(ε)×R. Tais

equações determinam, a menos de movimentos rígidos, uma subvariedade de Qm+p(ε)×R.

Descrevemos também uma classe de subvariedades f : Mm → Qm+p(ε)× R, denominada
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classe A, que possuem a propiedade de que a componente tangente do campo ∂/∂t é

um autovetor de todos os operadores de forma de f . São dadas também a de�nição e

as parametrizações das subvariedades (respectivamente, hipersuperfícies) de rotação em

Qm+p(ε) × R (respectivamente, Qn
s (c)) que têm uma curva como geratriz, em que Qn

s (c)

denota uma forma espacial pseudo-Riemanniana de dimensão n, curvatura constante c e

índice s ∈ {0, 1}.

O segundo capítulo é dedicado ao estudo das imersões isométricas g : Mm−1 →

Q2m−3(ε) pertencentes à classe B. Obtemos uma transformação de Ribaucour para tal

classe, a qual permite obter novos exemplos de imersões isométricas nessa classe a partir

de uma dada e de uma solução de um sistema linear de EDP's. Em particular, produzimos

exemplos explícitos de elementos dessa classe a partir de uma solução trivial. Tais

exemplos são usados no capítulo seguinte para construir exemplos explícitos de imersões

isométricas f : Mm
c → Q2m−3(ε)× R com εc ∈ (0, 1) (Ver Seção 3.6).

No Capítulo 3 mostramos o resultado principal deste trabalho, descrito

anteriormente, sobre imersões isométricas f : Mm
c → Sm+p × R com m ≥ 3, p ≤ m − 3.

Obtemos ainda resultados parciais para imersões isométricas f : Mm
c → Hm+p × R com

m ≥ 3 e p ≤ m− 3.

No quarto e último capítulo estudamos o problema de determinar as

hipersuperfícies f : M3 → Q4(c) para as quaisM3 admite também uma imersão isométrica

no espaço de Lorentz L4. O principal resultado desse capítulo dá uma caracterização das

soluções do problema que possuem três curvaturas principais distintas. No �nal deste

capítulo, exibimos exemplos explícitos de hipersuperfícies que são soluções do problema

em questão. Tal problema foi estudado, em maior generalidade, em [3].

No �nal do trabalho acrescentamos um apêndice com algumas de�nições

e resultados conhecidos, utilizados ao longo do texto. Tais resultados aparecem

acompanhados de referências bibliográ�cas.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, introduzimos alguns conceitos e enunciamos alguns resultados que são

utilizados no decorrer desta tese. Os resultados não demonstrados são acompanhados de

referências nas quais suas demonstrações podem ser encontradas.

1.1 Imersões isométricas em Qn(ε)× R.

O conteúdo desta seção está baseado em [16] e tem por objetivo fornecer algumas

ferramentas úteis ao estudo de imersões isométricas, em Qn(ε) × R, de variedades

Riemannianas de dimensão m ≥ 3 e curvatura seccional constante.

Sejam f : Mm → Qn(ε)× R uma imersão isométrica e ∂
∂t

um campo de vetores

unitários tangentes ao segundo fator de Qn(ε)×R. Então, um campo de vetores tangente

T e um campo de vetores η normais a f �cam de�nidos por

∂

∂t
= f∗T + η. (1.1.1)

Derivando (1.1.1) e usando que ∂
∂t

é um campo de vetores paralelo em Qn(ε)×R,

obtemos das equações de Gauss e Codazzi que

0 = ∇̄X
∂

∂t
= ∇̄Xf∗T + ∇̄Xη

= f∗∇XT + αf (X,T )− f∗AfηX +∇⊥Xη

= f∗(∇XT − AfηX) + αf (X,T ) +∇⊥Xη,

em que ∇ e ∇̄ denotam as conexões de Levi-Civita de Mm e Qn(ε)×R, respectivamente,

5
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enquanto ∇⊥ e αf (·, ·) denotam a conexão normal e a segunda forma fundamental de f ,

respectivamente. Daí,

∇XT = AfηX (1.1.2)

e

αf (X,T ) = −∇⊥Xη (1.1.3)

para todo X ∈ X(M). Aqui, e em toda esta tese, Afη denota o operador de forma de f na

direção de η, dado por:

〈AfηX, Y 〉 = 〈αf (X, Y ), η〉

para quaisquer X, Y ∈ X(M). Note que T é o gradiente da função altura

h = 〈f̃ , i∗
∂

∂t
〉,

em que i : Qn(ε)×R→ En+2 denota a inclusão canônica, sendo En+2 o espaço euclidiano

Rn+2 quando ε = 1 ou o espaço Lorentziano Ln+2 quando ε = −1, e f̃ := i ◦ f . De fato,

〈∇h,X〉 = X(h) = X〈f̃ , i∗
∂

∂t
〉 = 〈f̃∗X, i∗

∂

∂t
〉 = 〈X,T 〉

para todo X ∈ X(M).

As equações de Gauss, Codazzi e Ricci para f são, respectivamente (ver, por

exemplo, [13])

R(X, Y )Z = ε(X ∧ Y − 〈Y, T 〉X ∧ T + 〈X,T 〉Y ∧ T )Z + Afα(Y,Z)X − A
f
α(X,Z)Y, (1.1.4)

(∇⊥Xα)(Y, Z)− (∇⊥Y α)(X,Z) = ε(〈X,Z〉〈Y, T 〉 − 〈Y, Z〉〈X,T 〉)η (1.1.5)

e

R⊥(X, Y )ξ = α(X,AfξY )− α(AfξX, Y ), (1.1.6)
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em que X, Y, Z ∈ X(M), ξ ∈ Γ(N fM) e (X ∧ Y )Z = 〈Y, Z〉X − 〈X,Z〉Y. A equação

(1.1.5) é equivalente a

(∇XA
f )(Y, ζ)− (∇YA

f )(X, ζ) = ε〈η, ζ〉(X ∧ Y )T. (1.1.7)

Embora isso não seja utilizado no que segue, vale a pena mencionar que

as equações (1.1.2) - (1.1.6) determinam completamente uma imersão isométrica

f : Mm → Qn(ε) × R a menos de uma isometria de Qn(ε) × R (ver Corolário 3 de

[13]).

Vamos agora relacionar as segundas formas fundamentais e as conexões normais

de f e f̃ . Primeiro note que ν̂ = π ◦ i é um campo de vetores normal unitário da inclusão

i : Qn(ε)× R→ En+2, ε ∈ {−1, 1}, em que π : En+1 × R→ En+1 é a projeção, e

∇̃Z ν̂ = π∗i∗Z = i∗Z − 〈i∗Z, i∗
∂

∂t
〉i∗

∂

∂t

= i∗(Z − 〈Z,
∂

∂t
〉 ∂
∂t

)

para todo Z ∈ X(Qn(ε)× R), em que ∇̃ é a conexão de En+2. Logo

Aiν̂Z = −Z + 〈Z, ∂
∂t
〉 ∂
∂t
. (1.1.8)

Os espaços normais, N fM e N f̃M, de f e f̃ , respectivamente, são relacionados

por

N f̃M = i∗N
fM ⊕ span{ν},

em que ν = ν̂ ◦ f = π ◦ f̃ . Dado ξ ∈ Γ(N fM), obtemos de (1.1.8) que

∇̃Xi∗ξ = i∗∇̄Xξ + αi(f∗X, ξ)

= −f̃∗AfξX + i∗∇⊥Xξ + 〈X,T 〉〈ξ, η〉ν

donde segue que

Af̃i∗ξ = Afξ
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e

∇̃⊥Xi∗ξ = i∗∇⊥Xξ + 〈X,T 〉〈ξ, η〉ν, (1.1.9)

em que ∇̃⊥ é a conexão normal de f̃ . Por outro lado,

∇̃Xν = ∇̃X ν̂ ◦ f = ∇̃f∗X ν̂ = f̃∗(X − 〈X,T 〉T )− 〈X,T 〉i∗η,

logo

Af̃νX = −X + 〈X,T 〉T

ou, equivalentemente,

Af̃νT = −‖η‖2T e Af̃νX = −X, se X ∈ {T}⊥, (1.1.10)

e

∇̃⊥Xν = −〈X,T 〉i∗η. (1.1.11)

1.1.1 Classe A

Denotaremos por A a classe das imersões isométricas f : Mm → Qn(ε) × R com

a propriedade de que o campo T , de�nido em (1.1.1), é um autovetor de todos os

operadores de forma de f . Exemplos triviais de tais imersões são os cilindros sobre

imersões isométricas g : Nm−1 → Qn(ε), para os quais Mm é uma variedade produto

Nm−1×R e f = g× id, em que id : R→ R é a aplicação identidade. Em tais exemplos, o

campo de vetores normais η em (1.1.1) é identicamente nulo. Exemplos mais interessantes

são construídos como segue.

Seja g : Nm−1 → Qn(ε) uma imersão isométrica. Suponha que exista um

conjunto ortonormal {ξ1, ξ2, ..., ξk} de campos de vetores normais paralelos ao longo

de g. Esta hipótese é satisfeita localmente, por exemplo, se g possui �brado normal

plano. Assim, o sub�brado vetorial E de posto k do �brado normal N gN de g, gerado

por ξ1, ξ2, ..., ξk, é paralelo e plano. Sejam j : Qn(ε)→ Qn(ε)×R e i : Qn(ε)×R→ En+2

as inclusões canônicas, e j̃ = i◦j. De�na ξ̃i = j̃∗ξi, 1 ≤ i ≤ k, ξ̃0 = g̃ := j̃ ◦g e ξ̃k+1 = i∗
∂
∂t
.
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Então, o sub�brado vetorial Ẽ de N g̃N cuja �bra Ẽ(x), em x ∈ Nm−1, é gerada por

ξ̃0, ξ̃1, ..., ξ̃k+1, é também paralelo e plano. De�na uma isometria de �brados vetoriais

φ : Nm−1 × Ek+2 → Ẽ por

φx(y) := φ(x, y) =
k+1∑
i=0

yiξ̃i, (1.1.12)

para y = (y0, y1, ..., yk+1) ∈ Ek+2. Seja

f : Mm := Nm−1 × I → Qn(ε)× R

dada por

f̃(x, s) := (i ◦ f)(x, s) = φx(γ(s)) =
k+1∑
i=0

γi(s)ξ̃i(x) (1.1.13)

em que γ : I → Qk(ε)× R ⊂ Ek+2, γ = (γ0, ..., γk, γk+1), é uma curva regular suave tal

que εγ2
0 + γ2

1 + ...+ γ2
k = ε e γk+1 possui derivada não nula em todo ponto.

Teorema 1.1. [16] A aplicação f de�ne, em pontos regulares, uma imersão na classe A.

Reciprocamente, qualquer imersão isométrica f : Mm → Qn(ε)× R, m ≥ 2, na classe A

é, localmente, dada desta forma.

Uma condição necessária e su�ciente para um ponto (x, s) ∈ Mm = Nm−1 × R

ser regular para f é dada na parte (ii) da Proposição 1.4 abaixo.

A aplicação f̃ é um tubo parcial sobre g̃ com �bra γ, no sentido dado em [4].

Geometricamente, f̃(M) é obtida transportando paralelamente a curva φx(γ(I)), contida

no espaço normal de g̃ em x ∈ Nn−1, com respeito à conexão normal de g̃.

Sejam f : Mm → Qn(ε) × R uma imersão isométrica e f̃ = i ◦ f , em que

i : Qn(ε)× R→ En+2 é a inclusão canônica.

Corolário 1.2. [16] As seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) O campo T em (1.1.1) é não nulo e f̃ possui �brado normal plano;

(ii) f possui �brado normal plano e pertence à classe A;

(iii) f̃ é localmente dada como em (1.1.13) em termos de uma imersão isométrica g :

Nm−1 → Qn(ε) com �brado normal plano e uma curva regular suave γ : I → Qk(ε)×R ⊂

Ek+2, γ = (γ0, · · · , γk, γk+1) com γ′k+1 não nulo em todo ponto.
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A proposição seguinte descreve a diferencial, o espaço normal e a segunda forma

fundamental da imersão isométrica f̃ de�nida em (1.1.13). Dados x ∈ Nm−1, X ∈ TxN

e s ∈ I, denote por XH o único vetor em T(x,s)M tal que π1∗X
H = X e π2∗X

H = 0, em

que π1 : Mm → Nm−1 e π2 : Mm → I são as projeções canônicas.

Proposição 1.3. São válidas as seguintes a�rmações:

(i) A diferencial de f̃ é dada por

f̃∗(x, s)X
H = g̃∗(x)(γ0(s)I −

k∑
i=1

γi(s)A
g
ξi

(x))X (1.1.14)

para todo X ∈ TxN , em que I é o endomor�smo identidade de TxN , e

f̃∗(x, s)
∂

∂s
= φx(γ

′(s)). (1.1.15)

(ii) A aplicação f̃ (e, portanto, f) é uma imersão em (x, s) se, e somente se,

Ps(x) := γ0(s)I −
k∑
i=1

γi(s)A
g
ξi

(x) = −Ag̃φx(γ̄(s)) = −Ag̃φx(γ(s)), (1.1.16)

em que γ̄(s) = (γ0(s), ..., γk(s), 0), é um endomor�smo inversível de TxN.

(iii) Se f̃ é uma imersão em (x, s), então

N f̃
(x,s)M = j̃∗E(x)⊥ ⊕ φx(γ′(s)⊥) ⊂ N g̃

xN, (1.1.17)

em que E(x)⊥ e γ′(s)⊥ denotam os complementos ortogonais de E(x) em N g
xN e de γ′(s)

em Ek+2, respectivamente, e

N f̃
(x,s)M = i∗N

f
(x,s)M ⊕ span{(π ◦ f̃)(x, s)} = i∗N

f
(x,s)M ⊕ φx(γ(s)), (1.1.18)

em que π : En+2 = En+1 × R→ En+1 é a projeção canônica.

(iv) Se f̃ é uma imersão em (x, s), então

Af̃ξ (x, s)X
H = (Ps(x)−1Ag̃ξ(x)X)H. (1.1.19)
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para quaisquer ξ ∈ N f̃
(x,s)M e X ∈ TxN,

Af̃ξ (x, s)
∂

∂s
= 0, se ξ ∈ j̃∗E(x)⊥ (1.1.20)

e

Af̃φx(ζ)(x, s)
∂

∂s
=
〈γ′′(s), ζ〉
〈γ′(s), γ′(s)〉

∂

∂s
, se ζ ∈ Ek+2, 〈ζ, γ′(s)〉 = 0. (1.1.21)

Além disso,

Afζ (x, s) = Af̃i∗ζ(x, s) (1.1.22)

para todo ζ ∈ Ek+2.

Demonstração: Dada uma curva suave β : J → Nm−1, com 0 ∈ J , β(0) = x e β′(0) = X,

para cada s ∈ I seja βs : J → Mm dada por βs(t) = (β(t), s). Então βs(0) = (x, s) e

β′s(0) = XH. Assim

f̃∗(x, s)X
H =

d

dt
|t=0f̃(βs(t)) =

d

dt
|t=0

k+1∑
i=0

γi(s)ξ̃i(β(t))

=
d

dt
|t=0γ0(s)g̃(β(t)) +

d

dt
|t=0

k+1∑
i=1

γi(s)ξ̃i(β(t))

= γ0(s)g̃∗(x)X −
k∑
i=1

γi(s)g̃∗(x)Ag̃
ξ̃
(x)X

= g̃∗(x)(γ0(s)I −
k∑
i=1

γi(s)A
g̃

ξ̃
(x))X

e (1.1.14) segue do fato de que Ag̃
ξ̃i

= Agξi para todo 1 ≤ i ≤ k. Além disso,

f̃∗(x, s)
∂

∂s
=

∂

∂s

k+1∑
i=0

γi(s)ξ̃i = φx(γ
′(s)).

Os itens (ii) e (iii) seguem imediatamente do item (i).

Para provar (1.1.19), dados ξ ∈ N f̃
(x,s)M e X ∈ TxN, sejam β : J → Nm−1 e

βs : J →Mm como no início da demonstração. Então, usando (1.1.14) obtemos

−f̃∗(x, s)Af̃ξ (x, s)X
H = (∇̃XHξ)

T = (
d

dt
|t=0ξ(βs(t)))

T = −g̃∗(x)Ag̃ξ(x)X

= −g̃∗Ps(x)Ps(x)−1Ag̃ξ(x)X = −f̃∗(x, s)(Ps(x)−1Ag̃ξ(x)X)H,
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isto é, vale (1.1.19). Para provar (1.1.21), dado ζ ∈ Ek+2 com 〈ζ, γ′(s)〉 = 0, estenda ζ a

um campo de vetores normal paralelo ao longo de γ. Então

ζ ′(s) =
〈ζ ′(s), γ′(s)〉
〈γ′(s), γ′(s)〉

γ′(s) = −〈γ
′′(s), ζ(s)〉

〈γ′(s), γ′(s)〉
γ′(s)

e

−f̃∗(x, s)Af̃φx(ζ)(x, s)
∂

∂s
=

(
∇̃ ∂

∂s
φx(ζ)

)T
= (φx(ζ

′(s)))
T

= −〈γ
′′(s), ζ(s)〉

〈γ′(s), γ′(s)〉
(φx(γ

′(s)))
T

= −f̃∗(x, s)
〈γ′′(s), ζ(s)〉
〈γ′(s), γ′(s)〉

∂

∂s
,

em que usamos (1.1.15) na última igualdade. A equação (1.1.21) segue.

No caso em que a imersão isométrica f : Mm → Qn(ε) × R na classe A é dada

em termos de uma imersão isométrica g : Nm−1 → Qn(ε) com �brado normal plano, com

k = n−m+ 1, podemos reescrever as a�rmações da Proposição 1.4 como segue.

Corolário 1.4. Nas condições acima, são válidas as seguintes a�rmações:

(i) A diferencial de f̃ é dada por

f̃∗(x, s)X
H = g̃∗(x)(γ0(s)I −

n−m+1∑
i=1

γi(s)A
g
ξi

(x))X (1.1.23)

para todo X ∈ TxN , em que I é o endomor�smo identidade de TxN , e

f̃∗(x, s)
∂

∂s
= φx(γ

′(s)). (1.1.24)

(ii) A aplicação f̃ (e, portanto, f) é uma imersão em (x, s) se, e somente se,

Ps(x) := γ0(s)I −
n−m+1∑
i=1

γi(s)A
g
ξi

(x) = −Ag̃φx(γ(s)) = −Ag̃φx(γ(s)), (1.1.25)

em que γ(s) = (γ0(s), ..., γn−m+1(s), 0), é um endomor�smo inversível de TxN.

(iii) Se f̃ é uma imersão em (x, s), então

N f̃
(x,s)M = φx(γ

′(s)⊥) ⊂ N g̃
xN. (1.1.26)
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(iv) Se f̃ é uma imersão em (x, s), então

αf̃ (XH, Y H) = αg̃(Ps(x)X, Y )− 〈α
g̃(Ps(x)X, Y ), φx(γ

′(s))〉
〈γ′(s), γ′(s)〉

φx(γ
′(s)). (1.1.27)

e αf̃ (XH,
∂

∂s
) = 0, para quaisquer X, Y ∈ TxN, e

αf̃ (
∂

∂s
,
∂

∂s
) = φx(γ

′′(s)). (1.1.28)

Demonstração: Os itens (i), (ii) e (iii) seguem diretamente da Proposição 1.3. Para

provarmos o item (iv), observe que, para qualquer ξ ∈ N f̃
(x,s)M , temos

〈αf̃ (XH, Y H), ξ〉 = 〈Af̃ξX
H, Y H〉f̃ = 〈f̃∗Af̃ξX

H, f̃∗Y
H〉 (1.1.19),(1.1.23)

=

= 〈g̃∗Ag̃ξX, g̃∗Ps(x)Y 〉 = 〈Ag̃ξX,Ps(x)Y 〉g̃

= 〈αg̃(Ps(x)X, Y ), ξ〉,

e (1.1.27) segue de (1.1.26). Além disso,

〈αf̃ ( ∂
∂s
,
∂

∂s
), φx(ζ)〉 = 〈Af̃φx(ζ)

∂

∂s
,
∂

∂s
〉 (1.1.21)

= 〈γ′′(s), ζ〉

se ζ ∈ Ek+2, 〈ζ, γ′(s)〉 = 0, e (1.1.28) segue.

Observação 1.5. Decorre imediatamente do Corolário 1.4 que, se {X1, ..., Xm−1} é uma

base ortonormal de TxNm−1 de direções principais de g̃, então
{
∂

∂s
,XH1 , ..., X

H
m−1

}
é

uma base ortogonal de T f̃(x,s)M de direções principais de f̃ .

1.1.2 Subvariedades de rotação em Qn(ε)× R

Nesta seção de�niremos, com base em [16], as subvariedades de rotação de dimensão m

em Qn(ε)×R que têm curvas como geratrizes. Tal de�nição estende aquela dada em [11]

para o caso de hipersuperfícies.

Sejam (x0, ..., xn+1) coordenadas canônicas em En+2 com respeito às quais a

métrica de En+2 é escrita como

ds2 = εdx2
0 + dx2

1 + ...+ dx2
n+1
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Considere En+1 como

En+1 = {(x0, ..., xn+1) ∈ En+2 : xn+1 = 0}

e

Qn(ε) = {(x0, ..., xn) ∈ En+1 : εx2
0 + x2

1 + ...+ x2
n = ε} (x0 > 0 se ε = −1).

Seja P n−m+3 um subespaço de En+2 de dimensão n−m+3 que contém os vetores

e0 e en+1, em que {e0, ..., en+1} é a base canônica de En+2. Então

(Qn(ε)× R) ∩ P n−m+3 = Qn−m+1(ε)× R.

Denote por I o grupo de isometrias em En+2 que �xa os pontos de um subespaço P n−m+2 ⊂

P n−m+3 que contém a direção en+1. Considere uma curva regular γ em Qn−m+1(ε)×R ⊂

P n−m+3 situada em um dos dois hiperplanos de P n−m+3 determinados por P n−m+2.

De�nição 1.6. Uma subvariedade de rotação em Qn(ε)× R com curva geratriz γ e eixo

P n−m+2 é a órbita de γ sob a ação de I.

Segue imediatamente da de�nição acima que tal variedade de rotação possui

dimensão m.

Suponhamos que P n−m+3 seja gerado por e0, em, ..., en+1. No caso ε = 1 suponha,

também, que P n−m+2 seja gerado por em, ..., en+1. Escrevendo a curva γ como

γ(s) = γ0(s)e0 +
n∑

i=m

γ(s)ei−m+1 + h(s)en+1, (1.1.29)

com
n−m+1∑
i=0

γ2
i = 1, a subvariedade de rotação, de dimensão m, em Sn×R com curva per�l

γ e eixo P n−m+2, pode ser parametrizada por

f̃(s, t) = (γ0(s)ϕ1(t), ..., γ0(s)ϕm(t), γ1(s), ..., γn−m+1(s), h(s)), (1.1.30)

em que t = (t1, ..., tm−1) e ϕ = (ϕ1, ..., ϕm) parametriza Sm−1 ⊂ Rm.

Para ε = −1, temos três possibilidades distintas a considerar, conforme

P n−m+2 seja Lorentziano, Riemanniano ou degenerado, e a subvariedade de rotação será

denominada, respectivamente, do tipo esférico, hiperbólico ou parabólico. No primeiro
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caso, podemos supor que P n−m+2 seja gerado por e0, em+1, · · · , en+1, e que γ seja dada

por (1.1.29), com −γ2
0 +

n−m+1∑
i=1

γ2
i = −1. Então, a subvariedade de rotação de Hn×R com

curva per�l γ e eixo P n−m+2 pode ser parametrizada por

f̃(s, t) = (γ0(s), γ1(s)ϕ1(t), · · · , γ1(s)ϕm(t), γ2(s), · · · , γn−m+1(s), h(s)), (1.1.31)

em que t = (t1, ..., tm−1) e ϕ = (ϕ1, ..., ϕm) parametriza Sm−1 ⊂ Rm.

No segundo caso, podemos supor que P n−m+2 seja gerado por em, · · · , en+1.

Então, com a curva γ também dada por (1.1.29) com −γ2
0 +

n−m+1∑
i=1

γ2
i = −1, a

parametrização é também dada por (1.1.31), sendo que neste caso ϕ = (ϕ1, ..., ϕm)

parametriza Hm−1 ⊂ Lm.

Finalmente, quando P n−m+2 é degenerado, escolha uma base pseudo-ortonormal

ê0 =
1√
2

(−e0 + en), ên =
1√
2

(e0 + en), êj = ej, (1.1.32)

para j ∈ {1, · · · , n− 1, n+ 1}, e suponha que P n−m+2 seja gerado por êm, · · · , ên+1. Note

que 〈ê0, ê0〉 = 0 = 〈ên, ên〉 e 〈ê0, ên〉 = 1. Então, podemos parametrizar γ por

γ(s) = γ0(s)ê0 +
n∑

i=m

γi−m+1(s)êi + h(s)ên+1, (1.1.33)

com 2γ0(s)γn−m+1(s) +
∑n−m

i=1 γ2
i (s) = −1, e a parametrização da correspondente

subvariedade de rotação nas coordenadas pseudo-ortonormais escolhidas é

f̃(s, t) =

(
γ0, γ0t1, · · · , γ0tm−1, γ1, · · · , γn−m, γn−m+1 −

γ0

2

m−1∑
i=1

t2i , h

)
, (1.1.34)

em que t = (t1, ..., tm−1) parametriza Rm−1, γi = γi(s), 0 ≤ i ≤ n−m+ 1, e h = h(s).

Temos o seguinte teorema de caracterização das subvariedades de rotação em

Qn(ε)× R:

Teorema 1.7. [16] Seja f : Mm → Qn(ε)× R, ε ∈ {−1, 1}, uma imersão isométrica tal

que o campo de vetores T , de�nido em (1.1.1), não se anule em nenhum ponto. Então as

seguintes a�rmações são equivalentes:

(i) f é uma subvariedade de rotação cuja geratriz é uma curva em uma subvariedade



Preliminares 16

totalmente geodésica Qn−m+1(ε)× R ⊂ Qn(ε)× R;

(ii) f é dada como em (1.1.13) em termos de uma imersão isométrica umbílica

g : Nm−1 → Qn(ε);

(iii) existe um campo de vetores normais ζ ao longo de f tal que

AfξX =< ζ, ξ > X (1.1.35)

para quaisquer X ∈ {T}⊥ e ξ ∈ Γ(N fM).

1.2 Hipersuperfícies de rotação de Q4
s(c).

Denotaremos por Qn
s (c) uma forma espacial pseudo-Riemanniana de dimensão n,

curvatura constante c e índice s ∈ {0, 1}, isto é, Qn
s (c) é uma forma espacial Riemanniana

ou Lorentziana com curvatura seccional constante c, conforme seja s = 0 ou s = 1,

respectivamente. É um fato conhecido que Qn
s (c) admite uma imersão isométrica umbílica

em Rn+1
s+ε0 , em que Rn+1

s+ε0 denota o espaço pseudo-Riemanniano de dimensão n + 1 cuja

métrica possui curvatura nula e índice s+ ε0, em que ε0 = 0 ou 1, conforme seja c > 0 ou

c < 0, respectivamente. Para c = 0, a Qn
s (c) denota o espaço Euclidiano Rn ou o espaço

de Lorentz Ln, quando s = 0 ou s = 1, respectivamente.

Nesta seção de�niremos as hipersuperfícies de rotação f : M3 → Q4
s(c)

sobre uma curva, estendendo a de�nição de hipersuperfícies de rotação de formas

espaciais Riemannianas dada em [12]. Além disso, exibiremos parametrizações de tais

hipersuperfícies. Tais parametrizações serão úteis no Capítulo 4.

Seja P 3 um subespaço de R5
s+ε0
⊃ Q4

s(c) de dimensão 3 tal que P 3∩Q4
s(c) 6= ∅, em

que ε0 = 0 ou 1, conforme seja c > 0 ou c < 0, respectivamente. Denote por I o subgrupo

do grupo de isometrias de R5
s+ε0

que �xa os pontos do subespaço P 2 ⊂ P 3. Considere

uma curva regular γ em Q2
s(c) = P 3 ∩Q4

s(c), contida em um dos dois semi-espaços de P 3

determinados por P 2.

De�nição 1.8. Uma hipersuperfície de rotação f : M3 → Q4
s(c) com curva geratriz γ e

eixo P 2 é a órbita de γ sob a ação de I.

Se P 2 é não-degenerado, então f pode ser parametrizada por

f(s, u) = (γ1(s)ϕ1(u), γ1(s)ϕ2(u), γ1(s)ϕ3(u), γ4(s), γ5(s)), (1.2.1)
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com respeito a uma base ortonormal {e1, · · · , e5} de R5
s+ε0

satisfazendo as condições (i) ou

(ii) abaixo, conforme a métrica em P 2 possua índice s+ ε0 ou s+ ε0−1, respectivamente:

(i) 〈ei, ei〉 = 1 para 1 ≤ i ≤ 3, 〈e3+j, e3+j〉 = εj para 1 ≤ j ≤ 2, com (ε1, ε2) igual a

(1, 1), (1,−1) ou (−1,−1), conforme seja s+ ε0 for 0, 1 ou 2, respectivamente.

(ii) 〈e1, e1〉 = −1, 〈ei, ei〉 = 1 para 2 ≤ i ≤ 4 e 〈e5, e5〉 = ε̄, em que ε̄ = 1 ou ε̄ = −1,

conforme s+ ε0 seja igual a 1 ou 2, respectivamente.

Em ambos os casos, temos que P 2 = span{e4, e5}, P 3 = span{e1, e4, e5}, u = (u1, u2),

γ(s) = (γ1(s), γ4(s), γ5(s)) é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em

Q2
s(c) ⊂ P 3 e ϕ(u) = (ϕ1(u), ϕ2(u), ϕ3(u)) é uma parametrização ortogonal da esfera

unitária S2 ⊂ (P 2)⊥ no caso (i) e do plano hiperbólico H2 ⊂ (P 2)⊥ no caso (ii). Diz-se

que a hipersuperfície é, respectivamente, do tipo esférico ou hiperbólico.

Se P 2 é degenerado, então f é uma hipersuperfície de rotação do tipo parabólico,

que pode ser parametrizada por

f(s, u) = (γ1(s), γ1(s)u1, γ1(s)u2, γ4(s)− 1

2
γ1(s)(u2

1 + u2
2), γ5(s)), (1.2.2)

com respeito a uma base pseudo-ortonormal {e1, . . . , e5} de R5
s+ε0

tal que 〈e1, e1〉 = 0 =

〈e4, e4〉, 〈e1, e4〉 = 1, 〈e2, e2〉 = 1 = 〈e3, e3〉 e 〈e5, e5〉 = ¯̄ε := −2(s + ε0) + 3, em que

γ(s) = (γ1(s), γ4(s), γ5(s)) é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em

Q2
s(c) ⊂ P 3 = span{e1, e4, e5}.

Na próxima proposição calculamos as curvaturas principais de uma hipersuperfí-

cie de rotação f : M3 → Q4
s(c), c 6= 0.

Proposição 1.9. Seja f : M3 → Q4
s(c) uma hipersuperfície de rotação. Então os campos

coordenados ∂
∂ui

, 1 ≤ i ≤ 2 e ∂
∂s

são direções principais. Além disso,

(i) Se f é do tipo esférico, então as curvaturas principais λ1 = λ2 := λ e λ3

correspondentes as direções ∂
∂ui

, 1 ≤ i ≤ 2 e ∂
∂s
, respectivamente, são:

λ =


√

1− cγ2
1 − γ′21

γ1

, se ε1 = ε2 = 1√
−1 + cγ2

1 + γ′21
γ1

, se ε1 6= ε2

e λ3 =


− γ′′1 + cγ1√

1− cγ2
1 − γ′21

, se ε1 = ε2 = 1

γ′′1 + cγ1√
−1 + cγ2

1 + γ′21
, se ε1 6= ε2
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se c > 0 e

λ =


√
−1 + cγ2

1 + γ′21
γ1

, se ε1 = ε2 = −1

−
√

1− cγ2
1 − γ′21

γ1

, se ε1 6= ε2

e λ3 =


γ′′1 + cγ1√
−1 + cγ2

1 + γ′21
, se ε1 = ε2 = −1

γ′′1 + cγ1√
1− cγ2

1 − γ′21
, se ε1 6= ε2

se c < 0.

(ii) Se f é do tipo hiperbólico, então as curvaturas principais λ1 = λ2 := λ e λ3

correspondentes as direções ∂
∂ui

, 1 ≤ i ≤ 2 e ∂
∂s
, respectivamente, são:

λ = −
√

1 + cγ2
1 + γ′21

γ1

e γ3 = − γ′′1 + cγ1√
1 + cγ2

1 + γ′21

se c > 0 e

λ = −
√
ε̄(−1− cγ2

1 − γ′21 )

γ1

e γ3 = ε̄
γ′′1 + cγ1√

ε̄(−1− cγ2
1 − γ′21 )

se c < 0.

(iii) Se f é do tipo parabólico, então as curvaturas principais λ1 = λ2 := λ e λ3

correspondentes as direções ∂
∂ui

, 1 ≤ i ≤ 2 e ∂
∂s
, respectivamente, são:

λ = −
√
cγ2

1 + γ′21
γ1

e γ3 = − γ′′1 + cγ1√
cγ2

1 + γ′21

se c > 0 e

λ = −¯̄ε

√
¯̄ε(−cγ2

1 − γ′21 )

γ1

e λ3 =
γ′′1 + cγ1√

¯̄ε(−cγ2
1 − γ′21 )

se c < 0.

Demonstração: Suponha que f seja uma hipersuperfície de rotação do tipo esférico. Segue

de (1.2.1) que

∂f

∂s
= (γ′1ϕ1, γ

′
1ϕ2, γ

′
1ϕ3, γ

′
4, γ
′
5), (1.2.3)

∂f

∂ui
= (γ1

∂ϕ1

∂ui
, γ1

∂ϕ2

∂ui
, γ1

∂ϕ3

∂ui
, 0, 0) (1.2.4)
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Note que

〈∂f
∂s
,
∂f

∂s
〉 = 1, 〈∂f

∂s
,
∂f

∂ui
〉 = 0 e 〈 ∂f

∂ui
,
∂f

∂uj
〉 = αijγ

2
1 (1.2.5)

com αij = 〈 ∂ϕ
∂ui

,
∂ϕ

∂uj
〉. Um campo normal unitário é dado por

N =
√
|c|(−ϕ(γ′5γ4 − γ′4γ5), ε1(γ′5γ1 − γ′1γ5), ε2(γ′1γ4 − γ′4γ1))

e

∂2f

∂s2
= (γ′′1ϕ, γ

′′
4 , γ

′′
5 ),

∂2f

∂s∂uj
=

(
γ′1
∂ϕ

∂uj
, 0, 0

)
,

∂2f

∂ui∂uj
=

(
γ1

∂2ϕ

∂ui∂uj
, 0, 0

)
.

Como ϕ é uma parametrização ortogonal, obtemos

〈 ∂
2f

∂s∂uj
, N〉 = 0 = 〈 ∂2f

∂ui∂uj
, N〉.

Logo, as curvas coordenadas de f são linhas de curvatura. Além disso, as curvaturas

principais ao longo das curvas coordenadas ui, 1 ≤ i ≤ 2, e s são dadas, respectivamente,

por

λ =

∥∥∥∥ ∂f∂ui
∥∥∥∥−2

〈∂
2f

∂u2
i

, N〉 =

∥∥∥∥ ∂ϕ∂ui
∥∥∥∥−2

γ−2
1

√
|c|γ1(γ′5γ4 − γ′4γ5)

∥∥∥∥ ∂ϕ∂ui
∥∥∥∥2

=

√
|c|
γ1

(γ′5γ4 − γ′4γ5), (1.2.6)

e

λ3 = 〈∂
2f

∂s2
, N〉 =

√
|c|[−〈ϕ, ϕ〉γ′′1 (γ′5γ4 − γ′4γ5) + γ′′4 (γ′5γ1 − γ′1γ5) + γ′′5 (γ′1γ4 − γ′4γ1)]

=
√
|c|[−γ′′1 (γ′4γ5 − γ′5γ4) + γ′′4 (γ′5γ1 − γ′1γ5) + γ′′5 (γ′1γ4 − γ′4γ1)]. (1.2.7)
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Por outro lado, podemos parametrizar a curva γ : I → Q2
s(c) ⊂ P 3 por

γ4 =


√

1/c− γ2
1 cosφ, se (ε1, ε2) = (1, 1),√

γ2
1 − 1/c senhφ, se (ε1, ε2) = (1,−1),√
γ2

1 − 1/c cosφ, se (ε1, ε2) = (−1,−1),

e

γ5 =


√

1/c− γ2
1 senφ, se (ε1, ε2) = (1, 1),√

γ2
1 − 1/c coshφ, se (ε1, ε2) = (1,−1),√
γ2

1 − 1/c senφ, se (ε1, ε2) = (−1,−1),

(1.2.8)

Impondo que γ seja parametrizada pelo comprimento de arco, isto é, que

1 = γ′21 + ε1γ
′2
4 + ε2γ

′2
5

obtemos que

φ′(t) =



√
1/c− γ2

1 − γ′21 /c
1/c− γ2

1

, se (ε1, ε2) = (1, 1)√
−1/c+ γ2

1 + γ′21 /c

γ2
1 − 1/c

, se (ε1, ε2) = (1,−1)√
1/c− γ2

1 − γ′21 /c
γ2

1 − 1/c
, se (ε1, ε2) = (−1,−1)

(1.2.9)

Observe que, se c > 0, então (ε1, ε2) = (1, 1) ou (1,−1) e, se c < 0, então

(ε1, ε2) = (1,−1) ou (−1,−1). Agora, o item (i) do teorema segue de (1.2.6) e (1.2.7),

utilizando (1.2.8) e (1.2.9).

Suponha que f seja uma hipersuperfície de rotação do tipo hiperbólico. Segue de

(1.2.1) que

∂f

∂s
= (γ′1ϕ1, γ

′
1ϕ2, γ

′
1ϕ3, γ

′
4, γ
′
5), (1.2.10)

∂f

∂ui
= (γ1

∂ϕ1

∂ui
, γ1

∂ϕ2

∂ui
, γ1

∂ϕ3

∂ui
, 0, 0) (1.2.11)

Note que

〈∂f
∂s
,
∂f

∂s
〉 = 1, 〈∂f

∂s
,
∂f

∂ui
〉 = 0 e 〈 ∂f

∂ui
,
∂f

∂uj
〉 = αijγ

2
1 (1.2.12)
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com αij = 〈 ∂ϕ
∂ui

,
∂ϕ

∂uj
〉. Um campo normal unitário é dado por

N =
√
|c|(ϕ(γ′5γ4 − γ′4γ5), γ′5γ1 − γ′1γ5, ε̄(γ

′
1γ4 − γ′4γ1))

e

∂2f

∂s2
= (γ′′1ϕ, γ

′′
4 , γ

′′
5 ),

∂2f

∂s∂uj
=

(
γ′1
∂ϕ

∂uj
, 0, 0

)
,

∂2f

∂ui∂uj
=

(
γ1

∂2ϕ

∂ui∂uj
, 0, 0

)
.

Como ϕ é uma parametrização ortogonal, obtemos

〈 ∂
2f

∂s∂uj
, N〉 = 0 = 〈 ∂2f

∂ui∂uj
, N〉.

Logo, as curvas coordenadas de f são linhas de curvatura. Além disso, as curvaturas

principais ao longo das curvas coordenadas ui, 1 ≤ i ≤ 2, e s são dadas, respectivamente,

por

λ =

∥∥∥∥ ∂f∂ui
∥∥∥∥−2

〈∂
2f

∂u2
i

, N〉 = −
∥∥∥∥ ∂ϕ∂ui

∥∥∥∥−2

γ−2
1

√
|c|γ1(γ′5γ4 − γ′4γ5)

∥∥∥∥ ∂ϕ∂ui
∥∥∥∥2

=

√
|c|
γ1

(γ′4γ5 − γ′5γ4), (1.2.13)

e

λ3 = 〈∂
2f

∂s2
, N〉 =

√
|c|[〈ϕ, ϕ〉γ′′1 (γ′5γ4 − γ′4γ5) + γ′′4 (γ′5γ1 − γ′1γ5) + γ′′5 (γ′1γ4 − γ′4γ1)]

=
√
|c|[γ′′1 (γ′4γ5 − γ′5γ4) + γ′′4 (γ′5γ1 − γ′1γ5) + γ′′5 (γ′1γ4 − γ′4γ1)]. (1.2.14)

Por outro lado, podemos parametrizar a curva γ : I → H2(c) ⊂ L3 por

γ4 = (γ2
1 + 1/c)1/2Cε̄φ e γ5 = (γ2

1 + 1/c)1/2Sε̄φ, (1.2.15)

em que

Sε̄φ =

 senφ, se ε̄ = 1

senhφ, se ε̄ = −1
e Cε̄φ =

 cosφ, se ε̄ = 1

coshφ, se ε̄ = −1
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Impondo que γ seja parametrizada pelo comprimento de arco, isto é,

1 = −γ′21 + γ′24 + ε̄γ′25 = −γ′21 + (γ1γ
′
1(γ2

1 + 1/c)−1/2Cε̄φ− ε̄(γ2
1 + 1/c)1/2φ′Sε̄φ)2

+ ε̄(γ1γ
′
1(γ2

1 + 1/c)−1/2Sε̄φ+ (γ2
1 + 1/c)1/2φ′Cε̄φ)2

= −γ′21 + γ2
1γ
′2
1 (γ2

1 + 1/c)−1 + ε̄(γ2
1 + 1/c)φ′2

obtemos que

φ′(t) =

√
ε̄(1/c+ γ2

1 + γ′21 /c)

γ2
1 + 1/c

. (1.2.16)

Observe que, se c > 0, então ε̄ = 1. Agora, o item (ii) do teorema segue de

(1.2.13) e (1.2.14), utilizando (1.2.15) e (1.2.16).

Suponha, agora, que f seja uma hipersuperfície de rotação do tipo parabólico.

Como a curva γ : I → Q2
s(c) ⊂ R3

s+ε0
é parametrizada pelo comprimento de arco, temos

que as coordenadas γ1, γ4, γ5, de γ, satisfazem

2γ1γ4 + ¯̄εγ2
5 = 1/c e 2γ′1γ

′
4 + ¯̄εγ′25 = 1. (1.2.17)

Substituindo em (1.2.2), temos

f(s, u) =

(
γ1(s), γ1(s)u1, γ1(s)u2,−

−1/c+ ¯̄εγ2
5(s) + γ2

1(s)(u2
1 + u2

2)

2γ1(s)
, γ5(s)

)
(1.2.18)

Segue de (1.2.18),

∂f

∂ui
= (0, γ1(s), 0,−γ1(s)u1, 0), (1.2.19)

∂f

∂s
=

(
γ′1, γ

′
1u1, γ

′
1u2,−

2¯̄εγ1γ5γ
′
5 + γ2

1γ
′
1(u2

1 + u2
2) + γ′1/c− ¯̄εγ′1γ

2
5

2γ2
1

, γ′5

)
(1.2.20)

Temos,

〈 ∂f
∂ui

,
∂f

∂uj
〉 = γ2

1δij, 〈
∂f

∂ui
,
∂f

∂s
〉 = 0 e 〈∂f

∂s
,
∂f

∂s
〉 = 1.

Para encontrarmos um campo de vetores normais a f , escrevemos:

η = ζ +
γ′1
cγ1

∂f

∂s
, ζ =

(
γ1, γ1u1, γ1u2,

−1/c− ¯̄εγ2
5 − γ2

1(u2
1 + u2

2)

2γ1

, γ5

)
. (1.2.21)
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Note que

〈ζ, ζ〉 = −1/c, 〈ζ, f〉 = 0, 〈ζ, ∂f
∂ui
〉 = 0 e 〈ζ, ∂f

∂s
〉 = − γ′1

cγ1

.

Assim, η é um vetor normal e 〈η, η〉 = −1

c
− γ′21
c2γ2

1

.

Temos que

∂2f

∂u2
i

= (0, 0, 0,−γ1, 0).

Logo, as curvaturas principais ao longo das curvas coordenadas ui, 1 ≤ i ≤ 2, são iguais

e dadas por

λ =

∥∥∥∥ ∂f∂ui
∥∥∥∥−2

|〈η, η〉|−1/2〈∂
2f

∂u2
i

, η〉 = γ−2
1

∣∣∣∣−1

c
− γ′21
c2γ2

1

∣∣∣∣−1/2 [
−γ2

1 −
γ′21
c

]

=


−
√
cγ2

1 + γ′21
γ1

, se c > 0

−¯̄ε

√
¯̄ε(−cγ2

1 − γ′21 )

γ1

, se c < 0

Por outro lado, a curvatura principal ao longo da curva coordenada s é dada por

λ3 = |〈η, η〉|−1/2〈∂
2f

∂s2
, η〉 = −|〈η, η〉|−1/2〈∂f

∂s
,
∂η

∂s
〉

= |〈η, η〉|−1/2

(
−〈∂f

∂s
,
∂ζ

∂s
〉 −

(
γ′1
cγ1

)′
− γ′1
cγ1

〈∂f
∂s
,
∂2f

∂s2
〉
)

(1.2.22)

Para simpli�car a expressão acima, observe que, derivando 〈∂f
∂s
,
∂f

∂s
〉 = 1, temos

0 =
d

ds
〈∂f
∂s
,
∂f

∂s
〉 = 2〈∂

2f

∂s2
,
∂f

∂s
〉.

Além disso,

∂ζ

∂s
=

(
γ′1, γ

′
1u1, γ

′
1u2,

γ′1/c− γ2
1γ
′
1(u2

1 + u2
2) + ¯̄εγ′1γ

2
5 − 2¯̄εγ1γ5γ

′
5

2γ2
1

, γ′5

)
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e 〈∂f
∂s
,
∂ζ

∂s
〉 =

γ′21
cγ2

1

+ 1. Assim, (1.2.22) simplica-se no seguinte:

λ3 =

∣∣∣∣−1

c
− γ′21
c2γ2

1

∣∣∣∣−1/2(
− γ

′2
1

cγ2
1

− 1− γ′′1γ1 − γ′21
cγ2

1

)

=


− γ′′1 + cγ1√

cγ2
1 + γ′21

, se c > 0,

γ′′1 + cγ1√
¯̄ε(−cγ2

1 − γ′21 )
, se c < 0.

As hipersuperfícies de rotação em L4 são de�nidas da seguinte forma: Sejam

P 1 ⊂ P 2 dois subespaços de L4 de dimensão 1 e 2, respectivamente. Denote por I o

subgrupo do grupo de isometrias de L4 que �xa os pontos do subespaço P 1. Considere

uma curva regular γ em L2 = P 2 ∩ L4, contida em um dos dois semi-planos de P 2

determinados por P 1.

De�nição 1.10. Uma hipersuperfície de rotação f : M3 → L4 com curva geratriz γ e

eixo P 1 é a órbita de γ sob a ação de I.

Se P 1 é não-degenerado, então f pode ser parametrizada por

f(s, u) = (γ1(s)ϕ1(u), γ1(s)ϕ2(u), γ1(s)ϕ3(u), γ4(s)), (1.2.23)

com respeito a uma base ortonormal {e1, · · · , e4} de L4 satisfazendo as condições (i) ou

(ii) abaixo, conforme a métrica em P 1 possua índice 1 ou 0, respectivamente:

(i) 〈ei, ei〉 = 1 para 1 ≤ i ≤ 3, 〈e4, e4〉 = −1.

(ii) 〈e1, e1〉 = −1, 〈ei, ei〉 = 1 para 2 ≤ i ≤ 4.

Em ambos os casos, temos que P 1 = span{e4}, P 2 = span{e1, e4}, u = (u1, u2), γ(s) =

(γ1(s), γ4(s)) é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco em L2 e ϕ(u) =

(ϕ1(u), ϕ2(u), ϕ3(u)) é uma parametrização ortogonal da esfera unitária S2 ⊂ (P 1)⊥ no

caso (i) e do plano hiperbólico H2 ⊂ (P 1)⊥ no caso (ii). Diz-se que a hipersuperfície é,

respectivamente, do tipo esférico ou hiperbólico.

Se P 1 é degenerado, então f é uma hipersuperfície de rotação do tipo parabólico,

que pode ser parametrizada por

f(s, u) = (γ1(s), γ1(s)u1, γ1(s)u2, γ4(s)− 1

2
γ1(s)(u2

1 + u2
2)), (1.2.24)
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com respeito a uma base pseudo-ortonormal {e1, . . . , e4} de L4 tal que 〈e1, e1〉 = 0 =

〈e4, e4〉, 〈e1, e4〉 = 1, 〈e2, e2〉 = 1 = 〈e3, e3〉, em que γ(s) = (γ1(s), γ4(s)) é uma curva

parametrizada pelo comprimento de arco em L2 := span{e1, e4}.

Na próxima proposição calculamos as curvaturas principais de uma hipersuperfí-

cie de rotação f : M3 → L4.

Proposição 1.11. Seja f : M3 → L4 uma hipersuperfície de rotação. Então os campos

coordenados ∂
∂ui

, 1 ≤ i ≤ 2 e ∂
∂s

são direções principais, com curvaturas principais

correspondentes dadas por

λ1 = λ2 = λ = −
√
δ + γ′21
γ1

e γ3 = − γ′′1√
δ + γ′21

, (1.2.25)

respectivamente, em que δ = −1, 0 ou 1, conforme f seja do tipo esférica, parabólica ou

hiperbólica, respectivamente.

Demonstração: Suponha que f seja uma hipersuperfície de rotação do tipo esférico. Segue

de (1.2.23) que

∂f

∂s
= (γ′1ϕ, γ

′
4) e

∂f

∂ui
= (γ1

∂ϕ

∂ui
, 0), 1 ≤ i ≤ 2. (1.2.26)

Como ϕ é uma parametrização ortogonal, obtemos:

〈∂f
∂s
,
∂f

∂s
〉 = 1, 〈∂f

∂s
,
∂f

∂ui
〉 = 0 e 〈 ∂f

∂ui
,
∂f

∂uj
〉 = αijγ

2
1 (1.2.27)

com αij = 〈 ∂ϕ
∂ui

,
∂ϕ

∂uj
〉. O campo normal unitário é dado por

N = (ϕγ′4, γ
′
1)

e

∂2f

∂s2
= (γ′′1ϕ, γ

′′
4 ),

∂2f

∂s∂uj
=

(
γ′1
∂ϕ

∂uj
, 0

)
,

∂2f

∂ui∂uj
=

(
γ1

∂2ϕ

∂ui∂uj
, 0

)
.

Observe que

〈 ∂
2f

∂s∂uj
, N〉 = 0 = 〈 ∂2f

∂ui∂uj
, N〉.
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Logo, as curvas coordenadas de f são linhas de curvatura. Além disso, as curvaturas

principais ao longo das curvas coordenadas ui, 1 ≤ i ≤ 2, e s são dadas, respectivamente,

por

λ =

∥∥∥∥ ∂f∂ui
∥∥∥∥−2

〈∂
2f

∂u2
i

, N〉 = −
∥∥∥∥ ∂ϕ∂ui

∥∥∥∥−2

γ−2
1 γ1γ

′
4

∥∥∥∥ ∂ϕ∂ui
∥∥∥∥2

= −γ
′
4

γ1

, (1.2.28)

e

λ3 = 〈∂
2f

∂s2
, N〉 = γ′′1γ

′
4〈ϕ, ϕ〉+ γ′1γ

′′
4 〈e4, e4〉

= γ′4γ
′′
1 − γ′1γ′′4 . (1.2.29)

Por outro lado, como γ : I → L2 é parametrizada pelo comprimento de arco,

segue que

γ′21 − γ′24 = 1. (1.2.30)

Utilizando (1.2.30), segue, respectivamente, de (1.2.28) e (1.2.29), que

λ = −
√
−1 + γ′21
γ1

e λ3 = − γ′′1√
−1 + γ′21

.

Suponha que f seja uma hipersuperfície de rotação do tipo hiperbólico. Segue de

(1.2.23) que

∂f

∂s
= (γ′1ϕ, γ

′
4) e

∂f

∂ui
= (γ1

∂ϕ

∂ui
, 0), 1 ≤ i ≤ 2. (1.2.31)

Como ϕ é uma parametrização ortogonal, obtemos:

〈∂f
∂s
,
∂f

∂s
〉 = 1, 〈∂f

∂s
,
∂f

∂ui
〉 = 0 e 〈 ∂f

∂ui
,
∂f

∂uj
〉 = αijγ

2
1 (1.2.32)

com αij = 〈 ∂ϕ
∂ui

,
∂ϕ

∂uj
〉. O campo normal unitário é dado por

N = (ϕγ′4, γ
′
1)
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e

∂2f

∂s2
= (γ′′1ϕ, γ

′′
4 ),

∂2f

∂s∂uj
=

(
γ′1
∂ϕ

∂uj
, 0

)
,

∂2f

∂ui∂uj
=

(
γ1

∂2ϕ

∂ui∂uj
, 0

)
.

Observe que

〈 ∂
2f

∂s∂uj
, N〉 = 0 = 〈 ∂2f

∂ui∂uj
, N〉.

Logo, as curvas coordenadas de f são linhas de curvatura. Além disso, as curvaturas

principais ao longo das curvas coordenadas ui, 1 ≤ i ≤ 2, e s são dadas, respectivamente,

por

λ =

∥∥∥∥ ∂f∂ui
∥∥∥∥−2

〈∂
2f

∂u2
i

, N〉 = −
∥∥∥∥ ∂ϕ∂ui

∥∥∥∥−2

γ−2
1 γ1γ

′
4

∥∥∥∥ ∂ϕ∂ui
∥∥∥∥2

= −γ
′
4

γ1

, (1.2.33)

e

λ3 = 〈∂
2f

∂s2
, N〉 = γ′′1γ

′
4〈ϕ, ϕ〉+ γ′1γ

′′
4 〈e4, e4〉

= γ′1γ
′′
4 − γ′4γ′′1 . (1.2.34)

Por outro lado, como γ : I → L2 é parametrizada pelo comprimento de arco,

segue que

−γ′21 + γ′24 = 1. (1.2.35)

Utilizando (1.2.35), segue, respectivamente, de (1.2.33) e (1.2.34), que

λ = −
√

1 + γ′21
γ1

e λ3 = − γ′′1√
1 + γ′21

.

Suponha, agora, que f seja uma hipersuperfície de rotação do tipo parabólico.

Como a curva γ : I → L2 é parametrizada pelo comprimento de arco, temos que as

coordenadas γ1 e γ4 de γ, satisfazem

2γ′1γ
′
4 = 1. (1.2.36)
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Segue de (1.2.2) que

∂f

∂ui
= (0, γ1(s), 0,−γ1(s)ui), (1.2.37)

∂f

∂s
= (γ′1, γ

′
1u1, γ

′
1u2, γ

′
4 −

1

2
γ′1(u2

1 + u2
2)) (1.2.38)

Daí, utilizando (1.2.17), temos

〈 ∂f
∂ui

,
∂f

∂uj
〉 = γ2

1δij, 〈
∂f

∂ui
,
∂f

∂s
〉 = γ1γ

′
1u1 − γ1γ

′
1u1 = 0,

〈∂f
∂s
,
∂f

∂s
〉 = 2γ′1

[
γ′4 −

1

2
(u2

1 + u2
2)

]
+ γ′21 (u2

1 + u2
2) = 2γ′1γ

′
4 = 1.

Seja

N = (γ′1, γ
′
1u1, γ

′
1u2,−

1

γ′1
+ γ′4 −

1

2
γ′1(u2

1 + u2
2)). (1.2.39)

Observe que

〈N, ∂f
∂ui
〉 = 0 = 〈N, ∂f

∂s
〉 e 〈N,N〉 = −1,

ou seja, N é um campo normal unitário a f .

Note que

∂2f

∂u2
i

= (0, 0, 0,−γ1).

Logo, as curvaturas principais ao longo das curvas coordenadas ui, 1 ≤ i ≤ 2, são iguais

e dadas por

λ =

∥∥∥∥ ∂f∂ui
∥∥∥∥−2

〈∂
2f

∂u2
i

, N〉 = −γ
′
1

γ1

Por outro lado, a curvatura principal ao longo da curva coordenada s é dada por

λ3 = 〈∂
2f

∂s2
, N〉 = −γ

′′
1

γ′1
+ γ′1γ

′′
4 + γ′′1γ

′
4 = −γ

′′
1

γ′1
(1.2.40)

O próximo teorema, provado em [15], nos dá uma condição su�ciente para que

uma hipersuperfície f : M3 → Q4
s(c) seja de rotação.
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Teorema 1.12. [15] Seja f : M3 → Q4
s(c) uma hipersuperfície. Suponha que as

curvaturas principais λ1, λ2, λ3 de f satisfaçam λ1 = λ2 := λ e que a distribuição de�nida

pelos auto-espaços Eλ3 = E⊥λ , associados a λ3, seja totalmente geodésica. Então f(M3) é

um subconjunto aberto de uma hipersuperfície de rotação.



Capítulo 2

Uma classe de subvariedades de

Q2m−3(ε).

Neste capítulo estudamos uma classe de subvariedades Mm−1 em Q2m−3(ε), denominada

classe B, que será útil no Capítulo 3.

Dizemos que uma imersão isométrica g : Mm−1 → Q2m−3(ε) pertence à classe B

se possui �brado normal plano e existem um campo normal unitário paralelo ζ ∈ Γ(N gM)

e c ∈ R, com εc ∈ (0, 1), tais que

〈R(X, Y )Z,W 〉 = εc(ε〈(X ∧Y )Z,W 〉+ 〈AgζX,W 〉〈A
g
ζY, Z〉−〈A

g
ζX,Z〉〈A

g
ζY,W 〉) (2.0.1)

para quaisquer X, Y, Z,W ∈ X(M). Quando necessário, diremos que g pertence à classe

B com respeito a c ∈ R e a ζ ∈ Γ(N gM).

Decorre de (2.0.1) e da equação de Gauss que uma superfície g : M2 → Q3(ε)

pertence à classe B se, e só se,

ε+ λ1λ2 = K = εc(ε+ λ1λ2),

logo g pertence à classe B se, e só se, M2 tem curvatura nula. Neste capítulo provaremos,

em particular (ver Teorema 2.1), que qualquer imersão isométrica g : M3 → Q5(ε) na

classe B pode ser construída locamente, via Teorema Fundamental das Subvariedades,

a partir de uma hipersuperfície f : M3 → Q4(c) que admite uma imersão isométrica

f̃ : M3 → L4, em que L4 denota o espaço de Lorentz de dimensão 4. Tais hipersuperfícies

serão estudadas no Capítulo 4.

30
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Veremos ainda que, se g : Mm−1 → Q2m−3(ε) é uma imersão isométrica na classe

B, então todas as paralelas a g, na direção do campo ζ ∈ Γ(N gM), também pertencem à

classe B (ver Proposição 2.5).

Na seção 2.3 obteremos uma transformação de Ribaucour para imersões

isométricas na classe B, que permitirá obter exemplos explícitos de tais imersões.

2.1 Classe B

Nesta seção mostraremos inicialmente que qualquer imersão isométrica g : Mm−1 →

Q2m−3(ε) na classe B pode ser construída locamente, via Teorema Fundamental das

Subvariedades, a partir de uma hipersuperfície f : Mm−1 → Qm(c) para a qual existe

uma outra imersão isométrica f̃ : Mm−1 → R2m−4
m−3 , em que R2m−4

m−3 denota o espaço

pseudo-Riemanniano de dimensão 2m− 4 cuja métrica plana possui índice m− 3.

Sejam Mm−1 uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, ε ∈ {−1, 1} e

c ∈ R tal que εc ∈ (0, 1). Sejam f : Mm−1 → Qm(c) e f̃ : Mm−1 → R2m−4
m−3 imersões

isométricas. Se c < 0, suponha que não exista um subespaço umbílico U(x) ⊂ TxM , de

dimensão maior ou igual a 2, comum a f e f̃ . Considere o �brado vetorial Riemanniano

trivial E := Mm−1 × Rm−2 sobre Mm−1. Introduza neste �brado a única conexão ∇′,

compatível com a métrica canônica, que torna as seções ξi(x) = (x, ei) paralelas, em que

{e1, · · · , em−2} é a base canônica de Rm−2. De�na

α(X, Y ) =
1√
εc
〈AfX, Y 〉ξ1 ⊕

1√
εc̃

m−2∑
i=2

〈α̃(X, Y ), ζi−1〉ξi, (2.1.1)

em que ε = c/|c|, c̃ =
c

1− εc
, Af é o operador forma da hipersuperfície f , α̃ é a segunda

forma fundamental da imersão isométrica f̃ e {ζ1, · · · , ζm−3} é um referencial ortonormal

normal a f̃ . Temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1. Existem uma imersão isométrica g : Mm−1 → Q2m−3(ε) e uma isometria

de �brados vetoriais Φ : E → N gM tais que a conexão normal ∇⊥ e a segunda forma

fundamental αg de g satisfazem ∇⊥ = Φ∇′ e αg = Φα, respectivamente. Além disso,

g pertence à classe B com respeito a c e a Φ(ξ1). Reciprocamente, qualquer imersão

isométrica na classe B é construída dessa forma.

Antes de demonstrar o teorema acima, precisamos do seguinte lema.



Uma classe de subvariedades de Q2m−3(ε). 32

Lema 2.2. Sejam f : Mm−1 → Qm(c) e f̃ : Mm−1 → R2m−4
m−3 imersões isométricas com

c 6= 0. Dado x ∈ Mn, se c < 0 suponha que não exista um subespaço U(x) ⊂ TxM

de dimensão maior ou igual a 2 que seja umbílico para f e f̃ . Então existe uma base

ortonormal {e1, · · · , em−1} de TxM que diagonaliza simultaneamente as segundas formas

fundamentais de f e f̃ .

Demonstração: O espaço euclidiano R2m−4
m−3 admite uma inclusão umbílica i em Q2m−3

m−2 (c)

ou Q2m−3
m−3 (c), conforme seja c > 0 ou c < 0, respectivamente. As segundas formas

fundamentais α̃ e α̂ de f̃ e f̂ = i ◦ f̃ , respectivamente, são relacionadas por

α̂ = i∗α̃ +
√
|c|〈·, ·〉ξ (2.1.2)

em que ξ é um dos campos de vetores unitários que são normais a i.

Dado x ∈ M , de�na Wm−1 := N f
xM ⊕ N f̂

xM . Introduza em Wm−1 o produto

interno

〈〈(ξ + ξ̂), (η + η̂)〉〉Wm−1 := 〈ξ, η〉Nf
xM
− 〈ξ̂, η̂〉

N f̂
xM
,

o qual possui índice 0 ou 1, conforme seja c > 0 ou c < 0, respectivamente.

De�na uma forma bilinear β : TxM × TxM → Wm−1 por

β = α⊕ α̂,

em que α e α̂ são as segundas formas fundamentais de f e f̂ , respectivamente, em x. Note

que N (β) ⊂ N (α̂) = {0} por (2.1.2). Por outro lado, segue das equações de Gauss para

f e f̂ que β é uma forma bilinear Euclidiana com respeito ao produto interno 〈〈·, ·〉〉, isto

é,

〈〈β(X, Y ), β(Z,W )〉〉 = 〈〈β(X,W ), β(Z, Y )〉〉

para quaisquer X, Y, Z,W ∈ TxM. Assim, se c > 0, ou se c < 0 e S(β) é não degenerado,

a desigualdade

dimS(β) ≥ dimTxM − dimN (β) = m− 1 = dimWm−1 (2.1.3)

vale pelo Teorema A.1, e portanto devemos ter a igualdade na primeira desigualdade

acima. Pelo Teorema A.2, existe uma base {e1, · · · , em−1} que diagonaliza β e, portanto,
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diagonaliza ambas as segundas formas fundamentais α e α̂ e, consequentemente, α e α̃

por (2.1.2). Segue também de (2.1.2) que

0 = 〈α̂(ei, ej), ξ〉〉 =
√
|c|〈ei, ej〉,

logo a base {e1, · · · , em−1} é ortogonal.

Suponha agora que c < 0 e que S(β) seja degenerado. Neste caso, existe N ∈

N fM e ζ ∈ N f̂M tais que (0, 0) 6= (N, ζ) ∈ S(β) ∩ S(β)⊥. Em particular, de 0 =

〈〈(N, ζ), (N, ζ)〉〉 segue que 〈N,N〉 = 〈ζ, ζ〉, e podemos supor, sem perda de generalidade,

que N e ζ são unitários. Além disso, obtemos de

0 = 〈〈β,N ⊕ ζ〉〉 = 〈α,N〉 − 〈α̂, ζ〉 (2.1.4)

que AfN = Af̂ζ . Daí, segue das equações de Gauss para f e f̂ que

〈Af̂ζX,Z〉〈A
f̂
ζY,W 〉 − 〈A

f̂
ζX,W 〉〈A

f̂
ζY, Z〉+ 〈α̂1(X,Z), α̂1(Y,W )〉 − 〈α̂1(X,W ), α̂1(Y, Z)〉

= 〈AfNX,Z〉〈A
f
NY,W 〉 − 〈A

f
NX,W 〉〈A

f
NY, Z〉

⇐⇒ 〈α̂1(X,Z), α̂1(Y,W )〉 − 〈α̂1(X,W ), α̂1(Y, Z)〉 = 0, ∀X, Y, Z,W ∈ TM,

isto é, α̂1 : TxM × TxM → {ζ}⊥ ⊂ N f̂
xM, α̂1(·, ·) = α̂(·, ·) − 〈α̂(·, ·), ζ〉ζ, é plana com

respeito ao produto interno Riemanniano −〈·, ·〉, de {ζ}⊥, induzido de N f̂
xM . Agora,

segue do Teorema A.1 que,

dimN (α̂1) ≥ m− 1− (m− 3) = 2.

Como Af̂ξ =
√
|c|I por (2.1.2), segue que U(x) := N (α̂1) é um autoespaço comum a todos

os operadores de forma Af̂η , η ∈ N f̂
xM . Em particular, é um subespaço de TxM umbílico

para α̃. Por outro lado, é também umbílico para AfN = Af̂ζ , contradição .

Demostração do Teorema 2.1: A�rmamos que α e∇′ satisfazem as equações de Gauss,

Codazzi e Ricci de uma imersão isométrica g : Mm−1 → Q2m−3(ε).
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Segue das equações de Gauss para as imersões isométricas f e f̃ que

〈α(X,W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X,Z), α(Y,W )〉

=
1

εc
(〈AfX,W 〉〈AfY, Z〉 − 〈AfX,Z〉〈AfY,W 〉)

+
1

εc̃

[
m−3∑
i=1

(〈α̃(X,W ), ζi〉〈α̃(Y, Z), ζi〉 − 〈α̃(X,Z), ζi〉〈α̃(Y,W ), ζi〉)

]

=
〈R(X, Y )Z,W 〉

εc
− ε〈(X ∧ Y )Z,W 〉 − 〈R(X, Y )Z,W 〉

εc̃

=

(
1

εc
− 1

εc̃

)
〈R(X, Y )Z,W 〉 − ε〈(X ∧ Y )Z,W 〉

= 〈R(X, Y )Z,W 〉 − ε〈(X ∧ Y )Z,W 〉,

para quaisquer X, Y, Z,W ∈ TxM . Donde,

〈R(X, Y )Z,W 〉 = ε〈(X ∧ Y )Z,W 〉+ 〈α(X,W ), α(Y, Z)〉 − 〈α(X,Z), α(Y,W )〉 (2.1.5)

Por outro lado, da de�nição de α decorre que Aξ1 =
1√
εc
Af e Aξi =

1√
εc̃
Af̃ζi−1

,

2 ≤ i ≤ m− 2. Daí, as equações de Codazzi para as imersões isométricas f e f̃ implicam

que

(∇XA)(Y, ξj) = (∇YA)(X, ξj), (2.1.6)

para quaisquer X, Y ∈ TxM e 1 ≤ j ≤ m− 2. Isto é, o par (α,∇′) satisfaz a equação de

Codazzi.

Pelo Lema 2.2, existe uma base ortonormal de TxM que diagonaliza

simultaneamente as segundas formas fundamentais das imersões isométricas f e f̃ . Segue

de (2.1.1) que tal base diagonaliza α. Logo o par (α,∇′) satisfaz também a equação de

Ricci, uma vez que R′ é identicamente nulo.

Desta forma, a primeira parte do teorema segue do Teorema Fundamental das
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subvariedades. Além disso, observe que

〈AgΦξ1X,Z〉〈A
g
Φξ1
Y,W 〉 − 〈AgΦξ1X,W 〉〈A

g
Φξ1
Y, Z〉

= 〈α(X,Z), ξ1〉〈α(Y,W ), ξ1〉 − 〈α(X,W ), ξ1〉〈α(Y, Z), ξ1〉

=
1

εc
(〈AfX,Z〉〈AfY,W 〉 − 〈AfX,W 〉〈AfY, Z〉)

=
1

εc
(−c〈(X ∧ Y )Z,W 〉+ 〈R(X, Y )Z,W 〉), ∀X, Y, Z,W ∈ TxM,

isto é, g é uma imersão isométrica na classe B.

Reciprocamente, sejam g : Mm−1 → Q2m−3(ε) uma imersão isométrica na classe

B e αg a segunda forma fundamental de g. De�na o operador Af : TxM → TxM por

Af :=
√
εcAgζ , (2.1.7)

em que 〈Ag·, ·〉 = 〈αg(·, ·), ζ〉 e ζ ∈ N g
xM é o campo dado na de�nição da classe B. Segue

da equação (2.0.1) que

〈R(X, Y )Z,W 〉 = c〈(X ∧ Y )Z,W 〉+ 〈AfX,W 〉〈AfY, Z〉 − 〈AfX,Z〉〈AfY,W 〉, (2.1.8)

para todo X, Y, Z,W ∈ TxM . Além disso, sendo ζ ∈ N g
xM paralelo, segue que:

1√
εc

(∇XA
f )Y = (∇XA

g
ζ)Y = (∇XA

g)(Y, ζ) + Ag∇⊥Xζ
Y

= (∇XA
g)(Y, ζ) = (∇YA

g)(X, ζ)

= (∇YA
g
ζ)X − A

g

∇⊥Y ζ
X = (∇YA

g
ζ)X

=
1√
εc

(∇YA
f )X,

para todo X, Y ∈ TxM. Assim, Af satisfaz as equação de Gauss e de Codazzi. Portanto,

segue do Teorema Fundamental para hipersuperfícies que existe f : Mm−1 → Qm(c)

imersão isométrica cujo operador de forma é Af .

De�na α̃ : TxM × TxM → {ζ}⊥ ⊂ N g
xM por

α̃ =
√
εc̃(αg − 〈αg, ζ〉ζ),
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em que c̃ =
c

1− εc
. Note que

〈α̃(X,W ), α̃(Y, Z)〉 − 〈α̃(X,Z), α̃(Y,W )〉

= εc̃(〈αg(X,W ), αg(Y, Z)〉 − 〈αg(X,Z), αg(Y,W )〉

−(〈AgζX,W 〉〈A
g
ζY, Z〉 − 〈A

g
ζX,Z〉〈A

g
ζY,W 〉))

= εc̃[〈R(X, Y )Z,W 〉 − ε〈(X ∧ Y )Z,W 〉 − 1

εc
〈R(X, Y )Z,W 〉+ ε〈(X ∧ Y )Z,W 〉]

= εc̃

(
εc− 1

εc

)
〈R(X, Y )Z,W 〉 = −〈R(X, Y )Z,W 〉,

para quaisquer X, Y, Z,W ∈ TxM , em que utilizamos, na segunda igualdade, as equações

de Gauss para g e f . Segue que α̃ satisfaz a equação de Gauss de uma subvariedade

do espaço pseudo-Riemanniano R2m−4
m−3 . Além disso, segue da equação de Codazzi para

g e do fato de ζ ser paralelo, que α̃ e a conexão de {ζ}⊥ induzida por g satisfazem a

equação de Codazzi. A equação de Ricci segue do fato de que o sub�brado {ζ}⊥ de

N g
xM é paralelo. Portanto, o Teorema fundamental para subvariedades implica que existe

f̃ : Mm−1 → R2m−4
m−3 imersão isométrica cuja segunda forma fundamental é α̃.

Observação 2.3. Segue do Teorema 2.1, para m = 4, que qualquer imersão isométrica

g : M3 → Q4(ε) na classe B é construída a partir de uma hipersuperfície f : M3 → Q4(c)

para a qual existe outra imersão isométrica f̃ : M3 → L4. Tais hipersuperfícies f serão

caracterizadas no Capítulo 4 desta tese.

Mostraremos a seguir que, se uma imersão isométrica g : Mm−1 → Q2m−3(ε)

pertence à classe B com respeito a ζ ∈ Γ(N gM), então todas as paralelas a g na direção

de ζ também pertencem à classe B.

Sejam g : Mm−1 → Q2m−3(ε) uma imersão isométrica e ζ ∈ Γ(N gM) um campo

normal unitário e paralelo. Sejam j : Q2m−3(ε)→ Q2m−3(ε)×R e i : Q2m−3(ε)×R→ E2m−1

as inclusões canônicas e j̃ := i ◦ j. Considere g̃ := j̃ ◦ g e ζ̃ := j̃∗ζ. Seja gs : Mm−1 →

Q2m−3(ε) a família de imersões isométricas paralelas a g na direção de ζ, dada por

g̃s(x) := (j̃ ◦ gs)(x) = Cε(s)g̃(x) + Sε(s)ζ̃ , (2.1.9)
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para cada x ∈Mm−1, em que

Cε(s) =

 cos s, se ε = 1

cosh s, se ε = −1
e Sε(s) =

 sen s, se ε = 1

senh s, se ε = −1
. (2.1.10)

Para ε = 1, suponha que as curvaturas principais de g, na direção do campo

ζ ∈ N gM , sejam dadas por

λi = cot θi, 0 ≤ θi ≤ π, 1 ≤ i ≤ m− 1,

em que θ1 ≤ θ2 ≤ · · · ≤ θm−1. Para X no autoespaço do operador forma Agζ

correspondente à curvatura principal λi, 1 ≤ i ≤ m− 1, temos

g̃s∗(x)X = g̃∗(cos sX − sen sAgζX) = (cos s− sen s cot θi)g∗(x)X =
sen(θi − s)

sen θi
g∗(x)X

Assim, g̃s é uma imersão em x ∈ M se, e somente se, s 6= θi (mod π) para todo 1 ≤ i ≤

m− 1. Para ε = −1, escreva as curvaturas principais de g com valor absoluto maior que

1 como

λi = coth θi, θi 6= 0, 1 ≤ i ≤ m− 1.

Como no caso anterior, para X no auto-espaço do operador de forma Agζ , correspondente

à curvatura principal λi, 1 ≤ i ≤ m− 1, temos

g̃s∗(x)X =
senh(θi − s)

senh θi
g̃∗(x)X

Assim, g̃s é uma imersão em x ∈M se, e somente se, s 6= θi para todo 1 ≤ i ≤ m− 1.

No caso ε = 1, seja

U := {(x, s) ∈Mm−1 × R : s ∈ (θm−1(x)− π, θ1(x))}. (2.1.11)

Para ε = −1, seja θ+ (respectivamente, θ−) o mínimo (respectivamente, máximo) de θi

que é maior que 1 (respectivamente, menor que −1), e seja

U := {(x, s) ∈Mm−1 × R : s ∈ (θ−(x), θ+(x))}. (2.1.12)
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Em ambos os casos, se V ⊂ Mm−1 é um subconjunto aberto e I é um intervalo aberto

contendo 0 tais que V × I ⊂ U, então gs é uma imersão em V para todo s ∈ I.

Lema 2.4. As segundas formas fundamentais αg̃ e αg̃s de g̃ e g̃s, respectivamente, se

relacionam por

αg̃s(X, Y ) = Cε(s)α
g̃(X, Y )− Sε(s)αg̃(X,AgζY ) (2.1.13)

para quaisquer X, Y ∈ X(M).

Demonstração: Dados X, Y ∈ X(M), temos

∇̃X g̃s∗Y = ∇̃X(Cε(s)g̃∗Y − Sε(s)g̃∗Ag̃ζ̃Y )

= g̃∗(Cε(s)∇XY − Sε(s)∇XA
g̃

ζ̃
Y ) + Cε(s)α

g̃(X, Y )− Sε(s)αg̃(X,Ag̃ζ̃Y ),

e (2.1.13) segue do fato que Agζ = Ag̃
ζ̃
.

Proposição 2.5. Seja g : Mm−1 → Q2m−3(ε) uma imersão isométrica pertencente à

classe B com respeito a c ∈ R e a ζ ∈ Γ(NgM). Então a imersão isométrica paralela

gs : V ⊂Mm−1 → Q2m−3(ε) pertence à classe B com respeito a c ∈ R e a ζ̃s := −εSε(s)g̃+

Cε(s)ζ̃.

Demonstração: Dado x ∈M , seja {X1, · · · , Xm−1} uma base ortonormal de TxM formada

por direções principais de g̃. Segue de (2.1.13) que {Y1, · · · , Ym−1}, em que Yi :=
Xi

|Xi|g̃s
para 1 ≤ i ≤ m− 1, é uma base ortonormal de T g̃sx M formada por direções principais de

g̃s. Em particular, g̃s possui �brado normal plano. Basta mostrar que

〈αg̃s(Yi, Yi), αg̃s(Yj, Yj)〉 = c(1 + ε〈Ag̃s
ζ̃s
Yi, Yi〉〈Ag̃sζ̃sYj, Yj〉) (2.1.14)

para quaisquer 1 ≤ i 6= j ≤ m− 1.

Sejam λi, 1 ≤ i ≤ m−1 as curvaturas principais de g̃ correspondentes às direções

principais Xi, 1 ≤ i ≤ m− 1, na direção do campo ζ.

Temos que:

|Xi|2g̃s = 〈g̃s∗Xi, g̃s∗Xi〉 = (Cε(s)− λiSε(s))2
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e

αg̃s (Yi, Yi)
(2.1.13)

=
Cε(s)

|Xi|2
αg̃(Xi, Xi)−

Sε(s)

|Xi|2
λiα

g̃(Xi, Xi)

=
αg̃(Xi, Xi)

Cε(s)− λiSε(s)
. (2.1.15)

Portanto

〈αg̃s(Yi, Yi), αg̃s(Yj, Yj)〉 =
〈αg̃(Xi, Xi), α

g̃(Xj, Xj)〉
(Cε(s)− λiSε(s))(Cε(s)− λjSε(s))

.

Por outro lado,

c(1 + ε〈Ag̃s
ζ̃s
Yi, Yi〉〈Ag̃sζ̃sYj, Yj〉)

(2.1.15)
= c

(
1 + ε

〈Ag̃
ζ̃s
Xi, Xi〉〈Ag̃ζ̃sXj, Xj〉

(Cε(s)− λiSε(s))(Cε(s)− λjSε(s))

)

= c

(
1 + ε

(εSε(s) + λiCε(s))(εSε(s) + λjCε(s))

(Cε(s)− λiSε(s))(Cε(s)− λjSε(s))

)
=

c

(Cε(s)− (λiSε(s))(Cε(s)− λjSε(s))
(C2

ε (s)− (λj + λi)Sε(s)Cε(s) + λiλjS
2
ε (s) + εS2

ε (s)

+(λj + λi)Sε(s)Cε(s) + ελiλjC
2
ε (s))

=
c(1 + ελiλj)

(Cε(s)− λiSε(s))(Cε(s)− λjSε(s))
.

A equação (2.1.14) decorre então do fato que g pertence à classe B com respeito a c ∈ R

e a ζ.

2.2 Transformação de Ribaucour - Preliminares

Nesta seção, baseada em [10], apresentaremos alguns fatos básicos sobre a transformação

de Ribaucour que serão úteis na seção seguinte.

Seja f : Mn → Qn+p(ε) uma imersão isométrica holonômica. Isto signi�ca que

f possui �brado normal plano e que Mn admite um sistema global (u1, u2, ..., un) de

coordenadas principais. Seja {X1, ..., Xn} um referencial ortonormal principal dado por

Xj = v−1
j

∂

∂uj
, com vj > 0. Seja {ξ1, ξ2, ..., ξp} um referencial normal global ortonormal e

paralelo na conexão normal. De�na Vir ∈ C∞(M) por

AfξrXi = v−1
i VirXi, (2.2.1)
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em que Afξr é o operador forma de f com respeito a ξr. Sejam v = (v1, ...vn) e V = (Vir) ∈

Mp×n(R). Denominamos (v, V ) o par associado a f .

Proposição 2.6. [9] A tripla (v, h, V ), em que hij =
1

vi

∂vj
∂ui

, satisfaz o sistema de equações

diferenciais parciais

(i) ∂vi
∂uj

= hjivj,

(ii)
∂hij
∂ui

+
∂hji
∂uj

+
∑

k hkihkj +
∑

r VirVjr + εvivj = 0,

(iii)∂hik
∂uj

= hijhjk,

(iv)∂Vir
∂uj

= hjiVjr,

(2.2.2)

em que i 6= j 6= k 6= i.

Reciprocamente, se (v, h, V ) é uma solução de (2.2.2) num aberto U ⊂ Rn

simplesmente conexo no qual vi não se anula para nenhum 1 ≤ i ≤ n, então existe

uma subvariedade holonômica f : U → Qn+p(ε) que possui (v, V ) como par associado.

Dada uma imersão isométrica f : Mn → En+p, dizemos que uma imersão f̃ :

M̃n → En+p é uma transformada de Ribaucour de f se |f − f̃ | 6= 0 e existem uma

isometria de �brados vetoriais P : f ∗TEn+p → f̃ ∗TEn+p, um tensor simétrico D em M e

um campo de vetores não nulo em todo ponto δ ∈ Γ(f ∗TEn+p) tais que:

(a) P(Z)− Z = 〈δ, Z〉(f − f̃), para todo Z ∈ Γ(f ∗TEn+p);

(b) P ◦ f∗ ◦D = f̃∗.

Dada uma imersão isométrica f : Mn → Qn+p(ε), seja F = i ◦ f : Mn → En+p+1,

em que i : Qn+p(ε) → En+p+1 denota uma inclusão umbílica. Uma imersão f̃ : Mn →

Qn+p(ε) é uma transformada de Ribaucour de f com dados (P,D, δ) se F̃ = i ◦ f̃ : Mn →

En+p+1 é uma transformada de Ribaucour de F com dados (P̂ , D, δ̂), em que δ̂ = δ − εF

e P̂ : F ∗TEn+p → F̃ ∗TEn+p é a extensão de P tal que P̂(F ) = F̃

Dado um campo de vetores Z ao longo de uma imersão isométrica f : Mn → En+p,

denote por Z∗ a correspondente 1−forma em f ∗TEn+p, isto é, Z∗(Yq) = 〈Zq, Yq〉 para

Y ∈ f ∗TEn+p e q ∈Mn. O seguinte resultado foi provado em [9].

Teorema 2.7. [9] Seja f : Mn → Qn+p(ε) uma imersão isométrica holonômica com par

associado (v, V ). Então qualquer transformada de Ribaucour f̃ : Mn → Qn+p(ε) de f é

dada por

F̃ = F − 2νϕF , (2.2.3)
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em que F =
∑

i γiF∗Xi +
∑

r βrξr + εϕF , ν−1 = 〈F ,F〉 := ϑ e (ϕ, γ, β) :=

(ϕ, γ1, ..., γn, β1, ..., βp) é solução do sistema completamente integrável



∂ϕ

∂ui
= viγi,

∂γj
∂ui

= hjiγi, para i 6= j,

∂βr
∂ui

= −Virγi.

(2.2.4)

Além disso,

P̂ = I − 2νFF∗, D = I − 2νϕΦ e δ̂ = −ϕ−1F , (2.2.5)

em que Φ = Hessϕ−Afβ. Reciprocamente, dada uma solução (ϕ, γ, β) de (2.2.4) de�na

Bi =
∂γi
∂ui

+
∑
j 6=i

hjiγj −
∑
r

βrVir + εviϕ, (2.2.6)

e seja U ⊂Mn um subconjunto aberto tal que ϕϑ 6= 0, ṽi := vi−2νϕBi 6= 0 e ϕVir+βrvi 6=

0 para quaisquer 1 ≤ i ≤ n e algum 1 ≤ r ≤ p. Então F̃ , de�nida em U por (2.2.3),

satisfaz F̃ = i ◦ f̃ , em que f̃ |U é uma transformada de Ribaucour de f |U . Além disso, o

par (ṽ, Ṽ ), associado a f̃ , é dado por

ṽi = vi − 2νϕBi, e Ṽir = Vir + 2νβrBi. (2.2.7)

2.3 A transformação de Ribaucour para a classe B.

Mostraremos no Capítulo 3 (Ver Proposição 3.14) que toda imersão isométrica

g : Mm−1 → S2m−3 na classe B é holonômica. Quando ε = −1, segue dos Teoremas 2.1 e

4.2 que qualquer imersão isométrica g : M3 → H5 na classe B é holonômica. Ainda para

ε = −1, vamos supor que este também seja o caso para m > 4. Desta forma, podemos

utilizar a teoria de transformações de Ribaucour para subvariedades holonômicas para

obter uma transformação de Ribaucour para a classe B e encontrar exemplos explícitos

nesta classe.

Seja g : Mm−1 → Q2m−3(ε) uma imersão isométrica na classe B, com respeito a

c ∈ R e a ζ ∈ Γ(N gM). Seja {ξ1, · · · , ξm−2} um referencial ortonormal de NgM , com
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ξ1 := ζ, paralelo na conexão normal. O seguinte fato decorre imediatamente da equação

de Gauss.

Lema 2.8. A equação (2.0.1) se escreve como

εvivj +
m−2∑
r=1

VirVjr = εc(εvivj + Vi1Vj1) para i 6= j. (2.3.1)

Proposição 2.9. Seja g : Mm−1 → Q2m−3(ε) uma imersão isométrica na classe B.

Então, dado C ∈ R, o sistema linear de EDPs

(i)
∂ϕ

∂ui
= viγi

(ii)
∂γj
∂ui

= hjiγi, i 6= j,

(iii)
∂γi
∂ui

= −
∑

j 6=i hjiγj + (1− C)
∑

r βrVir − ε(1− C + εCc)viϕ+ εCcβ1Vi1,

(iv)
∂βr
∂ui

= −Virγi

(2.3.2)

é completamente integrável e possui a integral primeira

m−1∑
i=1

γ2
i + (1− C + εCc)β2

1 + (1− C)
m−2∑
r=2

β2
r + ε(1− C + εCc)ϕ2 = K ∈ R. (2.3.3)

Demonstração: O sistema formado pelas equações (i), (ii) e (iv) é completamente

integrável pelo Teorema 2.7. Desta forma, basta mostrar que
∂2γi
∂uk∂ui

=
∂2γi
∂ui∂uk

para

quaisquer 1 ≤ i 6= k ≤ m− 1. Usando (2.3.1), obtemos

∂2γi
∂uk∂ui

=
∂

∂uk

(
∂γi
∂ui

)
=

∂

∂uk

[
−
∑
j 6=i

hjiγj + (1− C)
∑
r

βrVir − (ε+ Cc− εC)viϕ+ Ccεβ1Vi1

]

=
∂

∂uk

(
−hkiγk −

∑
k 6=j 6=i

hjiγj + (1− C)
∑
r

βrVir − (ε+ Cc− εC)viϕ+ Ccεβ1Vi1

)

= −∂hki
∂uk

γk − hki
∂γk
∂uk
−
∑
k 6=j 6=i

(
∂hji
∂uk

γj + hji
∂γj
∂uk

)
+ (1− C)

∑
r

(
∂βr
∂uk

Vir + βr
∂Vir
∂uk

)
−(ε+ Cc− εC)

(
∂vi
∂uk

ϕ+ vi
∂ϕ

∂uk

)
+ Ccε

(
∂β1

∂uk
Vi1 + β1

∂Vi1
∂uk

)
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= −∂hki
∂uk

γk − hki
∂γk
∂uk
−
∑
k 6=j 6=i

(hjkhkiγj + hjihjkγk) + (1− C)
∑
r

(−VkrVirγk + βrhkiVkr)

−(ε+ Cc− εC) (hkivkϕ+ vivkγk) + Ccε (−Vk1Vi1γk + β1hkiVk1)

=

(
−∂hki
∂uk

−
∑
k 6=j 6=i

hjihjk − (1− C)
∑
r

VkrVir − (ε+ Cc− εC)vivk − CcεVk1Vi1

)
γk

−hki

(
∂γk
∂uk

+
∑
k 6=j 6=i

hjkγj − (1− C)
∑
r

βrVkr + (ε+ Cc− εC)vkϕ− Ccεβ1Vk1

)

=

(
−∂hki
∂uk

−
∑
k 6=j 6=i

hjihjk − (1− C)
∑
r

VkrVir − C
∑
r

VirVkr − εvivk

)
γk

−hki

(
∂γk
∂uk

+
∑
k 6=j 6=i

hjkγj − (1− C)
∑
r

βrVkr + (ε+ Cc− εC)vkϕ− Ccεβ1Vk1

)

=

(
−∂hki
∂uk

−
∑
k 6=j 6=i

hjihjk −
∑
r

VkrVir − εvivk

)
γk

−hki

(
∂γk
∂uk

+
∑
k 6=j 6=i

hjkγj − (1− C)
∑
r

βrVkr + (ε+ Cc− εC)vkϕ− Ccεβ1Vk1

)

=
∂hik
∂ui

γk + hkihikγi =
∂2γi
∂ui∂uk

.

Finalmente, usando as equações do sistema (2.3.2), mostra-se que todas as

derivadas do lado esquerdo da equação (2.3.3) são identicamente nulas.

Teorema 2.10. Seja g : Mm−1 → Q2m−3(ε), m ≥ 3, uma imersão isométrica na classe

B com respeito a c ∈ R e a ζ ∈ Γ(NgM), e (v, V ) seu par associado. Se a transformada

de Ribaucour de g determinada pela solução (ϕ, γ, β) := (ϕ, γ1, ..., γn, β1, ..., βp) de (2.3.2)

pertence à classe B com respeito a c ∈ R e a

P̂(ζ) = ζ − 2νβ1G, (2.3.4)

em que G =
∑

i γiF∗Xi +
∑

r βrξr + εϕG, ν−1 = 〈G,G〉 e as funções Bi, 1 ≤ i ≤ m − 1,

dadas por (2.2.6) são não nulas em todos os pontos de Mm−1, então (ϕ, γ, β) satisfaz

m−1∑
i=1

γ2
i + (1− C + εCc)β2

1 + (1− C)
m−2∑
r=2

β2
r + ε(1− C + εCc)ϕ2 = 0. (2.3.5)

Reciprocamente, se (ϕ, γ, β) é uma solução de (2.3.2) satisfazendo (2.3.5) em um

aberto U ⊂ Mm−1 como no Teorema 2.7, então a transformada de Ribaucour de g|U
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determinada por (ϕ, γ, β) pertence à classe B com respeito a c ∈ R e a P̂(ζ) ∈ Γ(N g̃M)

dado por (2.3.4).

Demonstração: Seja g̃ a transformada de Ribaucour de g determinada pela solução

(ϕ, γ, β) de (2.3.2). Seja (ṽ, Ṽ ) o par associado a g̃, dado por (2.2.7). Pelo Lema 2.8,

temos que g̃ pertence à classe B com respeito a c ∈ R e a P̂(ζ) se, e somente se, para

i 6= j,

εṽiṽj +
∑
r

ṼirṼjr = c(ṽiṽj + εṼi1Ṽj1). (2.3.6)

Portanto,

ε(vi − 2νϕBi)(vj − 2νϕBj) +
∑
r

(Vir + 2νβrBi)(Vjr + 2νβrBj)

= c[(vi − 2νϕBi)(vj − 2νϕBj) + ε(Vi1 + 2νβ1Bi)(Vj1 + 2νβ1Bj)]

⇔ ε(−2νviϕBj − 2νvjϕBi + 4ν2ϕ2BiBj) +
∑
r

(2νβrBjVir + 2νβrBiVjr + 4ν2β2
rBiBj)

= c(−2νviϕBj − 2νvjϕBi + 4ν2ϕ2BiBj + 2ενβ1BjVi1 + 2ενβ1BiVj1 + 4εν2β2
1BiBj)

⇔ 2νBj

[∑
r

βrVir + (c− ε)viϕ− cεβ1Vi1

]
+ 2νBi

[∑
r

βrVjr + (c− ε)vjϕ− cεβ1Vj1

]

+ 4ν2BiBj

[∑
r

β2
r − (c− ε)ϕ2 − cεβ2

1

]
= 0

⇔ (Ai + νρBi)Bj + (Aj + νρBj)Bi = 0 (2.3.7)

em que

Ai =
∑
r

βrVir + (c− ε)viϕ− εcβ1Vi1 e ρ =
∑
r

β2
r − (c− ε)ϕ2 − εcβ2

1 .

Por outro lado, é fácil ver que Bi = −CAi, para 1 ≤ i ≤ m− 1. Substituindo em (2.3.7)

obtemos

(1− νρC)AiAj = 0, para 1 ≤ i 6= j ≤ m− 1. (2.3.8)

Como Bi, 1 ≤ i ≤ m− 1, é não nulo em todos os pontos de Mm−1, segue de (2.3.8) que

ν−1 = Cρ (2.3.9)

que, por sua vez, é equivalente a (2.3.5).
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Reciprocamente, se (ϕ, γ, β) é uma solução de (2.3.2) satisfazendo (2.3.5) em um

aberto U ⊂ Mm−1 como no Teorema 2.7 e g̃|U é a transformada de Ribaucour de g|U
determinada por (ϕ, γ, β), então vale (2.3.9) que implica (2.3.7) e, portanto, (2.3.6) é

satisfeita, logo g̃|U pertence à classe B com respeito a c ∈ R e a P̂(ζ) ∈ Γ(N g̃M) dado

por (2.3.4).

Observação 2.11. Nas hipóteses do Teorema 2.10, se m ≥ 4 e (ϕ, γ, β) satisfaz as equações

(i), (ii) e (iv) do sistema (2.3.2), então a equação (iii) é automaticamente satisfeita. De

fato, nas notações da demostração do Teorema 2.10, como Bi 6= 0, ∀1 ≤ i ≤ m− 1, segue

de (2.3.7) que

Ai + νρBi = 0, para 1 ≤ i ≤ m− 1. (2.3.10)

Agora, note que

∂Ai
∂uj

=
∑
r

∂βr
∂uj

Vir +
∑
r

βr
∂Vir
∂uj

+ (c− ε)
[
∂vi
∂uj

ϕ+ vi
∂ϕ

∂uj

]
− εc∂β1

∂uj
Vi1 − εcβ1

∂Vi1
∂uj

= −
∑
r

VjrVirγj +
∑
r

βrVjrhji + (c− ε)(hjivjϕ+ vivjγj) + εcVj1Vi1γj − εcβ1hjiVj1

= [−εvivj −
∑
r

VjrVir + cvivj + εcVj1Vi1)]γj + hji[
∑
r

βrVjr + (c− ε)vjϕ− εcβ1Vj1)]

(2.3.1)
= hjiAj

e

∂Bi

∂uj
=

∂

∂uj
(
∂γi
∂ui

+
∑
l 6=i

hliγl −
∑
r

βrVir + viϕ)

=
∂

∂ui
(
∂γi
∂uj

) +
∂hji
∂uj

γj + hji
∂γj
∂uj

+
∑
l 6=i,j

hli
∂γl
∂uj

+
∑
l 6=i,j

∂hli
∂uj

γl −
∑
r

∂βr
∂uj

Vir

−
∑
r

βr
∂Vir
∂uj

+ ϕ
∂vi
∂vj

+ vi
∂ϕ

∂uj

=
∂hij
∂ui

γj + hijhjiγi +
∂hji
∂uj

γj + hji
∂γj
∂uj

+
∑
l 6=i,j

hlihljγj +
∑
l 6=i,j

hljhjiγl

+
∑
r

VjrVirγj −
∑
r

βrhjiVjr + hjivjϕ+ vivjγj

= γj(
∂hij
∂ui

+
∂hji
∂uj

+
∑
l 6=i,j

hlihlj +
∑
r

VjrVir + vivj)

+hji(
∂γj
∂uj

+
∑
l 6=j

hljγl −
∑
r

βrVjr + ϕvj) = hjiBj
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para i 6= j. Usando estas equações, diferenciando (2.3.10) obtemos que
∂(νρ)

∂ui
= 0, logo

existe C 6= 0 tal que ν−1 = Cρ. Portanto Bi = −CAi para 1 ≤ i ≤ m − 1, e a equação

(iii) segue.

2.4 Exemplos

Nesta seção obtemos uma família de exemplos explícitos de imersões isométricas

g : Mm−1 → Q2m−3(ε) holonômicas na classe B. Tal família será usada (Ver Seção 3.6) para

produzir exemplos explícitos de imersões isométricas f : Mm
c → Q2m−3(ε) × R ⊂ E2m−1

com εc ∈ (0, 1). Em particular, para ε = 1, tais imersões isométricas têm a propriedade

de que f̃ = i ◦ f , em que i : S2m−3 × R → R2m−1 é a inclusão canônica, não tem pontos

fracamente umbílicos.

Seja U ⊂ Rm−1 um aberto simplesmente conexo com coordenadas (u1, · · · , um−1)

e (v, h, V ) a solução trivial de (2.2.2) dada por V̂ = I(m−1)×(m−1) e h = (hij) = 0, em que

V̂ ∈M(m−1)×(m−1)(R) é de�nida por

V̂ir = Vir, para 1 ≤ r ≤ m− 2, e V̂i(m−1) = vi

e I(m−1)×(m−1) denota a matriz identidade de ordem m− 1. Resolvendo o sistema



(i)
∂G

∂ui
= δi(m−1)Xm−1

(ii)
∂Xi

∂uj
= 0, ∀i 6= j

(iii)
∂Xi

∂ui
= ξi, para i 6= m− 1,

∂Xm−1

∂um−1

= −εG

(iv)
∂ξr
∂ui

= −δirXi, 1 ≤ r ≤ m− 2

(2.4.1)

com as condições iniciais G(0) = −εE1, Xi(0) = E2i+1, para i 6= m− 1, Xm−1(0) = E2 e

ξr(0) = E2r+2, em que {E1, · · · , E2m−2} é uma base ortonormal de E2m−2, obtemos

G = −εCε(um−1) E1 + Sε(um−1) E2

Xi = cosui E2i+1 + senui E2i+2, se i 6= m− 1, Xm−1 = Sε(um−1) E1 + Cε(um−1) E2,

ξr = − senur E2r+1 + cosur E2r+2, 1 ≤ r ≤ m− 2,
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em que

Cε(um−1) =

 cosum−1, se ε = 1

coshum−1, se ε = −1
e Sε(um−1) =

 senum−1, se ε = 1

senhum−1, se ε = −1
.

Embora G não seja uma imersão, a transformação de Ribaucour ainda pode ser

aplicada.

Considere uma solução (γ1, · · · , γm−1, β1, · · · , βm−2, ϕ) do sistema linear de EDP's



(i)
∂ϕ

∂ui
= δi(m−1)γm−1,

(ii)
∂γ1

∂u1

= (1− C + εCc)β1,

(iii)
∂γj
∂ui

= δij(1− C)βi, 2 ≤ i ≤ m− 2,

(iv)
∂γm−1

∂um−1

= −ε(1− C + εCc)ϕ,

(v)
∂βr
∂ui

= −δirγi,

(2.4.2)

satisfazendo εc ∈ (0, 1) e

m−1∑
i=1

γ2
i + (1− C + εCc)β2

1 + (1− C)
m−2∑
r=2

β2
r + ε(1− C + εCc)ϕ2 = 0. (2.4.3)

De�na G̃ : U → E2m−2, G̃ = (G̃1, · · · , G̃2m−2), por

G̃1 = −εCε(um−1)− 2νϕ(γm−1Sε(um−1)− ϕCε(um−1))

G̃2 = Sε(um−1)− 2νϕ(γm−1Cε(um−1) + εϕSε(um−1))

G̃3 = −2νϕ(γ1 cos u1 − β1 sen u1)

G̃4 = −2νϕ(γ1 sen u1 + β1 cos u1)
...

G̃2m−3 = −2νϕ(γm−2 cos um−2 − βm−2 sen um−2)

G̃2m−2 = −2νϕ(γm−2 sen um−2 + βm−2 cos um−2)

(2.4.4)

em que ν :=
(∑m−1

i=1 γi
2 +

∑m−2
r=1 βr

2 + εϕ2
)−1

.

Seja i : Q2m−3(ε) → E2m−2 a inclusão canônica. Segue do Teorema 2.10 que

G̃ = i ◦ g̃, em que g̃ : U → Q2m−3(ε) é uma imersão isométrica na classe B em relação a c
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e a ζ̃ = P̂(ξ1) = (ζ̃1, · · · , ζ̃2m−2) dado por

ζ̃1 = −2νβ1(γm−1Sε(um−1)− ϕCε(um−1)),

ζ̃2 = −2νβ1(γm−1Cε(um−1) + εϕSε(um−1)),

ζ̃3 = − sen u1 − 2νβ1(γ1 cos u1 − β1 sen u1),

ζ̃4 = cos u1 − 2νβ1(γ1 senu1 + β1 cosu1),
...

ζ̃2m−3 = −2νβ1(γm−2 cos um−2 − βm−2 sen um−2)

ζ̃2m−2 = −2νβ1(γm−2 sen um−2 + βm−2 cos um−2),

(2.4.5)

Vamos exibir a seguir exemplos explícitos, encontrando soluções do sistema (2.4.2)

satisfazendo (2.4.3), em dois casos particulares. Os demais casos são análogos.

Exemplo 2.12. Suponha que ε = 1, c = 1/2 e C > 2: De�na −a2 := 1 − C/2 e −b2 :=

1 − C. Segue das equações (i) e (iv) de (2.4.2) que
∂2ϕ

∂u2
m−1

= a2ϕ e
∂2γm−1

∂u2
m−1

= a2γm−1.

Portanto,

ϕ(u1, · · · , um−1) = senh aum−1 e γm−1(u1, · · · , um−1) = a cosh aum−1.

Segue das equações (ii), (iii) e (v) do sistema (2.4.2) que

∂2γ1

∂u2
1

= a2γ1 e
∂2γi
∂u2

i

= b2γi, 2 ≤ i ≤ m− 2.

Daí,

γ1(u1, · · · , um−1) = K11e
−au1 +K12e

au1 (2.4.6)

e

γi(u1, · · · , um−1) = Ki1e
−bui +Ki2e

bui , 2 ≤ i ≤ m− 2. (2.4.7)

Finalmente, segue da equação (v) de (2.4.2) que

β1(u1, · · · , um−1) =
K11

a
e−au1 − K12

a
eau1 (2.4.8)

e

βi(u1, · · · , um−1) =
Ki1

b
e−bui − Ki2

b
ebui , 2 ≤ i ≤ m− 2 (2.4.9)
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É fácil ver que essa solução satisfaz as condições do aberto U ⊂ Rm−1 do Teorema 2.7.

Além disso, esta solução satisfaz a integral primeira (2.4.3) se, e somente se,

(K11e
−au1 +K12e

au1)2 +
m−2∑
i=2

(Ki1e
−bu2 +Ki2e

bu2)2 + a2 cosh2 aum−1

− a2

(
K11

a
e−au1 − K12

a
eau1

)2

− b2

m−2∑
i=2

(
Ki1

b
e−bui − Ki2

b
ebui
)2

−a2 senh2 aum−1 = 0⇐⇒
m−2∑
i=1

4K1iK2i + a2 = 0.

Para tanto, basta tomar, Ki1 = −λia
2

e Ki2 =
λia

2
, com

m−2∑
i=1

λ2
i = 1. Substituindo esses

valores nas expressões (2.4.6)− (2.4.9), obtemos:

γ1(u1, · · · , um−1) = λ1a
eau1 − eau1

2
= λ1a senh au1,

γi(u1, · · · , um−1) = λia
ebui − ebui

2
= λia senh bui, 2 ≤ i ≤ m− 2,

β1(u1, · · · , um−1) = −λ1
e−au1 + eau1

2
= −λ1 cosh au1,

e

βi(u1, · · · , um−1) = −λia
b

e−bui + ebui

2
= −λiab−1 cosh bui 2 ≤ i ≤ m− 2.

Substituindo em (2.4.4), temos que G̃ := (G̃1, · · · , G̃2m−2) é dada por

G̃1 = − cosum−1 − 2ν senh aum−1(a cosh aum−1 sen um−1 − senh aum−1 cos um−1)

G̃2 = sen um−1 − 2ν senh aum−1(a cosh aum−1 cos um−1 + senh aum−1 sen um−1)

G̃3 = −2λ1ν senh aum−1(a senh au1 cos u1 + cosh au1 sen u1)

G̃4 = −2λ1ν senh aum−1(a senh au1 sen u1 − cosh au1 cos u1)
...

G̃2m−3 = −2λm−2ν senh aum−1(a senh bum−2 cos um−2 + ab−1 cosh bum−2 sen um−2)

G̃2m−2 = −2λm−2ν senh aum−1(a senh bum−2 sen um−2 − ab−1 cosh bum−2 cos um−2).

A imersão g̃ pertence à classe B com respeito a c = 1/2 e ao campo P̂(ζ) = (ζ̃1, · · · , ζ̃2m−2)
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dado por

ζ̃1 = 2νλ1 cosh au1(a cosh aum−1 sen um−1 − senh aum−1 cos um−1),

ζ̃2 = 2νλ1 cosh au1(a cosh aum−1 cos um−1 + senh aum−1 sen um−1),

ζ̃3 = − sen u1 + 2νλ2
1 cosh au1(a senh au1 cos u1 + cosh au1 sen u1),

ζ̃4 = cos u1 + 2νλ2
1 cosh au1(a senh au1 sen u1 − cosh au1 cos u1),

...

ζ̃2m−3 = 2νλ1λm−2 cosh au1(a senh bum−2 cos um−2 + ab−1 cosh bum−2 sen um−2)

ζ̃2m−2 = 2νλ1λm−2 cosh au1(a senh bum−2 sen um−2 − ab−1 cosh bum−2 cos um−2),

em que

ν :=

(
λ2

1a
2 senh2 au1 +

m−2∑
i=2

λ2
i a

2 senh2 bui + a2 cosh2 aum−1 + λ2
1 cosh2 au1

+
m−2∑
r=2

λ2
i a

2b−2 cosh2 bui + senh2 aum−1

)−1

.

Exemplo 2.13. Suponha que ε = −1, c = −1/2 e C > 2: Sejam −a2 := 1−C/2 e −b2 =

1−C. Segue das equações (i) e (iv) de (2.4.2) que
∂2ϕ

∂u2
m−1

= −a2ϕ e
∂2γm−1

∂u2
m−1

= −a2γm−1,

donde

ϕ(u1, · · · , um−1) = sen aum−1 e γm−1(u1, · · · , um−1) = a cos aum−1.

Segue das equações (ii) e (iii) de (2.4.2) que

∂2γ1

∂u2
1

= a2γ1 e
∂2γi
∂u2

i

= b2γi, 2 ≤ i ≤ m− 2.

Daí,

γ1(u1, · · · , um−1) = K11e
−au1 +K12e

au1 (2.4.10)

e

γi(u1, · · · , um−1) = Ki1e
−bui +Ki2e

bui , 2 ≤ i ≤ m− 2. (2.4.11)
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Finalmente, segue da equação (v) de (2.4.2) que

β1(u1, · · · , um−1) = a−1(K11e
−au1 −K12e

au1) (2.4.12)

e

βi(u1, · · · , um−1) = b−1(Ki1e
−bui −Ki2e

bui), 2 ≤ i ≤ m− 2. (2.4.13)

É fácil ver que essa solução satisfaz as condições do aberto U ⊂ Rm−1 do Teorema 2.7.

Além disso, esta solução satisfaz a integral primeira (2.4.3) se, e somente se,

(K11e
−au1 +K12e

au1)2 +
m−2∑
i=2

(Ki1e
−bui +Ki2e

bui)2 + a2 cos2 aum−1

−a2
[
a−1(K11e

−au1 −K12e
au1)
]2 − b2

m−2∑
i=2

[
b−1(Ki1e

−bui −Ki2e
bui)
]2

+a2 sen2 aum−1 = 0⇐⇒ 4
m−2∑
i=1

Ki1Ki2 + a2 = 0.

Assim, basta tomar Ki1 = −λia
2

e Ki2 =
λia

2
, com

m−2∑
i=1

λ2
i = 1. Substituindo esses valores

nas expressões (2.4.10)− (2.4.13), obtemos:

γ1(u1, · · · , um−1) = −λ1a
e−au1 − eau1

2
= λ1a senh au1,

γi(u1, · · · , um−1) = −λia
e−bui − ebui

2
= λia senh bui, 2 ≤ i ≤ m− 2,

β1(u1, · · · , um−1) = −λ1
e−au1 + eau1

2
= −λ1 cosh au1,

e

βi(u1, · · · , um−1) = −λiab−1 e
−bui + ebui

2
= −λiab−1 cosh bui, 2 ≤ i ≤ m− 2.
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Substituindo em (2.4.4), temos que G̃ := (G̃1, · · · , G̃2m−2) é dada por

G̃1 = cosh um−1 − 2ν sen aum−1(a cos aum−1 senh um−1 − sen aum−1 cosh um−1)

G̃2 = senh um−1 − 2ν sen aum−1(a cos aum−1 cosh um−1 − sen aum−1 senh um−1)

G̃3 = −2νλ1 sen aum−1(a senh au1 cos u1 + cosh au1 sen u1)

G̃4 = −2νλ1 sen aum−1(a senh au1 sen u1 − cosh au1 cos u1)
...

G̃2m−3 = −2νλm−2 sen aum−1(a senh bum−2 cos um−2 + ab−1 cosh bum−2 sen um−2)

G̃2m−2 = −2νλm−2 sen aum−1(a senh bum−2 sen um−2 − ab−1 cosh bum−2 cos um−2).

A imersão g̃ pertence à classe B com respeito a c = −1/2 e ao campo P̂(ζ) =

(ζ̃1, · · · , ζ̃2m−2) dado por

ζ̃1 = 2νλ1 cosh au1(a cos aum−1 senh um−1 − sen aum−1 cosh um−1),

ζ̃2 = 2νλ1 cosh au1(a cos aum−1 cosh um−1 − sen aum−1 senh um−1),

ζ̃3 = − sen u1 + 2νλ2
1 cosh au1(a senh au1 cos u1 + cosh au1 sen u1),

ζ̃4 = cos u1 + 2νλ2
1 cosh au1(a senh au1 senu1 − cosh au1 cosu1),

...

ζ̃2m−3 = 2νλ1λm−2 cosh au1(a senh bum−2 cos um−2 + ab−1 cosh bum−2 sen um−2)

ζ̃2m−2 = 2νλ1λm−2 cosh au1(a senh bum−2 sen um−2 − ab−1 cosh bum−2 cos um−2),

em que

ν :=

(
λ2

1a
2 senh2 au1 +

m−2∑
i=2

λ2
i a

2 senh2 bui + a2 cos2 aum−1 + λ2
1 cosh2 au1

+
m−2∑
r=2

λ2
i a

2b−2 cosh2 bui − sen2 aum−1

)−1



Capítulo 3

Imersões isométricas de formas

espaciais em Qn(ε)× R.

Sejam g : Mm−1 → Q2m−3(ε) uma imersão isométrica com �brado normal plano e

ζ ∈ Γ(N gM) um campo unitário paralelo na conexão normal. Sejam j : Q2m−3(ε) →

Q2m−3(ε) × R e i : Q2m−3(ε) × R → E2m−1 as inclusões canônicas e j̃ := i ◦ j. Considere

a família de imersões isométricas gs : Mm−1 → Q2m−3(ε), paralelas a g na direção de ζ,

de�nidas por

g̃s(x) := (j̃ ◦ gs)(x) = Cε(s)g̃(x) + Sε(s)ζ̃ , (3.0.1)

em que g̃ := j̃ ◦ g, ζ̃ := j̃∗ζ,

Cε(s) =

 cos s, se ε = 1

cosh s, se ε = −1
e Sε(s) =

 sen s, se ε = 1

senh s, se ε = −1
.

De�na

f : Mm−1 × R→ Q2m−3(ε)× R

por

f̃(x, s) := (i ◦ f)(x, s) = g̃s(x) +Bsi∗
∂

∂t
, B > 0, (3.0.2)

e seja Mm ⊂ Mm−1 × R o subconjunto dos pontos regulares de f . Na Seção 3.2

mostraremos o seguinte fato.

Proposição 3.1. A métrica induzida por f em Mn tem curvatura seccional constante c

53
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se, e somente se, c =
ε

1 +B2
e g pertence à classe B com respeito a c e a ζ.

Podemos agora enunciar os principais resultados deste capítulo.

Teorema 3.2. Seja f : Mm
c → Sm+p×R uma imersão isométrica com m ≥ 3, p ≤ m− 3

e c ≤ 1. Então uma das seguintes possibilidades ocorre:

(a) c ∈ [0, 1) e p = m− 3;

(b) c = 1.

Além disso,

(i) se c = 0, então f é um cilindro sobre uma imersão isométrica g : Nm−1
0 → S2m−3.

(ii) se c ∈ (0, 1), então f é dada por (3.0.2), com c =
1

1 +B2
, em termos de uma

imersão isométrica g : Mm−1 → Q2m−3(ε) pertencente à classe B com respeito a c e

ao campo ζ;

(iii) se c = 1, então f(Mm
1 ) está contido em uma fatia Sm+p × {t} de Sm+p × R.

Em particular, se Mn
c é completa, então ou c = 0 e vale a conclusão em (i) com Nm−1

0

completa, ou c = 1 e vale a conclusão em (iii) com Mm
1 = Sm e f : Sm → Sm+p totalmente

geodésica.

Diz-se que um ponto x ∈Mm
c é fracamente umbílico para uma imersão isométrica

f̃ : Mm
c → EN se existe δ ∈ N f̃

xM , 〈δ, δ〉 = sgn(c) := c/|c|, tal que

〈α̃(·, ·), δ〉 = sgn(c)
√
|c|〈·, ·〉, (3.0.3)

em que α̃ é a segunda forma fundamental de f̃ em x. A imersão f̃ é fracamente umbílica

se todos os pontos x ∈Mm
c são fracamente umbílicos para f̃ .

No caso ε = −1, obtivemos o seguinte resultado parcial.

Teorema 3.3. Seja f : Mm
c → Hm+p×R uma imersão isométrica com m ≥ 3, p ≤ m−3

e c < 0. Então c ≥ −1. Além disso:

(i) se c = −1, então f(Mm
−1) está contida em uma fatia Hm+p × {t} de Hm+p × R.;

(ii) se c ∈ (−1, 0) e f̃ := i ◦ f não possui pontos fracamente umbílicos, em que i :

Hm+p×R→ Lm+p+2 é a inclusão canônica, então p = m− 3 e f é dada por (3.0.2), com
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c =
−1

1 +B2
, em termos de uma imersão isométrica g : Mm−1 → Q2m−3(ε) pertencente à

classe B com respeito a c e ao campo ζ.

A seguinte proposição trata dos casos omissos nos Teoremas 3.2 e 3.3.

Proposição 3.4. Seja f : Mm
c → Qm+p(ε) × R, m ≥ 3, p ≤ m − 3, uma imersão

isométrica. Se ε = 1, suponha que c > 1. Se ε = −1, suponha que c ∈ (−1, 0) e que f̃ :=

i ◦ f seja fracamente umbílica, em que i : Qm+p(ε)× R→ Em+p+2 é a inclusão canônica.

Então existem um mergulho isométrico H : Em+1 → Em+p+2, uma inclusão umbílica

i : Qm+p(ε)×R→ Em+p+2 e uma isometria Ψ : M̄m := H(Em+1)∩ i(Qm+p(ε)×R)→Mm
c

tais que f ◦Ψ = i−1|M̄ .

Geometricamente, a proposição acima a�rma que toda subvariedade de dimensão

m ≥ 3 e curvatura constante c > 1 de Sm+p × R, p ≤ m− 3, por exemplo, é a interseção

de Sm+p × R com uma subvariedade de curvatura zero e dimensão m+ 1 de Rm+p+2. No

entanto, parece um problema difícil determinar em que condições uma tal interseção tem

curvatura constante.

Exemplos de imersões isométricas nas condições da Proposição 3.4 são

subvariedades de rotação, as quais são classi�cadas no seguinte:

Teorema 3.5. Seja f : Mm → Qn(ε) × R uma subvariedade de rotação com curvatura

seccional constante c e dimensão m ≥ 3. Então c ≥ ε. Além disso:

(i) se ε = 1, então f é parametrizada por (1.1.30), com γ0 =
1√
c

sen(
√
cs). Ademais,

c = 1, se, e somente se, h(s), na parametrização acima, é constante.

(ii) se ε = −1 e c ∈ (−1, 0), então uma das possibilidades ocorre:

(a) f é uma subvariedade de rotação do tipo esférico que pode ser parametrizada

por (1.1.31) com γ1 =
1√
−c

senh(
√
−cs);

(b) f é uma subvariedade de rotação do tipo hiperbólico que pode ser parametrizada

por (1.1.31) com γ0 =
1√
−c

cosh(
√
−cs);

(c) f é uma subvariedade de rotação do tipo parabólico que pode ser parametrizada

por (1.1.34) com γ0 = exp(
√
−cs).

Outrossim, c = −1 se, e somente se, h(s), nas parametrizações acima, é constante.

(iii) se ε = −1 e c = 0, então uma das possibilidades ocorre:

(a) f é uma subvariedade de rotação do tipo esférico que pode ser parametrizada

por (1.1.31) com γ1 = ±s;



Imersões isométricas de formas espaciais em Qn(ε)× R. 56

(b) f é uma subvariedade de rotação do tipo parabólico que pode ser parametrizada

por (1.1.34) com γ0 = k, k constante.

(iv) se ε = −1 e c > 0, então f é uma subvariedade de rotação do tipo esférico que pode

ser parametrizada por (1.1.31) com γ1 =
1√
c

sen(
√
cs).

3.1 Resultados básicos

Nesta seção demonstraremos alguns resultados básicos que serão utilizados nas próximas

seções.

Teorema 3.6. Seja f̃ : Mm
c → Em+p uma imersão isométrica com m ≥ 3 e p ≤ m − 1.

Suponha que c 6= 0 se Em+p = Rm+p, e que c < 0 se Em+p = Lm+p. Então valem as

seguintes a�rmações:

(i) Se p < m − 1, então f̃ é fracamente umbílica. Além disso, se Em+p = Rm+p então

c > 0;

(ii) Se p = m− 1 e x ∈ Mm
c não é fracamente umbílico para f̃ , então a segunda forma

fundamental α̃ de f̃ é ortogonalmente diagonalizável em x. Em particular, f̃ possui

�brado normal plano em x.

Demonstração: Temos que Rm+p admite uma inclusão umbílica i no espaço hiperbólico

Hm+p+1(c) ou na esfera Lorentziana Sn+p+1
1 (c) com curvatura seccional constante c,

conforme seja c < 0 ou c > 0, respectivamente, cuja segunda forma fundamental αi é

dada por

αi(X, Y ) =
√
|c|〈X, Y 〉η,

em que η é um dos campos normais a i tais que 〈η, η〉 = −sgn(c). Analogamente, para

c < 0 o espaço de Lorentz Lm+p admite uma inclusão umbílica em Hm+p+1
1 (c).

Então, a segunda forma fundamental

α̂ = f̃ ∗αi + i∗α̃ (3.1.1)

de f̂ = i ◦ f̃ , em qualquer x ∈ Mm
c , é uma forma bilinear plana com respeito ao produto

interno 〈·, ·〉 do espaço normal a f̂ . O produto interno 〈·, ·〉 é positivo de�nido se c < 0 e
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Em+p = Rm+p, e Lorentziano se c > 0 e Em+p = Rm+p ou se c < 0 e Em+p = Lm+p. Além

disso, segue de

〈α̂(·, ·), η〉 = 〈f̃ ∗αi(·, ·), η〉 = −sgn(c)
√
|c|〈·, ·〉

que N (α̂) = {0}.

Agora considere os dois possíveis casos:

(i) S(α̂) é não degenerado. Neste caso, segue do Teorema A.1 que

dimS(α̂) ≥ m− dimN (α̂) = m.

Como dimS(α̂) ≤ m− 3, isto implica que m = p+ 3 = dimS(α̂). Agora, o Teorema A.2

implica que, existe uma base {e1, ..., em}, de TxM , tal que α̂(ei, ej) = 0, isto é, {e1, ..., em}

diagonaliza α̂ e, portanto, α̃ por (3.1.1). Além disso, segue de (3.1.1) que

0 = 〈α̂(ei, ej), η〉 = −sgn(c)
√
|c|〈ei, ej〉, i 6= j, (3.1.2)

logo a base {e1, ..., em} é ortogonal. Em particular, R⊥ = 0 em x.

(ii) S(α̂) é degenerado. Neste caso, existe um vetor 0 6= ρ ∈ S(α̂) ∩ S(α̂)⊥.

Escrevendo ρ = η + i∗δ, para δ ∈ N f̂
xM , obtemos:

0 = 〈η + i∗δ, η + i∗δ〉 = 〈i∗δ, i∗δ〉+ 〈η, η〉 =⇒ 〈δ, δ〉 = −〈η, η〉 = sgn(c). (3.1.3)

e

0 = 〈α̂(·, ·), η + i∗δ〉 = 〈i∗α̃(·, ·), i∗δ〉 − sgn(c)
√
|c|〈·, ·〉, (3.1.4)

isto é, x ∈M é fracamente umbílico.

Como escólio do Teorema 3.6, temos o seguinte:

Lema 3.7. Seja f̃ : Mm
c → E2m−1, m ≥ 3, uma imersão isométrica. Suponha que c 6= 0

se E2m−1 = R2m−1, e que c < 0 se E2m−1 = L2m−1. Se x ∈Mn não é fracamente umbílico

para f̃ , então não existe ξ ∈ N f̃
xM tal que rank Af̃ξ ≤ 1.

Demonstração: Suponha que exista ξ ∈ N f̃
xM tal que rank Af̃ξ ≤ 1 e considere W =
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{ξ}⊥ ⊂ NxM . Seja α̂ : TxM × TxM → W dada por

α̂(X, Y ) = α̃(X, Y )− 〈α̃(X, Y ), ξ〉ξ

Como rank Af̃ξ ≤ 1, temos que

〈α̂(X, Y ), α̂(Z, T )〉 − 〈α̂(X,T ), α̂(Z, Y )〉 = c〈(X ∧ Y )Z, T 〉

para quaisquer X, Y, Z, T ∈ TxM . Como dimW = n−2, segue do Teorema 3.6 que existe

ξ̃ ∈ W tal que

〈α̃(X, Y ), ξ̃〉 = 〈α̂(X, Y ), ξ̃〉 = sgn(c)
√
|c|〈X, Y 〉

para quaisquer X, Y ∈ TxM , o que é um absurdo.

Proposição 3.8. Seja Mm
c uma variedade Riemanniana completa com curvatura

seccional constante c > 0. Se f̃ : Mm
c → R2m−1 é uma imersão isométrica, então existe

pelo menos um ponto fracamente umbílico para f̃ .

Demonstração: Passando ao recobrimento universal, podemos supor que Mm
c seja

simplesmente conexa e, como c > 0, Mm
c é isométrica a uma esfera Sm(c) de curvatura c.

Suponha, por absurdo, que f̃ não possua pontos fracamente umbílicos. Então

existem funções v1, . . . , vn ∈ C∞(Mm
c ) e um referencial ortonormal X1, . . . , Xn de direções

principais de f̃ tais que [viXi, vjXj] = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ m. Sejam Yi = viXi e ϕi o grupo de

transformações a um parâmetro gerado por Yi emMm
c . ComoMm

c é compacta, as funções

vi, 1 ≤ i ≤ m, são limitadas, daí os campos Yi, 1 ≤ i ≤ m têm norma limitada e, portanto,

para todo x ∈ Mm
c , a curva integral maximal t 7→ ϕi(x, t) de Yi, com ϕi(x, 0) = x está

de�nida para todo t ∈ R.

Seja x0 um ponto �xo em Mm. De�na ψ = ψx0 : Rm →Mm
c por

ψ(t1, . . . , tm) = ϕm(. . . (ϕ2(ϕ1(x0, t1), t2) . . .), tm).

Como [Yi, Yj] = 0, segue que os grupos a um parâmetro ϕi e ϕj comutam para quaisquer
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1 ≤ i 6= j ≤ m. Isto implica que

ψx0(t+ s) = ϕm(. . . (ϕ2(ϕ1(x0, t1 + s1), t2 + s2) . . .), tm + sm)

= ϕm(. . . (ϕ2(ϕ1(ϕ1(x0, s1), t1), t2 + s2) . . .), tm + sm)

= ϕm(. . . (ϕ2(ϕ2(ϕ1(ϕ1(x0, s1), t1), s2), t2) . . .), tm + sm)

= ϕm(ϕm(. . . (ϕ2(ϕ2(ϕ1(ϕ1(x0, s1), t1), s2), t2) . . .), sm), tm)

= ϕm(. . . (ϕ2(ϕ1(ϕm(. . . (ϕ2(ϕ1(x0, s1), s2) . . .), sm), t1), t2) . . .), tm)

= ϕm(. . . (ϕ2(ϕ1(ψx0(s), t1), t2) . . .), tm) = ψψx0 (s)(t), (3.1.5)

em que t = (t1, . . . , tm) e s = (s1, . . . , sm). Assim,

ψ∗(s)∂/∂ui =
d

dt
|t=0ψ(s1, . . . , si + t, . . . , sm) =

d

dt
|t=0ϕi(ψ(t), t) = Yi(ψ(s))

para todo s = (s1, . . . , sm). Em particular, ψ é um difeomor�smo de uma bola aberta

centrada na origem sobre uma vizinhança aberta de x0.

Mostraremos, agora, que a aplicação ψx0 , de�nida em todo Rm, é uma aplicação

de recobrimento. Dado x ∈Mm
c , seja B̃2ε(0) um bola aberta de raio 2ε centrada na origem

tal que ψx|B̃2ε(0) é um difeomor�smo sobre B2ε(x) = ψx(B̃2ε(0)). Se ψ−1
x0

(x) = ∪α∈Ax̃α,

para todo α ∈ A seja B̃2ε(x̃α) uma bola aberta de raio 2ε centrada em x̃α. De�na

φα : B2ε(x)→ B̃2ε(x̃α) por

φα(y) = x̃α + ψ−1
x (y).

Então, de (3.1.5) obtemos

ψx0(φα(y)) = ψx0(x̃α + ψ−1
x (y)) = ψψx0 (x̃α)(ψ

−1
x (y)) = ψx(ψ

−1
x (y)) = y

para todo y ∈ B2ε(x). Logo, ψx0 é um difeomor�smo de B̃2ε(x̃α) sobre B2ε(x) tendo φα

como sua inversa. Em particular, isto implica que B̃ε(x̃α) e B̃ε(x̃β) são disjuntos se α e

β são índices distintos em A. Finalmente, precisamos mostrar que, se ỹ ∈ ψ−1
x0

(Bε(x)),

então ỹ ∈ B̃ε(x̃α) para algum α ∈ A. Isto segue de

ψx0(ỹ − ψ−1
x (ψx0(ỹ))) = ψψx0 (ỹ)(−ψ−1

x (ψx0(ỹ))) = x, (3.1.6)

em que utilizamos na ultima igualdade o fato de que, para quaisquer x, y ∈ Mm
c , temos
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ψx(t) = y se, e somente se, ψy(−t) = x. Tal fato segue de (3.1.5).

Concluímos que ψx0 , de�nida em todo o Rm, é uma aplicação de recobrimento e,

portanto, um difeomor�smo de Rm sobre Mm
c , já que Mm(c) é simplesmente conexa, o

que é um absurdo.

3.2 Demonstração da Proposição 3.1

Derivando (3.0.2) obtemos:

f̃∗(x, s)X
H = g̃s∗(x)X (3.2.1)

para todo X ∈ TxMm−1, enquanto

f̃∗(x, s)
∂

∂s
= Ns(x) +Bi∗

∂

∂t
(3.2.2)

em que Ns(x) = −εSε(s) g̃(x) + Cε(s) ζ̃ . Em particular, os espaços normais de g̃s e de f̃

se relacionam por

N f̃
(x,s)M = {Ns(x) +Bi∗

∂

∂t
}⊥ ⊂ N g̃s

x N. (3.2.3)

Além disso, segue do item (iv) da Proposição 1.4 que

αf̃ (XH, Y H) = αg̃s(X, Y )− 〈αg̃s(X, Y ), Ns(x) +Bi∗
∂

∂t
〉
Ns(x) +Bi∗

∂
∂t

1 +B2

= αg̃s(X, Y )− 〈αg̃s(X, Y ), Ns(x)〉
Ns(x) +Bi∗

∂
∂t

1 +B2
, (3.2.4)

e

αf̃
(
∂

∂s
,
∂

∂s

)
= −εg̃s(x) (3.2.5)

Seja {X1, · · · , Xm−1} uma base ortonormal em TxM
m−1 de direções

principais de g̃s. Então, decorre de (3.2.1), (3.2.2), (3.2.4) e (3.2.5) que{
XH1 , · · · , XHm−1, (1 +B2)−1/2 ∂

∂s

}
é uma base ortonormal de T(x,s)M formada por

direções principais de f̃ .
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Da equação de Gauss para a imersão isométrica f̃ obtemos que

KM(XHi , X
H
j ) = 〈αf̃ (XHi , XHi ), αf̃ (XHj , X

H
j )〉

(3.2.4)
= 〈αg̃s(Xi, Xi), α

g̃s(Xj, Xj)〉 −
1

1 +B2
〈αg̃s(Xi, Xi), Ns(x)〉〈αg̃s(Xj, Xj), Ns(x)〉

para quaisquer 1 ≤ i 6= j ≤ m− 1, e

KM

(
∂

∂s
,XHi

)
=

1

1 +B2
〈αf̃ ( ∂

∂s
,
∂

∂s
), αf̃ (XHi , X

H
i )〉

= − ε

1 +B2
〈αg̃s(Xi, Xi), g̃s(x)〉 =

ε

1 +B2
.

Portanto Mm possui curvatura seccional constante se, e somente se,

〈αg̃s(Xi, Xi), α
g̃s(Xj, Xj)〉 = εc(ε+ 〈αg̃s(Xi, Xi), Ns(x)〉〈αg̃s(Xj, Xj), Ns(x)〉)

para quaisquer 1 ≤ i 6= j ≤ m − 1, em que c =
ε

1 +B2
, ou seja, se, e somente se, gs

pertence à classe B com respeito a c e a Ns para todo s ∈ I. Pela Proposição 2.5, isto

ocorre se, e somente se, g pertence à classe B com respeito a c e a ζ.

3.3 Demonstrações dos Teoremas 3.2 e 3.3

Consideramos, inicialmente, o caso c = 0.

Lema 3.9. Seja f : Mm
0 → Sm+p×R, m ≥ 3, p ≤ m−3, uma imersão isométrica de uma

variedade Riemanniana com curvatura seccional identicamente nula. Então p = m − 3

e f é um cilindro sobre uma imersão isométrica g : Nm−1
0 → S2m−3 de uma variedade

Riemanniana com curvatura seccional nula.

Demonstração: Seja f̃ = i ◦ f , em que i : Sm+p × R → Rm+p+2 é a inclusão canônica.

Segue da equação de Gauss de f̃ que a segunda forma fundamental α de f̃ é uma forma

bilinear plana. Seja η ∈ Γ(N f̃M) de�nido por (1.1.1). Suponha que η(x) 6= 0 para algum

x ∈Mm
0 . Então Af̃ν , e portanto α, possui núcleo trivial por (1.1.10). Decorre do Teorema

A.1 que

p+ 2 ≥ dimS(α) ≥ m
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o que é absurdo. Logo η é identicamente nulo e, portanto, f̃ é um cilindro sobre uma

imersão isométrica g : Nm−1
0 → Sm+p de uma variedade Riemanniana com curvatura

seccional nula. Segue-se que m+ p− (m− 1) ≥ (m− 1)− 1, ou seja, p ≥ m− 3. Portanto

p = m− 3.

Lema 3.10. Seja f : Mm
c → Q2m−3(ε) × R uma imersão isométrica na classe

A, parametrizada segundo o Teorema 1.1 em termos de uma imersão isométrica

g : Nm−1 → Qm+p(ε) e de uma curva suave γ : I → Qk(ε) × R ⊂ Ek+2. Suponha

que c 6= 0 se ε = 1, e que c < 0 se ε = −1. Suponha ainda que f̃ = i◦f não possua pontos

fracamente umbílicos, em que i : Q2m−3(ε)× R→ E2m−1 é a inclusão canônica. Então

N g̃
1

⊥
(x) = span{i∗

∂

∂t
(j(g(x))}

para todo x ∈ Nm−1, em que j : Qm+p(ε)→ Qm+p(ε)×R é a inclusão canônica e g̃ = j̃ ◦g,

com j̃ = i ◦ j.

Demonstração: Suponha, por absurdo, que exista x ∈ Nm−1 tal que N g̃
1

⊥
(x) tenha

dimensão maior do que ou igual a dois. Então existe ξ ∈ N f̃
(x,s)M ∩ N

g̃
1

⊥
(x), logo

rank Af̃
ξ
≤ 1 pela equação (1.1.19), o que é um absurdo pelo Lema 3.7.

Lema 3.11. Seja f : Mm → Qm+p(ε)× R, m ≥ 3, uma imersão isométrica na classe A,

parametrizada segundo o Teorema 1.1 em termos de uma imersão isométrica g : Nm−1 →

Qm+p(ε) e de uma curva parametrizada pelo comprimento de arco γ : I → Qk(ε) × R ⊂

Ek+2. Então, as curvaturas seccionais KM(XH,
∂

∂s
) de Mm segundo os planos gerados

por

{
XH,

∂

∂s

}
, com X ∈ TN , são todas iguais a c 6= 0 se, e somente se,

φx(γ
′′(s) + cγ(s)) ∈ N g̃

1

⊥
.

Demonstração: Dados x ∈ N e X ∈ TxN , segue de (1.1.27), (1.1.28) e da equação de



Imersões isométricas de formas espaciais em Qn(ε)× R. 63

Gauss para f̃ que

KM

(
XH,

∂

∂s

)
=
〈αf̃ (XH, XH), αf̃ (

∂
∂s
, ∂
∂s

)〉
〈XH, XH〉

=
1

〈PsX,PsX〉
(〈αg̃(PsX,X), φx(γ

′′(s))〉

−〈αg̃(PsX,X), φx(γ
′(s))〉〈φx(γ′(s)), φx(γ′′(s))〉)

=
〈Ag̃φx(γ′′(s))X,PsX〉
〈PsX,PsX〉

(3.3.1)

Portanto KM

(
XH, ∂

∂s

)
= c para todo X ∈ TxN se, e somente se,

〈Ag̃φx(γ′′(s))X,PsX〉 = c〈PsX,PsX〉

para todo X ∈ TxN , ou seja, se, e somente se,

Ag̃φx(γ′′(s)+cγ(s)) = 0.

Lema 3.12. Seja f : Mm
c → Q2m−3(ε)× R, m ≥ 3, uma imersão isométrica . Suponha

que c 6= 0 se ε = 1, e que c < 0 se ε = −1. Suponha ainda que f̃ := i◦f não possua pontos

fracamente umbílicos, em que i : Q2m−3(ε) × R → E2m−1 é a inclusão canônica. Então

εc ∈ (0, 1) e f é dada por (3.0.2), com c =
ε

1 +B2
, em termos de uma imersão isométrica

g : Mm−1 → Q2m−3(ε) pertencente à classe B com respeito a um campo ζ ∈ Γ(N gMm−1)

paralelo e a c

Demonstração: Segue do Teorema 3.6 que f̃ possui �brado normal plano. Daí, segue do

Corolário 1.2 que f pertence à classe A, logo pode ser parametrizada, segundo o Teorema

1.1, em termos de uma imersão isométrica g : Nm−1 → Q2m−3(ε) e de uma curva suave

γ : I → Qm−2
ε × R ⊂ Em. Agora, os Lemas 3.11 e 3.10 implicam que

φx((γ
′′(s) + cγ(s)) = a(s)i∗

∂

∂t
= a(s)φx(0, ..., 1),

para alguma função diferenciável a : I → R, em que φx é a isometria dada por (1.1.12).

Segue, daí, que a curva γ deve satisfazer a equação diferencial

γ′′(s) = −cγ(s) (3.3.2)
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Decorre de (3.3.2) e de 〈γ(s), γ(s)〉 = ε, ∀s ∈ I, que

〈γ′(s), γ′(s)〉 = εc, ∀s ∈ I. (3.3.3)

Sendo γ uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, segue que:

1 = 〈γ′(s), γ′(s)〉

= 〈γ′(s), γ′(s)〉+ (γ′m−1(s))2

ou seja,

(γ′m−1(s))2 (3.3.3)
= 1− εc, ∀s ∈ I.

Em particular, εc ∈ (0, 1) e γm−1(s) =
√

1− εc s + K, para alguma constante K ∈ R.

Seja β(s) := γ

(
1√
εc
s

)
e β̄(s) := γ̄

(
1√
εc
s

)
. Note que

β̄′′(s) = ε
1

c
γ′′
(

1√
εc
s

)
= −εγ

(
1√
εc
s

)
= −εβ̄(s).

Donde segue que β̄(s) = (Cε(s), Sε(s), 0, ..., 0), em que,

Cε(s) =

 cos s, se ε = 1

cosh s, se ε = −1
e Sε(s) =

 sen s, se ε = 1

senh s, se ε = −1
. (3.3.4)

Agora

β(s) = γ

(
1√
εc
s

)
= β̄(s) + γm−1

(
1√
εc
s

)
∂

∂t
= β(s) +Bs

∂

∂t

= (Cε(s), Sε(s), 0, ..., 0, Bs), (3.3.5)

em que B =

√
1− εc√
εc

, ou seja, c =
ε

1 +B2
. Observe que β é uma reparametrização de γ

pelo comprimento de arco. Daí, segue de (1.1.13) que

f̃(x, s) = (i ◦ f)(x, s) = φx(β(s)) = Cε(s)(j̃ ◦ g)(x) + Sε(s)j̃∗ζ̃ +Bsi∗
∂

∂t
, (3.3.6)

para algum ζ ∈ Γ(N gNm−1) paralelo na conexão normal. Além disso, como Mm
c possui
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curvatura constante, segue da Proposição 3.1 que g é uma imersão isométrica na classe B

em relação a ζ e a c.

Lema 3.13. Seja f : Mm
c → Qm+p(ε)× R, m ≥ 3, p ≤ m− 3, uma imersão isométrica.

Suponha que c 6= 0 se ε = 1, e que c < 0 se ε = −1. Então valem as seguintes a�rmações:

(i) se ε = −1, então c ≥ −1;

(ii) se ε = 1, então c > 0. Além disso, se c ∈ (0, 1) então p = m − 3 e f̃ := i ◦ f não

possui pontos fracamente umbílicos, em que i : Sm+p×R→ Rm+p+2 é a inclusão canônica.

Ademais, se c = ε, então f(Mm
ε ) está contido em uma fatia Qm+p(ε)×{t} de Qm+p(ε)×R;

Demonstração: Se p < m − 3, o Teorema 3.6 implica que f̃ é fracamente umbílica e que

c > 0 quando ε = 1. Se p = m − 3, o Lema 3.12 implica que existe x ∈ M , fracamente

umbílico para f̃ ou εc ∈ (0, 1). A�rmamos que, se c = ε, então f̃ é fracamente umbílica.

De fato, se existisse um ponto x ∈ Mm
c não fracamente umbílico para f̃ , existiria uma

vizinhança aberta U de x sem pontos fracamente umbílicos para f̃ . Então, o Lema 3.12,

aplicado a f |U , implicaria que εc ∈ (0, 1), contradizendo a hipótese de c = ε.

Suponha que x ∈ Mm
c seja fracamente umbílico para f̃ , ou seja, que exista δ ∈

N f̃
xM , 〈δ, δ〉 = sgn(c), tal que

α̃(X, Y ) =
√
|c| < X, Y > δ + γ(X, Y ), ∀X, Y ∈ TxM, (3.3.7)

em que γ : TxM × TxM → {δ}⊥ ⊂ N f̃
xM é uma forma bilinear. Segue da Equação

de Gauss que γ é plana e, portanto, o Teorema A.1, caso Riemanniano, implica que

dimN(γ) ≥ m− (p+ 1) ≥ 2.

Por outro lado, seja ν = π ◦ f̃ , em que π : Em+p+1 × R → Em+p+1 é a projeção.

Escreva

−ν = sgn(c) < −ν, δ > δ + ν⊥, com < ν⊥, δ >= 0. (3.3.8)

Daí,

Af̃
ν⊥
X = Af̃−νX − sgn(c) < −ν, δ > Af̃δX

= (1−
√
|c| < −ν, δ >)X, (3.3.9)

para todo X ∈ {T}⊥ ⊂ TxM , em que, T é o campo de�nido por (1.1.1).
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Agora, como dim{T}⊥ = m− 1 e dim N(γ) ≥ 2, temos que {T}⊥ ∩N(γ) 6= {0},

donde segue de (3.3.9) que

< −ν, δ >=
1√
|c|
. (3.3.10)

Daí, a desigualdade de Cauchy-Schwarz Riemanniana (respectivamente, Lorentziana)

implica que c ≥ 1 (respectivamente, c ≥ −1), quando ε = 1 (respectivamente, ε = −1), e

que vale a igualdade se, e somente se, ν = −sgn(c)δ. Supondo ν = −sgn(c)δ e ‖T‖ 6= 0,

segue de (1.1.10) e (3.3.7) que ‖η‖2 = 1, o que é um absurdo por (1.1.1). Portanto ‖T‖ = 0

e o resultado segue.

Agora estamos em condições de demonstrar os teoremas enunciados na introdução

deste capítulo.

Demonstração do Teorema 3.2: Se c = 0, segue do Lema 3.9 que p = m − 3 e que

vale o item (i). Suponha que c 6= 0. O Lema 3.13 implica que c > 0 e, se c ∈ (0, 1), então

p = m− 3 e f̃ não possui pontos fracamente umbílicos. O item (ii) segue então do Lema

3.12 e da Proposição 3.1. Finalmente, o item (iii) segue do Lema 3.13.

Suponha que Mm
c seja completa. Se c = 0, segue do item (i) que f é um cilindro,

e este último é completo se Nm−1
0 completa. Se c > 0, segue da Proposição 3.8 que

existe pelo menos um ponto fracamente umbílico para f̃ . Por outro lado, o Lema 3.13

implica que, se c ∈ (0, 1), então f̃ não possui pontos fracamente umbílicos. Logo c = 1 e,

neste caso, temos que Mm
1 = Sm e, como p ≤ m− 3, segue do Corolário 5.9, em [5], que

f : Sm → Sm+p é totalmente geodésica.

Demonstração do Teorema 3.3 Segue do Lema 3.13 que c ≥ −1 e que vale o item

(i). Agora, se c ∈ (−1, 0) e f̃ não possui pontos fracamente umbílicos, então segue do

Teorema 3.6 que p = m− 3 e, do Lema 3.12 e Proposição 3.1, que vale o item (ii).

Antes de �nalizarmos esta seção, provaremos a seguinte:

Proposição 3.14. Toda imersão isométrica g : Mm−1 → S2m−3 na classe B é holonômica.

Demonstração: Seja g : Mm−1 → S2m−3 uma imersão isométrica na classe B com relação a

c ∈ (0, 1) e ζ ∈ Γ(N gM). Segue da Proposição 3.1 que f̃ , de�nida por (3.0.2), em termos

de g, possui curvatura seccional constante c. Por sua vez, o Lema 3.13 implica que f̃ não

possui pontos fracamente umbílicos. Logo, a Proposição 4 em [8] existe um sistema de

coordenadas (u1, . . . , um) em Mm
c tais que ∂/∂ui = v−1

i Xi.



Imersões isométricas de formas espaciais em Qn(ε)× R. 67

Considere f̂ = j ◦ f̃ , em que j : R2m−1 → Q2m
1 (c) é uma inclusão umbílica. É facil

ver que Xi, 1 ≤ i ≤ m, também são direções principais de f̂ . Temos que ν f̂ ≡ 0, então

η̂i = αf̂ (Xi, Xi) 6= 0, 1 ≤ i ≤ m. Como o N f̂
1 é não degenerado, temos que 〈ηi, ηi〉 6= 0,

para todo 1 ≤ i ≤ m. Além disso, segue da equação de Gauss para f̂ que 〈ηi, ηj〉 = 0 para

todo 1 ≤ i 6= j ≤ m. Logo, {η̂1, . . . , η̂m} é um conjunto ortogonal de N f̂
(x,s)M e, portanto,

uma base ortogonal de N f̂
(x,s)M . Tome ξ̂ ∈ N f̂

(x,s)M , tal que 0 6= 〈η̂i, ξ̂〉 6= 〈η̂j, ξ̂〉 6= 0,

para todo 1 ≤ i 6= j ≤ m. De 〈Af̂
ξ̂
Xi, Xi〉 = 〈αf̂ (Xi, Xi), ξ̂〉 = 〈ηi, ξ̂〉, segue que as

m curvaturas principais de f̂ , na direção de ξ̂, são não nulas e distintas duas a duas.

Escrevendo ξ̂ = ξ + ζ, com ξ ∈ N f̃
(x,s)M e ζ um dos campos normais a inclusão j, temos

que as m curvaturas principais de f̃ , na direção de ξ são distintas.

Por outro lado, admitindo, sem perda de generalidade que Xi = Y Hi ,

Yi ∈ TxMm−1, 1 ≤ i ≤ m−1 eXm ∈ span{∂/∂s}, segue de (3.2.1), (3.2.2), (3.2.4) e (3.2.5)

que Y1, . . . , Ym−1 é uma base ortonormal de TxMm−1, composta por direções principais

de g̃s em todas as direções normais a g̃s, exceto na direção Ñs(x) := Ns(x) + Bi∗
∂

∂t
,

em que g̃s são as paralelas a g, na direção de ζ, de�nidas por (3.0.1). Como

N f̃
(x,s)M = {Ñs(x)}⊥ ⊂ N g̃s

x M , temos que ξ ∈ N g̃s
x M . Além disso, segue de (3.2.4)

que as curvaturas principais de f̃ e de g̃s, na direção de ξ, são iguais. Logo as curvaturas

principais de g̃s, na direção de ξ, são distintas. Agora, como g̃s possui �brado normal plano

segue, da equação de Ricci, para g̃s, que A
g̃s
Ñs(x)

e Ag̃sξ comutam e, portanto, Y1, . . . , Ym−1

também são direções principais de g̃s, na direção Ñs(x). Contudo, g̃s admite um sistema de

coordenadas cujas direções coordenadas são direções principais e, portanto, é holonômica.

Em particular, g̃ é holonômica.

3.4 Demonstração da Proposição 3.4

Se ε = 1 e p ≤ m − 2, segue do Teorema 3.6 que f̃ é fracamente umbílica, isto é, existe

δ ∈ N f̃
xM , 〈δ, δ〉 = sgn(c), tal que α̃ satisfaz (3.0.3). A�rmamos que isso também ocorre

se p = m − 3. De fato, se existisse um ponto x ∈ Mm
c não fracamente umbílico para f̃ ,

existiria uma vizinhança aberta U de x sem pontos fracamente umbílicos para f̃ . Então,

o Lema 3.12, aplicado a f |U , implicaria que c ∈ (0, 1), contradizendo a hipótese.

De�na γ : TxM × TxM → {δ} ⊂ N f̃
xM por

γ(·, ·) = 〈α̃(·, ·), δ〉δ = sgn(c)
√
|c|〈·, ·〉δ.
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É facil ver que γ satisfaz as equações de Gauss e Codazzi de uma hipersuperfície h :

Mm
c → Em+1. Além disso, ∇⊥Xδ ∈ {δ}⊥ ⊂ N f̃

xM , ∀X ∈ TxM. Desta forma, o Teorema 5',

em [7], implica que f̃ = H ◦ h, em que H : Em+1 → E2m−1 é a inclusão canônica. Como,

localmente, toda imersão isométrica é um mergulho. De�na Ψ := (H ◦ h)−1|M̄ : M̄ →M

uma isometria, em que M̄ := H(Em+1) ∩ i(Q2m−3(ε)× R). Agora, f ◦Ψ = i−1|M̄

3.5 Demonstração do Teorema 3.5

Demonstração do Teorema 3.5: Inicialmente vamos determinar os possíveis valores

de c para que a subvariedade de rotação f : Mm
c → Qn(ε)×R possua curvatura seccional

constante c. Seja T o campo de�nido em (1.1.1). Para cada x ∈M , seja {ξ1, · · · , ξn−m+1}

uma base ortonormal de N f
xM . Temos, pelo Teorema 1.7, que

AfξrT = λrT e AfξrX = µrX, ∀X ∈ {T}⊥, (3.5.1)

em que, 1 ≤ r ≤ n − m + 1. Agora a Equação de Gauss (1.1.4), para X, Y,W ∈ {T}⊥

ortonormais, com Y = W, implica em:

c− ε =
n−m+1∑
r=1

µ2
r (3.5.2)

e, para X = T e Y = W ∈ {T}⊥, nos dá que:

c− ε =
n−m+1∑
r=1

λrµr + |T |2 (3.5.3)

Conclui-se de (3.5.2) e de (3.5.3) que c ≥ ε e, se c = ε, T é um campo de vetores nulo.

Portanto, se c = ε, então f(Mm
ε ) está contido em uma fatia Qn(ε)× {t} de Qn(ε)× R. É

facil ver que as fatias Qn(ε)×{t} de Qn(ε)×R, são parametrizadas como na seção 1.1.2,

com a ultima coordenada constante.

A�rmamos que f̃ := i ◦ f , em que i : Qn(ε) × R → En+2 é a inclusão canônica,

pode ser vista como um tubo parcial sobre uma imersão isométrica g : Mm−1 → Qn(ε)

umbílica e com �bra γ : I → Qn−m+1(ε) × R ⊂ En−m+3, γ = (γ0, · · · , γn−m+1, γn−m+2).

Além disso, o operador forma Ag̃ de g̃ := j ◦ g, em que j : Qn(ε) → En+1 é a inclusão



Imersões isométricas de formas espaciais em Qn(ε)× R. 69

canônica, é tal que

Ag̃φx(γ̄) = −βI, Ag̃φx(γ′) = −β′I e Ag̃φx(γ′′) = −β′′I, (3.5.4)

em que, β(s) = γ1(s), quando ε = −1 e a subvariedade de rotação é do tipo

esférico, e β(s) = γ0(s) nos demais casos, φ é a isometria que de�ne o tubo e

γ̄(s) = (γ0, · · · , γn−m+1, 0).

De fato, para ε = 1 ou ε = −1 e f do tipo hiperbólico, temos que a subvariedade

de rotação é parametrizada por (1.1.30), que pode ser escrita como

f̃(s, t) = γ0(s)ĝ(t) +
n∑

i=m

γi−m+1(s)ei + h(s)en+1, (3.5.5)

em que ĝ(t) =
∑m

i=1 ϕi(t)ei, para t = (t1, · · · , tm−1), é uma imersão isométrica de Qm−1(ε)

em Qn(ε) totalmente geodésica. Seja {ẽ0, ẽm, · · · , , ẽn, ẽn+1} uma base ortonormal de

Rn−m+3. Para cada t ∈ Qm−1
ε , de�na uma isometria φt : En−m+3 → En−m+3 por φt(ẽ0) =

ĝ(t), φt(ẽi) = ei, m ≤ i ≤ n + 1. De�na uma curva γ : I ⊂ R → En−m+3 por γ(s) =

γ0ẽ0 +
∑n

i=m γi−m+1ẽi + h(s)ẽn+1, com εγ0 +
∑n−m+1

i=1 γ2
i = ε. Agora, f̃(s, t) = φt(γ(s)).

Agora a segunda forma fundamental αg̃ da imersão isométrica g̃ := j ◦ ĝ, é dada por

αg̃ = −〈·, ·〉φt(ẽ0). (3.5.6)

Donde segue (3.5.4). Isto prova a a�rmação para ε = 1 e ε = −1 e f do tipo hiperbólico.

Suponha que ε = −1 e f é uma subvariedade de rotação do tipo parabólico,

parametrizada por (1.1.34). Tal parametrização pode ser escrita como:

f̃(s, t) = γ0ĝ(t) +
n∑

i=m

γiêi + h(s)ên+1

em que

ĝ(t) = ê0 +
m−1∑
i=1

tiêi −
1

2

(
m−1∑
i=1

t2i

)
ên.

Note que ĝ de�ne uma imersão isométrica de Rm−1 em Ln+2 (de fato, ĝ(Rm−1) ⊂ Vn+1 ⊂

Ln+2, em que Vn+1 é o cone de luz), e que ĝ, êm, · · · , ên, ên+1 é uma base pseudo-ortonormal

de N ĝRm−1, com 〈ĝ, ĝ〉 = 0 = 〈ên, ên〉, 〈ĝ, ên〉 = 1 e {êm, · · · , ên−1, ên+1} é uma base

ortonormal de span{ĝ, ên}⊥.
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Seja {e0, em, · · · , en, en+1} uma base pseudo ortonormal de Ln−m+3 com 〈e0, e0〉 =

0 = 〈en, en〉, 〈e0, en〉 = 1 e {em, · · · , en−1, en+1} é uma base ortonormal de span{e0, en}⊥.

Para cada t ∈ Rm−1 de�ne uma isometria φt : Ln−m+3 → N ĝRm−1 por φt(e0) = ĝ, φt(en) =

ên, φt(ei) = êi, m ≤ i ≤ n−1 e φt(en+1) = ên+1. De�na uma curva γ : I → Hn−m+1×R ⊂

Ln−m+3 por γ(s) = γ0e0 +
∑n

i=m γi−m+1ei + h(s)en+1, com 2γ0γn−m+1 +
∑n−m

i=1 γ2
i = −1.

Observe que f̃(s, t) = φt(γ(s)). Para qualquer s0 ∈ I �xo, seja g : Rm−1 → Hn dado por

g = ĝ− 1

2
ên. Então g (horosfera) de�ne uma imersão umbílica com mesmo espaço normal,

em Ln+2, que ĝ, em qualquer ponto t ∈ Rm−1. Note que

f̃(s, t) = φt(γ(s)) = γ0ĝ −
γ0

2
ên +

γ0

2
ên +

n∑
i=m

γi−m+1êi + h(s)ên+1

= γ0g +
n−1∑
i=m

γi−m+1êi +
(
γn−m+1 +

γ0

2

)
ên + h(s)ên+1

Agora, observe que o espaço normal a g̃ := j ◦ g, em t ∈ Rm−1, é gerado por

N g̃
t Rm−1 = span {ĝ, êm, · · · , ên} .

Daí, temos que,

αg̃(·, ·) = 〈αg̃(·, ·), ĝ〉ên + 〈αg̃(·, ·), ên〉ĝ +
n−1∑
i=m

〈αg̃(·, ·), ei〉ei. (3.5.7)

Mas, para quaisquer X, Y ∈ TtRm−1, temos

〈αg̃(X, Y ), ên〉 = X〈∇̃X g̃∗Y, ên〉 = X〈g̃∗Y, ên〉 = 0

〈αg̃(X, Y ), ĝ〉 = 〈∇̃X g̃Y, ĝ〉 = X〈g̃∗Y, ĝ〉 − 〈g̃Y, ĝ∗X〉 = −〈ĝY, ĝ∗X〉 = −〈X, Y 〉

e

〈αg̃(X, Y ), ei〉 = 〈∇̃X g̃∗Y, ei〉 = X〈g̃∗Y, ei〉 = 0, m ≤ i ≤ n− 1.

Logo,

αg̃(·, ·) = −〈·, ·〉ên.
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Donde segue (3.5.4).

Por sua vez, suponha que ε = −1 e f seja uma subvariedade de rotação do tipo

esférico parametrizada por (1.1.31). Observe que (1.1.31) pode ser escrita como:

f̃(t, s) = γ0e0 + γ1ĝ(t) +
n∑

i=m+1

γi−m+1ei + h(s)en+1,

em que

ĝ(t) =
m∑
i=1

ϕi(t)ei,

para t = (t1, · · · , tm−1), é um imersão isométrica de Rm−1 em Sn. Seja

{ẽ0, ẽm, · · · , , ẽn, ẽn+1} uma base ortonormal de Ln−m+3. Para cada t ∈ Rm−1,

de�na uma isometria φt : Ln−m+3 → Ln−m+3 por φt(ẽ0) = e0, φt(ẽ1) = ĝ(t) e

φt(ẽi) = ei, m + 1 ≤ i ≤ n + 1. De�na uma curva γ : I ⊂ R → Rn−m+3

por γ(s) = γ0ẽ0 +
∑n

i=m γi−m+1ẽi + h(s)ẽn+1, com −γ2
0 +

∑n−m+1
i=1 γ2

i = −1. Agora,

f̃(s, t) = φt(γ(s)). Para qualquer s0 ∈ I �xo, seja g : Rm−1 → Hn dado por

g(t) = 2e0 + ĝ(s). Então g de�ne uma imersão isométrica umbílica com mesmo espaço

normal, em Ln+2, que ĝ, em qualquer ponto t ∈ Rm−1. Note que

f̃(t, s) = φt(γ(s)) = γ0e0 + 2γ1e0 − 2γ1e0 + γ1ĝ +
n∑

i=m+1

γi−m+1ei + h(s)en+1

= (γ0 − 2γ1)e0 + γ1g(t) +
n∑

i=m+1

γi−m+1ei + h(s)en+1

Agora, observe que o espaço normal a g̃ := j ◦ g, em t ∈ Rm−1, é gerado por

N g̃
t Rm−1 = span {e0, ĝ, em+1, · · · , en} .

Daí, temos que

αg̃(·, ·) = −〈αg̃(·, ·), e0〉e0 + 〈αg̃(·, ·), ĝ〉ĝ +
n∑

i=m+1

〈αg̃(·, ·), ei〉ei.
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Mas, para quaisquer X, Y ∈ TtRm−1, temos

〈αg̃(X, Y ), e0〉 = 〈∇̃X g̃∗Y, e0〉 = X〈g̃∗Y, e0〉 = 0,

〈αg̃(X, Y ), ĝ〉 = 〈∇̃X g̃∗Y, ĝ〉 = X〈g̃∗Y, ĝ〉 − 〈g̃∗Y, ĝ∗X〉 = −〈g̃∗Y, g̃∗X〉 = −〈X, Y 〉

e

〈αg̃(X, Y ), ei〉 = 〈∇̃X g̃∗Y, ei〉 = X〈g̃∗Y, ei〉 = 0, m+ 1 ≤ i ≤ n.

Logo,

αg̃(·, ·) = −〈·, ·〉ĝ = −〈·, ·〉φt(ẽ1).

Contudo, a a�rmação �ca provada.

Agora, sejam {X1, ..., Xm−1} e
{

∂
∂s
,
XH1
‖XH1 ‖

, ...,
XHm−1

‖XHm−1‖

}
bases ortonormais de

TtSm−1 e T(s,t)M, respectivamente, em que XHi é o levantamento horizontal de Xi, para

todo 1 ≤ i ≤ m − 1. Supondo que a curva γ seja parametrizada pelo comprimento de

arco, segue de (1.1.19) e (1.1.21) que

αf̃ (
∂

∂s
,
∂

∂s
) = φx(γ

′′(s)),

αf̃ (XHi , X
H
j ) = −αg̃(Ag̃φx(γ̄(s))Xi, Xj)+ < αg̃(Ag̃φx(γ̄(s))Xi, Xj), φx(γ

′(s)) > φx(γ
′(s))

= β(s)[αg̃(Xi, Xj)− < αg̃(Xi, Xj), φx(γ
′(s)) > φx(γ

′(s))]

= β(s)〈Xi, Xj〉[αg̃(Xi, Xj) + β′(s)φx(γ
′(s))]

e

‖XHi ‖2 =< f̃∗X
H
i , f̃∗X

H
i >f̃=< Ag̃φx(γ̄(s))Xi, A

g̃
φx(γ̄(s))Xi >g̃= β2(s),

para todo 1 ≤ i ≤ m− 1 e s ∈ I.
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Contudo, segue da Equação de Gauss para a imersão isométrica f̃ que,

KM

(
XHi
‖XHi ‖

,
XHj
‖XHj ‖

)
=
< αf̃ (XHi , X

H
i ), αf̃ (XHj , X

H
j ) >

‖XHi ‖2‖XHj ‖2

=
〈αg̃(Xi, Xi) + β′(s)φx(γ

′(s)), αg̃(Xj, Xj) + β′(s)φx(γ
′(s))〉

β2(s)

=
a− β′2(s)

β2(s)

e

KM

(
XHi
‖XHi ‖

,
∂

∂s

)
=

< αf̃ (XHi , X
H
i ), αf̃ ( ∂

∂s
, ∂
∂s

) >

‖XHi ‖2

= −β
′′

β

para quaisquer 1 ≤ i 6= j ≤ m − 1, em que a = 1 quando ε = 1 ou ε = −1 e f é do tipo

esférico, a = 0 quando ε = −1 e f é do tipo parabólico e a = −1 quando ε = −1 e f é do

tipo hiperbólico. Logo, Mm tem curvatura seccional constante c se, e somente se,

β′(s)2 + cβ(s)2 = a. (3.5.8)

Note que −β
′′(s)

β(s)
= c, ou equivalentemente,

β′′(s) + cβ(s) = 0, (3.5.9)

segue derivando (3.5.8). Para �nalizar a prova, basta integrar as equações (3.5.9) e (3.5.8).

Para o caso ε = 1, temos que c ≥ 1. Daí, segue de (3.5.9) que

β(s) = γ0(s) = A cos(
√
cs) +B sen(

√
cs) (3.5.10)

com A,B ∈ R constantes. Substituindo (3.5.10) em (3.5.8), obtemos que

A2 +B2 =
1

c
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. Desta forma podemos tomar A =
1√
c

sen θ0 e B =
1√
c

cos θ0. para algum θ0 ∈ R. Assim,

γ0(s) =
1√
c

sen θ0 cos(
√
cs) +

1√
c

cos θ0 sen(
√
cs) =

1√
c

sen(
√
cs+ θ0).

Substituindo s por s − θ0√
c
, podemos supor que θ0 = 0. Logo, γ0(s) =

1√
c

sen(
√
cs) e o

item (i) do teorema �ca provado. Os demais casos são análogos.

3.6 Exemplos.

Nesta seção construiremos exemplos explícitos de imersões isométricas f : Mm
c →

Q2m−3(ε)×R, com εc ∈ (0, 1). Para ε = 1, tais exemplos têm, em particular, a propriedade

de que as composições f̃ = i◦f : Mm
c → R2m−1 não possuem pontos fracamente umbílicos.

Seja U ⊂ Rm−1 um aberto simplesmente conexo com coordenadas (u1, · · · , um−1).

Considere uma solução (γ1, · · · , γm−1, β1, · · · , βm−2, ϕ) do sistema linear de EDP's



(i)
∂ϕ

∂ui
= δi(m−1)γm−1,

(ii)
∂γ1

∂u1

= (1− C + εCc)β1,

(iii)
∂γj
∂ui

= δij(1− C)βi, 2 ≤ i ≤ m− 2,

(iv)
∂γm−1

∂um−1

= −ε(1− C + εCc)ϕ,

(v)
∂βr
∂ui

= −δirγi,

(3.6.1)

com εc ∈ (0, 1), satisfazendo

m−1∑
i=1

γ2
i + (1− C + εCc)β2

1 + (1− C)
m−2∑
r=2

β2
r + ε(1− C + εCc)ϕ2 = 0. (3.6.2)

Temos que g : U → Q2m−3(ε), de�nida por (2.4.4), em termos da solução do

sistema (3.6.1), satisfazendo (3.6.2), pertence a classe B em relação a ζ̃ := P̂(ξ1), dado

por (2.4.5), e c.

De�na agora f̃ : Mm := U ×R→ Q2m−3(ε)×R ⊂ E2m−1, por (3.0.2), em termos
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de g. As funções coordenadas de f̃ são, portanto:

f̃1 = −εCε(s)Cε(um−1) + ψ̃(γm−1Sε(um−1)− ϕCε(um−1))

f̃2 = Cε(s)Sε(um−1) + ψ̃(γm−1Cε(um−1) + εϕSε(um−1))

f̃3 = −Sε(s) sen u1 + ψ̃(γ1 cos u1 − β1 sen u1)

f̃4 = Sε(s) cos u1 + ψ̃(γ1 sen u1 + β1 cos u1)
...

f̃2m−3 = ψ̃(γm−2 cos um−2 − βm−2 sen um−2)

f̃2m−2 = ψ̃(γm−2 sen um−2 + βm−2 cos um−2)

f̃2m−1 = Bs,

(3.6.3)

em que B =

√
1− εc√
εc

, ψ̃ = −2(ϕ+ β1)
(∑m−1

i=1 γi
2 +

∑m−2
r=1 βr

2 + εϕ2
)−1

.

A Proposição 3.1 implica que a métrica induzida por f̃ possui curvatura seccional

constante c. Para ε = 1, segue do Lema 3.13 que f̃ não possui pontos fracamente umbílicos.

Soluções do sistema 3.6.1, satisfazendo 3.6.2, são obtidas, explicitamente, na

Seção 2.4. A seguir exibiremos dois exemplos explicitos.

Exemplo 3.15. No Exemplos 2.12 obtemos uma classe de soluções para o sistema (3.6.1),

satisfazendo (3.6.2), a saber,

ϕ(u1, · · · , um−1) = senh aum−1,

γ1(u1, · · · , um−1) = λ1a senh au1,

γi(u1, · · · , um−1) = λia senh bui, 2 ≤ i ≤ m− 2,

γm−1(u1, · · · , um−1) = a cosh aum−1,

β1(u1, · · · , um−1) = −λ1 cosh au1,

βi(u1, · · · , um−1) = −λiab−1 cosh bui 2 ≤ i ≤ m− 2,

em que, −a2 := 1− C/2, −b2 := 1− C e
m−2∑
i=1

λ2
i = 1. Substituindo as equações acima em

(3.6.3), segue que as funções coordenadas da imersão isométrica f̃ : Mm
c → S2m−3 × R ⊂
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R2m−1 são dadas por

f̃1 = − cos s cosum−1 + ψ̃(a cosh aum−1 sen um−1 − senh aum−1 cosum−1)

f̃2 = cos s senum−1 + ψ̃(a cosh aum−1 cosum−1 + senh aum−1 sen um−1)

f̃3 = − sen s senu1 + ψ̃λ1(a senh au1 cos u1 + cosh au1 sen u1)

f̃4 = sen s cosu1 + ψ̃λ1(a senh au1 sen u1 − cosh au1 cos u1)
...

f̃2m−3 = ψ̃λm−2(a senh bum−2 cos um−2 + ab−1 cosh bum−2 sen um−2)

f̃2m−2 = ψ̃λm−2(a senh bum−2 sen um−2 − ab−1 cosh bum−2 cos um−2)

f̃2m−1 = s,

em que

ψ̃ = −2(senh aum−1 − λ1 cosh au1)

(
λ2

1a
2 senh2 au1 +

m−2∑
i=2

λ2
i a

2 senh2 bui + a2 cosh2 aum−1

+λ2
1 cosh2 au1 + a2b−2

m−2∑
r=2

λ2
i cosh2 bui + senh2 aum−1

)−1

.

Exemplo 3.16. No Exemplos 2.13 obtemos uma classe de soluções para o sistema (3.6.1),

satisfazendo (3.6.2), a saber,

ϕ(u1, · · · , um−1) = sen aum−1,

γ1(u1, · · · , um−1) = λ1a senh au1,

γi(u1, · · · , um−1) = λia senh bui, 2 ≤ i ≤ m− 2,

γm−1(u1, · · · , um−1) = a cos aum−1,

β1(u1, · · · , um−1) = −λ1 cosh au1,

βi(u1, · · · , um−1) = −λiab−1 cosh bui 2 ≤ i ≤ m− 2,

em que, −a2 := 1− C/2, −b2 := 1− C e
m−2∑
i=1

λ2
i = 1. Substituindo as equações acima em

(3.6.3), segue que as funções coordenadas da imersão isométrica f̃ : Mm
c → H2m−3 ×R ⊂
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R2m−1 são dadas por

f̃1 = − cosh s coshum−1 + ψ̃(a cos aum−1 senh um−1 − sen aum−1 coshum−1)

f̃2 = cosh s senhum−1 + ψ̃(a cos aum−1 coshum−1 − sen aum−1 senhum−1)

f̃3 = − senh s senu1 + ψ̃λ1(a senh au1 cos u1 + cosh au1 sen u1)

f̃4 = senh s cosu1 + ψ̃λ1(a senh au1 sen u1 − cosh au1 cos u1)
...

f̃2m−3 = ψ̃λm−2(a senh bum−2 cos um−2 + ab−1 cosh bum−2 sen um−2)

f̃2m−2 = ψ̃λm−2(a senh bum−2 sen um−2 − ab−1 cosh bum−2 cos um−2)

f̃2m−1 = s,

em que

ψ̃ = −2(sen aum−1 − λ1 cosh au1)

(
λ2

1a
2 senh2 au1 +

m−2∑
i=2

λ2
i a

2 senh2 bui + a2 cos2 aum−1

+λ2
1 cosh2 au1 + a2b−2

m−2∑
r=2

λ2
i cosh2 bui − sen2 aum−1

)−1

.



Capítulo 4

Hipersuperfícies de Q4(c) e L4

Neste capítulo abordamos o seguinte

Problema *: Para quais hipersuperfícies f : M3 → Q4(c), c 6= 0, existe uma imersão

isométrica f̃ : M3 → L4?

Para c = 0, o Problema * foi estudado por M. Dajczer e L. A. Florit em [6], onde

os autores exibem uma parametrização de Gauss para f .

Antes de enunciar os principais resultados deste capítulo, precisamos introduzir

algumas de�nições. Dada uma superfície g : M2 → Q3(c̄) em uma hipersuperfície umbílica

Q3(c̄) de Q4(c), c̄ ≥ c, a hipersuperfície parametrizada pela aplicação G : M2×R→ Q4(c)

dada por

G(x, t) = expg(x)(tξ(g(x))),

em que ξ é um campo de vetores normal unitário a inclusão i : Q3(c̄) → Q4(c) e exp é a

aplicação exponencial de Q4(c), é chamada de cone generalizado sobre g.

Um hélice em Sn(c) ⊂ Rn+1 (respectivamente, Hn(c) ⊂ Ln+1) é uma curva suave

γ : I ⊂ R → Sn(c) ⊂ Rn+1 (respectivamente, γ : I ⊂ R → Hn(c) ⊂ Ln+1) parametrizada

pelo comprimento de arco tal que

〈γ′′(t), v〉 = 0 (4.0.1)

para algum v ∈ En+1.

Uma hélice γ : I → S2(c) ⊂ R3 pode ser parametrizada por

γ(t) = (At+B,
√

1/c− (At+B)2 senφ,
√

1/c− (At+B)2 cosφ),

78
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em que A,B são constantes e φ(t) =

∫ t

0

√
1/c(1− A2)− (As+B)2

1/c− (As+B)2
ds.

Hélices γ : I → H2(c) ⊂ L3 são de três tipos distintos, conforme o vetor v em

(4.0.1) seja do tipo-espaço, tipo-tempo ou tipo-luz. Seja {e1, e2, e3} uma base de L3, a

qual é ortonormal com assinaturas (1,−1, 1) e (−1, 1, 1) no primeiro e segundo casos,

respectivamente, e pseudo-ortonormal no último, com 〈e2, e2〉 = 0 = 〈e1, e1〉, 〈e1, e2〉 = 1

e 〈e3, e3〉 = 1. Então uma parametrização de γ é, respectivamente,

γ1(t) = (At+B,
√

(At+B)2 − 1/c coshφ(t),
√

(At+B)2 − 1/c senhφ(t)),

em que φ(t) =

∫ t

0

√
(As+B)2 + 1/c(A2 − 1)

(As+B)2 − 1/c
ds,

γ2(t) = (At+B,
√

(At+B)2 + 1/c cosφ(t),
√

(At+B)2 + 1/c senφ(t)),

em que φ(t) =

∫ t

0

√
(As+B)2 + 1/c(A2 + 1)

(As+B)2 + 1/c
ds, e

γ3(t) = (At+B,
1

2

(
1

c
− γ2

2

)
γ−1

3 ,
∫ t

0

√
γ2

3 − A2/c

γ2
3

ds),

em que A,B são constantes.

O próximo teorema nos dá a solução para o Problema * em dois casos especiais.

Teorema 4.1. Seja f : M3 → Q4(c) uma hipersuperfície para a qual existe uma imersão

isométrica f̃ : M3 → L4.

(a) Suponha que f possua uma curvatura principal com multiplicidade dois. Se c > 0,

então f é uma hipersuperfície de rotação, parametrizada como na Seção 1.2, cuja curva

per�l é uma hélice em Q2(c) ⊂ E3 e f̃ é um cone generalizado sobre uma superfície com

curvatura constante de uma hipersuperfície umbílica de L4. Se c < 0, então ou vale a

mesma conclusão do caso anterior ou existem um mergulho isométrico H : L4 → L5, uma

inclusão umbílica i : H4(c)→ L5 e uma isometria Ψ : M̄3 := H(L4)∩ i(H4(c))→M3 tais

que f ◦Ψ = i−1|M̄3 e f̃ ◦Ψ = H−1|M̄3.

(b) Se uma das curvaturas principais de f é zero, então f é um cone generalizado sobre

uma superfície com curvatura constante de uma hipersuperfície umbílica Q3(c̄) de Q4(c),
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c̄ > c, e f̃ é uma hipesuperfície de rotação parametrizada como na Seção 1.2, com

γ1 =

 a cos
√
ct, c > 0,

a cosh
√
−ct, c < 0.

Lembremos que uma hipersuperfície f : Mn → Qn+1
s (c) é holonômica se Mn

admite um sistema global de coordenadas ortogonais (u1, ..., un) tal que os campos de

vetores coordenados
∂

∂uj
são autovetores do operador de Weingarten A de f . De�na

vj = ‖∂/∂uj‖, ej = v−1
j ∂/∂uj e Vj ∈ C∞(M), 1 ≤ j ≤ n, por

Aej = v−1
j Vjej. (4.0.2)

Assim, a primeira e a segunda formas fundamentais de f são

I =
n∑
i=1

v2
i du

2
i e II =

n∑
i=1

Vividu
2
i . (4.0.3)

Sejam v = (v1, ..., vn) e V = (V1, ..., Vn). Denominamos (v, V ) o par associado a f .

O seguinte teorema é o principal resultado deste capítulo e nos dá uma

caracterização das hipersuperfícies com três curvaturas principais distintas que são

soluções do Problema *.

Teorema 4.2. Seja f : M3 → Q4(c) uma hipersuperfície holonômica simplesmente conexa

cujo par associado (v, V ) satisfaz

3∑
i=1

δiv
2
i = 1,

3∑
i=1

δiviVi = 0 e
3∑
i=1

δiV
2
i = c, (4.0.4)

em que (δ1, δ2, δ3) = (1, 1, 1) ou (−1, 1,−1), conforme seja c > 0 ou c < 0,

respectivamente. Então M3 admite uma imersão isométrica em L4. Reciprocamente, se

f : M3 → Q4(c) é uma hipersuperfície com três curvaturas principais distintas para a qual

existe uma imersão isométrica f̃ : M3 → L4, então f é, localmente, uma hipersuperfície

holonômica cujo par associado (v, V ) satisfaz (4.0.4).

Uma característica das hipersuperfícies f : M3 → Q4(c) que podem ser imersas

isometricamente em L4 é que a família de hipersuperfícies paralelas a f também possui a

mesma propriedade. Este é o conteúdo do seguinte:
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Teorema 4.3. Seja f : M3 → Q4(c) uma hipersuperfície holonômica cujo par associado

(v, V ) satisfaz (4.0.4). Então qualquer hipersuperfície paralela ft : M3 → Q4(c) de f

também satisfaz (4.0.4).

4.1 Demonstração do Teorema 4.1

Sejam f : M3 → Q4(c) e f̃ : M3 → L4 hipersuperfícies com c 6= 0. Segue do Lema 2.2 que,

em cada ponto x ∈M3, existe uma base ortonormal {e1, e2, e3} de TxM que diagonaliza,

simultaneamente, as segundas formas fundamentais de f e f̃ . Sejam λ1, λ2, λ3 e µ1, µ2, µ3

as curvaturas principais de f e f̃ , correspondentes às direções e1, e2, e3, respectivamente.

Lema 4.4. (a) Suponha que f possua uma curvatura principal de multiplicidade 2,

digamos, λ1 = λ2 := λ. Se c > 0, então

c+ λλ3 = 0, µ3 = 0 e c+ λ2 = −µ1µ2. (4.1.1)

Se c < 0, então vale o mesmo que no caso anterior ou

µ1 = µ2 := µ, c+ λ2 = −µ2, e c+ λλ3 = −µµ3. (4.1.2)

(b) Suponha que λ3 = 0. Então µ1 = µ2 := µ,

c+ λ1λ2 = −µ2 (4.1.3)

e

c = −µµ3. (4.1.4)

Demonstração: Pelas equações de Gauss para f e f̃ , temos

c+ λiλj = −µiµj, 1 ≤ i 6= j ≤ 3. (4.1.5)

(a) Se λ1 = λ2 := λ, então as equações precedentes são

c+ λ2 = −µ1µ2, (4.1.6)

c+ λλ3 = −µ1µ3 (4.1.7)
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e

c+ λλ3 = −µ2µ3. (4.1.8)

Das duas últimas equações, resulta

µ3(µ1 − µ2) = 0, (4.1.9)

portanto, µ3 = 0 ou µ1 = µ2. Segue de (4.1.6) que a segunda possibilidade não pode

ocorrer se c > 0. Assim, quando c > 0, obtemos que µ3 = 0 e, então, c + λ2 = −µ1µ2 e

c+ λλ3 = 0 por (4.1.6) e (4.1.8), respectivamente.

Quando c < 0, ou vale a mesma conclusão acima ou µ1 = µ2 := µ e, então,

c+ λ2 = −µ2 e c+ λλ3 = −µµ3 por (4.1.6) e (4.1.8), respectivamente.

(b) Se λ3 = 0, segue de (4.1.5) que

c+ λ1λ2 = −µ1µ2, (4.1.10)

c = −µ1µ3 (4.1.11)

e

c = −µ2µ3 (4.1.12)

Segue que µ3 6= 0 por (4.1.11) ou (4.1.12), estas equações, também, implicam que µ1 =

µ2 := µ, e obtemos (4.1.4). A equação (4.1.3) segue, agora, de (4.1.10).

Demonstração do Teorema 4.1: (a): Suponha que f possua uma curvatura principal

de multiplicidade 2, digamos, λ1 = λ2 := λ. Suponha, de acordo com o Lema 4.4,

primeiramente, que c > 0 ou que c < 0 e vale (4.1.1). Logo, λ 6= 0 e µ1µ2 6= 0. A

componente da equação de Codazzi para (Af , e1, e3) na direção de e2 nos dá que

(λ2 − λ3)〈∇e1e2, e3〉 = (λ1 − λ2)〈∇e3e1, e2〉 (4.1.13)

Como λ1 = λ2, segue da equação precedente que 〈∇e1e2, e3〉 = 0. Logo, Eλ é uma

distribuição umbílica com vetor curvatura média η = νe3. Além disso, usando que
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λ1 = λ2, segue da componente da equação de Codazzi para (Af , e1, e2) na direção de

e2, que e1(λ) = e1(λ2) = 0. A mesma equação de Codazzi, na direção de e1, nos

traz que e2(λ) = e2(λ1) = 0. Como λ3 = −c/λ, segue que e1(λ3) = 0 = e2(λ3),

donde Eλ é uma distribuição esférica em M , isto é, é uma distribuição umbílica com

vetor curvatura média paralelo. Portanto, as folhas σ de Eλ possuem curvatura seccional

constante ν2 + λ2 + c = ν2 − µ1µ2. Denotando por ∇ e ∇̃ as conexões de M3 e f̃ ∗TL4,

respectivamente, temos

∇̃eif∗e3 = f∗∇eie3 = −νf∗ei, 1 ≤ i ≤ 3. (4.1.14)

Logo, f̃(σ) esta contido em uma hipersuperfície umbílica Q3(c̄) de L4 com curvatura

seccional constante c̄ = ν2 e f̃∗e3 é o campo de vetores normal unitário ao longo de f̃(σ).

Além disso, uma vez que E⊥λ = Eµ3 = {e3} é a distribuição de nulidade relativa de f̃ , as

curvas integrais de e3 são geodésicas e suas imagens por f̃ são geodésicas de L4. Segue

que f̃(M3) está contida em um cone generalizado sobre f̃(σ).

Por outro lado, o Teorema 1.12 implica que f é uma hipersuperfície de rotação

em Q4(c), com curva geratriz γ : I → Q2(c) ⊂ E3. Além disso, segue da Proposição 1.9 e

de λλ3 = −c que γ′′1 = 0, isto é, γ é uma hélice.

Por sua vez, suponha que c < 0 e que valha (4.1.2). Isto é, {e1, e2} ⊂ TxM é um

subespaço umbílico comum às imersões isométricas f e f̃ . De acordo com a demostração

do Lema 2.2, este é o caso em que S(β) é degenerado. Nas notações da demonstração do

Lema 2.2, temos que

α̂(·, ·) = 〈α̂(·, ·), ζ〉ζ + γ(·, ·) = 〈α̃(·, ·), Ñ〉ζ + γ(·, ·), (4.1.15)

em que, γ(·, ·) := 〈Af̂
ζ⊥
·, ·〉ζ⊥ é uma forma bilinear plana. Temos que dimN (α̂) = 0 e

dimN (γ) ≥ 2. Além disso, segue de (2.1.2) que f̂ não é regrada, isto é, não pode ser

folheada por superfícies totalmente geodésicas de L5. Desta forma, argumentando como

na demostração do Teorema 8, em [7], segue que f̂ = i ◦ f = H ◦ f̃ , em que i : H4 → L5

é a inclusão umbílica e H : L4 → L5 é um mergulho isométrico.

(b): Prova-se de forma análoga à primeira parte da demostração do item (a), com os

papéis de f e f̃ trocados.
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4.2 Demostração do Teorema 4.2

Considere, primeiramente, uma hipersuperfície holonômica arbitrária f : Mm → Qm+1
s (c).

Com as notações da introdução deste capítulo, de�na

hij = v−1
i

∂vj
∂ui

(4.2.1)

Note que

0 =

[
∂

∂ui
,
∂

∂uj

]
= [viei, vjej] =

∂vj
∂ui

ej + vj∇∂/∂uiej −
∂vi
∂uj

ei − vi∇∂/∂ujei,

donde 〈∇∂/∂uiej, ei〉 = hji e, portanto,

∇∂/∂uiej = hjiei. (4.2.2)

Usando (4.2.2), o próximo resultado segue das equações de Gauss e de Codazzi

de f (ver Proposição 2 em [9]).

Proposição 4.5. A tripla (v, h, V ), com hij =
1

vi

∂vj
∂ui

, satisfaz o seguinte sistema de

equações diferenciais parciais completamente integravel

(i)
∂vi
∂uj

= hjivj,

(ii)
∂hij
∂ui

+
∂hji
∂uj

+ hkihkj + κViVj + cvivj = 0, κ := −2s+ 1

(iii)
∂hik
∂uj

= hijhjk,

(iv)
∂Vi
∂uj

= hjiVj, 1 ≤ i 6= j 6= k 6= i ≤ n.

(4.2.3)

Reciprocamente, se (v, h, V ) é uma solução de (4.2.3) em um subconjunto aberto

simplesmente conexo U ⊂ Rn, com vi 6= 0 para todo 1 ≤ i ≤ n, então existe

uma hipersuperfície holonômica f : U → Qn+1
s (c) cujas primeira e segunda formas

fundamentais são dadas por (4.0.3).

Demonstração do Teorema 4.2: Seja (v, V ) o par associado a f . De�na

Ṽj = (−1)j+1δj(viVk − vkVi), 1 ≤ i 6= j 6= k ≤ 3, i < k. (4.2.4)
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Então Ṽ = (Ṽ1, Ṽ2, Ṽ3) ∈ R3 é o único vetor em R3, a menos de sinal, tal que

(v, |c|−1/2V, |c|−1/2Ṽ ) é uma base ortonormal de R3 com respeito ao produto interno

〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉 =
3∑
i=1

δixiyi. (4.2.5)

Portanto, a matriz D = (v, |c|−1/2V, |c|−1/2Ṽ ) satisfaz DδDt = δ, em que δ =

diag(−1,−c/|c|,−c/|c|). Segue, daí, que

vivj + c/|c|2ViVj + c/|c|2ṼiṼj = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ 3. (4.2.6)

Multiplicando (4.2.6) por c, obtemos

cvivj + ViVj = −ṼiṼj. (4.2.7)

Substituindo (4.2.7) em (v) obtemos

∂hij
∂ui

+
∂hji
∂uj

+ hkihkj − ṼiṼj = 0.

Por outro lado, derivando (4.2.4) e usando as equações (i)�(iv), tem-se

∂Ṽj
∂ui

= hijṼi, 1 ≤ i 6= j ≤ 3.

Segue da Proposição 4.5 que existe uma hipersuperfície f̃ : M3 → L4 cuja primeira

e segunda formas fundamentais são

I =
3∑
i=1

v2
i du

2
i and II =

3∑
i=1

Ṽividu
2
i ,

assim M3 admite uma imersão isométrica em L4.

Reciprocamente, suponha que f : M3 → Q4(c) seja uma hipersuperfície para a

qual existe uma imersão isométrica f̃ : M3 → L4. Pelo Lema 2.2, existe um referencial

ortonormal {e1, e2, e3} em M3 de direções principais comum a f e f̃ . Sejam λ1, λ2, λ3 e

µ1, µ2, µ3 as curvaturas principais de f e f̃ , correspondentes a e1, e2 e e3, respectivamente.

Suponha que λ1 < λ2 < λ3, e escolha o campo normal unitário a f de tal modo que
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λ1 < 0. Segue da equação de Gauss para f e f̃ que

c+ λiλj = −µiµj, 1 ≤ i 6= j ≤ 3. (4.2.8)

Obtemos que

µ2
j = −(c+ λjλi)(c+ λjλk)

c+ λiλk
, 1 ≤ j 6= i 6= k 6= j ≤ 3. (4.2.9)

As equações de Codazzi para f e f̃ são, respectivamente,

ei(λj) = (λi − λj)〈∇ejei, ej〉, i 6= j, (4.2.10)

(λj − λk)〈∇eiej, ek〉 = (λi − λk)〈∇ejei, ek〉, i 6= j 6= k. (4.2.11)

e

ei(µj) = (µi − µj)〈∇ejei, ej〉, i 6= j, (4.2.12)

(µj − µk)〈∇eiej, ek〉 = (µi − µk)〈∇ejei, ek〉, i 6= j 6= k. (4.2.13)

Multiplicando (4.2.13) por µj e usando (4.2.9) e (4.2.11), obtemos

c
(λj − λi)(λj − λk)

c+ λiλk
〈∇eiej, ek〉 = 0, i 6= j 6= k.

Como as curvaturas principais λ1, λ2 e λ3 são distintas, segue que

〈∇eiej, ek〉 = 0, 1 ≤ i 6= j 6= k 6= i ≤ 3. (4.2.14)

Calculando 2µjei(µj), primeiramente derivando (4.2.9) e, depois, multiplicando

(4.2.12) por 2µj e usando (4.2.10), (4.2.8) e (4.2.9), obtemos

(c+ λjλk)(λk − λj)ei(λi) + (c+ λiλk)(λk − λi)ei(λj)

+(c+ λiλj)(λi − λj)ei(λk) = 0.
(4.2.15)

Agora, seja {ω1, ω2, ω3} o referencial dual de {e1, e2, e3}, e de�na as 1-formas γj,
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1 ≤ j ≤ 3, por

γj =

√
δj

(λj − λi)(λj − λk)
c+ λiλk

ωj, 1 ≤ j 6= i 6= k 6= j ≤ 3, (4.2.16)

em que δj = yj/|yj| para yj =
(λj − λi)(λj − λk)

c+ λiλk
.

Por (4.2.9), ou todos os três números c+ λjλi, c+ λjλk e c+ λiλk são negativos

(o que ocorre somente quando c < 0) ou dois deles são positivos e o outro negativo. Note

que c+ λ1λ2 > c+ λ1λ3. Assim, os três números são negativos ou c+ λ1λ2 > 0. Logo as

possibilidades são

(I) c+ λiλj < 0, 1 ≤ i 6= j ≤ 3.

(II) c+ λ1λ2 > 0, c+ λ1λ3 > 0 e c+ λ2λ3 < 0.

(III) c+ λ1λ2 > 0, c+ λ1λ3 < 0 e c+ λ2λ3 > 0.

Note que (δ1, δ2, δ3) é igual a (−1, 1,−1) no caso I, (−1,−1, 1) no caso II e

(1, 1, 1) no caso III. Portanto, (δ1, δ2, δ3) = (−1, 1,−1) se c < 0 e, para c > 0, podemos

supor que (δ1, δ2, δ3) = (1, 1, 1) depois de uma reordenação das coordenadas.

A�rmamos que (4.2.15) são, precisamente, as condições para que as 1-formas

γj, 1 ≤ j ≤ 3, sejam fechadas. Para provar isto, seja xj =
√
δjyj, 1 ≤ j ≤ 3, assim,

γj = xjωj.

Segue de (4.2.14) que

dγj(ei, ek) = eiγj(ek)− ekγj(ei)− γj([ei, ek]) = 0.

Por outro lado, usando (4.2.10) obtemos

dγj(ei, ej) = eiγj(ej)− ejγj(ei)− γj([ei, ej])

= ei(xj) + xj〈∇ejei, ej〉

= ei(xj) + xj
ei(λj)

λi − λj
.

Logo, γj é fechada se, e somente se,

ei(xj) =
xj

λj − λi
ei(λj), 1 ≤ i 6= j ≤ 3. (4.2.17)
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Temos que

ei(xj) = ei((δjyj)
1/2) =

1

2
(δjyj)

−1/2δjei(yj) =
δj

2xj
ei(yj),

daí (4.2.17) é equivalente a
2x2

j

λj − λi
ei(λj) = δjei(yj),

ou ainda, a

2(λj − λk)ei(λj) = ei(yj)(c+ λiλk).

A equação precedente é equivalente a

2(λj − λk)(c+ λiλk)ei(λj) = (ei(λj)− ei(λi)(λj − λk)(c+ λiλk)

+(λj − λi)(ei(λj)− ei(λk))(c+ λiλk)

−(λj − λi)(λj − λk)(ei(λi)λk + λiei(λk)),

que é o mesmo que (4.2.15).

Portanto, todo ponto x ∈M3 possui uma vizinhança aberta V no qual podemos

encontrar funções uj ∈ C∞(V ), 1 ≤ j ≤ 3, tais que duj = γj. Podemos escolher V tão

pequeno que Φ = (u1, u2, u3) seja um difeomor�smo de V sobre um subconjunto aberto

U ⊂ R3, isto é, (u1, u2, u3) são coordenadas locais em V . Segue de δij = duj(∂/∂ui) =

xjωj(∂/∂ui) que ∂/∂ui = viei, com vi = x−1
i .

Agora note que

3∑
j=1

δjv
2
j =

3∑
i,k 6=j=1

c+ λiλk
(λj − λi)(λj − λk)

= 1,

3∑
j=1

δjvjVj =
3∑
j=1

δjλjv
2
j =

3∑
i,k 6=j=1

λj
c+ λiλk

(λj − λi)(λj − λk)
= 0

and
3∑
j=1

δjV
2
j =

3∑
j=1

δjλ
2
jv

2
j =

3∑
i,k 6=j=1

λ2
j

c+ λiλk
(λj − λi)(λj − λk)

= c.
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4.3 Demonstração do Teorema 4.3

Seja f : M3 → Q4(c) uma hipersuperfície. De�na ϕ e ψ por

(ϕ(t), ψ(t)) :=

 (cos
√
ct, sen

√
ct), se c > 0

(cosh
√
−ct, senh

√
−ct), se c < 0

Então a família de hipersuperfícies paralelas ft : M3 → Q4
c ⊂ E5 é dada por

i ◦ ft = ϕ(t)i ◦ f +
ψ(t)√
|c|
i∗N,

em que N é um campo de vetores unitário normal a f e i : Q4(c) → E5 é a inclusão

canônica. Denote por M3
t a variedade M3 munida com a métrica induzida por ft.

Lema 4.6. Seja f : M3 → Q4(c) uma hipersuperfície holonômica. Então qualquer

hipersuperfície paralela ft : M3
t → Q4

c é também holonômica e os pares (v, V ) e (vt, V t)

associados a f e ft, respectivamente, são relacionados por
vti = ϕ(t)vi −

ψ(t)√
|c|
Vi,

V t
i = sgn(c)

√
|c|ψ(t)vi + ϕ(t)Vi.

(4.3.1)

Demonstração: Temos

ft∗ = ϕ(t)f∗ +
ψ(t)√
|c|
N∗ = f∗

(
ϕ(t)I − ψ(t)√

|c|
Af

)
, (4.3.2)

assim um campo de vetores unitário normal a ft é

Nt = −sgn(c)
√
|c|ψ(t)f + ϕ(t)N.

Então

Nt∗ = f∗(−sgn(c)
√
|c|ψ(t)I − ϕ(t)Af )

= −ft∗

(
ϕ(t)I − ψ(t)√

|c|
Af

)−1

(sgn(c)
√
|c|ψ(t)I + ϕ(t)Af )
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o que implica

At =

(
ϕ(t)I − ψ(t)√

|c|
Af

)−1

(sgn(c)
√
|c|ψ(t)I + ϕ(t)Af ). (4.3.3)

Segue de (4.3.2) e (4.3.3) que ft é holonômica com par associado dado por (4.3.1).

Demostração do Teorema 4.3: Usando (4.0.4), segue do Lema 4.6 que:

3∑
i=1

δiv
t
i
2

=
3∑
i=1

δi

(
ϕ(t)vi −

ψ(t)√
|c|
Vi

)2

= ϕ(t)2

3∑
i=1

δiv
2
i − 2ϕ(t)

ψ(t)√
|c|

3∑
i=1

δiviVi +
ψ(t)2

|c|

3∑
i=1

δiV
2
i

= ϕ(t)2 + sgn(c)ψ(t)2 = 1,

3∑
i=1

δiv
t
iV

t
i =

3∑
i=1

δi

(
ϕ(t)vi −

ψ(t)√
|c|
Vi

)(
sgn(c)

√
|c|ψ(t)vi + ϕ(t)Vi

)
= sgn(c)

√
|c|ϕ(t)ψ(t)

3∑
i=1

δiv
2
i + (ϕ(t)2 − sgn(c)ψ(t)2)

3∑
i=1

δiviVi − ϕ(t)
ψ(t)√
|c|

3∑
i=1

δiV
2
i

= sgn(c)
√
|c|ϕ(t)ψ(t)− ϕ(t)

ψ(t)√
|c|
c = 0

e

3∑
i=1

δiV
t
i

2
=

3∑
i=1

δi

(
sgn(c)

√
|c|ψ(t)vi + ϕ(t)Vi

)2

= |c|ψ(t)2

3∑
i=1

δiv
2
i + 2sgn(c)

√
|c|ϕ(t)ψ(t)

3∑
i=1

δiviVi + ϕ(t)2

3∑
i=1

δiV
2
i

= |c|ψ(t)2 + cϕ(t)2 = c

4.4 Exemplos

Nesta seção exibiremos exemplos de hipersuperfícies com três curvaturas principais

distintas e não nulas que são soluções do Problema *. Tais exemplos são obtidos através

da transformação de Ribaucour. Para mais detalhes sobre como construí-los, ver [3].
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Exemplo 4.7. Seja f : U ⊂ R3 → S4 ⊂ R5, f = (f1, f2, f3, f4, f5), dada por

f1 = senu3 + g(cos θ coshu3 cosu3 + cos θ senhu3 senu3),

f2 = −g senh
√

2u2,

f3 = −g(sen θ coshu1 cosu1 + sen θ senhu1 senu1),

f4 = g(sen θ senhu1 cosu1 − sen θ coshu1 senu1),

f5 = cosu3 + g(cos θ senhu3 cosu3 − cos θ coshu3 senu3),

(4.4.1)

em que

g = −2 cos θ senhu3h,

e

h = (2 sen2 θ senh2 u1 + cosh2
√

2u2 + 2 cos2 θ senh2 u3)−1

para algum θ ∈ [0.2π]. A aplicação f parametriza uma hipersuperfície com três curvaturas

principais distintas que é uma solução do Problema * com c = 1. De fato, seja f̃ : U → L4,

f̃ = (f̃1, f̃2, f̃3, f̃4), dada por

f̃1 = −2g sen θ coshu1

f̃2 = g(
√

2 cosh
√

2u2 senhu2 − 2 senh
√

2u2 coshu2)

f̃3 = u3 + 2g cos θ coshu3

f̃4 = g(
√

2 cosh
√

2u2 coshu2 − 2 senh
√

2u2 senhu2).

(4.4.2)

Então veri�ca-se que a métrica induzida em U tanto por f como por f̃ é ds2 =
∑3

i=1 v
2
i du

2
i ,

em que

v1 = 4(sen θ cos θ senhu1 senhu3)h,

v2 = 2
√

2(cos θ senhu3 cosh
√

2u2)h,

v3 = (2 sen2 θ senh2 u1 + cosh2
√

2u2 − 2 cos2 senh2 u3)h.

Além disso, f e f̃ são holonômicas, com (u1, u2, u3) como coordenadas principais, e os
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pares associados a f e f̃ são, respectivamente, (v, V ) e (v, Ṽ ), com

V1 = (−2 sen2 senh2 u1 + cosh2
√

2u2 + 2 cos2 θ senh2 u3)h,

V2 = −2
√

2(sen θ senhu1 cosh
√

2u2)h,

V3 = 4(sen θ cos θ senhu1 senhu3)h.

e

Ṽ1 = −2
√

2(sen θ senhu1 cosh
√

2u2)h,

Ṽ2 = (2 sen2 θ senh2 u1 − cosh2
√

2u2 + 2 cos2 θ senh2 u3)h,

Ṽ3 = 2
√

2(cos θ senhu3 cosh
√

2u2)h.

Exemplo 4.8. Seja f : U ⊂ R3 → H4 ⊂ L5, f = (f1, f2, f3, f4, f5), dada por

f1 = coshu2 + g(sen θ senu2 coshu2 − sen θ cosu2 senhu2)

f2 = −g(cos θ coshu3 cosu3 + cos θ senhu3 senu3)

f3 = −g senh
√

2u1

f4 = g(cos θ senhu3 cosu3 − cos θ coshu3 senu3)

f5 = senhu2 + g(sen θ senhu2 senu2 − sen θ coshu2 cosu2)

(4.4.3)

em que

g = −2 sen θ senu2h,

e

h = (− cosh2
√

2u1 + 2 sen2 θ sen2 u2 − 2 cos2 θ senh2 u3)−1

para algum θ ∈ [0.2π]. A aplicação f parametriza uma hipersuperfície com três curvaturas

principais distintas, a qual é uma solução do Problema * com c = −1. De fato, seja
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f̃ : U → L4, f̃ = (f̃1, f̃2, f̃3, f̃4), dada por

f̃1 = g(
√

2 cosh
√

2u1 senhu1 − 2 senh
√

2u1 coshu1)

f̃2 = u2 − 2g sen θ cosu2

f̃3 = −2g cos θ coshu3

f̃4 = g(
√

2 cosh
√

2u1 coshu1 − 2 senh
√

2u1 senhu1).

(4.4.4)

Veri�ca-se que a métrica induzida em U tanto por f como por f̃ é ds2 =
∑3

i=1 v
2
i du

2
i , em

que

v1 = 2
√

2(sen θ senu2 cosh
√

2u1)h,

v2 = −(cosh2
√

2u1 + 2 sen2 θ sen2 u2 + 2 cos2 θ senh2 u3)h,

v3 = 4(sen θ cos θ senu2 senhu3)h.

Além disso, f e f̃ são holonômicas, com (u1, u2, u3) como coordenadas principais, e os

pares associados a f e f̃ são, respectivamente, (v, V ) e (v, Ṽ ), com

V1 = 2
√

2(cos θ senhu3 cosh
√

2u1)h,

V2 = −4(sen θ cos θ senu2 senhu3)h,

V3 = (− cosh2
√

2u1 + 2 sen2 θ sen2 u2 + 2 cos2 θ senh2 u3)h

e

Ṽ1 = (− cosh2
√

2u1 − 2 sen2 θ sen2 u2 + 2 cos2 θ senh2 u3)h,

Ṽ2 = 2(sen θ senu2 cosh
√

2u1)h,

Ṽ3 = −2
√

2(cos θ senhu3 cosh
√

2u1)h.



Apêndice A

Algumas de�nições e resultados

utilizados

Neste apêndice colocamos diversos resultados da teoria de Formas Bilineares Planas,

utilizados durante a tese mas que não são demonstrados no texto principal. Os resultados

deste apêndice não são demonstrados aqui, mas são dadas referências nas quais tais

resultados podem ser consultados.

Seja W p,q um espaço vetorial de dimensão p+ q munido com um produto interno

〈·, ·〉 de índice q (dimensão do maior subespaço V ⊂ W (p,q) cuja métrica 〈·, ·〉|V , restrita

a V , satisfaz 〈v, v〉 < 0, ∀v ∈ V ). Sejam V e U subespaços vetoriais de dimensão �nita.

Uma forma bilinear β : V × U → W p,q é dita ser plana se

〈β(X, Y ), β(Z, T )〉 − 〈β(X,T ), β(Z, Y )〉 = 0

para todo X,Z ∈ V e Y, T ∈ U . Denominamos ser nula se

〈β(X, Y ), β(Z, T )〉 = 0

para todo X,Z ∈ V e Y, T ∈ U . Assim, toda forma bilinear nula é, necessariamente,

plana.

Denotaremos por S(β) o subespaço de W gerado pela imagem de β, isto é,

S(β) = span{β(X, Y ) : X, Y ∈ V }
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e por N (β) o subespaço

N (β) = {X ∈ V : β(X, Y ) = 0, ∀Y ∈ V }.

O proximo resultado é um fato básico sobre formas bilinear planas (Ver Corolário

1 e 2 em [17]):

Teorema A.1. Seja β : V × V → W uma forma bilinear plana com respeito ao produto

interno 〈·, ·〉 em W. Suponha que 〈·, ·〉 seja positivo de�nido ou Lorentziano (índice 1)

e, no último caso, suponha que S(β) seja um subespaço não-degenerado de W , isto é,

S(β) ∩ S(β)⊥ = {0}. Então

dimN (β) ≥ dimV − dimW.

Outro fato que utilizamos com freqência nesta tese é a seguinte consequência do

Teorema 2 em [17].

Teorema A.2. Seja β : V × V → W uma forma bilinear plana com respeito ao produto

interno 〈·, ·〉 em W. Suponha que dimV = dimW , que N (β) = {0} e que 〈·, ·〉 seja positivo

de�nido ou Lorentziano. Além disso, no último caso, suponha que exista um vetor e ∈ W

tal que 〈β(·, ·), e〉 é positivo de�nido. Então existe uma base {e1, · · · , en} que diagonaliza

β, isto é, β(ei, ej) = 0 para 1 ≤ i 6= j ≤ n.
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