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À minha esposa Priscilla pelo apoio incondicional, pela paciência e por fazer com

que meus dias fossem mais alegres. Nada disso seria posśıvel sem seu amor.
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A todos que contribúıram direta ou indiretamente.





Se, depois de eu morrer, quiserem escrever a minha biografia,
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Resumo

Este trabalho tem por objetivo dar uma descrição, sob certas hipóteses, das álgebras

graduadas simples e demonstrar que elas são determinadas por suas identidades gradu-

adas. Para isso, estudamos os artigos [3] e [19]. Precisamente mostraremos o seguinte:

sejam G um grupo, F um corpo algebricamente fechado e R =
⊕

g∈GRg uma F -álgebra

G-graduada de dimensão finita, tal que a ordem de todo subgrupo finito de G é invert́ıvel

em F . Então R é uma álgebra G-graduada simples se, e somente se, R é isomorfa, como

álgebra graduada, ao produto tensorial C = Mn(F ) ⊗ F σ[H], onde H é subgrupo finito

de G, σ é um 2-cociclo em H, Mn(F ) tem uma graduação elementar, F σ[H] tem uma

graduação canônica e considera-se em C a G-graduação induzida pelo produto tensorial.

Partindo deste resultado, admitindo as mesmas hipóteses e adicionando que G seja um

grupo abeliano, provaremos que duas álgebras graduadas simples satisfazem as mesmas

identidades graduadas se, e somente se, são isomorfas como álgebras graduadas.

Palavras Chave: PI-Álgebras, G-graduações, Identidades Polinomiais, Identida-

des Graduadas, Álgebras Graduadas Simples.





Abstract

This work aims to give a description, under certain hypothesis, of the graded simple

algebras and prove that they are determined by their graded identities. For this, we study

the papers [3] and [19]. More precisely we will show the following: Let G be a group, F

an algebraically closed field, and R =
⊕

g∈GRg a finite dimensional G-graded F -algebra

such that the order of each finite subgroup of G is invertible in F . Then R is a G-graded

simple algebra if and only if R is isomorphic, as graded algebra, to the tensor product

C = Mn(F )⊗F σ[H], where H is a finite subgroup of G, σ is a 2-cocycle in H, Mn(F ) has

an elementary G-grading, F σ[H] has a canonical grading and C has an induced G-grading

by the tensor product. Based on this result, admitting the same assumptions and adding

that G is an abelian group, we prove that two graded simple algebras satisfy the same

graded identities if and only if they are isomorphic as graded algebras.

Keywords: PI-Algebras, G-gradings, Polynomial Identities, Graded Identities, Gra-

ded Simple Algebras.
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Introdução

Dizemos que um polinômio f(x1, . . . , xn) em variáveis não comutativas x1, . . . , xn

é uma identidade polinomial para uma álgebra R (ou que R satisfaz a identidade f) se

f(r1, . . . , rn) = 0 para quaisquer elementos r1, . . . , rn ∈ R. Uma álgebra que satisfaz uma

identidade polinomial não nula é chamada de PI-álgebra. Por exemplo, se R é uma álgebra

comutativa então x1x2 − x2x1 é uma identidade polinomial não nula para R. É posśıvel

mostrar com facilidade que as álgebras nilpotentes e as de dimensão finita também são

PI-álgebras. Por outro lado, existem álgebras que não satisfazem nenhuma identidade

não nula. Sendo assim, o estudo da classe das PI-álgebras engloba muitas outras classes

de álgebras, tal como as comutativas, as nilpotentes e as de dimensão finita. Esta é uma

área da Álgebra, mais especificamente da teoria de anéis e álgebras, bastante ativa ainda

nos dias de hoje.

Podemos considerar que o estudo de PI-álgebras começou com os trabalhos de Dehn

[8] e Wagner [27] nas décadas de 20 e 30. Porém foi com os trabalhos de Kaplansky [17]

em 1948 e de Amitsur e Levistky [2] em 1950 que houve um maior desenvolvimento dessa

área. Em [2] apareceu o famoso teorema de Amitsur-Levitzki que afirma que o polinômio

standard

st2n(x1, . . . , x2n) =
∑
σ∈S2n

(−1)σxσ(1)xσ(2) · · ·xσ(2n)

é uma identidade polinomial para Mn(F ). Em [10] há duas demonstrações distintas deste

resultado. Para mais informações sobre o desenvolvimento do estudo de PI-álgebras,

indicamos [13], [21], [10] e [26].

Muitas questões surgem do estudo das PI-álgebras. Por exemplo: seja F um corpo e

denote por F 〈X〉 a álgebra dos polinômios nas variáveis não comutativas {x1, x2, . . .} com

coeficientes em F . Considere uma F -álgebra arbitrária R e denote por T (R) o conjunto



Introdução 2

de todas as identidades polinomiais de R, que será um T -ideal de F 〈X〉, isto é, T (R) é

invariante por endomorfismos de F 〈X〉. É posśıvel encontrar um subconjunto finito de

F 〈X〉 que determina o mesmo T -ideal T (R)? Mais do que isso: é posśıvel explicitar uma

base para as identidades de uma dada álgebra? Comentamos brevemente a respeito desses

problemas na seção 2.1. Indicamos [10] e [26] para mais informações.

Frequentemente, o uso de uma graduação em uma álgebra é uma ferramenta impor-

tante na obtenção de resultados. Essa situação nos leva às noções de polinômio graduado,

identidade polinomial graduada e isomorfismo graduado. Aliás esse tipo de abordagem

aparece no célebre artigo de Kemer [18] no qual ele apresenta uma resposta afirmativa ao

problema de Specht, quando a caracteŕıstica do corpo é zero.

Um outro problema interessante, porém complicado e amplo é o seguinte: a partir

do conhecimento (parcial ou não) das identidades(graduadas) de uma álgebra(graduada)

R, que propriedades gerais R possui? Por exemplo, se R é uma álgebra associativa não

unitária sobre um corpo de caracteŕıstica 0 satisfazendo uma identidade do tipo xk, isto

é, R é uma nil álgebra com ı́ndice limitado, então o teorema de Nagata-Higman garante

a existência de um inteiro d, dependendo de k, tal que R é nilpotente com ı́ndice de

nilpotência d.

Vamos nos ater neste trabalho a um caso “espećıfico” da seguinte questão: se-

jam duas F -álgebras(graduadas) A e B tais que A e B satisfazem as mesmas identi-

dades(graduadas). Qual a relação entre A e B? Já é sabido que se duas álgebras são

isomorfas então elas satisfazem as mesmas identidades polinomiais. Porém, sabe-se que

a rećıproca não é necessariamete verdadeira, isto é, se duas álgebras satisfazem as mes-

mas identidades polinomiais então não são necessariamente isomorfas. Mostramos isso no

exemplo 2.1.17. Então é naturalmente levantada a questão: Existe alguma “classe” de

álgebras em que seus elementos são determinados, a menos de isomorfismo, pelas identida-

des satisfeitas? A resposta é sim e é isso a razão principal deste trabalho. Nós estaremos

interessados no caso das álgebras graduadas. Mostraremos que se duas álgebras graduadas

simples satisfazem as mesmas identidades graduadas então elas são isomorfas, impondo

algumas hipóteses sobre a dimensão dessas álgebras, sobre o grupo que as gradua e sobre

o corpo base. Nesse sentido, o artigo de Aljadeff e Haile [1] generaliza o resultado de

Koshlukov e Zaicev [19] sem usar como hipótese que o grupo seja abeliano. O trabalho
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está organizado em quatro caṕıtulos da seguinte maneira:

O primeiro caṕıtulo aborda os conceitos preliminares necessários à leitura do texto.

Revemos os conceitos de álgebra, subálgebra e ideal de uma álgebra. Apresentamos

exemplos desses entes matemáticos de modo conveniente à nossa necessidade posterior.

Abordamos também a definição de produto tensorial de módulos, espaços vetoriais e

álgebras, discutindo de forma breve suas propriedades mais importantes. Além disso,

também falamos sobre o produto tensorial de aplicações lineares entre módulos. Algumas

das afirmações feitas nesse caṕıtulo estão sem demonstração, mas indicamos onde podem

ser encontradas.

O segundo caṕıtulo diz respeito às álgebras graduadas e identidades polinomiais. Na

seção 2.1 definimos com rigor as noções de álgebra livre, variedade de álgebras, polinômio,

identidade polinomial e PI-álgebra. Novamente, os exemplos apresentados foram muitas

vezes escolhidos de forma a podermos retomá-los quando necessário. Faremos também

uma breve discussão sobre o problema de Specht com indicação de alguns resultados

clássicos a respeito. Na seção 2.2 definimos o importante conceito de álgebra graduada

e mostramos alguns exemplos de graduações em certas álgebras espećıficas que serão

usadas no segmento do trabalho. Já na seção 2.3 definimos o conceito de polinômio

graduado e identidade polinomial graduada, que serão as identidades com as quais, de

fato, trabalharemos.

O terceiro caṕıtulo refere-se primordialmente aos resultados de Bathurin, Zaicev e

Sehgal [3]. Na seção 3.1 mostraremos que as álgebras graduadas simples sobre um corpo

arbitrário F são necessariamente unitárias. Na seção 3.2 descreveremos todas as álgebras

graduadas de divisão de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado. Na seção

3.3 provamos que se R é uma álgebra G-graduada simples de dimensão finita sobre um

corpo algebricamente fechado F de tal sorte que a ordem de cada subgrupo finito de G

seja invert́ıvel em F então R é semissimples. E finalmente na seção 3.4 descreveremos

todas as F -álgebras G-graduadas simples de dimensão finita impondo certas condições

sobre o corpo F e o grupo G. Esta última seção é inteiramente dedicada à demonstração

do teorema de descrição, que foi dividida em lemas e resultados preliminares de modo a

tornar a prova mais construtiva.

O quarto e último caṕıtulo, inspirado no resultado principal do caṕıtulo anterior,
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é dedicado a demonstrar o resultado principal da dissertação, que é o fato de que as F -

álgebras G-graduadas simples (com certas hipóteses sobre o corpo F , sobre o grupo G e

sobre a dimensão de R) são determinadas, a menos de isomorfismo graduado, pelas suas

identidades graduadas. O resultado se refere ao artigo de Koshlukov e Zaicev [19], embora

por vezes usamos a abordagem dada por Aljadeff e Haile [1].
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Caṕıtulo 1

Pré-requisitos

Neste caṕıtulo definiremos os principais conceitos e apresentaremos os principais

resultados que necessitaremos no desenvolvimento do trabalho. Para mais detalhes e

aprofundamento dos conceitos indicamos [12], [15] e [16].

1.1 Preliminares

Nesta seção, sempre que mencionado F denotará um corpo qualquer.

Definição 1.1.1. Seja A um F -espaço vetorial. Diremos que A é uma F -álgebra se

existe uma operação ∗ : A× A→ A tal que para quaisquer α ∈ F e a, b, c ∈ A valem:

1. (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;

2. a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

3. α(a ∗ b) = (αa) ∗ b = a ∗ (αb).

Neste caso diremos que ∗ é um produto (ou multiplicação) em A. Usualmente escrevemos

ab no lugar de a ∗ b. Diremos que:

1. A é associativa se a(bc) = (ab)c para quaisquer a, b, c ∈ A;

2. A é comutativa se ab = ba, para quaisquer a, b ∈ A;
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3. A é unitária se existe um elemento 1A ∈ A tal que 1Aa = a1A = a, para qual-

quer a ∈ A (denotamos 1A por 1, desde que não se confunda tal elemento com a

identidade do corpo F );

4. A é uma álgebra de divisão se todo elemento não nulo de A é invert́ıvel em A;

5. A é uma álgebra de Lie se para quaisquer a, b, c ∈ A valem:

a2 = 0,

(ab)c+ (bc)a+ (ca)b = 0 (Identidade de Jacobi).

Exemplo 1.1.2. O conjunto dos números reais com as operações usuais é uma R-álgebra

de divisão, comutativa, associativa e unitária.

Exemplo 1.1.3. O espaço vetorial Mn(F ) é uma F -álgebra associativa e unitária.

Exemplo 1.1.4. O espaço vetorial R3 é uma R-álgebra de Lie, considerando o produto

vetorial × usual em R3.

Definição 1.1.5. Sejam A uma F -álgebra e S um subespaço vetorial de A. Então

1. S é dito ser uma subálgebra de A se S for fechado com relação ao produto de A;

2. S é dito ser um ideal à esquerda de A se

as ∈ S

para quaisquer a ∈ A e s ∈ S;

3. S é dito ser um ideal à direita de A se

sa ∈ S

para quaisquer a ∈ A e s ∈ S.

4. Se S for simultaneamente um ideal à esquerda e à direita de A então dizemos que

S é um ideal bilateral de A (ou simplesmente ideal de A).
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Exemplo 1.1.6. Seja A uma F -álgebra associativa. Então pode-se definir um novo pro-

duto em A, dado por

[ , ] : A× A −→ A

(a, b) 7−→ [a, b] := ab− ba.

O F -espaço vetorial A munido deste novo produto é uma álgebra de Lie e a denotamos por

A(−). É bem sabido que toda álgebra de Lie L é isomorfa a uma subálgebra de uma álgebra

R(−), para alguma álgebra associativa R. Essa é uma das consequências do teorema de

Poincaré-Birkhoff-Witt, que pode ser encontrado em [10].

Exemplo 1.1.7. Seja V um F -espaço vetorial com base ordenada

B = {ei : i ∈ I}.

A Álgebra de Grassmann (ou exterior) E(V) de V é a álgebra associativa unitária

gerada (como álgebra) pelo conjunto B que satisfaz

eiej = −ejei

para todos i, j ∈ I e também

e2
i = 0 se char(F ) = 2.

Tal álgebra existe. De fato, considere o conjunto de variáveis X = {xi : i ∈ I}. Seja J

o ideal em F 〈X〉 gerado pelos polinômios

xixj + xjxi, onde i, j ∈ I.

Então E(V ) ∼= F 〈X〉
J

.

Exemplo 1.1.8. O conjunto Un(F ) das matrizes triangulares superiores é uma subálgebra

de Mn(F ).

Exemplo 1.1.9. O subespaço S de Un(F ) formado pelas matrizes com diagonal principal
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nula é um ideal de Un(F ).

Exemplo 1.1.10 (Centro de uma álgebra). Dada uma álgebra A, definimos o centro de

A como sendo o conjunto

Z(A) := {z ∈ A : za = az, ∀a ∈ A}.

Não é dif́ıcil ver que Z(A) é uma subálgebra de A. Por exemplo, temos que

Z(Mn(F )) = {λIn : λ ∈ F}

onde In é a matriz identidade n× n.

Definição 1.1.11. Sejam A e B duas F -álgebras. Uma aplicação ϕ : A → B é um

homomorfismo de álgebras se ϕ é uma transformação linear e se

ϕ(aa′) = ϕ(a)ϕ(a′)

para quaisquer a, a′ ∈ A. Se além disso ϕ for bijetora então dizemos que ϕ é um iso-

morfismo de álgebras. Duas F -álgebras A e B são ditas isomorfas se existe um

isomorfismo de álgebras ϕ : A→ B. Neste caso denotamos A ∼= B.

Sejam A uma F -álgebra e J um ideal de A. Então o F -espaço vetorial quociente A
J

é uma F -álgebra com produto

aa′ = aa′,

onde a = a+J . A F -álgebra A
J

é chamada de álgebra quociente. A proposição a seguir

é o teorema do isomorfismo para álgebras, cuja demonstração é análoga à que é feita no

teorema do isomorfismo para anéis:

Proposição 1.1.12. Seja ϕ : A→ B um homomorfismo de álgebras. Então o conjunto

Ker(ϕ) := {a ∈ A : ϕ(a) = 0},
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chamado de núcleo de ϕ é um ideal de A e

A

Ker(ϕ)
∼= Im(ϕ).

Para finalizar a seção, fica essa proposição que será útil no futuro:

Proposição 1.1.13. Seja D uma álgebra de divisão de dimensão finita sobre um corpo

algebricamente fechado F . Então D ∼= F .

Demonstração. Denote por 1 a unidade de D. Defina ϕ : F → D dada por ϕ(α) = α1.

Observe que ϕ é um homomorfismo injetor de F -álgebras. Mostremos que ϕ(F ) = D.

Para cada d ∈ D, defina fd : D → D por fd(x) = xd. Observe que fd é um

homomorfismo de D-módulos e também é F -linear. Suponha que exista a ∈ D mas

a /∈ ϕ(F ). Fixe uma base ordenada B = {u1, . . . , un} de D. Denote a matriz de fa em

relação à base B por [fa]B. Como F é algebricamente fechado, seja λ ∈ F um autovalor

de [fa]B. Considere agora a aplicação

fa−λ1 : D → D.

Não é dif́ıcil ver que [fa−λ1]B = [fa]B − λIn, onde In é a matriz identidade em Mn(F ).

Como λ é raiz do polinômio det([fa]B − xIn), temos que fa−λ1 não é um isomorfismo.

Como D é um D-módulo simples, devemos ter fa−λ1 identicamente nula. Dáı

0 = fa−λ1(1) = a− λ1

o que implica que a = λ1 ∈ ϕ(F ), uma contradição. Isso termina a proposição.

1.2 Produto tensorial

Nesta seção faremos a parte introdutória a respeito do produto tensorial para de-

senvolver as ferramentas necessárias no decorrer do texto. Não nos debruçaremos sobre

todas as propriedades do produto tensorial, mas somente àquelas que nos interessam ao

desenvolvimento do trabalho. Para mais detalhes, indicamos [12].
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1.2.1 Produto tensorial de módulos, espaços vetoriais e álgebras

Os anéis considerados neste caṕıtulo serão sempre com unidade. Sempre que não

mencionado nesta seção, R representará um anel e o termo R-módulo significará R-módulo

à esquerda.

Definição 1.2.1. Sejam M e N dois R-módulos. Denote por FM×N o R-módulo livre

gerado pelo conjunto M ×N , isto é, todas as combinações lineares formais, com coefici-

entes em R, de elementos do tipo (m,n) ∈M ×N . Tome agora H como o submódulo de

FM×N gerado por todos os elementos da forma

(m1 +m2, n)− (m1, n)− (m2, n)

(m,n1 + n2)− (m,n1)− (m,n2)

(rm, n)− (m, rn)

r(m,n)− (rm, n)

r(m,n)− (m, rn),

com r ∈ R, m,m1,m2 ∈ M e n, n1, n2 ∈ N . O R-módulo quociente FM×N
H

recebe o nome

de produto tensorial de M por N e é denotado por M ⊗ N . Denotamos a classe

contendo (m,n) em M ⊗N por m⊗ n.

Observe que pelas relações acima, para quaisquer r ∈ R, m,m1,m2 ∈M e n, n1, n2 ∈

N , valem as relações:

(m1 +m2)⊗ n = m1 ⊗ n+m2 ⊗ n

m⊗ (n1 + n2) = m⊗ n1 +m⊗ n2

r(m⊗ n) = (rm)⊗ n = m⊗ (rn)

Cada elemento da forma m⊗n ∈M⊗N recebe o nome de tensor simples. Observe

que cada elemento de M ⊗N é uma combinação linear de tensores simples.

Proposição 1.2.2. Sejam I e J dois conjuntos de ı́ndices e M e N dois R-módulos

gerados por {xi}i∈I e {yj}j∈J , respectivamente. Então o conjunto

{xi ⊗ yj : i ∈ I, j ∈ J}
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gera M ⊗N .

Demonstração. Um tensor simples em M ⊗N é da forma m⊗ n. Escreva m =
∑

i aixi e

n =
∑

j bjyj, onde os coeficientes ai, bj ∈ R são todos nulos, exceto por uma quantidade

finita. Assim, pela bilinearidade do produto tensorial

m⊗ n =

(∑
i

aixi

)
⊗

(∑
j

bjyj

)
=
∑
i,j

aibj (xi ⊗ yj) .

Como todo tensor de M ⊗ N é um combinação linear de tensores simples, segue a pro-

posição.

Como M ⊗ N é um quociente, é preciso tomar cuidado ao definir funções cujo

domı́nio é M ⊗N . O próximo teorema é imporante para tal tarefa. Antes de enunciá-lo,

precisamos da definição:

Definição 1.2.3. Sejam M,N e P R-módulos. Uma aplicação g : M → N é dita ser

linear se

g(rm1 +m2) = rg(m1) + g(m2)

para quaisquer r ∈ R, m1,m2 ∈ M . Uma aplicação f : M ×N → P é dita ser bilinear

se

f(m1 +m2, n) = f(m1, n) + f(m2, n), f(rm, n) = rf(m,n)

f(m,n1 + n2) = f(m,n1) + f(m,n2), f(m, rn) = rf(m,n)

para quaisquer r ∈ R, m,m1,m2 ∈M e n, n1, n2 ∈ N .

Teorema 1.2.4 (Propriedade universal). Considere a aplicação bilinear natural i : M ×

N →M⊗N dada por i(m,n) = m⊗n. Então, dada uma aplicação bilinear f : M×N →

L, onde L é um R-módulo, existe uma única aplicação linear f̃ : M ⊗ N → L tal que o

seguinte diagrama comuta

M ⊗N
f̃

''
M ×N

i

OO

f // L

(1.2.1)
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Mais do que isso: existe uma bijeção entre Bil(M ×N ;L) e Hom(M ⊗N ;L) com

respeito à comutatividade do diagrama (1.2.1).

Demonstração. Como FM×N é livre sobre M ×N , podemos estender f para uma função

linear g : FM×N → L tal que g((m,n)) = f((m,n)). Mostremos que H (dado pela

definição 1.2.1) está contido em Ker(g). Usando a bilinearidade de f e a linearidade de

g temos que

g((m1 +m2, n)) = f((m1 +m2, n)) = f((m1, n)) + f((m2, n)) = g((m1, n)) + g((m2, n))

g((m,n1 + n2)) = f((m,n1 + n2)) = f((m,n1)) + f((m,n2)) = g((m,n1)) + g((m,n2))

g((rm, n)) = f((rm, n)) = rf((m,n)) = f((m, rn)) = g((m, rn))

g(r(m,n)) = rg((m,n)) = rf((m,n)) = f((rm, n)) = g((rm, n)) = g((m, rn))

para quaisquer r ∈ R,, m,m1,m2 ∈ M e n, n1, n2 ∈ N . Assim, g se anula nos geradores

de H, isto é, H ⊂ Ker(g). Deste modo, g induz uma aplicação linear f̃ : FM×N/H → L

dada por f̃(m ⊗ n) = g(m,n) = f(m,n), o que significa que o diagrama 1.2.1 comuta.

Mostremos agora a unicidade da aplicação f̃ quanto à comutatividade do diagrama 1.2.1.

Suponha que α : M ⊗ N → L seja outra aplicação linear tal que 1.2.1 comuta. Deste

modo, dado u ∈M ⊗N , temos que

u = r1(m1 ⊗ n1) + · · ·+ rk(mk ⊗ nk)

para certos ri ∈ R, mi ∈M e ni ∈ N . Assim,

α(u) =
k∑
i=1

riα(mi ⊗ ni)

=
k∑
i=1

rif(mi, ni)

=
k∑
i=1

f̃(ri(mi ⊗ ni))

= f̃(u),

como queŕıamos demonstrar. Para a rećıproca, o argumento é análogo.
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Exemplo 1.2.5. Seja A um grupo abeliano qualquer tal que todo elemento de A tem ordem

finita. Então podemos ver A e Q como dois Z-módulos. Afirmamos que Q⊗ A = 0. De

fato, dado a ∈ A, seja n ∈ Z tal que na = 0. Assim, para qualquer r ∈ Q, tem-se

r ⊗ a = n(r/n)⊗ a = r/n⊗ na = r ⊗ 0 = 0.

Assim, todo tensor elementar é nulo, o que mostra que Q⊗ A = 0.

Exemplo 1.2.6. Para inteiros positivos a, b, seja d = mdc(a, b). Então Z/aZ⊗ Z/bZ ∼=

Z/dZ. Em particular, Z/aZ⊗ Z/bZ ∼= 0 se, e somente se, d = 1.

O produto tensorial pode ser estendido para mais de dois fatores. Dados n R-

módulos M1, . . . ,Mn, existe um R-módulo M1 ⊗ · · · ⊗ Mn que cumpre a propriedade

universal: dada uma aplicação n-multilinear f : M1 × · · · ×Mn → L, existe uma única

aplicação linear f̃ : M1 ⊗ · · · ⊗Mn → L tal que o seguinte diagrama comuta

M1 ⊗ · · · ⊗Mn

f̃

))M1 × · · · ×Mn

i

OO

f // L

Tal módulo pode ser constrúıdo de maneira similar através de um quociente do

R-módulo livre FM1×···×Mn .

Teorema 1.2.7. Sejam M e M ′ dois R-módulos livres com bases {ei : i ∈ I} e {e′j :

j ∈ J}, respectivamente. Então M ⊗M ′ tem base {ei ⊗ e′j : i ∈ I, j ∈ J}.

Demonstração. Pela proposição 1.2.2, {ei ⊗ e′j : i ∈ I, j ∈ J} gera M ⊗M ′. Tome agora

a combinação linear
∑

i,j cijei⊗ e′j = 0, onde todos cij, exceto por uma quantidade finita,

são nulos. Escolha arbitrariamente dois ı́ndices i0 ∈ I e j0 ∈ J . Defina a aplicação bilinear

(verifique !) f : M×M ′ → R dada por f(u, v) = ui0vj0 , se u =
∑

i uiei e v =
∑

j vje
′
j. Pela

propriedade universal, existe uma aplicação f̃ : M ⊗M ′ → R tal que f̃ ◦ i(u, v) = f(u, v),

para todo u, v ∈ M ×M ′, isto é, f(u ⊗ v) = ui0vj0 . Em particular, f̃(ei0 ⊗ e′j0) = 1 e

f̃(ei ⊗ e′j) = 0 se (i, j) 6= (i0, j0). Aplicando f̃ à equação
∑

i,j cijei ⊗ e′j = 0, obtemos

ci0j0 = 0, terminando o teorema.
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Cabe notar que se U e V são dois F -espaços vetoriais, podemos fazer a mesma

“construção” para falar em produto tensorial de U e V , começando com o espaço vetorial

livre FU×V e passando ao quociente por um subespaço análogo ao definido inicialmente. A

propriedade universal do teorema 1.2.4 se mantém válida para o caso de espaços vetoriais.

Exemplo 1.2.8. Seja V um F -espaço vetorial. Então pelo teorema anterior F ⊗V ∼= V .

Exemplo 1.2.9. Sejam x, y duas variáveis comutativas e considere o R-módulo R[x, y].

Observe que {xiyj : i, j ≥ 0} é uma base para R[x, y]. Como R[x] tem base {xi : i ≥ 0}

e R[y] tem base {yj : j ≥ 0} então R[x]⊗R[y] ∼= R[x, y].

Teorema 1.2.10. Existe um único isomorfismo de R-módulos f̃ : M ⊗N → N ⊗M tal

que f̃(m⊗ n) = n⊗m.

Demonstração. Defina f : M×N → N⊗M por f(m,n) = n⊗m. Observe que f é bilinear.

Pela propriedade universal, existe uma única aplicação linear f̃ : M⊗N → N⊗M tal que

f̃(m⊗n) = n⊗m, para todos m ∈M,n ∈ N . De modo absolutamente análogo, mostra-se

que existe uma única aplicação linear g : N ⊗M → M ⊗ N tal que g(n ⊗m) = m ⊗ n,

para todos n ∈ N,m ∈M . Mostremos que f̃ , g são inversas uma da outra.

Para mostrar que f̃ ◦g = Id, basta checarmos em tensores simples (uma vez que f̃ e

g são lineares). Mas isso é imediato, bem como g ◦ f̃ = Id. Portanto f̃ é um isomorfismo

de R-módulos.

O produto tensorial de módulos tem “boas” propriedades. Abaixo enunciamos dois

teoremas que mostram esse fato. Para as demonstrações, consulte [12].

Teorema 1.2.11. Existe um único isomorfismo de R-módulos f̃ : (M ⊗ N) ⊗ P →

M ⊗ (N ⊗ P ) tal que f̃((m⊗ n)⊗ p) = m⊗ (n⊗ p).

Teorema 1.2.12. Seja I um conjunto de ı́ndices. Existe um único isomorfismo de R-

módulos

f̃ : M ⊗
⊕
i∈I

Ni −→
⊕
i∈I

(M ⊗Ni)

tal que f̃(m⊗ (ni)i∈I) = (m⊗ ni)i∈I .
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1.2.2 Produto tensorial de aplicações e de álgebras

Sejam M,M ′, N,N ′ R-módulos e ϕ : M → M ′ e ψ : N → N ′ duas aplicações

lineares. Então podemos definir uma aplicação ϕ × ψ : M × N → M ′ ⊗ N ′ dada por

(ϕ×ψ)(m,n) = ϕ(m)⊗ψ(n). Como ϕ e ψ são lineares, segue que ϕ×ψ é bilinear. Pela

propriedade universal, existe uma aplicação

ϕ⊗ ψ : M ⊗N →M ′ ⊗N ′

tal que (ϕ⊗ ψ)(m⊗ n) = ϕ(m)⊗ ψ(n), para todos m ∈ M,n ∈ N . A aplicação ϕ⊗ ψ é

chamada de produto tensorial de ϕ e ψ. O produto tensorial de aplicações pode ser

concebido no contexto de espaços vetoriais e de álgebras.

Proposição 1.2.13. Sejam R-módulos M e N . Então idM ⊗ idN = idM⊗N . Para

aplicações lineares ϕ : M →M ′, ϕ′ : M ′ →M ′′, ψ : N → N ′ e ψ′ : N ′ → N ′′,

(ϕ′ ⊗ ψ′) ◦ (ϕ⊗ ψ) = (ϕ′ ◦ ϕ)⊗ (ψ′ ◦ ψ)

como aplicações lineares de M ⊗N em M ′′ ⊗N ′′.

Demonstração. A aplicação idM ⊗ idN é uma aplicação linear de M ⊗N em M ⊗N que

fixa todo tensor elementar. Então ela fixa todos os tensores.

Como (ϕ′ ⊗ ψ′) ◦ (ϕ ⊗ ψ) e (ϕ′ ◦ ϕ) ⊗ (ψ′ ◦ ψ) são aplicações lineares, para provar

a igualdade é suficiente provar que coincidem em um tensor simples qualquer m⊗ n, que

ambas assumem o valor ϕ′(ϕ(m))⊗ ψ′(ψ(n)).

O seguinte teorema está enunciado para módulos mas tem o análogo para espaços

vetoriais e álgebras:

Teorema 1.2.14. Se ϕ : M →M ′ e ψ : N → N ′ são isomorfismos de R-módulos, então

ϕ⊗ ψ : M ⊗N →M ′ ⊗N ′ é um isomorfismo de R-módulos

Demonstração. Basta ver que ϕ⊗ψ e ϕ−1⊗ψ−1 sãoR-lineares e inversas uma da outra.

Proposição 1.2.15. Se ϕ : M → M ′ e ψ : N → N ′ são sobrejetoras então ϕ ⊗ ψ é

sobrejetora.
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Demonstração. Como ϕ⊗ψ é linear, basta mostrar que todo tensor elementar de M ′⊗N ′

está na imagem de ϕ⊗ψ. Para cada m′⊗ n′ ∈M ′⊗N ′, escreva m′ = ϕ(m) e n′ = ψ(n).

Dáı, m′ ⊗ n′ = ϕ(m)⊗ ψ(n) = ϕ⊗ ψ(m⊗ n).

Um aspecto do produto tensorial de aplicações é que o produto de aplicações inje-

toras não é necessariamente injetora, como vemos no exemplo:

Exemplo 1.2.16. Tome R = Z e considere α : Z/pZ→ Z/p2Z dada por α(x) = px, para

todo x ∈ Z/pZ. Considere também a aplicação identidade Id : Z/pZ → Z/pZ. Observe

que α e Id são Z-homomorfismos injetores. Assim, obtemos a aplicação

Id⊗ α : Z/pZ⊗ Z/pZ→ Z/pZ⊗ Z/p2Z

que satisfaz

x⊗ y 7→ x⊗ py = px⊗ y = 0.

Assim, Id ⊗ α é identicamente nula e seu domı́nio é Z/pZ ⊗ Z/pZ ∼= Z/pZ 6= 0, então

Id⊗ α não é injetora.

Nesse sentido, como o produto tensorial de aplicações não preserva a injetividade,

não é necessariamente verdade que se M ⊂M ′ e N ⊂ N ′ então o produto tensorial M⊗N

é submódulo de M ′ ⊗ N ′, uma vez que a aplicação natural M ⊗ N → M ′ ⊗ N ′ não é

necessariamente injetora.

Exemplo 1.2.17. Note que pZ ∼= Z como grupos abelianos, através da aplicação pn 7→ n.

Assim, Z/pZ ⊗ pZ ∼= Z/pZ ⊗ Z ∼= Z/pZ como grupos abelianos através da aplicação

a ⊗ pn 7→ a ⊗ n 7→ na mod p. Observe agora que 1 ⊗ p ∈ Z/pZ ⊗ pZ é não nulo pois

é identificado com 1 ∈ Z/pZ. Porém, 1 ⊗ p é nulo em Z/pZ ⊗ Z pois 1 ⊗ p = 1 ⊗ p1 =

p⊗ 1 = 0⊗ 1 = 0. Pode parecer estranho que 1⊗ p é não nulo em Z/pZ ⊗ pZ enquanto

que 1 ⊗ p é nulo em Z/pZ ⊗ Z. A razão de tal fato é que Z/pZ ⊗ pZ não é subgrupo (e

portanto não é submódulo) de Z/pZ ⊗ Z, ainda que pZ seja um subgrupo de Z.

A aplicação inclusão i : pZ→ Z nos fornece uma aplicação natural Id⊗ i : Z/pZ ⊗

pZ ∼= Z/pZ ⊗ Z dada por (Id ⊗ i)(a ⊗ pn) = a ⊗ pn. Porém tal aplicação não é um

mergulho. De fato, sua imagem é nula em Z/pZ⊗ Z pois a⊗ pn = pa⊗ n = 0⊗ n = 0.

O ponto chave é que a⊗ pn tem significados diferentes em Z/pZ⊗ Z e Z/pZ⊗ pZ
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O próximo resultado, nos garante que o produto tensorial de duas álgebras é ainda

uma álgebra:

Proposição 1.2.18. Sejam A e B duas F -álgebras. Considere o espaço vetorial A⊗B.

Então a multiplicação (a⊗ b)(a′⊗ b′) = (aa′)⊗ (bb′) está bem definida e torna A⊗B uma

F -álgebra.

Demonstração. Inicialmente, pela propriedade universal e pela bilinearidade da multi-

plicação em A e B, podemos definir as aplicações F -lineares mA : A ⊗ A −→ A e

mB : B ⊗ B −→ B tais que mA(a ⊗ a′) = aa′ e mB(b ⊗ b′) = bb′. Então o produto

tensorial das aplicações mA ⊗ mB é uma aplicação F -linear de (A ⊗ A) ⊗ (B ⊗ B) em

A⊗B. Usando os isomorfismos de comutatividade e associatividade do produto tensorial,

temos

(A⊗B)⊗ (A⊗B) ∼= ((A⊗B)⊗ A)⊗B)

∼= (A⊗ (B ⊗ A))⊗B

∼= (A⊗ (A⊗B))⊗B

∼= ((A⊗ A)⊗B)⊗B

∼= (A⊗ A)⊗ (B ⊗B).

Usando os efeitos desses isomorfismos em um tensor simples (a⊗ b)⊗ (a′ ⊗ b′),

(a⊗ b)⊗ (a′ ⊗ b′) 7→ ((a⊗ b)⊗ a′)⊗ b′)

7→ (a⊗ (b⊗ a′))⊗ b′

7→ (a⊗ (a′ ⊗ b))⊗ b′

7→ ((a⊗ a′)⊗ b)⊗ b′

7→ (a⊗ a′)⊗ (b⊗ b′).

Compondo esses isomorfismos com mA ⊗mB, obtemos uma aplicação F -linear f : (A ⊗

B)⊗ (A⊗B)→ A⊗B que tem o efeito

(a⊗ b)⊗ (a′ ⊗ b′) 7→ aa′ ⊗ bb′.
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Assim, a aplicação

f̃ : (A⊗B)× (A⊗B)→ A⊗B

dada por f̃(a⊗ b, a′ ⊗ b′) = f((a⊗ b)⊗ (a′ ⊗ b′)) = aa′ ⊗ bb′ é linear e está bem definida,

pois f o está. Essa aplicação determina uma aplicação bilinear

(A⊗B)× (A⊗B) −→ A⊗B

com efeito

(a⊗ b, a′ ⊗ b′) 7−→ aa′ ⊗ bb′.

Portanto A⊗B é uma F -álgebra.

Corolário 1.2.19. Se A e B são duas F -álgebras comutativas então A ⊗ B é uma F -

álgebra comutativa

Demonstração. Imediato.
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Caṕıtulo 2

Álgebras graduadas e identidades

polinomiais

O conceito de álgebras graduadas é uma ferramenta muito utilizada na Matemática.

Nesta seção daremos os conceitos e propriedades iniciais do assunto, dando enfoque nas

álgebras e graduações que nos serão úteis mais à frente. Para mais informações, indicamos

[3], [4] e [10]. Sempre que mencionarmos, F será um corpo qualquer.

2.1 Álgebras livres, identidades polinomiais e varie-

dades

Definição 2.1.1. Seja U uma classe de álgebras e seja A ∈ U uma álgebra gerada por

um conjunto X. A é dita ser uma álgebra livre na classe U, livremente gerada

por X, se para qualquer R ∈ U, toda aplicação f : X → R puder ser estendida a um

homomorfismo de álgebras

f : A→ R.

A cardinalidade |X| é chamada de posto de A.

Considere um conjunto qualquer X. Uma palavra sobre X é uma concatenação de

elementos

xi1 · · ·xin ,
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onde xij ∈ X e n ∈ N ∪ {0} . A “palavra vazia”(quando n = 0) será denotada por 1.

Considere o F -espaço vetorial F 〈X〉 cuja base é formada por todas as palavras sobre X,

isto é, todo elemento de F 〈X〉 é uma combinação linear formal, com coeficientes em F , de

palavras sobre X. Podemos definir a seguinte multiplicação entre duas palavras e depois

estender por linearidade o produto para quaisquer dois elementos de F 〈X〉:

(xi1 · · ·xin)(xj1 · · ·xjm) = xi1 · · · xinxj1 · · · xjm .

É de fácil verificação que F 〈X〉, munida dessa multiplicação, é uma álgebra associativa

unitária.

Os elementos de X são chamados de variáveis, os elementos da forma αxi1 · · ·xin ,

com α ∈ F e n = 0, 1, 2, . . . são chamados de monômios e os elementos de F 〈X〉 são

chamados de polinômios. Em alguns momentos do texto, chamaremos aos polinômios

de F 〈X〉 de polinômios ordinários. Essa nomenclatura será usada para distinguir os

polinômios ordinários dos polinômios graduados, que definiremos mais a frente.

Proposição 2.1.2. Para qualquer conjunto X, a álgebra F 〈X〉 é livre na classe das

álgebras associativas unitárias.

Demonstração. Seja A uma álgebra associativa unitária e f : X → A uma função qual-

quer. Considere também um conjunto de ı́ndices I tal que X = {xi : i ∈ I}. Denote

por ai a imagem de xi por f para cada i ∈ I. Dado um polinômio p ∈ F 〈X〉, de-

notaremos p = p(xi1 , . . . , xis) se na expressão de p não aparecem os elementos xi com

i ∈ A− {i1, . . . , is}. Então defina f : F 〈X〉 → A por

f(p(xi1 , . . . , xis)) = p(ai1 , . . . , ais)

(Aqui entende-se p(ai1 , . . . , ais) a substituição de xij por aij na expressão de p, interpre-

tando a concatenação de a’s com sendo o produto em A.) Temos que f é um homomor-

fismo de álgebras tal que f |X = f .

Exemplo 2.1.3. Para qualquer conjunto X, a álgebra comutativa livre unitária F [X]

é livre na classe das álgebras associativas comutativas, livremente gerada por X. Para

demonstrar esse fato, usamos um argumento similar ao usado na proposição anterior.
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Exemplo 2.1.4 (Comutador de Lie). Denotamos o polinômio (x1x2− x2x1) ∈ F 〈X〉 por

[x1, x2] e o chamamos de comutador de x1, x2 de comprimento 2. Podemos definir

indutivamente o comutador de comprimento n por

[x1, . . . , xn] = [[x1, . . . , xn−1], xn].

Observamos que o comutador é multilinear, no sentido de que

[x1, . . . , xi−1, xi+x
′
i, xi+1, . . . , xn] = [x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn]+[x1, . . . , xi−1, x

′
i, xi+1, . . . , xn].

2.1.1 Identidades polinomiais

A menos que seja mencionado o contrário, X denotará um conjunto infinito enu-

merável de variáveis, isto é,

X = {x1, x2, . . .}

e F 〈X〉 a álgebra polinomial associativa livre, livremente gerada por X. Denotaremos

um polinômio f ∈ F 〈X〉 por f(x1, . . . , xn) se nenhuma outra variável xj, j 6= 1, . . . , n,

aparece na expressão de f .

Definição 2.1.5. Seja R uma álgebra associativa e f(x1, . . . , xn) ∈ F 〈X〉. Dizemos que

f é uma identidade polinomial para R se f(r1, . . . , rn) = 0, para quaisquer r1, . . . , rn ∈

R. Denotaremos por T (R) o conjunto das identidades polinomiais de R. Se T (R) 6= {0},

dizemos que R é uma PI-álgebra. Duas álgebras associativas A e B são ditas PI-

equivalentes se T (A) = T (B).

Em alguns momentos do texto chamaremos as identidades polinomiais de identida-

des ordinárias, para fazer distinção do conceito de identidade graduada que definiremos

mais a frente. Observamos que nem toda álgebra é uma PI-álgebra. A própria álgebra

F 〈X〉 é um contraexemplo. A seguir, alguns exemplos de PI-álgebras:

Exemplo 2.1.6. Uma álgebra associativa A é comutativa se, e somente se, [x1, x2] ∈

T (A).

Exemplo 2.1.7 (Polinômio Standard). Se R é uma álgebra de dimensão finita, então R
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é uma PI-álgebra. Fixado n ∈ N, defina

stn(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

(−1)σxσ(1) · · ·xσ(n),

onde (−1)σ é o sinal da permutação σ. Chamamos esse polinônio de polinômio stan-

dard de grau n. Não é dif́ıcil ver que stn é n-multilinear e alternado, isto é,

stn(x1, . . . , αxi + x′i, . . . , xn) = αstn(x1, . . . , xi, . . . , xn) + stn(x1, . . . , x
′
i, . . . , xn),

para qualquer α ∈ F , e se xσ(1) . . . xi . . . xj . . . xσ(n) aparece com coeficiente ±1 em stn,

então xσ(1) . . . xj . . . xi . . . xσ(n) aparece com coeficiente ∓1. Assim, tomando n > dim R,

temos que stn ∈ T (R).

Exemplo 2.1.8. Seja E a álgebra de Grassmann gerada por e1, e2 . . . . Então [x1, x2, x3] ∈

T (E). De fato, observe que

(ei1 · · · ein)(ej1 · · · ejm) = (−1)mn(ej1 · · · ejm)(ei1 · · · ein).

Assim, os monômios de comprimento par pertencem ao centro da álgebra de Grassmann.

Considere agora monômios u, v, w ∈ E. Se algum desses monômios, digamos u, tem

comprimento par então u ∈ Z(E). Dáı [u, v, w] = [[u, v], w] = [0, w] = 0. Se todos têm

comprimento ı́mpar, então

[u, v, w] = [uv − vu, w] = [2uv, w] = 0

pois 2uv terá comprimento par. Da multilinearidade do comutador, segue a afirmação.

Exemplo 2.1.9 (Polinômio de Hall). O polinômio de Hall

[[x1, x2]2, x3]

é uma identidade polinomial para M2(F ). Tal fato segue do teorema de Cayley-Hamilton

(ver em [10]).

Definição 2.1.10. Seja I um ideal de F 〈X〉. Dizemos que I é um T-ideal se ϕ(I) ⊂ I,
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para todo endomorfismo ϕ de F 〈X〉. Equivalentemente, I é um T-ideal se

f(g1, . . . , gn) ∈ I

para todos f(x1, . . . , xn) ∈ I e g1, . . . , gn ∈ F 〈X〉.

Exemplo 2.1.11. Seja R uma álgebra associativa. Então não é dif́ıcil ver que T (R) é

um T-ideal. Reciprocamente, se I é um T-ideal de F 〈X〉 então existe uma álgebra R tal

que T (R) = I. De fato, basta ver que

T

(
F 〈X〉
I

)
= I.

Definição 2.1.12. Seja {fi : i ∈ I} um subconjunto de F 〈X〉. A classe V de todas

as álgebras associativas R tais que fi ∈ T (R), ∀i ∈ I, é chamada de variedade de

álgebras associativas determinada por {fi : i ∈ I}. Uma variadade V′ é chamada

subvariedade de V se V′ ⊂ V. O conjunto de todas as identidades polinomiais satisfeitas

por todas as álgebras da variedade V é denotado por T (V) e chamado de T-ideal de V.

Neste caso, dizemos que T (V) é gerado como T-ideal por {fi : i ∈ I}. Usamos a

notação T (V) = 〈fi : i ∈ I〉T e dizemos que {fi : i ∈ I} é uma base para as iden-

tidades polinomiais de V. Os elementos de T (V) são chamados de consequências

dos f ′is.

Justifica-se a escolha do nome de T (V) pelo fato de que tal conjunto é uma interseção

de T ideais, o que também é um T -ideal.

Exemplo 2.1.13. A classe de todas as álgebras associativas comutativas é uma variedade

definida pelo polinômio [x1, x2].

Dada uma classe V de álgebras, o próximo resultado dá um critério de quando V é

uma variedade.

Teorema 2.1.14 (Birkhoff). Uma classe V de álgebras é uma variedade se, e somente

se, c(V), s(V) e q(V) estão contidos em V, onde

c(V) é a classe formada por todos os produtos cartesianos de álgebras de V;

s(V) é a classe de todas as subálgebras das algebras de V;
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q(V) é a classe de todas as álgebras quocientes das álgebras de V.

Demonstração. [10] Teorema 2.3.2, p. 24.

Definição 2.1.15. Dizemos que uma variedade V tem base finita para suas identi-

dades polinomiais se existe S ⊂ F 〈X〉 finito tal que S determina V.

Naturalmente vem a pergunta: Toda variedade tem base finita para suas identidades

polinomiais? Esse é o famoso problema de Specht. Em 1987, Kemer [18] provou que se

char F = 0 então a resposta ao problema era afirmativa. Em 1999, Belov [5],[6], Grishin

[14] e Shchigolev [25] mostraram que se char F = p 6= 0 então a resposta à pergunta é

negativa. Um outro obstáculo nessa mesma linha é encontrar uma base para as identi-

dades polinomiais de uma PI-álgebra. Drensky [11] mostrou em 1981 que os polinômios

st4(x1, x2, x3, x4) e [[x1, x2]2, x1] formam uma base para as identidades polinomiais de

M2(F ), com F de caracteŕıstica 0. O polinômio de Hall em duas variáveis [[x1, x2]2, x1] é

consequência do polinômio

pn+1(x, y1, . . . , yn) =
∑

σ∈Sn+1

xσ(0)y1x
σ(1)y2 · · · ynxσ(n)

com n = 2, onde Sn+1 age em {0, 1, . . . , n}. Havia esperança de que st2n e pn+1 formassem

uma base para T (Mn(F )) com n > 2. Porém, Okhitin [22] em 1986 e Domokos [9] em

1995 constrúıram identidades polinomiais para M3(F ) que não eram consequências de

st6 e p4. O problema de se encontrar explicitamente uma base para Mn(F ) para n ≥ 3

permanece em aberto no caso geral.

Exemplo 2.1.16. Se F é infinito então T (Un(F )) = 〈[x1, x2][x3, x4] · · · [x2n−1, x2n]〉T .

Exemplo 2.1.17. Se F é infinito e R uma F -álgebra comutativa unitária. Então T (F ) =

〈[x1, x2]〉T e T (R) = 〈[x1, x2]〉.

O exemplo anterior mostra que o fato de duas álgebras terem as mesmas identidades

polinomiais não implica que as duas álgebras são isomorfas. Tome como contraexemplo

as Q-álgebras R e Q. Temos T (R) = 〈[x1, x2]〉 = T (Q), porém R não é isomorfa a Q.
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2.2 Álgebras graduadas

Comecemos a seção fixando algumas notações. Seja R uma álgebra associativa sobre

um corpo F e G um grupo com identidade e. R é dita ser uma álgebra G-graduada

(ou simplesmente álgebra graduada, se o grupo estiver claro no contexto) se existe uma

decomposição em espaços vetoriais

R =
⊕
g∈G

Rg

tal que os subespaços Rg satisfazem a condição RgRh ⊂ Rgh, para todos g, h ∈ G. Cada

subespaço Rg recebe o nome de componente homogênea da graduação. Em particular,

a componenteRe é chamada de componente identidade. Para cada g ∈ G, um elemento

r ∈ Rg é chamado de homogêneo de grau g e denotamos deg(r) = g.

Um subespaço V ⊂ R é dito ser um subespaço graduado (ou subespaço ho-

mogêneo) se

V =
⊕
g∈G

(V ∩Rg).

Uma subálgebra A de R é dita ser uma subálgebra graduada se A é um subespaço

graduado. Um ideal I(à esquerda, à direita ou bilateral) de R é dito ser um ideal

graduado se I for um subespaço graduado de R.

Exemplo 2.2.1. Considere a álgebra de Grassmann E com base {e1, e2, . . .} definida no

exemplo 1.1.7. Ela tem uma Z2-graduação natural, onde E0 é o subespaço de E gerado por

{ei1ei2 · · · eik : k é par} e E1 é o subespaço de E gerado por {ei1ei2 · · · eim : m é ı́mpar}.

Definição 2.2.2. Seja R =
⊕

g∈GRg uma álgebra G-graduada. Dizemos que R é uma

álgebra G graduada simples se R2 6= 0 e se R não possui ideais bilaterais graduados

não triviais. R é dita ser uma álgebra G-graduada de divisão se R é unitária e todo

elemento homogêneo não nulo de R for invert́ıvel.

O seguinte resultado, que omitiremos a demonstração, é frequentemente usado para

se decidir se um dado ideal de uma álgebra graduada é também graduado.

Lema 2.2.3. Seja R uma álgebra G-graduada e I um ideal de R. Então I é um ideal

graduado de R se, e somente se, I é gerado(como ideal) por elementos homogêneos.
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Sejam A =
⊕

g∈GAg e B =
⊕

g∈GBg duas álgebras G-graduadas. Um homomor-

fismo (isomorfismo) de álgebras f : A→ B é dito ser um homomorfismo de álgebras

graduadas se f(Ag) ⊂ Bg, para todo g ∈ G. Se existe um isomorfismo de álgebras gra-

duadas entre duas álgebras graduadas A e B, então dizemos que A e B são G-isomorfas.

Dados, arbitrariamente, uma álgebra R e um grupo G, sempre podemos definir uma

G-graduação em R pondo Rg = 0, para todo g 6= e e Re = R. Essa graduação é chamada

de graduação trivial.

Definição 2.2.4. Seja R =
∑

g∈GRg uma álgebra G-graduada. Definimos o suporte de

R como sendo o conjunto

supp(R) = {g ∈ G : Rg 6= 0}.

Cabe observar que o suporte não necessariamente é um subgrupo de G. De fato, se

R2 = 0, então supp(R) pode ser um subconjunto arbitrário de G. Vejamos agora alguns

exemplos de graduações importantes:

Exemplo 2.2.5 (Graduações elementares). Sejam R = Mn(F ) a álgebra das matrizes

n×n sobre F e G um grupo. Fixe uma n-upla u = (g1, . . . , gn) ∈ Gn. Denotando por Eij

as matrizes elementares de R, 1 ≤ i, j ≤ n, podemos definir a seguinte graduação em R:

para cada g ∈ G, defina

Rg = Span{Eij : g−1
i gj = g}.

Primeiro observe que

R =
⊕
g∈G

Rg.

Além disso, se Eij ∈ Rg e Ekl ∈ Rh, temos que se j 6= k então EijEkl = 0 ∈ Rgh.

Se j = k então EijEjl = Eil e g−1
i gl = g−1

i gjg
−1
j gl = gh, isto é, Eil ∈ Rgh. Portanto,

a decomposição definida é de fato uma graduação. Essa graduação recebe o nome de

graduação elementar.

O seguinte lema técnico será útil mais adiante:

Lema 2.2.6. Considere a álgebra R = Mn(F ) munida de uma G-graduação R =
⊕

g∈GRg.

Se as matrizes escalares estão na componente unitária Re e todas as matrizes Eii, i =
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1, . . . , n são homogêneas então a graduação é elementar.

Demonstração. Ver em [26] (p. 29).

Se a ∈ G é fixado, então a n-upla (ag1, . . . , agn) define a mesma estrutura de gra-

duação uma vez que (agi)
−1(agj) = g−1

i gj. Assim, podemos sempre assumir que g1 = e.

Lema 2.2.7. Sejam R = Mn(F ), σ ∈ Sn e fixe elementos g1, . . . , gn ∈ G. Considere as

duas n-uplas u = (g1, . . . , gn) e v = (gσ(1), . . . , gσ(n)). Denote por Ru e Rv as estruturas

de graduação definidas por u e v em R, respectivamente. Então Ru e Rv são álgebras

G-graduadas isomorfas.

Demonstração. Denote v = (h1, . . . , hn). Temos as estruturas Ru =
⊕

g∈GR
u
g e Rv =⊕

g∈GR
v
g , onde

Ru
g = Span{Eij : g−1

i gj = g} Rv
g = {Eij : h−1

i hj = g}

Defina α : Ru → Rv por α(Eij) = Ekl, onde σ(k) = i e σ(l) = j. É claro que α é um

homomorfismo de álgebras. Além disso, se Eij ∈ Ru
g então g−1

i gj = g. Logo

deg(α(Eij)) = deg(Ekl) = h−1
k hl = g−1

σ(k)gσ(l) = g−1
i gj = g = deg(Eij)

o que mostra que α é um isomorfismo de álgebras G-graduadas.

Exemplo 2.2.8 (Produto tensorial de álgebras). Sejam G e H dois grupos e A =⊕
g∈GAg e B =

⊕
h∈H Bh álgebras G-graduada e H-graduada, respectivamente. Então o

produto tensorial C = A⊗B é (G×H)-graduado de modo natural. Definimos, para cada

(g, h) ∈ G×H,

C(g,h) = Ag ⊗Bh.

Não é dif́ıcil ver que as componentes C(g,h) estão todas em soma direta e que

C =
⊕

(g,h)∈G×H

C(g,h).

Considere agora duas álgebras G-graduadas, A =
⊕

g∈GAg e B =
⊕

g∈GBg e denote

S = supp(A) e T = supp(B). Se os elementos de Se T comutam aos pares, então o
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produto tensorial C = A⊗B pode ser G-graduado pondo

Ct =
⊕
gh=t

(Ag ⊗Bh)

Mostremos primeiro que os subespaços Ct estão em soma direta.

Para cada g, h ∈ G, sejam {agλ}λ∈Ig base para Ag e {bhδ}δ∈Jh base para Bh. Então os

conjuntos ⋃
g∈G

{agλ}λ∈Ig
⋃
h∈G

{bhδ}δ∈Jh

são bases para A e B respectivamente. Então o conjunto

⋃
(g,h)∈G×G

{agλ ⊗ b
h
δ}λ∈Ig , δ∈Jh (2.2.1)

é base para C. Para cada t ∈ G, considere todos g, h ∈ G tais que gh = t. Então

Γt =
⋃
gh=t

{agλ ⊗ b
h
δ}λ∈Ig , δ∈Jh

é base para Ct. Observe então que Γt ∩ Γs = ∅ se t 6= s, uma vez que (2.2.1) é base

para C. Portanto os subespaços Ct estão em soma direta e C =
⊕

t∈GCt. Usando que os

elementos de S e T comutam aos pares, não é dif́ıcil ver que CtCs ⊂ Cts.

No segundo momento do exemplo anterior, temos que se duas álgebras A e B são

G-graduadas e S = supp(A) e T = supp(B) comutam aos pares então podemos definir

uma G-graduação no produto tensorial C = A⊗B pondo Ct =
⊕

gh=tAg⊗Bh para cada

t ∈ G. Essa definição de graduação no produto tensorial é posśıvel, em particular, se G

é abeliano. Para o caso não abeliano, não é posśıvel, em geral, estender essa definição.

Porém, no caso especial a seguir, apresentamos uma extensão desse conceito.

Exemplo 2.2.9 (Graduações induzidas no produto tensorial). Sejam A = Mn(F ) uma

álgebra de matrizes com uma G-graduação elementar definida por uma n-upla (g1, . . . , gn)

e B =
⊕

g∈GBg uma álgebra G-graduada qualquer. Então pode-se induzir uma G-
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graduação no produto tensorial C = A⊗B definindo para cada g ∈ G

Cg = Span{Eij ⊗ b : deg(b) = h, g−1
i hgj = g}.

Então a decomposição C =
⊕

g∈GCg é uma G-graduação e B é uma subálgebra G-

graduada de C. Além disso, se B é unitária, então A é uma subálgebra graduada de

C. Essa graduação recebe o nome de graduação induzida no produto tensorial.

Exemplo 2.2.10 (Álgebra de grupo twisted). Sejam F um corpo e G um grupo. Con-

sidere a álgebra de grupo F [G] consistindo no F -espaço vetorial com base {rg : g ∈ G}

com multiplicação dada por rgrh = rgh, para quaisquer g, h ∈ G. Então F [G] pode ser

equipada com uma graduação definindo para cada g ∈ G,

Rg = Span{rg}.

Essa graduação recebe o nome de graduação canônica. Observe que F [G] com a gra-

duação canônica é uma álgebra graduada de divisão pois todo elemento homogêneo não

nulo é invert́ıvel.

Considere agora uma aplicação σ : G×G→ F ∗ e F σ[G] o espaço vetorial com base

{rg : g ∈ G} e com produto

rgrh = σ(g, h)rgh (2.2.2)

para quaisquer g, h ∈ G. Para que este produto em F σ[G] seja associativo, σ deve satis-

fazer a relação

σ(x, y)σ(xy, z) = σ(y, z)σ(x, yz) (2.2.3)

para quaisquer x, y, z ∈ G. Uma aplicação σ : G×G→ F ∗ satisfazendo (2.2.3) é chamada

de 2-cociclo em G com valores em F e a álgebra associativa F σ[G] com produto (2.2.2)

recebe o nome de álgebra de grupo twisted. Se definirmos

(F σ[G])g = Span{rg}
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então F σ[G] se torna uma álgebra G-graduada e dizemos que tal graduação é canônica.

Obviamente, se σ ≡ 1 então F σ[G] se torna a álgebra de grupo ordinária.

A álgebra de grupo twisted F σ[G] é uma álgebra de divisão graduada.

Para mais propriedades da álgebra de grupo twisted, indicamos [23] e [24]. Recor-

demos a definição de álgebra semissimples:

Definição 2.2.11. Seja R uma álgebra de dimensão finita. Dizemos R é semissimples

se R não possui ideais nilpotentes não nulos. Definimos o Radical de Jacobson de R

como sendo a interseção de todos os ideais primitivos de R. Como R tem dimensão finita

então o Radical de Jacobson de R é o único ideal maximal nilpotente de R.

Proposição 2.2.12. Seja G um grupo tal que |G| é invert́ıvel no corpo F . Então F σ[G]

é semissimples para qualquer 2-cociclo σ em G.

Demonstração. Ver em [24] (teorema 4.4).

2.3 Identidades graduadas

Como trabalharemos com identidades polinomiais em álgebras graduadas, precisa-

mos do conceito de polinômio graduado. Dado um grupo G, seja {Xg : g ∈ G} uma

famı́lia de conjuntos infinitos enumeráveis disjuntos. Defina X =
⋃
g∈GXg como um con-

junto de variáveis. Então a álgebra associativa livre F 〈X〉 pode ser equipada com uma

G graduação da seguinte maneira: defina deg(x) = g para todo x ∈ Xg, deg(1) = e e

deg(x1 · · ·xn) = deg(x1) · · · deg(xn). Assim, fica definido o subespaço

F 〈X〉g = Span{u : u é monômio de F 〈X〉 e deg(u) = g}.

Assim, vale que

F 〈X〉 =
⊕
g∈G

F 〈X〉g e F 〈X〉gF 〈X〉h ⊂ F 〈X〉gh.

Usaremos a notação x = xg quando x ∈ Xg e chamaremos a álgebra F 〈X〉 com a gra-

duação acima de álgebra associativa livre G-graduada. Os elementos de F 〈X〉
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são chamados de polinômios graduados. A álgebra G-graduada F 〈X〉 satisfaz a

seguinte propriedade: para qualquer álgebra G-graduada A =
⊕

g∈GAg, toda função

ϕ : X =
⋃
g∈GXg → A tal que ϕ(Xg) ⊂ Ag, para todo g ∈ G, pode ser estendida a um

único homomorfismo de álgebras Φ : F 〈X〉 → A tal que Φ|X = ϕ.

Vamos agora ao conceito de identidade polinomial graduada:

Definição 2.3.1. Sejam G um grupo, R =
⊕

g∈GRg uma álgebra graduada e f =

f(xg11 , . . . , x
gn
n ) ∈ F 〈X〉 um polinômio graduado. Dizemos que f é uma identidade po-

linomial graduada para R se f(r1, . . . , rn) = 0 para quaisquer r1 ∈ Rg1 , . . . , rn ∈ Rgn.

Denotaremos por TG(R) o conjunto das identidades polinomiais G-graduadas de R.

Temos a noção análoga de T-ideal para o caso de polinômios graduados:

Definição 2.3.2. Sejam G um grupo e F 〈X〉 a álgebra associativa livre G-graduada. Um

ideal I de F 〈X〉 é dito ser um TG-ideal se ϕ(I) ⊂ I para todo endomorfismo G-graduado

ϕ de F 〈X〉.

Assim, como no caso das identidades ordinárias, temos o seguinte resultado:

Lema 2.3.3. Se R =
⊕

g∈GRg for uma álgebra G-graduada então o conjunto das identi-

dades graduadas de R, TG(R), é um TG-ideal de F 〈X〉.

Podemos relacionar os conceitos de identidades graduadas e identidades ordinárias.

Esse resultado tem conexão direta com o resultado principal deste trabalho.

Proposição 2.3.4. Sejam G um grupo e A =
⊕

g∈GAg e B =
⊕

g∈GBg duas álgebras

G-graduadas. Se TG(A) ⊂ TG(B) então T (A) ⊂ T (B). Em particular, se TG(A) = TG(B)

então T (A) = T (B).

Demonstração. Por conta da notação, considere a álgebra associativa livre F 〈Y 〉, onde

Y = {y1, y2, . . . , yn, . . .}. Seja f = f(y1, . . . , yn) ∈ T (A). Dados arbitrariamente b1, . . . , bn ∈

B, escreva

bi = bigi1 + bigi2 + · · ·+ bigimi
,

onde bigij ∈ Bgij , j = 1, . . . ,mi. Considere agora o polinômio graduado

f̃ = f

(
m1∑
j=1

x
g1j
1 , . . . ,

mn∑
j=1

xgnjn

)
.
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Como f ∈ T (A), note que f̃ ∈ TG(A), o que implica por hipótese que f̃ ∈ TG(B).

Assim,

f(b1, b2, . . . , bn) = f

(
m1∑
j=1

b1
g1j
,

m2∑
j=1

b2
g2j
, . . . ,

mn∑
j=1

bngnj

)
= f̃(b1

g11
, . . . , bngnmn ) = 0,

isto é, f ∈ T (B). Logo, se TG(A) = TG(B) então TG(A) ⊂ TG(B) implica T (A) ⊂ T (B)

e TG(B) ⊂ TG(A) implica T (B) ⊂ T (A), como queŕıamos.

A proposição anterior mostra que se duas álgebras G graduadas possuem as mesmas

identidades graduadas então elas possuem as mesmas identidades ordinárias, isto é, são

PI-equivalentes. Porém se duas álgebras graduadas satifazem as mesmas identidades

ordinárias, não se pode dizer que satisfazem as mesmas identidades graduadas.

Exemplo 2.3.5. Considere a álgebra de Grassmann E = E0 ⊕ E1 com a Z2-graduação.

Considere novamente a álgebra de Grassmann com a graduação trivial por Z2. Então

E = E0 ⊕ E1 e E = E ⊕ 0 satisfazem obviamente as mesmas identidades mas não

satisfazem as mesmas identidades graduadas pois o polinômio graduado f(x1
1) = x1

1 é

identidade graduada para E com a graduação trivial, porém não é para E com a Z2-

graduação canônica.
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Caṕıtulo 3

Álgebras graduadas simples de

dimensão finita

O objetivo deste caṕıtulo é descrever as álgebras graduadas simples, impondo certas

condições ao corpo sobre o qual a álgebra está constrúıda e sobre sua dimensão. Nesta

seção, G será um grupo qualquer e um idempotente que é também homogêneo será cha-

mado de idempotente graduado.

3.1 Unitariedade de álgebras graduadas simples

Nesta seção mostraremos que se F é um corpo qualquer então uma F -álgebra gra-

duada simples de dimensão finita R é unitária.

Lema 3.1.1. Sejam R =
⊕

g∈GRg uma álgebra G-graduada simples de dimensão finita e

I ⊂ R um ideal minimal à direita graduado de R. Então I = aR, para algum idempotente

graduado a.

Demonstração. Suponha que I2 = 0. Então (RI)2 = R(IR)I ⊂ RI2 = 0 o que implica

que o ideal bilateral RI de R é nilpotente. Observe que RI é um ideal graduado de R.

Logo RI = R ou RI = 0. O primeiro caso não pode ocorrer pois R2 6= 0. Logo RI = 0.

Assim I é um ideal bilateral não trivial graduado de R, uma contradição. Logo devemos

ter I2 6= 0 e então existe elemento homogêneo não nulo x em I tal que xI 6= 0. Da

minimalidade de I, segue que xI = I. Em particular, xa = x, para algum a ∈ I. Defina
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o anulador à direita de x em R, isto é, o conjunto

AnnR(x) = {r ∈ R : xr = 0}.

Observe que AnnR(x) é um ideal à direita graduado de R (pois x é homogêneo). Além

disso, devemos ter AnnR(x) ∩ I = 0 ou AnnR(x) ∩ I = I, pois caso contrário teŕıamos

uma contradição com a minimalidade de I. O segundo caso não pode ocorrer pois a ∈ I

mas a /∈ AnnR(x). Logo devemos ter AnnR(x) ∩ I = 0. Assim, como xa2 = xa, isto é

x(a2 − a) = 0. Consequentemente, a é idempotente graduado. Portanto, como aI é um

ideal à direita não nulo (pois a2 = a 6= 0), segue que aI = I.

Lema 3.1.2. Seja R =
⊕

g∈GRg uma álgebra G-graduada simples de dimensão finita e

I ⊂ R um ideal à direita não nulo. Então I = bR para algum idempotente graduado b.

Demonstração. Como a dimensão de R é finita, I contém algum ideal minimal à direita

não nulo. Pelo lema anterior, I contém um idempotente graduado a. Para cada idempo-

tente graduado t ∈ I , defina o anulador à direita de t em I, isto é, o conjunto

AnnI(t) := {x ∈ I : tx = 0}.

Afirmamos que existe um idempotente graduado b tal que AnnI(b) = 0. Para isso, uma

vez que R tem dimensão finita, é suficiente provarmos que se AnnI(a) 6= 0 então é posśıvel

encontrar outro idempotente graduado t ∈ I tal que dim(AnnI(t)) < dim(AnnI(a)).

Como a é homogêneo, o anulador de a em R, AnnR(a), é um ideal à direita gradu-

ado. Logo AnnI(a) = AnnR(a) ∩ I é também ideal à direita graduado de R. Como na

demonstração anterior, existe um idempotente graduado não nulo f ∈ AnnI(a). Como

f 2 = f e af = 0, definimos o elemento

t := a+ f − fa.

Então não é dif́ıcil ver que t é idempotente. Como a, t são idempotentes graduados então

a, t ∈ Re. Logo t também é idempotente graduado. Mostremos agora que AnnI(t) é
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subespaço próprio de AnnI(a). Tome x ∈ AnnI(t). Neste caso,

0 = tx = atx = a(a+ f − fa)x = a2x = ax,

isto é, x ∈ AnnI(a). Entretanto,

tf = (a+ f − fa)f = f 2 = f 6= 0.

Portanto AnnI(t) 6= AnnI(a). Como a dimensão é finita, continuamos o processo até

encontrar um idempotente graduado não nulo b ∈ I tal que AnnI(b) = 0. Como para

qualquer x ∈ I tem-se b(x − bx) = 0, segue que x = bx,o que implica que bI = I, como

queŕıamos demonstrar.

Já estamos prontos para demonstrar o principal resultado desta seção:

Teorema 3.1.3. Seja R uma álgebra graduada simples de dimensão finita sobre um corpo

arbitrário F . Então R é unitária.

Demonstração. Pelo lema anterior, existe idempotente graduado a ∈ R tal que aR = R

(basta tomar I = R no lema anterior). Ainda pela demonstração do teorema anterior,

podemos tomar tal elemento de modo que AnnR(a) = 0. Para qualquer x ∈ R, tem-se

que a(ax− x) = 0, isto é, ax = x. Defina

I = {x− xa : x ∈ R}.

Observe que I é um ideal à esquerda graduado. De fato, se x = rg1 + · · · + rgn ∈ R com

rgi ∈ Rgi , temos

x− xa = rg1 − rg1a+ · · ·+ rgn − rgna ∈
⊕
g∈G

I ∩Rg

pois a ∈ Re. Além disso, Ia = 0. Portanto, IR = IaR = 0, e então I é um ideal bilateral

graduado de R. Se I = R então R2 = IR = 0, o que é um absurdo. Logo devemos ter

I = 0. Portanto, ax = x = xa para qualquer x ∈ R.
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3.2 Álgebras graduadas de divisão

Nesta seção vamos descrever as álgebras de divisão graduadas de dimensão finita

sobre um corpo F algebricamente fechado.

Lema 3.2.1. Seja R =
⊕

g∈GRg uma álgebra G-graduada de divisão de dimensão finita

sobre um corpo algebricamente fechado F . Então H = supp(R) é um subgrupo de G e

dim(Rh) = 1 para todo h ∈ H.

Demonstração. Se g, h ∈ H, então Rg 6= 0 e Rh 6= 0. Tome 0 6= x ∈ Rg e 0 6= y ∈ Rh.

Então 0 6= xy ∈ Rgh, isto é, gh ∈ H. Do mesmo modo, como x é invert́ıvel, segue que

0 6= x−1 ∈ Rg−1, isto é, g−1 ∈ H. Portanto H é subgrupo de G.

Note que Re é uma álgebra de divisão sobre o corpo F , que é algebricamente fechado.

Pela proposição (1.1.13) temos que Re
∼= F . Portanto dim(Re) = 1. Suponha agora que

g 6= e e seja 0 6= x ∈ Rg. Então x é invert́ıvel e x−1 ∈ Rg−1 . Tome y ∈ Rg arbitrário.

Então yx−1 ∈ Re. Sendo R unitária, segue que 1 ∈ Re. De fato, se 1 = xe +
∑

g 6=e xg,

com xg ∈ Rg, então para y ∈ Rh arbitrário, com h ∈ G, y = yxe +
∑

g 6=e yxg, ou seja,

y − yxe =
∑

g 6=e yxg. Dáı, devemos ter h = deg(y − yxe) = deg(
∑

g 6=e yxg). Porém para

todo g 6= e, deg(yxg) = deg(y)deg(xg) = hg 6= h. Mas então devemos ter yxg = 0 para

todo g 6= e e então y = yxe ∈ Re. Do mesmo modo mostra-se que y = xey. Assim, a

componente xe comuta com todos os elementos homogêneos de R. Logo 1 = xe ∈ Re.

Assim, existe α ∈ F tal que yx−1 = α1, o que implica que y = αx. Como y foi arbitrário,

segue que dim(Rg) = 1.

Teorema 3.2.2. Seja R =
⊕

g∈GRg uma álgebra G-graduada de dimensão finita sobre

um corpo algebricamente fechado F . Então R é uma álgebra G-graduada de divisão se,

e somente se, R é G-isomorfa a uma álgebra de grupo twisted F σ[H] com H-graduação

canônica, onde H é um subgrupo finito de G e σ : H ×H → F ∗ é um 2-cociclo em H.

Demonstração. Já vimos que toda álgebra de grupo twisted é uma álgebra de divisão

graduada com a graduação canônica. Provemos a rećıproca. Defina H = supp(R). Pelo

lema anterior, H é subgrupo de G e é finito pois R tem dimensão finita. Como estamos

assumindo que R é uma álgebra graduada de divisão, segue também pelo lema anterior

que dim(Rh) = 1 para todo h ∈ H. Para cada h ∈ H, fixe elemento não nulo xh ∈ Rh.
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Escolhendo arbitrariamente g, h ∈ H, existe um escalar não nulo, que denotaremos por

σ(g, h) ∈ F ∗, tal que

xgxh = σ(g, h)xgh.

Assim fica determinada uma função σ : H×H → F ∗. Como R é uma álgebra associativa,

σ deve satisfazer

σ(g, h)σ(gh, t) = σ(h, t)σ(h, ht)

para quaisquer g, h, t ∈ H. Deste modo, σ é um 2-cociclo e a aplicação ϕ : R → F σ[H]

dada por ϕ(xh) = rh é um isomorfismo de álgebras graduadas.

Proposição 3.2.3. Seja R =
⊕

g∈GRg uma álgebra G-graduada simples de dimensão

finita sobre um corpo arbitrário F . Se dim(Re) = 1 então R é uma álgebra graduada de

divisão.

Demonstração. Como dim(Re) = 1 segue que Re
∼= F e portanto todo elemento não nulo

de Re é invert́ıvel. Tome x ∈ Rg, com g 6= e. O ideal bilateral RxR é graduado em R

(pois x é homogêneo) e portanto RxR = R. Em particular existem homogêneos a, b ∈ R

tais que 0 6= axb ∈ Re. Como Re
∼= F , podemos assumir sem perda de generalidade que

axb = 1. Como dim(R) é finita então R é Dedekind-finita, isto é,

1 = (ax)b = b(ax) = (ba)x = xba

o que mostra que ba = x−1.

3.3 Semissimplicidade de álgebras graduadas simples

Nesta seção provaremos que uma F -álgebra graduada simples R de dimensão finita,

dadas certas condições sobre o corpo F , é semissimples, isto é, R não possui ideais nil-

potentes não nulos (ou equivalentemente que R possui radical de Jacobson nulo). Nesse

sentido, por conta da imposição da finitude da dimensão da álgebra R, por diversas vezes

usaremos a caracterização de álgebras semissimples dada pelo teorema de Wedderburn-

Artin que é a seguinte: seja R uma F -álgebra de dimensão finita semissimples. Então R é

isomorfa a um produto direto finito de álgebras de matrizes sobre F -álgebras de divisão,
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isto é, R é da forma

R ∼= Mn1(D1)× · · · ×Mnt(Dt),

para inteiros positivos n1, . . . , nt e álgebras de divisão D1, . . . , Dt. Observe que se F for

algebricamente fechado, então pela proposição (1.1.13) segue que

R ∼= Mn1(F )× · · ·Mnt(F )

Para a demonstração do teorema de Wedderburn-Artin indicamos [7], [16] e [20].

Lema 3.3.1. Seja R =
⊕

g∈GRg uma álgebra G-graduada simples de dimensão finita

sobre um corpo arbitrário F . Então Re não possui ideais nilpotentes não nulos.

Demonstração. Mostremos primeiramente o lema para ideais à esquerda. Seja I um ideal

à esquerda nilpotente não nulo de Re com, digamos, Im = 0. Como R tem dimensão

finita, então supp(R) é finito. Denote |supp(R)| = n. Seja J = RI o ideal à esquerda de

R gerado por I. Mostremos que Jmn = 0. Para tal, basta mostrarmos que para arbitrários

x1, . . . , xmn ∈ I e homogêneos não nulos a1, . . . , amn ∈ R vale a igualdade

a1x1a2x2 · · · amnxmn = 0. (3.3.1)

Como cada ai é homogêneo não nulo, existem g1, . . . , gmn ∈ supp(R) tais que ai ∈

Rgi , i = 1, . . . ,mn. Defina os elementos:

u1 = g1, u2 = g1g2, . . . , umn = g1g2 · · · gmn.

Se para algum i = 1, . . . ,mn tivermos ui /∈ supp(R) então a1x1 · · · aixi ∈ Rui = 0 e então

a igualdade (3.3.1) vale. Se ui ∈ supp(R), para i = 1, . . . ,mn e |supp(R)| = n então pelo

prinćıpio da casa dos pombos, existem ı́ndices i1 < i2 < · · · < im tais que ui1 = · · · = uim .

Defina

bk = aik+1xik+1aik+2 · · · aik+1
, k = 1, . . . ,m− 1.

Observe que como uik = uik+1
segue que gik+1 · · · gik+1

= e. Portanto, deg(bk) = e, isto é
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b1, . . . , bm−1 ∈ Re. Observe que do lado esquerdo da igualdade (3.3.1) aparece o fator

c := xi1b1xi2b2 · · ·xim−1bm−1xim .

Como I é ideal à esquerda de Re, segue que c ∈ Im = 0. Portanto a igualdade 3.3.1 é

verdadeira. Para ideais à direita, o argumento é análogo. Deste modo, o ideal RIR de R

é nilpotente. Note que RIR é ideal graduado (pois é gerado por elementos homogêneos,

uma vez que I ⊂ Re) de R. Como RIR = R não pode ocorrer (pois como R é unitária,

R2 ⊂ Rs para todo s ≥ 2. Dáı teŕıamos R2 = 0) devemos ter RIR = 0 o que implica que

I = 0

Isso prova o seguinte resultado, referente à componente homogênea de uma álgebra

graduada:

Corolário 3.3.2. Seja R =
⊕

g∈GRg uma álgebra G-graduada simples de dimensão finita

sobre um corpo arbitrário F . Então Re é semissimples.

Lema 3.3.3. Seja R =
⊕

g∈GRg uma álgebra G-graduada simples de dimensão finita

sobre um corpo arbitrário F e t ∈ Re um idempotente graduado. Então a subálgebra tRt

é graduada simples.

Demonstração. Denote A := tRt. Pelo teorema (3.1.3) R é unitária. Se t = 1 não há o

que fazer. Suponha t 6= 1. Observe que como t ∈ Re, a subálgebra A é graduada. Como

t ∈ A, segue que A2 6= 0. Seja I ⊂ A um ideal graduado de A com I 6= A. Considere o

ideal T = RIR de R gerado por I. Afirmamos que T é ideal graduado de R. De fato,

dado ras ∈ T com a ∈ I e r, s ∈ R, escrevemos

r =
∑

i rgi , s =
∑

j shj , a =
∑

k apk com rgi ∈ Rgi , shj ∈ Rhj e

apk ∈ Ipk = I ∩ Apk = I ∩ A ∩Rpk .

Dáı, temos que

ras =
∑
i,j,k

rgiapkshj ∈
⊕
g∈G

RIR ∩Rg

e portanto T é graduada. Observe também que para todo b ∈ I vale que tbt = b, uma vez

que I ⊂ A. Agora afirmamos que T ∩ A = I. Com efeito, se y ∈ T ∩ A então podemos

escrever
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y =
∑

i rixisi, com ri, si ∈ R e xi ∈ I.

Assim,

y = tyt =
∑
i

trixisit =
∑
i

(trit)xi(tsit) ∈ I.

A inclusão contrária é imediata e então T ∩A = I. Como R é graduada simples, devemos

ter T = R ou T = 0. Se T = R então I = T ∩A = R ∩A = A, o que é uma contradição.

Deste modo devemos ter T = 0 e, portanto, I = 0.

Lema 3.3.4. Seja R =
⊕

g∈GRg uma álgebra G-graduada simples de dimensão finita

sobre um corpo algebricamente fechado F , tal que A = Re é uma álgebra simples. Denote

por C o centralizador de A em R. Então R = AC ∼= A⊗C, onde A ∼= Mk(F ) e C é uma

álgebra graduada de divisão.

Demonstração. Observe primeiramente que C é subálgebra graduada. Com efeito, seja

c = c1 + · · · + cn ∈ C com ci ∈ Rgi , para certos gi ∈ G. Então para qualquer a ∈ A,

devemos ter ca = ac, isto é,
n∑
i

cia =
n∑
i

aci.

Como deg(aci) = gi = deg(cia), para i = 1, . . . , n segue que cia = aci para i = 1, . . . , n.

Portanto c ∈
∑

g∈GC ∩ Rg, como queŕıamos. Para mostrar que C é uma álgebra de

divisão graduada, observe que Ce = C ∩ Re ⊂ Re = A. Dáı, dim(Ce) ≤ dim(A ∩ C) =

dim(Z(A)) = 1. Pela proposição (3.2.3) segue o desejado.

Pelo teorema de Wedderburn para álgebras segue que A é isomorfo a Mk(D) para

algum natural k e D é uma álgebra de divisão sobre F . Como D tem dimensão finita e F

é algebricamente fechado então pela proposição (1.1.13) segue que D ∼= F . Dáı temos que

A ∼= Mk(F ). Deste modo, A possui uma base {uij : 1 ≤ i, j ≤ k} tal que uijukl = δjkuil

e 1 = u11 + · · ·+ ukk. Para cada x ∈ R, defina para fixados i, j o elemento

xij =
∑
s

usixujs.

Observe que xij ∈ C pois para ı́ndices k, l arbitrários temos

xijukl =
∑
s

usixujsukl = ukixujl = uklxij
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Logo xij ∈ C. Deste modo, tem-se que

AC 3
k∑

i,j=1

uijxij = x

Portanto R = AC e devemos ter R ∼= Mk(C) ∼= A⊗ C.

Teorema 3.3.5. Seja R =
⊕

g∈GRg uma álgebra G-graduada simples de dimensão finita

sobre um corpo algebricamente fechado F tal que char(F ) = 0 ou char(F ) é coprimo com

a ordem de cada subgrupo finito de G. Então R é semissimples.

Demonstração. Pelo corolário (3.3.2) Re é semissimples. Assim, escreva Re
∼= A(1)⊕· · ·⊕

A(m), onde cada A(i) é uma álgebra de matrizes. Denote por ei a identidade de A(i), para

cada i = 1, . . . ,m. Pelo teorema (3.1.3) R é unitária e então 1 = e1 + · · · + em. Observe

que e1, . . . , em é um sistema ortogonal de idempotentes e

R =
⊕

1≤i,j≤m

eiRej.

Fixe ı́ndice 1 ≤ i ≤ m e considere a subálgebra B = eiRei. Pelo lema (3.3.3) temos

que B é graduada simples e então pelo lema (3.3.4), B ∼= Mk(F )⊗C ∼= Mk(C), onde C é

uma subálgebra de divisão graduada. Pelo teorema (3.2.2), temos que C ∼= F σ[H], onde

H é um subgrupo de G e σ : H×H → F ∗ é um 2-cociclo. Como char(F ) = 0 ou char(F )

é coprimo com a ordem de H, pela proposição (2.2.12), temos que F σ[H] é semissimples.

Assim,

J(B) = J(Mk(F
σ[H])) ∼= Mk(J(F σ[H])) = 0.

Portanto B é semissimples.

Denote por J = J(R) o radical de Jacobson de R. Pelo teorema 4.2 de [24], J é um

ideal graduado de R. Note que vale

eiJei = J ∩ eiRei = J(eiRei) = 0.

Assuma que J 6= 0. Como J =
⊕

i,j eiJej, temos que ekJel 6= 0, para algum par de ı́ndices

tal que k 6= l. Fixe x ∈ ekJel não nulo. Então, considere a decomposição x =
∑

g∈G xg,
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com relação à G-graduação. Então,

x = ekxel =
∑
g

ekxgel. (3.3.2)

Como deg(ekxgel) = g = deg(xg), temos que xg = ekxgel. Dáı, xg ∈ ekRel ∩ J pois

xg ∈ J pois J é graduado em R. Assim, todas as componentes xg pertencem a ekJel. Em

particular eixgej = 0 se i 6= k ou j 6= l.

Considere o conjunto T = eiRekxelRei. Observe que T ⊂ eiRei∩J (pois x ∈ ekJel ⊂

J). Assim, RekxelR ⊂ J (pois J é ideal), o que implica T = 0. Como toda componente

xg pertence a ekJel, segue que eiRekxgelRei = 0 para toda componente homogênea xg.

Deste modo,

RxgR =
⊕
i,j,s,t

eiRejxgesRet =
⊕
i 6=j

eiRekxgelRej. (3.3.3)

Como xg = ekxgel e x 6= 0, usando a igualdade (3.3.2), tomemos uma componente xg não

nula. Observe então que o ideal RxgR é graduado em R. Da equação (3.3.3) e o fato de

que xg 6= 0 temos que RxgR é um ideal graduado próprio de R, uma contradição. Assim,

J = 0. Como a dimensão de R é finita, segue que R é semissimples.

3.4 Teorema de descrição

Esta seção será inteiramente dedicada a demonstrar o seguinte teorema de descrição,

referente ao artigo [3]:

Teorema 3.4.1. Seja R =
⊕

g∈GRg uma F -álgebra G-graduada de dimensão finita tal

que F é um corpo algebricamente fechado. Suponha ainda que a ordem de cada subgrupo

finito de G é invert́ıvel em F . Então R é uma álgebra graduada simples se, e somente se,

R é isomorfa ao produto tensorial Mq(F )⊗ F σ[H] ∼= Mq(F
σ[H]), onde H é um subgrupo

finito de G e σ : H × H → F ∗ é um 2-cociclo em H. A graduação, com respeito a H

em F σ[H] é canônica, a G-graduação em Mq(F ) é elementar definida por uma q-upla

(g1, . . . , gq) ∈ Gq e considera-se a graduação em Mq(F ) ⊗ F σ[H] a graduação induzida

pelo produto tensorial definida no exemplo 2.2.9.

Note que C = Mq(F )⊗ F σ[H] é G-graduada simples. De fato, se I ⊂ C é um ideal
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graduado não nulo então seja u = Eij⊗ rh elemento homogêneo de grau g em I (podemos

assumir que I contém u usando que dado um elemento a⊗ b em I, podemos multiplicar

à direita e esquerda por elementos do tipo Est ⊗ 1, que ainda “permanecemos”em I).

Denote por 1 a identidade de F σ[H]. Então, multiplicando à esquerda e à direita de u

por Est ⊗ 1 teremos que Eii ⊗ rh ∈ I para todo i = 1, . . . , q. Logo Id ⊗ rh ∈ I, pois I é

subespaço. Como rh é invert́ıvel segue que Id ⊗ 1 ∈ I, o que mostra que I = C. Só nos

falta provar a outra implicação.

Durante toda esta seção, as notações serão fixadas, para que a demonstração não se

torne muito longa e enfadonha. Antes disso veremos dois lemas técnicos:

Lema 3.4.2. Seja B = B1⊕· · ·⊕Bn uma soma direta de álgebras de matrizes e z1, z2 ∈ B

dois idempotentes ortogonais. Considere

z1 =
n∑
j=1

zj1 e z2 =
n∑
j=1

zj2

com zj1, z
j
2 ∈ Bj. Então

dim(z1Bz2) =
n∑
j=1

(posto zj1)(posto zj2).

Demonstração. Fixado j, temos que zj1 e zj2 são idempotentes ortogonais. Sejam m =

posto zj1 e k = posto zj2. Suponha Bj = Mp(F ). Observe que zj1 é semelhante à sua matriz

escalonada (zj1)′. Além disso, posto (zj1)′ = m. Logo

(zj1)′ =



a11 a12 · · · a1,m−1 a1m a1,m+1 · · · a1p

0 a22 · · · a2,m−1 a2m a2,m+1 · · · a2p

...
... · · · ...

...
... · · · ...

0 0 · · · 0 amm am,m+1 · · · amp

0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
...

... · · · ...
...

... · · · ...

0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
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Como aii = 1 e zj1 é idempotente, segue que

zj1 = E11 + · · ·+ Emm

Do mesmo modo, usando também que zj1 e zj2 são idempotentes ortogonais, mostra-se que

zj2 é semelhante à Em+1,m+1 + · · ·+ Em+k,m+k. Portanto

dim zj1Bjz
j
2 = mk = (posto zj1)(posto zj2).

Da igualdade

z1Bz2 =
n⊕
j=1

zj1Bjz
j
2

segue o resultado.

Lema 3.4.3. Seja R = ⊕g∈GRg uma álgebra graduada simples de dimensão finita sobre

um corpo algebricamente fechado F tal que char F = 0 ou char F é coprima com a ordem

de cada subgrupo finito de G. Assuma que a componente identidade de R é soma de dois

somandos simples: Re = A1⊕A2. Sejam e1 ∈ A1 e e2 ∈ A2 as identidades das álgebras A1

e A2, respectivamente. Denote R1 = e1Re1 e R2 = e2Re2. Pelos lemas (3.3.3) e (3.3.4),

podemos considerar as decomposições R1 = A1C1 e R2 = A2C2, onde C1 e C2 são álgebras

de divisão graduadas. Sejam d1 ∈ A1 e d2 ∈ A2 um par de idempotentes minimais tais

que M = d1Rd2 6= 0. Então

dim(C1) = dim(M) = dim(C2),

M = C1x = xC2 para qualquer homogêneo x, 0 6= x ∈M.

Demonstração. Pelo teorema (3.3.5), R é semissimples. Seja R = B1 ⊕ · · · ⊕ Bn uma

decomposição de R em soma de ideais simples. Podemos então escrever

e1 = e1
1 + · · ·+ en1 , ei1 ∈ Bi, i = 1, . . . , n.

Assim,

A1C1 = R1 = e1Re1 = e1
1B1e

1
1 ⊕ · · · ⊕ en1Bne

n
1 . (3.4.1)

Como C1 é o centralizador de A1 em R1, segue que C1 = C1
1⊕· · ·⊕Cn

1 , onde Ci
1 = C1∩Bi.
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De fato, dado x = x1 + · · · + xn ∈ C1, com xi ∈ Bi, como C1 é subálgebra graduada e

A1 ⊂ Re, segue que xi ∈ C1 e a igualdade é verdadeira.

Fixe ı́ndice i, 1 ≤ i ≤ n, denote por ϕi a projeção canônica de R sobre Bi e seja

Ai1 = ϕi(A1). Observe que ϕi é um homomorfismo de álgebras. Considere a restrição

ϕi : A1 → Bi. Como A1 é simples, segue pelo teorema do isomorfismo que Ai1 = 0 ou

Ai1
∼= A1. Se Ai1 = 0, então

A1 ⊂ ⊕B1 ⊕ · · ·Bi−1 ⊕Bi+1 ⊕ · · · ⊕Bn = R′ 6= R.

Assim, o ideal RA1R é graduado (pois é gerado por elementos homogêneos) e próprio,

uma contradição. Assim, devemos ter Ai1
∼= A1 e então Ci

1 comuta com Ai1.

Denote agora B′i = ei1Bie
i
1. Como ei1 = ϕi(e1) é um idempotente e Bi é simples,

segue que B′i é simples. Além disso, Ci
1 ⊂ B′i. Note que B′i = Ai1C

i
1. De fato, pela

igualdade (3.4.1), segue que

B′i = ei1Bie
i
1 = ϕi(A1C1) = ϕi(A1)ϕi(C1) = Ai1C

i
1.

Observe ainda que Ci
1 é simples, caso contrário, se I ⊂ Ci

1 é um ideal próprio de Ci
1

então B′iI é um ideal próprio em B′i, uma contradição. Assim, Ci
1
∼= Mpi(F ), para algum

pi ≥ 1 e

B′i
∼= Ai1 ⊗ Ci

1 (3.4.2)

Considere a decomposição d1 = d1
1 + · · · + dn1 , com dj1 ∈ Bj. Então, di1 = ϕi(d1)

é um idempotente minimal de Ai1 e pela igualdade (3.4.2) o posto da matriz di1 em B′i

é pi. Observe que B′i ⊂ Bi são duas álgebras de matrizes e B′i = ei1Bie
i
1, onde ei1 é um

idempotente. Assim, para qualquer matriz x ∈ B′i, o posto de x em B′i coincide com o

posto de x em Bi. Deste modo posto di1 = pi.

De modo análogo, denotando Cj
2 = C2 ∩Bj, j = 1, . . . , n, tem-se

C2 = C1
2 ⊕ · · ·+ Cn

2 , Cj
2 = Mqj , com qj ≥ 1, j = 1, . . . , n

d2 = d1
2 + · · ·+ dn2 , dj2 ∈ Bj, j = 1, . . . , n
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e posto dj2 = qj. Pelo lema (3.4.2),

dim(M) =
n∑
i=1

(posto di1)(posto di2) =
n∑
i=1

piqi (3.4.3)

e

dim C1 = p2
1 + · · ·+ p2

n, dim C2 = q2
1 + · · ·+ q2

n (3.4.4)

Agora note que M = d1Rd2 é um C1-módulo à esquerda. De fato, essa observação

segue do fato de que d1 ∈ A1 e C1 comuta com os elementos de A1. Como C1 é uma álgebra

de divisão graduada simples e M é um C1-módulo à esquerda não trivial graduado, temos

que dim(M) ≥ dim(C1). Do mesmo modo, olhando M como um C2-módulo à direita,

tem-se dim M ≥ dim C2. Usando essas informações juntamente com as desigualdades

(3.4.3) e (3.4.4) obtemos

p1q1 + · · ·+ pnqn ≥ p2
1 + · · ·+ p2

n,

p1q1 + · · ·+ pnqn ≥ q2
1 + · · ·+ q2

n

ou, equivalentemente,
∑

i(p1− q1)2 ≤ 0. Portanto p1 = q1, · · · , pn = qn, isto é, dim(C1) =

dim(M) = dim(C2).

Tome agora um elemento homogêneo arbitrário não nulo x ∈ M . Defina a trans-

formação linear β : C1 → C1x por β(c) = cx. Observe que β é injetora pois caso contrário

existiria um homogêneo não nulo (e portanto invert́ıvel) c ∈ C1 tal que cx = 0, uma con-

tradição. Assim, dim(M) = dim(C1) = dim(C1x). Como C1x ⊂ M (pois se x = d1rd2

então C1x = C1d1rd2 = d1C1rd2 ⊂ M), segue que C1x = M . Do mesmo modo xC2 = M

e terminamos.

Trabalharemos com uma álgebra G-graduada simples R de dimensão finita sobre um

corpo algebricamente fechado F tal que char(F ) = 0 ou char(F ) é coprimo com a ordem

de cada subgrupo finito de G. Pelo corolário (3.3.2) Re é semissimples então escreveremos

Re = A(1) ⊕ · · · ⊕ A(k),

onde A(j) ∼= Mqj(F ) com qj ≥ 1 para j = 1, . . . , k. Denote por ei a identidade de A(i).
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Pelo lema (3.3.3), a subálgebra

R(i) = eiRei

é graduada simples. Denotaremos por C(i) o centralizador de A(i) em R(i).

Proposição 3.4.4. O centralizador C(i) é uma subálgebra G graduada simples de R.

Demonstração. Pelo lema (3.3.4), temos que R(i) = A(i)C(i) ∼= A(i) ⊗ C(i) ∼= Mqi(C
(i)).

Note que C(i) é subálgebra graduada de R. De fato, dado c = c1 + · · ·+cn ∈ C(i) com cj ∈

Rgj para j = 1, . . . , n e a ∈ A(i) ⊂ Re vale que ca = ac. Como deg(cja) = gj = deg(acj),

temos que acj = cja, o que implica que cj ∈ C(i) para todo j = 1, . . . , n. Portanto C(i) é

subálgebra graduada de R.

Considere agora I um ideal graduado de C(i) não trivial. Afirmamos que A(i)I é um

ideal não trivial graduado de R(i). Primeiro observe que dados u =
∑

j ajcj ∈ A(i)C(i) =

R(i) e v =
∑

k a
′
kdk ∈ A(i)I, com a′k ∈ A(i) e dk ∈ I temos

uv =
∑
j,k

ajcja
′
kdk =

∑
j,k

aja
′
kcjdk ∈ A(i)I

pois cj comuta com a′k e I é ideal de C(i). Do mesmo modo mostra-se que vu ∈ A(i)I.

Mostremos agora que A(i) é graduado. Tome ad ∈ A(i)I com a ∈ A(i) e d ∈ I. Como I

é graduado em C(i), podemos escrever d = d1 + · · · + ds, com dj ∈ C(i)
hj
∩ I, j = 1, . . . , s.

Assim,

ad = ad1 + · · · , ads ∈
⊕
g∈G

A(i)I ∩Rg

pois deg(adj) = deg(a)deg(dj) = hj. Caso tomarmos u =
∑

l aldl ∈ A(i)I, teremos pelo

mesmo argumento, u ∈
⊕

g∈GA
(i)I ∩Rg. Portanto A(i)I é ideal graduado de R(i). Como

I é não trivial em C(i) e A(i)C(i) = R(i), segue que A(i)I é não trivial em R(i), o que é um

absurdo. Portanto C(i) é graduada simples.

De agora em diante, denotaremos H(i) = supp(C(i)).

Proposição 3.4.5. A subálgebra C(i) é álgebra graduada de divisão e, portanto, H(i) é

subgrupo de G.
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Demonstração. Note que dim(A(i) ∩ C(i)) = dim(Z(A(i))) = 1. Portanto,

dim(C(i)
e ) = dim(C(i) ∩Re) = dim(C(i) ∩ A(i)) = 1

Pela proposição (3.3.2), C(i) é álgebra de divisão graduada. Pelo lema (3.2.1) H(i) é

subgrupo de G.

Denotaremos por

e
(i)
α,β, 1 ≤ α, β,≤ qi

as matrizes unitárias de A(i). Neste caso, temos que

ei = e
(i)
11 + e

(i)
22 + · · ·+ e(i)

qiqi
.

Lema 3.4.6. Mantidas as notações, temos que supp(C(i)) = supp(R(i)), para i = 1, . . . , k.

Demonstração. Como R(i) = A(i)C(i) e A(i) ⊂ Re, temos que todo elemento r ∈ R(i) se

escreve na forma

r =
∑
l

alcl

com al ∈ A(i) e cl ∈ C(i). Tome h ∈ supp(C(i)). Então existe um homogêneo não

nulo c ∈ C
(i)
h . Assim, o elemento c = eic ∈ A(i)C(i) = R(i). Assim, H(i) ⊂ supp(R(i)).

Reciprocamente, tome h ∈ supp(R(i)). Então existe um homogêneo não nulo r =
∑

l alcl ∈

R
(i)
h . Como deg(al) = e devemos ter deg(cl) = h, para todo ı́ndice l. Como r 6= 0, devemos

ter algum cl não nulo e então, h ∈ C(i)
h . Assim supp(R(i)) ⊂ H(i).

Proposição 3.4.7. Fixe um inteiro m tal que 2 ≤ m ≤ k. Então existem elementos

homogêneos xi,i−1 ∈ eiRei−1 e xi−1,i ∈ ei−1Rei, com i = 2, . . . ,m tais que

emxm,m−1em−1 · · · e2x2,1e1x12e2 · · · em−1xm−1,mem 6= 0

satisfazendo deg(xi,i−1xi−1,i) = e.

Demonstração. Primeiro note que

Wm = emRem−1R · · · e2Re1Re2R · · · em−1Rem = R(m).
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Provemos essa afirmação por indução em m. Se m = 2, então note que Re1R é um ideal

não nulo graduado de R (pois é gerado por um elemento homogêneo). Logo Re1R = R.

Assim,

W2 = e2Re1Re2 = e2Re2 = R(2).

Suponha agora que Wm−1 = R(m−1). Assim, Wm−1 é homogêneo. Assim, o ideal RWm−1R

é graduado em R e portanto, RWm−1R = R. Assim,

Wm = emRWm−1Rem = emRem = R(m)

como queŕıamos. Portanto, Wm = R(m) 6= 0 e então existem homogêneos xi,i−1 ∈ eiRei−1

e xi−1,i ∈ ei−1Rei tais que

wm = emxm,m−1em−1 · · · e2x2,1e1x12e2 · · · em−1xm−1,mem 6= 0. (3.4.5)

Para cada ı́ndice j tal que 2 ≤ j ≤ m, denote por wj o fator

ejxj,j−1 · · · e2x21e1x12 · · · ej−1xj−1,jej

que aparece em (3.4.5). Se deg(w2) = h 6= e então pelo lema (3.4.6) temos que

h ∈ supp(R(2)) = H(2).

Como H(2)é subgrupo, segue que h−1 ∈ H(2). Tome então um elemento homogêneo não

nulo b ∈ C(2) tal que deg(b) = h−1. Assim, considerando o elemento x′21 = bx21, temos

que

w′2 = e2x
′
21e1x12e2 = e2bx21e1x12e2 = be2x21e1x12e2 = bw2,

onde usamos que b comuta com e2. Note agora que w′2 6= 0 pois b é invert́ıvel (C(2) é

álgebra graduada de divisão pela proposição (3.4.5)) e w2 6= 0. Além disso, deg(w′2) =

deg(b)deg(w2) = e, como queŕıamos. De modo geral, suponha que já tenhamos feito esse

processo até o ı́ndice m−1. Temos que xm,m−1xm−1,m ∈ R(m). Caso deg(xm,m−1xm−1,m) =

g 6= e então g ∈ supp(R(m)) = H(m). Como H(m) é subgrupo de G, tome um homogêneo



3.4. Teorema de descrição 50

não nulo d ∈ C(m) tal que deg(d) = g−1. Considerando o elemento x′m,m−1 = dxm,m−1,

temos que

w′m = emx
′
m,m−1em−1 · · · e2x21e1x12 · · · em−1xm−1,m

= emdxm,m−1em−1 · · · e2x21e1x12 · · · em−1xm−1,m

= demxm,m−1em−1 · · · e2x21e1x12 · · · em−1xm−1,m

= dwm.

Note que w′m 6= 0 pois wm 6= 0 e d é invert́ıvel. Como,

deg(w′m) = deg(d)deg(wm)

= deg(d)deg(emxm,m−1wm−1xm−1,mem)

= deg(d)deg(xm,m−1xm−1,m)

= e

a proposição está demonstrada.

Considere os elementos homogêneos do enunciado da proposição (3.4.7) (conside-

rando m = k). Observe que para i = 1, . . . , k − 1, vale

xi+1,ixi,i+1 ∈ Re ∩R(i+1),

xi,i+1xi+1,i ∈ Re ∩R(i).

Como

ekxk,k−1ek−1 · · · e2x2,1e1x12e2 · · · ek−1xk−1,kek 6= 0

existem ı́ndices α1, . . . , αk, β2, . . . , βk com 1 ≤ αj, βj ≤ qj, para j = 1, . . . , k tais que

e
(k)
βk,βk

xk,k−1e
(k−1)
βk−1βk−1

· · · e(2)
β2,β2

x21e
(1)
α1,α1

x12 · · · e(k−1)xk−1,ke
(k)
αk,αk

6= 0 (3.4.6)
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Defina agora os elementos homogêneos para i = 1, . . . , k − 1

yi,i+1 = e
(i)
1,αi

e(i)
αi,αi

xi,i+1e
(i+1)
αi+1,αi+1

e
(i+1)
αi+1,1

,

yi+1,i = e
(i+1)
1,βi+1

e
(i+1)
βi+1,βi+1

xi+1,ie
(i)
βi,βi

e
(i)
βi,1
.

Note que todos os yi,i+1, yi+1,i são homogêneos e satisfazem

e
(i)
11yi,i+1e

(i+1)
11 = yi,i+1, e

(i+1)
11 yi+1,ie

(i)
11 = yi+1,i. (3.4.7)

Além disso, segue de (3.4.6) que

yk,k−1yk−1,k−2 · · · y21y12y23 · · · yk−1,k 6= 0. (3.4.8)

Defina agora os seguintes elementos: se 1 ≤ i < j ≤ k,

yij = yi,i+1yi+1,i+2 · · · yj−1,j, yji = yj,j−1yj−1,j−2 · · · yi+1,i. (3.4.9)

Note que as igualdades em (3.4.7) são verdadeiras agora para quaisquer ı́ndices i, j

pois se 1 ≤ i < j ≤ k então

e
(i)
11yije

(j)
11 = e

(i)
1 1e

(i)
1 1yi,i+1e

(i+1)
11 e

(i+1)
11 yi+1,i+2e

(i+2)
11 · · · e(j−1)

11 yj−1,je
(j)
11 e

(j)
11

= e
(i)
1 1yi,i+1e

(i+1)
11 e

(i+1)
11 yi+1,i+2e

(i+2)
11 · · · e(j−1)

11 yj−1,je
(j)
11

= yi,i+1yi+1,i+2 · · · yj−1,j

= yij.

De modo análogo mostra-se que e
(j)
11 yjie

(i)
11 = yji. Portanto temos a relação:

e
(i)
11yije

(j)
11 = yij, 1 ≤ i, j,≤ k. (3.4.10)

Vamos agora definir elementos que denotaremos por y11, y22, . . . , ykk. Considere

primeiramente y22 = y21y12. Note que em virtude da igualdade (3.4.8) e da proposição
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(3.4.7) temos que y22 6= 0 e deg(y22) = deg(y21y12) = deg(x21x12) = e. Assim

y22 ∈ Re ∩R(2) = (R(2))e ⊂ A(2),

onde a última inclusão é verdadeira uma vez que se y22 = a1 + · · · + ak, com aj ∈ A(j),

segue que

y22 = e2y22e2 = e2a2e2 ∈ A(2).

Assim, y22 é uma matriz em A(2). Como e
(2)
11 y22e

(2)
11 = y22 temos então que y22 deve ser

múltiplo escalar da matriz e
(2)
11 , isto é, y22 = λe

(2)
11 , para algum λ ∈ F não nulo. Se

trocarmos y21 por λ−1y21, as relações em (3.4.9) e (3.4.10) permanecem válidas. Deste

modo, podemos assumir y22 = e
(2)
11 . Até mais.

Considere agora y11 = y12y21. Pelo mesmo argumento acima, devemos ter y11 =

αe
(1)
11 , para algum α ∈ F . Note que (y11)2 = αy11. Assim,

(y22)3 = y21y12y21y12y21y12

= y21(y11)2y12

= y21(αy11)y12

= αy21y11y12

= αy21y12y21y12

= α(y22)2

= αy22

pois y22 = e
(1)
11 é nilpotente. Por outro lado, (y22)3 = y22. Disso conclúımos que α = 1

e portanto y11 = e
(1)
11 . O mesmo processo, substituindo yi+1,i por um múltiplo escalar

conveniente de yi+1,i, nos fornece

yi,i+1yi+1,i = e
(i)
11 , yi+1,iyi,i+1 = e

(i+1)
11

enquanto que as relações (3.4.9) e (3.4.10) permanecem válidas. Assim, definimos yii =

e
(i)
11 , para i = 1, . . . , k.
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Proposição 3.4.8. Os elementos yij, 1 ≤ i, j ≤ k definidos acima satifazem

yijykl = δjkyil,

onde δij é o delta de Kronecker. Consequentemente tais elementos formam um conjunto

linearmente independente.

Demonstração. Fixe ı́ndices i, j, s, t. Note que se j 6= s, usando (3.4.10) obtemos

yijyst = e
(i)
11yije

(j)
11 e

(s)
11 yste

(t)
11 = 0

pois e
(j)
11 e

(s)
11 = 0 e a proposição é verdadeira. Passemos ao caso em que j = s. Se i < j < t

ou i > j > t a proposição segue da definição (3.4.9).

Se i = j < t então

yiiyis = e
(i)
11yi,i+1yi+1,s

= e
(i)
11 (e

(i)
1,αi

e(i)
αi,αi

xi,i+1e
(i+1)
αi+1,αi+1

e
(i+1)
αi+1,1

)yi+1,s

= e
(i)
1,αi

e(i)
αi,αi

xi,i+1e
(i+1)
αi+1,αi+1

e
(i+1)
αi+1,1

yi+1,s

= yi,i+1yi+1,s

= yi,s.

Se i = j > t ou i < j = t usa-se argumento análogo ao acima. Se i < j e j > t,

temos

yijyjt = (yi,i+1 · · · yj−2,j−1yj−1,j)(yj,j−1yj−1,j−2 · · · yt+1,t)

= yi,i+1 · · · yj−2,j−1e
(j−1)
11 yj−1,j−2 · · · yt+1,t

= yi,i+1 · · · e(j−1)
11 yj−2,j−1e

(j−1)
11 e

(j−1)
11 e

(j−1)
11 yj−1,j−2e

(j−2)
11 · · · yt+1,t

= yi,i+1 · · · yj−2,j−1yj−1,j−2 · · · yt+1,t

= yi,j−1yj−1,t

Agora utilizamos o mesmo argumento em yi,j−1 e yj−1,t até cairmos num dos casos yiiyit

ou yitytt. Dáı segue de um dos casos anteriores.
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Se i > j e j < t então usa-se um argumento de ”redução”análogo ao acima. Portanto

a proposição está provada.

Proposição 3.4.9. O subespaço S de R com base

{yij : 1 ≤ i, j ≤ k}

é uma subálgebra graduada de R. Além disso, S é isomorfo a Mk(F ) e existem e =

g1, g2, . . . , gk ∈ G tais que deg(yij) = gig
−1
j .

Demonstração. S é graduada pois é gerada por elementos homogêneos de R. O fato de

que S ∼= Mk(F ) segue da aplicação η : S → Mk(F ) que associa yij à matriz elementar

Eij ∈ Mk(F ). Agora note que yii = e
(i)
11 ∈ A(i) ⊂ Re, isto é, todas as matrizes yii são

homogêneas. Pelo lema (2.2.6) segue a proposição.

Considere agora o idempotente t = ei + ej, i 6= j. Pelo lema (3.3.3) R′ = tRt é

graduada simples e

(R′)e = R′ ∩Re = (ei + ej)R(ei + ej) ∩ (A(1))⊕ · · · ⊕ A(k) = A(i) ⊕ A(j).

Observe ainda que C(i) é o centralizador de A(i) em eiRei = eiR
′ei. Como yij é homogêneo

não nulo vale que

C(i)yij = yijC
(j). (3.4.11)

Lema 3.4.10. Para cada x ∈ C(i) homogêneo, existe único x′ ∈ C(j) tal que xyij = yijx
′.

Demonstração. A existência é garantida pela igualdade (3.4.11). Além disso, se

xyij = yijx
′

com x homogêneo, então como yij é homogêneo segue que x′ também o é. De fato, se

x′ = x′1 + · · ·+ x′m com x′s ∈ Rgs , temos que

yijx
′ =
∑
s

yijx
′
s
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é homogêneo. Dáı devemos ter m = 1. Suponha agora que existam x′, x′′ ∈ C(j) tais que

xyij = yijx
′ = yijx

′′.

Como x′ − x′′ é homogêneo, se x′ 6= x′′ obteremos yij = 0 uma vez que C(j) é álgebra

graduada de divisão. Portanto x′ = x′′ e o lema está provado.

A partir do lema anterior, podemos definir uma função

ϕ : C(i) → C(j) (3.4.12)

onde para cada x ∈ C(i) homogêneo, ϕ(x) seja o único elemento x′ tal que (3.4.11) seja

válido. Observe ainda que se x, y ∈ C(i) são homogêneos, então

xyyij = xyijϕ(y) = yijϕ(x)ϕ(y),

isto é, ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y). Além disso, se ϕ não é injetora, então existe um homogêneo não

nulo x ∈ C(i) tal que ϕ(x) = 0. Mas então xyij = 0, o que implica yij = 0, um absurdo.

Como dimC(i) = dimC(j) pelo lema (3.4.3), temos que a aplicação ϕ é um isomorfismo

de álgebras.

Observe ainda o seguinte: se x ∈ C(i) é homogêneo, então

deg(ϕ(x)) = (deg(yij))
−1deg(x)deg(yij).

De fato, suponha deg(x) = h e deg(yij) = g. Já vimos que ϕ(x) é homogêneo. Então,

devemos ter

hg = gdeg(ϕ(x)),

como queŕıamos.

Além disso, se denotarmos deg(yij) = g então a aplicação

η : H(i) → H(j)

dada por η(h) = g−1hg é um isomorfismo de grupos.
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Para cada i = 2, . . . , k, denote por ϕi : C(1) → C(i) o isomorfismo de álgebras

definido em (3.4.12) e por ϕ1 = idC(1) . Então

ϕ1(x)y1i = y1iϕi(x) (3.4.13)

para todo x ∈ C(1) e i = 1, . . . , k.

Proposição 3.4.11. Com as notações acima, se 1 ≤ i, j ≤ k, para todo x ∈ C(1) vale a

igualdade

ϕi(x)yij = yijϕj(x). (3.4.14)

Demonstração. Tome x ∈ C(1). O caso em que i = j é imediato pois yii = e
(i)
11 ∈ A(i) e

ϕi(x) ∈ C(i), que é o centralizador de A(i). Suponha então i < j. Então por (3.4.13)

xy1i = y1iϕi(x).

Logo

xy1j = xy1iyij = y1iϕi(x)yij (3.4.15)

Por outro lado,

xy1j = y1jϕj(x) = y1iyijϕj(x). (3.4.16)

Multiplicando à esquerda de (3.4.15) e (3.4.16) por yi1 e lembrando que yii ∈ A(i) e

ϕi(x) ∈ C(i), temos

yi1y1iϕi(x)yij = yiiϕi(x)yij = ϕi(x)yiiyij = ϕi(x)yij.

Por outro lado,

yi1y1iyijϕj(x) = yijϕj(x)

donde conclúımos que ϕi(x)yij = yijϕj(x).
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Suponha agora i > j. Para qualquer ı́ndice s tal que 2 ≤ s ≤ k, tem-se

y11x = xy11 = xy1sys1 = y1lϕs(x)ys1.

Multiplicando à esquerda por ys1, temos

ys1x = yssϕs(x)ys1 = ϕs(x)yssys1 = ϕs(x)ys1.

Usando a igualdade acima e o caso anterior, obtemos

ϕi(x)yij = ϕi(x)yi1y1j = yi1xy1j = yi1y1jϕj(x) = yijϕj(x)

como queŕıamos demonstrar.

Lema 3.4.12. Para cada x ∈ C(1), denote

x = x+ ϕ2(x) + · · ·+ ϕk(x).

Então C = span{x : x ∈ C(1)} é uma subálgebra de R isomorfa a C(1). Além disso,

xzi = ϕi(x)zi, zix = ziϕi(x),

para qualquer zi ∈ eiRei, i = 1, . . . , k.

Demonstração. Dados x, y ∈ C, com x, y ∈ C(1), note que como ϕi(x) ∈ C(i) ⊂ eiRei

e ϕj(y) ∈ C(j) ⊂ ejRej, se i 6= j então ϕi(x)ϕj(y) = 0. Além disso, xϕj(y) = 0, para

j = 2, . . . , k e ϕi(x)y = 0, para i = 2, . . . , k. Assim,

x y = (x+ ϕ2(x) + · · ·+ ϕk(x))(y + ϕ2(y) + · · ·+ ϕk(y)) (3.4.17)

= xy + ϕ2(xy) + · · ·+ ϕk(xy) (3.4.18)

= xy. (3.4.19)

Logo C é uma subálgebra de R.
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Considere a aplicação sobrejetora e F -linear:

δ : C(1) −→ C

x 7−→ x

Se 0 = δ(x) = x então 0 = e1(x+ ϕ2(x) + · · ·+ ϕk(x)) = x, isto é, δ é um isomorfismo de

álgebras. Finalmente, se zi ∈ eiRei então

xzi = (x+ ϕ2(x) + · · ·+ ϕk(x))zi = ϕi(x)zi,

zix = zi(x+ ϕ2(x) + · · ·+ ϕk(x)) = ziϕi(x)

e o lema está provado.

Considere agora os elementos da forma

e
(i)
α,1yije

(j)
1,β (3.4.20)

com 1 ≤ i, j ≤ k, 1 ≤ α ≤ qi, 1 ≤ β ≤ qj. Tais elementos são homogêneos e não nulos.

De fato, se e
(i)
α,1yije

(j)
1,β = 0 então

0 = e
(i)
1,αe

(i)
α,1yije

(j)
1,βe

(j)
β,1

= e
(i)
11yije

(j)
11

= yij

o que é um absurdo. Além disso, os elementos de (3.4.20) são linearmente independentes.

Proposição 3.4.13. Denote

B = Span{e(i)
α,1yije

(j)
1,β : 1 ≤ i, j ≤ k; 1 ≤ α ≤ qi; 1 ≤ β ≤ qj}

e considere q = q1 + · · ·+ qk. Então B é uma álgebra isomorfa a Mq(F ).

Demonstração. Considere o produto
(
e

(i)
α,1yije

(j)
1,β

)(
e

(s)
γ,1yste

(t)
1,θ

)
. Se j 6= s ou β 6= γ então
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esse produto é nulo. Se j = s e β = γ então

(
e

(i)
α,1yije

(j)
1,β

)(
e

(j)
β,1yjte

(t)
1,θ

)
= e

(i)
α,1yije

(j)
11 yjte

(t)
1,θ

= e
(i)
α,1yijyjte

(t)
1,θ

= e
(i)
α,1yite

(t)
1,θ ∈ B

isto é, B é de fato uma subálgebra. Defina então a aplicação

ψ : B →Mq(F ) (3.4.21)

por ψ
(
e

(i)
α,1yije

(j)
1,β

)
= Eµν , onde µ = q1 + · · · + qi−1 + α e ν = q1 + · · · + qj−1 + β. Pelo

exposto acima, não é dif́ıcil ver que ψ preserva o produto. Além disso, dada Eµν ∈Mq(F ),

tome ı́ndices 1 ≤ i, j ≤ k tais que

q1 + · · ·+ qi−1 < µ e q1 + · · ·+ qi ≥ µ,

q1 + · · ·+ qj−1 < ν e q1 + · · ·+ qj ≥ ν.

Tome agora ı́ndices 1 ≤ α ≤ qi e 1 ≤ β ≤ qj tais que

q1 + · · ·+ qi−1 + α = µ e q1 + · · ·+ qj−1 + β = ν

Assim, temos que ψ
(
e

(i)
α,1yije

(j)
1,β

)
= Eµν . Logo ψ leva a base em base e então é um

isomorfismo de álgebras.

Note que devido à proposição (3.4.11) e ao lema (3.4.12), se x ∈ C então

xe
(i)
α,1yije

(j)
1,β = ϕi(x)e

(i)
α,1yije

(j)
1,β

= e
(i)
α,1ϕi(x)yije

(j)
1,β

= e
(i)
α,1yijϕj(x)e

(j)
1,β

= e
(i)
α,1yije

(j)
1,βϕj(x)

= e
(i)
α,1yije

(j)
1,βx.

Assim, C centraliza B em R. Além disso, C∩B = Z(B) ∼= F , e portanto o produto BC é

isomorfo ao produto tensorial B ⊗ C. Mostremos que BC = R. Fixe ı́ndices 1 ≤ i, j ≤ k
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e defina

Pijαβ = Span{e(i)
α,1C

(i)yije
(j)
1β }.

Observe que Pijαβ = C(i)Pijαβ = PijαβC
(j). Consequentemente,

Qij =
∑

1≤α≤ni 1≤β≤nj

Pijαβ ⊂ eiRej

é um A(i)C(i)-módulo à esquerda e um A(j)C(j)-módulo à direita. Afirmamos que Qij =

eiRej. Caso não valha a igualdade, então Qij gera um ideal graduado de R tal que

RQijR ∩ (eiRej) = (eiRei)Qij(ejRej) = R(i)QijR
(j) = A(i)C(i)QijA

(j)C(j) = Qij 6= eiRej

o que é uma contradição. Portanto Qij = eiRej e BC = R.

Portanto R = BC ∼= B ⊗ C. Vamos definir primeiro uma graduação em B. Pela

proposição (3.4.9), a álgebra S = Span{yij : 1 ≤ i, j ≤ k} é isomorfa e Mk(F ) e existem

g1 = e, g2, . . . , gk ∈ G tais que deg(yij) = g−1
i gj. Assim, para arbitrários 1 ≤ i, j ≤ k e

1 ≤ α ≤ qi e 1 ≤ β ≤ qj, vale que

deg
(
e

(i)
α,1yije

(j)
1,β

)
= g−1

i gj.

Considere agora a q-upla

(g1, . . . , g1︸ ︷︷ ︸
q1

, g2, . . . , g2︸ ︷︷ ︸
q2

, . . . , gk, . . . , gk︸ ︷︷ ︸
qk

) = (a1, . . . , aq)

e que Mq(F ) tenha graduação elementar proveniente dessa q-upla, isto é, deg(Eµν) =

a−1
µ aν . Afirmamos que a aplicação ψ : B →Mq(F ) definida em (3.4.21) é um isomorfismo

de álgebras graduadas. De fato, tome e
(i)
α,1yije

(j)
1,β ∈ Bg−1

i gj
. Então ψ

(
e

(i)
α,1yije

(j)
1,β

)
= Eµν .

Logo deg
(
ψ
(
e

(i)
α,1yije

(j)
1,β

))
= a−1

µ aν . Mas como µ = q1 + m · · · + qi−1 + α e ν = q1 +

· · · + qj−1 + β, segue que aµ = gi e aν = gj. Portanto ψ é um isomorfismo de álgebras

graduadas.

Lembre que C(1) é uma álgebra de divisão graduada. Considere-a com a graduação

canônica. Considere também o produto tensorial Mq(F )⊗C(1) com a graduação induzida.
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Defina

Φ : R = BC −→Mq(F )⊗ C(1)

por Φ
(
e

(i)
α,1yije

(j)
1,βxh

)
= ψ(e

(i)
α,1yije

(j)
1,β) ⊗ δ−1(xh) = Eµν ⊗ xh, para cada xh ∈ C com

deg(xh) = h. É claro que Φ é um isomorfismo de álgebras (pois ψ e δ o são). Mostremos

que Φ preserva a graduação. Fixe ı́ndices 1 ≤ i, j ≤ k, 1 ≤ α ≤ qi, 1 ≤ β ≤ qj e xh ∈ C

com deg(xh) = h. Então por um lado,

deg(Eµν ⊗ xh) = a−1
µ haν = g−1

i hgj.

Por outro lado, embora o elemento xh não seja homogêneo, temos que

xhe
(i)
α,1yije

(j)
1,β = ϕi(xh)e

(i)
α,1yije

(j)
1,β

= e
(i)
α,1ϕi(xh)yije

(j)
1,β

é homogêneo e

deg
(
xhe

(i)
α,1yije

(j)
1,β

)
= deg(ϕi(xh))deg(yij)

= deg(ϕi(xh))g
−1
i gj

Vamos calcular deg(ϕi(xh)). Lembre que

xhy1i = y1iϕi(xh).

Dáı,

hg−1
1 gi = deg(xhy1i) = deg(y1iϕi(xh)) = g−1

1 gideg(ϕi(xh))

Como g1 = e, segue que deg(ϕi(xh)) = g−1
i hgi. Finalmente,
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deg
(
xhe

(i)
α,1yije

(j)
1,β

)
= deg(ϕi(xh))g

−1
i gj

= g−1
i hgig

−1
i gj

= g−1
i hgj

= deg(Eµν ⊗ xh)

= deg
(

Φ
(
xhe

(i)
α,1yije

(j)
1,β

))
.

Portanto, Φ é um isomorfismo de álgebras graduadas e o teorema (3.4.1) está pro-

vado.

Observamos que na demonstração do teorema (3.4.1), a decomposição obtida, que

não é necessariamente única, é de tal forma que Re
∼= Ae. Isso se deve ao fato de termos

R = AC e A ∼= Mq(F ). Como Re é semissimples, escrevemos

Re
∼=

k⊕
i=1

Mqi(F ).

Além disso, obtivemos que q =
∑k

i=1 qi e Mq(F ) tem uma graduação definida por uma

q-upla

(g1, . . . , g1︸ ︷︷ ︸
q1

, g2, . . . , g2︸ ︷︷ ︸
q2

, . . . , gk, . . . , gk︸ ︷︷ ︸
qk

).

Portanto

Re
∼=

k⊕
i=1

Mqi(F ) ∼= Ae.
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Caṕıtulo 4

PI-equivalência em álgebras

graduadas simples

Sabemos que se duas álgebras G-graduadas são G-isomorfas então elas possuem

as mesmas identidades graduadas. Porém, se põe a pergunta rećıproca, isto é: Se

duas álgebras G-graduadas possuem as mesmas identidades graduadas então elas são

G-isomorfas? Este caṕıtulo será dedicado à demonstração deste resultado para o caso de

álgebras G-graduadas simples de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado

F tal que a ordem de cada subgrupo finito de G é invert́ıvel em F . Um dos pontos de par-

tida será justamente o teorema de descrição (3.4.1). Usaremos as técnicas desenvolvidas

nos artigos [1] e [19].

Considere a álgebra de matrizes R = Mn(F ) com uma G-graduação elementar de-

finida por uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn. Pelo lema (2.2.7), podemos assumir, a menos

de isomorfismo G-graduado, que R possui uma graduação proveniente de uma n-upla da

forma

(gi1 , . . . , gi1︸ ︷︷ ︸
q1

, . . . , gim , . . . , gim︸ ︷︷ ︸
qm

),

onde q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qm > 0, q1 + q2 + · · · + qm = n e os elementos gi1 , . . . , gim são dois

a dois distintos. Assim, para descrever a graduação em R diremos que a estrutura de

graduação elementar é definida pela upla

(q1, q2, . . . , qm; g12, g23, . . . , gm−1,m),
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onde q1 + · · · + qm = n e g12 = g−1
i1
gi2 , g23 = g−1

i2
gi3 , . . . , gm−1,m = g−1

im−1
gim . Além disso,

segue que gi,i+1 · · · gj−1,j 6= e para todos 1 ≤ i < j ≤ m. Em diversos momentos usaremos

essa caracterização de uma graduação elementar.

Lema 4.0.14. Seja R uma álgebra G-graduada simples de dimensão finita sobre um corpo

algebricamente fechado F tal que a ordem de cada subgrupo finito de G é invert́ıvel em

F . Considere uma decomposição R = A ⊗ B onde A é uma álgebra de matrizes com

graduação elementar e B é uma álgebra G-graduada de divisão com graduação canônica,

conforme o teorema (3.4.1). Denote também S = supp(A) e H = supp(B). Se G é

abeliano então S ∩H = {e}.

Demonstração. Seja h ∈ S ∩ H e suponha h 6= e. Suponha que (g1, . . . , gn) gradua A

e {rh : h ∈ H} seja uma base para B. Então, como h ∈ S, existe Eij ∈ A tal que

deg(Eij) = g−1
i gj = h. Como h ∈ H, então considere o elemento básico rh−1 ∈ Bh−1 .

Logo, como G é abeliano

deg(Eij ⊗ rh−1) = g−1
i h−1gj = e

Logo Eij ⊗ rh−1 ∈ Re = Ae ⊗ 1, onde 1 é a unidade da álgebra B. Mas então

Eij ⊗ rh−1 =
∑

s,t : g−1
s gt=e

αst(Est ⊗ re)

para certos escalares αst ∈ F , não todos nulos. Mas isso é um absurdo pois o conjunto

{Ekl ⊗ rp : 1 ≤ k, l ≤ n e p ∈ H} é base para o espaço vetorial A⊗B.

4.1 Teorema principal

Sejam G um grupo e R uma F -álgebra G-graduada simples de dimensão finita,

onde F é algebricamente fechado e a ordem de cada subgrupo finito de G é invert́ıvel

em F . Então, pelo teorema (3.4.1) existe um subgrupo finito H de G, um 2-cociclo

σ : H ×H → F ∗, um natural n e uma n-upla (g1, . . . , gn) ∈ Gn tais que R é G-isomorfa a

C = Mn(F )⊗F σ[H] onde Cg = Span{Eij⊗ rh : g−1
i hgj = g}. Nestas condições, dizemos

que a tripla P = (H, σ, (g1, . . . , gn)) é uma apresentação de R. Em certos momentos
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escreveremos RP no lugar de apenas R para dizer que estamos considerando R com a

apresentação P .

Vejamos agora um lema técnico fundamental na demonstração do resultado prin-

cipal. A menos que seja dito o contrário, uma álgebra graduada simples cumprirá as

hipóteses do teorema (3.4.1).

Lema 4.1.1. Seja R uma álgebra G-graduada simples com apresentação

P = (H, σ, (g1, . . . , gn)).

As seguintes “mudanças”na apresentação P determinam uma álgebra G-graduada G-

isomorfa a RP :

1. Dada τ ∈ Sn, considere nova apresentação P ′ = (H, σ, (gτ(1), . . . , gτ(n))) de R. Então

RP e RP ′ são G-isomorfas.

2. Fixados i = 1, . . . , n e h0 ∈ H, substituir gi por h0gi.

3. Para um arbitrário g ∈ G,

(a) Substituir H por gHg−1,

(b) Substituir o 2-cociclo σ em H por um 2-cociclo σg em gHg−1, onde σg é dado

por

σg(gh1g
−1, gh2g

−1) = σ(h1, h2)

e

(c) substituir a n-upla (g1, . . . , gn) por (gg1, . . . , ggn).

Demonstração. (1) Defina ϕ : RP ′ → RP por ϕ(Eij⊗rh) = Eτ(i),τ(j)⊗rh. Observe que ϕ é

linear por construção. Além disso, como τ ∈ Sn, segue que ϕ é uma bijeção. Assim, dados

u = Eij ⊗ rh, v = Est⊗ rg ∈ R, se s 6= j então τ(s) 6= τ(j) e então ϕ(uv) = 0 = ϕ(u)ϕ(v).
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Caso s = j, temos

ϕ(uv) = σ(h, g)ϕ(Eit ⊗ rhg)

= σ(h, g)Eτ(i),τ(t) ⊗ rhg

= (Eτ(i),τ(j) ⊗ rh)(Eτ(j),τ(t) ⊗ rg)

= ϕ(u)ϕ(v).

Portanto ϕ é um isomorfismo de álgebras. Finalmente,

deg(ϕ(Eij ⊗ rh)) = deg(Eτ(i),τ(j) ⊗ rh) = g−1
τ(i)hgτ(j) = deg(Eij ⊗ rh).

Portanto ϕ é um G-isomorfismo.

(2) Considere a nova apresentação P ′ = (H, σ, (g1, . . . , gi−1, h0gi, gi+1, . . . , gn)) e de-

fina ϕ : RP → RP ′ por

Eii ⊗ rh 7→ Eii ⊗ rh0rhr−1
h0
,

Eit ⊗ rh 7→ Eit ⊗ rh0rh, se t 6= i,

Esi ⊗ rh 7→ Esi ⊗ rhr−1
h0
, se s 6= i,

Est ⊗ rh 7→ Est ⊗ rh, se s 6= i e t 6= i.

Observe que ϕ é linear por construção. Além disso é sobrejetora. De fato, dado u =

Est ⊗ rh ∈ R,

• Se s = i e t = i então ϕ(Est ⊗ r−1
h0
rhrh0) = u,

• Se s = i e t 6= i então ϕ(Est ⊗ r−1
h0
rh) = u,

• Se s 6= i e t = i então ϕ(Est ⊗ rhrh0) = u,

• Se s 6= i e t 6= i então ϕ(Est ⊗ rh) = u.

Consequentemente ϕ é sobrejetora e então isomorfismo de espaços vetoriais. Mostre-

mos agora que ϕ preserva o produto. É necessário verificar apenas nos elementos da base.
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Tomemos então u = Epq⊗rh e v = Est⊗rg. Note que se q 6= s então ϕ(uv) = 0 = ϕ(u)ϕ(v).

Consideremos então os casos onde u = Eps ⊗ rh e v = Est ⊗ rg.

p 6= i, s 6= i, t 6= i

ϕ(uv) = σ(h, g)ϕ(Ept ⊗ rhg)

= Ept ⊗ rhrg

= (Eps ⊗ rh)(Est ⊗ rg)

= ϕ(u)ϕ(v).

p = i, s 6= i, t 6= i

ϕ(uv) = σ(h, g)ϕ(Eit ⊗ rhg)

= Eit ⊗ rh0rhrg

= (Eis ⊗ rh0rh)(Est ⊗ rg)

= ϕ(u)ϕ(v).

p 6= i, s = i, t 6= i

ϕ(uv) = σ(h, g)ϕ(Ept ⊗ rhg)

= Ept ⊗ rhrg

= (Epi ⊗ rhr−1
h0

)(Eit ⊗ rh0rg)

= ϕ(u)ϕ(v).

p 6= i, s 6= i, t = i

ϕ(uv) = σ(h, g)ϕ(Epi ⊗ rhg)

= Epi ⊗ rhrgr−1
h0

= (Eps ⊗ rh)(Esi ⊗ rgr−1
h0

)

= ϕ(u)ϕ(v).
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p = i, s = i, t 6= i

ϕ(uv) = σ(h, g)ϕ(Eit ⊗ rhg)

= Eit ⊗ rh0rhrg

= (Eii ⊗ rh0rhr−1
h0

)(Eit ⊗ rh0rg)

= ϕ(u)ϕ(v).

p = i, s 6= i, t = i

ϕ(uv) = σ(h, g)ϕ(Eii ⊗ rhg)

= Eii ⊗ rh0rhrgr−1
h0

= (Eis ⊗ rh0rh)(Esi ⊗ rgr−1
h0

)

= ϕ(u)ϕ(v).

p 6= i, s = i, t = i

ϕ(uv) = σ(h, g)ϕ(Epi ⊗ rhg)

= Epi ⊗ rhrgr−1
h0

= (Epi ⊗ rhr−1
h0

)(Eii ⊗ rh0rgr−1
h0

)

= ϕ(u)ϕ(v).

p = i, s = i, t = i

ϕ(uv) = σ(h, g)ϕ(Eii ⊗ rhg)

= Eii ⊗ rh0rhrgr−1
h0

= (Eii ⊗ rh0rhr−1
h0

)(Eii ⊗ rh0rgr−1
h0

)

= ϕ(u)ϕ(v).

Portanto ϕ é, de fato, um isomorfismo de álgebras. Mostremos que tal aplicação
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preserva a estrutura de graduação. Sejam s, t = 1, . . . , n tais que s 6= i e t 6= i. Então:

deg(ϕ(Eii ⊗ rh)) = deg(Eii ⊗ rh0rhr−1
h0

)

= (h0gi)
−1h0hh

−1
0 (h0gi)

= g−1
i hgi

= deg(Eii ⊗ rh).

deg(ϕ(Eit ⊗ rh)) = deg(Eit ⊗ rh0rh)

= (h0gi)
−1h0hgt

= g−1
i hgt

= deg(Eit ⊗ rh).

deg(ϕ(Esi ⊗ rh)) = deg(Esi ⊗ rhr−1
h0

= g−1
s hh−1

0 (h0gi)

= g−1
s hgi

= deg(Esi ⊗ rh).

deg(ϕ(Est ⊗ rh)) = deg(Est ⊗ rh

= g−1
s hgt

= deg(Est ⊗ rh).

Portanto ϕ é um G-isomorfismo e o item (2) está provado.

(3) Defina ϕ : RP → RP ′ por ϕ(Eij ⊗ rh) = Eij ⊗ rghg−1 . Então nota-se que ϕ é um

isomorfismo de espaços vetoriais. Além disso, sejam u = Eij ⊗ rh e v = Est ⊗ rp tensores
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simples em R. Se j 6= s então ϕ(uv) = 0 = ϕ(u)ϕ(v). Se j = s então

ϕ(u)ϕ(v) = (Eij ⊗ rghg−1)(Ejt ⊗ rgpg−1)

= σg(ghg−1, gpg−1)Eit ⊗ rghpg−1

= σ(h, p)Eit ⊗ rghpg−1

= σ(h, p)ϕ(Eit ⊗ rhp)

= ϕ((Eij ⊗ rh)(Ejt ⊗ rp))

= ϕ(uv).

Usando o item (c) de (3), temos que ϕ é um G-isomorfismo.

Definição 4.1.2. Os isomorfismos definidos no lema acima são chamados de movimen-

tos básicos de tipos (1), (2) e (3).

Lema 4.1.3. Seja G um grupo abeliano e F um corpo algebricamente fechado tal que

a ordem de cada subgrupo finito de G é invert́ıvel em F . Sejam R = AB e R′ = A′B′

duas F -álgebras G-graduadas simples de dimensão finita, onde A e A′ tem graduações

elementares definidas pelas uplas

(q1, . . . , qm; g12, . . . , gm−1,m) e (q′1, . . . , q
′
m; g′12, . . . , g

′
m−1,m),

respectivamente, enquanto que B e B′ são álgebras de divisão, conforme o teorema (3.4.1).

Suponha ainda que R e R′ satisfaçam as seguintes condições:

1. A ∼= A′ ∼= Mn(F ) como álgebras não graduadas;

2. Supp B = Supp B′ = H ≤ G e B ∼= B′ como álgebras graduadas;

3. Existe uma permutação σ ∈ Sm e h1, . . . , hm−1 ∈ H tais que q′σ(i) = qi para todo

i = 1, . . . ,m e

g12 = g′σ(1),σ(2)h1, . . . gm−1,m = g′σ(m−1),σ(m)hm−1

onde g′ij = g′i,i+1 · · · g′j−1,j para todo i < j e g′ij = (g′ji)
−1 para todo i > j.
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Então R e R′ são isomorfas como álgebras G-graduadas.

Demonstração. Pelo teorema (3.4.1), existem dois 2-cociclos α, β : H ×H → F ∗ tais que

B ∼= Fα[H] e B′ ∼= F β[H] como álgebras graduadas. Denote por

P = (H,α, (g1, . . . , g1, . . . , gm, . . . , gm)) e P ′ = (H, β, (g′1, . . . , g
′
1, . . . , g

′
m, . . . , g

′
m))

as duas apresentações de R e R′ respectivamente. Pelo lema anterior, usando uma per-

mutação τ de Sn conveniente, ao reordenar a upla acima obtendo

(g′σ(1), . . . , g
′
σ(1), . . . , g

′
σ(m), . . . , g

′
σ(m))

obtemos uma nova apresentação P ′τ de R′ de tal forma que R′P ′ é G-isomorfa a R′P ′τ . Assim,

podemos supor inicialmente que σ é a permutação identidade e que

g12 = g′12h1, . . . , gm−1,m = g′m−1,mhm−1

para certos hi ∈ H, i = 1, . . . ,m− 1. Dáı temos que q′i = qi para quaisquer i = 1, . . . ,m.

Obtenha uma nova apresentação de R′ substituindo cada entrada gi (movimentos

básicos do tipo (2)) da seguinte maneira:

• g′1 � g′′1 := g′1

• g′2 � g′′2 := h1g
′
2

• g′3 � g′′3 := h1h2g
′
3

•
...

• g′m � g′′m := h1h2 · · ·hm−1g
′
m

Denote tal nova apresentação de R′ por P ′′ = (H, β, (g′′1 , . . . , g
′′
1 , . . . , g

′′
m, . . . , g

′′
m)).

Pelo lema anterior, R′P ′ é isomorfa a R′P ′′ como álgebras G-graduadas. O lema fica provado

se mostrarmos que RP é isomorfa a R′P ′′ como álgebras graduadas.
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Seja θ : B → B′ o isomorfismo que existe por hipótese entre as álgebras graduadas

B e B′. Defina

f : RP −→ R′P ′′

Eij ⊗ rh 7→ Eij ⊗ θ(rh)

Note que f é um isomorfismo de álgebras (f é o produto tensorial de isomorfismos,

que é um isomorfismo). Resta-nos verificar que f preserva a graduação. Antes disso,

observe que para i = 1, . . . ,m− 1

(g′′i )−1g′′i+1 = h−1
1 h−1

2 · · ·h−1
i−1(g′i)

−1h1h2 · · ·hig′i+1

= (g′i)
−1g′i+1hi

= g′i,i+1hi

= gi,i+1.

Reescrevendo (g1, . . . , g1, . . . , gm, . . . , gm) = (a1, . . . , an) e (g′′1 , . . . , g
′′
1 , . . . , g

′′
m, . . . , g

′′
m) =

(b1, . . . , bn), teremos que

(ai)
−1aj = (bi)

−1bj,

para quaisquer i, j = 1, . . . , n. Deste modo,

deg(f(Eij ⊗ rh)) = deg(Eij ⊗ θ(rh))

= (bi)
−1hbj

= (bi)
−1bjh

= (ai)
−1ajh

= (ai)
−1haj

= deg(Eij ⊗ rh)

e o lema está provado.

Agora considere a seguinte situação: Sejam R e R′ duas F -álgebras G-graduadas

simples de dimensão finita tais que o corpo F e o grupo G satisfazem as hipóteses do
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teorema (3.4.1). Então, podemos escrever R ∼= Mn(F ) ⊗ Fα[H] e R′ ∼= Mn′ ⊗ F β[H ′].

Assumindo que G seja abeliano, [19] demonstra que se R e R′ satisfazem as mesmas

identidades graduadas então os grupos H e H ′ coincidem. Na verdade esse é um resultado

mais geral: se retirada a hipótese de comutatividade de G então ainda se tem H = H ′.

Para este fato, ver [1].

Lema 4.1.4. Seja G um grupo abeliano e F um corpo algebricamente fechado tal que a

ordem de cada subgrupo finito de G é invert́ıvel em F . Se duas F -álgebras G-graduadas

simples de dimensão finita R e R′ satisfazem as mesmas identidades graduadas então R

e R′ são isomorfas como álgebras G-graduadas.

Demonstração. Sejam R = AB ∼= A⊗B e R′ = A′B′ ∼= A′ ⊗B′ duas decomposições nos

moldes do teorema (3.4.1), isto é, existem inteiros positivos n e n′, subgrupos finitosH eH ′

de G, um 2-cociclo α em H, outro 2-cociclo β em H ′ e duas uplas u = (g1, . . . , gn) ∈ Gn e

v = (g′1, . . . , g
′
n′) ∈ Gn′ , tais que R tem apresentação PR = (H,α, u) e R′ tem apresentação

PR′ = (H ′, β, v). Note que pelo lema (4.1.1), podemos assumir que

u = (g1, . . . , g1︸ ︷︷ ︸
q1

, . . . , gm, . . . , gm︸ ︷︷ ︸
qm

),

com q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qm > 0, de modo que q1 + q2 + · · ·+ qm = n e g1, . . . , gm são distintos;

e

v = (g′1, . . . , g
′
1︸ ︷︷ ︸

q′1

, . . . , g′m′ , . . . , g
′
m′︸ ︷︷ ︸

q′
m′

),

com q′1 ≥ q′2 ≥ · · · ≥ q′m′ > 0, de modo que q′1+q′2+· · ·+q′m′ = n′ e g′1, . . . , g
′
m′ são distintos.

Então, A tem graduação elementar definida por (q1, q2, . . . , qm; g12, g23, . . . , gm−1,m), en-

quanto que A′ tem graduação elementar definida por (q′1, q
′
2, . . . , q

′
m′ ; g

′
12, g

′
23, . . . , g

′
m′−1,m′),

onde denotamos gst = g−1
s gt, 1 ≤ s, t ≤ m e g′kl = (g′k)

−1g′l, 1 ≤ k, l ≤ m′. Além disso,

para quaisquer 1 ≤ s < t ≤ m vale que gs,s+1 · · · gt−1,t 6= e. De modo análogo, para

quaisquer 1 ≤ k < l ≤ m′ vale que g′k,k+1 · · · g′l−1,l 6= e.

Defina os seguintes elementos p′is:

p1 = q1, p2 = p1 + q2, · · · , pm−1 = pm−2 + qm−1, pm = pm−1 + qm = n

e
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p′1 = q′1, p′2 = p′1 + q′2, · · · , p′m′−1 = p′m′−2 + q′m′−1, p′m′ = pm′−1 + qm′ = n′.

Defina também os seguintes polinômios graduados: f e f ′ pertencentes a F 〈X〉:

f(xe1, . . . , x
e
2p1−1, x

g12
2p1
, xe2p1+1, . . . , x

e
2pm−1−1, x

gm−1,m

2pm−1
, xe2pm−1+1, . . . , x

e
2n−1, x

e
2n) =

= St2q1−1(xe1, . . . , x
e
2p1−1)xg122p1

St2q2−1(xe2p1+1, . . . , x
e
2p2−1)xg232p2

· · ·St2qm−1−1(xe2pm−2+1, . . . , x
e
2pm−1−1)

x
gm−1,m

2pm−1
St2qm−1(xe2pm−1+1, . . . , x

e
2pm−1)xe2pm

e

f ′(xe1, . . . , x
e
2p′1−1, x

g′12
2p′1
, xe2p′1+1, . . . , x

e
2p′
m′−1

−1, x
g′
m′−1,m′

2p′
m′−1

, xe2p′
m′−1

+1, . . . , x
e
2n′−1, x

e
2n′) =

= St2q′1−1(xe1, . . . , x
e
2p′1−1)x

g′12
2p′1
St2q′2−1(xe2p′1+1, . . . , x

e
2p′2−1)x

g′23
2p′2
· · ·St2q′

m′−1
−1(xe2p′

m′−2
+1, . . . , x

e
2p′
m′−1

−1)

x
g′
m′−1,m′

2p′
m′−1

St2q′
m′−1(xe2p′

m′−1
+1, . . . , x

e
2p′
m′−1)xe2p′

m′
.

Afirmação 1. f não é identidade polinomial graduada para A (e portanto não é para R).

De fato, usando o argumento de escada,

f(E11, E12, . . . ,Ep1 p1 , Ep1 p1+1, Ep1+1 p1+1, . . . , Ep2 p2 , Ep2 p2+1, Ep2+1 p2+1, . . . ,

. . . , Epm−1 pm−1 , Epm−1 pm−1+1, Epm−1+1 pm−1+1, . . . , Enn, Enn) = E1n 6= 0.

Afirmação 2. f ′ não é identidade polinomial graduada para A′ (e portanto não é para

R′).

O argumento é análogo ao da afirmação anterior.

Afirmação 3. m = m′

Para provarmos a afirmação, comecemos supondo que m > m′. Neste caso, vamos

mostrar que f é uma identidade graduada para R′, o que é uma contradição com o

enunciado. Para tal, devemos tomar elementos arbitrários de R′e e R′g12 , . . . , R
′
gm−1,m

. Mas

note que

• R′ é G-isomorfa a Mn′(F )⊗ F β[H],
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• R′e = A′e
∼= Mq′1

(F )︸ ︷︷ ︸
A′1

⊕Mq′2
(F )︸ ︷︷ ︸

A′2

⊕ · · · ⊕Mq′
m′

(F )︸ ︷︷ ︸
A′
m′

,

• f é multilinear.

Logo podemos tomar, sem perder generalidade, elementos

• y1⊗1, . . . , y2p1−1⊗1, y2p1+1⊗1, . . . , y2pm−1−1⊗1, y2pm−1+1⊗1, . . . , y2pm−1⊗1, y2pm⊗

1 pertencentes a R′e
∼= A′e ⊗ 1, com cada yj pertencente a alguma componente

A′1, . . . , A
′
m′ .

• y2p1 ⊗ b1 ∈ R′g12 , . . . , y2pm−1 ⊗ bm−1 ∈ R′gm−1,m
com cada um dos y2p1 , . . . , y2pm−1 e

b1, . . . , bm−1 homogêneos em Mn′(F ) e F β[H] respectivamente.

• Para fins de notação, defina os conjuntos

I1 = {y1, . . . , y2p1−1}, I2 = {y2p1+1, . . . , y2p2−1}, . . . , Im = {y2pm−1+1, . . . , y2pm−1}.

Diremos que os 2n elementos arbitrários acima foram tomados do tipo 1.

Assim, f(y1 ⊗ 1, . . . , y2pm ⊗ 1) assume valor

St2q1−1(y1 ⊗ 1, . . . , y2p1−1 ⊗ 1)(y2p1 ⊗ b1) · · ·St2qm−1(y2pm−1+1 ⊗ 1, . . . , y2pm−1 ⊗ 1)(y2pm ⊗ 1) =

= St2q1−1(y1, . . . , y2p1−1)︸ ︷︷ ︸
a1

y2p1 · · ·St2qm−1(y2pm−1+1, . . . , y2pm−1)︸ ︷︷ ︸
am

y2pm ⊗ b1b2 · · · bm−1 =

= f(y1, . . . , y2pm)︸ ︷︷ ︸
∆

⊗b1b2 · · · bm−1.

Então, para alcançar nosso objetivo, basta mostrar-mos que ∆ = 0. Dividamos a análise

de ∆ em dois casos:

1. Algum dos conjuntos I1, . . . , Im contém dois elementos em componentes

distintas: Neste caso, se tal fato acontece com o bloco Ij então temos

St2qj−1(y2pj−1+1, . . . , y2pj−1) = 0

pois tais elementos que se repetem aparecem em toda parcela deste fator de f .

Então neste caso, ∆ = 0.
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2. Caso em que I1 ⊂ A′i1 , . . . , Im ⊂ A′im, para certos ı́ndices i1, . . . , im ∈ {1, . . . ,m′}:

Neste caso, como estamos supondo m > m′ então dois dos ı́ndices i1, . . . , im devem

coincidir, digamos is = it, com 1 ≤ s < t ≤ m. Deste modo, se

asy2ps · · · y2pt−1at ∈ A′is

é não nulo, então deveŕıamos ter

e = deg(asy2ps · · · y2pt−1at) = deg(y2ps) · · · deg(y2pt−1)

(pois as, . . . , at são homogêneos de grau e). Logo teŕıamos

g′st = deg(y2ps ⊗ bs) · · · deg(y2pt−1 ⊗ bt−1) = deg(bs · · · bt−1)

Como bs · · · bt−1 6= 0 (pois B′ é álgebra de divisão graduada), então temos que e 6=

g′st ∈ Supp(B′)∩Supp(A′), o que contradiz o lema (4.0.14). Portanto, asy2ps · · · y2pt−1at =

0, o que implica ∆ = 0.

Assim, f é uma identidade polinomial graduada para R′, o que é um absurdo. Por um

argumento análogo, temos que m′ > m não pode ocorrer. Logo m = m′ e a afirmação 3

está provada.

Afirmação 4. qi = q′i, para todo i = 1, . . . ,m.

Suponha q1 > q′1. Neste caso, mostraremos que f é identidade graduada para R′.

Considere 2n elementos arbitrários tomados do tipo 1. Mais uma vez, para provarmos

que f se anula nesse elementos (e que, portanto, é identidade graduada para R′), basta

mostrarmos que

∆ := f(y1, . . . , y2n) = St2q1−1(y1, . . . , y2p1−1)y2p1 · · ·St2qm−1(y2pm−1+1, . . . , y2pm−1)y2pm

é zero. Dividimos em três casos:

1. Algum dos conjuntos I1, . . . , Im contém dois elementos em componentes

distintas:
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2. Caso em que I1 ⊂ A′i1 , . . . , Im ⊂ A′im, para certos ı́ndices i1, . . . , im ∈ {1, . . . ,m},

de forma que dois dos ı́ndices i1, . . . , im coincidam:

3. Caso em que I1 ⊂ A′i1 , . . . , Im ⊂ A′im, para certos ı́ndices i1, . . . , im ∈ {1, . . . ,m},

de forma que os ı́ndices i1, . . . , im são dois a dois distintos:

Observe que para mostrar que ∆ = 0 nos casos (1) e (2), usa-se o mesmo argumento que

usamos na suposição de m > m′ (veja que lá não usamos o fato de que q1 > q′1). Nos resta

verificar o caso (3). Note que como q1 > q′1 então 2q1−1 ≥ 2q′1. Além disso, q′1 ≥ · · · ≥ q′m.

Assim, as matrizes y1, . . . , y2p1−1 pertencem a Md(F ), com d ∈ {q′1, . . . , q′m} (têm tamanho

máximo (q′1)2). Pelo teorema de Amitsur-Levitzki,

St2q1−1(y1, . . . , y2p1−1) = 0,

o que implica ∆ = 0. Dáı f seria uma identidade graduada para R′, o que é uma con-

tradição. Por um argumento análogo, mostra-se que q′1 > q1 não pode ocorrer. Portanto

q1 = q′1.

Façamos o caso geral, isto é, suponha que q1 = q′1, . . . , qk−1 = q′k−1, para certo

2 ≤ k ≤ m. Provemos que qk = q′k. Suponha qk > q′k. Provemos neste caso que f é uma

identidade graduada para R′. Considerando 2n elementos arbitrários tomados do tipo 1

e repetidos todos os argumentos, somente nos resta mostrar que

∆ := f(y1, . . . , y2n) = St2q1−1(y1, . . . , y2p1−1)y2p1 · · ·St2qm−1(y2pm−1+1, . . . , y2pm−1)y2pm

é zero no caso em que I1 ⊂ A′i1 , . . . , Im ⊂ A′im , para certos ı́ndices i1, . . . , im ∈ {1, . . . ,m},

de forma que os ı́ndices i1, . . . , im são dois a dois distintos. Observe que se ik ≥ k então as

matrizes y2pk−1+1, . . . , y2pk−1 pertencem a Md(F ) com d ∈ {q′k, q′k+1, . . . , q
′
m} (têm tamanho

máximo (q′k)
2). Então como 2qk − 1 ≥ 2q′k, segue por Amitsur-Levitzki que

St2qk−1(y2pk−1+1, . . . , y2pk−1) = 0,

o que implica ∆ = 0. Por outro lado, se ik < k então algum dos ı́ndices i1, . . . ik−1 é

maior do que ou igual a k (uma vez que i1, . . . , im são distintos). Seja então il ≥ k, para
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algum 1 ≤ l ≤ k − 1. Então, as matrizes y2pl−1+1, . . . , y2pl−1 pertencem a Md(F ) com

d ∈ {q′k, q′k+1, . . . , q
′
m} (têm tamanho no máximo (q′k)

2). Como ql ≥ qk > q′k segue que

2ql − 1 ≥ 2q′k e pelo teorema de Amitsur-Levitzki

St2ql−1(y2pl−1+1, . . . , y2pl−1) = 0,

o que implica ∆ = 0. Portanto f é identidade graduada para R, o que é uma contradição.

Mais uma vez, com um argumento análogo mostra-se, no caso geral, que não pode-

mos ter q′k > qk. Assim a afirmação 4 está provada. Além disso, temos que n = n′ e a

condição (1) do lema anterior é satisfeita.

Pela observação logo no ińıcio do caṕıtulo, temos que os grupos H e H ′ coincidem.

Assim sendo, denotemos por {bh : h ∈ H} a base homogênea de Fα[H] e {b′h : h ∈ H}

a base homogênea de F β[H]. Para cada par g, h ∈ H, defina os escalares λ(g, h) = α(g,h)
α(h,g)

e λ′(g, h) = β(g,h)
β(h,g)

. Como G é abeliano, para quaisquer g, h ∈ H,

bgbh = λ(g, h)bhbg e b′gb
′
h = λ′(g, h)b′hb

′
g

Lembre que podemos escrever o polinômio standard de grau 2q do seguinte modo:

St2q(x1, . . . , x2q−2,x2q−1, x2q) =∑
1≤i<j≤2q

(Stij(x1, . . . , x2q−2, x2q−1, x2q)− Stij(x1, . . . , x2q−2, x2q, x2q−1))

onde

Stij(x1, . . . , x2q−2, x2q−1, x2q) =

(−1)i+j+1
∑

τ∈S2q−2

(−1)τxτ(1) · · ·xτ(i−1)x2q−1xτ(i) · · ·xτ(j−2)x2qxτ(j−1) · · ·xτ(2q−2).

Tome arbitrariamente dois elementos g, h ∈ H. Denotando q := q1, defina então o

polinômio graduado:
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Stg,h2q (xe1, . . . , x
e
2q−2, x

g
2q−1, x

h
2q) =∑

1≤i<j≤2q

(
Stij(x

e
1, . . . , x

e
2q−2, x

g
2q−1, x

h
2q)− λ(g, h)Stij(x

e
1, . . . , x

e
2q−2, x

h
2q, x

g
2q−1)

)
.

Afirmação 5. Stg,h2q é identidade graduada para R, para g, h ∈ H fixados.

Antes de provarmos a afirmação, vamos a um fato: sejam h ∈ H fixado e ı́ndices

1 ≤ s, t ≤ 2n tais que Est ⊗ ba ∈ Mn(F ) ⊗ Fα[H] tenha grau h, onde a ∈ H. Então

gsta = h. Como a, h ∈ H e H é subgrupo de G, segue que gst ∈ H = Supp(B). Mas

então gst ∈ Supp(A)∩ Supp(B) = {e}. Em resumo: os elementos de Rh são combinações

lineares de elementos do tipo Est ⊗ bh.

Agora, tomemos 2q−2 elementos em Re, um elemento em Rg e outro em Rh. Como

Stg,h2q é multilinear e Re = Ae ∼= Mq1(F )︸ ︷︷ ︸
A1

⊕ · · ·⊕Mqm(F )︸ ︷︷ ︸
Am

, podemos tomar os elementos:

• y1 ⊗ 1, . . . , y2q−2 ⊗ 1 em Re de modo que cada yk pertença a alguma componente

A1, . . . , Am;

• y2q−1 ⊗ bg ∈ Rg e y2q ⊗ bh ∈ Rh, onde y2q−1 e y2q são matrizes em Mn(F ) de grau e.

Assim,

Stg,h2q (y1 ⊗ 1, . . . , y2q−2 ⊗ 1, y2q−1 ⊗ bg, y2q ⊗ bh)

=
∑

1≤i<j≤2q

(Stij(y1 ⊗ 1, . . . , y2q−1 ⊗ bg, y2q ⊗ bh)− λ(g, h)Stij(y1 ⊗ 1, . . . , y2q ⊗ bh, y2q−1 ⊗ bg))

=
∑

1≤i<j≤2q

(Stij(y1, . . . , y2q−2, y2q−1, y2q)⊗ bgbh − λ(g, h)Stij(y1, . . . , y2q−2, y2q, y2q−1)⊗ bhbg)

=
∑

1≤i<j≤2q

(Stij(y1, . . . , y2q−2, y2q−1, y2q)⊗ bgbh − Stij(y1, . . . , y2q−2, y2q, y2q−1)⊗ bgbh)

=
∑

1≤i<j≤2q

(Stij(y1, . . . , y2q−2, y2q−1, y2q)− Stij(y1, . . . , y2q−2, y2q, y2q−1))⊗ bhbg

= St2q(y1, . . . , y2q−2, y2q, y2q−1)⊗ bgbh

= 0
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uma vez que as matrizes y1, . . . , y2q−2, y2q, y2q−1 pertencem a Md(F ) com d ∈ {q′1, . . . , q′m}

e q = q1 ≥ q′1 ≥ · · · ≥ q′m. Logo a afirmação 5 está provada.

Afirmação 6. λ(g, h) = λ′(g, h) para todos g, h ∈ H.

Suponha que existam g, h ∈ H tais que λ(g, h) 6= λ′(g, h). Então vamos mostrar

que Stg,h2q não é identidade graduada de R′, o que contradiz o enunciado e a afirmação 5.

Para isso, tome os elementos

E11 ⊗ 1, E12 ⊗ 1, . . . , Eq−1,q ⊗ 1︸ ︷︷ ︸
2q−2 elementos

∈ R′e

e Eqq ⊗ b′g ∈ R′g e Eqq ⊗ b′h ∈ R′h. Assim,

Stg,h2q (E11 ⊗ 1, E12 ⊗ 1, . . . , Eq−1,q ⊗ 1, Eqq ⊗ b′g, Eqq ⊗ b′h) =

=
∑

1≤i<j≤2q

(
Stij(E11, . . . , Eq−1,q, Eqq, Eqq)⊗ b′gb′h − λ(g, h)Stij(E11, . . . , Eq−1,q, Eqq, Eqq)⊗ b′hb′g

)
=

∑
1≤i<j≤2q

(
Stij(E11, . . . , Eq−1,q, Eqq, Eqq)⊗ b′gb′h −

λ(g, h)

λ′(g, h)
Stij(E11, . . . , Eq−1,q, Eqq, Eqq)⊗ b′gb′h

)

=

(
1− λ(g, h)

λ′(g, h)

)( ∑
1≤i<j≤2q

Stij(E11, E12, . . . , Eq−1,q, Eqq, Eqq)

)
⊗ b′gb′h

=

(
1− λ(g, h)

λ′(g, h)

)
E1q ⊗ b′gb′h 6= 0

o que é uma contradição. Portanto a afirmação 6 está provada.

Afirmação 7. B e B′ são álgebras H-graduadas isomorfas.

Como H é grupo abeliano finito, fixe uma decomposição de H em um produto direto

de grupos ćıclicos de ordens k1, . . . , kt, respectivamente

H = 〈h1〉k1 × · · · × 〈ht〉kt .

Podemos tomar b1, . . . , bt ∈ B tais que deg(bi) = hi e bkii = 1 para todo i = 1, . . . , t. De

fato, para ı́ndice fixado 1 ≤ i ≤ t, considere o elemento bhi . Temos que (bhi)
ki = ξ1, para

algum 0 6= ξ ∈ F . Como F é algebricamente fechado, existe η ∈ F tal que ηki = ξ−1.

Assim, o elemento bi := ηbhi é tal que (bi)
hi = 1, como queŕıamos.
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Do mesmo modo, tome elementos c1, . . . , ct ∈ B′ tais que deg(ci) = hi e ckii = 1,

para todo i = 1, . . . , t. Afirmamos que os conjuntos

T = {bj1i · · · b
jt
t : 1 ≤ jr ≤ kr, r = 1, . . . , t}

e

T ′ = {cj1i · · · c
jt
t : 1 ≤ jr ≤ kr, r = 1, . . . , t}

são bases para B e B′ respectivamente. De fato, é imediato que T e T ′ geram B e B′.

Mostremos agora que T é linearmente independente. Note que pela decomposição de H,

bj1i · · · b
jt
t = bl1i · · · bltt ⇐⇒ (j1, . . . , jt) = (l1, . . . , lt).

Sendo assim, considere a combinação linear

∑
(j1,...,jt)

µ(j1,...,jt)b
j1
i · · · b

jt
t = 0. (4.1.1)

Observe que cada parcela à esquerda da igualdade acima é homogênea pois é um produto

de elementos homogêneos invert́ıveis não nulos. Além disso, os elementos das parcelas

à esquerda de (4.1.1) têm os graus dois a dois distintos. Como B =
⊕

h∈H Bg, se-

gue que µ(j1,...,jt) = 0, para quaisquer j1, . . . , jt. Um argumento inteiramente análogo

mostra que T ′ é base para B′. Defina a transformação linear ψ : B → B′ dada por

ψ(bj1i · · · b
jt
t ) = cj1i · · · c

jt
t . Observe que ψ é um isomorfismo de espaços vetoriais. Mos-

tremos que ψ preserva o produto. Defina para cada 1 ≤ i < t, o coeficiente Γi =
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[λ(ht, hi)]
jtli [λ(ht−1, hi)]

jt−1li · · · [λ(hi+1, hi)]
ji+1li . Deste modo,

(bj11 · · · b
jt−1

t−1 bjtt )(bl11 · · · b
lt−1

t−1 b
lt
t ) = [λ(ht, h1)]jtl1bj11 · · · b

jt−1

t−1 b
l1
1 b

jt
t b

l2
2 · · · bltt

= [λ(ht, h1)]jtl1 [λ(ht−1, h1)]jt−1l1bj11 · · · b
jt−2

t−2 b
l1
1 b

jt−1

t−1 b
jt
t b

l2
2 · · · bltt

=
...

= [λ(ht, h1)]jtl1 [λ(ht−1, h1)]jt−1l1 · · · [λ(h2, h1)]j2l1bj11 b
l1
1 b

j2
2 · · · b

jt
t b

l2
2 · · · bltt

= Γ1b
j1+l1
1 bj22 · · · b

jt
t b

l2
2 · · · bltt

=
...

= Γ1Γ2b
j1+l1
1 bj2+l2

2 bj33 · · · b
jt
t b

l3
3 · · · bltt

=
...

= Γ1Γ2 · · ·Γt−1b
j1+l1
1 bj2+l2

2 · · · bjt+ltt .

De modo inteiramente análogo, mostra-se que

(cj11 · · · c
jt−1

t−1 c
jt
t )(cl11 · · · c

lt−1

t−1 c
lt
t ) = Γ′1Γ′2 · · ·Γ′t−1c

j1+l1
1 cj2+l2

2 · · · cjt+ltt ,

onde Γ′i = [λ′(ht, hi)]
jtli [λ′(ht−1, hi)]

jt−1li · · · [λ′(hi+1, hi)]
ji+1li , para cada 1 ≤ i < t. Pela

afirmação 6 segue que Γi = Γ′i para todo 1 ≤ i < t e então ψ preserva o produto. Além

disso, é claro que

deg(bj1i · · · b
jt
t ) = hj11 · · ·h

jt
t = deg(cj1i · · · c

jt
t ),

o que mostra que ψ é um isomorfismo de álgebras que preserva a graduação. Isso prova

a afirmação 7. Logo a condição (2) do lema anterior é satisfeita.

Como o polinômio f não é uma identidade graduada para R′, então existem 2n

elementos

• y1⊗1, . . . , y2p1−1⊗1, y2p1+1⊗1, . . . , y2pm−1−1⊗1, y2pm−1+1⊗1, . . . , y2pm−1⊗1, y2pm⊗

1 pertencentes a R′e
∼= A′e ⊗ 1, com cada yj pertencente a alguma componente

A′1, . . . , A
′
m′ .

• y2p1⊗b1 ∈ R′g12 , . . . , y2pm−1⊗bm−1 ∈ R′gm−1,m
com cada um dos y2p1 , . . . , y2pm−1 sendo

matrizes elementares e cada bi homogêneos em B′ com grau hi, i = 1, . . . ,m− 1.
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• Para fins de notação, defina os conjuntos

I1 = {y1, . . . , y2p1−1}, I2 = {y2p1+1, . . . , y2p2−1}, . . . , Im = {y2pm−1+1, . . . , y2pm−1}

satizfazendo

0 6= St2q1−1(y1 ⊗ 1, . . . , y2p1−1 ⊗ 1)(y2p1 ⊗ b1) · · ·St2qm−1(y2pm−1+1 ⊗ 1, . . . , y2pm−1 ⊗ 1)(y2pm ⊗ 1)

= St2q1−1(y1, . . . , y2p1−1)︸ ︷︷ ︸
a1

y2p1 · · ·St2qm−1(y2pm−1+1, . . . , y2pm−1)︸ ︷︷ ︸
am

y2pm ⊗ b1b2 · · · bm−1

o que implica a1y2p1a2 · · · y2pm−1am 6= 0. Escreva

y2p1 = Ei1j1 , y2p2 = Ei2j2 . . . , y2pm−1 = Eim−1,jm−1

para certos ı́ndices 1 ≤ i1, j1, . . . , im−1, jm−1 ≤ n. Dáı,

St2q1−1(y1, . . . , y2p1−1)︸ ︷︷ ︸
a1

Ei1j1St2q2−1(y2p1+1, . . . ,y2p2−1)Ei2j2 · · ·Eim−1jm−1

St2qm−1(y2pm−1+1, . . . , y2pm−1)︸ ︷︷ ︸
am

6= 0.

Observe que devemos ter I1 ⊂ A′l1 , . . . , Im ⊂ A′lm de modo que os ı́ndices l1, . . . , lm

são uma permutação de {1, . . . ,m}. Seja σ ∈ Sm tal que σ(j) = lj

Denote os subconjuntos de números naturais

{1, . . . p1}, {p1 + 1, . . . , p2}, . . . , {pm−1 + 1, . . . , pm}

por sub-blocos. Relembre que a upla

(g′1, . . . , g
′
1︸ ︷︷ ︸

q1

, g′2, . . . , g
′
2︸ ︷︷ ︸

q2

, . . . , g′m, . . . , g
′
m︸ ︷︷ ︸

qm

)

determina a estrutura de graduação de A′. Observe que para 1 ≤ k ≤ m − 1, se os
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ı́ndices ik e jk pertencem a um mesmo sub-bloco, então hk = deg(Eikjk ⊗ bk) = gk,k+1,

donde teŕıamos e 6= gk,k+1 ∈ Supp(A) ∩ Supp(B), o que é um absurdo. Além disso, para

1 ≤ s ≤ m− 2 os ı́ndices js e is+1 devem pertencer a um mesmo sub-bloco. Deste modo,

teremos

deg(Ei1j1) = g′σ(1)σ(2), deg(Ei2j2) = g′σ(2)σ(3), . . . , Eim−1mjm−1 = g′σ(m−1),σ(m)

donde tiramos que

gk,k+1 = g′σ(k),σ(k+1)hk

para k = 1, . . . ,m. Isso mostra que R e R′ satisfazem as condições do lema anterior.

Portanto são G-isomorfas.

Finalmente, podemos enunciar o teorema principal:

Teorema 4.1.5. Seja F um corpo algebricamente fechado e G um grupo abeliano tal

que a ordem de cada subgrupo finito de G é invert́ıvel em F . Sejam R ∼= A ⊗ B e

R′ ∼= A′ ⊗ B′ duas F -álgebras G-graduadas simples de dimensão finita tais que A e

A′ são álgebras de matrizes com graduações elementares respectivamente definidas pelas

uplas (q1, . . . , qm; g12, . . . , gm−1,m) e (q′1, . . . , q
′
m′ ; g

′
12, . . . , g

′
m′−1,m′), e B e B′ são algebras

G-graduadas de divisão. Então as seguintes condições são equivalenetes:

1. R e R′ são G-isomorfas;

2. R e R′ satisfazem as mesmas identidades graduadas;

3. R e R′ satisfazem as condições

(a) A ∼= A′ ∼= Mn(F ) como álgebras não graduadas;

(b) supp(B) = supp(B′) = H ≤ G e B ∼= B′ como álgebras graduadas;

(c) m = m′ e existe uma permutação σ ∈ Sm e elementos h1, . . . , hm−1 ∈ H tais

que q′σ(i) = qi para todo i = 1, . . . ,m e

g12 = g′σ(1)mσ(2)h1, . . . , gm−1,m = g′σ(m−1),σ(m)hm−1
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onde g′ij = g′i,i+1 · · · g′j−1,j para quaisquer 1 ≤ i < j ≤ m enquanto que g′ji =

(g′ij)
−1.

Demonstração. Segue pelos dois lemas anteriores.
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