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RESUMO

Esse trabalho tem por objetivo desenvolver o conteudo de Analise Combinatéria em uma
turma do 6° e do 7° ano do Ensino Fundamental Il, em uma escola do interior do Estado de
Séo Paulo. Para isso, fez-se o uso de atividades contextualizadas utilizando folhas-atividades
e recursos envolvendo magicas, visando despertar a curiosidade e o interesse em aprender
Combinatoria por meio de resolucdo de problemas. O tema foi escolhido devido a dificuldade
dos alunos em resolver problemas de contagem e por ser pouco explorado no Ensino Basico,
apesar de constar nos documentos oficiais- Pardmetros Curriculares Nacionais e Curriculo do
Estado de Sdo Paulo. Optou-se pelo recurso das magicas matematicas para tornar mais
significativa e prazerosa a aprendizagem de Combinatdria, buscando-se a motivacdo dos
alunos a participar ativamente das aulas, unindo o prazer ao ato de aprender. Durante a
realizacdo das atividades, notou-se que os alunos se sentiram motivados, relacionando o
contelldo de Anélise Combinatéria com uma prética divertida através da magica. Eles
demonstraram bastante entusiasmo na realiza¢do das atividades, principalmente nos dias que
tinha a méagica. A proposta didatica com o uso das folhas-atividades alcangou a maioria dos
alunos, que se empenharam e foram bastante ativos durante as aulas, resultando na
aprendizagem de fato do contetdo de Anéalise Combinatéria. Todas as atividades atingiram 0s
objetivos propostos, validando as propostas do professor. Apds a realizagdo das atividades, 0s
alunos se sentiram mais confiantes para expor seu raciocinio, apresentar estratégias de

resolucdo e explorar o problema em busca de uma solugdo adequada.

Palavras-chave: Ensino de Combinatéria. Magica matematica. Problemas de contagem.



ABSTRACT

This work AIMS to Develop the content of combinatorial analysis in the class of 6th and 7th
grade of elementary school Il in a school in the state of Sdo Paulo. For this, there was the use
of contextualized activities using leaves, activities and resources Involving magic, aiming to
arouse curiosity and interest in learning Combinatorial through problem solving. The theme
was chosen because of the difficulty of students in solving counting problems and is being
explored little in basic education, although it appears in documents oficiais- National
Curriculum Parameters and Curriculum of the State of Sdo Paulo. We opted for the
mathematical magic feature to make more meaningful and enjoyable learning Combinatorics,
seeking the motivation of students to Actively Participate in class, joining the pleasure the act
of learning. During the performance of activities, it was Noted que the students felt motivated,
Relating the content of combinatorial analysis with a fun practice by magic. They Showed
great enthusiasm in carrying out the activities, Especially in the days que had the magic. The
didactic proposal with the use of leaf-activities Reached most of the students, who Were
Involved and were very active During class, Resulting in collegues learning Combinatorial
Analysis content. All activities Reached The proposed objectives, validating the Proposed
teacher. After the completion of the activities, students felt more confident to expose Their
reasoning, presenting solving strategies and explore the problem in search of a suitable

solution.

Keywords: Combinatorial teaching. Math Magic. Counting problems.
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Justificativa

Meu trabalho como professora se iniciou em 2010, quando eu ja havia me formado.
Comecei a lecionar nas 1% 22 e 32 series do Ensino Médio no periodo noturno. Era
preocupante a dificuldade dos alunos em aprender matematica. No ano seguinte passei
também a trabalhar nos periodo da manha e tarde com alunos do Ensino Fundamental e
Médio. Para minha surpresa essa dificuldade em aprender matemaética jA& acompanhava 0s
alunos desde o 6° ano.

A preocupacdo em relacdo a essa dificuldade dos alunos e ao grande desafio em
construir estratégias para melhorar a relacdo de aprendizagem em sala de aula , me levou a
ingressar no inicio de 2012 no curso de Pedagogia, e mais tarde, em agosto de 2012 no curso
de pos-graduacéo lato sensu, em nivel de especializacdo, em Etica, Valores e Cidadania na
escola, na USP. Esse curso de pos-graduacdo foi criado com objetivo de formar profissionais
da educacdo que consigam trabalhar no cotidiano escolar valores éticos e de cidadania, a

diversidade humana e os conflitos presentes nas relagdes diarias.

Como parte integrante do curso elaborei a monografia intitulada: "Matematica no dia-
a-dia e a construcgéo da cidadania™ , na qual o objetivo era analisar e discutir a contribuicdo da
matematica na formacdo do cidaddo, e a importancia da contextualizacdo no ensino da
matematica. Foram aplicadas atividades de contextos significativos permitindo aos estudantes
a reflexdo sobre questdes que extrapolam o universo do conhecimento matematico motivando

a aprendizagem de conceitos matematicos e os tornando mais efetivos.

Entendo que o aperfeicoamento constante dos professores € um caminho importante a
ser seguido, pois para que haja um ensino eficiente de Matematica é necessario que 0
professor domine contetdos e procedimentos de ensino. Alguns alunos apresentam hesitacéo
na disciplina de matemaética pelo fato de acreditarem no mito de sua dificuldade cultivado
pela cultura escolar, mas o fato de o aluno ser levado a resolver problemas matematicos
agindo sem reflexdo, faz com que ele ndo compreenda-os e tampouco goste de fazé-lo,
havendo a necessidade do professor criar experiéncias que causem interesse e prazer aos
alunos. No ano de 2014 ingressei no mestrado profissional do Programa de Pds-Graduagéo
em Ensino de Ciéncias Exatas na Universidade Federal de S&o Carlos. Devido a dificuldade
dos alunos na aprendizagem no conteldo referente a Analise Combinatoria, escolhi esse tema

para desenvolver minha dissertagéo.
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1 Introdugéo

Starepravo (1997 apud PLACHA e MORO, 2009) pontua que a acdo mental da
crianca é empobrecida quando ja recebem as informacGes prontas e simplesmente as aplica
em exercicios escolares; a acdo mental realmente ocorre apenas quando a crianca relaciona as

informagdes novas com aquilo que ja tem conhecimento e vivenciou.

A Anélise Combinatoria é a area da Matemaética que engloba um conjunto de técnicas
para se saber quantos objetos hd em um conjunto finito, sem necessariamente ter que conta-
los, j& que os métodos utilizados baseiam-se em abstracdes que vdo além da listagem e da
enumeracdo. Do ponto de vista da formagdo do raciocinio matematico, a Anélise
Combinatoria tem um papel importante na educacéo cidada e cientifica do aluno. O raciocinio
combinatério surge com as primeiras habilidades ligadas a contagem e, através de acdes
sistematicas na resolucdo de problemas concretos, ajuda a desenvolver as potencialidades
ligadas a deducdo, investigacdo, e ao raciocinio matematico formal. Assim, principalmente na
faixa etaria que antecede a adolescéncia, um dos principais objetivos da formacédo cientifica
das criancas deve ser o desenvolvimento de estratégias combinatorias na resolucdo de

problemas.

O aspecto formal dos conceitos basicos da Analise Combinatoria é representado pelos
Principios Aditivo e Multiplicativo da Contagem, cujos conhecimentos e aplicacdes formam
os pilares necessarios para a formacao e o desenvolvimento do raciocinio combinatério, que é
a base para o entendimento dos procedimentos e estratégias de raciocinio usados na resolucédo

de Problemas de Contagem e em outras areas da Matematica Discreta. (TEIXEIRA, 2014).

Grande parte da Matematica se assenta no sistema légico hipotético-dedutivo, que é
baseado em formas de pensar generalizadas e em correlagdes formais entre hipdteses e
conclusbes. Portanto, um importante condicionante para o desenvolvimento do raciocinio
operatorio formal no estudante é o trabalho, ao longo dos varios anos escolares, com

estratégias e esquemas mentais envolvendo Combinatdria.

Apesar das recomendagdes dos Pardmetros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997)
apenas problemas do tipo produto cartresiano sdo trabalhados nas séries iniciais do Ensino
Fundamental. A maioria dos problemas de raciocinio combinatorio € introduzida formalmente

na 22 série do Ensino Médio. Apesar da falta de formalizacdo de formulas ou conceitos nos
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anos iniciais , acredita-se que é possivel que o raciocinio combinatério se inicie antes do

estudo formal por meio de experiéncias cotidianas escolares ou ndo. (BORBA, 2009, p.107).

O problema no ensino de Analise Combinatoéria tem inicio com a interrup¢éo que se da
da passagem do trabalho com situagBes concretas de facil manuseio, para o trabalho com
outras situacdes em que a contagem é inviavel. A resolucdo de situacdes concretas, em que 0
aluno pode resolver efetivamente esgotando os possiveis casos, em geral por listagens
pequenas, Ihe da bastante seguranca. No caso em que a contagem € inviavel, muito
frequentemente, o Unico apoio que a escola fornece € a utilizacdo de formulas prontas. Esse
fato acaba amedrontando e afastando os adolescentes da area de Ciéncias Exatas. O Caderno
do Professor de Matematica da 22 série do Ensino Médio (SAO PAULO, 2014, p.8) apresenta
essa abordagem tradicional para o ensino da Analise Combinatdria que parte da classificacao
dos problemas em grupos, seguida de aplicagdes de formulas de calculo na tentativa de

facilitar a resolucdo de problemas.

Se, por um lado, tal formalizacdo permite agilizar a resolugdo de situacfes-
padrdo, por outro, dificulta o enfrentamento de situa¢Oes-problema reais,
com contextos e dificuldades inéditas. Dessa forma, um curso de Matematica
que priorize a resolugdo de problemas como principal metodologia de
aprendizado ndo pode se basear unicamente na classificagdo das situacdes
em grupos determinados, sob pena de limitar demais as estratégias de
raciocinio que o estudante pode e deve mobilizar ao se confrontar com uma
dificuldade real.

A resolucdo de problemas de Combinatéria deve passar pelo entendimento e
compreensdo dos enunciados. Lima et al (2006, p.90) apresentam algumas estratégias para

resolver problemas de Combinatoria:

1) Postura. Devemos nos colocar no papel da pessoa que deve fazer a agdo
solicitada pelo problema para saber que decisdes tomar.

2) Divisdo. Devemos sempre que possivel, dividir as decisbes a serem
tomadas em decistes mais simples.

3) Néo adiar dificuldades. Pequenas dificuldades adiadas costumam se
transformar em imensas dificuldades. Se uma das decisdes a serem tomadas
for mais restrita que as demais, essa é a decisdo que deve ser tomada em
primeiro lugar.

Geralmente, estas atitudes ndo fazem parte da rotina escolar dos estudantes que estdo
acostumados com rotinas passivas. Eles sentem dificuldades em resolver um problema de
contagem que envolva uma situagdo nova, pois ndo encontram em experiéncias passadas

esquemas prontos para o0 uso.
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Diante disso, surgiu o interesse em desenvolver atividades contextualizadas com a
utilizacdo de folhas de atividades e 0 uso de recursos envolvendo mégicas com uma turma de
6° e 7° ano do Ensino Fundamental, visando despertar a curiosidade e interesse em aprender
Combinatoria, verificando se esses recursos auxiliam efetivamente na aprendizagem do tema.
Optamos pelo recurso das magicas matematicas, buscando-se a motivacdo dos alunos a
participar ativamente das aulas, unindo o prazer ao ato de aprender. Os Parametros
Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998, p.46) apresentam vantagens em relacdo ao recurso
dos jogos, no qual as magicas estdo incluidas: "Os jogos constituem uma forma interessante
de propor problemas, pois permitem que estes sejam apresentados de modo atrativo e
favorecam a criatividade na elaboracao de estratégias de resolucdo e busca de solucdes."

Este trabalho esta dividido em trés capitulos. O segundo analisa 0os documentos
oficiais - PCNSs, Curriculo do Estado de S&o Paulo e os Cadernos do Professor e Caderno do
Aluno - no que diz respeito ao conteudo de Analise Combinatoria no Ensino Fundamental. O
quadro de conteudos dos livros do PNLD também receberam atencdo nesse capitulo, pela
auséncia de Problemas de Contagem no 6° ano, apesar do conteddo estar presente nos

documentos oficiais.

Em seguida analisa as diferentes formas de representacdo grafica que o aluno deve
conhecer e saber construir para resolver um problema que envolva raciocinio combinatorio. O
raciocinio combinatério leva um longo tempo para se desenvolver, entdo situacOes
combinatérias simples podem ser propostas no inicio da escolarizacdo, de modo a qualificar
estudantes com nog0es iniciais sobre como combinar elementos considerando combinacdes

validas que atendam a determinadas condices.

O capitulo 2.2 apresenta de modo geral o processo de contagem e a teoria da Analise
Combinatoria. O objetivo € mostrar como obter resultados gerais por meio de férmulas, a fim
de resolver varias classes de problemas, mesmo considerando que muitos deles podem ser
solucionados pela enumeragdo dos casos, representacfes graficas ou através da utilizacdo do

Principio Multiplicativo.

O terceiro capitulo apresenta atividades que se utilizam de conceitos basicos da
Combinatéria para resolver problemas de contagem, onde o quantitativo de objetos ndo é
muito grande, atentando-se em oferecer procedimentos para resolver problemas através de

representacdes graficas, oferecendo significativas contribuicbes para o desenvolvimento do
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raciocinio combinatério dos alunos desde o 6° ano de modo que possam preparar-se para
enfrentar situacOes-problema em que o quantitativo seja muito grande ou que sejam mais
complexos. Tais atividades foram desenvolvidas e aplicadas em 2015, em um 6° ano do
periodo da tarde da "Escola Estadual Professor José Nicolau Piragine"”, localizada no centro
da cidade de Jau - SP, que utiliza o material distribuido pela Secretaria de Educacao do Estado
de S&o Paulo, sendo a professora efetiva e que atua na turma envolvida. A escola funciona em
dois periodos: manha e tarde. O periodo da manha é composto por salas de Ensino Médio e 9°
anos do Ensino Fundamental, e o periodo da tarde é composto pelos 6°, 7° e 8° anos do Ensino
Fundamental. A maioria dos alunos matriculados na escola moram em um Bairro periférico
da cidade e se deslocam até a escola por meio de um onibus circular pago pela prefeitura. O
trabalho continuou com a mesma turma no ano de 2016, agora 7° ano, também no periodo da
tarde. Todas as folhas de atividades (Apéndices A a G) foram oferecidas aos alunos. Além das
atividades, também foram realizadas algumas "magicas" pelo professor, a fim de tornar as
atividades de estudo mais atrativas, unindo atividades matematicas com elementos ludicos,
motivando o aluno a investigacdo e descoberta na Matematica, unindo o prazer ao ato de

aprender.

As atividades foram elaboradas com o objetivo de atingir as habilidades proposta pelo
Curriculo do estado de Sdo Paulo para o 6° ano do Ensino Fundamental. S8o elas :"Saber
utilizar diagramas de arvore para resolver problemas simples de contagem; compreender a
ideia do principio multiplicativo de contagem". (SAO PAULO, 2012, p.58).

Também seguimos as recomendacdes dos Parametros Curriculares Nacionais
(BRASIL, 1998, p.72,74) que inclui a "Resolucdo de problemas de contagem, incluindo os
que envolvem o principio multiplicativo, por meio de estratégias variadas, como a construcao
de esquemas e tabelas"; e "[...]Representacdo e contagem dos casos possiveis em situaces

combinatorias".

A andlise das atividades mostrou que os alunos se sentiram motivados, relacionando o
conteddo de Anélise Combinatéria com uma pratica divertida através da magica, ou seja,
aliaram o prazer ao ato de aprender. Eles demonstraram bastante entusiasmo na realizacdo das
atividades, principalmente nos dias que tinha apresentacdo de magica. Apds a realizacdo das
atividades, os alunos se sentiram mais confiantes para expor seu raciocinio, apresentar

estratégias de resolucéo e explorar o problema em busca de uma solugéo correta
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2 Ensino de Analise Combinatoéria

Para os Pardmetros Curriculares Nacionais relativos aos terceiros e quarto ciclos do
Ensino Fundamental (BRASIL, 1998), a sociedade mostra uma necessidade de acrescentar ao
estudo dos "numeros”, "operacdes”, "espaco”, "formas"”, "grandezas e medidas”, conteudos
que permitam ao cidaddo tratar as informacdes que recebe no cotidiano, levando-os a
aprender a lidar com dados estatisticos, tabelas e graficos, a raciocinar a partir de ideias
relativas a probabilidade e a combinatéria. O objetivo dos problemas de contagem € levar o
aluno a lidar com situacdes que envolvam diferentes tipos de agrupamentos, possibilitando o

desenvolvimento do raciocinio combinatdrio e a compreenssao do principio multiplicativo.

Nocdes de estatistica, probabilidade e de combinat6ria também estdo integrados nos
Pardmetros Curriculares Nacionais referentes as quatro primeiras series do Ensino
Fundamental, no bloco "Tratamento de Informacéo™, onde nao se pretende um trabalho que dé
énfase a formalizacdo de formulas ou conceitos, mas sim, relativamente ao estudo da
Combinatdria "[...] o objetivo €é levar o aluno a lidar com situa¢6es-problema que envolvam
combinagBes, arranjos, permutacdes e especialmente, o principio multiplicativo da
contagem." (BRASIL, 1997, p.40).

Apesar das recomendacdes dos PCN, apenas problemas do tipo produto cartresiano é
trabalhado nas séries iniciais do Ensino Fundamental. A maioria dos problemas de raciocinio
combinatério € introduzida formalmente na 22 série do Ensino Médio. Ainda que haja a falta
de formalizacdo de formulas ou conceitos nos anos iniciais , acredita-se que € possivel que o
raciocinio combinatério se inicie antes do estudo formal através de experiéncias cotidianas
escolares ou ndo. (BORBA, 2009, p.107).

Borba, Pessoa e Rocha (2013) realizaram uma pesquisa com o objetivo de investigar
como criangas de anos iniciais do Ensino Fundamental resolvem problemas combinatorios e
analisa o que os professores deste nivel de ensino pensam sobre a Combinatéria e as
compreensdes dos estudantes. Concluiram que os estudantes diversas vezes sdo bem
sucedidos na resolucdo desses problemas, mas muitas vezes o0 conhecimento de seus
professores € limitado e necessita ser mais amplo, de maneira a poder auxiliar as crian¢as no
desenvolvimento de seus raciocinios combinatorios. Foram propostas seis questdes - duas
envolvendo arranjo, duas envolvendo combinacdo e duas envolvendo produto cartesiano -

tanto para os estudantes quanto para os professores. Os professores reconheceram a natureza
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multiplicativa dos problemas, mas, assim como o0s estudantes, ndo conseguiram diferenciar
arranjos e combinagdes. Este resultado é muito preocupante, pois as criancas poderdo ser

ensinadas por professores que ndo possuem o conhecimento de conteudo adequado.

Teixeira (2014) também acredita que os problemas de contagem deveriam ser mais
desenvolvidos com os alunos nos anos iniciais do Ensino Fundamental, valorizando o
raciocinio combinatoério. O ensino da Combinatoria nesse periodo constitui-se um importante
instrumento, onde o aluno apropria-se de procedimentos e estratégias para a aprendizagem de
resolucdo de situacbes-problema, uma vez que ele utiliza o raciocinio combinatorio durante a
fase de construcdo dos conceitos relacionados a conteudos de Combinatéria. Além disso, o
aluno de hoje esta inserido em um mundo de novas tecnologias e informagdes em tempo real,
passando a adquirir conhecimentos subjacentes a esses conteudos, estando apto para enfrentar
problemas do cotidiano que estejam ao seu alcance, o que contribui para que ele compreenda

outras situacdes também interessantes.

Problemas com contagem aparecem nos PCN (BRASIL, 1998, p.72,74) em
"Conceitos e Procedimentos” relativos a contetidos propostos para o Ensino de Matematica no
terceiro ciclo (6° e 7° ano), no bloco "Numeros e Operagdes” como: "[...]JResolucdo de
problemas de contagem, incluindo os que envolvem o principio multiplicativo, por meio de
estratégias variadas, como a construcdo de esquemas e tabelas"; e no bloco "Tratamento da
Informacdo™ como: "[...]JRepresentacdo e contagem dos casos possiveis em situacdes

combinatérias".

Também aparecem no Curriculo do Estado de S&o Paulo de Matematica (SAO
PAULO, 2012), nos contetdos do 4° bimestre do 6° ano do ensino fundamental, no 1°
bimestre do 8° ano e 4° bimestre do 9° ano. As habilidades que diz respeito a esse contetdo
para 0s 6° anos sdo: "Saber utilizar diagramas de arvore para resolver problemas simples de
contagem e; Compreender a ideia do principio multiplicativo de contagem". Apesar do
Caderno do Professor e Caderno do Aluno, trazer como base o contetdo do Curriculo Oficial
do Estado de S&o Paulo, ndo aparece nenhuma atividade envolvendo problemas de contagem
no 4° bimestre do 6° ano, que contemplem tais habilidades.

O Caderno do Professor apresenta orientacGes didatico-pedagogicas que podem ser
utilizados como complemento a Matriz Curricular. As atividades propostas podem ser

complementadas por outras que o0s professores julgarem pertinentes ou necessarias,
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dependendo do seu planejamento, de sua escola e de seus alunos. A proposicao do caderno é
de apoiar os professores no planejamento de suas aulas para que explorem em seus alunos
"[...Jcompeténcias e habilidades necessarias que comportam a construcdo do saber e a
apropriacéo dos contetidos das disciplinas." (SAO PAULO, 2014).

Uma das alternativas para o professor seria complementar as atividades do Caderno do
Aluno com atividades propostas pelo livro didatico. O PNLD (Programa Nacional do Livro
Didatico) tem por objetivo prover as escolas publicas de ensino fundamental e médio com
livros didaticos e acervos de obras literarias, obras complementares e dicionarios. O programa
é executado em ciclos trienais alternados. Assim a cada ano o FNDE (Fundo Nacional de
Desenvolvimento da Educacédo) adquire e distribui livros para todos os alunos de determinada
etapa de ensino. Um edital especifica todos os critérios para inscricdo das obras. Os titulos
inscritos pelas editoras sdo avaliados pelo MEC, que elabora o Guia do Livro Didatico,
composto das resenhas de cada obra aprovada, que é disponibilizado as escolas participantes
pelo FNDE. Cada escola escolhe democraticamente, dentre os livros constantes no referido

Guia, aqueles que deseja utilizar, levando em consideracao seu planejamento pedagdgico.

Analisando os quadros de contetdos das obras descritas no Guia do Livro Didatico
(PNLD, 2014) observamos a auséncia de Problemas de Contagem no Ensino Fundamental, na
maioria dos livros. Apesar de Problemas de Contagem estar presente como conteido do 6°
ano tanto nos PCN quanto no Curriculo do Estado de S&o Paulo, o conteldo ndo aparece
especificamente nos livros didaticos, como podemos observar através dos quadros de

contetdos das figuras 1 a 10.

6° ANO - 9 capitulos - 312 pp.

1 Figuras geométricas espaciais: classificacao, vistas — tabelas e gréficos - &ngulo 40 p.
- circunferéncia; dngulos e retas

2 Poligonos — perimetro — nimeros naturais; fragdes, nimeros decimais — medi- 40 pp.
das de comprimento

3 MNumeros naturais ordenagdo, operagdes, propriedades; nimeros ordinais — 38 pp.
possibilidades — potenciagao

4  Nimeros decimais e medidas: numeros decimais e fragoes: adigao e subtragao, 38 pp.
multiplicagdo e divisdo

5 Multiplos e divisores: mmec e mdc - figuras geometricas espaciais e planas;, 26 pp.

simetria de reflexao — fragao irredutivel

6 Valor monetério, comprimento, tempo, area, volume;, perimetro e &area de 30 p
reténgulos; volume de solidos

T Razdes; proporgdes; escala; proporcionalidade: direta, inversa - semelhanga de 22 pp.
figuras geomeétricas planas — porcentagem

8 Capitulo de revisao 20 pp.

9 Capitulo de atividades complermentares 48 pp.

Figura 1: Descobrindo e Aplicando a Matematica
Fonte: Guia de livros didaticos



6° ANO - 11 capitulos - 344 pp.

1 Ndmeros: usos; sisternas de numeracac: leitura e escrita; ndmerocs naturais:

comparacgac — tabelas
2 Ndmeros naturais:
radiciacao — grafico de barras

adicao, subtragao,

19 pp.

multiplicagdo, divisdo, potenciagao, 46 pp.

3 (Corpos redondos e poliedros; prismas e pirdmides; ponto, reta e planc — grafico 16 pp.

de colunas

4 Multiplos e divisores; critérios de divisibilidade; niimeros primos; mde e mme -

grafico de barras

5 Retas; semirreta; segmento de rets; angulos — medida de angulo — &ngulo: reto,

agudo, obtuso; vistas

6 Fragdes: ideias, equivaléncia, simplificagdo, comparagao; porcentagem — grafico

de setores

7 Fragdes: adigao e subtragdo, multiplicagéo, divisdo, potenciagdo, raiz quadrada

- probabilidade

8 Numeros decimais: notagdo, comparagdo, operagdes aritméticas; porcentagens

— meédia aritmética

28 pp-

20
P
28 pp-

3 pp.

40
Pp.

g9 Poligonos: elementes, classificagao; tringulos e quadrildteros; prismas e 26 pp.

pirémides

quadrados

I Medidas: tempo, volume; volurme do paralelepipedo; medidas: capacidade, massa

Comprimento; perimetro; area; medidas agrarias; area de retangulos; area de

30
oe.
33 pp.

Figura 2: Matematica - Bianchini
Fonte: Guia de livros didaticos

6° ANO - 11 Unidades - 46 Capitulos - 304 pp.

Unidade | - Numeros

Numeros naturais no cotidiano; Sistemas de numeragao: egipcio, romano; sisterna de
numeracdo decimal: ordens e classes; Nimeros naturais: sucessor, reta numerada,
pares, impares; Tabelas; gréficos de barras

Unidade 2 - Formas geométricas espaciais e planas

Figuras geométricas espaciais e planas: poliedros, corpos redondos, regides planas
e seus contornos _ Prismas e pirdmides: elementos; segmento de reta, reta, plano;
Cilindros, cones, esferas: elementos, vistas

Unidade 3 — Operagdes com numeros naturais

Adicgo: ideias, algoritmo, propriedades; subtragdo: ideias, algoritmo; operagbes
inversas; Multiplicacao: ideias, propriedades; divisao: ideias, algoritmo; operagges
inversas - medidas de tempo; Possibilidades

Unidade 4 - Potenciagio

Poténcias de base de 2 a 10; Propriedades das poténcias, Raiz quadrada exata
Unidade 5 - Formas geométricas planas

Ponto, reta, plano, semirreta; Angulos: ideia de giro; Angulos: mudanca de dire-
&0, elementos, notagdo - medidas de &ngulos - &ngulos: retos, agudos, obtusos;
Posicdes relativas de retas coplanares; localizagdo em malha quadriculada; Retas
paralelas e concerrentes

Unidade 6 - Divisibiidade

Sequéncias numéricas, padrdes ; Divisores e multiplos; divisiblidade por: 2, 3,9, 5,10, 4
e 6 Numeres primos e compostes; fatoragao; raiz quadrada; maximo divisor comurm;
Multiplos comuns e mme

24 p.

Bp.

B =

0p.

lhp.

28Bp

18

Unidade T - Foligonos

Linhas: poligonais abertas e fechadas simples; poligonos: convexos, ndo convexos;
Tridngulos: elementos, classificagio quanto aos lados e quanto acs &ngulos, alturs;
Quadriléteros: elementos, classificagdo; Poligonos: ladrihamentoe, simetria axial
Unidade 8 - NGmeros racionais: representacao fracionaria

FragGes: ideias, notagdo, proprias, improprias, aparentes - medidas de tempo — nix
meros racicnais; Fragdes equivalentes: propriedade fundamental, simplificaco de
fragGes; Comparagao de fragde ; Porcentagem - graficos de: barras, setores; Adicdo
de fragoes: proprias e mistas; Multiplicagae de fragoes; fragoes inversas; divisdo de
fragoes; operagdes inversas  Fragdes: potenciacao, raiz quadrada exata

Unidade 9 — Numeros racionais: representacdo decimal

Numero decimal: representagao, conversao em fragoes; Sistema monetério brasileiro;
medidas de tempo - fragdes decimais equivalentes; Comparagio de numeros
racionais; racionais na reta numerada: ordens crescente e decrescente; Adicdo e
subtragdo de numeros decimais: algoritmos; arredondamento de namero decimal;
Multiplicagéo e divisdo de nimeros decimais: algoritmos, operagbes inversas;
Poténcia e raiz quadrada de nimeros decimais; Porcentagens - tabelas; gréficos de
colunas, setores, barras

Unidade 10 — Numeros e medidas

Medidas de comprimento: multiplos e submultiples do metro; Medidas de massa:
o quilograma e seus multiplos e submuiltiplos, mudangas de unidades

Unidade 1l - Areas e volumes

Medidas de &rea: o metro quadrado e seus multiplos; unidades agrarias; Célculo
de areas de: retdngulos, paralelogramos, tridngulos, trapézios; Volumes de blocos
retangulares; medidas de volume: submultiplos do metro clbico; Medidas de
capacidade: litro, mililitro; relagdo entre o metro clbico € o litro

Figura 3: Matematica: Ideias e Desafios
Fonte: Guia de livros didaticos

]
2Zip

Bp

£ p.

18 pp.

2p



6° ANO - 14 capitulos - 312 p.

| Poligonos; bloco retangular — tabelas e graficos; possibilidades - operagoes 25 p.
com naturais

2 Prismas e pirdmides: vistas; ciindros, cones e esferas 18 p.

3 Operagdes com numeros naturais: ideias, algoritmos, operacdes inversas; 2 p.
numeros decimais

4 Angulo - medida de &ngulo - retas paralelas e perpendiculares; poligonos; 27 p
quadrilateros

5 Multiplos e divisores; divisibilidade; nimeros primos; minimo mdltiplo comum 19 p.

6 Fragdes: ideias, notagdo, comparagao - medidas de comprimento - porcenta- 22 p.
gem

7 Angulos, poligonos, figuras gecmétricas semelhantes - tabelas; graficos: colu- 18 p.
nas, setores

8 Medidas de comprimento; perimetro - numeros decimais: notagao, leitura, 18 p.
comparacao

9 Operagdes com numeros decimais: significados e algoritmos - média aritmeé- 22 p.
tica

10 Expressdes numéricas: regras operatdrias; poténcias: notagao, significado I7 p

Il Nogao de area; area do retangulo; unidades de medida de area 5 p.

12 Simetria de reflexao - nimeros simétricos 19 p.

13 Padroes numeéricos; expressoes algébricas 0 pp.

14 Fragdes: equival®ncia, comparacao, adicdo, subtracao 12 pp.

Figura 4: Matematica - Imenes & Lellis
Fonte: Guia de livros didaticos

62 ANO - T capitulos - 272 p.

1 MNumeros naturais: usos, escrita, ordenagio, comparagao, adigdo, operagbes 50 p.
aritmeticas

2 Angulos; poligones; circunferéncia e circule; paralelepipedos; prismas e 46 p.
pirdmides; simetria axial

3 Multiplos e divisores: critérios de divisibiidade, nimeros primos, fatoragao, 30 p.

mmc, mdc

4 Fragdes: ideias, equivaléncia; ** Em busca do mel; nimeros decimais: comparagao, 38 p.
dizimas

5 Fragdes: adicao, subtragao, multiplicagdo, divisdo; nimeros decimais: 2 p
multiplicacao, divisao

& Organizacao e apresentacao de dados: tabelas, grafico; média aritmética; 16 p.
porcentagem

7 Comprimento, area, volume, capacidade, massa, tempo 4 p.

Figura 5: Matemética - Teoria e Contexto
Fonte: Guia de livros didaticos



6° ANO - 14 unidades - 288 p.

1 Sistemas de numeracao: egipcio, romano, indo-arabico 118p.
2 Numeros naturais: registros, sucessor, antecessor, comparagao 10 p
3 Adicdo e subtragdo de naturais: ideias, algoritmos 14 p.

4 Multiplicacdo e diviséo de naturais: ideias, algoritmos, expressdes numeéricas — 26 p.
medidas de tempo

5 Potenciagdo; raiz quadrada; expressdes numericas 10 p.

6 MuUltiplos e diviscres; numeros primos, minimo multiplo comum, maximo divisor 22 p.
comum

7 Tabelas e graficos de barras 10 p.

8 Poligonos; poliedros, blocos retangulares 18 p.

g ,angulos - medidas de &ngulos: o grau - retas: perpendiculares, paralelas 6 p.

10 Tringulos, quadrilateros; poligonos regulares - perimetro - circunferéncias; 20 p.
simetria de reflexao

I Fragées: ideias, notagéo, leitura, equivaléncia, comparacéo, operagdes 28 p.
12 Numeros decimais: notagao, usos, comparagao, operagoes; dizimas periddicas 26 p.
13 Porcentagens: notagao, leitura, calculo 12 p.
14 Unidades de medidas: comprimento, area, volume, massa; area do retangulo; 30 p.
volume do bloco retangular
Figura 6: Praticando Matemética - Edi¢do Renovada
Fonte: Guia de livros didaticos

62 ANO - 06 Partes - 344 p.

Parte 1 — Nomeros naturais e operagbes T8 pp
1 Mameros nzturais: usos, representacao; sisbemas de numeracao - tabela simples
2  Adicio e subtracao: ideias, algoricmos, propriedades - grafico de colunas
3 mMultiplicacao e divisdo: ideias, algortmos, propriedades; potenciagao - grafico
de barras
4 Sequéndas numéricas
Parte 2 - Figuras geométricas & simetria 32 pp.
5  Sdlidos geornétricos: poliednos e corpos redondos; figuras peométricas planas;
wistas - grafico de couna
6 Simetria de reflex3o
Parte 3 — MlUltiplos e divisores; Fragbes e porcentagem 63 pp.
T | Divisibilidade: critérios, multiplos e divisores de um numero natural - possibidades
8 | Nomeros primos; fatoracac; mdc & mimc
8  Fractes ideias, registros, leitura, ndmeros mMistos, eguivalénca
10 Cperagbes com fragdes: adicao e subtracao, multiplicago, divisdo: porcentagem
- possibidades
Farte 4 - Numeros decimais € operagies 38 pp.
1 Mumeros decimails: representacan, Comparacac - pictograma
12 Cperagdes com decimais: adicao & subtracao, multiplicagao, divisao, potenciaca
porcentagem

Parte 5 — Angulos, poligonos e circulos 48 pp.
8 Ponto, retz, plano; 23ngulo; posicao relativa de retas; localizacio e deslocamento
— grafico de barras
&  Poligoneos: elementos, dassificacao; triangule; guadrilatero
8 Circunferéncia e ciroulo - grafico de setores
Parte 6 — Medidas ¢ geometria 44 pip.
B Sisterma internacional de unidades; compriments; &res; medida agrana; ** Corpo humana;
=* Areg
If | Perimetro e arex; area de quadrados e de retangulos - média aritmetica
18 mMedidas: massa capacidade, wolumse; volurme de cubos e de paraklepipedos

Figura 7: Projeto Arariba Matematica
Fonte: Guia de livros didaticos



62 ANO - 04 unidades - 304 p.

94 p.

Unidade 1 — Numeros naturais e geometria
Sistemnas de numeragao antigos; numeros naturais: Usos — par ordenado -
possibilidades; graficos de colunas
Adicao, subtragdo, multiplicacdo e divisdo: ideias, propriedades, algoritmos -
media aritmética - graficos de colunas
Solidos geométricos: classificacdo, propriedades; ponto, reta, plano, &ngulos,
poligonos - tabelas e graficos — plano cartesiano
Unidade 2 — Potenciagéo e divisibiidade
Potenciagao; raiz quadrada; expressdes numeéricas - graficos de barras
Divisibilidade: critérios, multiplos, divisores, nimero primo, mmc, mde -
tabelas e graficos
Unidade 3 — Fragtes e numeros decimais
Fracoes: ideias, notagao, equivaléncia, comparagado, operagtes; porcentagem
— gréficos de setores
Numeros decimais: notagao, comparagao, operagoes — medidas:
comprimento e massa — porcentagem — graficos
Unidade 4 — Grandezas e medidas
Uridades de medidas de: comprimento, area, volume, capacidade, tempo —
pictograma
Perimetro de poligono; area de triangulos e quadriliteros; volume de
paralelepipedos; capacidade - graficos

46 p.

72 p.

54 p.

Figura 8: Projeto Telaris - Matematica
Fonte: Guia de livros didaticos

6° ANO - 04 unidades - 262 p.

Unidade 1 — Numeros e formas ne cotidiano
Numeros naturais: usos, registros, sistema de numeragéo decimal
Operacoes com naturais: adicao; subtracac, multiplicacao, divisao — célculo de
possibilidades
Figuras geométricas espaciais: bloco retangular, cubeo, prismas, pirémides, corpos
redondos
Unidade 2 — Regularidades
Multiplos e divisores: multiplos e divisibiidade, multiplos e divisores comuns,
mdc, mmc
Numeros primos; fatoragao; nimeros primos entre si; poténcias
Poligonos: definigdo, elementos; poligonos regulares; quadrilateros: classificagao;
triangulos
Unidade 3 — Numeros quebrados
Fragdes: ideias, representagoes, equivaléncia, simplificagao, comparacao; fragcdes
decimais
Numeros decimais: definicao, representagéo, comparagac
Operagdes com decimais: adigao e subtragao, multiplicacdo e divisdo — media
aritmeética — operagdes com fragoes: adicdo e subtragao
Unidade 4 — Aplicagdes
Medidas de comprimentos: unidades decimais € nao decimais; perimetro; area:
do retangulo, do gquadrado e do tridngulo
Porcentagem: fragao centesimal, calcule de porcentagens
Matermatica e os meios de comunicagao: nlumeros, porcentagem, chance,
tabelas e graficos

5 p
29 b

2 p

26 p.
9 p.
23 p
23 p
5 p.
2 p
23 p.

B p
182 p.

Figura 9: Projeto Valear - Matematica
Fonte: Guia de livros didaticos
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62 ANO — 14 capitulos - 352 p.

| Paralelepipedo e cubo; prisma e pramide; cone, dlindro e esfera; planificacac; B p.
vistas

"

2 Usos dos ndrmeros; sistemas de numeracao: egipcio, romano, ndo-arabico: 2 p
MUMencs naturais
3 Adic2o, subtracao, multplicacao e divisao de numeros naturals; <* Negociosde 34 D

orienis

4 Potencacao; poténcias de base 10; radiciacao; expressies NUMKETicas L a3

3 Multiplos de numeros naturais mmc divisores de numercs naturais: mdc; 24 p
NUMercs primos e compostos

6 Fracdes ideias eguivaléncia, simplificacio, comparacao, adicao e subtracio, ¥ p
muiltiphcacdo; porcentagem

T Angulos ideias - medida de S3ngulo - retas e segmentos de reta; retas B
paralelas e retas concormentes

8 Poligonos: classificacao; trigngulos e quadrilateros; drounferéncia e circulo; 2 p

simetria de reflexao

9 Nomeros decimais: dédimo, centésimo e milésimo; numero decimal e fragdes; B p
comparacao de dedmais

10 Operacdes com numeros dedmais: 2adicao, subtracao, multipicacdo e divis3o;, 28 p

poncentagem

Il Medidas de comprimento sistema metnco decimal; medidas de tempox B
horas e minutos, anos e meses

12 Medidas de drea: conceito ¢ umdades; drea do quadrado e area do 2np

retangulo; comvers20 de unidades

13 Medidas de capacidade: unidades ¢ comverstes, medidas de massa: unidades 1B p.
2 Comversdes

14 Tabelas; graficos: barras, inhas, setores, pictograms; coleta ¢ organizacac de 20 p
dados @ Nomeros do Brasil

Figura 10: Vontade de Saber Matematica
Fonte: Guia de livros didaticos

O conteudo de Analise Combinatdria volta a ser estudado na 22 série do Ensino Médio,
onde sdo apresentadas formalmente as formulas de permutacéo, combinacgéo e arranjo. Trata-
se no Ensino Médio, de partir dos conhecimentos e das habilidades anteriormente construidos

(no Ensino Fundamental) e promover os aprofundamentos necessarios.
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2.1 Analise Combinatoria no Ensino Fundamental

A Anélise Combinatoria tem como base o Principio Aditivo e o Principio
Multiplicativo que permitem resolver todos os problemas dessa area da Matematica, apesar de
existirem outras ferramentas para esse mesmo fim. O Principio Multiplicativo (ou Principio
Fundamental da Contagem) postula que, se hd x maneiras de tomar uma decisdo e, tomada
essa decisdo, hd y modos de tomar outra decisdo, entdo o ndimero de modos de tomar
sucessivamente as duas decisfes é multiplicando x por y, ou seja xy. O Principio Aditivo diz
que se A com x elementos e B com y elementos forem conjuntos disjuntos, entdo o conjunto
A U B tem x+y elementos, ou seja, se quiser contar um conjunto de objetos, pode-se dividi-lo

em duas partes, conta-los separadamente e depois somar os dois resultados.

Borba, Pessoa e Rocha (2013) defendem que o desenvolvimento do raciocinio
combinatério é muito importante, pois auxilia a aprendizagem, de um modo geral, € 0
entendimento matematico, em particular. Pensam assim porque, no raciocinio combinatério
sdo usados procedimentos sistematicos de enumeragdo do total de possibilidades distintas e
também envolve a andlise de situacBes . O raciocinio combinatério denota um alto nivel de
desenvolvimento cognitivo em seu uso pleno, pois ¢ um modo especial de pensamento légico-
dedutivo. Defendem também que o raciocinio combinatério leva um longo tempo para se
desenvolver e que situacdes combinatérias simples podem ser propostas no inicio da
escolarizacdo, de modo a qualificar estudantes com nocdes iniciais sobre como combinar
elementos considerando combinac@es validas que atendam a determinadas condi¢es. Desse
modo, para que possam auxiliar os estudantes no desenvolvimento de seus raciocinios
combinatérios, professores de anos iniciais do Ensino Fundamental precisam entender a

natureza de problemas combinatdrios e como ocorre a aprendizagem da Combinatoria.

Para Teixeira (2014), o raciocinio combinatorio € tal que permite o estabelecimento de
todas as diferentes possibilidades que podem ser feitas entre objetos presentes na situacéao-
problema de contagem, respeitando os critérios e condigdes descritos no enunciado. O
objetivo inicial referente ao raciocinio combinatorio € que o aluno tenha conhecimento e saiba
construir representacdes gréficas, como: arvore de possibilidades, esquemas, tabelas de dupla

entrada, produto cartesiano, enumeracgéo de agrupamentos.

Assim que todos os diferentes agrupamentos foram determinados por meio da

construcdo de uma das representacdes graficas (desde que o quantitativo de objetos ndo seja
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tdo grande que torne invidvel poder explora-los e descrevé-los um a um), cabe ao aluno fazer
a contagem direta desses agrupamentos, determinando a solu¢do do problema de contagem
proposto. Portanto, como resultado do uso do raciocinio combinatorio, todos os agrupamentos
(conjuntos unitarios disjuntos entre si) sdo obtidos através da construcdo de uma
representacdo grafica, permitindo uma enumeracdo de todos eles, e a seguir aplicar o
Principio Aditivo para estabelecer a contagem direta total dos agrupamentos.

Embora esse procedimento seja bastante pratico e de razoavel facilidade, ele
é limitado a um quantitativo possivelmente pequeno de objetos envolvidos.
Por outro lado, mesmo quando uma grande quantidade de objetos esteja
envolvida na situacdo-problema de contagem, que torna inviavel a
construgdo por completo de uma representacdo gréfica, em se tratando de
uma arvore de possibilidades, o conhecimento das caracteristicas de sua
construcdo pode levar o aluno a intuir (concluir por percep¢do) sobre todas
as possiveis "combinac¢fes” que devem ser consideradas e, assim, determinar
0 quantitativo de todos 0s agrupamentos sem que a construcdo tenha que ser

finalizada. (TEIXEIRA, 2014, p.8).
Um dos comportamentos heuristicos reconhecidos como um dos mais importantes a
serem investigados pelos estudantes quando enfrentam situacdes que séo de fato problemas, é
a representacao da solucao por intermédio de desenhos, diagramas e tabelas. A representacédo
da solucdo de um problema de Fisica ou de Quimica por desenhos é algo tdo comum que
alunos e professores quase ndo se dao conta de que o estdo fazendo o tempo todo. Em
Matematica, salvo em alguns casos de Geometria, sdo poucos 0s momentos em que 0s alunos
sdo intimados a mobilizar tais estratégias de raciocinio, sendo mais comum aplicar em novas
situacbes 0os modelos analogos anteriormente utilizados e que trazem a lembranca naquele
momento. Esse método costuma dar bons resultados em alguns topicos de contetdos da
matematica, porém € bastante ineficaz para a resolucéo de problemas de analise combinatoria,
pois a diversidade de critérios de agrupamentos € tdo grande que na maioria das vezes é
impossivel associar uma situacdo-problema atual a alguma categoria anteriormente

construida.

Diante disso, é fundamental que os alunos analisem cada situacdo problema em
Analise Combinatdria, como se estivessem fazendo pela primeira vez, de modo que
evidenciem o raciocinio adotado por intermédio de desenhos, diagramas, etc. Sendo assim, a
arvore de possibilidades é prioridade em quase 100% dos problemas. A representagdo das
resolucbes por meio de arvores ilustra os dois principais tipos de raciocinio envolvidos em
todos os problemas de Analise Combinatéria: o raciocinio aditivo e o multiplicativo. (SAO
PAULO, 2014)
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Segundo Teixeira (2014), a arvore de possibilidades esta associada ao "Problema do
jogo interrompido™. O problema remonta ao século XVII quando, através de correspondéncias
que trocavam entre si , Blaise Pascal e Pierre de Fermat apresentaram-no e o discutiam entre
si acerca de qual seria a maneira mais justa de repartir um prémio P entre dois jogadores X e Y
uma vez que o jogo foi interrompido, acusando o placar de 2x0 para o jogador X, na qual a
regra do jogo dizia que levaria 0 prémio o jogador que vencesse 3 partidas. A questdo em
discussdo era: Seria justo que o jogador X levasse todo o prémio P? Seria mais justo que 0
jogador X levasse 2/3 do prémio P e o jogador Y levasse 1/3 do prémio P? Ou o mais justo
seria repartir o prémio P de acordo com as probabilidades que cada jogador tinha de vencer a
partida no momento interrupto do jogo?

Esse problema é apresentado no Caderno do Aluno da 22 série do Ensino Médio em
forma de situacdo problema, na qual a resolucdo é feita através da arvore de possibilidades

como mostra a figura 11:

50% A

A

: 50% 259, A

1
A 1
i : B 25%
: i ! 0 12,59 _~A
1 1
i 7 i B

H 0
,JIS' ; E i 12,5%
1 : 1 :
: i ' i B
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1* rodada 2% rodada 3% rodada 4% rodada 5% rodada
(ja aconteceu) (ja aconteceu)
A ganhou A ganhou
A=50% +25% + 12,5% = 87,5% B=12,5%

Figura 11: Solucgéo do Problema do Jogo Interrompido
Fonte: Caderno do Professor Matematica - 22 série Ensino Médio.

Para Teixeira (2014) a representacdo gréfica mais clara e simples para representar
todas as possibilidades de solugdo de um problema de contagem é a arvore de possibilidades,
desde que o guantitativo de objetos do problema nédo seja muito grande, principalmente para
as criangas que estdo tomando contato pela primeira vez com esses conceitos, pois através da

construcdo da arvore, as possibilidades de combinacgdes vao aparecendo de maneira natural, o
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que permite que ao final de sua construcdo haja a contagem direta da totalidade dessas
possibilidades (agrupamentos). Essa contagem direta dos agrupamentos é obtida por meio da
aplicacdo do Principio aditivo, pois esses agrupamentos, que se configuram como conjuntos

unitarios, sao todos distintos entre si.

A importancia de dar énfase a utilizacdo da arvore de possibilidades quando
da resolucéo de problemas de contagem - neste inicio do estudo das no¢des
basicas de combinatéria- também repousa no fato de que ela se mostra
bastante oportuna para o desenvolvimento do raciocinio combinatorio,
raciocinio esse que permite ao aluno fazer as "combinacbes de objetos",
mesmo nas situacbes em que ndo convém explicitar todas essas
"combinagles” (em problemas de contagem mais complexos, com um
numero grande de possibilidades) para que conhega o total de possibilidades
possiveis, para cada umas das a¢des. (TEIXEIRA, 2014, p.14-16).

Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano dos dois conjuntos, indicado por
AXxB, é o conjunto de todos os pares ordenados cujo primeiro elemento pertence ao conjunto A
e 0 segundo elemento pertence ao conjunto B. Assim, se 0 conjunto A possui X elementos e o
conjunto B possui y elementos , como um elemento do conjunto A se associa com todos 0s
elemento do conjunto B e um elemento do conjunto B se associa com todos os elementos do

conjunto A, hd um total de x.y elementos no conjunto AxB.

Quando sdo colocadas situacbes que envolvem a contagem das
possibilidades de vestir conjuntos calga-blusa, quando se dispde de x calcas e
y blusas, e se tem como resultado apenas a indicacdo do produto x.y,todas as
diferentes possibilidades (combinacBes possiveis), e ndo sdo feitas
consideragdes pertinentes a utilizacdo da ideia combinatéria para o
significado da multiplicagdo x.y que determinou a totalidade de
possibilidades, bem como ndo se fazem correlagbes em relacdo a
apropriacdo de relagdes do tipo "um-para-muitos”, ou seja, correspondéncias
tipo: a cada calca vestida ha y possibilidades de se vestir uma blusa e formar
um novo e diferente conjunto calca-blusa, estamos diante de uma abordagem
combinatéria insuficiente para a compreensdo adequada do significado da
multiplicacdo. (TEIXEIRA, 2014, p.24-25)

Outra representacdo grafica que pode ser utilizada para resolver alguns problemas de
Combinatoria sdo as tabelas de dupla entrada.

Exemplo: Uma bandeira é formada por duas listras que devem ser coloridas usando
apenas as cores azul, vermelha e amarela. Apresente todas as maneiras diferentes de colorir as
listras.

Esse problema pode ser resolvido através de uma tabela de dupla entrada (Figura 12):
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A tabela é composta de duas entradas. A Entrada 1 é a escolha da cor que serd
utilizada para pintar a primeira listra e a Entrada 2 é escolha da cor que sera utilizada para a
segunda listra. A tabela é completada com a combinacdo das cores em que as listras das
bandeiras poderdo ser pintadas de maneiras diferentes.

E importante apresentar diferentes representagdes graficas aos alunos que podem ser
utilizadas para resolver problemas de contagem, de maneira que eles conhecam as
caracteristicas que permitem a construcdo de cada uma delas e possa identificar qual sera mais

conveniente em cada situacao-problema.

Cor da 22 listra
Azul Vermelho Amarelo
Cor da 12 listra
Azul ( : ) | ( : ) | ( , )
Vermelho ( : )| ( : ) | ( , )
Amarelo ( : ) | ( : ) | ( , )

Figura 12: Tabela de Dupla Entrada
Fonte: Elaborada pela autora
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2.2 Teoria da Analise Combinatoria

Nesse capitulo pretende-se discorrer de modo geral, sobre o processo de contagem e a
teoria da Analise Combinatoria. O objetivo é mostrar como obter resultados gerais por meio
de formulas, a fim de resolver varias classes de problemas, mesmo considerando que muitos
problemas podem ser solucionados pela enumeracdo dos casos, representacfes gréaficas ou
através da utilizacdo do Principio Multiplicativo. Destaca-se que muitos problemas de
Combinatoria ndo podem ser resolvidos diretamente através de formulas.

E comum estabelecermos padres na Matematica, padrdes que sdo importante pelo
fato de que uma mesma ideia matematica pode ser usada para resolver problemas
aparentemente distintos, entdo o uso de férmulas ajuda a simplificar a resolucéo de problemas
gue envolvam a Anéalise Combinatéria no Ensino Médio. Porém devemos ter alguns cuidados
em relacdo ao uso de férmulas, pois, por exemplo, quem troca o Principio Multiplicativo por
férmulas de arranjos, permutacBes e combinacdes costuma ter dificuldades em resolver
problemas simples como pintar bandeirinhas. Lima (2006, p.118-119) apresenta algumas

sugestdes bastante pertinentes para o professor em relacao ao Ensino de Combinatoria:

1. Ndo faca formulas demais ou casos particulares demais. 1sso obscurece as
ideias gerais e torna as coisas mais complicadas.[...]

2. Aprenda, e fagca com que os alunos aprendam, com os erros. E importante,
diante de uma solucéo errada, analisar porque ela esta errada.

3. Vocé quer mostrar que é bom ou quer que seus alunos aprendam? Se vocé
prefere a segunda alternativa, resista & tentacdo de, em cada problema,
buscar solu¢do mais elegante. O que deve ser procurado é um método que
permita resolver muitos problemas e ndo um truque que resolva
maravilhosamente um problema, somente.[...] N&o se deve mostrar o trugue
antes de mostrar os métodos. A beleza de alguns truques sé pode ser
apreciada por quem tem dominio dos métodos.

4. Nao dé preferéncia a raciocinios destrutivos, raciocinios do tipo contar a
mais e depois descontar o que ndo servia e foi contado indevidamente. Os
raciocinios que envolvem a maior parte dos problemas de Combinatéria sdo
essencialmente construtivos. Embora em certos casos, seja melhor usar um
raciocinio destrutivo, seus alunos sé se sentirdo seguros quando dominarem
0s raciocinios construtivos.[...]

5. Um processo seguro de tornar as coisas complicadas é comecar assim:
esse € um problema de arranjos ou combinagdes?

Existem situacdes envolvendo contagem em que a ordem dos elementos € importante,
e outras, em que a ordem ndo € importante. Quando a ordem dos elementos é importante, 0s
problemas envolvem os conceitos de permutacdo. Quando a ordem n&o é importante, pois ndo

altera o resultado da contagem, os problemas se resolvem usando o conceito de combinacéo.
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Outro fato importante a ser observado € se ha ou ndo repeti¢des dos elementos. Quando nédo
ha repeticOes, essas permutacdes e combinacdes sdo chamadas simples e quando ha repeticoes
sdo chamadas permutacGes e combinacdes com repeticoes.

As notacdes mais comuns utilizadas em livros para o Ensino Médio no Brasil para

denotar o nimero de combinagdes simples de n elementos tomados p a p sdo CF e Cnp - EM

. n . - . (M
textos mais avancados, a notacdo mais utilizada € ( ) Adotaremos C,,, para denotar o

p
numero de combinagdes simples e A, ,, para denotar o nimero de arranjos simples. Esse
capitulo foi escrito pautado na Revista Matematica na Pratica (MORAES FILHO;
MALAGUTTI, 2013)

2.2.1 Permutacdes e Arranjos Simples

Definimos o fatorial n! de um ndmero inteiro positivo n como n! = n. (n-1). (n-2)...2.1,
sen > 0e0! =1, por convengéo.

Uma permutacdo simples de n objetos distintos é qualquer agrupamento ordenado
desses n objetos. Considerando n objetos e p um numero inteiro positivo tal que 0 < p < n,
um arranjo simples de classe p dos n objetos dados é uma selecdo de p objetos distintos
dentre estes que diferem entre si pela ordem de colocacdo ou pela natureza de cada um, isto €,
0 que importa é quem participa ou o lugar que ocupa.

Sendo n >1, o nimero total de permutagdes simples de n objetos A = {a,, a,, ..., a,}

¢ dado por P,, =n! ; e 0 nimero total de arranjos simples de classe p de n objetos A =

n!
(n-p)V’

Exemplos: Caso 1: De quantas maneiras diferentes podemos estacionar 4 carros em 4

{ai, a3, ..., a,} € dado por 4,, =

vagas de garagens? Caso 2: De quantas maneiras diferentes podemos estacionar 4 carros em 2
vagas de garagens?

Respostas: No Caso 1, existem 4 possibilidades de preencher a primeira vaga de
garagem, 3 possibilidades de preencher a segunda vaga, 2 possibilidades de preencher a
terceira e apenas uma possibilidade de preencher a quarta vaga. Logo, utilizando o Principio
Multiplicativo, as possibilidades sdo 4.3.2.1= 24 . Temos uma permutagdo de 4 objetos
(carros), ou seja P, = 4!. Ja, no Caso 2, existem 4 possibilidades de preencher a primeira
vaga, mas apenas 3 possibilidades para preencher a segunda vaga. Pelo Principio
Multiplicativo, o numero total de maneiras € 4.3 = 12 possibilidades. Ou seja, h4 12 arranjos
de 4 objetos tomados 2 a 2.
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Seguindo o procedimento do exemplo pode-se deduzir a formula do ndmero de
arranjos de n objetos tomados p a p de acordo com o Quadro 1.

Escolhado 1° | Escolhado2° | Escolhado 3° Escolha do Escolha do
elemento elemento elemento (p-1)-ésimo p-ésimo elemento
elemento
n n-1 n-2 n-(p-1-1) n-(p-1)
possibilidades | possibilidades | possibilidades possibilidades possibilidades

Quadro 1: Arranjo Simples
Fonte: (Matematica na Pratica)

Assim o primeiro elemento do arranjo de n objetos tomados p a p pode ser escolhido
de n maneiras diferentes, o segundo elemento pode ser escolhido de n-1 maneiras, o terceiro
elemento pode ser escolhido de n-2 maneiras. Continuando com essa sequéncia, 0 p-ésimo
(Gltimo) elemento do arranjo pode ser escolhido de n-(p-1) = n-p+1 maneiras diferentes.
Logo, pelo Principio Multiplicativo, temos:

App=n(n-1D.(n—-2)..(n—p+1)
Usando a notacdo de fatorial, a formula para 4,,,, pode se expressa por:

—p)!
App=n.(n—1).(n—2) ...(n_p+1)_%

n!
e = =
No caso em que p = n, temos:
Apn=n(n-1).(n-2)..3.21 =n!

2.2.2 Combinacao Simples

Uma combinacao simples é um agrupamento de alguns objetos de um dado conjunto -
em que os objetos ndo podem ser escolhidos de forma repetida e a ordem de seus elementos
ndo € importante. Ou seja, agrupamentos com 0s mesmos elementos sdo considerados iguais,
independente da ordem em que s&o agrupados.

Consideremos n objetos e p um numero inteiro positivo, tal que 0 < p <n. Uma
combinacéo simples de classe p dos n objetos dados é uma selecdo de p objetos distintos entre
estes que diferem entre si apenas pela natureza de cada um, isto é, o que importa é

simplesmente quem participa no grupo selecionado. Seja n > 1. O numero total de

n!

combinagGes simples de classe p de n objetos A = {a,, a,, ..., a,} € dado por C,,,— T——
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Na verdade, uma combinacdo é um tipo especial de arranjo, em que a ordem dos
elementos ndo é levada em conta. Sabemos que o numero de grupos formados com p
elementos, considerando distintos grupos com ordens distintas é igual ao numero de
permutacdes com p elementos, que ja sabemos que € igual a p!. Para se obter a formula da

combinagéo simples basta dividir o nimero de arranjos 4,,,, pelo nimero de permutacGes de

n!

p!(n—p)!

p elementos, isto &, por p!. Ou seja, o numero de combinagdes simples € C,,, =

identificando grupos de elementos que diferem apenas pela ordem. Assim, o numero de
combinacges sera sempre menor ou igual ao numero de arranjos.

Exemplo: Quantas saladas de frutas com 4 frutas podemos fazer se dispomos de 10
frutas diferentes?

Resposta: Para se fazer uma salada basta escolher 4 das 10 frutas, ndo importando a
ordem que facamos a escolha pois elas serdo todas misturadas. O numero total de saladas de

fruta é portanto dado pelas combinac@es de 10 elementos tomados 4 a 4, ou seja:
0!

Cro4 = o —ayrar =~ 210

Na verdade o que fizemos para resolver esse problema foi aplicar o Principio
Multiplicativo para obter todas as possibilidades, considerando que a ordem é importante
(arranjo), e encontramos 10.9.8.7 = 5040 possibilidades. Depois dividimos o resultado obtido
pelo nimero de permutacBes dos elementos do agrupamento que precisamos escolher. Como

a intencdo é fazer saladas com 4 frutas, dividimos o numero de possibilidades encontradas por

10.9.8.7

41, obtendo — Como estamos buscando um procedimento geral para resolver problemas,

vamos reescrever a resposta usando a notacao de fatorial:

_ 10.9.8.7.6!
G104 =715
10!
ClO,4 =10 a1
41(10 — 4)!

Seguindo o procedimento do exemplo, vamos deduzir a formula do ndmero de
combinagOes simples de n objetos tomados p a p. Entdo vamos supor que temos n objetos
distintos e precisamos escolher, ndo importando a ordem, p objetos distintos dentre esses
(com p < n) objetos. De quantas maneiras podemos fazer essa escolha? Para resolver,

aplicamos o Principio Multiplicativo para obter todas as maneiras de escolher um
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agrupamento de p elementos dentre 0s n elementos em questdo, primeiramente considerando

que a ordem desses elementos é importante (arranjo), conforme demonstrado no Quadro 2.

Escolhado 1° | Escolhado2° | Escolhado 3° Escolha do Escolha do
elemento elemento elemento (p-1)-ésimo p-ésimo elemento
elemento
n n-1=n-(2-1) n-2=n-(3-1) n-(p-1-1) n-(p-1)
possibilidades | possibilidades | possibilidades possibilidades possibilidades

Quadro 2: Combinagao Simples
Fonte: Matematica na Pratica

Logo, pelo Principio Multiplicativo, obtemos n.(n—1).(n—2)..(n— (p — 1))
maneiras de escolher p elementos dentre n elementos, considerando que a ordem deles é
importante.

Sabemos que n! =n.(n—1).(n —2) ..(n— (p — 1)).(n —p)! Logo, usando  a

notacéo fatorial podemos escrever:

nm-1D.0-2 .- @-1)n0-1.00-2) . (n - (p - DD = =

Mas, usando esse procedimento estamos contando alguns conjuntos mais de uma vez.
Portanto precisamos retirar esses conjuntos repetidos. Para isso, dividimos o resultado obtido

pelo nimero de permutacfes dos elementos que escolhemos. Nesse caso, como estamos

. ey , !
escolhendo p elementos, dividimos o nimero (n%p)' por p!, resultando em:

n!
‘v = i)
2.2.3 Permutacao e arranjos com repeticao
Quando certo nimero de elementos de um conjunto € igual , a permutacdo dos
elementos desse conjunto gera as chamadas permutacdes com repeticdo. O numero de
permutacBes de um conjunto com n elementos em que um elemento repete n, vezes, outro se

repete n, vezes, ..., € outro repete n;, vezes (para n, + n, + ---n,, menor ou igual a n) é dada

. pang,..ng) _ n!
por Pn - n1!n2!...nk!'

Exemplo: Quantos séo os anagramas da palavra "BANANA"?
Se as letras fossem diferentes, a resposta seria P, = 6!. Com as trés letras A e as duas
letras N, quando as trocamos entre si, obtemos 0 mesmo anagrama e nao um anagrama

distinto. Isso faz com que, na nossa contagem de 6!, tenhamos contado 0 mesmo anagrama
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varias vezes. Na verdade contamos 3!2! vezes a mais pois hd 3! modos de trocar as letras A

. . ~ ; 6!
entre si e 2! modos de trocar as letras N entre si. Entdo a resposta é F;"* = =~ = 60.

Também temos o caso dos arranjos com repeticdo, ou seja quando a ordem ndo €
importante, porém pode haver repeticdo. O nimero de arranjos com repeticdo de n elementos,
tomadospap é: AR, , = nP.

Exemplo: De quantas maneiras distintas podemos colocar 3 cartas em 5 caixas de
coleta de correio?

A situacdo pode ser vista da seguinte maneira: tenho trés cartas em minhas maos e
coloquei-as em uma determinada ordem. Seleciono a primeira delas e decido em qual caixa de
correio vou colocé-la (5 possibilidades). Em seguida, seleciono a segunda carta e decido em
qual caixa de correio vou coloca-la. Também existem 5 possibilidades, pois uma mesma caixa
de coleta pode receber mais de uma carta. Finalmente, repito o procedimento com a ultima
carta, também obtendo 5 possibilidades. E possivel que as trés cartas ocupem a mesma caixa
e as outras quatro figuem vazias. Portanto, pelo Principio Multiplicativo, hd 5.5.5 = 125
possibilidades, ou seja AR5 3 = 5° = 125.

2.2.4 Combinactes Completas ou com repeti¢cao

As chamadas combinagdes completas ou com repeticdo sdo usadas para calcular o
namero de escolhas que podemos fazer quando selecionamos p objetos de um conjunto de n
objetos, sem que a ordem dos elementos seja relevante e podendo-se repetir a escolha de
elementos. Lima (2006) mostra um exemplo de um problema cuja resposta é representada por
uma combinagdo com repeticéo:

Quantas séo as solugdes inteiras e ndo-negativas da equacao x; + x, + -+ + x, = p?

Como ja foi dito, a resposta deste problema é representada CR,, ,, que € 0 nimero de
combinagfes completas ou com repeticdo dos n objetos tomados p a p. Vamos representar
cada solucdo da equacdo por uma fila de sinais + e |. Por exemplo, paraaequacdo X +y +z =
5, as solugdes (2,1,2) e (0,0,5) seriam representadas por ++|+|++ e ||+++++, respectivamente.
Nessa representacao, as barras sdo usadas para separar as incognitas e a quantidade de sinais +
indica o valor de cada incognita. Para a equacdo x; + x, + -+ + x,, = p, cada solugdo seria
representada por uma fila com n-1 barras (para separar n incégnitas, usamos n-1 barras) e p
sinais +. Entdo, para formar uma fila com n-1 barras e p sinais +, basta escolher dos n+p-1
lugares da fila os p lugares onde seréo colocados os sinais +, 0 que pode ser feito de C,

+p-1,p

modos. Portanto, CRy,, = Cpip-1p = —(gi:.:).!-
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Exemplo: Uma menina encontra-se no balcdo de uma sorveteria que vende 6 opgdes
diferentes de sabores para picolé. Ela tem dinheiro para comprar 3 picolés e pode escolher

sabores repetidos. Nessas condicdes, quantos pedidos diferentes ela pode fazer?

A resposta ndo € Cs3 = 20 (Cy3 Seria 0 numero de modos de comprar trés sorvetes
diferentes). Chamando de x,, 0 nimero de sorvetes do n-ésimo sabor que a menina vai

comprar, devemos determinar valores inteiros e ndao-negativos para x,,n = 1,2,3,4,5,6, tais

que x; + x, + x3 + x4 + x5 + x¢ = 3. Isso pode ser feito de CRg3 = Cg3 = % = 56 modos.

O Quadro 3 apresenta um resumo dos tipos de contagem que foram apresentadas nesse

capitulo, levando em consideracdo dois fatos importantes: a ordem dos elementos e a

repeticéo:
Respeitando a Ordem
Simples Férmula Com repeticdo Férmula
Ex.: De quantas | O ndmero de | Ex.;:Quantos sdo os | O ndmero de permutacdes
maneiras diferentes | permutagdes de n | anagramas da palavra | de um conjunto com n
podemos estacionar 4 | elementos é: BANANA? elementos em que um
I% carros em 4 garagens? elemento repete n, vezes,
& P, =n! outro se repete n, vezes,
5 ..., € outro repete n; vezes
e (para ny+n, +-ny
> menor ou igual a n) é dada
o por:
P(nl,nz,...,nk) — n! .
Resp.: 41 = 24 Resp.: 60 " nylng!.ny
Ex.:De quantas | O namero de Ex.:De quantas | O nimero de arranjos com
.©| maneiras diferentes | Arranjos Simples de | maneiras distintas | repeticdo de n elementos,
% podemos estacionar 4 | n elementos, tomados | podemos colocar 3 cartas | tomados p a p é:
&=| carros em 2 garagens? papé: em 5 caixas de coleta de
<| Resp.:12 n! correio? AR, , = nP

Anp = =) | Resp.125

Quando a ordem nao € importante

Ex.: Quantas saladas de | O namero de | Ex. Uma menina | O ndmero de combinacGes
frutas com 4 frutas | combinagGes simples | encontra-se no balcdo de | com  repeticdo de n
podemos fazer se |de n elementos, | uma sorveteria que vende | elementos, tomados p a p é:
dispomos de 10 frutas | tomadosp ap, € dado | 6 opcBes diferentes de

o

‘8 diferentes? por: sabores para picolé. Ela

< tem  dinheiro  para

S comprar 3 picolés e pode

= escolher sabores

o c - n! repetidos. Nessas | g, =c,,,.,,= 2P D!

O n? = —p)lp! | condicdes, quantos ' 7 m-Dipt
pedidos diferentes ela

Resp.:210 pode fazer?

Resp.: 56

Quadro 3: Quadro-resumo - Analise Combinatéria
Fonte: Elaborada pela autora
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3 Atividades de Ensino

O objetivo desse capitulo é apresentar as atividades de Analise Combinatoria que
foram desenvolvidas com os alunos do periodo matutino do 6° ano do Ensino Fundamental
da Escola Estadual Professor José Nicolau Pirdgine, escola estadual da cidade de Ja, interior
do estado de Sao Paulo. A turma do 6° ano era composta por 28 alunos em 2015. No ano de
2016 o trabalho continuou com a mesma turma que sofreu pequenas mudancas em relacéo aos
alunos, agora no 7° ano, totalizando 24. A equipe gestora autorizou a realiza¢do da pesquisa,
sendo que o conteudo abordado "Problemas de Contagem™ aparece no 4° Bimestre no quadro
de conteddos do Curriculo do estado de Sdo Paulo (2012,p.58), e as atividades foram
aplicadas em outubro e novembro, ndo oferecendo prejuizos ao plano de ensino dessa
instituicdo. No 7° ano, as atividades foram aplicadas como atividades complementares. Além
das folhas-atividade, foram realizadas "magicas" pela professora, com o objetivo de tornar as
aulas mais interessantes, unindo o prazer ao ato de aprender. Em nenhum momento foram

utilizadas formulas.

3.1 Apresentacgao das atividades realizadas em 2015
Foram aplicadas cinco folhas-atividades intercaladas com maégicas envolvendo
Combinatéria. As magicas foram realizadas varias vezes em dias diferentes e todas as folhas-

atividades foram corrigidas em aula depois da realizacdo das mesmas.

3.1.1 Descricho da Atividade 1: Magica do Copo e Principios

Combinatorios

Afim de tornar as atividades de estudo mais prazerosas, € chamar a atencao dos alunos

foi realizada a primeira magica.

Mégica do Copo (SAMPAIO e MALAGUTTI, 2008)

Material (Figura 13):
» 3 copos de plastico (ndo transparente)
* 4 dados
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:

Figura 13: Material: magica do coo

A mégica iniciou-se com 0s copos encaixados um no outro. Um dos dados j& estava
dentro do copo do meio antes de iniciar a magica. Foram mostrados 0s copos ja encaixados e
em seguida colocados um a um sobre a mesa (virado para baixo), tomando cuidado para o
dado que estava no copo do meio ndo ser descoberto. Em seguida os dados foram colocados,
um a um, na frente dos copos. A informacéo passada aos alunos foi que séo 4 dados, onde 1

deles é invisivel. (Figura 14)

Figura 14: Professora iniciando a magica

Em seguida, pede-se para que um aluno coloque um dos dados em cima do copo do
meio como mostra a Figura 15. Depois, 0s outros dois copos sdo encaixados em cima do

copo do meio.
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Figura 15: Realizacdo da magica dos copos

Os copos sdo levantados, e o dado aparece na mesa. Os copos sdo colocados
novamente na mesma posicdo e sdo repetidos 0s mesmos passos sempre colocando o dado
sobre o copo do meio. Isso é feito até que terminem os dados (inclusive o “invisivel”). No

final teremos quatro dados na mesa. O dado “invisivel” torna-se visivel. (Figura 16)

Figura 16: Desfecho da magica

Em seguida inicia-se uma discussdo sobre contagem e é apresentada a primeira folha-
atividade.

A folha-atividade 1 foi dividida em duas partes. A primeira parte tem por objetivo
inicializar o aluno com as primeiras ideias relacionadas com o raciocinio combinatorio.
(Figura 17)
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ATIVIDADES 1- PRINCIPIOS COMBINATORIOS

Ex.: Colorir uma bandeira de 3 listras com 3 cores diferentes — verde, amarelo e azul - de modo
que duas listras vizinhas ndo tenham a mesma cor. Pode-se repetir cores, mas ndao em faixas
vizinhas. Quantas bandeiras diferentes poderemos confeccionar? N&o responda apressadamente,
a resposta ndo é 9.

Figura 17: Atividade 1 - Principios Combinatdrios 12 parte
Fonte: Elaborada pela autora

Desenvolvimento da atividade: Todos os alunos conseguiram realizar a atividade e
chegar no resultado correto, porém a maioria pintou as bandeirinhas sem seguir nenhum
padrdo, ou seja sem nenhum tipo de organizacdo de agrupamentos, o que levou alguns alunos
a pintar bandeirinhas repetidas e demorar a perceber o erro cometido. Além da confusdo
causada pela falta de organizacao, eles levaram um tempo bastante significativo para realizar
a atividade.

Diante disso, foi aplicada a segunda parte da atividade, que tinha por objetivo

apresentar uma forma de representacdo grafica , no caso a "arvore de possibilidades”, para
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indicar ao aluno alguma padronizagéo de pintura das listras na qual ele poderia ter se baseado
enquanto efetuava a pintura das listras das bandeiras. Ao final da "arvore de possibilidades"

havia uma sugestao de resolucdo do problema através do Principio Multiplicativo. (Figura 18)

Primeira decisdo: Segunda decisdo: Terceira decisdo: escolher a
escolher a cor da escolher a cor da cor da terceira listra. Nao
primeira listra da segunda listra. Ndo pode ser a mesma que a da
bandeira. pode Ser a mesma que a segunda, mas pode ser a
da primeira mesma que a da primeira.

4 A | iy

) (0

4

%];

(/(
)

O ntmero total de bandeiras
diferentesé:__ x__ x___ =

Figura 18: Atividade 1: Principios Combinatorios 22 parte

Fonte:Elaborada pela autora
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Durante toda a atividade, os alunos foram orientados pela professora. Percebeu-se que
todos desconheciam o principio multiplicativo e a "arvore de possibilidades", e acredita-se
que isso ocorreu pelo fato de que ndo tiveram contato com problemas semelhantes nos anos

anteriores.

3.1.2 Descricdo da Atividade 2: Magica das Bolinhas - Seméaforo e o

Principio Multiplicativo

A segunda atividade tem como objetivo explorar o semaforo como uma estratégia para
ensinar elementos basicos da Analise Combinatoria, utilizando o principio multiplicativo e a
"arvore de possibilidades". Antes da aplicacdo da folha atividade, foi realizada pela professora
a "Magica das Bolinhas", a fim de tornar as atividades de estudo mais atrativas, unindo
atividades matematicas com elementos ladicos e o prazer ao ato de aprender.

A escolha da sequéncia de cores de um semaforo (vermelho no topo, amarelo no meio
e verde embaixo) é proposital para ndo confundir o motorista e segue convengdes
internacionais. O vermelho significa “PARE”, 0 amarelo “AGUARDE” e 0 verde “SIGA”.

A "magica" consiste em permutar as cores de um semaforo sem que ninguém perceba.

Mégica das Bolinhas (SAMPAIO e MALAGUTTI, 2008)

Material (Figura 19):
e 4 Dbolinhas coloridas (2 vermelhas, 1 amarela, 1 verde)
e 1 tubo de plastico transparente feito com garrafa Pet

e 1 tubo de material opaco e um cubo de madeira

-~

Figura 19: Material - Magica das Bolinhas
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Antes de iniciar a mégica, uma das bolinhas vermelhas ja é colocada no tubo opaco,
enroscada na parte superior do tubo. A bolinha ndo deve ser vista pelos alunos.(Figura 20)

Figura 20: Bolinha vermelha

A magica inicia colocando-se 0 tubo opaco sobre o transparente e, a seguir,
colocando-se trés bolinhas dentro dos tubos encaixados, na seguinte ordem: primeiro a verde,
depois a amarela e finalmente a vermelha.

A professora solicita @ um aluno que ele adivinhe qual serd a sequéncia de cores que
aparecera dentro do tubo transparente, depois de retirado o tubo opaco externo. E claro que a
resposta foi: a debaixo é verde, a do meio amarela e a de cima vermelha, mas, quando o tubo
externo é retirado, surpresa!, a sequéncia que aparece € vermelho em baixo, verde no meio e
amarelo em cima! Isto ocorre porque uma bola empurra a outra para baixo. O que acontece é
que a Ultima bola vermelha fica enroscada, mas ninguém percebe isto. A magica é repetida

desde o comego e 0 mesmo efeito ocorrerd. (Figura 21)

Figura 21: Realizacdo da Magica das Bolinhas
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Por fim, as trés bolinhas s&o retiradas do tubo transparente, os tubos sdo novamente
colocados um dentro do outro, a seguir a bola verde é inserida, depois a amarela. A bola

vermelha é colocada dentro do cubo através de um orificio circular que ele possui. (Figura 22)

Figura 22: Bolinha vermelha sendo colocada no cubo

O cubo é aberto pelos lados e, novamente surpresa!, a bola vermelha sumiu!
(Figura 23)

Figura 23: A bolinha sumiu!

As abas do cubo sdo fechadas e o tubo externo é retirado, deixando visualizar o tubo
transparente com as bolinhas. Inexplicavelmente a bola vermelha, que sumiu da caixinha,

aparece dento do tubo transparente e o que é mais incrivel, debaixo das duas outras bolas!
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No cubo h& um pequeno copo colado internamente a uma das faces, a qual comporta a
bolinha vermelha que foi colocada pelo buraco superior. Duas das faces sdo moveis e, quando
abertas, ddo a ilusdo de que o cubo esta vazio, isto é, que a bolinha sumiu!

Os alunos ficaram maravilhados com a magica.

Logo depois da apresentacdo da méagica foi proposta a atividade da Figura 24:

Usando as cores vermelho, amarelo e verde, pinte todos os possiveis seméaforos. Em
cada semaforo vocé nao pode repetir cores. Quantos semaforos diferentes podem ser
pintados?

O00] OO0 | OO0
O00] OO0 | OO0
O00] [O00O| OO0
O00] OO0 | OO0
OO0O] [O00| OO0
O00] [O00O| OO0

Figura 24: Atividade 2 - Semaforo e o Principio Multiplicativo 1° parte
Fonte: elaborada pela autora
Desenvolvimento da atividade: Todos os alunos chegaram no resultado correto
através da pintura dos "semaforos”, porém, a principio, nem todos souberam aplicar o
principio multiplicativo corretamente, como mostra algumas discussdes dos alunos durante a

realizacdo da atividade:

Aluno A: Séo trés bolinhas e trés cores diferentes, entdo a resposta é
3x 3 =09, mas eu s6 consegui pintar seis. Sera que ta errado?
Aluno B: A resposta é seis, porque 2 x 3 = 6.
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Em seguida foi entregue a segunda parte da atividade 2 (Figura 25) para melhor

orientar os alunos a utilizar o principio multiplicativo e a arvore de possibilidades.

Primeira decisdo: escolher a cor da
luz do topo do seméforo

(3 possibilidades)

000

000

000

000

Segunda decisdo: escolher a cor da
luz do meio. N&o pode ser a
mesma que a do topo

(2 possibilidades)

Terceira decisdo: escolher a cor da
luz debaixo. N&o pode ser a mesma
que a do topo e nem a mesma que a
do meio.
(1 possibilidade)

\

\

a

O

a

O
O

000

v

000

000

000

v

000

000

000
000

v

000

O numero total de semaforos diferentes é:

000

Figura 25: Atividade 2 - Seméaforos e o Principio Multiplicativo 22 parte

Fonte: Elaborada pela autora

Todos conseguiram utilizar o principio multiplicativo corretamente, 3 x 2 x 1 = 6

possibilidades.
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3.1.3 Descricdo da Atividade 3: Arvore de Possibilidades e Tabela de Dupla
Entrada

A atividade 3 tem por objetivo apresentar diferentes representacGes graficas que
podem ser utilizadas para resolver problemas de contagem, de modo que o aluno conheca as
caracteristicas que permitem a construcdo de cada uma delas, no caso a "tabela de dupla

entrada" e a "arvore de possibilidades".

Atividade: Uma industria de brinquedos fabrica bolas de 3 tamanhos: pequeno, médio
e grande; e 4 cores: amarelo, vermelho, verde e azul. Quantas bolas diferentes a fabrica
produz?

Primeiramente use lapis ou canetas coloridas para completar a tabela (Figura 26):

Cores
amarela vermelha verde azul

Tamanhos

O

O
@,

Figura 26: Atividade 3 - Tabela de Dupla Entrada
Fonte: Elaborada pela autora

Desenvolvimento da atividade: Os alunos utilizaram lapis de cor para completar a
tabela e chegaram facilmente ao resultado. E importante destacar a discussdo entre dois

alunos:

Aluno C: Essa é facil, nem precisava de tabela, sdo trés bolas e
quatro cores, entdo 3 x 4 = 12 bolas diferentes.
Aluno D: O meu também deu 12, mas acho que ndo é assim que faz a
conta.
Nesse momento percebe-se que os alunos aprenderam a resolver os problemas de
contagem atraves de representacdes graficas, porém nem todos conseguiram resolver através

do principio multiplicativo.
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Em seguida foi apresentada a resolugdo do mesmo problema através da arvore de
possibilidades configurada de duas maneiras diferentes.(Figura 27)

Podemos organizar os dados do problema na forma de arvores. Pinte de acordo com a

tabela:
— :
o PN o
Oig o ———— 0
/ 0] amarelo \\\‘ O
O N
~ o
BOLAS _O/O @
\\\‘\‘-\O vermelho f O
\ O CORES _ Q
N\ o)
Q/Q SN R === 0
N 0
% Hﬁ_'—_;)///’/‘o
azul \O
O namero total de possibilidades é: O namero total de possibilidades é:
X = X =

Figura 27: Atividade 3 - Arvore de possibilidades
Fonte: Elaborado pela autora

A apresentacdo de duas configuracbes diferentes de construcdo da arvore de
possibilidades é importante para que o aluno entenda que existe muitas formas de resolver um
Unico problema e que ele pode escolher a mais conveniente. Na primeira, 0 nimero de
possibilidades é 3 bolas vezes 4 cores e na segunda é 4 cores vezes 3 bolas. Acredita-se que
pelo fato de que os alunos ja tiveram contato com atividades envolvendo a "arvore de
possibilidades " (Atividades 1 e 2), eles ndo tiveram dificuldade em realizar a atividade 3.

Para finalizar foi apresentada uma atividade elaborada com o objetivo de criar
condigdes que favorecam o aluno a resolver um problema através do Principio Multiplicativo.

(Figura 28), sendo que todos resolveram corretamente.
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Quantas sdo as rotas de fuga para a pessoa em perigo?
s - f’,fﬁl I
- —
decisao dq: decisdo dy:
2 possibilidades 3 possibilidades

Figura 28: Atividade 3 - Principios Multiplicativos
Fonte: Elaborada pela autora

3.1.4 Descrigédo da Atividade 4 - Diversos

Através das atividades anteriores, o aluno pdde compreender os procedimentos
necessarios para a construcdo de diversas representacfes graficas, as quais mostram todas as
possibilidades que atendem a solucdo para um problema de contagem. A atividade 4 foi
dividida em trés grupos com trés questdes cada. Cada aluno deveria resolver da maneira que

julgasse mais conveniente. (Figuras 29, 32 e 34)

Grupo 1:
a) De quantas maneiras diferentes podemos estacionar 3 carros em 3 garagens?
b) De quantas maneiras diferentes podemos estacionar 3 carros em 2 garagens?

¢) De quantas maneiras diferentes podemos estacionar 2 carros em 3 garagens?

Figura 29: Atividade 4 - Grupo 1
Fonte: Elaborado pela autora

Quase a totalidade dos alunos resolveu os problemas através da listagem dos casos,
sem utilizar o principio multiplicativo obtendo 6 possibilidades em todos os casos, como pode

ser verificado na Figura 30.
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a) De quantas maneiras diferentes podemos estacionar 3 carros em 3 garagens? @

b) De quantas maneiras diferentes podemos estacionar 3 carros em 2 garagens? 6

c) De quantas maneitras diferentes ?odemos estacionar 2 carros em 3 garagens? 6
RV NTINS WIS AN U
Qﬂ-lﬂ'“\ { ;\l: : ?

: . ‘ "}‘i "'Lc.. \ o
| - \ ‘ i - 1‘— 5 ! \
A i L LA |

Figura 30: Exemplo de resolucéo de um grupo de alunos

O grupo de alunos da figura 30 usou "risquinhos” em posicOes diferentes para
representar cada um dos carros e listou todas as possibilidades. J& o aluno da figura 31, assim
como a maioria da turma, chamou os carros de A, B e C e as garagens de garagem 1, garagem

2 e garagem 3, e assim foram posicionando os carros nas garagens, listando todas as
possibilidades.

ool o000 0 Q | CAOVNID D0/ Y
s {gpesm oo
A) Y Pe s T 0N
8 s B S
= A i
LN Y — — =

Figura 31: Exemplo de resolugéo de outro grupo de alunros
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A Figura 32 apresenta a descri¢do da atividade relativa ao grupo 2.

Grupo 2:
a) De quantas maneiras diferentes podemos colocar 2 cartas em 2 caixas de coleta?
b) De quantas maneiras diferentes podemos colocar 3 cartas em 2 caixas de coleta?

c¢) De quantas maneiras diferentes podemos colocar 2 cartas em 3 caixas de coleta?

Figura 32: Atividade 4 - Grupo 2
Fonte: Elaborado pela autora

Inicialmente os alunos resolveram a atividade considerando que caberia apenas
uma carta em cada caixa de correio assim como o grupo 1 que cabe apenas um carro em
cada garagem. Apenas depois da orientacdo da professora eles perceberam que em uma

caixa de correio cabe mais do que uma carta. (Figura 33)

a) De quantas maneiras diferentes podemos colocar 2 cartas em 2 caixas de coleta? Q
b) De quantas maneiras diferentes podemos colocar 3 cartas em 2 caixas de coleta?

c) De quantas maneiras diferentes podemos colocar 2 cartas em 3 caixas de coleta?
{

.‘,ii I |
| [ = L

Figura 33: Resolucdo apresentada por um grupo de alunos

Na Figura 34 podem ser observadas atividades do grupo 3, e na Figura 35 a
solucgéo apresentada por um grupo de alunos.

Grupo 3:

a) De quantas maneiras 3 pessoas podem ficar alojadas em 2 quartos, com duas pessoas
no primeiro quarto e uma pessoa no segundo?

b) Quantas saladas de frutas podemos fazer utilizando-se 3 frutas diferentes, se
dispomos de 4 tipos de frutas?

c¢) De quantos modos diferentes podemos comprar 3 refrigerantes em um bar que vende
2 tipos de refrigerantes?

Figura 34: Atividade 4 - Grupo 3
Fonte: Elaborado pela autora
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a) De quantas maneiras 3 pessoas podem ficar alojadas em 2 quartos, com duas S
pessoas no primeiro quarto e uma pessoa no segundo?

b) Quantas saladas de frutas podemos fazer utilizando-se 3 frutas diferentes, se Y
dispomos de 4 tipos de frutas?

c) De quantos modos diferentes podemos comprar 3 refrigerantes em um bar que
vende 2 tipos de refrigerantes?

{ =

B
5 i /: A ) e 5 ; /
cA R I e =

) C Nk

) 8

i)

Figura 35: Resolugéo apresentada por um grupo de alunos

A maioria dos alunos utilizou o Principio Multiplicativo para resolver o item b,
enguanto os outros exercicios foram resolvidos atraves de enumeracdo de casos. ApOs serem
guestionados sobre o motivo de utilizarem o Principio Multiplicativo apenas no caso do

problema da salada de frutas, as respostas foram bastantes semelhantes:

Aluno E: Enumerando os casos é mais facil porque assim nds
estamos vendo as respostas. Nd&s até comecamos a enumerar as
saladas de frutas, mas quando percebemos que o resultado seria
grande, achamos melhor fazer pelo Principio Multiplicativo.

3.1.5 Descricao da Atividade 5: Questdes OBMEP

A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) é uma
realizacdo do Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada - IMPA - e tem como

objetivo estimular o estudo da matematica e revelar talentos na area. (OBMEP, 2015)
A atividade 5 foi elaborada com questdes das provas da OBMEP, envolvendo o

raciocinio combinatorio. A atividade foi feita em dupla e a correcéo da atividade na lousa foi

realizada pelos proprios alunos com a acéo da professora. (Figuras 36 a 43)
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A Figura 36 traz a questdo 13 da OBMEP 2013.

1- (OBMEP 2013 - Questado 13) Carlinhos escreveu OBMEP2013 em cartdes, que ele
colocou enfileirados no quadro de avisos de sua escola. Ele quer pintar de verde ou amarelo os
cartdes com letras e de azul ou amarelo os cartdes com algarismos, de modo que cada cartdo
seja pintado com uma Unica cor e que cartdes vizinhos ndo tenham cores iguais. De quantas
maneiras diferentes ele pode fazer a pintura?

—

A) 2
B) 3
C)6
D) 7
E) 12

Figura 36: Atividade 5 - Questéo 1
Fonte: OBMEP

Os alunos néo tiveram dificuldades para resolver essa atividade, todos acertaram.

Solucéo: Carlinhos pode pintar P de verde ou amarelo. Se ele pintar o P de amarelo,
ele s6 podera pintar o 2 de azul. No total, ele pode pintar 0 2 e 0 P de 2+1=3 maneiras
diferentes. Isso feito, as outras letras e os outros algarismos s6 podem ser pintados de uma
Unica cor, ou seja, Carlinhos pode pintar o letreiro de 3 maneiras diferentes. Indicando
amarelo por A, Azul por Z e verde por V, essas maneiras sao VAVAVZAZA, VAVAVAZAZ
e AVAVAZAZA.

Tl
1- (OBMEP 2013 - Questdo 13) Carlinhos escreveu OBMEP2013 em cartdes, que ele
colocou enfileirados no quadro de avisos de sua escola. Ele quer pintar de verde ou amarelo os
cartdes com letras e de azul cu amarelo os cartdes com algarismos, de modo que cada cartio
seja pintado com uma Unica cor e que cartdes vizinhos n3o tenham cores iguais. De quantas
maneiras diferentes ele pode fazer a pintura?

A)2

o]

D)7
E) 12

Figura 37: Resolucéo apresentada por uma dupla de alunos
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A Figura 38 traz a questdo 13 da OBMEP 2012.

2 - (OBMEP 2012 -Questao 13) De guantas maneiras é possivel colorir cada um dos
circulos da figura com uma das cores amarelo, azul e vermelho, de modo que dois circulos
ligados por um segmento tenham sempre cores diferentes?

A) 2
B) 3
C) 4
D) 6
E)9

Figura 38: Atividade 5 - Questao 2
Fonte: OBMEP
Na questéo 2, os alunos apresentaram certa dificuldade na resolucéo. Foi preciso uma
interferéncia da professora com algumas dicas para que eles conseguissem concluir a
questdo. Utilizando o Principio Multiplicativo chegaram ao resultado correto
3x2x1x1x1x1x1x1x1=6 possibilidades diferentes.
A Figura 39 traz a questdo 7 da OBMEP 2006.

3- (OBMEP 2006 - Questao 7) Dois casais de namorados vado sentar-se em um banco de uma
pragca. Em quantas ordens diferentes os quatro podem sentar-se no banco, de modo que cada
namorado fique ao lado de sua hamorada?

(A1
(B) 2
©3
(D) 4
(E)8

Figura 39: Atividade 5 - Questéo 4
Fonte: OBMEP
Nessa questdo, a maioria dos alunos chamou as pessoas de A,B,C e D e listou 0s

Casos.
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3- (OBMEP 2006 - Questédo 7) Dois casais de namorados vio sentar-se em um banco
de uma praga. Em quantas ordens diferentes os quatro podem sentar-se no banco, de modo
que cada namorado fique ao lado de sua namorada?

(A)1 2 S

. (B)2 : g
©)3 &L 2D
(D) 4 = <
(88 . 4- A D

(j‘ O “L/
DC A

Figura 40: Exemplo de resolucdo de uma dupla de alunos

A Figura 41 traz a questdo 3 da OBMEP 2011.

4- (OBMEP 2011 - Questao 3) Gabriel comprou uma rosa, um cravo e um lirio e quer dar uma
flor para cada uma de suas trés amigas. Ele sabe que uma amiga nédo gosta de cravos, outra ndo

gosta de lirios e a terceira ndo gosta de rosas. De quantas maneiras ele pode distribuir as flores de
modo a agradar as trés amigas?

A) 1
B) 2
C)3
D) 4
E)6

Figura 41: Atividade 5 - Questdo 4
Fonte: OBMEP

Para resolver essa questdo, os alunos ndo apresentaram dificuldades. A maioria

resolveu através de algum tipo de esquemas e enumeracdo de casos como mostra um exemplo
da Figura 42.

4

Figura 42: Correcdo na lousa feita por um aluno



54

A Figura 43 traz a questdo 13 da OBMEP 2011.

5- (OBMEP 2011 - Questéo 13) Podemos montar paisagens colocando lado a lado,
em qualquer ordem, os cinco quadros da figura. Trocando a ordem dos quadros uma vez por dia, por
guanto tempo, aproximadamente, é possivel evitar que uma mesma paisagem se repita?

A) uma semana
B) um més
C) dois meses

D) quatro meses
E) seis meses

Figura 43: Atividade 5 - Questédo 5
Fonte: OBMEP

Os alunos tiveram um pouco de dificuldades em resolver a questdo 5, alguns
recortaram as paisagens e foram montando as novas paisagens, mas ao perceber que o
resultado seria grande, mudaram a estratégia. Seguindo a orientacdo da professora resolveram

a questdo utilizando o Principio Multiplicativo.

Solugdo: Temos cinco posi¢des distintas para colocarmos cinco quadros também
distintos. Na primeira posicao temos 5 escolhas distintas possiveis. Na segunda posi¢do temos
4 escolhas distintas, e assim por diante. Pelo principio multiplicativo, podemos formar
5x4x3x2x1=120 paisagens distintas. Como um més tem, aproximadamente, 30 dias, podemos

mudar a paisagem por aproximadamente 120--30=4 meses.

3.2 Apresentacdo das Atividades realizadas em 2016

J& vimos que existem situacdes envolvendo contagem em que a ordem dos elementos
é importante, e outras, em que a ordem nao é importante. Também vimos que existem casos
em que ha repeticdo dos elementos e outros que nao ha repeticdo. Quando a ordem dos
elementos é importante, os problemas envolvem o0s conceitos de permutacdo. Quando a

ordem n&o é importante, pois ndo altera o resultado da contagem, os problemas se resolvem
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usando o conceito de combinagdo. Quando ndo h& repeticBes, essas permutacdes e
combinagBes sdo chamadas simples e quando ha repeticdes sdo chamadas permutagdes e
combinagcbes com repeticdes. Pensando nisso, foram elaboradas duas folhas-atividades
abordando as quatro situacdes. As atividades foram aplicadas em dias diferentes, utilizando
duas aulas cada. Em nenhum momento foram citadas férmulas na resolucdo das situacdes-
problema, nem mesmo foram utilizados os termos "permutacdo”, "arranjo™ e combinagdo".

Apbs a aplicacdo da primeira folha-atividade foi apresentada a Méagica do Seméforo.

3.2.1 Atividade 1 - Contagem do Numero de Bandeiras

Na atividade 1 (Apéndice F) foi apresentada uma atividade de arranjos com repeticéo.
O objetivo era apresentar diferentes representacdes graficas que podem ser utilizadas para
resolver problemas de contagem e oferecer procedimentos que favorecam ao aluno identificar
os diferentes agrupamentos de objetos envolvidos em cada situacéo-problema. A atividade foi
dividida em duas partes, ambas deveriam ser resolvidas através da pintura e contagem direta

das bandeiras, tabela de dupla entrada, esquema e arvore de possibilidades.

Os alunos ndo apresentaram dificuldades em resolver a primeira parte da atividade. 23
alunos (96%) resolveram corretamente a situacdo problema. Apenas 1 aluna (4%) errou a

questdo (Figura 44):

a) Usando lapis nas cores azul e vermelho, apresente todas as maneiras diferentes de
colorir as listras horizontais de cada bandeira, ndo deixando nenhuma faixa sem colorir,
de modo que se obtenha o maior numero de bandeiras pintadas diferentemente

/

b) Quantas bandeiras diferentes vocé pintou?

c) Complete a tabela colocando nos espagos em branco a combinagao das cores em que
as listras das bandeiras poderao ser pintadas de maneiras diferentes

| Vermelho

Figura 44: Atividade realizada incorretamente por uma aluna
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Na verdade, a aluna chegou ao resultado correto que sdo 4 possibilidades, porém de
maneira equivocada. Ela ndo interpretou corretamente o enunciado, a resposta foi quatro, pois
havia quatro pares de bandeiras, uma azul e outra vermelha. Ao ser questionada sobre sua
resolucdo ela respondeu: " Acho que ndo prestei atencdo no enunciado, pensei que tinha que

pintar todas as bandeiras e que ndo podia repetir as cores".
A Figura 45 traz a resolucdo correta dada por um aluno.

CONTAGEM DO NUMERO DE BANDEIRAS

a) Usando lapis nas cores azul e vermelho, apresente todas as maneiras diferentes de
colorir as listras horizontais de cada bandeira, ndo deixando nenhuma faixa sem colorir,
de modo que se obtenha o maior niimero de bandeiras pintadas diferentemente.

b) Quantas bandeiras diferentes vocé pintou? 4 ’

c¢) Complete a tabela colocando nos espagos em branco a combinagdo das cores em que
as listras das bandeiras poderdo ser pintadas de maneiras diferentes.

Cor da 2* listra
s Azl Vermelho
Cor da 1* listra
1 (Aot }. P ) ﬂ 0 Yetrrrolid
Azul 7 @1 o « Dxgrollig,
Vermelho { Mooy - Ozl \ 20l Vidgme i)

d) Outro método para resolver o mesmo problema é a representagdo por um esquema
que associa as cores utilizadas.

Figura 45: Exemplo resolvido corretamente por um aluno



57

O item e apresenta uma arvore de possibilidades para resolver o mesmo problema. Os
alunos preferiram pintar os espacos do que escrever, mas resolveram corretamente (Figura

46). Apenas uma aluna errou ( a mesma que errou 0s outro itens).

¢) Também podemos utilizar uma Arvore de possibilidades conforme o desenho
apresentado abaixo:

Cor da 1* listra Cor da 2* listra Cores das listras de cada
bandeira
’// - —-——
< .
o = = T O
e NG : Qiﬁ& Jomona isy.

0/ -
Ownehe  Coxmelbey

Figura 46: Atividades feitas por um aluno - arvore de possibilidades

A segunda parte da atividade foi aplicada como um desafio. Trata-se da mesma
atividade com uma cor a mais disponivel para pintar as bandeiras. Todos os alunos resolveram

corretamente, inclusive a aluna que havia errado a primeira parte. (Figura 47 a 49).

DESAFIO: a) Se vocé possui lapis nas cores azul, amarelo e vermelho, apresente todas
as possibilidades que identificam as diferentes pinturas de bandeiras entre si,
considerando que nenhuma listra poderd deixar de ser pintada em cada bandeira
considerada. Pinte as diferentes bandeiras.

Figura 47: Exemplo de uma atividade resolvida por um aluno



b) Complete a tabela colocando nos espagos em branco a combinagdo das cores em que

as listras das bandeiras poderdo ser pintadas de maneiras diferentes.

Cor da 2° listra

Cor da 1* listra

Vermelho

Amarelo

Azul (hopo  dapt ) | (hapug smurem@y | (gt Doreiul)-
Vermetho (uwvmf, A%.Q ) | Counenf, 1 0 (mm%_m:@g
Amarelo ummﬂn»_Aby.L_) (Mo Do Oty PvmonaQadrng 1)

c) Agora resolva o mesmo problema através de uma representagdo por um esquema que
associa as cores utilizadas.

Cor da 1* listra

Cor Vermelha

Cor Amarela

Cor Azul =\

Cor da 2* listra

.. CorAzul

=-Cor Vermelha

 Cor Amarela

Figura 48: Tabela de dupla entrada e esquema
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d) Utilize uma Arvore de possibilidades para resolver o problema, conforme o desenho
apresentado abaixo:

Cor da 12 listra Cor da 22 listra Cores das listras de cada bandeira

e AZ A
AT
2 et 1) b

AZ

tAM - . AL

AZ ZAZUL
V=VERMELHO

Figura 49: Arvore de possibilidades
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3.2.2 Atividade 2 - Magica do Seméforo

Mégica do Semaforo (SAMPAIO e MALAGUTTI, 2008)

Material (Figura 50) :
e 3 cubos pretos de madeira com circulos coloridos (2 vermelhos, 1 amarelo).
e 1 cubo sem duas de suas faces com um circulo na cor verde.
e Um tubo de material opaco
e Um chapéu de méagico
e E.V.A. preto

Figura 50: Material - Magica dos Seméaforos

Antes de iniciar a magica, um cubo vermelho deve estar encaixado dentro do cubo
verde. (Figura 51)

Figura 51: Cubo sendo encaixado
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A magica inicia colocando-se os trés cubos dentro do tubo opaco, na seguinte ordem:
primeiro a vermelho, depois o amarelo e finalmente a verde, seguindo a ordem de cores do
tubo opaco.

A professora solicita a um aluno que ele adivinhe qual a sequéncia de cores dos cubos
que aparecera, depois de retirado o tubo opaco externo. A resposta, obviamente foi: a debaixo
é vermelha, a do meio amarela e a de cima verde, mas, quando o tubo externo é retirado,
surpresal, a sequéncia que aparece € verde em baixo, amarelo no meio e vermelho em cima!
Isto ocorre porque o "cubo™ verde desliza para baixo, encaixando no outro cubo vermelho.
Portanto, na visdo dos alunos, supostamente o dados verde e vermelho trocam de lugar.
(Figura 52)

Figura 52: Realizacdo da Méagica do Semaforo

Por fim, os cubos séo colocados dentro do chapéu e em seguida sdo colocados, um a
um, dentro do tubo opaco, respeitando a mesma ordem: vermelho, amarelo e verde. Mas dessa
vez 0 "cubo" verde é colocado sem o cubo vermelho dentro (os alunos ndo devem perceber
que o cubo verde é aberto). O cubo vermelho permanece escondido dentro do chapéu. (Figura
53)
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Figura 53: Continuacdo da Magica do Semaforo

O tubo opaco ¢ retirado e, novamente surpresa!, o cubo vermelho sumiu! Além disso o

cubo verde trocou de lugar. Inexplicavelmente o cubo vermelho aparece dentro do chapéu!

Figura 54: O cubo vermelho sumiu!

3.2.3 Atividade 3 - Problemas de Contagem

A atividade 3 (Apéndice G) inicia com um problema envolvendo Arranjo Simples,
onde a ordem é importante e ndo ha repeticdo. Esse problema também foi resolvido no ano de
2015. Cerca de 67% dos alunos acertaram as trés questdes e as outras 33% erraram apenas a
ultima questdo. Os alunos resolveram através da listagens de casos. (Figura 55)
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PROBLEMAS DE CONTAGEM

1- De quantas maneiras podemos estacionar 3 carros

em 3 garagens, se em cada
garagem pode ficar apenas um carro?

@ Q
A D
e C
! , -
0§ ¢ i
B &
2o < ]
i Q n,,-f,a\\
R6
2- De quantas maneiras podemos estacionar 3 carros em 2 garagens, se em cada
garagem pode ficar apenas um carro?
A ot
Q-
K
X
‘;A ’/‘7 s

3- De quantas maneiras podemos estacionar 2 carros em 3 garagens, se em cada

garagem pode ficar apenas um carro
> A = 3
A
(g 5N
T &

/.—\x\

Figura 55: Atividade resolvida corretamente por um aluno

Os erros cometidos na terceira questdo foram parecidos. No momento de enumerar, 0S

alunos esqueceram de considerar 0s casos em que a garagem do meio fica vazia, obtendo
como resultado 4 possibilidades. (Figura 56)
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— — %

3- De quantas maneiras podemos estacionar 2 carros em 3 garagens, se em cada
garagem pode ficar apenas um carro

Figura 56: Exemplo da quest&o 3 resolvida incorretamente

A questdo 4 trata de uma situacdo problema envolvendo combinacdo com repeticéo.
No item a), mesmo especificando no problema que a ordem ndo é importante, 10 alunos

(42%) erraram a questdo. Os outros 14 alunos resolveram corretamente. (Figura 57)

4 a) - Quantas sio as maneiras de se escolher 2 litros de suco de frutas, se temos a nossa
disposicdo 3 sabores diferentes (abacaxi, banana e caju)?

Lembre-se que ¢é permitido comprar os dois litros de suco de mesmo sabor.

Neste problema a ordem da compra dos sucos ndo é importante, isto é, comprar um
suco de abacaxi e um de banana é o mesmo que comprar um suco de banana e um de

abacaxi.

1*.escolha do

suco
Abacaxi Banana Caju

2" escolha do
Suco
Abacaxi QAL SEAT T |’,2 P e s L
Banana ( ﬁ A ) | (2 ) yhe C'_)
Caju o TR R TR T S Y A

Resposta: [Q :

Figura 57: Questdo 4a) resolvida corretamente por um aluno



65

O aluno da figura 58 preencheu a tabela com todas as possibilidades e descontou os
trés casos "repetidos”, ou seja, que representam a mesma compra. Os alunos que erraram nédo

descontaram 0s casos que se repetem obtendo 9 como resultado.

1* escolha do

suco ;
Abacaxi Banana Caju

2% escolha do
Suco

Abacaxi (thjgmﬁ e i@ AT (!’j\\\ﬁgbcx el )
Banana

\\\,
Ca}U LRD:@'AAJ &m\fv »Y') { Q' ’8)1 uf._.’\'}c)d ( QG K (—:P’;:!,_! )

Resposta: ; ;

Figura 58: Questao 4a) resolvida incorretamente por um aluno

Apds o término do item a da questdo 4, a professora comentou sobre 0s possiveis erros
dos alunos nesse problema e os orientou a ficarem atentos ao fato de a ordem ndo ser
importante. A questdo 4b) ndo ofereceu nenhuma tabela como na questdo 4a), apenas o
enunciado. Nenhum aluno montou uma tabela para resolver o problema, todos preferiram
listar os resultados. A maioria listou 0s casos ja considerando que a ordem dos elementos ndo
importa e que pode haver repeticdo. Outros listaram todas as possibilidades, depois
descontaram os casos repetidos, como foi feito na questdo 4a). 18 alunos (75%) resolveram

corretamente a questdo. (Figura 59)

4b) - Uma menina encontra-se no balcdo de uma sorveteria que vende 4 opg¢des
diferentes de sabores para picolé. Ela tem dinheiro para comprar 2 picolés e pode
escolher sabores repetidos. Nessas condigdes, quantos pedidos diferentes ela pode
fazer? AA AR LW

o

Resposta: /ﬁ s = / [

Figura 59: Exemplo de resolucéo feita por um aluno
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Os alunos que erraram esqueceram do fato de que a menina poderia escolher picolés
repetidos. O interessante € que todos consideraram que a ordem ndo era importante. (Figura
60)

4b) - Uma menina encontra-se no balcio de uma sorveteria que vende 4 opcdes
diferentes de sabores para picolé. Ela tem dinheiro para comprar 2 picolés e pode
escolher sabores repetidos. Nessas condigBes, quantos pedidos diferentes ela pode

fazar? a o f - £ A .
Lalior ! ; fon X1 o - SR pal o ]

Resposta: (J !

Figura 60: Exemplo de resolucéo incorreta feita por um aluno

A questdo 5 trata-se de uma questao envolvendo combinagdo simples, ou seja, a ordem
dos elementos ndo importa e ndo ha repeticdo. Trata-se de uma questdo envolvendo saladas de
fruta. Junto com o enunciado havia uma arvore de possibilidades para ajudar na resolucao.

A maioria achou mais facil resolver através da listagem dos casos, ja considerando os

"repetidos”. (Figura 61)

5 a) - Quantas saladas de frutas diferentes podemos fazer usando 3 das seguintes frutas:
abacaxi, banana, morango ou uva? Liste todas as possibilidades e veja quais delas
produzem a mesma salada de frutas. Ndo é permitido usar duas vezes a mesma fruta.

4 = L U 2B M

Figura 61: Exemplo de resolucéo feita por um aluno

Todos preencheram corretamente a arvore de possibilidades, mas alguns erraram no
momento de descontar os repetidos. Os que resolveram antes atraves da listagem de
possibilidades, também resolveram corretamente através da arvore de possibilidades, pois ja
sabiam o resultado. 15 alunos (62,5%) acertaram, enquanto 8 (33,3%) erraram e 1 aluno
(4,2%) deixou em branco.

A Figura 62 apresenta o item b da questdo 5.
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5 b)- Quantos triangulos podemos formar com 5 pontos, sabendo que nédo existem trés pontos

alinhados?
A

[ ] .E

C

Figura 62: Atividade 2 - Questéo 5b)

Todos os alunos resolveram desenhando e contando os tridngulos. A maioria, 66,7%
dos alunos acertaram a questdo, enquanto 25% erraram e 8,3% (2 alunos) deixaram em
branco. (Figura 63 e 64)

5 b)- Quantos tridngulos poedemos formar com 5 pontos, sabendo que ndo existem trés

pontos alinhados? i

‘M\—/-c E

Figura 63: Exemplo de resolucéo correta realizada por um aluno

5 b)- Quantos tridngulos podemos formar com 5 pontos, sabendo que ndo existem trés
pontos alinhados?

Figura 64: Exemplo de Resolugéo incorreta realizada por aluno
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3.3 Avaliacdo

A avaliacdo ocorreu durante toda a aplicacédo das atividades, mostrando o empenho e
dedicacdo dos alunos no processo de ensino e aprendizagem.
Apbs a realizacdo das atividades, foi solicitado aos alunos que se posicionassem em

relacdo as atividades desenvolvidas. (Figuras 65 a 67)

\A/\j\ AN y&w NQJLA/\ wwéu

m@wwmmwm&k\v\x
. 4
xoﬂ(j/\ml\ W h “ OL ™

)\&m u(‘,qfw\u\/vw}m:\,\w JQ@J\’\(\ Vv»/\ AJ\,W»\M
A Rﬁ&w\m _oA—Js0s ¥ VN SV DU
\ J\\/@JXU\Q}KR
Figura 65: Comentarios de um aluno sobre a reallza(;ao das at|V|dades

Figura 66: Comentarios de outro aluno sobre a realiza¢éo das atividades

B e i

gETOE M,&m&&f w:)ua@ N0, ey -
%fﬁk\ﬁtﬁﬁw_me%gfgﬂ%ux s du“]ﬁ Qirpa Q d\a 8

Figura 67: Comentario de outro aluno sobre a realizacdo das atividades
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3.4 Resultados

A proposta central desse trabalho foi desenvolver o raciocinio combinatorio de uma
maneira atrativa com atividades contextualizadas utilizando folhas atividades e recursos
envolvendo maégicas, as quais visam despertar a curiosidade e o interesse em aprender
Combinatoria.

Durante a realizagdo das atividades, notou-se que os alunos se sentiram motivados,
relacionando o contetdo de Andlise Combinatéria com uma pratica divertida através da
magica, ou seja, aliaram o prazer ao ato de aprender. Eles demonstraram bastante entusiasmo
na realizacdo das atividades, principalmente nos dias que tinha a magica. Percebeu-se que
todos desconheciam o principio multiplicativo e a "arvore de possibilidades", e acredita-se
que isso ocorreu pelo fato de que ndo tiveram contato com problemas semelhantes nos anos
anteriores.

A proposta didatica com o uso das folhas-atividades alcangou a maioria dos alunos,
que se empenharam e foram bastante ativos durante as aulas, resultando na aprendizagem de
fato do conteudo de Analise Combinatdria. Todas as atividades atingiram o0s objetivos
propostos, validando as propostas do professor. A importancia da utilizacdo da magica como
recurso didatico se da por ser uma pratica ludica que motiva os alunos a aprender,
favorecendo a criatividade na elaboracdo de estratégias de resolu¢do. Como foi mostrado no
capitulo anterior, os préprios alunos disseram que a magica serviu como motivacao para

realizar as atividades e que de fato aprenderam o contetdo de Combinatoria.
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6. Consideracdes Finais

O principal objetivo desse trabalho foi tratar o assunto de Combinatéria com a
aplicacdo de atividades contextualizadas através de folhas-atividades e o uso de recursos
envolvendo maégicas, na qual despertar a curiosidade e interesse em aprender Combinatoria na
resolucdo de problemas. Com isso, apresentamos Vvarias atividades que podem ser utilizadas
no Ensino Fundamental com a intencdo de despertar uma aprendizagem mais eficiente e

prazerosa.

Inicialmente analisamos os documentos oficiais - PCNs, Curriculo do Estado de Séo
Paulo, os Cadernos do Professor e Caderno do Aluno, e o quadro de contetdos dos livros do
PNLD - no que diz respeito ao contetdo de Analise Combinatéria no Ensino Fundamental.
Verificamos que o ensino de problemas de Combinatdria estdo presentes nos PCNs e no
Curriculo do Estado de S&o Paulo, mas apesar do Caderno do Professor e Caderno do Aluno,
trazer como base o contetdo do Curriculo Oficial do Estado de S&o Paulo, ndo aparece
nenhuma atividade envolvendo problemas de contagem no 4° bimestre do 6° ano, que
contemplem as habilidades propostas. Também é notavel a auséncia de Problemas de
Contagem no 6° ano no quadro de contetidos dos livros do PNLD, apesar do conteudo estar
presente nos documentos oficiais. Diante disso, surgiu a ideia de criar as folhas-atividades

com problemas contextualizados que chamassem a atencao dos alunos.

Buscando subsidios teoricos, a fim de obtermos embasamento para a realizacdo das
atividades propostas nesse trabalho, no terceiro capitulo analisamos as diferentes formas de
representacdo grafica que o aluno deve conhecer e saber construir para resolver um problema
que envolva raciocinio combinatério, pois tal raciocinio leva um longo tempo para se
desenvolver, entdo situagdes combinatdrias simples podem ser propostas no inicio da
escolarizacdo, de modo a qualificar estudantes com nogdes iniciais sobre como combinar
elementos considerando combinacdes véalidas que atendem a determinadas condi¢des. Com a
mesma finalidade, no quarto capitulo analisamos de modo geral o processo de contagem e a
teoria da Analise Combinatéria mostrando como obter resultados gerais através de formulas, a
fim de resolver varias classes de problemas, mesmo considerando que muitos problemas
podem ser solucionados pela enumeragdo dos casos, representacdes graficas ou através da

utilizacdo do Principio Multiplicativo.



71

Em seguida, apresentamos a proposta do trabalho e o desenvolvimento das atividades,

detalhadamente, caracterizando as aplica¢des e expondo objetivos e resultados.

Pelas razbes apresentadas, concluimos que o uso de atividades contextualizadas
utilizando folhas atividades e recursos envolvendo mégicas de fato auxiliaram efetivamente
na aprendizagem de Andlise Combinatoria. Apos a realizacdo das atividades, os alunos se
sentiram mais confiantes para expor seu raciocinio, apresentar estratégias de resolucdo e

explorar o problema em busca de uma solugdo adequada.
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APENDICE A

ATIVIDADE 1- PRINCIPIOS COMBINATORIOS

Ex.: Colorir uma bandeira de 3 listras com 3 cores diferentes — verde, amarelo e azul - de modo
que duas listras vizinhas ndo tenham a mesma cor. Pode-se repetir cores, mas ndo em faixas
vizinhas. Quantas bandeiras diferentes poderemos confeccionar? N&o responda apressadamente,

a resposta ndo é 9.
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Primeira decisdo: escolher
a cor da primeira listra da
bandeira.

4

Segunda decisdo: escolher
a cor da segunda listra.
N4o pode ser a mesma

Terceira decisdo: escolher a cor
da terceira listra. Ndo pode ser a
mesma que a da segunda, mas
pode ser a mesma que a da

que a da primeira

primeira.

DQ

8

i

N—_

|

O nUmero total de bandeiras
diferentes é:__ x_ x__ =

75
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APENDICE B

ATIVIDADE 2- SEMAFOROS E O PRINCIPIO MULTIPLICATIVO

Usando as cores vermelho, amarelo e verde, pinte todos os possiveis semaforos. Em
cada semaforo vocé ndo pode repetir cores. Quantos seméaforos diferentes podem ser
pintados?

OO0
OO0
OO0
OO0
OO0
OO0

OO0 | OO0
OO0 | OO0
OO0 | OO0
OO0 | OO0
OO0 | OO0
OO0 | OO0




Primeira decisdo: escolher a
cor da luz do topo do
semaforo

(3 possibilidades)

elelell=

OO0

Segunda decisdo: escolher a
cor da luz do meio. Ndo
pode ser a mesma que a do
topo

(2 possibilidades)

Terceira decisdo: escolher a
cor da luz debaixo. N&o pode
ser a mesma que a do topo e
nem a mesma que a do meio.

(1 possibilidade)

\

OO0

\

U
O

U
O

O
O

v

O
O

OO0

v

OO0

OO0

v

OO0

OO0

OO0
OO0

v

OO0

O nUmero total de semaforos
diferentes é: __ x__ x_ -

\ 4

OO0

77
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APENDICE C
ATIVIDADE 3 - TABELA DE DUPLA ENTRADA E ARVORE DE POSSIBILIDADES

Uma inddstria de brinquedos fabrica bolas de 3 tamanhos: pequeno, médio e grande; e
4 cores: amarelo, vermelho, verde e azul. Quantas bolas diferentes a fabrica produz?

Primeiramente use lapis ou canetas coloridas para completar a tabela:

Cores
amarela vermelha verde azul

Tamanhos

O

O
@,

Podemos organizar os dados do problema na forma de arvores. Pinte de acordo com a

tabela:

P\

[ ]

/N

O 00 00

amarelo

o

N

BOLAS

I
)

vermelho

/

CORES

Gt
il

@le l
)
DAL

O namero total de possibilidades é: O namero total de possibilidades é:



X =

decisao dy: decisdo dy:
2 possibilidades 3 possibilidades
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APENDICE D

ATIVIDADE 4 - DIVERSOS

Grupo 1:
a) De quantas maneiras diferentes podemos estacionar 3 carros em 3 garagens?
b) De quantas maneiras diferentes podemos estacionar 3 carros em 2 garagens?

c¢) De quantas maneiras diferentes podemos estacionar 2 carros em 3 garagens?

Grupo 2:
a) De quantas maneiras diferentes podemos colocar 2 cartas em 2 caixas de coleta?
b) De quantas maneiras diferentes podemos colocar 3 cartas em 2 caixas de coleta?

c¢) De quantas maneiras diferentes podemos colocar 2 cartas em 3 caixas de coleta?

Grupo 3:

a) De quantas maneiras 3 pessoas podem ficar alojadas em 2 quartos, com duas pessoas no
primeiro quarto e uma pessoa no segundo?

b) Quantas saladas de frutas podemos fazer utilizando-se 3 frutas diferentes, se dispomos de
4 tipos de frutas?

c) De quantos modos diferentes podemos comprar 3 refrigerantes em um bar que vende 2
tipos de refrigerantes?
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APENDICE E
ATIVIDADE 5 - QUESTOES OBMEP

1- (OBMEP 2013 - Questéo 13) Carlinhos escreveu OBMEP2013 em cartdes, que ele colocou
enfileirados no quadro de avisos de sua escola. Ele quer pintar de verde ou amarelo os cartdes com
letras e de azul ou amarelo os cartdes com algarismos, de modo que cada cartdo seja pintado com
uma Unica cor e que cartdes vizinhos ndo tenham cores iguais. De quantas maneiras diferentes ele
pode fazer a pintura?

A) 2
B) 3
C)6
D) 7
E) 12

2 - (OBMEP 2012 -Questdo 13) De quantas maneiras é possivel colorir cada um dos circulos
da figura com uma das cores amarelo, azul e vermelho, de modo que dois circulos ligados por um
segmento tenham sempre cores diferentes?

A) 2
B) 3
C) 4
D) 6
E)9

3- (OBMEP 2006 - Questéo 7) Dois casais de namorados v&o sentar-se em um banco de uma
praca. Em quantas ordens diferentes os quatro podem sentar-se no banco, de modo que cada
namorado fique ao lado de sua hamorada?

(A1
(B) 2
©3
(D) 4
(E)8
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4- (OBMEP 2011 - Questéo 3) Gabriel comprou uma rosa, um cravo e um lirio e quer dar uma
flor para cada uma de suas trés amigas. Ele sabe que uma amiga nédo gosta de cravos, outra nédo
gosta de lirios e a terceira ndo gosta de rosas. De quantas maneiras

ele pode distribuir as flores de modo a agradar as trés amigas?

A) 1
B) 2
C)3
D) 4
E)6

5- (OBMEP 2011 - Questdo 13) Podemos montar paisagens colocando lado a lado, em
qualquer ordem, os cinco quadros da figura. Trocando a ordem dos quadros uma vez por dia, por
quanto tempo, aproximadamente, € possivel evitar que uma mesma paisagem se repita?

- ~ c':(_} alh> 'lll;i- &

A) uma semana
B) um més

C) dois meses
D) quatro meses
E) seis meses
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APENDICE F
CONTAGEM DO NUMERO DE BANDEIRAS

a) Usando l&pis nas cores azul e vermelho, apresente todas as maneiras diferentes de colorir as
listras horizontais de cada bandeira, ndo deixando nenhuma faixa sem colorir, de modo que se
obtenha o maior nimero de bandeiras pintadas diferentemente.

= =
=

c) Complete a tabela colocando nos espagos em branco a combinagdo das cores em que as
listras das bandeiras poderao ser pintadas de maneiras diferentes.

b) Quantas bandeiras diferentes vocé pintou?

Cor da 2* listra
—> Azul Vermelho
Cor da 1* listra
AZU.I ( ? ) ( s )
Vermelho ( i ) ( ) )

d) Outro método para resolver o mesmo problema é a representacdo por um esquema que
associa as cores utilizadas.

Cor da 1* listra Cor da 2* listra

Cor Azul Cor Azul

Cor Vermelha Cor Vermelha
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e) Também podemos utilizar uma Arvore de possibilidades conforme o desenho apresentado
abaixo:

Cor da 1 listra Cor da 2* listra Cores das listras de cada
bandeira

DESAFIO: a) Se vocé possui lapis nas cores azul, amarelo e vermelho, apresente todas as
possibilidades que identificam as diferentes pinturas de bandeiras entre si, considerando que
nenhuma listra podera deixar de ser pintada em cada bandeira considerada. Pinte as diferentes
bandeiras.
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b) Complete a tabela colocando nos espagos em branco a combinagdo das cores em que as
listras das bandeiras poderdo ser pintadas de maneiras diferentes.

Cor da 22 listra
Azul Vermelho Amarelo
Cor da 12 listra
Azul ( : ) | ( : ) | ( , )
Vermelho ( : ) | ( : ) | ( , )
Amarelo ( : ) | ( : ) | ( , )

c) Agora resolva o mesmo problema através de uma representacdo por um esquema que
associa as cores utilizadas.

Cor da 1* listra Cor da 2* listra

Cor Azul Cor Azul

Cor Vermelha Cor Vermelha

Cor Amarela Cor Amarela
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d) Utilize uma Arvore de possibilidades para resolver o problema, conforme o desenho
apresentado abaixo:

Cor da 12 listra Cor da 22 listra Cores das listras de cada bandeira
( : )
( : )
( : )
( : )
( : )
( : )
( : )
( : )
( : )




87

APENDICE G
PROBLEMAS DE CONTAGEM

1- De quantas maneiras podemos estacionar 3 carros em 3 garagens, se em cada garagem
pode ficar apenas um carro?

2- De quantas maneiras podemos estacionar 3 carros em 2 garagens, se em cada garagem
pode ficar apenas um carro?

3- De quantas maneiras podemos estacionar 2 carros em 3 garagens, se em cada garagem
pode ficar apenas um carro
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4 a) - Quantas sdo as maneiras de se escolher 2 litros de suco de frutas, se temos a nossa
disposicao 3 sabores diferentes (abacaxi, banana e caju)?

Lembre-se que é permitido comprar os dois litros de suco de mesmo sabor.

Neste problema a ordem da compra dos sucos nao € importante, isto €, comprar um suco de
abacaxi e um de banana € o mesmo que comprar um suco de banana e um de abacaxi.

12 escolha do
suco
Abacaxi Banana Caju

22, escolha do
suco
Abacaxi ( : )| ( : ) | ( , )
Banana ( : ) | ( , ) | ( , )
Caju ( : ) | ( : ) | ( , )
Resposta:

4b) - Uma menina encontra-se no balcdo de uma sorveteria que vende 4 opgdes diferentes de
sabores para picolé. Ela tem dinheiro para comprar 2 picolés e pode escolher sabores
repetidos. Nessas condigdes, quantos pedidos diferentes ela pode fazer?

Resposta:

5 a) - Quantas saladas de frutas diferentes podemos fazer usando 3 das seguintes frutas:
abacaxi, banana, morango ou uva? Liste todas as possibilidades e veja quais delas produzem
a mesma salada de frutas. Nao é permitido usar duas vezes a mesma fruta.
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5 b)- Quantos triangulos podemos formar com 5 pontos, sabendo que ndo existem trés pontos

alinhados?
A

[ ] .E





