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Resumo

Apresentaremos um estudo realizados sobre pertubagoes de posto 1 de operadores
auto-adjuntos e unitarios, particularmente relacionados ao chamado truque de Kotani.
O Capitulo [2| consiste na exposi¢ao de defini¢goes elementares e fatos basicos que serao
utilizados nos outros capitulos. O Capitulo [3| consiste na exposi¢ao de um estudo feito de
um artigo recente de Marx sobre o tema, envolvendo operadores autoadjuntos e medidas
de Hausdorff. Uma generalizagao dos resultados obtidos no artigo ja mencionado para o

contexto de operadores unitarios ¢ discutida no Capitulo [4]

Palavras Chave: truque de Kotani; perturbagoes de posto um; medidas de Haus-

dorff; operadores unitdrios.



Abstract

We present a study of rank-one perturbations of self-adjoint and unitary operators,
in particular related to the so-called Kotani’s trick. In Chapter 2 we recall relevant
definitions and elementary facts. In Chapter 3 we present recent results by Marx, which
involve self-adjoint operators and Hausdorff measures. A generalization of such results to

the set of unitary operators is described in Chapter 4.

Keywords: Kotani’s trick; rand-one perturbations; Hausdorff measures; unitary

operators.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo estabelecerei alguns dos objetivos principais desta dissertacao, assim
como parte da notacao bésica usada na sequéncia.

Seja A um operador auto-adjunto definido num espago de Hilbert H, fixe um ve-
tor nomalizado ¢ € H, que, por simplicidade, sera suposto ciclico para A, e defina a

perturbacao de posto 1 de A, para o parametro real \, por
Ay = A+ XN, .)o. (1.1)

Adiante, ;1 denotara a medida espectral de A com relagao a ¢, u, a medida espectral
de A, com relagao a ¢, e | - | a medida de Lebesgue na reta. A menos que se diga o
contrario, as medidas que serao consideradas na sequéncia serao supostas definindas sobre
os borelianos da reta e o-finitas. O contetido do Capitulo [2]| consiste em um conjunto de
defini¢oes e fatos basicos que serao utilizados nos capitulos seguintes, os contetidos dos
outros capitulos serao descritos abaixo.

Neste contexto, no Capitulo |3|apresentaremos um estudo sobre o artigo de Marx [9],

em que os dois principais resultados a serem estabelecidos sao os dois teoremas que seguem.
Teorema 1.1 (Truque de Kotani [8]) Para todo boreliano B da reta vale
B1= [ m(B)d| Al (1.2

Teorema 1.2 Fize uma medida o-finita v tal que [(|z|* + 1) 'dv(x) < oo, defina sobre

os borelianos da reta a medida K por

K() = / () (). (1.3)



Entao se v for absolutamente continua com relagao a | - |, o mesmo ocorre com K. Se v

for aHe (vide definigao no Capitulo @) entao K € 0Hc para todo 0 < § < a < 1.

O primeiro teorema, devido a Kotani nos anos 1980, foi um resultado extremamente
surpreendente e estabelece que a medida, nao trivial, dada pelo segundo membro da
equagao ([1.2) coincide com a medida de Lebesgue nos borelianos da reta. Claramente,
o segundo resultado é de Marx e generaliza, em parte, o primeiro, no sentido de estudar
que propriedades de a-continuidade da medida v sao herdadas pela medida K.

De forma muito ilustrativa, uma possivel aplicagao do truque de Kotani poderia ser
do seguinte modo: se, por algum argumento, for demonstrado que certa propriedade P
vale q.t.p. em relagao a medida obtida pela média no parametro A, ou seja, do lado direito
de (no caso Lebesgue), entao conclui-se que P valera para py num conjunto de As de
medida de Lebesgue total. No Teorema 1 no artigo [14], esta ideia é efetivamente aplicada,
em certo contexto, para apresentar uma caracterizagao da auséncia de espectro singular
continuo para A, para Lebesgue q.t.p. na intensidade A\. Em [I3] pode-se encontrar
uma grande quantidade de aplicagoes de perturbacgoes de posto 1 para operadores auto-
adjuntos, por exemplo, localiza em modelos de Anderson e critério de Simon wolf para
localizagao espectral.

No Capitulo [] damos uma pequena contribui¢do ao tema, pois consideramos uma
situagao semelhante & anterior, sendo que a diferenga é que consideraremos um tipo de

perturbacgao de posto 1 de um operador unitario U, dada por
U = Uexp(iA@)(¢]) = U[1+ (e? — 1)|¢){(¢]],  com X € [0,2m). (1.4)

A notagao |¢)(¢| indica o operador de projegao sobre o subespago gerado pelo vetor ¢.
Analogamente estamos supondo que ¢ é ciclico para U (vide [2] para saber em que contexto
surge este tipo de perturbagao). Denotaremos por w a medida espectral de U segundo ¢,
e por wy a de Uy. Os principais teoremas considerados no Capitulo 4| sao os analogos dos

anteriores adaptados a este contexto:

Teorema 1.3 Para todo boreliano B de [0, 27| vale

|B|= / Cn(B)d | A (1.5)



Teorema 1.4 Fize uma medida finita p definida sobre os borelianos de [0,27], e defina

sobre eles a medida ) por
2m
00)i= [ (ol (16)
0
Entao, se p for absolutamente continua com relag¢ao a | - |, o mesmo ocorre com €. Se p

for aHc entao €2 é dHc para todo 0 < § < a < 1.

O primeiro resultado resultado com natureza similar ao truque de Kotani, para este
tipo de perturbagao, surge em [2]. Em que se prova que a medida definida como a integral
com relagao ao parametro A das medidas espectrais w) em termos de uma medida particu-
lar, abuslotamente continua com relacao a medida de Lebesgue, é absolutamente continua
em relacao a medida de Lebesgue. Nesta referéncia este fato é utilizado para obter uma
versao do critério de Simon-Wolf para este tipo de perturbacao. Estes resultados foram
aplicados em [6] no estudo de localizagao de Anderson para operadores unitarios rando-
micos, em [3] este tipo de resultado foi utilizado no estudo de instabilidade energética
para operadores de Floquet com espectro puramente pontual, por fim, em [7] este tipo de
resultado foi utilizado para adaptar o método dos momentos fracionarios para o estudo
de operadores unitarios randémicos.

Para finalizar esta secao mencionamos que, a partir de um estudo preliminar, ob-
servamos que existe a possilidade de obter resultados duais aos resultados acima de Marx
para continuidade em relagao as medidas de Hausdorff, quando se considera singularidade
em relagao as medidas de empacotamento (veja [10, 5] para discussoes sobre essas medi-
das). De fato, esperamos que neste contexto valha um resultado da seguinte forma (bem
COmMO uma versao para o caso unitario):

Conjectura: "Se v for singular em relacao a medida de empacotamento a-dimensional,
com «a € (0,1), entdo K definda pela eq. é singular em relacao a medida de empa-

cotamento J-dimensional, para todo § € (a,1)."



Capitulo 2

Definicoes e fatos basicos

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos a definicao de medidas de Hausdorff, juntamente
com alguns fatos e resultados fundamentais concernentes, os quais serao utilizados nos
capitulos subsequentes. Para maiores detalhes sobre medidas de Hausdorff veja, por
exemplo, [11}, 10], e para maiores informagdes sobres transformagcoes de Borel e assuntos

relacionados veja [13].

2.2 Medida de Hausdorff a-dimensional na reta

Seja U um boreliano nao vazio da reta, e denote por diam (U) o seu diametro. Fixe

s € [0,1], tome um 0 > 0 e considere a seguinte quantidade,

hs(U) = inf {Z diam (U;)* : U C U U;,diam (U;) € [0,6], com U; aberto} . (2.1)
i=1

i=1
sendo que o infimo é tomado sobre todas tais coberturas de U. Entao, a medida de

Hausdoff s-dimensional h*(U) de U ¢ definida por

Definicao 2.1
h*(U) :==suph3(U) =lim h3(U). (2.2)
5 610

Diretamente da definigao segue que para 8 < a < - vale,

5 < (V) < 6*PRI(U) (2.3)
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e portanto,
h(U)<oo = h'(U)=0, Vvy>a,
e : (2.4)
(U)>0 = hU)=00, VB<a

O conceito definido abaixo desempenhara papel fundamental na sequéncia do texto.
Através dele é possivel descrever a decomposicao de uma dada medida, em partes continua

e singular, com relacao as medidas de Hausdorff, anteriormente introduzidas.

Definicao 2.2 Dada uma medida n, sua derivada superior o dimensional € definida por

—a . n(x —e,x +¢)
D, (r) = limsup :

e—0 €

(2.5)

Com este conceito podemos enunciar o seguinte teorema conhecido, cuja demonstra-
¢ao pode ser encontrada em [IT], [10]; mas antes do enunciado intoduziremos uma notagao:
diremos que uma medida 17 € aHc se ela for absolutamente continua em relagao a h®, e

que ela é aH's se for singular com relagao a h®.

Teorema 2.1 Dada uma medida de Borel o-finita na reta n, considere os borelianos
T, ={r eR: 53@) =oo} eTy =R\TS , e denote por Xo a fungdo caracteristica
de T% , e defina dnags = Xadn € dnage = (1 — Xo)dn. Entao, 1 = Nape + Nans, sendo que

UCSH

Natic € °Hc e Nyps € aHs.

Na sequéncia introduziremos certos tipos de tranformagoes associadas as medidas,
juntamente com algumas de suas propriedades. As duas primeiras desempenham um
papel fundamental no Capitulo [Je a duas tltimas no Capitulo [4

Dada uma medida positiva 7 nareta que satisfaga a condigao [(|z|+1)"tdn(z) < oo,

define-se sua tranformacao de Borel como sendo a funcao

Fy(2) ::/yizdn(y), ceH'Yi={z€C:Tmz> 0}. (2.6)

A parte imaginaria de F, (z) é dada por

P,(x +ie) = /m dn(y), (2.7)
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o que mostra que F, leva H* sobre ele mesmo. A funcéo P, é chamada de transformacao
de Poisson de 1 (esta funcao esta definida de forma mais geral, desde que valha a condigao
J(|z* + 1)~ tdn(z) < oo, que é mais fraca que a condigdo para que a tranformagao de
Borel seja definida).

As outras duas transformagoes sdo definidas para uma medida p finita sobre os

borelianos de [0, 27], e sao dadas por

2T 67;9’ 4oz
D, (2) :/O P — dp(6'), |2 <1 (2.8)
e
if o 1 / i0
II,(re") = T 2rcos0—0) 1 dp(0') = Re ®,(re”), r<1. (2.9)

As duas proposi¢oes que seguem relacionam as tranformacoes definidas acima com o

conceito de derivada superior, anteriormente introduzido.

Proposicao 2.1 Seja n uma medida na reta, fite « € [0,1) e x real. FEntao Ef](:c),
limsup,_,g+ € P, (z+1i€) elimsup,_,+ €| F, (x+ie)| sio simultaneamente nulos, finitos

ou infinitos.

Demonstracao:
Para demonstrar isso note que:

i) para a € [0,1] vale

EZ(x) < 2limsupe' "B, (z + ie) < 2limsup e' | F,(x + ie)| (2.10)

e—0t e—0t

pois,

Pa+ie) = /;dn(y)%/(m S S—

(.CL' - y)2 + €2 —e,z+¢€) (ZU - y)2 + €2 L
n(x —e,x +¢)
- 2¢
— 26! 7P, (x + i€) > ne—crte
Ea

e disto segue a primeira desigualdade, a segunda ¢ imediata.
ii) Dado v € [0,1), se ﬁ?(:{;) < 0o entao limsup,_o+ €17 F, (@ + i€)| < oo. Além

disso, se Ef](x) = 0, entao limsup,_,+ €| F,(x + ie)| = 0.
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€

De fato, o caso o = 0, se segue de que, para e suficientemente pequeno, W
X{z}(¥), pois 52(:6) =n({z}). Agora tome « € (0,1). Neste caso, a hipotese implica que
existem dg, C' > 0 tais que, n(z — 0,z + 0) = Mg(x) < Co para § € [0, do), logo,

> d
limsup €'~ *|F,(x +ie)] < limsupe ™ / n(y)

e—0+ 0+ o [(z—y)2 + €2
50 dM5
= limsup el_a/ ﬂ
e—0t 0 [52 + 62]5
) . /50 6Mg(x)d5
= limsupe “ _—
e—07t 0 [52 + 62]5
) C§a+1
< limsup 61_0‘/ —_—
=0+ 0o [02+4+ €2z
e 16p 5ot ds
= lim C/ —— <
=0t Jo (02 + 1)2

em que, a integral na primeira igualdade é a integral de Stieltjes com relagao a M,‘f (x) e

o limite superior de integracao é dp, e nao oo, pois para o < 1 vale

11—«
lim < “dn(y) =0,

0% Sy a5 [(2 — y)2 + €27

pelo teorema da convergéncia monoétona. E na segunda realizou-se uma integragao por
partes, em que o termo de fronteira se anula no limite. Por fim, se ﬁg(x) =0, C na
expressao acima pode ser tomado arbitrariamente pequeno e disto segue o resultado.
Para os dois ultimos tipos de transformacoes vale um resultado analogo, que de-
monstraremos na sequéncia. A ideia da demonstagao é similar, no entanto, os célculos

sao um pouco mais complicados.

Proposigao 2.2 Seja p uma medida finita em [0, 27], fize « € [0,1) e § € (0,27). Entdo

Efj(e) e limsup,_,;- (1 — r)17°TL,(re) sio simultaneamente nulos, finitos ou infinitos.

Demonstracao:
A demonstragao se segue dos dois fatos que estabeleceremos abaixo.

1) denote 1 — r por ¢, entdo, se € for suficientemente pequeno, existe K > 0 tal que

a ; Kp@—e¢0+¢
(1)) > S A0ZC0EO
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De fato, como o ntcleo da integral abaixo é positivo, temos

» 2 1— 7,2
I, (re?) =
plre”) /0 1 —2rcos(6 —0") + r? dp(0)
€(2—¢)

- /|e—e/<e T+ (1= —20 = Jeos( ")
= pO—cb+e)l = 6)2(35(61)—6) cos(e)]
_ p(e—e,9+e)[%_023)]

R e )

. %M

Usou-se que, cose = 1 — €2 4+ O(e*) e que [Z52][1 — O(€)] > K, para um certo K > 0 e

para todo e suficientemente pequeno. Disto segue o fato afirmado.
2) Se Bi(é’) < 00, entdo limsup,_,;— (1—7)' "I, (re?) < co. Além disso, se EZ(G) =
0, entao limsup,_,;- (1 — r)' =1L, (re) = 0.

Para demonstrar este fato, notemos inicialmente que,

| foct1 sin(8)8° o0 sing

lim 5 — 5| = 0% |5~ 4

r=1= [ ((1 = )2 + 762) (1 —2rcosd +12) _‘5 24Siﬂ(g)
_ g |8 _S+00Y)
R F T T 1F )
_ o]0 _ 014007
B [0 011+ 0(8?)
= O(5*™).

Se @ = 0 a demonstragao é trivial e andloga & demonstragao feita no teorema anterior.

Adimita entao que a € (0, 1), neste caso temos,

‘ 2w 1 — 7“2
1; 1— l—aH 0y _ li 1 — 1_0‘/ dp(0'
imsup (1 —r) " My(re") = limsup (1 =)™ | o dp(#)

2m—6 N 1 — 72
= i 1—r) ¢ dfe(o
l?i?l_lp /_9 (1=7) 1 —2rcos(d) + 12 fo(0)

(em que a integral acima ¢ a de Stieltjes com relagao a fy(0), sendo fy(0) = p[f,0 + 0) se
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d>0e fo(d) = —pl@+6,0) se § <0)
/‘50 1—a 2r(1 — 7?)sind f5(d) 55

(1—r)

= limsu
P —8 (1 — 2rcos(d) 4 r2)°

r—1—
(pelo teorema da convergéncia dominada, uma vez que fora de (—dy,dg), o integrando
é limitado e tende a zero e em seguida uma integracao por partes em que o termo de
fronteira se anula no limite)
do o 11—« 2 :
— limsup [/ (1—r) “2r(1—r )(Sm5)p2[9,9—|—(5)d5
0 (1 —2rcos(d) +12)
O (1 —r)""*2r(1 — ) (sin ) (—pl0 + 6,0
R (B LRI,
6o (1 — 2rcos(d) + r?)
do o 11—« 2 :
— limsup [/ (1—7r) “2r(1 —r*)(sind)p 2[6’ 6+6)d(5
0 (1 —2rcos(d) +r?)
do 1— 17a2 1 — 2 :
n / (1—r) r(1 —r?)(sind)pld — 4, H)d(;]
0 (1 — 2r cos(d) + r2)?

r—1-

r—1-

o a
< limsup2C [(1 — T)l_a2r(1 o r2)} / (0% sin 6) 2
r—1- o (1 —=2rcos(d)+12)

(sendo p(0 — 0,0 +0) < Cd* se § < §y para um ceto C' > 0 pois Ez(ﬁ) < 00)

5a+1

do
= limsup 2C[(1 — ) 7*2r(1 — r? / do,
w201 =) 2= [

pela observagao do inicio e o fato de que O(6*71) é integravel numa vizinhanca da origem
para a > 0, e que o fator dependente de r que multiplica a equagao acima tende a zero

no limite. Por fim, apés uma mudanca de varidvel na integral acima, esta se torna

1

- 1—r)e? 500 g0+
< limsup2C [(1 — r)'7%2r(1 — 12 [(—] / —dd
>~ ral—p |:< ) ( )} T’Q;2 0 <U2 + 1)2

00 ua—l—l
< 80/ L
o (u*+1)

o que mostra que o limite é finito, e que se ﬁj(@) = 0, C pode ser tomado arbitrariamente
pequeno de modo que o termo acima é nulo, e isto encerra a demonstracao do resultado.

Abaixo enunciaremos os dois ultimos teoremas deste capitulo; a demonstracao do
primeiro pode ser encontrada em [I3], enquanto que a demonstragao do segundo é similar,

contudo demonstraremos os itens i), iii) e v) deste.
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Teorema 2.2 Seja n uma medida de Borel o-finita em R tal que [(|z|+1)"dn(z) < co.
Entao, valem as sequintes afirmagcoes:

i) n({zo}) = im0+ €5, (o + i€).

i) Existe lim, o+ P, (x + i€), | - |g.t.p.

iii) Para toda fung¢ao continua, f, de suporte compacto vale, para € — 0,

[0 — [ i),

W) Nsing € suportada em {x : lim._o+ |F,(z + i€)| = 00}.

v) dnjee = LP,(z +i07) da.

Teorema 2.3 Seja p uma medida de Borel finita em [0,27]. Entao, valem as sequintes
afirmacgoes:

i) p({60}) = lim,_,,- U57TI, (ret®).

i) Existe lim, ;- I1,(re®), | - |q.t.p.

i) Hp(reie)% — dp fracamente. Isto €, para toda funcao f em R continua e periédica

| remeengl - [ roo

W) psing €std suportada em {6 : lim, ;- |®,(re?)| = oo}.

v) dpac =11, (e! )271-

de periodo 2m wvale

Demonstragoes de i), iii) e v):
i) é consequéncia imediata do teorema da convergéncia dominada e de

(1—7r)(1—1r?
1—2rcos(@ — )+ r?

— 2X{9} (0/)

Para demonstrar iii), tome f continua 27w-periodica, entéo,

im [ O, (re?)

r—1= Jo >27T

21 21 1 — 7“
= 1 "dp(
- 0 </0 J10) 1 —2rcos(6 —0") +r? 27r) / J(&)dp(6

a segunda igualdade é consequéncia do Teorema de Fubini, e a ultima é consequéncia

de uma propriedade bem conhecida dos nucleos de Poisson (vide[I2] pag 239), e isso

demonstra o afirmado.
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Para demonstrar v), note que se dp,. = h(6)df, entdo, para quase todo 6 vale
h(0) = 511,,.(¢"). De fato, por um célculo andlogo ao acima, obtemos para, toda f

continua de suporte compacto e de periodo 27,

O 5 = [ @)

0 0

0 que, juntamete com um argumento de densidade, implica o afirmado. Tome agora f

continua e positiva entao pelo lema de Fatou, temos,

/ FONE)S < limint / PO, ()

= f()()

0

VAN

portanto, Hp(eie)% < dp, e entdo, para quase todo 6 vale,

Hp(ew)
2

i0 0
2m 2m
pois evidentemente dp,. < dp = 11, (e?) < TI,(e?), e entdo, q.t.p.,

A(O) = 5T (),

e isto demonstra o resultado.
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Capitulo 3

Perturbacao de posto 1 de operadores

autoadjuntos

3.1 Resultados preliminares

Neste capitulo demonstraremos os dois primeiro teoremas da Introducao; repetimos
que os argumentos sao de Marx [9]. Para isto, é necessario ainda obter alguns resultados

e introduzir alguns conceitos, o que agora passaremos a fazer.

Lema 3.1 (Formula de Aronszajn-Krein) Sejam py e p como na Introducao; entao,

vale,

FM(Z)
i (2) = ESYAEE (3.1)

Demonstracao:

Denote por Rp(z) o resolvente do operador D calculado no ntumero complexo z. Entao,
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pela segunda identidade do resolvente, temos,

RAX(Z) —RA(Z) = RAA(Z)O(A—A)\) ORA(Z)
= Ra,(2) o (=A{(¢, Ra(2))9)

.
Ra(z)  olid+ Ao, Ba(2)}0) = Ra(:)
=
Ra(2)(6) (14 AE(2)) = Ra(2)(0)
.
Ful?)  (14AE() = F()
=
Fu() =g

e isto encerra a demonstracao.
Proposicao 3.1 Sejam v como no Teorema[l.9 e K(-) definida por (L.3). Entdo,

Py(z) =P, (F_l

m) y Vz € H* (32)

Demonstracao:

Segue-se, diretamente da definicao de K, que dada uma funcao caracteristica g,

[ et = [ [ o) aon

e assim, a equacao acima vale com yg substituida por qualquer fun¢ao simples, e como

vale,

toda funcao integravel é o limite de funcoes simples, por passagem ao limite, ou pela

propria deficao integral, esta igualdade vale com qualquer funcao integravel no lugar

de xg, em particular, temos

Pk (z) = /PM\(Z)CZU()\).

Usando-se a féormula de Aronszajn-Krein, e denotando x + ie = #(lz) temos,
Pu(z)
Pr(z) = /ImF z2)du (A :/“—dv)\
() G = [ ey

Fu(2)f?
= [amrarw=r(5)
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e isto encerra a demonstracao.
O interessante teorema abaixo é consequéncia direta da formula de Aronszajn-Krein

e do Teorema 2.2]

Teorema 3.1 A parte singular de uy, uys, € suportada em {z|F,(z +i07) = =A"'}, em

particular, a familia {ps}rer € mutuamente singular.
Uma consequéncia deste resultado é
Teorema 3.2 Se v for uma medida continua, entao K é continua.

Demonstracao: Note que

K({z}) = / i ({x)du(n) = / ({2} do(N),

mas, pelo teorema acima, = pertence ao suporte de no maximo uma das medidas s,
digamos, )., € como v({Ag}) = 0, segue-se que
K({e) = [ mlzhdooy =o.
{Ao}
Isto encerra a demonstragao.

Para prosseguirmos, introduziremos um conceito da literatura, a saber, o de medida
a-Holder uniformemente continua UaH. Este conceito é importante pois como veremos
abaixo as medidas ac podem ser arbitrariamente aproximadas por medidas UaH, além
disso as medidas UaH sao, de certo modo, mais regulares, sendo possivel fazer estimativas

analiticas de certas quantidades para esta classe de medidas.

Definigao 3.1 Seja n uma medida sobre os borelianos da reta e o > 0. Entao, n € dita
uniformemente o Holder continua se existe C > 0 de forma que n(I) < C|I|*, para todo

intervalo I com |I] < 1.

Observagao: se para a € [0,1], a defini¢ao anterior é equivalente a dizer que que
existe C' > 0 tal que para todo inetervalo limitado I vale,n(I) < C|I|”. De fato, podemos
escrever I como a reuniao disjunta de um quantidade finita, n digamos, de intervalos I;,

onde todos estes intervalos tem comprimento menor que 1, assim

n(I) < n(l) <C > |L1* <ol
=1 =1
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pois, para « € [0,1] vale, Y r  a® < (30 2;)" com z; >0 parai=1,..,n
O tipo de medida introduzido acima pode ser relacionado com as medidas Hausdorff

continuas através do teorema abaixo, cuja demonstragao pode ser encontrada em |11, [10].

Teorema 3.3 Seja n uma medida o-finita sobre os borelianos da reta. Se n for aHec,
entao, dado € > 0, existem medidas n; e ne mutuamente singulares tais que:

i)m éUaH.

i) n2(R) < e.

ii) n =1+ .

Usando a Proposicao para medidas UaH obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 3.2 Seja v uma medida UaH, o € [0,1], e K definida em (1.3)). Entdo
existe Cy > 0 tal que,

Px(z) < C’a(|FM(z)|2> , Vz e HY; (3.3)

em particular [ ﬁdl((y) < 0.

Demonstracao: Denote M,°[z] = v(z — §,z + §); entdo, pela hipotese e pela observacio
que segue apos a definicio de medidas UaH, existe C' > 0 tal que M,°[z] < C3*. Tome

z € H*, entao,

P,(z) = Im(2) /00( dv(y)

oo (W—Rez2)?2+ (Im(2))?
o [ )
= w6 [ S

j
[ M)
- e (8 + (Im (2))2)

0o a+1
< 2CTIm (2) / (5—45
0

62 + Im 22)°
a+ldu
= 2C/ (Im (2 a-l
u2—|—1 (=)

Logo, pela equagao (3.2) temos,
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e isto encerra a demonstragao.

Como uma aplicagao deste teorema, para o caso a = 1, temos o seguinte resultado.
Teorema 3.4 Se v for ULH, entao o mesmo vale para K.

Demonstracao:
Tome f > 0 continua e de suporte compacto, entao,

/f(:c)dx > limsupCl_l/f(:c)PK(:c—i-ie)dx

el0t

- i [ (f 0t e

> C’ll/(el_i;%/f(x)mdx> dK (y)
= C%/f(y)dK(y)-

Na desigualdade utilizou-se o Lema de Fatou, e na ultima igualdade utilizou-se uma
propriedade bem conhecida do nucleo da integral. Tomando uma sequéncia crescente de
tais fungoes convergindo a funcao caracteristica, x;, de um intervalo I obtemos, no limite,

k(1) < Lo,

T
e isto encerra a demonstracao.
Estes eram os ultimos fatos necessarios para as demonstragoes apresentadas na pro-

Xima secao.

3.2 Demonstragao dos Teoremas e

Com os resultados ja obtidos, a demonstracao do Teorema torna-se bastante

simples.
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Demonstracao do Teorema (1.1} Denote por L a medida definida pelo lado direito
de (1.2). Pelo teorema anterior, L é Ul1H, em particular é continua, logo, pelo Teo-

rema [2.2] temos que

1
dL(z) = %PL(.)(x +i07") du.

Mas a tranformada de Poisson de L é, pela Proposi¢ao[3.1], igual & da medida de Lebesgue,
P.|, que ¢é constante e igual a 7. Portanto, dL(z) = dw, e isto encerra a demonstracao.

Passaremos agora para a demonstragao do Teorema |1.2]
Demonstracao do Teorema [1.2] Esta demonstragio se divide em duas etapas.

Etapa 1. Assuma que v seja UaH.
Se @ = 1 o resultado segue diretamente do Teorema [3.4f Assim, suponha que o < 1.

Examinemos, inicialmente, o que ocorre fora do suporte de pu.
Proposigao 3.3 Tome a € (0,1). Sev é UaH, entao, K é aHc fora de supp ju.

Demonstracao.
Fixe x fora de supp pu. Entao, existem contantes positivas K, Ky tais que, para €

suficientemente pequeno, vale,
| Flu(z + Z'€)|2 S Ky, Bu(z +ie) =2 Kae
(De fato,
o d
RGP < [T
< / du(?;)
le—yl>eo (T —y)" + €
<

sendo pi(x —€p, +¢€9) =0, e € < ¢y. E, por um célculo analogo, P,(z+i€) > ﬁ) Assim,
pela Proposigao [3.2] para e suficientemente pequeno, vale

11—«
_ _ Fo(z +i€))? K\
1 ap < | H < i
€ (x4 i€) < Ca< Puw + ic) <C, < 00,
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e isto, pela Proposi¢ao 2.1, demonstra o afirmado.

O lema que segue ¢ o tltimo resultado necessario para finalizar a demonstragao.

Lema 3.2 Tome o € (0,1) e v uma medida UaH. Fize § € (0,1). Entao K é yHc em

Tf+, em que,

1@, f) = a—=2(1=F)(1-a),

desde que 8 > max{0, - 21— a)}

Demonstracao: Pela proposicao acima, o enunciado vale fora do suporte de p, resta, entao,
verificar o resultado para os pontos do suporte de u. Fixe entao x € Tf +Nsupp p. Observe

que para tal x, Ei(x) < 00, portanto a Proposicao nos fornece
|Fl(z +1€)| < Bweﬁ_l,

para e suficientemente pequeno, em que B,3 > 0. Escolha v como no enunciado; entao,

pela proposicao e a observagao anterior temos

11—«
2(8-1)+1=2 € 1-a
1 pe(r i) < B[S " S il g —
¢ Pl +ie) s By Pu(z + ic) # \Pxtie))
em que a ultima igualdade se deve ao fato de que a expressao de v do enunciado foi
tomada exatamente para que 2(f — 1) + i_;g = 1 (a condigao sobre § é imposta para

assegurar que 7y > 0).

Como P“(J:Lie) — [ ((jfi (5))2 > 0, a desigualdade acima nos fornece,

lim sup €'~ Py (z + i€) < oo,
e—0t

e o resultado segue da Proposicao [2.1] e do Teorema e isto encerra a demonstragao.
Com este resultado podemos finalizar a demonstracao do caso UaH. Denote § =

a(l —e¢), e € (0,1), ¢ suficiente demonstrar que o resultado vale se e for suficientemente

pequeno, uma vez que, se uma medida for yHc entao ela é v He para 7' < «. Tome [

de modo que y(«,5) = 0, isto é, B =1 — entao para e suficientemente pequeno

( a)’
B > max{0, 5 2 3a)} de tal modo que podemos aplicar o lema acima. Seja B um boreliano
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com hs(B) = 0, mostraremos que K (B) = 0. De fato,
K(B) = K(BNT),)+K(BNTL)=KBNTL)
— [ m(BNTL)d

< / e T2 )dv(N) = 0,

em que a segunda igualdade se deve ao lema acima, a desigualdade ao fato de que
T}, C T). e a tltima igualdade, ao fato de que T}, = suppp,, v é continua e que

as medidas p)s sao mutuamente singures. Isto encerra a demonstragao neste caso.
Etapa 2. Caso geral, isto é, v é aHec.

Tome 6 < a e € > 0, sejam vy, vy satisfazendo as propiedades do enunciado do Teo-

rema [3.3] Tome um boreliano B satisfazendo h;(B) = 0. Pela Etapa 1, vale

/u,\(B)dwl()\) =0,

portanto
K(B) = / 1a(B)dus(A) < e,

e como € ¢ arbitrario, K(B) = 0. Isto encerra a demonstragao do teorema.
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Capitulo 4

Perturbacao de posto 1 de operadores

unitarios

4.1 Resultados preliminares

Neste capitulo demonstraremos os Teoremas e [I.4 Para tanto, é necessario
estabelecer alguns fatos preliminares, o que sera feito na sequéncia. Embora originais, os
resultados aqui obtidos, bem como suas demonstracoes, possuem uma grande analogia
com os resultados do capitulo anterior.

O resultado que segue é o analogo, neste contexto, da formula de Aronszajn-Krein e é

uma consequéncia da segunda identidade do resolvente; para uma demonstragao, veja [3].

Proposicao 4.1 Sejam w e wy medidas como estabelecido na Introducao, tome z €

C,|z| # 1. Entao, tem-se

B, (2) — (e —1) + (e +1)D,(2) (4.1)
“A (e 1)+ (e — 1)D,(2) '
e’L}\ + §W(Z)_1
_ w(z)+1
T i dut (4.2)

A partir desta proposicao, podemos estabelecer o seguinte resultado, que é o analogo

da Proposicao [3.1] no contexto de operadores unitarios.
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Proposigao 4.2 Sejam p uma medida finita sobre os borelianos de [0,27] e 0 definida

pela equagao (1.6 da Introdugao. Entao,

Bo(z) = D, (i@(@) . (4.3)

14+ ®,(2)
Demonstracao:
Defina, w = %, entao, pelo mesmo argumento da Proposi¢ao , temos

Do(z) = / "0, (2) do(V),

logo, pela equagao (4.2)) acima, temos,

21 ez’)\ w
bo(:) = [ S dp() = By (w),

e —w
que é exatamente o que queriamos demonstrar.
O resultado abaixo é o andlogo do Teorema |3.1]

Teorema 4.1 Denote por wys a parte singular de wy. Entdo, para X € (0,27), wys €

suportada em

) A 1
{9 : lim @, (re?) = - L icot é} :

r—1- 60‘ -1 2

em particular a familia {Wxs}rcp2r) € mutuamente singular.

Demonstracao:
Consequéncia imediata do item iv do Teorema [2.3] e da Proposigao [£.1]
Como consequéncia deste teorema, e com demonstracao idéntica & do Teorema |3.2),

obtemos o seguinte resultado.
Teorema 4.2 Se p for uma medida continua, entdo €2 é continua.

A definigao de medida uniformemente continua sobre os borelianos de [0, 27] é exa-
tamente a mesma que Definigao , bastando apenas substiuir R por [0,27]. Com este

conceito em mente, obtemos o seguinte resultado:
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Proposigao 4.3 Seja p uma medida finita nos borelianos de [0,27] e UaH, o € [0,1].

Entao existe C,, > 0 de forma que

W()”

Mo (2) < C, (H—()) , (1.4

sendo W (z) = (1 + @y (2)).

Demonstracao:

Com uma observagao cuidadosa dos argumentos usados no Fato 2 da demonstragao da
Proposigao , constata-se que com a hipotese de que p[f, 0 +0) < C'§* se demonstra que
limsup ((1 — ) "°II,(re)) < 8C /00 Lleu,

r—1- o (u2+1)
para 6 € (0,27). Mas com a hipotese da proposigao, a hipotese acima sobre p é verdadeira
com C' independente de #. Portanto, podemos concluir a existéncia de uma constante

positiva C’ de modo que

I, (re”) < C1(1 =),

para r € [rg,1) e § € (0,27), para um dado 1y > 0. Mas como a fungao F(r,0) =
(1 — r)t=°I,(re®?) ¢ continua no compacto [0,7o] x [0,27], é entao limitada, digamos,

por C4. Assim tomando C" = max{C7, C4}, vale
I,(re®) < C'(1 —r)*,

para r € [0,1) e § € (0,27). Mas como a fungao do lado esquerdo da equagao acima ¢

continua com relagao a 6, a desigualdade acima se estende também ao caso 6 € {0,27}.
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Logo, pela Proposicao [4.2]

Q,(2) —1
l1—a
1
< <—1 @w(z)1>
T B, (2)+1
1 -«
= —_—
1—1- w5l
<

-«
1
1—a v
o ——
W(z)

-«
1
_ 1— !
= 27°C <2ReW(z)—1>
W (2)[?

(32

sendo que na segunda desigualdade multiplicou-se o denominador e numerador da fragao

por

1+

‘@w(z) — 1‘ <
W(z) D, (2)+ 1]~
Portanto, basta tomar C, = 217%C", e isto encerra a demonstracao.

Desta proposicao se segue o resultado abaixo, cuja demonstracao é, praticamente, a
do Teorema |3.4} em que, no presente caso, na tultima igualdade do teorema citado deve-se
usar o seguinte fato bem conhecido [12]: Para toda fungao f continua definida em [0, 27|

de periodo 27 vale,

I 1—1r2 dé

1. 0 —_—
rlgl_ 0 u )1—2rcos(9—9’)+r227r

£(0"),
sendo que o limite pode ser tomano no sentido uniforme.

Teorema 4.3 Se p for ULH, entao o mesmo acorre com ).

Com estes resultados podemos agora demonstrar os Teoremas e[l.4

4.2 Demonstragao dos Teoremas e

Demonstracao do Teorema (1.3l Denote por I' a medida definida pelo lado direito da

equagao (|1.5)). Pelo resultado da segao anterior, I' ¢ U1H, em particular é continua, logo,
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pelo item v do Teorema [2.3] temos

6
dr(0) %j)de.

Mas, pela Proposicao e pelo fato de que H|.|(rei9) é constante e igual a 27, segue,

entdo, que dI'(f) = df, e isto encerra a demonstragao.

Demonstragao do Teorema [1.4, Esta demonstragao se divide em duas etapas.

Etapa 1. Suponha que p seja UaH

Se av = 1 o resultado é consequéncia direta do Teorema [£.3] Assim, suponha que

a < 1. Examinemos, inicialmente, o que ocorre fora do suporte de p.
Proposicao 4.4 Tome o € (0,1). Se p for UaH, entao S é aHc fora de supp wU{0,27}.

Demonstracao:
Fixe  fora de suppw U {0, 27}. Entao existem contantes positivas Ay, Ay de forma

que, para r suficientemente proximo de 1, vale,

W (re®)* < A

I, (re") > Ay(1 — 7).

De fato, para um dado ¢y > 0 vale w( — ¢, 0 + ¢y) = 0, assim,

. dw(0")
W(re®®)| < /
W(re®) 0,27]n0—0'[>eo (1 — 27 cos(0 — 0') + 7“2]%
1
[2(1 — €)(1 — cos eg)]2

<

parar > 1 — ¢. E ainda,

6 /
r—»1- 1l—r [0,27]N|6—06/|>€o 1-— COS(G —0 )

¢ finito pois 0 <1 —cos(6 — 0') <2se |6 —0'| > € >0, e 0 #0, 2.
Usando estes fatos em conjunc¢ao com a Proposicao temos, para 6 na hipotese
da proposicao,

r—1- AQ

4 A -
limsup(1 — r) T (re’) < C, (—1) < o0,
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e o resultado se segue deste fato combinado com o Teorema [2.1] e a Proposi¢ao [2.2] e isto
encerra a demonstragao.

Com o lema que se segue poderemos finalizar esta etapa da demonstracao.

Lema 4.1 Tome a € (0,1) e suponha que p seja UaH. Fize § € (0,1). Entao, Q é yHc
em Tfo+ \ {0,27}, sendo

7=, f) =a—=2(1-F)1-a),

desde que [ > max {0 2-3a }

' 2(1—a)

Demonstracao:
Para os pontos de Tf o+ \ 10,27} que nao pertencem ao suporte de p o resultado segue da

proposicao anterior. Tome entao 6 € (Tf o+ \ {0, 27}) Nsupp p, pela Proposicao E, temos

1—y

(1-nt |W<rei9>|2] -

_ ) 0y « N

Como 0 # 0,2m e D?() < oo, por um célculo similar ao do Fato 2 da Proposicao [2.2]
segue-se que
limsup(1 — )" = |W (re)| < co = |W(re?)| < Cy(1 —r)°7,
r—1-

para 1 € [rg, 1), para um dado ro > 0. Assim, para uma certa constante Cy,, vale,

(1— T)VHQ(reie) < Oy,

(1 _ r)i:—g—ﬂ(ﬁ—l) l—a
I1,,(re®)

Se y for como no enunciado, entao L;Z +2(5—1) = 1 e o tltimo membro da equagao

acima torna-se igual a

e como 0 € suppw — {0, 27} vale,

IL,(re') %" dw(6")
_/0 1 —cos(f —0)

lim

>0
r—1- 1—1r ’

logo,

. 1 — 17a
lim sup(1 — r)la(re”) < lim Cpa {%] -
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Finalmente, v > 0 desde que 8 > max{0, %}, e o resultado se segue deste fato com-

binado com o Teorema [2.1| e a Proposicao e isto encerra a demonstracao.

Com estes resultados finalizaremos a demonstragao para o caso UaH. Denote § =
a(l —e€), e € (0,1); é suficiente demonstrar que o resultado vale se € for suficientemente

pequeno, uma vez que, se uma medida for yHe entao ela é v He para v < . Tome f

ae
2(1—a)’

de modo que y(«,5) = 4, isto é, B =1 — entao para e suficientemente pequeno

£ > max{0, %} de tal modo que podemos aplicar o lema acima.

Seja B um boreliano com hs(B) = 0, mostraremos que Q2(B) = 0. De fato,

QB) = QBN(T,\{0,2n}) +QBNTE, U{0,21}) = QBNTE)

was(B N T )dp(A)

< | wnl@)dp(n) = 0

/0
/27r
0
a segunda igualdade se deve ao lema acima e ao fato de sendo p continua, {2 é continua, e

assim Q({0,27}) = 0; a desigualdade segue do fato de que T2 C T

woo?

e a ultima igual-
dade do fato de que T}, = suppws, p é continua e que as medidas wy, sa0 mutuamente

singulares. Isto encerra a demonstragao neste caso.
Etapa 2. Caso geral, isto é, p é aHec.

Tome 6 < a e € > 0, sejam p, py como no enunciado do Teorema [3.3] isto &, p; é
UaH, p3(R) < € e p=p1 + pa. Tome um boreliano B tal que hs(B) = 0. Pela etapa 1,

vale
2
/ wr(B)dpi(A) = 0.
0
portanto,

Q(B) = /O " r(BYdp(\) < ¢,

e como € é arbitrario, 2(B) = 0. E isto encerra a demonstra¢ao do teorema.
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