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Resumo

Apresentaremos um estudo realizados sobre pertubações de posto 1 de operadores

auto-adjuntos e unitários, particularmente relacionados ao chamado truque de Kotani.

O Capítulo 2 consiste na exposição de definições elementares e fatos básicos que serão

utilizados nos outros capítulos. O Capítulo 3 consiste na exposição de um estudo feito de

um artigo recente de Marx sobre o tema, envolvendo operadores autoadjuntos e medidas

de Hausdorff. Uma generalização dos resultados obtidos no artigo já mencionado para o

contexto de operadores unitários é discutida no Capítulo 4.

Palavras Chave: truque de Kotani; perturbações de posto um; medidas de Haus-

dorff; operadores unitários.



Abstract

We present a study of rank-one perturbations of self-adjoint and unitary operators,

in particular related to the so-called Kotani’s trick. In Chapter 2 we recall relevant

definitions and elementary facts. In Chapter 3 we present recent results by Marx, which

involve self-adjoint operators and Hausdorff measures. A generalization of such results to

the set of unitary operators is described in Chapter 4.

Keywords: Kotani’s trick; rand-one perturbations; Hausdorff measures; unitary

operators.
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Capítulo 1

Introdução

Neste capítulo estabelecerei alguns dos objetivos principais desta dissertação, assim

como parte da notação básica usada na sequência.

Seja A um operador auto-adjunto definido num espaço de Hilbert H, fixe um ve-

tor nomalizado φ ∈ H, que, por simplicidade, será suposto cíclico para A, e defina a

perturbação de posto 1 de A, para o parâmetro real λ, por

Aλ := A+ λ〈φ, .〉φ. (1.1)

Adiante, µ denotará a medida espectral de A com relação a φ, µλ a medida espectral

de Aλ com relação a φ, e | · | a medida de Lebesgue na reta. A menos que se diga o

contrário, as medidas que serão consideradas na sequência serão supostas definindas sobre

os borelianos da reta e σ-finitas. O conteúdo do Capítulo 2 consiste em um conjunto de

definições e fatos básicos que serão utilizados nos capítulos seguintes, os conteúdos dos

outros capítulos serão descritos abaixo.

Neste contexto, no Capítulo 3 apresentaremos um estudo sobre o artigo de Marx [9],

em que os dois principais resultados a serem estabelecidos são os dois teoremas que seguem.

Teorema 1.1 (Truque de Kotani [8]) Para todo boreliano B da reta vale

| B |=
∫
µλ(B)d | λ | . (1.2)

Teorema 1.2 Fixe uma medida σ-finita υ tal que
∫

(|x|2 + 1)−1dυ(x) <∞, defina sobre

os borelianos da reta a medida K por

K(·) :=

∫
µλ(·)dυ(λ). (1.3)
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Então se υ for absolutamente contínua com relação a | · |, o mesmo ocorre com K. Se υ

for αHc (vide definição no Capítulo 2) então K é δHc para todo 0 < δ < α ≤ 1.

O primeiro teorema, devido a Kotani nos anos 1980, foi um resultado extremamente

surpreendente e estabelece que a medida, não trivial, dada pelo segundo membro da

equação (1.2) coincide com a medida de Lebesgue nos borelianos da reta. Claramente,

o segundo resultado é de Marx e generaliza, em parte, o primeiro, no sentido de estudar

que propriedades de α-continuidade da medida υ são herdadas pela medida K.

De forma muito ilustrativa, uma possível aplicação do truque de Kotani poderia ser

do seguinte modo: se, por algum argumento, for demonstrado que certa propriedade P

vale q.t.p. em relação à medida obtida pela média no parâmetro λ, ou seja, do lado direito

de (1.2) (no caso Lebesgue), então conclui-se que P valerá para µλ num conjunto de λs de

medida de Lebesgue total. No Teorema 1 no artigo [14], esta ideia é efetivamente aplicada,

em certo contexto, para apresentar uma caracterização da ausência de espectro singular

contínuo para Aλ para Lebesgue q.t.p. na intensidade λ. Em [13] pode-se encontrar

uma grande quantidade de aplicações de perturbações de posto 1 para operadores auto-

adjuntos, por exemplo, localiza em modelos de Anderson e critério de Simon wolf para

localização espectral.

No Capítulo 4 damos uma pequena contribuição ao tema, pois consideramos uma

situação semelhante à anterior, sendo que a diferença é que consideraremos um tipo de

perturbação de posto 1 de um operador unitário U , dada por

Uλ = U exp(iλ|φ〉〈φ|) = U
[
1 + (eiλ − 1)|φ〉〈φ|

]
, com λ ∈ [0, 2π). (1.4)

A notação |φ〉〈φ| indica o operador de projeção sobre o subespaço gerado pelo vetor φ.

Analogamente estamos supondo que φ é cíclico para U (vide [2] para saber em que contexto

surge este tipo de perturbação). Denotaremos por ω a medida espectral de U segundo φ,

e por ωλ a de Uλ. Os principais teoremas considerados no Capítulo 4 são os análogos dos

anteriores adaptados a este contexto:

Teorema 1.3 Para todo boreliano B de [0, 2π] vale

| B |=
∫ 2π

0

ωλ(B)d | λ | . (1.5)
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Teorema 1.4 Fixe uma medida finita ρ definida sobre os borelianos de [0, 2π], e defina

sobre eles a medida Ω por

Ω(·) :=

∫ 2π

0

ωλ(·)dρ(λ). (1.6)

Então, se ρ for absolutamente contínua com relação à | · |, o mesmo ocorre com Ω. Se ρ

for αHc então Ω é δHc para todo 0 < δ < α ≤ 1.

O primeiro resultado resultado com natureza similar ao truque de Kotani, para este

tipo de perturbação, surge em [2]. Em que se prova que a medida definida como a integral

com relação ao parametro λ das medidas espectrais ωλ em termos de uma medida particu-

lar, abuslotamente contínua com relação a medida de Lebesgue, é absolutamente contínua

em relação a medida de Lebesgue. Nesta referência este fato é utilizado para obter uma

versão do critério de Simon-Wolf para este tipo de perturbação. Estes resultados foram

aplicados em [6] no estudo de localização de Anderson para operadores unitarios randô-

micos, em [3] este tipo de resultado foi utilizado no estudo de instabilidade energética

para operadores de Floquet com espectro puramente pontual, por fim, em [7] este tipo de

resultado foi utilizado para adaptar o método dos momentos fracionários para o estudo

de operadores unitários randômicos.

Para finalizar esta seção mencionamos que, a partir de um estudo preliminar, ob-

servamos que existe a possilidade de obter resultados duais aos resultados acima de Marx

para continuidade em relação às medidas de Hausdorff, quando se considera singularidade

em relação às medidas de empacotamento (veja [10, 5] para discussões sobre essas medi-

das). De fato, esperamos que neste contexto valha um resultado da seguinte forma (bem

como uma versão para o caso unitário):

Conjectura: "Se υ for singular em relação à medida de empacotamento α-dimensional,

com α ∈ (0, 1), então K definda pela eq. (1.3) é singular em relação à medida de empa-

cotamento δ-dimensional, para todo δ ∈ (α, 1)."
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Capítulo 2

Definições e fatos básicos

2.1 Introdução

Neste capítulo apresentaremos a definição de medidas de Hausdorff, juntamente

com alguns fatos e resultados fundamentais concernentes, os quais serão utilizados nos

capítulos subsequentes. Para maiores detalhes sobre medidas de Hausdorff veja, por

exemplo, [11, 10], e para maiores informações sobres transformações de Borel e assuntos

relacionados veja [13].

2.2 Medida de Hausdorff α-dimensional na reta

Seja U um boreliano não vazio da reta, e denote por diam (U) o seu diâmetro. Fixe

s ∈ [0, 1], tome um δ > 0 e considere a seguinte quantidade,

hsδ(U) = inf

{
∞∑
i=1

diam (Ui)
s : U ⊂

∞⋃
i=1

Ui, diam (Ui) ∈ [0, δ], com Ui aberto

}
, (2.1)

sendo que o ínfimo é tomado sobre todas tais coberturas de U . Então, a medida de

Hausdoff s-dimensional hα(U) de U é definida por

Definição 2.1

hs(U) := sup
δ
hsδ(U) = lim

δ↓0
hsδ(U). (2.2)

Diretamente da definição segue que para β < α < γ vale,

δα−γhγδ (U) ≤ hαδ (U) ≤ δα−βhβδ (U) (2.3)
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e portanto,
hα(U) <∞ =⇒ hγ(U) = 0, ∀γ > α,

e

hα(U) > 0 =⇒ hβ(U) =∞, ∀β < α

. (2.4)

O conceito definido abaixo desempenhará papel fundamental na sequência do texto.

Através dele é possível descrever a decomposição de uma dada medida, em partes contínua

e singular, com relação às medidas de Hausdorff, anteriormente introduzidas.

Definição 2.2 Dada uma medida η, sua derivada superior α dimensional é definida por

D
α

η (x) = lim sup
ε→0

η(x− ε, x+ ε)

εα
. (2.5)

Com este conceito podemos enunciar o seguinte teorema conhecido, cuja demonstra-

ção pode ser encontrada em [11, 10]; mas antes do enunciado intoduziremos uma notação:

diremos que uma medida η é αHc se ela for absolutamente contínua em relação a hα, e

que ela é αHs se for singular com relação a hα.

Teorema 2.1 Dada uma medida de Borel σ-finita na reta η, considere os borelianos

Tαη∞ := {x ∈ R : D
α

η (x) =∞} e Tαη+ := R \ Tαη∞, e denote por χα a função caracteristica

de Tαη∞, e defina dηaHs = χαdη e dηaHc = (1− χα)dη. Então, η = ηaHc + ηaHs, sendo que

ηaHc é αHc e ηaHs é αHs.

Na sequência introduziremos certos tipos de tranformações associadas às medidas,

juntamente com algumas de suas propriedades. As duas primeiras desempenham um

papel fundamental no Capítulo 3 e a duas últimas no Capítulo 4.

Dada uma medida positiva η na reta que satisfaça a condição
∫

(|x|+1)−1dη(x) <∞,

define-se sua tranformação de Borel como sendo a função

Fη(z) :=

∫
1

y − z
dη(y), z ∈ H+ := {z ∈ C : Im z > 0}. (2.6)

A parte imaginária de Fη(z) é dada por

Pη(x+ iε) =

∫
ε

(x− y)2 + ε2
dη(y), (2.7)
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o que mostra que Fη leva H+ sobre ele mesmo. A função Pη é chamada de transformação

de Poisson de η (esta função está definida de forma mais geral, desde que valha a condição∫
(|x|2 + 1)−1dη(x) < ∞, que é mais fraca que a condição para que a tranformação de

Borel seja definida).

As outras duas transformações são definidas para uma medida ρ finita sobre os

borelianos de [0, 2π], e são dadas por

Φρ(z) =

∫ 2π

0

eiθ
′
+ z

eiθ′ − z
dρ(θ′), |z| < 1 (2.8)

e

Πρ(re
iθ) =

∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(θ − θ′) + r2
dρ(θ′) = Re Φρ(re

iθ), r < 1. (2.9)

As duas proposições que seguem relacionam as tranformações definidas acima com o

conceito de derivada superior, anteriormente introduzido.

Proposição 2.1 Seja η uma medida na reta, fixe α ∈ [0, 1) e x real. Então D
α

η (x),

lim supε→0+ ε
1−αPη(x+iε) e lim supε→0+ ε

1−α|Fη(x+iε)| são simultaneamente nulos, finitos

ou infinitos.

Demonstração:

Para demonstrar isso note que:

i) para α ∈ [0, 1] vale

D
α

η (x) ≤ 2 lim sup
ε→0+

ε1−αPη(x+ iε) ≤ 2 lim sup
ε→0+

ε1−α|Fη(x+ iε)| (2.10)

pois,

Pη(x+ iε) =

∫
ε

(x− y)2 + ε2
dη(y) ≥ ε

∫
(x−ε,x+ε)

1

(x− y)2 + ε2
dη(y)

≥ η(x− ε, x+ ε)

2ε

=⇒ 2ε1−αPη(x+ iε) ≥ η(x− ε, x+ ε)

εα

e disto segue a primeira desigualdade, a segunda é imediata.

ii) Dado α ∈ [0, 1), se Dα

η (x) < ∞ então lim supε→0+ ε
1−α|Fη(x + iε)| < ∞. Além

disso, se Dα

η (x) = 0, então lim supε→0+ ε
1−α|Fη(x+ iε)| = 0.
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De fato, o caso α = 0, se segue de que, para ε suficientemente pequeno, ε√
(x−y)2+ε2

↓

χ{x}(y), pois D0

η(x) = η({x}). Agora tome α ∈ (0, 1). Neste caso, a hipótese implica que

existem δ0, C > 0 tais que, η(x− δ, x+ δ) = M δ
η (x) ≤ Cδα para δ ∈ [0, δ0], logo,

lim sup
ε→0+

ε1−α|Fη(x+ iε)| ≤ lim sup
ε→0+

ε1−α
∫ ∞
−∞

dη(y)

[(x− y)2 + ε2]
1
2

= lim sup
ε→0+

ε1−α
∫ δ0

0

dM δ
η (x)

[δ2 + ε2]
1
2

= lim sup
ε→0+

ε1−α
∫ δ0

0

δM δ
η (x)dδ

[δ2 + ε2]
3
2

≤ lim sup
ε→0+

ε1−α
∫ δ0

0

Cδα+1

[δ2 + ε2]
3
2

= lim
ε→0+

C

∫ ε−1δ0

0

δα+1dδ

[δ2 + 1]
3
2

<∞

em que, a integral na primeira igualdade é a integral de Stieltjes com relação a M δ
η (x) e

o limite superior de integração é δ0, e não ∞, pois para α < 1 vale

lim
ε→0+

∫
|y−x|≥δ0

ε1−αdη(y)

[(x− y)2 + ε2]
1
2

= 0,

pelo teorema da convergência monótona. E na segunda realizou-se uma integração por

partes, em que o termo de fronteira se anula no limite. Por fim, se Dα

η (x) = 0, C na

expressão acima pode ser tomado arbitrariamente pequeno e disto segue o resultado.

Para os dois últimos tipos de transformações vale um resultado análogo, que de-

monstraremos na sequência. A ideia da demonstação é similar, no entanto, os cálculos

são um pouco mais complicados.

Proposição 2.2 Seja ρ uma medida finita em [0, 2π], fixe α ∈ [0, 1) e θ ∈ (0, 2π). Então

D
α

ρ (θ) e lim supr→1−(1− r)1−αΠρ(re
iθ) são simultaneamente nulos, finitos ou infinitos.

Demonstração:

A demonstração se segue dos dois fatos que estabeleceremos abaixo.

1) denote 1− r por ε, então, se ε for suficientemente pequeno, existe K > 0 tal que

(1− r)1−αΠρ(re
iθ) ≥ K

2

ρ(θ − ε, θ + ε)

εα
.
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De fato, como o núcleo da integral abaixo é positivo, temos

Πρ(re
iθ) =

∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(θ − θ′) + r2
dρ(θ)

≥
∫
|θ−θ′|<ε

ε(2− ε)
1 + (1− ε)2 − 2(1− ε) cos(ε)

dρ(θ′)

= ρ(θ − ε, θ + ε)[
ε(2− ε)

1 + (1− ε)2 − 2(1− ε) cos(ε)
]

= ρ(θ − ε, θ + ε)[
ε(2− ε)

2ε2 +O(ε3)
]

=
ρ(θ − ε, θ + ε)

2ε
[
(2− ε)

2
][1−O(ε)]

≥ K

2

ρ(θ − ε, θ + ε)

ε
.

Usou-se que, cos ε = 1 − ε2 + O(ε4) e que [ (2−ε)
2

][1 − O(ε)] ≥ K, para um certo K > 0 e

para todo ε suficientemente pequeno. Disto segue o fato afirmado.

2) Se Dα

ρ (θ) <∞, então lim supr→1−(1−r)1−αΠρ(re
iθ) <∞. Além disso, se Dα

ρ (θ) =

0, então lim supr→1−(1− r)1−αΠρ(re
iθ) = 0.

Para demonstrar este fato, notemos inicialmente que,

lim
r→1−

[
δα+1

((1− r)2 + rδ2)2 −
sin(δ)δα

(1− 2r cos δ + r2)2

]
= δα

[
δ

δ4
− sin δ

24sin( δ
2
)
4

]

= δα
[
δ

δ4
− δ +O(δ3)

δ4 +O(δ6)

]
= δα

[
δ

δ4
− δ

δ4

1 +O(δ2)

1 +O(δ2)

]
= O(δα−1).

Se α = 0 a demonstração é trivial e análoga à demonstração feita no teorema anterior.

Adimita então que α ∈ (0, 1), neste caso temos,

lim sup
r→1−

(1− r)1−αΠρ(re
iθ) = lim sup

r→1−
(1− r)1−α

∫ 2π

0

1− r2

1− 2r cos(θ − θ′) + r2
dρ(θ′)

= lim sup
r→1−

∫ 2π−θ

−θ
(1− r)1−α 1− r2

1− 2r cos(δ) + r2
dfθ(δ)

(em que a integral acima é a de Stieltjes com relação a fθ(δ), sendo fθ(δ) = ρ[θ, θ + δ) se
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δ ≥ 0 e fθ(δ) = −ρ[θ + δ, θ) se δ ≤ 0)

= lim sup
r→1−

∫ δ0

−δ0
(1− r)1−α 2r(1− r2) sin δfθ(δ)

(1− 2r cos(δ) + r2)2dδ

(pelo teorema da convergência dominada, uma vez que fora de (−δ0, δ0), o integrando

é limitado e tende a zero e em seguida uma integração por partes em que o termo de

fronteira se anula no limite)

= lim sup
r→1−

[ ∫ δ0

0

(1− r)1−α2r(1− r2)(sin δ)ρ[θ, θ + δ)

(1− 2r cos(δ) + r2)2 dδ

+

∫ 0

−δ0

(1− r)1−α2r(1− r2)(sin δ)(−ρ[θ + δ, θ))

(1− 2r cos(δ) + r2)2 dδ
]

= lim sup
r→1−

[ ∫ δ0

0

(1− r)1−α2r(1− r2)(sin δ)ρ[θ, θ + δ)

(1− 2r cos(δ) + r2)2 dδ

+

∫ δ0

0

(1− r)1−α2r(1− r2)(sin δ)ρ[θ − δ, θ)
(1− 2r cos(δ) + r2)2 dδ

]
≤ lim sup

r→1−
2C
[
(1− r)1−α2r(1− r2)

] ∫ δ0

0

(δα sin δ)

(1− 2r cos(δ) + r2)2dδ

(sendo ρ(θ − δ, θ + δ) ≤ Cδα se δ ≤ δ0 para um ceto C > 0 pois Dα

ρ (θ) <∞)

= lim sup
r→1−

2C[(1− r)1−α2r(1− r2)]

∫ δ0

0

δα+1

((1− r)2 + rδ2)2dδ,

pela observação do início e o fato de que O(δα−1) é integrável numa vizinhança da origem

para α > 0, e que o fator dependente de r que multiplica a equação acima tende a zero

no limite. Por fim, após uma mudança de variável na integral acima, esta se torna

≤ lim sup
r→1−

2C
[
(1− r)1−α2r(1− r2)

] [(1− r)α−2

r
α+2
2

] ∫ r
1
2

1−r δ0

0

uα+1

(u2 + 1)2dδ

≤ 8C

∫ ∞
0

uα+1

(u2 + 1)2dδ <∞,

o que mostra que o limite é finito, e que se Dα

ρ (θ) = 0, C pode ser tomado arbitrariamente

pequeno de modo que o termo acima é nulo, e isto encerra a demonstração do resultado.

Abaixo enunciaremos os dois últimos teoremas deste capítulo; a demonstração do

primeiro pode ser encontrada em [13], enquanto que a demonstração do segundo é similar,

contudo demonstraremos os itens i), iii) e v) deste.
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Teorema 2.2 Seja η uma medida de Borel σ-finita em R tal que
∫

(|x|+ 1)−1dη(x) <∞.

Então, valem as seguintes afirmações:

i) η({x0}) = limε→0+ εPη(x0 + iε).

ii) Existe limε→0+ Pη(x+ iε), | · |q.t.p.

iii) Para toda função contínua, f , de suporte compacto vale, para ε→ 0,∫
f(x)

Pη(x+ iε)

π
dx −→

∫
f(x)dη(x).

iv) ηsing é suportada em {x : limε→0+ |Fη(x+ iε)| =∞}.

v) dηac = 1
π
Pη(x+ i0+) dx.

Teorema 2.3 Seja ρ uma medida de Borel finita em [0, 2π]. Então, valem as seguintes

afirmações:

i) ρ({θ0}) = limr→1−
(1−r)

2
Πρ(re

iθ0).

ii) Existe limr→1− Πρ(re
iθ), | · |q.t.p.

iii) Πρ(re
iθ) dθ

2π
→ dρ fracamente. Isto é, para toda função f em R contínua e periódica

de periodo 2π vale ∫ 2π

0

f(θ)Πρ(re
iθ)
dθ

2π
→
∫ 2π

0

f(θ)dρ(θ).

iv) ρsing está suportada em {θ : limr→1− |Φρ(re
iθ)| =∞}.

v) dρac = Πρ(e
iθ) dθ

2π
.

Demonstrações de i), iii) e v):

i) é consequência imediata do teorema da convergência dominada e de

(1− r)(1− r2)

1− 2r cos(θ − θ′) + r2
→ 2χ{θ}(θ

′).

Para demonstrar iii), tome f contínua 2π-periódica, então,

lim
r→1−

∫ 2π

0

f(θ)Πρ(re
iθ)
dθ

2π

= lim
r→1−

∫ 2π

0

(∫ 2π

0

f(θ)
1− r2

1− 2r cos(θ − θ′) + r2

dθ

2π

)
dρ(θ′) =

∫ 2π

0

f(θ′)dρ(θ′);

a segunda igualdade é consequência do Teorema de Fubini, e a última é consequência

de uma propriedade bem conhecida dos núcleos de Poisson (vide[12] pag 239), e isso

demonstra o afirmado.
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Para demonstrar v), note que se dρac = h(θ)dθ, então, para quase todo θ vale

h(θ) = 1
2π

Πρac(e
iθ). De fato, por um cálculo análogo ao acima, obtemos para, toda f

contínua de suporte compacto e de período 2π,∫ 2π

0

f(θ)Πρac(e
iθ)
dθ

2π
=

∫ 2π

0

f(θ′)h(θ′)dθ′,

o que, juntamete com um argumento de densidade, implica o afirmado. Tome agora f

contínua e positiva então pelo lema de Fatou, temos,∫ 2π

0

f(θ)Πρ(e
iθ)
dθ

2π
≤ lim inf

r

∫ 2π

0

f(θ)Πρ(re
iθ)
dθ

2π

=

∫ 2π

0

f(θ)dρ(θ);

portanto, Πρ(e
iθ) dθ

2π
≤ dρ, e então, para quase todo θ vale,

Πρ(e
iθ)

2π
≤ h(θ) =

Πρac(e
iθ)

2π
≤ Πρ(e

iθ)

2π

pois evidentemente dρac ≤ dρ⇒ Πρac(e
iθ) ≤ Πρ(e

iθ), e então, q.t.p.,

h(θ) =
1

2π
Πρ(e

iθ),

e isto demonstra o resultado.
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Capítulo 3

Perturbação de posto 1 de operadores

autoadjuntos

3.1 Resultados preliminares

Neste capítulo demonstraremos os dois primeiro teoremas da Introdução; repetimos

que os argumentos são de Marx [9]. Para isto, é necessario ainda obter alguns resultados

e introduzir alguns conceitos, o que agora passaremos a fazer.

Lema 3.1 (Formula de Aronszajn-Krein) Sejam µλ e µ como na Introdução; então,

vale,

Fµλ(z) =
Fµ(z)

1 + λFµ(z)
. (3.1)

Demonstração:

Denote por RD(z) o resolvente do operador D calculado no número complexo z. Então,
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pela segunda identidade do resolvente, temos,

RAλ(z)−RA(z) = RAλ(z) ◦ (A− Aλ) ◦RA(z)

= RAλ(z) ◦ (−λ〈φ,RA(z)〉φ)

⇒

RAλ(z) ◦(id+ λ〈φ,RA(z)〉φ) = RA(z)

⇒

RAλ(z)(φ) (1 + λFµ(z)) = RA(z)(φ)

⇒

Fµλ(z) (1 + λFµ(z)) = Fµ(z)

⇒

Fµλ(z) =
Fµ(z)

1 + λFµ(z)
,

e isto encerra a demonstração.

Proposição 3.1 Sejam υ como no Teorema 1.2 e K(·) definida por (1.3). Então,

PK(z) = Pυ

(
−1

Fµ(z)

)
, ∀z ∈ H+ (3.2)

Demonstração:

Segue-se, diretamente da definição de K, que dada uma função caracteristica χE,

vale, ∫
χEdK(x) =

∫ (∫
χEdµλ(x)

)
dυ(λ),

e assim, a equação acima vale com χE substituída por qualquer função simples, e como

toda função integrável é o limite de funções simples, por passagem ao limite, ou pela

própria defição integral, esta igualdade vale com qualquer função integrável no lugar

de χE, em particular, temos

PK(z) =

∫
Pµλ(z)dυ(λ).

Usando-se a fórmula de Aronszajn-Krein, e denotando x+ iε = −1
Fµ(z)

temos,

PK(z) =

∫
ImFµλ(z)dυ(λ) =

∫
Pµ(z)

|1 + λFµ(z)|2
dυ(λ)

=

∫
ε

(x− λ)2 + ε2
dυ(λ) = Pυ

(
−1

Fµ(z)

)
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e isto encerra a demonstração.

O interessante teorema abaixo é consequência direta da fórmula de Aronszajn-Krein

e do Teorema 2.2.

Teorema 3.1 A parte singular de µλ, µλs, é suportada em {x|Fµ(x+ i0+) = −λ−1}, em

particular, a família {µλs}λ∈R é mutuamente singular.

Uma consequência deste resultado é

Teorema 3.2 Se υ for uma medida contínua, então K é contínua.

Demonstração: Note que

K({x}) =

∫
µλ({x})dυ(λ) =

∫
µλs({x})dυ(λ),

mas, pelo teorema acima, x pertence ao suporte de no máximo uma das medidas µλs,

digamos, µλ0s, e como υ({λ0}) = 0, segue-se que

K({x}) =

∫
{λ0}

µλs({x})dυ(λ) = 0.

Isto encerra a demonstração.

Para prosseguirmos, introduziremos um conceito da literatura, a saber, o de medida

α-Hölder uniformemente contínua UαH. Este conceito é importante pois como veremos

abaixo as medidas αc podem ser arbitrariamente aproximadas por medidas UαH, além

disso as medidas UαH são, de certo modo, mais regulares, sendo possível fazer estimativas

analíticas de certas quantidades para esta classe de medidas.

Definição 3.1 Seja η uma medida sobre os borelianos da reta e α ≥ 0. Então, η é dita

uniformemente α Hölder contínua se existe C > 0 de forma que η(I) ≤ C|I|α, para todo

intervalo I com |I| < 1.

Observação: se para α ∈ [0, 1], a definição anterior é equivalente a dizer que que

existe C > 0 tal que para todo inetervalo limitado I vale,η(I) ≤ C|I|α. De fato, podemos

escrever I como a reunião disjunta de um quantidade finita, n digamos, de intervalos Ii,

onde todos estes intervalos tem comprimento menor que 1, assim

η(I) ≤
n∑
i=1

η(Ii) ≤ C

n∑
i=1

|Ii|α ≤ C|I|α
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pois, para α ∈ [0, 1] vale,
∑n

i=1 x
α
i ≤ (

∑n
i=1 xi)

α com xi > 0 para i = 1, ..., n

O tipo de medida introduzido acima pode ser relacionado com as medidas Hausdorff

contínuas através do teorema abaixo, cuja demonstração pode ser encontrada em [11, 10].

Teorema 3.3 Seja η uma medida σ-finita sobre os borelianos da reta. Se η for αHc,

então, dado ε > 0, existem medidas η1 e η2 mutuamente singulares tais que:

i) η1 é UαH.

ii) η2(R) < ε.

iii) η = η1 + η2.

Usando a Proposição 3.1 para medidas UαH obtemos o seguinte resultado.

Proposição 3.2 Seja υ uma medida UαH, α ∈ [0, 1], e K definida em (1.3). Então

existe Cα ≥ 0 tal que,

PK(z) ≤ Cα

(
|Fµ(z)|2

Pµ(z)

)1−α

, ∀z ∈ H+; (3.3)

em particular
∫

1
1+y2

dK(y) ≤ ∞.

Demonstração: Denote Mυ
δ[x] = υ(x − δ, x + δ); então, pela hipótese e pela observação

que segue apos a definição de medidas UαH, existe C > 0 tal que Mυ
δ[x] ≤ Cδα. Tome

z ∈ H+, então,

Pυ(z) = Im (z)

∫ ∞
−∞

dυ(y)

(y − Re z)2 + (Im (z))2

= Im (z)

∫ ∞
0

dMυ
δ[x](δ)

δ2 + (Im (z))2

= Im (z)

∫ ∞
0

2δMυ
δ[x](δ)dδ

(δ2 + (Im (z))2)2

≤ 2CIm (z)

∫ ∞
0

δα+1dδ

(δ2 + Im z2)2

= [2C

∫ ∞
0

uα+1du

(u2 + 1)2 ](Im (z))α−1

= Cα(Im (z))α−1

Logo, pela equação (3.2) temos,
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PK(z) = Pυ

(
−1

Fµ(z)

)
≤ Cα[Im

(
−1

Fµ(z)

)
]α−1

= Cα

(
|Fµ(z)|2

Pµ(z)

)1−α

,

e isto encerra a demonstração.

Como uma aplicação deste teorema, para o caso α = 1, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4 Se υ for U1H, então o mesmo vale para K.

Demonstração:

Tome f ≥ 0 contínua e de suporte compacto, então,∫
f(x)dx ≥ lim sup

ε↓0+
C1
−1

∫
f(x)PK(x+ iε)dx

= lim sup
ε↓0+

C1
−1

∫ (∫
f(x)

ε

(x− y)2 + ε2
dx

)
dK(y)

≥ C1
−1

∫ (
lim
ε→0+

∫
f(x)

ε

(x− y)2 + ε2
dx

)
dK(y)

=
π

C1

∫
f(y)dK(y).

Na desigualdade utilizou-se o Lema de Fatou, e na última igualdade utilizou-se uma

propriedade bem conhecida do núcleo da integral. Tomando uma sequência crescente de

tais funções convergindo à função característica, χI , de um intervalo I obtemos, no limite,

K(I) ≤ C1

π
`(I),

e isto encerra a demonstração.

Estes eram os últimos fatos necessários para as demonstrações apresentadas na pró-

xima seção.

3.2 Demonstração dos Teoremas 1.1 e 1.2

Com os resultados já obtidos, a demonstração do Teorema 1.1 torna-se bastante

simples.
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Demonstração do Teorema 1.1. Denote por L a medida definida pelo lado direito

de (1.2). Pelo teorema anterior, L é U1H, em particular é contínua, logo, pelo Teo-

rema 2.2, temos que

dL(x) =
1

π
PL(·)(x+ i0+) dx.

Mas a tranformada de Poisson de L é, pela Proposição 3.1, igual à da medida de Lebesgue,

P|·|, que é constante e igual a π. Portanto, dL(x) = dx, e isto encerra a demonstração.

Passaremos agora para a demonstração do Teorema 1.2.

Demonstração do Teorema 1.2. Esta demonstração se divide em duas etapas.

Etapa 1. Assuma que υ seja UαH.

Se α = 1 o resultado segue diretamente do Teorema 3.4. Assim, suponha que α < 1.

Examinemos, inicialmente, o que ocorre fora do suporte de µ.

Proposição 3.3 Tome α ∈ (0, 1). Se υ é UαH, então, K é αHc fora de suppµ.

Demonstração.

Fixe x fora de suppµ. Então, existem contantes positivas K1, K2 tais que, para ε

suficientemente pequeno, vale,

|Fµ(x+ iε)|2 ≤ K1, Pµ(x+ iε) ≥ K2ε

(De fato,

|Fµ(x+ iε)|2 ≤
∫ ∞
−∞

dµ(y)

(x− y)2 + ε2

≤
∫
|x−y|≥ε0

dµ(y)

(x− y)2 + ε2

≤ 1

ε2
,

sendo µ(x−ε0, x+ε0) = 0, e ε ≤ ε0. E, por um cálculo análogo, Pµ(x+ iε) ≥ 1
2ε02

). Assim,

pela Proposição 3.2, para ε suficientemente pequeno, vale

ε1−αPK(x+ iε) ≤ Cα

(
|Fµ(x+ iε)|2

Pµ(x+ iε)

)1−α

≤ Cα

(
K1

K2

)1−α

<∞,
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e isto, pela Proposição 2.1, demonstra o afirmado.

O lema que segue é o último resultado necessário para finalizar a demonstração.

Lema 3.2 Tome α ∈ (0, 1) e υ uma medida UαH. Fixe β ∈ (0, 1). Então K é γHc em

T βµ+, em que,

γ(α, β) = α− 2(1− β)(1− α),

desde que β > max{0, 2−3α
2(1−α)

}.

Demonstração: Pela proposição acima, o enunciado vale fora do suporte de µ, resta, então,

verificar o resultado para os pontos do suporte de µ. Fixe então x ∈ T βµ+∩suppµ. Observe

que para tal x, Dβ

µ(x) <∞, portanto a Proposição 2.1 nos fornece

|Fµ(x+ iε)| ≤ Bxβε
β−1,

para ε suficientemente pequeno, em que Bxβ > 0. Escolha γ como no enunciado; então,

pela proposição e a observação anterior temos

ε1−γPK(x+ iε) ≤ B
2(1−α)
xβ

(
ε2(β−1)+ 1−γ

1−α

Pµ(x+ iε)

)1−α

= B
2(1−α)
xβ

(
ε

Pµ(x+ iε)

)1−α

,

em que a última igualdade se deve ao fato de que a expressão de γ do enunciado foi

tomada exatamente para que 2(β − 1) + 1−γ
1−α = 1 (a condição sobre β é imposta para

assegurar que γ > 0).

Como Pµ(x+iε)

ε
→
∫ dµ(y)

(x−y)2
> 0, a desigualdade acima nos fornece,

lim sup
ε→0+

ε1−γPK(x+ iε) <∞,

e o resultado segue da Proposição 2.1 e do Teorema 2.1, e isto encerra a demonstração.

Com este resultado podemos finalizar a demonstração do caso UαH. Denote δ =

α(1 − ε), ε ∈ (0, 1), é suficiente demonstrar que o resultado vale se ε for suficientemente

pequeno, uma vez que, se uma medida for γHc então ela é γ′Hc para γ′ ≤ γ. Tome β

de modo que γ(α, β) = δ, isto é, β = 1 − αε
2(1−α)

, então para ε suficientemente pequeno

β > max{0, 2−3α
2(1−α)

} de tal modo que podemos aplicar o lema acima. Seja B um boreliano
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com hδ(B) = 0, mostraremos que K(B) = 0. De fato,

K(B) = K(B ∩ T βµ+) +K(B ∩ T βµ∞) = K(B ∩ T βµ∞)

=

∫
µλs(B ∩ T βµ∞)dυ(λ)

≤
∫
µλs(T

1
µ∞)dυ(λ) = 0,

em que a segunda igualdade se deve ao lema acima, a desigualdade ao fato de que

T βµ∞ ⊂ T 1
µ∞ e a última igualdade, ao fato de que T 1

µ∞ = suppµs, υ é contínua e que

as medidas µλs são mutuamente singures. Isto encerra a demonstração neste caso.

Etapa 2. Caso geral, isto é, υ é αHc.

Tome δ < α e ε > 0, sejam υ1, υ2 satisfazendo as propiedades do enunciado do Teo-

rema 3.3. Tome um boreliano B satisfazendo hδ(B) = 0. Pela Etapa 1, vale∫
µλ(B)dυ1(λ) = 0,

portanto

K(B) =

∫
µλ(B)dυ2(λ) < ε,

e como ε é arbitrário, K(B) = 0. Isto encerra a demonstração do teorema.
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Capítulo 4

Perturbação de posto 1 de operadores

unitários

4.1 Resultados preliminares

Neste capítulo demonstraremos os Teoremas 1.3 e 1.4. Para tanto, é necessario

estabelecer alguns fatos preliminares, o que será feito na sequência. Embora originais, os

resultados aqui obtidos, bem como suas demonstrações, possuem uma grande analogia

com os resultados do capítulo anterior.

O resultado que segue é o análogo, neste contexto, da fórmula de Aronszajn-Krein e é

uma consequência da segunda identidade do resolvente; para uma demonstração, veja [3].

Proposição 4.1 Sejam ω e ωλ medidas como estabelecido na Introdução, tome z ∈

C, |z| 6= 1. Então, tem-se

Φωλ(z) =
(eiλ − 1) + (eiλ + 1)Φω(z)

(eiλ + 1) + (eiλ − 1)Φω(z)
(4.1)

=
eiλ + Φω(z)−1

Φω(z)+1

eiλ − Φω(z)−1
Φω(z)+1

. (4.2)

A partir desta proposição, podemos estabelecer o seguinte resultado, que é o análogo

da Proposição 3.1 no contexto de operadores unitários.
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Proposição 4.2 Sejam ρ uma medida finita sobre os borelianos de [0, 2π] e Ω definida

pela equação (1.6) da Introdução. Então,

ΦΩ(z) = Φρ

(
1− Φω(z)

1 + Φω(z)

)
. (4.3)

Demonstração:

Defina, w = Φω(z)−1
Φω(z)+1

, então, pelo mesmo argumento da Proposição 3.1, temos

ΦΩ(z) =

∫ 2π

0

Φωλ(z) dρ(λ),

logo, pela equação (4.2) acima, temos,

ΦΩ(z) =

∫ 2π

0

eiλ + w

eiλ − w
dρ(λ) = Φρ(w),

que é exatamente o que queriamos demonstrar.

O resultado abaixo é o análogo do Teorema 3.1.

Teorema 4.1 Denote por ωλs a parte singular de ωλ. Então, para λ ∈ (0, 2π), ωλs é

suportada em {
θ : lim

r→1−
Φω(reiθ) = −e

iλ + 1

eiλ − 1
= i cot

λ

2

}
,

em particular a família {ωλs}λ∈[0,2π) é mutuamente singular.

Demonstração:

Consequência imediata do item iv do Teorema 2.3 e da Proposição 4.1.

Como consequência deste teorema, e com demonstração idêntica à do Teorema 3.2,

obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.2 Se ρ for uma medida contínua, então Ω é contínua.

A definição de medida uniformemente contínua sobre os borelianos de [0, 2π] é exa-

tamente a mesma que Definição 3.1, bastando apenas substiuir R por [0, 2π]. Com este

conceito em mente, obtemos o seguinte resultado:
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Proposição 4.3 Seja ρ uma medida finita nos borelianos de [0, 2π] e UαH, α ∈ [0, 1].

Então existe Cα ≥ 0 de forma que

ΠΩ(z) ≤ Cα

(
|W (z)|2

Πω(z)

)1−α

, (4.4)

sendo W (z) = 1
2
(1 + Φω(z)).

Demonstração:

Com uma observação cuidadosa dos argumentos usados no Fato 2 da demonstração da

Proposição 2.2, constata-se que com a hipótese de que ρ[θ, θ+δ) ≤ Cδα se demonstra que

lim sup
r→1−

(
(1− r)1−αΠρ(re

iθ)
)
≤ 8C

∫ ∞
0

uα+1

(u2 + 1)2du,

para θ ∈ (0, 2π). Mas com a hipótese da proposição, a hipótese acima sobre ρ é verdadeira

com C independente de θ. Portanto, podemos concluir a existência de uma constante

positiva C ′ de modo que

Πρ(re
iθ) ≤ C ′1(1− r)α−1,

para r ∈ [r0, 1) e θ ∈ (0, 2π), para um dado r0 > 0. Mas como a função F (r, θ) ≡

(1 − r)1−αΠρ(re
iθ) é contínua no compacto [0, r0] × [0, 2π], é então limitada, digamos,

por C ′2. Assim tomando C ′ = max{C ′1, C ′2}, vale

Πρ(re
iθ) ≤ C ′(1− r)α−1,

para r ∈ [0, 1) e θ ∈ (0, 2π). Mas como a função do lado esquerdo da equação acima é

contínua com relação a θ, a desigualdade acima se estende também ao caso θ ∈ {0, 2π}.



4.2. Demonstração dos Teoremas 1.3 e 1.4 23

Logo, pela Proposição 4.2,

ΠΩ(z) = Πρ(
Φω(z)− 1

Φω(z) + 1
)

≤ C ′

(
1

1− |Φω(z)−1
Φω(z)+1

|

)1−α

= C ′

(
1

1− |1− 1
W (z)
|

)1−α

≤ 21−αC ′

(
1

1− |1− 1
W (z)
|2

)1−α

= 21−αC ′

(
1

2ReW (z)−1
|W (z)|2

)1−α

= 21−αC ′
(
|W (z)|2

Φω(z)

)1−α

,

sendo que na segunda desigualdade multiplicou-se o denominador e numerador da fração

por

1 +

∣∣∣∣1− 1

W (z)

∣∣∣∣ = 1 +

∣∣∣∣Φω(z)− 1

Φω(z) + 1

∣∣∣∣ ≤ 2.

Portanto, basta tomar Cα = 21−αC ′, e isto encerra a demonstração.

Desta proposição se segue o resultado abaixo, cuja demonstração é, praticamente, a

do Teorema 3.4, em que, no presente caso, na última igualdade do teorema citado deve-se

usar o seguinte fato bem conhecido [12]: Para toda função f contínua definida em [0, 2π]

de periodo 2π vale,

lim
r→1−

∫ 2π

0

f(θ)
1− r2

1− 2r cos(θ − θ′) + r2

dθ

2π
= f(θ′),

sendo que o limite pode ser tomano no sentido uniforme.

Teorema 4.3 Se ρ for U1H, então o mesmo acorre com Ω.

Com estes resultados podemos agora demonstrar os Teoremas 1.3. e 1.4.

4.2 Demonstração dos Teoremas 1.3 e 1.4

Demonstração do Teorema 1.3. Denote por Γ a medida definida pelo lado direito da

equação (1.5). Pelo resultado da seção anterior, Γ é U1H, em particular é contínua, logo,
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pelo item v do Teorema 2.3, temos

dΓ(θ) =
ΠΓ(eiθ)

2π
dθ.

Mas, pela Proposição 4.2 e pelo fato de que Π|·|(re
iθ) é constante e igual a 2π, segue,

então, que dΓ(θ) = dθ, e isto encerra a demonstração.

Demonstração do Teorema 1.4. Esta demonstração se divide em duas etapas.

Etapa 1. Suponha que ρ seja UαH

Se α = 1 o resultado é consequência direta do Teorema 4.3. Assim, suponha que

α < 1. Examinemos, inicialmente, o que ocorre fora do suporte de ρ.

Proposição 4.4 Tome α ∈ (0, 1). Se ρ for UαH, então Ω é αHc fora de suppω∪{0, 2π}.

Demonstração:

Fixe θ fora de suppω ∪ {0, 2π}. Então existem contantes positivas ∆1,∆2 de forma

que, para r suficientemente próximo de 1, vale,

|W (reiθ)|2 ≤ ∆1

e

Πω(reiθ) ≥ ∆2(1− r).

De fato, para um dado ε0 > 0 vale ω(θ − ε0, θ + ε0) = 0, assim,

|W (reiθ)| ≤
∫

[0,2π]∩|θ−θ′|≥ε0

dω(θ′)

[(1− 2r cos(θ − θ′) + r2]1
2

≤ 1

[2(1− ε0)(1− cos ε0)]
1
2

para r ≥ 1− ε0. E ainda,

lim
r→1−

Πω(reiθ)

1− r
=

∫
[0,2π]∩|θ−θ′|≥ε0

dω(θ′)

1− cos(θ − θ′)
> 0

é finito pois 0 < 1− cos(θ − θ′) ≤ 2 se |θ − θ′| ≥ ε0 > 0, e θ 6= 0, 2π.

Usando estes fatos em conjunção com a Proposição 4.3 temos, para θ na hipótese

da proposição,

lim sup
r→1−

(1− r)1−αΠΩ(reiθ) ≤ Cα

(
∆1

∆2

)1−α

≤ ∞,
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e o resultado se segue deste fato combinado com o Teorema 2.1 e a Proposição 2.2, e isto

encerra a demonstração.

Com o lema que se segue poderemos finalizar esta etapa da demonstração.

Lema 4.1 Tome α ∈ (0, 1) e suponha que ρ seja UαH. Fixe β ∈ (0, 1). Então, Ω é γHc

em T βω0+ \ {0, 2π}, sendo

γ = γ(α, β) = α− 2(1− β)(1− α),

desde que β > max
{

0, 2−3α
2(1−α)

}
.

Demonstração:

Para os pontos de T βω0+ \ {0, 2π} que não pertencem ao suporte de ρ o resultado segue da

proposição anterior. Tome então θ ∈ (T βω0+ \ {0, 2π})∩ supp ρ, pela Proposição 4.3, temos

(1− r)γΠΩ(reiθ) ≤ Cα

[
(1− r)

1−γ
1−α |W (reiθ)|2

Πω(reiθ)

]1−α

.

Como θ 6= 0, 2π e Dβ
ω(θ) < ∞, por um cálculo similar ao do Fato 2 da Proposição 2.2,

segue-se que

lim sup
r→1−

(1− r)1−β|W (reiθ)| <∞⇒ |W (reiθ)| ≤ Cθ(1− r)β−1,

para r ∈ [r0, 1), para um dado r0 > 0. Assim, para uma certa constante Cθα, vale,

(1− r)γΠΩ(reiθ) ≤ Cθα

[
(1− r)

1−γ
1−α+2(β−1)

Πω(reiθ)

]1−α

.

Se γ for como no enunciado, então 1−γ
1−α +2(β−1) = 1 e o último membro da equação

acima torna-se igual a

Cθα

[
(1− r)

Πω(reiθ)

]1−α

,

e como θ ∈ suppω − {0, 2π} vale,

lim
r→1−

Πω(reiθ)

1− r
=

∫ 2π

0

dω(θ′)

1− cos(θ − θ′)
> 0,

logo,

lim sup
r→1−

(1− r)γΠΩ(reiθ) ≤ lim
r→1−

Cθα

[
(1− r)

Πω(reiθ)

]1−α

<∞.
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Finalmente, γ > 0 desde que β > max{0, 2−3α
2(1−α)

}, e o resultado se segue deste fato com-

binado com o Teorema 2.1 e a Proposição 2.2, e isto encerra a demonstração.

Com estes resultados finalizaremos a demonstração para o caso UαH. Denote δ =

α(1 − ε), ε ∈ (0, 1); é suficiente demonstrar que o resultado vale se ε for suficientemente

pequeno, uma vez que, se uma medida for γHc então ela é γ′Hc para γ′ ≤ γ. Tome β

de modo que γ(α, β) = δ, isto é, β = 1 − αε
2(1−α)

, então para ε suficientemente pequeno

β > max{0, 2−3α
2(1−α)

} de tal modo que podemos aplicar o lema acima.

Seja B um boreliano com hδ(B) = 0, mostraremos que Ω(B) = 0. De fato,

Ω(B) = Ω(B ∩ (T βω0+ \ {0, 2π})) + Ω(B ∩ T βω∞ ∪ {0, 2π}) = Ω(B ∩ T βω∞)

=

∫ 2π

0

ωλs(B ∩ T βω∞)dρ(λ)

≤
∫ 2π

0

ωλs(T
1
ω∞)dρ(λ) = 0;

a segunda igualdade se deve ao lema acima e ao fato de sendo ρ contínua, Ω é contínua, e

assim Ω({0, 2π}) = 0; a desigualdade segue do fato de que T βω∞ ⊂ T 1
ω∞, e a última igual-

dade do fato de que T 1
ω∞ = suppωs, ρ é contínua e que as medidas ωλs são mutuamente

singulares. Isto encerra a demonstração neste caso.

Etapa 2. Caso geral, isto é, ρ é αHc.

Tome δ < α e ε > 0, sejam ρ1, ρ2 como no enunciado do Teorema 3.3, isto é, ρ1 é

UαH, ρ2(R) < ε e ρ = ρ1 + ρ2. Tome um boreliano B tal que hδ(B) = 0. Pela etapa 1,

vale ∫ 2π

0

ωλ(B)dρ1(λ) = 0,

portanto,

Ω(B) =

∫ 2π

0

ωλ(B)dρ2(λ) < ε,

e como ε é arbitrário, Ω(B) = 0. E isto encerra a demonstração do teorema.
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