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Resumo

Este trabalho é sobre a semicontinuidade superior de uma familia de atratores globais associados
a equagoes de reacao-difusao, nao-lineares, cujo termo principal é determinado por um operador
maximal mono6tono governado pelo p-Laplaciano degenerado em que a difusao d) explode em regioes

localizadas dentro do dominio.

Palavras-Chave: atrator; grande difusao; semicontinuidade superior; p-Laplaciano.






Abstract

This work is about the upper semicontinuity of the family of global attractors associated to
nonlinear reaction diffusion equations whose principal part is determined by maximal operator
monotonous governed by degenerate p-Laplacian in which the diffusion d, blows up in localized

regions inside the domain.

Keywords: attractors; large diffusion; upper semicontinuity; p-Laplacian.
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Introducao

Consideremos a seguinte familia de equagoes:

u} — div(dy(z)|Vur P2 Vu?) + [ut P 2u? = B(u?) em ()
(P)q v =0 em I
ur0) = uy € L*(9),

onde A € (0,1] e 2 C R", n > 1, aberto, conexo, limitado e suave com fronteira I' = 0Q2. Denotare-
J— m

mos por 2o um subconjunto aberto de €2, conexo e suave tal que Qy C Qe Qg = ,Ulﬁo,i onde m é um
1=

inteiro positivo e )y, sao subconjuntos, abertos, suaves e conexos de € satisfazendo ﬁw N ﬁo,j =0,

para i # j. Sejam ) = Q\ﬁg, Fo; =00,ely= .qFO,i as fronteiras de (g ; e €2, respectivamente.
1=

Figura 1: Esbogo do Dominio .

Assumimos p > 2 e B aplicagao nao-linear, globalmente Lipschitz e uniformemente integravel. Além

disso, os coeficientes de difusao dy : 2 C R™ — (0, 00) sao fungoes suaves em €2, satisfazendo
0 <my < dy(z) < M,

para todo z € Q e 0 < A < 1. Seja dy : ©; — (0,00) uma funcdo suave com 0 < mg < do(z) < My,

para todo z € Qy, tal que

vso | do(x), uniformemente em Q;
dx(x) —
00,  uniformemente sob subconjuntos compactos de (2.
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Assim como apresentado em [4 [T6], estamos assumindo que a difusdo dy é grande em regices
localizadas dentro do dominio €2. Logo, conforme A — 0, esperamos ter uma rapida redistribuicao
das nao homogeneidades espaciais, com isso é natural esperar que para pequenos valores de A a

A

solugao, u”, se torne espacialmente constante nas regioes de grande difusao. Sendo justificado

assumir o problema limite (Fp):

uy — div(do(z)|Vu|P2Vu) + |ulP?u = B(u) em )
Ulg, , = Uy, em (o,
_ 1 paOU p2
(PO) U’QO,i+ m d0($)|vu| % dr + |UQO,1’| Uy ; de| = B<uQ0,i)
! To Qo,s
u=>0 em I
\ u(0) = ug

Em termos praticos os problemas (Py) descrevem modelos de calor onde o material de condugao é
composto, consequentemente a conducgao do calor é variada podendo ocorrer rapidamente em certas
regioes e lentamente em outras. Assim a andlise assintotica da familia dos (P)), que consiste em
estudar o comportamento dos atratores, tém por objetivo prever o comportamento desses modelos
fisicos ao longo do tempo. Mais precisamente, iremos garantir a semicontinuidade superior em A = 0
da familia de atratores globais associados a (Py) — (Fp).

Uma etapa importante ¢ garantirmos a existéncia da familia de atratores para (Py) — (F), neste

sentido para cada A os problemas (Py) — (F,) podem ser escritos abstratamente na forma:

du
(P) %(t) + A(u(t)) + B(u(t)) =0, t>0
u(0) = uyg,

onde A é operador nao-linear maximal monétono e B é uma aplicagao globalmente Lipschitz. Pela
teoria abstrata em [2], que garante a existéncia de atrator global para problemas dessa forma, temos
a existéncia de uma familia de atratores para (P) — ([).

O trabalho foi organizado da seguinte forma:

No Capitulo 1 apresentaremos o conceito de operador maximal monétono, dando énfase ao caso
em que A é maximal mon6tono em um espaco de Hilbert H. Garantimos a existéncia de solucao para
a inclusao 2—1;+Au—wu > f, onde A é operador em H maximal monétono, w > 0e f € L'(0,T; H),

com a finalidade de provarmos a existéncia de solugao para (Py) — (F). Finalizamos o Capitulo com

uma breve introducao do conceito de semigrupo. No Capitulo 2 trataremos a teoria de atratores

14



globais, dentre os conceitos introduzidos nesse capitulo estao os conceitos de 6rbitas, conjuntos
limites, atrator global para o semigrupo e semicontinuidade superior e inferior da familia de atratores.
No Capitulo 3 garantimos a existéncia de atrator global para (P) e aplicamos a teoria abstrata
para o problema:
u, = div(|VuP2vu) — [ultu + f(u), t>0

u =0, x € 01,

sendo () subconjunto aberto de R"™, conexo, limitado e suave, f : R — R globalmente Lipschitz,
p>2ep>1

Por fim no Capitulo 4 sdo apresentados os problemas (Py) — (Fp) formalmente e demonstrado o
principal resultado deste trabalho:

Teorema: A familia de atratores {Ay : A € [0,1]} € semicontinua superiormente em A = 0.
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Capitulo 1

Operador Mono6tono e o Conceito de

Semigrupo

Neste capitulo trataremos a teoria de operadores monétonos, abordando o conceito de operador
maximal monoétono, e garantimos a existéncia de solucao de algumas equagoes de evolugao com
condicao inicial, uma delas é a equagao de evolugao C;—ZL + Au > f com u(0) = ug, onde A é operador
maximal mondtono e f integravel. Por fim sera introduzido o conceito de Semigrupo. Para este

capitulo podemos citar como principais referéncias [8] e [15].

1.1 Operador monétono

Consideremos X e Y espagos vetoriais reais. Denotaremos por X X Y o conjunto {(z,y);z €
X ey e Y}, por Z(Y) o conjunto de todos os subconjuntos de Y.
Dizemos que A : X — Z(Y) é um operador de X em Y se a cada x € X associar Az € Z(Y), ou

seja, um operador de X em Y é uma aplicagdo de X em Z(Y). Definimos:

1. o dominio do operador A por D(A) = {z € X; Az # 0};
2. a imagem do operador A por R(A) = U,cp(a) A%;

3. o grafico do operador A por Gr(A) = {(z,y) € X x Y;y € Azx}.

Se para cada z € D(A) o conjunto Az for unitario entdo diremos que A é univoco, caso contrario
diremos que A é multivoco. Se o operador A é univoco, denotaremos A : D(A) C X —» Y.

Sejam A e B operadores de X em Y e A um ntmero real nao-nulo, definimos o operador:

(i) AA como sendo aquele cujo gréfico é o conjunto {(z,y); (z, \"'y) € Gr(A)}, ou seja, y € NAzr &
Ay € Aux;

16



1.1. Operador mondtono

(ii) A+ B como sendo o operador cujo grafico é o conjunto {(z,y + 2);(z,y) € A e (x,z) € B};
(iii) AB como sendo o operador cujo grafico é {(z, 2); (z,y) € B e (y,z) € A para algum y € Y};

(iv) A™! como sendo o operador cujo grafico é simétrico ao grafico de A, isto é (z,y) € Gr(A™!) &

(y,x) € Gr(A), ou ainda, y € A~z & x € Ay.

Notamos que, D(A™!) = R(A), de fato:

yeDA N e Ayl eTwcAlysycAveyc | Av=R(A).

zeX

Assumiremos que X é espago de Banach real e denotaremos por || - || a norma em X. Definimos o
espago dual de X por:
X":={f: X — R, f ¢ linear e continua}.

Em X’ consideramos a norma dual,

[ fllx:= sup [f(x)

[zl <1

Se f € X' denotaremos f(z) por (f,z)x x e dizemos que (-,-)x x é o produto de dualidade entre

X'e X.

Definigao 1.1 (operador monoétono). Dizemos que o operador A : D(A) C X — PZ(X') (ou
A:D(A) C X' = P(X)) é operador mondtono se

(y1 — Y2, 1 — «772>X’,X >0, para todo (951791) € (952792) em GT(/‘U- (1-1)

Sendo A univoco entao ([1.1) pode ser reescrita como

(Axy — Ao, 1y — x9)x/ x > 0, para todo z1, x5 € D(A).

No caso em que A é univoco e linear, basta verificarmos que

(Az,z)x' x >0, paratodo x € D(A).

Na situacao em que X é um espago de Hilbert, denotaremos X por H, por consequéncia da identifi-
cagdo de H com seu dual, H = H', dizemos que o operador A : D(A) C H — (H) é mondtono se

(1.1) ocorre trocando (-,-)x/ x por (-,-)m. A seguir temos alguns exemplos de operador mondtono:
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1.1. Operador mondtono

Exemplo 1.1. Seja A : C(]a,b]) C L*([a,b]) — L*([a,b]) o operador linear dado por p — Ap =
—". Afirmamos que A € operador mondtono.

De fato, em L*(]a, b]) temos o produto interno {p, ) = fb

a

e(t)y(t)dt, assim, seque que:

b b
(Ap, ) = (=¢"(t), p(t)) =/ (=" (1)p(t)dt = —p(t)¢' (1)

b

= (B ) + pla) @)+ [

a

Portanto, A € operador mondtono.

Exemplo 1.2. Consideremos a aplicagio J : X — P(X') definida por
Jr={f € X"\(f.a)xx = |zlI* e[| flx = [lz]l}, V2eX.

Tal aplicagao, conhecida como aplica¢io dualidade de X, é mondtona. Realmente, sejam (z;,vy;) €

Gr(J) quaisquer, com i =1,2.

<y1 — Y2, T1 — $2>X',X :<y1 — Y2, $1>X',X - <?J1 — Y2, $2>X',X
=(y1, T1)xr,x — (Y2, T1)x',x — (<9175€2>X',X - <y27372>X’,X)
=Hx1\|2 + ”372H2 — (Y2, x1)x, x — (Y1, %2) x7 x

Z[|zl* + z2ll* = 2l 22l = (2]l = 22])* > 0. (1.2)
(1.2) ocorre pois:

(2, v1)x x + (Y1, v2) x0 x < (e, 1) x x|+ [, T2) xr x| < w2l x|+ (vl xe (|22 ]

= llz2llllzll + lzal[lle2ll = 2l |22

Exemplo 1.3. Seja o uma fungao convexa e propria sobre H, ou seja, p é uma aplicagao de H em

| — 00, +00] tal que ¢ nao € constante +oo e

o(te + (1 —t)y) <tp(z)+ (1 —t)ply), Vr,ye H eVte (0,1).

18



1.2.  Operador mazimal mondtono

Consideremos o operador multivoco Op, chamado subdiferencial de p, definido por:

dp: H— P(H)
= Op(z)={y € H;po(2) > ¢(x)+ (y,z — )y, Vze H}.

Sejam x1,x9 € H, 11 € Op(x1) € yo € dp(x2). Em particular p(x2) > @(x1) + (y1,02 — x1)5 €
o(z1) > o(x2) + (Y2, 21 — T2) . Assim,
<P(951) + S0($2) > @(Il) + 90($2) + <y2, T — 1‘2>H + (y1,$2 - $1>H

implicando que

(y1, 22 — 1) + (Yo, 21 — x2)g <0< —(y1, 21 — o)y + (Y2, 01 — a) g < 0

(_1)(<?J1,$1 — Zo) g — (Y2, 1 — 962>H) <0< (y1 — Y2, 21 — x2)m > 0.

Portanto Op € operador mondtono.

1.2 Operador maximal monétono
Consideremos a seguinte relacao no conjunto de todos os operadores de X em Y:
A< B<& Gr(A) C Gr(B)

tal relacao é de ordem parcial no espago vetorial real de todos os operadores de X em Y, afinal
satisfaz:

(a) Reflexiva: Gr(A) C Gr(A);

(b) Anti-simétrica: Gr(A) C Gr(B) e Gr(B) C Gr(B) entao Gr(A) = Gr(B);

(c¢) Transitiva: Gr(A) C Gr(B) e Gr(B) C Gr(C) entao Gr(A) C Gr(C).

A verificacao de que o espago de todos os operadores de X em Y é espaco vetorial real, é andloga a

verificacao de que o espaco das funcoes de X em Y é espaco vetorial real.

Definigao 1.2 (operador maximal monoétono). Um operador A : D(A) C X — Z2(X') € dito
mazimal mondtono se for elemento maximal no espaco de todos os operadores mondtonos de X

em X'. Mais precisamente, A : D(A) C X — Z(X') € dito mazimal mondtono se A é operador
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1.2.  Operador mazimal mondtono

mondtono e dado qualquer operador mondtono B : D(B) C X — Z(X') tal que A < B entao
A=B.

Apresentamos a seguir uma equivaléncia facilmente verificavel para definicao de operador maximal

monotono.
Proposicao 1.1. O operador A : D(A) C X — P(X') € mazimal mondtono, se e somente se, A é
mondtono e para todo (xg,yo) € X x X' tal que

(Yo —y,xo —x)x1 x >0, V(z,y) € Gr(A4)

tem-se (xo, o) € Gr(A).

DEMONSTRACAO:
(<) Seja B : D(B) € X — Z(X’) operador monotono tal que A < B. Seja (xg,y0) € Gr(B),

como B é monétono, temos que
(Yo —y,xo —x)x' x >0, V(z,y) € Gr(B).

Em particular, para todo (x,y) € Gr(A), logo por hipotese (zg,yy) € Gr(A). Com isso concluimos
que Gr(B) C Gr(A), isto é, B < A. Pela anti-simétrica segue que A = B.

(=) Suponhamos que A é maximal mondtono e que existe (zg,yy) € X x X' tal que
(Yo —y,m0 —2)xx 20, V(z,y) € Gr(A) e (w0, 40) & Gr(A).
Seja A tal que Gr(A) = Gr(A) U {(xo,50)}, claro que A < A e A é monoétono, contradizendo a

maximalidade do operador A. [

Exemplo 1.4. Se A é mazimal mondtono e \ € positivo qualquer entdo os operadores NA e A~!

$a0 maximais monotonos.

Os resultados a seguir sao para o caso particular X = H, onde H denota um espacgo de Hilbert

sobre o corpo real. Resultados mais gerais podem ser encontrados em [15].

Lema 1.1. Sejam C # 0 convezo e fechado em H e A: D(A) C H — P(H) tal que D(A) C C.

Entao, para todo y € H existe x € C' tal que

20



1.2.  Operador mazimal mondtono

A demonstracao desse Lema foi omitida e pode ser encontrada na péagina 24 em |[§].
Observagao 1.1. Sendo A: D(A) C H — Z(H) mazximal mondtono, entio R(I+A) = H. Afinal,

aplicando o Lema acima para C' = H temos que para todo y € H existe x € H tal que

<77 - (y - l’),f - .CE) Z Oa v(fa’?) S GT(A)a

como estamos supondo A mazimal mondtono, seque da Proposicao que (z,y —x) € Gr(A), ou

seja, y —x € Az, ou ainda, y € (I + A)x. Com isso, H C R(I + A), e portanto R(I + A) = H.
A seguir apresentamos caracterizacoes para a definicao de operador maximal monétono em H.
Proposicao 1.2. Considere o operador A : D(A) C H — Z(H). Sao equivalentes:

(1) A € mazimal mondtono,

(ii) A é mondtono e R(I + A) = H;

(iii) Para todo X > 0, o operador (I + NA)™' € uma contragao definida sobre todo H.

DEMONSTRAGAO: (ii) = (i) Seja (u,v) € H x H arbitrario tal que
(v—y,u—1a)xx >0, V(r,y) € Gr(A).

Pela Proposicao [1.1| basta mostrarmos que (u,v) € Gr(A) para concluir (i). Usando a hipotese de

A ser mono6tono temos

lu—z+v—y|*=@u—z+v—y,u—az+v—7y)
=llu—2|* +2(u — 2,0 —y) + [lv -y’

>[lu — x*.

Isto é,

|lu—v| <|Ju—2x+v—yl|, paratodo (z,y) € Gr(A). (1.3)

Por hipotese R(I + A) = H entao existe (£,n) € Gr(A) tal que u+ v = £ + 1, assim

lu+v—z—ylu =II§+n—2—ylu, paratodo (z,y) € Gr(A). (1.4)
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1.2.  Operador mazimal mondtono

Em particular para (z,y) = (£,n) € Gr(A), segue que de (1.3)) e (1.4]) que
0<|u=&l <lE€+n—E&+nl=0

logo u =&, como u + v = £ + n temos v = 7. Portanto (u,v) € Gr(A).
(1) = (i4i) Para todo A > 0, AA é operador maximal mondtono, ja que A é operador maximal
mon6tono. Pela Observacao[L.1] segue que R(I + A A) = H. Sejam yi,y> € R(I+ \A) entao existem

x1,T9 € D(A) e z1 € Ay e 25 € Az, tais que

y=x1+ Az € (I +AA)x, = 21 € (I + A1y,

Yo =Ta+ Az € (I + AA)zy = w5 € (I + 2A) .

Por contas anélogas as feitas na implicagao anterior, j4 que o operador AA é mono6tono, podemos

concluir (|1.3]), em particular vale
|21 — @of| < flzy — @2 + Mz — 22)|| = [lyr — v2ll,

para todo y;,y2 € H = R(I + AA) = D((I + MA)™!). Portanto, (I + AA)~! ¢ uma contragao fraca
definida em todo H.

(#4i) = (ii) Verificaremos primeiramente que A é operador monétono. Tome A > 0 qualquer, sejam

x1,T9 € D(A), z1 € Axy e 29 € Az, arbitrarios. Escreva

Y1 =21 + A%y

Yo =9 + A2o.
Como o operador (I +AA)~! é contragao, z; € (I + AA)'y; e x5 € (I + AA) "y, temos:
21 = 22| < lpr = 2l = 21 — 22 + Az — 22) |
O que implica que

|21 — za|* <[z — 22 + A(z1 — 22)]?

:<371 — I9 + )\(Zl — Zg),il?l — X9 + )\(21 — ZQ))H

=|lz1 — za|® + 2M(w1 — @2, 21 — ) + N[ 21 — 22|
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1.2.  Operador mazimal mondtono

Isto é,

2M(xy — x9,21 — 29)H + )\QHZl - Z2||2 >0

= 2] — 29,21 — 2205 + Al|z1 — 2||* > 0.
Por )\ ser arbitrario fazendo A tender a 0 temos que:
(ry — @9, 21 — 20)g > 0.
Logo A ¢ monotono. Segue da hipotese, para A = 1, que o operador (I + A)~! est4 definido em todo

H, ou seja, D((I + A)™') = H. Com isso R(I + A) = H, finalizando a demonstragao. |

Lema 1.2. Sejam ¢ : H — (—o0, +00| uma fungio conveza e a > 0, tal que ¢ # +00.
A aplicag¢ao convexa

a
v ola) + eyl

atinge seu minimo em o se, e somente se, a(y — xg) € Op(xo).

DEMONSTRAGAO: Claro que = — ¢(z) + %Hm —y||3 é convexa, ja que x — ||z||% e ¢ sdo convexas.

(<) Se a(y — o) € dp(xp), para algum xy € H, entdo para todo z € H

¢(2) = @(x0) 2{aly — 20), 2 — To)r = Ay — To, 2 — To) 1

=afy — 20,2 —y +y —To)g = aly — To,y — To)a + Yy — To,2 — Y)u
1 1
ally = aulfy + o (~ly = aolfs = 1~ i) (15)

a
=5y = ol = Iz = yll7)-
(1.5) ocorre, pois:

0<(y—wo+(z2—y),y—20o+(2—y)u
=(y—x0,y—20)g+2(y — 20,2 — Y+ — ¥, 2 —Yu
= lly — zol% +2(y — 20,z —y)u + |z — yll%

1 1
= =y =20,z =yhn < Slly —wolliy + 1z =yl
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1.2.  Operador mazimal mondtono

Com isso para todo z € H temos:

[0} 0]
o(2) = plx0) > Sy - zol|F — Sz - yl%

implicando que
- 2 @ 2
(o) + 2l = ol < 0(z) + Sl - 2l
- oY . .
Logo a aplicacao x — p(x) + 5”:15 — yl|7 atinge seu minimo em .

(=) Suponhamos que a aplica¢ao = — ¢(x) + %Hx — |3 atinge seu minimo em zy. Seja w € H e

2 := (1 —t)xg + tw, onde 0 < t < 1. Como o minimo da aplica¢do é atingido em ¢, segue que

[0} [0}
p(21) = plx0) 25 lly = zol|H — Sl — yll%
[0}

=§(<y — 0,y — Zo)ag + (Y — 2o,z —Y)g — (Y —To, 2 —Y)uw — (% — Y. 2% — Y)u)
0]
25(@0 —y, 20+ 2 —2y)m + (To+ 20— 2y, y — 2)m)

a
:§<x0 + 20— 2y, 20 — Z)H-

Por sua vez, da convexidade de ¢, temos que p(z;) < (1 —1t)p(x0) +to(w) = @(xo) —tp(zo) +tp(w),

logo

tp(w) — (o)) >p(2t) — p(w0)

a
2§<l’0 + 2 — 2y, x0 — 2)m

:%<2x0 —txg + tw — 2y, try — tw) y,
dividindo a desigualdade por ¢ e fazendo t — 0, obtemos

o(w) — p(x0) > aly — To, w — Zo) H.

Portanto a(y — xg) € dp(xy). |

Exemplo 1.5. Seja ¢ : H — (—o00,+00] fungdo convezra, p # 400 e semicontinua inferiormente.
Entao o operador subdiferencial Oy, definido no Exemplo ¢ operador mazximal mondtono. De
fato, seja y € H, claro que a aplicacao x +> %Hx — y||%, € continua, portanto é semicontinua
inferiormente. Com isso

1
v pl@) + 5z -yl

24



1.2.  Operador mazimal mondtono

¢ semicontinua inferiormente, além disso € convera. Notemos que, quando ||x|g — oo temos
o(z) + |z — y||7; — oo, assim pelo Teorema a aplicagio x — (x) + 3|z — yl|}; atinge seu
minimo em algum xo € H. Pelo Lema (y — x0) € Op(x0). Ou seja, existe xg € H tal que
y € (I + 0p)xg. Portanto H = R(I 4+ 0¢) e, pelo Exemplo 0¢ € operador mondtono. Seque da

Proposicao que O € um operador maximal mondtono.

No caso em que o operador A é univoco e linear, temos a caracterizacao a seguir, cuja demons-

tragao pode ser encontrada em [8], pagina 26.

Proposicao 1.3. Seja A: D(A) C H — H um operador univoco e linear. Temos que:
A é maximal mondtono, se e somente se, D(A) é denso em H e operador A € mazimal no espago

dos operados mondtonos, univocos e lineares.

Apresentamos dois conceitos que serao de grande importancia no desenvolvimento desse trabalho.
Definigao 1.3 (operador hemicontinuo/ operador coercivo). Seja A : X — X', com D(A) = X. O
operador A € dito ser hemicontinuo se, para todo x,y € X

Az +ty) — A(z), quando t — 0.

O operador A € dito coercivo se, para algum xy € X

hm <A(ZE), Tr — I0>X’,X — o
]| —o0 [Ea

O resultado a seguir que conclui acerca da maximalidade mono6tona do operador.

Proposicao 1.4. Seja A : H — H um operador mondtono. Se A € hemicontinuo entao A € maximal

monotono.

DEMONSTRAGAO: Seja (xg,yo) € H x H tal que (Ax — yo,x — xo)y > 0, para todo x € D(A) = H.
Consideremos

xy = xo + t(yo — Axg),

para 0 <t < 1. Entao

0 < (Axy — yo, ot — w0y = (A(zo + t(yo — Axo)) — Yo, t(Yo — Azo))m

= t(A(xo + t(yo — Axo)) — Yo, Yo — Azo)m,
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1.2.  Operador mazimal mondtono

com isso (A(xo+1t(yo—Axo)) —Yo, Yo— Axo) g > 0. Por hipétese A é hemicontinua, assim Azx; — Az,

quando ¢t — 0. Logo,
0 < (Ao — yo, Yo — Azo)u = —|[Azo — yollFr = | Azo — woll7 <0

Portanto yo = Axzg, isto é, (x¢,y0) € Gr(A) concluindo pela Proposigao que A é maximal
monotono. [ |
Seja A :V — V', onde V & um espaco de Banach reflexivo, tal que V' C H < V'’ com imersoes

P —H . ~ . . ~
continuas e V'© = H. Sob essas consideragoes definimos a realizagao de A em H:

Definicao 1.4. Dizemos que o operador Ay dado por

D(Ag)={veV:Ave H}e
Agv = Av, Yv € D(Ap),

€ a realizacdo de A em H.

Temos a imersio H < V’ continua, ou seja, para ¢, : H — R definida por ¢,(w) = (v, w)y tem-se
a aplicacao injetora
I H —» V
U qu‘v V. =+ R

v o= (u,v)y.

Dado F' € V' diremos que F' € H, se F' € I(H). Por sua vez

Fel(H)<3ue H tal queFZSOu’V

<Ju € H tal que (F,w)v v = (u,w)g, Yw € V.
Desta forma o operador Ay é, mais precisamente,

D(Ay) ={v €V :3a, € H tal que (Av,w)y' v = (a,, w)y, Yw € V},

Apv = Oy, Yov € D(AH)

Proposicao 1.5. Considere V- um espaco de Banach reflexivo, tal que V' estd imerso continuamente
em H que por sua vez estd imerso continuamente em V'. Além disso V é denso em H. Seja
AV — V' um operador mondtono, hemicontinuo e coercivo. Entdo Ay : D(Ay) C H — H €

operador maximal mondtono.
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DEMONSTRAGAO: Sendo A mondtono e dados u,v € D(Ag)

(Agu — Agv,u —v)g =(Qy — ,u — V)

Qy,w) g — (V) g — (e, u) g + (Q, V) g

{
{
(Au, upvr v — (Au, v)v v — (Av, uhyry — (Av,v)vry
(Au,u —v)vr v — (Av,u — v)yry

{

Au— Av,u —v)yry > 0.

Logo Ag é operador mondtono. Segundo o Teorema 2 de [6], a equagdo = + Ax = y tem solugao
x € V, para todo y € V'. Em particular admite solu¢do em H. Logo H C R(I + A) e pelo item (ii)

da Proposicao [1.2] concluimos que Ay é maximal mondtono. [

Corolario 1.1. Sejam A e B operadores mazimais mondtonos. Se int(D(A)) N D(B) # 0, entao

A+ B ¢é operador mazimal mondtono e D(A) N D(B) = D(A) N D(B).

A demonstragao do resultado acima pode ser encontrada em [8], pagina 36.

1.3 Existéncia de solucao para problemas de evolucao

Sejam A : D(A) C H — 22(H) um operador maximal moné6tono, T > 0, f € LY(0,T; H), w > 0

e up € D(A), vamos garantir a existéncia de solugao para o problema de evolugao:

du
4 (0) + Aufe) — wu(t) > £(0)
u(0) = up.

Para compreensao do conceito de solucao definimos:

Definigao 1.5. Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que f : R — M € absolutamente continua

se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que, para toda familia finita de intervalos abertos disjuntos

{(z, yi)}{il, tem-se N

D -yl <= Zd(f(%)af(yi)) <e

i=1
Observacgao 1.2. Toda fungao f : R — M globalmente Lipschitz é absolutamente continua. De

fato, seja L a constante de Lipschitz da f, e e > 0 qualquer consideremos § = <. Se {(x;, 1)}, €
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1.3. Emsténcia de solucao para problemas de evolucao

uma familia arbitrdria de intervalos disjuntos tal que Zf\il |z; — yi| <& entao

N N
Do d(fa). f) < 3 Llri =yl S LY lwi—ui| < Li=e.

i=1
Além disso toda toda fungao absolutamente continua em [a,b] € diferencidvel em quase toda parte

de [a,b], esse fato pode ser consultado na pdgina 10 de [15].

Definigao 1.6. Sejam A : D(A) ¢ H — Z(H), T > 0 e f € LY0,T;H). Uma aplicagio
d
u € C([0,T); H) € dita solugao forte da inclusao d_qtl + Au—wu > f, se:

1. w € absolutamente continua em todo subconjunto compacto de (0,T);

2. u(t) € D(A) quase sempre em (0,7T);

d
3. d_th + Au — wu > f € satisfeita quase sempre em (0,T).

d
Dizemos que u € C([0,T]; H) € solugdo fraca da inclusao d—z + Au—wu > f, se existem sequéncias

(fa)nen € L0, T; H) € (un)nen C C([0,T]; H) de solugoes fortes da inclusdo %—k/lun—wun S fn
tais que f, — f em LY(0,T; H) e u, — u em C([0,T]; H).

Assumiremos a existéncia de soluc¢ao fraca para o caso particular em que w = 0 e f é constante nula,

isto é: se up € D(A) entdo existe uma tnica u solugao fraca de

du
a(t) + Au(t) 30 (16)
u(0) = up.

No caso em que ug € D(A) entao existe tnica u solucao forte, e além disso w é lipschitziana. A

demonstragao desse resultado pode ser encontrada na pagina 55 de [§].

Lema 1.3. Sejam A : D(A) C H — Z(H) operador mondtono, f,g € L'(0,T; H). Se u e v sio

du dv
solugoes fracas das inclusoes q +Au> fe a + Av 3 g, respectivamente. Entao

[u(t) = v(®)]la < \\U(O)—U(O)IIH+/O 1£(s) = g(s)l|ads, (1.7)

para todo t € [0,T.

- du dv
DEMONSTRAGAO: Sejam u e v solugoes fracas das inclusoes 7 + Au > f e a + Av > g,

respectivamente. Assim, existem sequéncias (fy)neny € (gn)nen em LY(0,T; H) tais que f, —
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feg, — gem LY(0,T; H), e também sequéncias (u)nen € (vn)neny de solugoes fortes das inclu-
_ duy, dv, ) . .

s0es W + Au, > f, e E + Av,, > g,, respectivamente, tais que u, — u e v, — v uniformemente

em [0, 7.

du dv _
Como A é operador monétono, f, — — € Au, e g, — — € Av, entdo

dt dt

du,, dv,
0< n T 5 n~— ~ 3, |J]yY%Yn T Un
(T () ),

du, dv,
:<fn — Gn, Up — Un>H - <_ — 7, Up — Un>
H

dt dt
1d
:<fn — On, Up — Un>H - 5%”“71 - Un”%{
Logo,
1d ,
§%|lun - Un“H S <fn — Gn, Un — Un>H S ||fn - gnHH”un - 'UnHH

Seja t € (0,T], integrando de 0 a t essa tultima desigualdade, temos:

3100 = 0 )y < 5l0,(0) = 0a OV + [ 14u(5) = gl (5) = 5} .

Pelo Lema (Gronwall), segue que

[un(t) = vn ()]l < [Jun (0) —vn(0)||H+/0 1fn(s) = gn(s)|mds,

fazendo n — oo, obtemos

[u(t) = o)l < [Ju(0) = v(0)|[x + /0 1f(s) = g(s)l[mds.

Teorema 1.1. Seja A um operador mazimal mondtono, w > 0, f € LY (0,T;H) e ug € D(A).

Entao existe uma unica solugao fraca uw € C([0,T], H) para o problema

du
ar +Au> f (1_8)
u(0) = up.

DEMONSTRAGAO: Unicidade: Sendo u e v solugoes fracas de (1.8)) entao pelo Lema temos que

[u(t) = @)z < [|u(0) = v(0)]|x + /O 1f(s) = f(s)[[luds =0, ¥t € [0, T7].
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Portanto u = v.

Existéncia: Suponhamos primeiramente que uy € D(A) e que f é uma funcdo escada definida da
seguinte forma: considere 0 =ag < a; < ...<a, =T e {y1,...,y} C H, definimos f(t) = y; para
t € |a;j-1,a;), isto é

)
y1, set€l0,ap)

Y2, set € lay,as)

(Un: sel € lan_1,T).

Para cada i € {1,...,n}, consideremos o operador

x = (A—y)z = Az — y;.

Notemos que D(A—1y;) = D(A) e A—vy; é operador maximal mono6tono. De fato, sejam z,y € D(A)
(A=yi)r —(A—y)y,x —y)m = (Az —yi — Ay + yi, v — y)uw = (Av — Ay, z — y)w > 0,

ou seja, A — y; é operador monétono. Além disso, R(I + (A — y;)) = H, pois dado y € H por
A ser maximal mono6tono temos R(I + A) = H, ou seja, existe x € D(A) = D(A — y;) tal que
I+ Az =y+uy;,istoé, (I +(A—y))z=y.

Consideremos a equagao:

%(t) L (A= yult) 30
u(0) = wo.

Entao existe uma tnica uy € C([0,7]; H) lipschitziana e solugao forte do problema acima. Agora

considerando p
U
g(t) + (A —y2)u(t) 30

u(0) = u(a),

temos que existe uma tnica uy € C([0,T], H) lipschitziana e solugao forte do problema acima. De
modo geral, para cada i € {2,...,n} existe u; € C([0,T],D(A)) lipschitziana, tnica solugao forte

para o problema
du

dt

u(0) = u;j—1(ai—1 — a;i—2).

(t)+ (A—wy)u(t) >0
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Definimos w : [0,7] — H por u(t) = u;(t — a;—1) se t € [a;—1,a;]. Primeiramente, u estd bem

definida, pois para todoi=1,...,n—1

u(a;) =u;(a; — a;—1) = u;11(0), pois a; € [a;_1,a;] e

u(a;) =uis1(a; — a;) = u;11(0), pois a; € [a;, a;y1].

Agora mostraremos que u é absolutamente continua em [0,7]. Para cada i € {1,...,n} a solucdo
u; € lipschitziana em [0, 7], denotaremos por C; sua constante de Lipschitz. Sejam z,y € [0, 7]
arbitrarios com x < y entao x € [ax_1,ax) € Y € [am_1,an), para algum k,m € {1,...,n}, tomando

C :=max{C; :i=1,...,n} segue que

[u(z) = u)la =llu(z) — ular) + wlar) — w(artr) + wlarer) + - - = wlam-1) + u(am-1) — u(y)lla
<[lu(@) — wlar)lla + lular) = wlarp) |l + - -+ llu(@mn-1) = w@)llu
<Cylr — ar| + Cxy1lar, — ars1| + .. + Cralam—1 — ¥
<C(|lz — ag| + |ax — ags1] + .- - + |am—1 — y|)

=C((ax — ) + (arpr —ar) + ... 4 (Y = am-1)) = Clo —yl.

Implicando assim que u ¢é lipschitziana, e pela Observagao [1.2] concluimos que u é absolutamente
continua. Agora seja t € [0,7] qualquer entdo t € [a;_1,q;), para algum ¢ € {1,...,n} assim,
u(t) = u;(t —a;—1) € u;([0,a; — a;—1]) C D(A) quase sempre, ou seja, u(t) € D(A) quase sempre.

Além disso,

) = = ) = —(A = punlt — as1) = (4 = g)u(t) = —Aut) + i

d
Assim d_1;<t) + Au(t) = y; = f(t), claro que u(0) = uy. Logo u verifica (1.8) quase sempre em [0, 7.

Portanto u é solugao forte de (1.8)). No caso em que uy € D(A) e f € L'(0,T; H) entao existem

sequéncias (f,)nen de funcoes escadas em [0,77] e (ugn), € N em D(A) tais que

fo— foem L'0,T;H) e wg, — ugem H.
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Sabemos que para cada n € N existe u,, solucao forte de

du

_ A n

7 + Au > f,

U(O) = U,n-
dui

Dado n,m € N, como A é operador monétono e f; —

du,, Ay,
o5 (h= G () o),

i+ € Auy, para i € N, segue que

du,  du,,
_<fn_fm7un_um>H <E_W7un_um>H
1d
:<fn_fm7un_ >H_§£||un_um||%[
Logo,
1d ,

Seja t € (0,7, integrando de 0 a t essa ultima desigualdade, temos:

1 1 ¢
S llualt) = un ()| < S llua(0) = U (0) |17 + /0 1fn(s) = Fa(s)llun(s) — wm(s)|nds.
Pelo Lema (Gronwall), segue que

[n(t) = wm ()] <[[won = vomllm + /0 1fn(s) = fin(s) || rds

<o — tomlla + || fr = finllzr o, m)-

Como (uon)nen € (fn)nen sdo convergentes, entdo sao sequéncias de Cauchy implicando assim que
(tn)nen € sequéncia de Cauchy em C([0, 7], H). Por H ser espago de Hilbert temos que C([0,7], H) é
espago métrico completo, com isso, existe u € C([0, T, H) tal que u,, — uwem C([0,T], H). Portanto

u ¢ solugao fraca de (1.8]). [

Proposigao 1.6. Sejam A : D(A) C H — Z(H) operador mazimal mondtono, f € L*(0;T; H) e
ue C([0;T); H). Entao, sao equivalentes:

d
(1) u € solugao forte da equagao d—;b + Au > f;

(i) u € absolutamente continua em todo compacto de (0,T) e u € solu¢ao fraca da equagao

du
—+ A
dt+ u>s f.
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Proposicao 1.7. Sejam A : D(A) C H — Z(H) operador maximal mondtono, uw € C([0,T],H) e
d
f e LY0,T;H). Entio u € solugio fraca da equagao d—? + Au > f se, e somente se, u verifica
1

Slhu(t) —al* <

N —

Juts) = al? + [ (1) = yeutr) - ) ds

para todo (x,y) € Gr(A) e0 <s <t <T.
Ambas as proposigoes podem ser consultadas em [§] nas paginas 67 e 70, respectivamente.

Teorema 1.2. Seja A : D(A) € H — Z(H) um operador maximal mondtono, w > 0, f €

LY0,T;H) e ug € D(A). Entao existe uma tnica solugio fraca w € C([0,T], H) para o problema

du

— 4+ Au—wu >

dt / (1.9)
u(0) = up.

DEMONSTRAGAO: Unicidade: Sejam u e v solugoes fracas de (1.9). Definindo f; = f 4+ wu e

fo = f + wv, pelo Lema [1.3] concluimos:

[u(t) = v(®)]lz < [|u(0) = v(0)]la + /0 [f1(s) = fa(s)[ ds = [u(0) = v(0)[|m + /0 wlu(s) = wv(s)| ds.

Utilizando o Lema (Gronwall-Bellman), segue que
lu(t) = v(®)llr < e'[|u(0) = v(0)]|x =0,

com isso temos u = v.
Existéncia: Consideremos ug(t) = ug. Pelo Teorema , para cada n € N, existe tnica wu,; solugao

fraca de

d
—, Un+1 + Aun+1 = f + Wiy,
dt (1.10)

Un+1(0) = wo.

Pelo Lema [I.3] podemos concluir que

[uz(t) = ur ()|l < Jlu2(0) — ur (0] + W/Ot [ur (s) — uo(s)[| ds

< twllur — uol| o= o,7:m), VE € [0, T].
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Analogamente

t t
lus(t) = w2 ()| <llus(0) = u2(0)l|zr + e [ [luz(s) — wa(s)llds < WQ/ sllur — wol| oo (0,750 ds
0 0
2t2
=—||ul — tg| o< (0,7:m1), Yt € [0,T).

Procedendo desta maneira obtemos

(wt)"

|ur — U0||L°°(0,T;H)

(WT)"

tng1(t) = un(t)||ar <

<

”Ul — u0||Loo(0,T;H),Vt - [O,T]

Logo, (un)nen € sequéncia de Cauchy em C([0,7T], H) que é espago completo, ja que H é Hilbert,
assim existe v € C([0,7], H) tal que u,, — « uniformemente em [0, 7.

Para cada n € N como u,, é solugao fraca de ( existem (4" )men € (7 )men tais que u?, == u,
em C([0,T), H) e f» ™ (f+wu,) em Ll(O7 T; H), além disso, para cada m € N temos v, solugao

forte da inclusao:
duy,
dt

Aul > fr.

. n n—o0
Utilizando o argumento diagonal, existem sequéncias (uy;, )nen € (fy, Jnen tais que u;, —— u em

C([0,T),H) e f 27 f 4+ wu em LY(0,T; H). Portanto u é solucio fraca de (L.9). |

Definigao 1.7. Seja ty € [0,T[. Dizemos que ty € um ponto de Lebesque a direita de f, se existe o

to +h
lim —
ni0 h /

Teorema 1.3. Sejam A um operador mazimal mondtono, f € L'(0,T;H) e u € C([0,T], H) uma

limite a direita

d
solugao fraca da equagao d—? + Au > f. Sejaty € [0, T[] um ponto de Lebesgue a direita de f. Entao

as sequintes propriedades sao equivalentes:

(i) u(to) € D(A);
(i) u € derivdvel a direita em to.

A demonstragao do Teorema acima se encontra na pagina 66 de [8].

1.4 Semigrupo

Definicao 1.8. Seja X espago métrico. Dizemos que a familia {T(t)}i>0 € um semigrupo em X se:
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1.4. Semigrupo

(i) T(t) : X — X continua, para todo t > 0;
(iii) T(t+s) =T(t) o T(s), para todo t,s > 0.

Além disso, se para todo x,y € X et >0 tem-se
1Ttz = Tylla < llz = yllu,

entao dizemos que o semigrupo € nao-erpansivo.

Denotando por u(t; 0, ug) a solugdo do problema de valor inicial (1.6]), calculada no instante t. Para

cada t > 0, consideremos a aplicacao

T(t): D(A) — D(A)"
up = T(t)ug = u(t; 0, ug).

E possivel mostrar que tal aplicacio é um semigrupo em D(A) ndo-expansivo. Concluindo assim

que associado a um operador maximal monétono A : D(A) C H — Z(H), existe um semigrupo

{T'(t) }+>0 nao-expansivo em D(A). Dizemos que o semigrupo {7'(t)}+>o ¢ gerado por A.
Definigao 1.9. Dizemos que o semigrupo {T'(t)}i>0 em X é:

(i) continuo, se a aplicacao
0,00) x X — X
(t,z) — T(t)z,

for continua.

(ii) compacto, se para cada t > 0 a aplicagio T(t) : X — X € compacta, isto €, associa limitado a

pré-compacto.
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Capitulo 2

Atratores para Semigrupos

Neste capitulo apresentaremos varios conceitos e resultados que nos permitem obter condigoes
necessarias e suficientes para a existéncia de atrator global. No final do capitulo sao apresentados
os conceitos de semicontinuidade superior e inferior de uma familia de conjuntos. Destacamos as

referéncias [3], [10], 12, [13].

2.1 Orbitas e conjuntos limites

Consideraremos X um espago métrico, d : X x X — [0, 00) sua métrica e {T(t) };>o um semigrupo

continuo em X.

Definigao 2.1 (6rbita positiva/ negativa/ completa). Seja {T'(t)}i>0 um semigrupo continuo. Para

cada © € X definimos:
(i) a drbita positiva através de x, denotada por v (x), como sendo o conjunto {T(t)x :t > 0};

(ii) wma drbita negativa através de x como sendo uma fungao ¢ : (—o0,0] — X tal que ¢p(0) =z e,

para cada s < 0, temos T(t)p(s) = ¢(t + s), para todo 0 <t < —s;

(iii) wma orbita completa através de x como sendo uma fungio ¢ : R — X tal que ¢p(0) = z e, para

cada s € R, temos T(t)o(s) = ¢(t + s), para todo t > 0.

Observamos que T(t) ndao € injetivo em geral, logo uma orbita negativa pode nao ser tnica caso

exista. Desta forma definimos:

(iv) a drbita negativa através de x, denotada por v~ (x), como sendo a unido de todas as drbitas
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2.1. Orbitas e conjuntos limites

negativas de x, isto €, o conjunto:

U{y € X;3¢: (—00,0] = X wma drbita negativa por x tal que ¢p(—t) =y} = U H(t,x);
>0

>0

(v) a drbita completa de x, denotada por v(x), como sendo a reunidao v+ (x) U~y (x).

Observagao 2.1. Se existe ¢ : (—oo,0] — X uma drbita negativa através de x € X, entao

z=¢(0) = ot —t) = T(t)o(-1),

para todo t > 0. Portanto x € (T(t)X. Assim dizer que existe ou ndo uma drbita negativa através
>0
de x pode impor restricoes sobre x.

Observagao 2.2. A drbita negativa ¢ : (—o0,0] — X € continua. Seja x € (—00,0] arbitrdrio e

0 < h <1, entao

d(¢(x), o(x—h)) = d((x), (z—h+1-1)) = d(¢(x), T(1=h)$(2—1)) = d(¢(x), T(1)p(x—1)) = 0.

h—0
—

Além disso, d(¢(x + h),¢(x)) = d(T(h)p(x), p(x))

continua em X .

d(T(0)p(x),p(x)) = 0. Portanto ¢ €

Como a drbita completa é a concatenagio de uma orbita negativa com a aplica¢io continuat — T(t)x

entao a orbita completa também € continua.
Em geral dado B C X definimos as 6rbitas positiva, negativa e completa de B respectivamente por:

y(B)= (@), v (B)=Jr @) ernB) =Jr)

zeB zeEB zeB

Notamos que sendo T(t)B = {T(t)r;x € B} e H(t,B) = {H(t,z);x € B} para cada t > 0,

podemos escrever:

vH(B)=JTW®)B, ~+(B)=|JH(tB) ey(B) =77 (B)Uy (B) = J(T(HBU H(t, B)).
>0 >0 >0
Definimos a 6rbita positiva de B a partir do instante s € R* por 7 (B) := U, T'(t) B. Observemos

que dado sy > 0,

U Tt)B={JT+s0)B=|]Tt)T(s0)B,

t>s0 £>0 t>0

logo a orbita positiva de B a partir de sg, é a 6rbita positiva de T'(sq)B.
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2.1. Orbitas e conjuntos limites

Definigao 2.2. Sejam B C X. Definimos o conjunto w-limite de B por
w(B) =) (U T(t)3> = (B).
s>0 \t>s s>0
Definimos o conjunto a- limite de B por
a(B) =) (U Hit, s)B> .
s>0 \t>s

Temos que se ty > t; entao v, (B) C ;5 (B). Com isso, dado T' € R* qualquer
w(B) = (7 (B) =) (B).
s>0 s>T

De fato, se x € (5745 (B), entdo x € 7 (B), para todo s > T'. Seja 0 < s < T qualquer entao

v (B) C ¢ (B) C g (B)

como x € 4 (B) segue que x € v (B), para todo 0 < s < T, isto ¢, x € (v (B). A outra inclusao
s>0
¢ imediata.

Os proximos resultados caracterizam os conjuntos w e « limites.

Lema 2.1. Seja B subconjunto de X. Entao v € w(B) se, e somente se, existem sequéncias (t,)nen

em R™ e (v,)nen em B tais que t, — oo e T(t,)v, — v, quando n — 0.

DEMONSTRAGAO: (=) Se v € w(B) entdo v € |J,5,T(t)B, para todo s > 0, em particular para
s =n € N. Logo,

By (U, %) nJr@wB #£0, vnen.

t>n
Assim, para cada n € N existem ¢, > n e v, € B tais que T'(t,)v, € Bx (v, %) Fazendo n — oo
temos que t, — oo e T(t,)v, — v.

(<) Sejam (t,)neny em RT e (v,)neny em B as sequéncias tais que ¢, — oo e T(t,)v, — v quando

n — oo. Entao dado s > 0, existe N € N, tal que para todo n > N tem-se

1
th>s e |T(ty)v, —v| < —.
s
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2.1. Orbitas e conjuntos limites

Logo, para todo s > 0

By (U, %) n|Jr@®)B #0.

t>s

Assim, dado sy > 0 e £ > 0, tomando s = max{sy, %} > 0 temos

0 # Bx (v, %) nJr®)B c Bx (v,e)n | JT(t)B.

t>s t>s0

Ou seja, dados sy > 0 e € > 0 temos que By (v,e) N |J T'(t)B # (. Portanto v € |J,~, T'(t)B para
t>sg -

todo s > 0, ou seja, v € w(B). |
Lema 2.2. Seja B subconjunto de X. Entao v € a(B) se, e somente se, existem sequéncias (t,)nen
em RY e (v,)nen em B tais que t, — oo e para cada n € N existe ¢,,, uma drbita negativa através

de vy, de modo que ¢,(—t,) — v, quando n — oo.

DEMONSTRAGAO: (=) Se v € a(B) entdo v € U, H(t, B) para todo s > 0, em particular para
s =n € N. Logo,
1
By (u, —) n{JHEB)#0, vneN.
n

t>n
Assim, para cada n € N existem ¢, > n e v, € B tais que By (v, %) N H(t,,v,) # 0, ou seja, para
cada n € N existem ¢, > n, v, € B e Orbitas ¢,, através de v, tais que ¢,,(—t,) € Bx(v, %) Fazendo
n — oo temos que t, — 00 e ¢, (—t,) — v.

(<) Sejam (t,)nen em RT e (v,)nen em B tais que, para cada n € N existe ¢, uma 6rbita negativa
através de v, em que t,, — 00 e ¢,(—t,) — v, quando n — oco. Fixemos s > 0, dado ¢ > 0 existe

N € N, tal que para todo n > N tem-se
th>s e |ou(—t,) —v| <e.
Assim para todo £ > 0 temos By (v,e) N H(t,,v,) # 0, para todo n > N. Logo, para todo € > 0

Bx (v,e) N UH(t, B) # 0.

t>s

Portanto v € J,», H(t, B), para todo s > 0, ou seja, v € a(B). |

Definicao 2.3. Dizemos que S C X € invariante sob {T'(t)}1>0 se, para cada x € S existe ¢ uma

orbita completa através de x tal que ¢(R) C S.
Apresentamos uma caracterizagao dos conjuntos invariantes por {7(t) }+>o.
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2.1. Orbitas e conjuntos limites

Proposigao 2.1. Seja S um subconjunto de X. Entdo S € invariante sob {T(t)}:>0 se, e somente

se, T(t)S = S, para todo t > 0.

DEMONSTRAGAO: (=) Seja y € T(t)S, onde t > 0 ¢ arbitrario. Seja x € S tal que y = T'(t)x,
por hipotese existe ¢ : R — X uma orbita completa através de = tal que ¢(R) C S. Por sua vez
y=T({t)x =T(t)p(0) = ¢(t), logo y € ¢(R) C S. Desta forma T'(t)S C S, para todo t > 0. Por
outro lado, tomando y € S temos que existe ¢ : R — X uma orbita completa através de y tal que

»(R) C S. Consideremos ¢t > 0 qualquer. Notamos que

y=0(0) = ot —1t) = T(t)p(-1),

ou seja, y € T(t)p(R) C T'(t)S para todo t > 0. Garantindo com isso a igualdade.

(<) Seja x € S qualquer. Com o objetivo de obter uma orbita completa através de x, segue a
seguinte afirmagao:

Afirmagao: Dado g € S, existe (x,)neny C S tal que T'(k)x, = x,_, para todo k < n.
Realmente, seja xy € S qualquer, por hipotese S C T'(1)S, assim existe z; € S tal que o = T'(1)x;.
Por sua vez x; € S logo existe x5 € S tal que 21 = T'(1)x. Prosseguindo indutivamente, obtemos

(Zn)nen C S tal que T(1)x,, = z,_1 para todo n > 1. Mostremos usando indugao sobre n € N que
T(k)t, = xpk, YVk<n. (2.1)

Obviamente que (2.1 é valida para n = 1. Suponhamos que (2.1)) é valida para n € N, entao seja
E<n+1
T(k) a1 = T((k = 1) + Dappy = Tk — DTV 2y = T(k — 1),

por sua vez k — 1 < n, assim pela hipotese de inducao temos que
T(k?)l’,H_l = T(k? - 1)[L‘n = xn—(k—l) = x(n—i—l)—k-

Portanto ([2.1)) ocorre para todo natural, finalizando a Afirmagao.
Tomando xy = z segue da Afirmacdo que existe sequéncia (x,)nen tal que T'(k)x, = x,_j, para

todo k < n. Definamos ¢ : R — X por

T(t)x, set>0

T(t+n)x,, sete(—n,—n+1].
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2.1. Orbitas e conjuntos limites

Entao,
(i) 6(0) = T(0)z = a.

(i) T(t)o(s) = o(t + s), para todo s € R e t > 0. De fato, se t e s em RT entao
T(1)¢(s) = T(t)T(s)a = T(t + s)a = (¢ + ).
Agora suponhamos que s <0 et > —s, entao s € (—n, —n + 1] para algum n € N, e temos

o(t+s)=T(t+ s)x =T(t+ s)zo

=T+ s)T(n)x, =Tt +s+n)x, =Tt)T(s+n)x, =T(t)p(s)

Resta o caso em que s <0e 0 <t < —s. Como s <t+s <0 entao existe m < n, natural, tal

que t+s € (—m,—m+ 1]. Assim ¢(t + s) = T(t + s + m)x,,, por sua vez

T($)6(s) =T(@)T(s + n)n = T(t + 5+ 1)z
=Tt+s+n+m—m)x, =Tt +s+m)T(n—m)x,

=Tt +s+m)Tn(n-m) =Tt +5+m)z, = ot +s).

Portanto T'(t)¢(s) = ¢(t + s), para todo s € R e t > 0.

(iii) ¢(R) C S. Afinal,

o(R) = (UT(t)x) U U Te+n)z | cs,
t>0 t<0
- te(—n,—n+1]

ja que T'(t)S = S, para todo t > 0.

Portanto existe ¢ : R — X uma orbita completa através de x tal que ¢(R) C S, finalizando a
demonstracao. [
Com objetivo de definir a nocao de atracao, consideramos a definicao de semi-distancia de

Hausdorff, dist(A, B), entre dois subconjuntos A e B de X:

dist(A, B) := sup inf d(a,b).

acA beB

A distancia usual entre os conjuntos A e B sera denotada por d(A, B) := in£ gnlg d(a,b).
acA be
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2.1. Orbitas e conjuntos limites

Notemos que sendo dist(A, B) = 0 entdo A C B. Pois, como dist(A, B) = 0 entdo para todo a € A
temos d(a, B) = 0, logo a € B. Se além disso, B ¢ fechado entdo A C B.

Definicao 2.4. Sejam A e B subconjuntos de um espagco métrico X. Dizemos que A atrai B sob o

semigrupo {T'(t) }+>0, ou B € atraido por A sob o semigrupo {T'(t)}+>0, se

lim dist(T'(t)B, A) = 0.

t—o00

Dizemos que A atrai o ponto x € X se A atrai o conjunto unitdrio {z}.

Observamos que A atrai B sob {7T'(t)};+>0, pode ser visto da seguinte forma: para cada ¢ > 0 existe
to(e, B) > 0 tal que
T(t)B C V.(A), Vt>ty(e, B).

onde V.(A) denota a e-vizinhanca de A, isto é, é a reuniao de todas as bolas de raio € e centro em
A. Claro que se existir to € R tal que T'(t)B C A para todo t > ty, entdo A atrai B sob {T'(t)}:>0-
Proposicao 2.2. Seja K um conjunto compacto de X .

(1) Se (zp)nen € uma sequéncia em X tal que
d(x,, K) =0, quando n — oc.

Entao (x,)nen admite subsequéncia convergente em K.

(i) Seja K1 C X compacto. Se K atrai Ky sob {T(t)}i>0 entao v+ (K1) € relativamente compacto

e w(Ky) C K € nao-vazio.

DEMONSTRAGAO: (i) Partindo da hipétese concluimos que dado j € N existe n; € N e y; € K tais
que

1
d(xan y]) < 37

podemos supor que n; < nj;; para todo j natural. Determinamos assim, a sequéncia (y;)jen em K,
que é compacto, admite subsequéncia convergente, a qual continuamos denotando por (y;);en, isto
é, existe yyo € K tal que y; EmiaN Yo. Assim,
j—
d(‘rnﬁy()) S d(xnja y]) + d(y]’ yO) ﬂ 0.
Portanto, (z,)nen admite subsequéncia convergente.

(ii) Seja {A)}resr uma cobertura aberta arbitraria de 7 (K;) U K, onde I denota um conjunto
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2.1. Orbitas e conjuntos limites

arbitrario de indices. Por K ser compacto e

KCc~y"(Ki)UK C UAA;

el

existe {A\1,..., A} C I tal que
K C UAM
i=1

Como K é compacto, tomando 0 < ¢ < d(K, X — (@1A}‘i)) e usando a hipotese que K atrai K; sob
{T'(t) }+>0, existe ty > 0 tal que
U 7t) Ky c V().

t>to

Pela forma como ¢ foi escolhido temos que
VE(K ) - UA)\m
i=1

com isso,

U T(t)Kl C LT_LJA/\L

t>1o

Observamos ainda que { Ay} e; € uma cobertura aberta de L T(t)K; que por ser compacto, afinal
]

¢ imagem do compacto [0, to] x K pela aplicagao continua (¢, z) — T(t)x, existe {\ni1, .-, Apsm} C
I tal que
m
U 70K <A,
0<t<to i=1
Portanto
n—+m

YHE)UE C A,

=1

sendo v*(K;) U K subconjunto compacto. Como y*+(K;) C y+(K;) UK =~ (K;)U K, concluimos
que v+ (K1) é compacto, ou seja, v (K7) é relativamente compacto.

Observamos ainda que v (K;) C v"(K;) U K, para todo s > 0, logo v+ (K1) é compacto para todo

s > 0. Consideremos a familia de compactos {7F (K1) }s>0, notemos que dado n € N

ﬂﬁZ(Kl) = 75 (K1) # 0,

=1

onde sg = min{s; ;i € {1,...,n}}, ja que VQ;(Kl) C '7;'2_(}(1) se ty > t1. Ou seja, {7 (K1)}s>0 tem
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2.1. Orbitas e conjuntos limites

a propriedade da interseccao finita, concluindo que

w(EKy) = (i (Ky) # 0.

s>0

Resta mostrarmos que w(K;) C K. De fato, seja y € w(K;) entdo pelo Lema [2.1| existem sequéncias
(tn)neny em RT e (v, )nen em K7 tais que t, — oo e T'(t,)v, — y, quando n — oo. Logo, dado & > 0
existe ng € N tal que

A(T(t)ony) < 5, Vn 2 mo

Como K atrai K; sob {T'(t)}:+>¢ entao existe to > 0 tal que
V:g(Kl) C V%(K)

Podemos assumir que t,, > ty, para todo n natural, ja que t, 7% . Assim, para n > ng segue
que

d(y, K) < d{y, T(t,)vn) +d(T(t)0n, K) < 5+ 5 =<

como ¢ é arbitrario temos que d(y, K) = 0, logo y € K, estando assim demonstrada a Proposi¢ao. m

Lema 2.3. Seja {T'(t)}+>0 um semigrupo em X. Se B C X, entao T(t)w(B) C w(B) para todo

t > 0. Se B ¢ tal que w(B) é compacto e atrai B, entdo w(B) € invariante.

DEMONSTRAGAO: O caso em que w(B) = () ndo ha o que demonstrar. Supomos w(B) # D et > 0

fixado, seja © € w(B) entdo pelo Lema [2.1] existem sequéncias (¢,)nen € RT € (v,)nen C B tais que

n—oo n—oo

t, — o0 e T(ty)v, —
Considere a sequéncia t,, := t,, + t, temos entao que i, 2 e
T(t)vn = T(t + tp)v, = T T (t,)v, =25 T(t)z,

pela continuidade do semigrupo, novamente pelo Lema segue que T'(t)xr € w(B). Portanto
T(t)w(B) C w(B).
Agora supondo w(B) compacto e que atrai B sob {T'(t)};>0, mostraremos que w(B) C T'(t)w(B).

Seja x € w(B) entao pelo Lema [2.1] existem sequéncias (¢, )neny C R e (v,)nen C B tais que

n—o0 n—oo

t, —— o0 e T(th)v, —
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2.1. Orbitas e conjuntos limites

Como w(B) atrai B sob {T'(t)}+>0, dado € > 0 existe ¢, > 0 tal que
d(T(s)z,w(B)) <e, Vs>tyeVxe B.

Consideremos ¢ > 0 fixado, como ¢, —— 0o existe ng € N tal que t,, > t + t, para todo n > ny.

Logo d(T'(t,, — t)v,,w(B)) < €, para todo n > ny, isto é,

d(T(t, — t)vn, w(B)) === 0.
Por w(B) ser compacto, segue da Proposi¢ao[2.2] item (i), que (T'(t, —t)vy)nen admite subsequéncia
convergente, ou seja, existe y € X tal que

k—o0

T(ank - t)Unk > Y,

além disso t,, —t koo, o0, logo pelo Lema temos y € w(B). Pela continuidade do semigrupo,

k—o0

T(tnk)vnk = T(t)T(tnk - t)vnk — T(t)y-

Finalmente da unicidade do limite concluimos que T'(t)y = =z, ou seja, z € T(tH)w(B). Assim
T(t)w(B) = w(B), segue da Proposigao [2.1| que w(B) é invariante. |
Lema 2.4. Suponhamos que x € X € tal que existe uma orbita negativa ¢ : (—o00,0] — X através
de x, com ¢((—00,0]) compacto. Seja

ag(z) = {y € X; eiste t, “— oo tal que ¢(—t,) ——> v}.

Entao og(x) € nao-vazio, conezo, compacto e invariante.

DEMONSTRAGAO: Como ¢((—00,0]) é compacto, considerando t, > n para cada n natural e a
sequéncia (¢(—t,))nen C ¢((—00,0]), segue que t, - 00 e que (¢(—t,))nen admite subsequéncia

convergente, que ainda denotaremos por (¢(—t,))nen, isto é

n—oo

tn —2 00 e existe z € X tal que ¢(—t,) ——> .

Com isso, € ay(z). Portanto a,(z) é nido-vazio.

Afirmagao 1: ag(z) = () o((—o0, —t]).

t>0

45



2.1. Orbitas e conjuntos limites

Realmente: dado u € ag(x), por definigao existe sequéncia (t,),en C RT tal que
th —Z 00 e P(—tn) — w.

Seja t > 0 fixado, segue que existe N € N tal que t, > ¢ para todo n > N; logo dado n > N

temos que —t, € (—oo, —t] implicando que ¢(—t,) € ¢((—oo0, —t]). Assim para cada ¢t > 0 segue

que u € ¢((—o0, —t]), ou seja, u € () P((—o0, —t]). Por outro lado se u € () ¢((—o0, —t]) entao
>0 £>0

u € ¢((—o0, —t]) para todo t > 0. Em particular para t = n € N temos u € ¢((—o0, —n]), ou seja,

u= lim ¢(—t,), onde —t, € (—o0, —n|.

n—oo
Ora, —t,, € (—o0, —n] < t, > n. Logo, existe (t,)nen tal que

t, % 00 e o(—tn) e u,

ou seja, u € ay(x). Mostramos assim a Afirmagao 1.

Notamos que da Afirmacao 1 temos que ay(x) é fechado, por sua vez

ag(w) = [(ol(—o0, =]) € $((—o0, 0]),

t>0

logo ag(x) é compacto. O proximo passo ¢ mostrarmos que ay(z) é invariante sob {T'(¢)}i>o.

Realmente, seja v € ay(z) entao existe (£,)nen tal que
th —Z 00 e P(—t,) = 0.

Seja t > 0 fixado, podemos supor que t,, > t para todo n natural. Da continuidade do semigrupo e

por ¢ ser oOrbita temos

O(—(tn — 1)) = 6t —t) = T(1)$(~t,) > T(t)o.

Notamos que t, —t == 0o, concluindo que T(t)v € ay(z). Portanto T'(t)ay(x) C ay(z). Agora

seja v € ay(x) entdo existe (¢,)nen tal que

th =% 00 e P(—t,) v,

46



2.1. Orbitas e conjuntos limites

Seja t > 0 fixado, podemos supor que t, > t para todo n natural. Consideremos a sequéncia
(p(—=t — tn))nen, por t, >t > 0 temos —t — t, < 0, ou seja, ¢(—t — t,) € ¢((—o0,0]) para todo
n € N. Como (¢p(—t—t,))nen € sequéncia em ¢((—o0, 0]) que é compacto, entao admite subsequéncia

convergente, que ainda denotaremos por (¢(—t — t,,))nen, assim existe u € X tal que

O(—(t+1,)) = p(—t — t,,) == w,
onde t +t,, > 50, logo u € ay(z). Além disso, usando a continuidade do semigrupo e a defini¢ao

de uma oOrbita negativa temos:

Por outro lado ¢(—t,) —— v, assim pela unicidade do limite concluimos que v = T(t)u €
T(t)ag(x). Portanto ag(x) C T(t)ay(z), e pela Proposigao 2.1 () é invariante sob {1'(t) }+>o.
Afirmagao 2: Dado € > 0 existe ¢y > 0 tal que d(y, ay(x)) < €, para todo y € m.

De fato, suponhamos que isso nao ocorra, entao existe ¢ > 0 de modo que para todo t, > 0 existe

y € ¢((—o0,to]) tal que d(y, ay(z)) > . Em particular para tg = n € N existe (t,,)nen C RT tal que
d(p(—t),ap(x)) > e t, 5 0.

Por sua vez ¢(—t,) € ¢((—o0,0]) para todo n natural, assim (¢(—t,))nen € sequéncia em ¢((—oo, 0])
que é compacto, logo admite subsequéncia convergente, que ainda denotaremos por (¢(—t,))nen-

Isto é, existe v € X tal que

(—tn) =50

logo v € ay(x). Com isso,
d(p(~tn), ag(2)) < d(é(~ta),v) + d(v, ag(z)) = 0

o que é uma contradi¢ao. Logo a Afirmacao 2 ocorre.
Agora consideremos A; e A, abertos, disjuntos nao-vazios de X tais que ay(x) C A3 U Ay. Como
ay () € compacto, tomando 0 < £ < d(ay(z), X — (A1 UAy)) segue da Afirmacao 2, que existe ¢y > 0

tal que d(y, ay(z)) < e, para todo y € ¢((—o0, tp]). Observamos que ¢((—o0, —to]) ¢ conexo, pois ¢
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imagem de conexo por fun¢ao continua, e devido a escolha de ¢
(b((—oo, —to]) c AU AQ,

logo ¢((—o0, —tg]) C A1 ou ¢((—o0, —tg]) C Az. Pela Afirmagao 1

ag(x) = (=00, —]) € d((—o00, —to])

£>0
assim ay(z) C Ay ou ag(x) C As. Portanto ay(x) é conexo finalizando a demonstragao. |

Lema 2.5. Seja {T(t)}+>0 um semigrupo em X e B C X tal que w(B) é compacto e atrai B. Se B

¢ conexo entao w(B) € conexo.

DEMONSTRAGAO: Como w(B) atrai B sob {T'(t) };>0 entao para qualquer € > 0 existe ¢y > 0 tal que

UTt)B c V.(w(B)).

t>to

Sendo B conexo, pela continuidade do semigrupo, temos que |J T(t)B é conexo, logo |JT(t)B é
conexo. Consideremos A; e A, abertos, nao-vazios e disjuntz)itoem X tais que w(B) tCZ ti‘ll U As.
Como w(B) é compacto e X — (A; U Ay) é fechado, tomando 0 < € < d(w(B), X — (A1 UA,)), temos
que existe ty > 0 tal que

7 (B) = | JT(H)B € AU A, (2.2)

t>to
De fato, seja x € |JT(t)B entao x € V.(w(B)) implicando que d(w(B),z) < . Suponhamos que

t>to
x € X — (A UA;) entao

dw(B),x) > dw(B),X — (A1 UAy)) > ¢,

o que é uma contradicao, logo z € A; U As.
Como 7, (B) ¢ conexo e (2.2) ocorre entdo 7, (B) C A; ou 74 (B) C As. Como w(B) C v, (B)
temos que w(B) C A; ou w(B) C A,. Portanto w(B) é conexo.

De modo andalogo, segue o resultado a seguir presente em [10].

Lema 2.6. Se o(B) ¢ compacto e dist(H(t, B),a(B)) =25 0 entio a(B) ¢ conexo se H(t,B) ¢

conexo para todo t > 0.
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Lema 2.7. Seja B ¢ um subconjunto nao-vazio de X tal que fy;g(B) ¢ compacto para algum ty € RY.

Entao w(B) € nao-vazio, compacto, invariante e atrai B sob {T(t)}i>o.

DEMONSTRAGAO: Claro que w(B) é fechado e
w(B) C 7, (B),

logo w(B) é compacto. Sejam (t,)neny C RT e (vy)nen C B tal que t, > to + n para todo n € N,
entdo (T'(tn)vn)nen € uma sequéncia em ;' (B). Como v, (B) é compacto, (T'(t,)vn)nen admite

subsequéncia convergente, que ainda denotaremos por (7'(t,)v,)nen, isto é, existe x € X tal que
T(t,)v, 2% 2, além disso, t, — co.

Portanto pelo Lema 2.1, # € w(B), ou seja w(B) # 0. O préximo passo ¢ mostrarmos que w(B)
atrail B, para isso suponhamos o contrario: entao existe € > 0 tal que para todo t; > 0 existe t > 1,

para o qual

T(t)B & Ve(w(B)).

Assim para cada n € N existem t, > n +t; > t; e v, € B tais que
T(ta)on & Va(w(B)), isto &, d(T(t)vn,y) > £, para todo y € w(B).

Por sua vez, (T'(t,)vn)nen € uma sequéncia em ~y;: (B), logo admite subsequéncia, que ainda denota-

remos por (T'(t,)v,)nen, convergente. Ou seja,
T(ty)v, = o

Como (t,)nen € RT e (v,)neny C B, onde t, — 00, segue do Lema que T € w(B), o que é uma
contradigao. Portanto, w(B) atrai B.

Finalmente pelo Lema [2.3| concluimos que w(B) é invariante. |

Lema 2.8. Para todo conjunto limitado B C X para o qual v=(B) € nao vazio e compacto, temos

que o conjunto o(B) € nao vazio, compacto e invariante sob {T(t)}i>o.

DEMONSTRAGAO: Se ug € B é tal que existe uma orbita negativa ¢ : (—o0,0] — X através

de ug entao {¢(t) :t € (—o00,0]} C v~ (B) é compacto, consequentemente existem uma sequéncia

(tn)nen C RT e um ponto v € X tais que t, — oo e ¢(—t,) — v, quando n — oo. Segue do
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Lema [2.2| que v € a(B) e a(B) # (). Também segue que «(B) é compacto, pois a(B) é fechado e
a(B) C v~ (B).

Resta provarmos que «(B) é invariante. Se v € a(B) entado existem sequéncias (t,)neny C RT e
(Un)nen sequéncia em B, tais que ¢, — oo e existe ¢, : (—oo,0] — X uma orbita negativa através

de vy, de modo que ¢, (—t,) = v, quando n — co.

Da continuidade de T'(t) para t > 0, segue que
On(—(tn — 1) = On(t — t) =T (t)on(—t,) — T(t)v, e (t, —t) — 00, quando n — oc.

Como isso T'(t)v € a(B), isto &, T(t)a(B) C a(B).
Por outro lado, se v € a(B) entéao existem sequéncias (t,)neny C RT e (v,)neny C B, com t,, 27 0,

e correspondentes Orbitas negativas ¢, : (—oo,0] — X por v, tais que ¢, (—t,) — v.

Como {¢n(—t —t,) : n € N} C 4y~ (B) é compacto, existem z € X e uma subsequéncia, que deno-
taremos por (¢n(—t — t,))nen, tais que ¢, (—t — t,) ——» 2. Assim z € a(B), para qualquer t > 0.

Da continuidade de T'(t), obtemos
T(t)pn(—t —t,) = T(t)z, quando n — oc.
Todavia,
T(t)pn(—t —tn) = Gu(t —t — t,) = du(—t,) = v, quando n — 0.

Segue da unicidade do limite, que T'(t)z = v. Portanto, a(B) C T'(t)a(B), concluindo a demonstra-

¢ao. [ |

Definicao 2.5 (assintoticamente compacto). Um semigrupo {T'(t) }1>o € dito assintoticamente com-
pacto se para qualquer subconjunto B fechado, limitado e nao-vazio de X tal que T(t)B C B, para

todo t > 0 existir um conjunto J C B compacto que atrai B.

Lema 2.9. Se {T'(t) }+>0 € um semigrupo assintoticamente compacto e B € um subconjunto nao-vazio
de X tal que ;' (B) € limitado para algum ty € N, entao w(B) € nao-vazio, compacto, invariante e

w(B) atrai B.

DEMONSTRACAO: Claro que fy;g(B) é fechado e limitado, além disso fixado ¢ > 0 e usando a conti-
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nuidade do semigrupo segue que

T(t)(B) =T(t{T(s)Bis = to} C{T(H)T(s)B;s = to}

={T(t+s)B;t+s>t+ty} ={T(s)B;s >t+1y}

C{T(s)Bss = o} = 7,(B)-

Como {T'(t)}+>0 ¢ um semigrupo assintoticamente compacto, existe J C ;" (B) compacto que atrai

Y (B). Mostremos que se J atrai 7, (B) entao J atrai B. De fato, dado € > 0 existe t; > 0 tal que

T(t)v;(B) C Vz(J) para todo t > t1, ou ainda,
T(t)y € Vo(J), paratodot>t; e para todo y € W
Em particular T'(t)y € V-(J) para todo t > ¢ e y € v (B). Ou seja,
T+ s)x=Tt)T(s)x € V.(J),

para todo t > t;, todo s > ty e todo x € B. Logo, tomando t, := t; + ty, segue para todo t >
que T(t)x € V.(J), para todo x € B. Portanto J atrai B. Desta forma concluimos que w(B) # ) e
w(B) C J. De fato, consideremos sequéncias (t,)nen C RT € (2,)nen C B tal que ¢, — co. Como

J atrai B entao dado £ > 0 arbitrario, existem ¢; > 0 e ng € N tais que
d(T(tp)xn, J) <d(T(t)x,J) <e, Vt>ty, Vn>ngeVre B.

Logo,
d(T(t,)xn, J) =25 0.

Pela Proposicao 2.2} item (i), (T'(tn)2s)nen admite subsequéncia convergente, isto é, existe y € X
tal que T'(t,, )x,, — y, quando k — oo, pelo Lemasegue que y € w(B). Assim w(B) é nao-vazio.
Agora seja y € w(B) entao novamente pelo Lema existem sequéncias (t,)nen, com t, — 00, €

(n)nen tais que T'(t,)x, 2% y. Com isso

Por sua vez d(T(t,)n, J) —= 0, logo pela unicidade do limite temos d(y, J) = 0 implicando que

y € J. Portanto w(B) C J.
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Como w(B) é fechado e w(B) C J, com J compacto, entdo w(B) é compacto. Resta mostrar que
w(B) atrai B. Suponhamos o contrario, entao existem e > 0, sequéncias (2, )neny C B e (ty)neny C RT
tais que t, ——— 00 e d(T(tp)zn,w(B)) > ¢ . Como J é compacto e atrai B segue da Proposicao
, item (i), que existem xq € J, subsequéncias (z,,)jen C B e (t,,)jen C RY tais que ¢, 7% o
e T(tn,)rn, 22%, 2o. Por sua vez pelo Lema zo € w(B) o que é uma contradigao. Logo w(B) é

atrai B. Por fim aplicando o Lema concluimos que w(B) ¢ invariante. |

Proposigao 2.3. Se o semigrupo {T'(t)}+>0 verifica a propriedade: {T(t,)z, :n € N} é compacto
n—oo

sempre que {T(t,)z, : n € N} e {z, : n € N} sao limitados em X e t, —— oc.

Entao {T(t)}+>0 € assintoticamente compacto.

DEMONSTRAGAO: Seja B C X fechado, limitado e ndo-vazio tal que para todo ¢ > 0 temos T'(t)B C
B. Consideremos o conjunto limite w(B), notamos que dado n € N tomando ¢, > n e z, € B

arbitrarios, temos t, —— 0o, {z, : n € N} limitado e

{T(t,)z, :n e N} | JT(t)B C B,

t>0

ou seja, {T'(t,)x, : n € N} é limitado, assim por hipotese segue que a sequéncia (T'(t,)x,)nen C

{T'(t,)z, : n € N} admite subsequéncia convergente, isto ¢, existe xy € X tal que T(t,, )zn, LniNy

Pelo Lema 2.1 zy € w(B). Logo w(B) é nao-vazio, observamos ainda que w(B) C B, afinal se

y € w(B) entdo existem sequéncias (t,)nen C RY e (2,)nen C B tais que

n—oo n—oo

t, —— o0 e T(tp)x, — vy,

logo y € {T(t,)z, : n € N} C B = B. Além disso, w(B) é compacto, pois dada qualquer (y,)nen C

w(B) temos que para cada n € N, existem t, € RT e z, € B tais que d(T(t,)2n,yn) < =.

n

Determinamos assim a sequéncia (7' (t,) %y )nen C {T(t,)z, : n € N} que é compacto, por hipotese,

logo existe yo € B tal que T'(t,, )z, koo, yo. Com isso,

k—o0

d(y0> ynk) < d(yOa T(tnk)xnk> + d(T(tnk)$nk7 ynk) — 0.

Portanto (y,,)nen admite subsequéncia (y,, Jken convergente em w(B), logo w(B) é sequencialmente
compacto e portanto compacto, ja que X é espa¢o métrico. Finalmente verifiquemos que w(B) atrai
B sob {T'(t)}+>0. Suponhamos o contrario, isto ¢, existe € > 0 tal que para todo t, > 0 existe

t >ty em que d(T'(t)B,w(B)) > . Em particular para ty = n € N existem t,, > n+ 1ty e z, € B
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tais que d(T'(tn)zn,w(B)) > €. Como {T'(t,)z,:n € N} é compacto entao (7(t,)x,)neny admite
subsequéncia convergente, que denotaremos ainda por (7'(t,)x,)nen, assim existe o € X tal que
T(tn)rn —> zy. Segue do Lema que xg € w(B), o que é uma contradigao. Portanto w(B) é
subconjunto de B compacto, nao-vazio que atrai B, concluindo assim que o semigrupo {7T'(¢) }s>0 ¢

assintoticamente compacto. [ |

Observamos ainda que pelo Lema podemos concluir que o conjunto w(B), na demonstracao da

Proposigao [2.3] é invariante.

Definigao 2.6 (condicionalmente eventualmente compacto/ eventualmente compacto). Dizemos
que o semigrupo {T'(t)}i>0 € condicionalmente eventualmente compacto se dado B limitado tal que

T(t)B C B, para todo t > 0, existe tg € RT tal que T(tg)B é compacto. Além disso, dizemos que

{T'(t)}+>0 € eventualmente compacto se dado B limitado eziste tg € R tal que T'(tg)B € compacto.

Teorema 2.1. Se {T'(t)}:+>0 € condicionalmente eventualmente compacto, entao {T(t)}i>o € assin-

toticamente compacto.

DEMONSTRAGAO: Seja B C X nao-vazio, fechado e limitado tal que T'(t)B C B para todo t > 0.
Por hipotese existe tg € R tal que W ¢ compacto. Logo para ty > tg, temos que m é
compacto, pois 73 (B) C T(tg)B. De fato, se y € »(B) entdao y € T(t1)B para t; > ty > tg,
seja x € B tal que y = T(tl)x, notamos que podemos escrever t; = tg + to, onde ty > 0. Assim
y =T(tg)T(ts)x, como T(t2)x € B, temos y € T'(tp)B.

Pelo Lema 2.7} w(B) é ndo-vazio, compacto, invariante e atrai B. Observamos que w(B) C B, ja
que se y € w(B) entdo existem sequéncias (t,)ney C RY e (z,)neny C B tais que t, ~—» 0o e

T(t,)x, RASN y, logo

y € {T(ta)z, :n €N} C | JT(t)B C B =B.

t>0

Portanto {T'(t) }+>0 ¢ assintoticamente compacto. |

Definicao 2.7 (ponto dissipativo / limitado dissipativo / compacto dissipativo ). Dizemos que o

semigrupo {T'(t)}i>o €:
(a) ponto dissipativo se existir um subconjunto B de X limitado que atrai pontos de X ;

(b) limitado dissipativo se existir um subconjunto B de X limitado que atrai subconjuntos limitados

de X;

(c) compacto dissipativo se existir um subconjunto B de X limitado que atrai subconjuntos compac-

tos de X.
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Lema 2.10. Seja {T'(t) }+>0 um semigrupo ponto dissipativo e assintoticamente compacto. Se v+ (K)

é limitado sempre que K é compacto entao {T(t)}i>0 € compacto dissipativo.

DEMONSTRAGAO: Por {T(t)}:> ser ponto dissipativo existe B C X nao-vazio e limitado que atrai
pontos de X. Isto é, dados x € X e ¢ > 0 arbitrarios, existe ty > 0 tal que T'(t)xz € V.(B), para todo
t > to. Em particular para € = 1 existe ¢; > 0 tal que, para todo t > t; temos T'(t)z € Vi(B) := B;.

Claro que By ¢ limitado. Consideremos A = {x € X : y"(x) C By}, entdo:

(i) A C By nao-vazio. De fato, dado = € X entdo como Bj atrai pontos de X existe ¢; > 0 tal que
T(t)x € By, para todo t > t;. Todavia,

z) =TT (t)z = | JT(t)x C By.

>0 >t
Logo, T'(t1)x € A. Claro que A C By, pois dado x € A, z € y™(x) € By, logo = € B;.

(ii) T'(t)A C A, para cada t > 0. De fato, se z € A entdo para cada t > 0,

UT x—UTs—I—t

s>0 s>0
_UT w)r C vy () C By.
w>t

Com isso, T'(t)r € A. Ou seja, para todo t > 0 temos T(t)A C A, pela continuidade de
T(t): X — X segue que T(t)A C T(t)A C A.

(iii) A atrai pontos de X. De fato, dado x € X arbitrario como B; atrai pontos de X existe
t; > 0 tal que T(t)x € By, para todo t > t;. Assim, fixado ¢ > t; e s > 0 temos que
T(s)T'(t)x = T(s + t)x € By. Logo v*(T(t)x) C By implicando que T'(t)x € A, para todo
t > t;. Logo A atrai x.

Por (i) e (ii), A é subconjunto de X ndo-vazio, fechado e limitado tal que T(t)A C A para cada
t > 0. Como {T'(t)};>0 ¢ assintoticamente compacto existe um conjunto compacto K C A, tal que
K atrai A. Em particular K atrai A. Isto ¢, dado & > 0 existe t. > 0 tal que T'(t)A C V.(K), para
todo t > t.. Seja x € X arbitrario, pelo item (iii), existe t; > 0 tal que T'(t)z € A, para todo t > t;.

Seja ty :=t. + t; segue que para todo t > t,, temos:

T(t)a = T(t —t, +t)e = T(t — t))T(t)x € T(t — t,)A C Vo(K).
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Portanto K atrai pontos de X.

Mostremos agora que existe uma vizinhanca U de K tal que ~,"(U) é limitado para algum ¢ > 0.
Suponhamos o contrério, entao existem sequéncias (2, )neny C X € (t,)neny C RT taisquez,, >y € K
e t, — oo, quando n — oo, e {T(t,)x, : n € N} é ndo limitado. Consideremos D = {z,, : n € N},

logo D é compacto e além disso, para cada t > 0 temos v, (D) nao limitada, ja que |J T(t,)D C
tn>t

7 (D). Como v, (D) C v*(D) entdo v*(D) é nao limitado, contradizendo a hipétese.

Seja U uma vizinhanca de K e ty > 0 tal que 7, (U) é limitado. Como K atrai pontos de X e o
semigrupo {T'(t) };>0 ¢ continuo, entdo ~; (U) atrai uma vizinhanca de pontos de X. De fato, sejam
r € X e e >0 tomado de modo que V.(K) C U, entdo existe t; > 0 tal que T(t)z € Ve (K), para
todo t > t1, pois K atrai pontos. Como T'(f;) : X — X é continua em z, entdo existe V,, vizinhanca

de z, tal que T(£;)V, C V:(T(t1)x). Assim, dado y € V,
d(T(t1)y, K) < d(T(t)y, T(t)z) + d(T(t)z, K) <e,
ou seja, T(t1)V, C Vo(K) C U. Definimos t, := tyy +t,. Assim, para t > t, temos
T()V, = T(t — tu — )T () TEWVa © Tt — ty — )T (t)U C Tt — ty — Fois (U) € 2 (0).

Portanto, existem V, vizinhanca de z e t, > 0 tais que T(t)V, C ~; (U). Isto ¢, vt (U) atrai
uma vizinhancga de x para cada x € X. Disso segue que 'y;l“](U ) atrai subconjuntos compactos de
X. Realmente, seja Ky C X compacto temos que para cada x € K existe V, vizinhanca de x e
ty > 0 tais que T(t)V, C v (U), para todo ¢t > t,. Por K ser compacto existem {V,,}I¥, tais que

N
Ky C UV,,. Agora, sendo tg, = max{t,,,...,t,,} segue que
i=1

i=1

N
T(t)Ko CT(t) (U%) C Y, (U),
para todo t > tg,. Logo 7, (U) atrai Ky. Portanto {T'(t)}>0 € compacto dissipativo. |
Proposicao 2.4. Se K é compacto e atrai a si mesmo sob o semigrupo {T(t)}1>0 , entdo w(K) =

NTH)K.

t>0

DEMONSTRACAO: Seja s > 0 qualquer, como

T(s)K c | JT(t)K c | JT(t)K.

t>s t>s
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Entao, (7T(t)K C w(K). Para a inclusao contraria, podemos aplicar a Proposigao pois K atrai
>0
a si proprio que é compacto, com isso concluimos que w(K) C K e 4+ (K) é relativamente compacto.

Pelo Lema 2.7, w(K) ¢ compacto, invariante e atrai K. Portanto, para todo ¢ > 0
wK)=Tt)w(K) C TH)K,

ou seja, w(K) C (T(t)K sendo valida a igualdade. |

t>0

2.2 Atrator global para semigrupo

Definigao 2.8 (atrator global). Dizemos que o/ C X ¢é atrator global associado ao semigrupo
{T'(t)}+>0, ou simplesmente, que </ € atrator global para {T'(t)}i>0, se &/ € compacto, invariante e

atrai subconjuntos limitados de X sob {T(t)}i>0-

Observamos que o atrator global para o semigrupo é tnico. De fato, suponhamos que <7 e o sejam

atratores globais para {T'(t)}:>o. Usando que &/ ¢é invariante e atrai o/, temos
dist(ot, o) = dist(T(t) ot , o) =25 0,

isto é, dist(a/ ,¢Z/fv) = 0, como o & fechado temos &/ C /. De modo analogo concluimos que

o C o

Proposicao 2.5. Seja o7 atrator global para {T'(t) }4>0. Temos que
o ={x € X : existe uma orbita completa limitada através de x}.

DEMONSTRAGAO: Seja x € &7, por defini¢do de invaridncia existe ¢ : R — X, uma 6rbita completa

através de x tal que ¢(R) C o7, assim ¢(R) é limitada, logo
z € {y € X : existe uma o6rbita completa limitada através de y}.

Por outro lado, dada ¢ : R — X uma o6rbita completa através de z, limitada entdo o/ atrai ¢p(R) e

por defini¢ao, ¢(R) ¢ invariante sob {T'(t)}+>0. Usando a Proposi¢ao [2.1], segue que

dist(p(R), ) = dist(T(t)p(R), o) == 0.
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2.2.  Atrator global para semigrupo

Portanto x € ¢(R) C o7, obtendo a igualdade. ]

Definicao 2.9 (eventualmente limitado / semigrupo limitado). Dizemos que o semigrupo {T(t)}i>o
é eventualmente limitado se para cada B C X limitado existe tg € RY tal que v\, (B) € limitado.

Além disso, dizemos que {T(t)}>0 € limitado se vt (B) ¢é limitado, sempre que B ¢é limitado.
O proximo teorema caracteriza os semigrupos que tém atrator global.

Teorema 2.2. Um semigrupo {T'(t)}1>0 € eventualmente limitado, ponto dissipativo e assintotica-

mente compacto se, e somente se, {T(t)}i>0 admite o7 atrator global.

DEMONSTRAGAO: (=) Por hipotese {T'(t) }+>0 ¢ assintoticamente compacto e ponto dissipativo. Seja
K C X compacto, entdo K ¢é limitado e como {T'(t)};>¢ ¢ eventualmente limitado existe tx > 0 tal
que ;- (K) é limitado. Do fato de que o semigrupo ¢ continuo, temos que |J T'(t)K é compacto.

tel0,t k]
Assim,

) =i kv | TR
tel0,t k]

¢ limitada. Pelo Lema , {T'(t)}+>0 € compacto dissipativo. Logo, existe C' C X limitado tal que
C atrai conjuntos compactos de X.

Consideremos B = {x € C : vT(z) C C1}, onde C; = Vi(C). Como C) atrai pontos segue da
demonstracao do Lema que B C C}, é ndo-vazio e T(t)B C B, para todo t > 0. Verifiquemos
que B atrai subconjuntos compactos de X. Seja Ky C X compacto arbitrario entao C; atrai K,
mais precisamente, existe ¢; > 0 tal que T'(t)Ky C C) para todo t > t;. Fixandot >t e s >0
temos que

T(s)T(t) Ky = T(s + t) Ko € C1,

implicando com isso que v+ (T'(¢)Ky) C Cy. Logo,

Em particular B atrai K.

Por {T'(t)};>0 ser assintoticamente compacto, e B ser subconjunto de X ndo-vazio, limitado, fechado
tal que T(t)E C B para todo t > 0 entdo existe um compacto K C B que atrai B. Logo K atrai
subconjuntos compactos de X. Realmente, seja Ky C X compacto arbitrario e € > 0 como K atrai

B existe tg > 0 tal que T(t)B C V.(K), para todo t > tg. Além disso, existe t; > 0 tal que (2.3)
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ocorre. Definimos t5 := t; + tg, assim para t > t, temos
TOKy =Tt —t;1+t1)Kog=T(t —11)T(t1)Ko CT(t —t;)B C V.(K).

Ou seja, K atrai K.

Com isso vimos que K atrai subconjuntos compactos de X, em particular K atrai a si mesmo. Pela
Proposicao , item (ii), concluimos que W ¢ compacto e () # w(K) C K. Podemos agora
aplicar o Lema logo w(K') é compacto, invariante e atrai K sob agao de {T'(¢) }+>o0.

Afirmagao: Seja J C X tal que w(J) é ndo-vazio, compacto, invariante com w(J) C K tal que w(J)
atrai J entao w(K) atrai J.

Realmente, como w(J) C K e é invariante temos w(J) = T(s)w(J) C T(s)K, para cada s > 0.
Segue da Proposigao 2.4 que w(J) € [ T(s)K = w(K), logo

seRt

dist(T(t)J,w(K)) < dist(T(t)J,w(.J)) + dist(w(J),w(K)) = dist(T(t).J,w(J)) =2 0.

Concluindo que a afirmagao.

Verifiquemos que w(K) atrai limitados de X. Seja B C X limitado, como {T'(¢)};>¢ ¢ eventual-
mente limitado, existe tg > 0 tal que ~; (B) ¢é limitado. Além disso, {T'(t)};>0 ¢ assintoticamente
compacto, segue do Lema que w(B) é ndo-vazio, compacto, invariante e atrai B. Mostremos
que w(K) atrai B. De fato, sabemos que K atrai compactos, logo K atrai w(B) além disso w(B) é

invariante entao

dist(w(B), K) = dist(T(t)w(B), K) == 0.

Isto ¢, dist(w(B),K) = 0, ou seja, w(B) C K. Pela Afirmagao concluimos que w(K) atrai B.
Portanto &/ = w(K) ¢é atrator global para {T'(t)}:>o.

(<) Suponhamos que existe &7 atrator global para {T'(¢) };>0. Entdo {T'(t) }+>¢ ¢ ponto dissipativo,
pois em particular 7 é limitado e atrai pontos de X. Seja B C X limitado, logo &/ atrai B, isto é,
existe to > 0 tal que T'(t)B C Vi(&), para todo t > ty. Assim, v,/ (B) C Vi(«/) ¢é limitado. Con-
cluimos com isso que {7'(t)};>0 é eventualmente limitado. Com objetivo de obtermos que {7'() };+>0

é assintoticamente compacto verifiquemos a propriedade:

Propriedade: Se {z,, : n € N} e {T'(t,)z, : n € N} s@o limitados e t,, — oo entao {T(t,)z, : n € N}
é compacto.

Sendo {z, : n € N} limitado e ¢ > 0 qualquer, existe t; > 0 tal que |J T'(¢t)x, C V.(&), para todo

t>t1
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n natural. Seja ng € N tal que t,, > t1, para todo n > ng. Entao

T(tn)zn € | T ()2, C Vo(),

t>t1

para todo n > ng. Logo d(T(tn)z,, o) “=% 0. Pela Proposicio , item (i), existe x € & e

subsequéncia, (T'(tn, )Tn, )ken, de (T(tn)Tn)nen tais que

T(tn,)Tn, LN

Logo {T'(t,)z, : n € N} é compacto, sendo assim verificada a propriedade.

Pela Proposicao [2.3) {T(t)}+>0 ¢ assintoticamente compacto. Finalizando assim a demonstracdo. m

Lema 2.11. Seja {T'(t)}+>0 um semigrupo ponto dissipativo e eventualmente compacto. Entao existe
um compacto K C X tal que para cada x € X existem uma vizinhanca V, de x e t, > 0 de modo
que T(t)V, C K, para todo t > t,. Em particular, dado um compacto Ky, existe rq > 0, tal que
T(t)Ky C K para todo t > ry.

DEMONSTRAGAO: Com efeito, como {7'(t)}+>0 ¢ um semigrupo ponto dissipativo, existe C' C X
limitado que atrai os pontos de X. Usando o fato de {T'(¢)};>¢ ser eventualmente compacto, seja
to > 0 tal que T(to)Vi(C) é compacto, considere K; := T(to)V4(C). Para cada z € X, existe
r, > 0 tal que T'(rp)x € Vi(C), segue da continuidade do semigrupo {7T'(¢)};>0 que existe uma

vizinhanga V. tal que T'(r,)V, C Vi(C). Como K; é compacto a cobertura aberta {V,},cx, possui

uma subcobertura finita {V,. }¥,. Seja t; := max{ty + 7., : i =1,2,..., N}, mostraremos que
THK, c |J T(s)K, vt=>o. (2.4)
s€[0,t1]

De fato, fixados t > 0 e x € K, seja
r:=sup{t' € [0,t] : T(t)x € K1} = max{t' € [0,t] : T(t')x € K;}.
Observemos que como T'(r)xr € Ky segue que T'(r)x € V,,, para algum j € {1,2,..., N}, entdo
T(to+ 1o, +1)x =T(to)T(1r4;)T(r)x C T(to)T(14,)Ve; C T(to)V1(C) C K.

Como tg + 14; + 7 > 1 entao to +ry, +r > t, caso contrario irfamos contrariar a maximalidade de

59



2.2.  Atrator global para semigrupo

r. Assim

T(tx =Tt -r)T(rzeT(t—rEK € (] T(s)K:.

SE[O,tl]

pois t —r < 1o+ 1, < t1. Portanto (2.4) ocorre, para todo ¢t > 0. Seja

K= | T(s)Ki.
s€[0,t1]
Pela continuidade do semigrupo {T'(¢)};>0 segue que K é compacto, além disso, dados z € X e

t > t, =1, +ty temos que
TV, =Tt —ry —1t0)T(to)T (1:)Ve CT(t —ry —t0)T(to)V1(C) CT(t — 1, —ty) Ky C K.

Portanto o resultado estd demonstrado. Em particular, dado um compacto Ky C X, como a
cobertura aberta {V, },ex, possui uma subcobertura finita {V,,}!",, tomando ry = max{t,, : i =

1,2,...,m}, dado t > rq segue que
T(t)K, c | JTt)V,, C K.
i=1

|
O proximo teorema apresenta uma condigao suficiente sob {T'(t)};>¢ para existéncia de atrator

global.

Teorema 2.3. Seja {T(t)}1>0 um semigrupo ponto dissipativo e eventualmente compacto. Entdo

{T(t)}1>0 tem uma atrator global <7 .

DEMONSTRAGAO: Primeiramente mostraremos {7'(t) };>o ¢ assintoticamente compacto. Seja B C X
fechado, limitado, nao-vazio tal que T'(t)B C B, para todo t > 0. Como {T'(t)}:>¢ é eventualmente
compacto, existe tp € RT tal que W é compacto. Notemos que como T(t)B C B, para todo
t > 0 entao W C B = B. Além disso, para t > tg

T(t)B = T(ts)T(t — t5)B C T(tp)B C T(tp)B.

Em particular T'(t5)B atrai B. Portanto {T'(t)};>0 ¢ assintoticamente compacto.
O proximo passo é verificarmos que {7'(t) };>0 é eventualmente limitado. Dado um conjunto limi-

tado B, novamente por {T'(t)};>0 ser eventualmente compacto, existe tg € RT tal que T(t5)B é
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relativamente compacto. Como
T)T(tg)B C T(t)T(tg)B,

para todo t > 0, entao v, (B) C v (T'(tg)B). Logo, se v (T (t5)B) ¢ limitada entdo ;" (B) também
0 é. Assim basta provarmos que a orbita positiva de compactos é limitada. Consideremos Ky C X
compacto, pelo Lema existem K compacto e ro > 0 tais que T'(t)Ky C K, para todo t > 7.

Logo,

) = | | Tk U(UT(t)Ko> c| U ToHK,|uK

te[0,ro] t>rg te[0,ro]
que por sua vez é compacto. Portanto v (Kj) é limitada e o semigrupo ¢ eventualmente limitado.

Segue do Teorema que o semigrupo admite atrator global. [

2.3 Continuidade de atratores

Nessa se¢ao abordaremos a continuidade de uma familia de qualquer, em especial a semiconti-
nuidade superior. Denotaremos por A um espaco métrico.
Definigao 2.10. Seja Jy C X para cada A € A. Dizemos que a familia {Jy}ren €

(a) semicontinua superiormente em \ = )y se

dist(Jy, Jy,) = sup d(uy, Jy,) 2220, .
uy€Jy
(b) semicontinua inferiormente em A = \g se
dist(Jy,, Jn) = sup d(u, Jy) Az,
uEJ)\O

Lema 2.12. Consideremos Jy C X para cada \ € A.

(1) A familia {J\}ren € semicontinua superiormente em X\ = Xy, se toda sequéncia (uy, )nen, COM
uy, € Ji,, para cadan € N, e \, = Ao admite subsequéncia que converge para um elemento de J),.
(ii) Seja Jy, € compacto. A familia {J\}ren € semicontinua inferiormente em A = Ao se para todo

u € Jy, e toda N\, — Ay eziste sequéncia (uy, )nen, com uy, € Jy,, para cadan € N, tal que uy, — u.

DEMONSTRAGAO: (i) Suponhamos que a familia {J)} epx nao é semicontinua superiormente em A =

Ao- Entao existe € > 0 tal que para todo n € N, existe A, € Bx(o, %) com sup d(uy,,Jy,) > €,

ux, €JIx,

61



2.8. Continuidade de atratores

ou ainda, existem A, € Bj (o, %) e uy, € Jy, com d(uy,, Jy,) > €. Agora, por hipotese a sequéncia
(W, Jnen possui subsequéncia convergente para um elemento de Jy,, digamos ug € J),, denotando

tal subsequéncia por (uy, )nen, temos uy, e, ug. Entretanto para cada n € N temos:
d(ty,,, ug) > d(uy,, Jx,) > €,

que é uma contradi¢ao. Portanto sob tais hipoteses a familia {J)} e € semicontinua superiormente
em A = ).

De forma aniloga para provarmos o item (ii): suponhamos que {J)},cp néo seja semicontinua
inferiormente em A = \g. Entéo existe ¢ > 0 de modo que para todo n € N existem A\, € B()\, %)
e U € Jyy, tais que d(up, Jy,) > €. Como (Up)men C Jy,, que é compacto, entao (U, )men admite
subsequéncia, que ainda denotamos por (i, )men, convergindo para u € Jy,, isto & uy, —— wu.
Além disso,

m—r o0

e < d(um, Jy,) < d(tp,u) + d(u, Jy,) — d(u, Jy,).

Como u € Jy, e A, = Ao, por hipotese, existe sequéncia (uy, )neny com uy, € Jy, para cada n € N,

n—oo
tal que uy, —— wu. Por sua vez,

n—oo

e <d(u,Jy,) < d(u,uy,) — 0,

o que é uma contradi¢do. Portanto {J)} ea € semicontinua inferiormente em A = A. [ |

Definicao 2.11. Dizemos que a familia de semigrupos {Tx(t)}i>0,ren € continua em X\ = )Xo, se
Th\(t)x EimilN Ty, (t)x uniformemente para (t,z) em subconjuntos compactos de Rt x X.

Teorema 2.4. Consideremos {T)(t)}i>0,xen uma familia de semigrupos continua em A = Xo, tal
que para cada X\ € A o semigrupo {T\(t)}i>0 admite atrator global <7\. Se |J </ € relativamente

AEA
compacto em X, entao a familia de atratores {2\ }ren € semicontinua superiormente em X\ = Ag.

A demonstracao desse resultado pode ser consultada em [3] na pagina 24.
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Capitulo 3

Existéncia de Atrator Global para

Problemas com Operadores Mon6tonos

Iremos garantir, sob certas condigoes, a existéncia de atrator global para problemas da forma:

%(t) +Au(®) + Blu(t) =0, >0

u(0) = o,

onde A é operador maximal mono6tono e B é uma aplicacao globalmente Lipschitz em um espaco de
Hilbert. No final do capitulo apresentaremos uma aplica¢ao da teoria abstrata. Citamos [2] como a

principal referéncia.

3.1 Apresentacao do problema

Considere as seguintes hipoteses:

H1 : Sejam V espaco de Banach reflexivo e H espaco de Hilbert, tais que V€ H < V' com
imersoes continuas, denotaremos respectivamente por 7, e 7, as constantes de imersao. Além

disso V' é denso em H. Aqui V' denota o dual topologico de V.
H2 : Seja A :V — V'’ operador nao-linear, mondtono, coercivo e hemicontinuo.

Assumindo H1 e H2 temos, de acordo com a Definicao [1.4) o operador realizacao de A em H,

denotado por Ay. Segue da Proposicao que Ay : D(Ay) C H — H é operador nao-linear
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maximal mondtono. Consideramos o seguinte problema:

du
20+ A (u(t) + Bu(t) =0, t>0 (3.1)
u(0) = uy,

onde B : H — H ¢é uma aplicagao globalmente Lipschitz, sendo L sua constante de Lipschitz.
Definicao 3.1. Seja T' > 0. Dizemos que u € C([0,T]; H) € solugao forte de (3.1)), se:

(1) u € absolutamente continua em qualquer subintervalo compacto de (0,T);
(i) u(t) € D(An) quase sempre em (0,T), com u(0) = uyp;

(iii) %(t) + A (u(t)) + B(u(t)) = 0, ocorre quase sempre em (0,7T).

Dizemos que u € C([0,T]; H) € solugao fraca de (3.1), se existe uma sequéncia de solugoes fortes

(tn)nen que convergem para uw em C([0,T]; H).

Quando nos referirmos ao problema (3.1]), sem fazer mencao as hipoteses H1 e H2, teremos sempre
assumido que Ay : D(Ay) C H — H é operador maximal monétono e B : H — H uma aplicagao

globalmente Lipschitz, sendo L sua constante de Lipschitz.

3.2 Existéncia e unicidade de solucoes

Nesta se¢ao garantiremos a existéncia e unicidade de solugao para o problema (3.1)).

S
Teorema 3.1. Para todo ug € D(Ag)  existe uma tinica solugao fraca u para (3.1)), tal que u(0) =

ug. No caso em que uy € D(Ap) entdo a fungio u € lipschitziana e portanto solugao forte do

problema.

DEMONSTRACAO: Primeiramente verificaremos que o operador univoco Ay + B + wl, é operador

maximal monoétono para w > L. Observamos que B + wl é mondtono, pois:

(B4+wlhu— (B+wlv,u—v)y =(Bu— Bv,u—v)y + (wu —wv,u —v)y

=(Bu — Bv,u — v)g + w|lu — ||} >0,
pois,

—(Bu — Bv,u —v)g <|(Bu — Bv,u —v)y| < ||Bu— Bo||g|lu—v| g

<Llju— vl < wllu—vl}.
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Por outro lado B + w! & operador continuo, com D(B +wl) = D(B) N D(wl) = H. Assim B + wl
¢ mondtono, hemicontinuo e esta definido em todo H nos permitindo concluir pela Proposicao
que B + wl é operador maximal monoétono.

Além disso, int(D(B + wl)) N D(Ay) = H N D(Ay) = D(Ay). Fazendo uso do Corolério [1.1]

concluimos que A := Ay + B + wl é operador maximal mono6tono.

Aplicando o Teorema para o operador A e funcéo f = 0, concluimos que se ug € D(A) = D(Ay),

entao o problema

%+(AH+B+wI)u—wu:O
u(0) = up.

admite tnica solucao fraca. Ou seja, para ug € D(Ag) segue que

d
d—:: + Agu+ Bu=0
u(0) = uo.

admite uma tunica solugao fraca u € C([0,T], H). Por definigdo de solugdo fraca, existe (un)nen
sequéncia de solugdes fortes que convergem para u uniformemente em [0, 7]. Tome h > 0 de modo

que t e t + h pertengam a [0, T]. Sendo o operador A mondtono, para cada n € N temos:

1d

§%||un(t +h) —un(t)||3 = <%un(t +h)— %un(t), un(t+h) — un(t)>H

= — (Aup(t + h) — Au,(t), up(t + h) — un(t)) ur

+ (=Buy(t + h) + Bu,(t), un(t + h) — un(t)) g
<(=Buy,(t + h) + Bu,(t), u,(t + h) — un(t)) g
<[[Bun(t + 1) = Bua ()| l|un(t 4+ h) = wn ()] m

<Llfun(t + h) = un (1)l

Tome s € [0,7], entao

1 [°d 8
3/—MW+m—w@%ws/me+m—ww%w

L s ) — () = 2L un(h) - wm2</3m (4 ) — ()] dt
57 U (S Un(8)|| 5 5 7 Uy, U, g < i Uy, Uy, I

- — <
=5 (s + ) = wn()[ <

1d

3 31 () = OB+ L [+ ) = a0
0
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Aplicando o Lema (Gronwall) nessa tultima desigualdade, obtemos:
[un(s + h) = un(s)||lu < [lun(h) = un(0)l[m + /0 Llfun(t + h) = un(t)|| udt,
fazendo n — 400 segue que
[u(s + h) — u(s)|la < [Ju(h) —w(0)[|# + /0 Llju(t + h) = u(t)|| xdt.
Pelo Lema (Gronwall-Bellman) concluimos que
lu(s +R) = u(s)llm < " u(h) — u(0)|4. (3.2)

No caso particular em que ug € D(A) temos pelo Teorema que u é diferenciavel a direita em

t = 0. Logo, para € = 1, existe § > 0 tal que:
lu(h) = u(0) = DT u(0)hllm < |2l
sempre que ||h||g < d. Ou seja,

lu(h) = u(0)|# <[u(h) = w(0) = DTu(0)h]|m + [|IDTu(0)h||x

<[[Pller + 1D u(O) |zl 2ller = (1 + [IDTw(O)][ )] P]|ar-
Voltando em (3.2)) segue que
lu(s + h) = u(s)lla < e (1 + [ DTu(0)] )| Al

sempre que |||y < d. Isso implica que w : [0,7] — H é lipschitziana com constante de lipschitz
C = e (1 + ||[DYu(0)||#). De fato, dados z,y € [0,T] quaisquer tais que z < y. Tome N > L ¢

considere a particao de [z,y]:

r=1ty <t <...<ty=1, Ondetzzx—l—z(y;[x)
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Como |t; — t;_1| < 0, para todo i = 1,..., N entao

Ju(@) —w(y)llm =uto) — ultr) +ultr) — ... —u(ty-1) + ultn)|lg < Z Ju(ts) — w(tizn) o

=1

S ly—a| _ cNly—al
<Y Clti—tia|=C> N = = Cly — .
=1 =1

N

Portanto w é lipschitziana, logo da Observacao temos que u é absolutamente continua em [0, 77,
em particular é absolutamente continua em cada subintervalo compacto de (0,7"). Pelo Teorema [L.6|

segue que u é solugao forte. [

Observamos que u ¢ globalmente definida pois 77 > 0 ¢é arbitrario, isto ¢, u : [0,400) — H.
d
Denotamos por u(t; 0, ug) a solugao da equagao d—qz + Apgu+ Bu = 0, com condigao inicial u(0) = uy,

calculada no instante t.

Proposicao 3.1. Para cada t > 0 considere

T(t): D(Ax) — D(Ax)
up = T(t)ug = u(t;0,ug).

Entao {T'(t)}i>0 € um semigrupo nao linear e

€ uma aplicacao continua.

DEMONSTRAGAO: A familia {T'(t)}:>0 ¢ tal que:

—FH

(i) Para up € D(Ag) , qualquer temos T'(0)ug = u(0) = uyg, ou seja, T(0) = ]de.

(ii) Considere ug € D(AH)H arbitrario, entao para t,s > 0
T(t+ s)ug = u(t + s;0,up) e T()T(s)ug = u(t;0,T(s)ug) = u(t;0,u(s;0,ug)).

Para cada s > 0 fixado, ambas as aplicagoes t — T(t)T(s)ug e t — T'(t + s)ug, sao solugoes
fracas do problema:

d
d—;}+Av+Bv:0

v(0) = u(s;0,ug),
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segue da unicidade de solugao, garantida pelo Teorema [3.1] que T'(t + s)ug = T'(¢)T(s)uo.
Portanto T'(t + s) = T(t)T'(s).

Concluimos por (i) e (ii) que {T'(¢) }+>0 ¢ semigrupo. Resta mostrarmos a continuidade da aplicagao:

R* x D(Az) — D(Az)"

(t,up) — T(t)uo.

——H
Seja (to,ug) € RT x D(Ay) arbitrario. Considere e > 0 qualquer, queremos mostrar que existe

d > 0 tal que para todo (t,v) € RT x D(AH)H em que |(t,v) — (to, uo)|r+xx < ¢ temos
T (t)v — T(to)uo||n < e.
Notemos que

1T (t)v = T(to)uolla < T )v = T()uolla + [T(#)uo — T(to)uollm

= [lu(t;0,v) — u(t; 0, uo) || + [Ju(t; 0,u0) — ulto; 0, uo)| -
Pela continuidade da solugao ¢ — u(t; 0, ug), existe 4; > 0 tal que

€
|u(t; 0, up) — u(to; 0, uo)||m < 5

sempre que [t—to| < &;. Seja T > 0, como as funcoes t ¥ u(t;0,v) et 2 u(t; 0, up) sao solugoes fracas
de (3.1)), entao existem sequéncias (©,,)nen € (¢n)nen de solugoes fortes que convergem uniformemente
em [0, 7] para ¢ e ¢, respectivamente. Consideremos ¢ € [0,T], sendo A operador monoétono, para

cada n € N temos:

3 lon(®) = 8u(01 = ( Son(®) = 0u(0.0(0) ~ 6,(0))

= = (Apn(t) — Adn(t), on(t) — dn(t))

+ (=Bepn(t) + Bon(t), on(t) — ¢n(t))
<(=Bepn(t) + Bon(t), on(t) = ¢n(t))n
<[ Ben(t) = Bon(8)l|llon(t) — én(t)lla

<Lllgn(t) — du(®)|I.

H
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Tome s € [0, 7], integrando a desigualdade acima de 0 & s, segue que

S d S
3| e = ol ae < [ Llleu) = o, 0l

2
1d 1d s
1d 1d ’

=5 llen(s) = u(s) < 57 llo —uollf + L/O len(t) = on ()17 dt.

Aplicando o Lema (Gronwall) nessa ultima desigualdade, obtemos

lon(s) = dn(s)lla < llv—uollm + /0 Lljn(t) = ¢n ()| ndt,

fazendo n — 400 segue que
le(s) = o)l < llv— ol + /OS Llle(t) = ¢@t)||ndt, Vs € [0,T].
Pelo Lema (Gronwall-Bellman) concluimos que
le(s) = ¢(s)llar < el = uollzr, Vs € [0, T].
Portanto, observemos que sendo C(T') := T temos

sup [|T(t)v — T()uollm < C(T)|lv — uolla- (3.3)

te[0,7)
Tome ¢ = min {4, m}, entao sendo ||[v — ug|lg <4

9 9
Jis) = 6(3) s < 0o — ol < eHH s — =

para todo s € [0,¢y + 0]. Logo, para todo (t,v) € Rt x D(Agx)H tal que |(¢,v) — (to, uo)|r+xm < 0,

tem-se
‘t — t0| <é < 51 = HT(t)UO — T(to)Uo”H < %
v —uollg <6 = ||T(t)v —T(t)uo|lm < 5, uniformemente em [0, £y + 4].
Com isso ||T'(t)v — T(to)uol|g < €, finalizando a demonstragao. |
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3.3 Resultados abstratos

Nesta segao demonstraremos o teorema que garante a existéncia de atrator global para (3.1)).
Iniciamos demonstrando resultados que nos auxiliarao neste objetivo. Consideremos a seguinte

hipotese:

H3 : Existem constantes w; > 0,wy > 0, ¢; € R e p > 2, tais que para todo v € V' as seguintes
condigoes ocorrem:

(Av, v}y v = wrilvlly + e, (3-4)

[Av]lv < wa(1+ [ol57). (3:5)

As hipoteses H1, H2 e H3 nos possibilitardo concluir a densidade de D(Ap), a compacidade e
dissipatividade do semigrupo associado ao problema (3.1).

Lema 3.1. Consideremos H1, H2 e H3 entiao o dominio D(Ag) é denso em H.

DEMONSTRAGAO: Seja v € H um elemento arbitrario e ¢ € (0,1). Como Ay é operador maximal
mondtono, temos que e Ay também é maximal mondtono, logo segue da Proposicao que R(I +

eAy) = H. Assim existe u. € D(I +cAy) = D(Ap) tal que (I + eAg)u. = u, ou seja,
us + eAgu. = u. (3.6)
Aplicando (-, u.)y em ambos de (3.6), obtemos
Jucllf + e(Anue, ue)y = (u, ue)u.
Usando a definicao de Ay e a condigao , ja que H3 ocorre por hipotese, tem-se

(U, ue) g = ||U€||1211 + 5<AUE=UE>V’,V > HUEH% + 5(001”“5”?/ + 1)

= [lucllzr + ewnllucly + cer < (u,uehm < Jlullalluclla-

Ou seja,
el + ewrlluelly < llullalluella — eci. (3.7)

A partir de (3.7) podemos concluir que ||uc||g e €|u.|]} sdo limitadas. De fato, como |u.|? <
[[uellF + ewr[|uely, segue que

el < llullalluellm — eca. (3.8)
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Aplicando a Desigualdade de Young em ||u|| g ||uc||z temos:
1 1
el < Slluelli + llulli — ser = fuella < llullz — 21

Como 0 < ¢ < 1 entdo —ec; < max{0, —c;} := k; > 0, assim:

luelly < Nullfy + 2k = lluclle < \/llullf + 2k = &,

portanto ||uc||y ¢ limitada. Segue da equagao (3.7)) que:

ew e[} < Nuellfy + ewnlluellf

< ullmlluella = eer < Kljulla + k-

Assim

klullg + ko~

elluclly < =k,

w1

ou seja, €llucl|}, também ¢ limitada, onde a constante de limitacao ¢ independente de €.

Utilizando (3.5)) e (3.6)) segue que

ue — ullvr = [Jue — (ue + eAgue)|lv: = |leAguc|v

(p—1)
_ & Tr
< ewn(l+ el ) = ews (1 + (Slueliy) 7 )
(p=1)

kY " _(p=1y=p-1
< ewy 1+<— = €Wy <1+5 5 )kpp )
€
1~p=1
=wq(e+erk 7 ).
Logo, quando £ — 0 temos ||u. — ully» — 0, isto &, u. 2% wem V.
Como H é espago de Hilbert e o conjunto {u. : ¢ € (0,1)} é limitado em H, temos que para toda
sequéncia (&, )nen tal que &, 2720 0, por (Ue, )nen ser limitada em H, segue do Teorema que
qualquer subsequéncia de (u., )nen admite subsequéncia que converge fracamente em H, ja que H é

reflexivo. Consequentemente u, converge para u fracamente em H, quando ¢ — 0.
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Escrevemos agora y. := ||u.||y, entdo segue de (3.8) que

y: = llullmye +ect <0
= limsup yZ — lim sup ||u|| gy + limsupec; <0
e—0 e—0 e—0

2
= (limsupya> — ||u||g limsup y. + limsupec; <0
e—0 e—0

e—0

= lim sup y. (lirnsupyE — HUHH) <0.

e—0 e—0

Como limsup y. > 0, devemos ter que limsupy. — ||u||g < 0, portanto
e—0 e—0

limsup |Jue|| g < ||ul|a-
e—0

Assim para toda sequéncia En JneN tal que Ep — OO temos Ues, )JneN COnver indo para u fracamente
€ ) n/MNE

em H e limsup ||uc, ||z < ||ul]|z. Pela Proposigao [A.5| temos que u. converge para u fortemente em
n—oo

H. Logou € D(AH)H, ou seja, H C D(AH)H implicando que D(Ap) é denso em H. |

Lema 3.2. Sejam r > 0, ¢ uma aplicagao continua em um espago métrico X e W C X denso.

Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) para cada bola aberta Bx(r) a imagem ¢(Bx(r) N W) € pré-compacto em X.
(i) para cada subconjunto limitado B de X, a imagem ¢(AB) € pré-compacta em X .

DEMONSTRAGAO: (ii) = (i) Seja Bx(r) uma bola aberta qualquer, em particular Bx(r) N W C
Bx(r) C X é limitado, logo por hipétese ¢(Bx(r) N W) é pré-compacto em X.

(1) = (ii) Seja # C X limitado, denotaremos por d(A) o didmetro de Z. Tome vy € £ entado é
claro que

B C {ve X;dx(vy,v) < d(B) +1} == B.

Além disso, como W C X é denso entao

= X

~ —X
B=BNXCBNXCE NW =BnW ,

— X
isto &, ZC ZNW . Por ser ¢ continua segue que

X

o(B) CHBOW ) CHBAW)
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Notamos que Z ¢ por definigao a bola Bx (vg, d(#)+1), logo segue de (i) que (B NW) & compacto

em X. Como

X ——X

o(#) Co(#NW)

segue que ¢(H) ¢é compacto, isto é, (ii) ocorre. |

Em vista do Lema para verificarmos a compacidade do semigrupo {7'(t)}+>o associado ao

problema (3.1)), basta considerarmos apenas os conjuntos da forma Bg(r) N D(Ag) ao invés de

todos os limitados de D(Ag)

Observagao 3.1. Sejam a,b e a em [0,+00), entdo
(a+b)* < (2max{a,b})* < 2%(a” + b%).

Lema 3.3. Consideremos o problema (3.1), assuma ainda que H1, H2 e H3 sao verdadeiras para

p > 2 entdo para qualquer ug € D(Ag) e T > 0 temos

T
/0 lu(s)[ ds < G (luollm, T) (3.9)
e
TN du v
L GO 4 < Gl 1) (3.10)
0 v

onde 61 e 63 sao fungoes localmente limitadas e p' denota o expoente conjudado de p.

DEMONSTRAGAO: Sejam uy € D(Ay) e T > 0. Estamos nas hipoteses do Teorema , assim
existe u solugao forte para o problema (3.1, claro que u € C([0,T],H). Além disso, definindo
f:[0,T] — H por f(t) := B(u(t)) temos que

feC([0,T],H) C LP(0,T; V).
Aplicando o Teorema 1.9, pagina 225, de [I5] podemos concluir que

d ,
we C([0,T), H) N LP(0,T;V) e d—:: e LV (0,T; V).

Estamos prontos agora para provarmos (3.9) e (3.10). Como u é solugao forte de (3.1)) temos:

d
e —Apu — Bu, quase sempre em [0, 7.

dt
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Usando (3.4) tem-se

1d du
2 <—u> (A~ Bu,u)y = —(Aw,uhyry — (Bu,u)
24t N\dt T/,

< —willullyy — e + [(Bu, w)n

< —wifullyy — e + | Bullmlull -

Por sua vez, ||Bully = |Bu— B0+ B0||y < ||[Bu— BO||g + ||BO||x < L||ul|z + ||BO||x, logo

1d

5 77 lullr < —willully = ex + (Lullr + 1 BO]w) [[ull

= —wnllull = 1+ Lljully + [ BOlallulla
1 1
< —willull} — 1 + <L+§) lull; + 5 1Bl (3.11)

sendo (3.11)) obtida aplicando a Desigualdade de Young no termo || BO|| g||u|lxz. Agora, tome 0 <
A< (p“1> novamente aplicando a Desigualdade de Young para + (L + 1) Al|ul%, obtemos

_p_
1

1 2 P P p—2 1 1 p—2
3 (2 3) Al < 2x8 it + 222 (5 (24+3))

Como V esté imerso continuamente em H, segue que

p
1d 2, p—2/1 1\ 72 1
5l < —wallll + 28l + 222 (5 (24 3) ) = e 3501

2.0
< —wilully + ];ASW?IIUIII& +h

2 »p
_ (—m ; ];mnf) el + ko,

onde ky := 1%2 (5 (L+ %))ﬁ —¢1 + 3||BO||%,. Por sua vez,

hSEIN]

puwi puwi 2 2 w1
O< A< | — A<« T o NG < ——@ A2 < ——,
(477p) gp TN ST S et AR S

portanto,

lully < —nlully + 26
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Integrando em (0,7") essa ultima desigualdade, obtemos que

T T
(T — [u(0) 3 < —w / lu(s)[17 ds + / 2y ds

T
=>HU(T)HJ2L1+M1/ lu(s)IV- ds < [luoll; + 2Tks. (3.12)
0

Ora,

T

T
i / la(s)I ds <[lu(T)I% + wi / (s ds

< luol|3; + 2Tk,
D

com isso (3.9) ocorre, isto é
T
/ [u(s)[} ds < C1(||luollu, T), (3.13)
0

onde G, (||uol|zr, T) := (|uo||®> + 2Tk )w;t. Segue de (3.12) que para cada t € (0,7)
T
Il < (@)l +wl/ ()Y ds < Nuollfy + 2tks < [luoll3; + 2Tk;.
0

Para A suficientemente pequeno e todo t € (0,7) temos que

[z < V/lluoll* + 2Tky == ka(|luoll, T),

ou seja,

[ll Lo o1y < Fa([luoll, T). (3.14)

Por fim, pela Observacao , por (3.5)) e por H < V' segue que

du ||

2| =l=Aug = Bullf, < (| Aullv: + | Bully)”

V/
<2 (|| Aully, + | Bull},)

<2 (a0 + ully ) + 08 |1 Bully)
<2l (14 ull Y+ 208 (Ll + 110 )"

/ / / / —1)p’ / / / / / /
<P (4 ) + 202 (L ully + 1 BOI)

=22l [[ully, + 2% 0y I |[ullfy + 2% || BOIff + 2% o)
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/ / /o ’ / / ’ / / .
tomando k := max{2% Wb , 22P'nh P 227w + 2% 1} || BO||P }, concluimos que

Integrando sobre (0,7) essa tultima desigualdade e usando (3.13)) e (3.14) obtemos:

T I T T T ,
/ ds <k </ 1ds +/ Ju(s)] dS/ [[u(s)[ dS)
0 v’ 0 0 0

T
<k <T+‘51(||U0||H,T) +/ HquOO(D,T;H) ds)
0

<kT + kG (Juollr, T) + k(ks(||luol|z, T))" := Ga(||uolla, T).

p/
< R(L A [fullyy + [lullz).
V/

du

dt

du
%(5)

Portanto (3.10]) se verifica, finalizando a demonstracao. [

Lema 3.4. Seja {T'(t)}i>0 um semigrupo associado a (3.1) em D(AH)H. Assuma H1 e que (3.9) e
(3.10) ocorrem para T > 0 ep > 1. Se 'V estd imerso compactamente em H entao T'(t) : D(AH)H —

—
D(Ay) € uma aplicagao compacta, para cada t > 0.

DEMONSTRAGAO: De acordo com o Lema para provarmos que {7T'(t)};>o é compacto basta
—H
considerarmos os subconjuntos limitados de D(Ag) da forma B = By (0,r) N D(Ag), onde r > 0.

Defina o conjunto

B= {T()uo,uo S B},
onde a aplicagao u(-) = T(-)ug € C(]0,00[; H) é a solucao fraca de (3.1)). Consideremos o conjunto

d ,
W = {ve L0, T;V); d—;} e LV (0,T;V')}

para p > 1 tomado de modo que (3.9) e (3.10) ocorram. Além disso, em W adotemos a norma
vllw = vl ey + |2l 10 o - Notemos que BCWé limitado, ja que se v € B entdo v ¢
0,15V) at 1LY (0,T;v")

solugao fraca de (3.1) com condicao inicial ug € D(Ag), logo por hipotese

T
| 1O s < G(lualla,T) ¢
0

/T P
0

onde ¥, e %5 sao funcgoes localmente limitadas, implicando que v € W e além disso

dv ,
%(3) ds S (52(||u0||H7T)7

v

1

dU 1 v
[vllw = [[v][Lev) + “%HLP'(O,T;V’) < ¢ + ¢y < constante.
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Aplicando o Teorema concluimos que W estd imerso compactamente em LP(0,7; H), e por
B C W ser limitado entdo B ¢ pré-compacto em LP(0,T;V").

Considere (uy,)neny uma sequéncia arbitraria em B, tal sequéncia dé origem a sequéncia (7()un)nen
em B. Ora, (T'(+)tn)nen € também uma sequéncia em EH que por sua vez é compacto em LP(0,T; H),

logo existem subsequéncia (T'(+)up, Jken de (T(+)un)nen € fungao vy € LP(0,T; H) tais que

1
T D
( / ||T<s>unk—vo<s>||zds) T3ty — v0(3) o) 25 0
0

T
- / 175, — vols) 1% ds 225 0,
0

ou seja, (|7°(-)un, — vo(-)||m)ken € uma sequéncia de fungdes reais positivas que convergem a zero
em LP(0,T;R). Pelo Teorema [A.3|concluimos que (|| T(-)tn, —vo(-)||#)ren admite subsequéncia, que
ainda denotaremos por (||7(-)un, — vo(*)|l#)ken, que converge quase sempre em (0,7"). Seja t > 0
qualquer, entao

k—ro0
I ()t = v0() | == 0,
quase sempre em (0,%). Assim, existe 7 € (0,¢) tal que

k—oo

T(T)tp, — vo(T), em H.

k—o0

Portanto, T'(t)u,, = T(t — 7)T(T)un, — T(t — 7)vo(7) em H. Isto é, a sequéncia (T'()un)nen
———H
admite subsequéncia convergente. Logo T'(t)B é sequencialmente compacto em H, como em parti-
- H —FH —F—H
cular H é métrico, entdao T'(t)B é compacto. Portanto, para cadat > 0, T(t) : D(Ay) — D(Ap)

¢é aplicagao compacta. [ |

Lema 3.5. Sejam H1, H2 e (3.4)) satisfeitas. Se p > 2 entao o semigrupo {T'(t)}+>0 associado a
(3.1) € limitado dissipativo em D(AH)H

DEMONSTRAGAO: Seja ug € D(Ap). Utilizando a demonstra¢ao do Lema ¢ possivel concluir

B-11), ou scja:

1d 1 1
3 gl < = allull, = e+ (£+ 3 )y + 510l

11
< —nlulfy = ex +mae {2+ 1 1B0lE } lal +

= — willully; — ex + k(l[ullz + 1),
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onde k := max {L + 3, 1||B0[|%}} e u é solucdo forte de . Como V' C H continuamente entao

272
1d

S Zlully < —nllully — er + kil +

2

kny
Aplicando a Desigualdade de Young em —— ||u||V)\ onde A\ < (pwl

4

(’%)/ O 4 (g

k: 2 p/p—2 _ 2 2
— (ﬂ) =2 + 2 fulfB AP,
A p p

2/p
) , segue que

kn?
= ul[3A

IN

Logo,

1d
gl < bl = bl + &

kn? p—2 2\P/2
_ P 1 p k
willully, — e + < 3 > ( 5 ) = llullv +

INP/2 kn2\ 72 9
(Y e () 5

Como A < (’%)2/[) entao \2/P < I% e

IN

2)\2/;7 < w1 N i 2)\2/;7 < 4 w1 w1
— = —w —w + = =—-——.
D 2 Ty D) 2
_p_
Assim colocando k ==k — ¢; + (k %> e <p;2>, segue que
1d
ol < =2l + .

Como V' esta imerso continuamente em H, temos:

1 w1 w1
ullr < mllullv = EHUHH < lully = =55 llully > —7\|UH€~

2
Portanto
d _ ~
—lullzr < —win”ullf + 2.
Desta forma a funcao y(t) := ||u(t)||% satisfaz a desigualdade diferencial:

y' () + win P (y(t)P? < 2k,
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Aplicando o Lema para y =win s q=5ed = 2k, para \ suficientemente pequeno, temos

y(t) < ( 2%1@)% + (wmfp (g . 1) t) (5 _ <w125:1p>2/p N <wm;p (g B 1) t) “2/0=2)

~ 1/p
2k _ —1/(r=2)
waHs< ¢> emr (5-1)1)
w 2

1

Se ug € D(Ap), entao existe @ solucao fraca de (3.1), ou seja, 4 ¢ limite uniforme de (u,)nen onde

u,, € solugao forte de (3.1). Assim:

la®) s = | i ()] = i [lun(0)

~ 1/p
2k -1/(p—2)
< () G G0
n—o0 w1y 2

1/p
2k -1/(r=2)
|W@MMS< _J + (wm (B-1)e) (3.15)
w1n 2

: ——H o \ /P . :
Consideremos B = {ug € D(Ay) : ||uollg < r}, tomando r > < ,p> , entdo B atrai subcon-

w1y
juntos limitados de D(AH)H sob {T'(t) }+>0-

De fato, seja C' C D(AH)H limitado. Dado & > 0, consideremos T > (wyn; ” (2 — 1) 5(p_2))_1 entao

-1
<w1771_p (g — 1) t) =2 e, para todo t > T.

Seja x € C' qualquer, tome y = % Note que y € B, pois de (3.15) temos:

rT(t)x
r+e

_r||T(@)x|| <7"(7“‘|'5)_
 r4e r+e
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Agora
T =yl = |7 = TEW2| _ (| r+ )T Wz = rTH
rte r+e
_ ST(t)ZL" _ 5 ||T(t)x|| - w _

Logo, dado € > 0 existe T' > 0 tal que, para todo t > T temos dist(T(t)C, B) < €. Portanto B atrai

C sob {T'(t)}+>0. Concluimos assim que o semigrupo ¢ limitado dissipativo. ]

Finalmente, enunciamos o teorema:

Teorema 3.2. Suponha que H1,H2, (3.4)) e (3.10) sao satisfeitas para p > 2. Se V estd imerso com-
——H
pactamente em H, entao o semigrupo {T(t)} associado & (3.1) tem um atrator global em D(Apy) .

DEMONSTRAGAO: Segue do Lema que o semigrupo {7(t)}:>o associado a é limitado dis-
sipativo, o que implica em ponto dissipativo. Assumindo H1, H2 e (3.4)) segue da demonstragao
do Lema que ocorre, nos permitindo concluir pelo Lema que o semigrupo {7'(t)}i>0 €
compacto em mH Assim, dado B C mH limitado, temos que WH ¢ compacto para
cada t > 0. Logo {T(t)}+>0 ¢ eventualmente compacto em mH e pelo Teorema existe .o
atrator global para {T'(t)};>0 em mH |

3.4 Aplicacao

Seja {2 um subconjunto de R", aberto, conexo e limitado cuja fronteira, 02, é suave. Consideremos
f + R — R uma fungao globalmente Lipschitz, com constante de Lipschitz L. Estudaremos a
existéncia de atrator global para o semigrupo associado a equacao diferencial parcial nao-linear de

segunda ordem com condi¢ao de fronteira de Dirichlet homogénea

uy = div(|VulP2vu) — |ul’"'u + f(u), >0
' (3.16)
u =0, em 02,

sendo p > 2 e p > 1. Com objetivo de escrever ([3.16|) de forma abstrata, definimos os operadores A
e B como a seguir. Consideremos o espago de Hilbert H := L?*(2) e o operador de Nemytskii da f,

dado por :
F;: H - H

v Fr(u)(e) = f(o(z)).
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3.4. Aplicagao

Usando que |f(z)] < [f(z) — f(0)] + | F(0)] < L|v(z)] + |f(0)| e a Observagao [3.1 notamos que o

operador F estd bem definido, pois:
/Q|Ff(v)(l“)| dw:/g|f(v($))| dISL(L|v($)|+|f(0)|) dz
2,72 2 2 _ 472 24 24 ‘
< [ PEP@P 1O o =4 [ )P ot [ [70)Fdr <o

Definimos o operador B como sendo B = —F. Notemos que

1BGu(t, )) — Blo(t, Ml =l — F(ult, ) + Fy(o(t, )
_ ( JARER Ff<v<t,x>>|2dx)2

= ([ 150t - f(U(w))!de)%

< (/Q L(v(t,z) — u(t,;{;))|2<m>é

=Lljo(t,) —u(t,)|a.

Logo, B é globalmente Lipschitz, com a mesma constante de Lipschitz da funcao f. Consideremos

os operadores nao-lineares A; e As:

D(A)) = {u € WyP(Q); div(|Vul|P2Vu) € L*(Q)};
Ay (u) = — div(|VulP2Vu);

D(Ay) = {u € LPY(Q); Jul’"tu € LH(Q)};

Ag(u) = |ulP u.

Definimos o operador A em D(A;) N D(Ay) como sendo

A(u) = Ay (u) + As(u) (3.17)
= — div(|Vul*Vu) + [ul " u.

Desta forma o problema ([3.16]) se reescreve como

d .
d—?—l—Au—i—Bu:O, t>0

u =0, em Of).
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Consideremos os espacos V := Wy P(Q) N LPY(Q) e H := L*(Q). Em V definimos a norma || - ||y =
| - HW&’P(Q) +1- ||Lﬂ+1(Q)E|

Lema 3.6. Sob tais consideragoes:

(1) V € espago de Banach reflexivo;

(ii) V estd imerso compactamente em H ;
(iii) H estd imerso continuamente em V';
(iv) V é denso em H.

DEMONSTRAGAO: Naturalmente (V|| - ||/) ¢ um espa¢o normado. Consideremos (v,)pen C V
sequéncia de Cauchy em V', ou seja, dado € > 0 qualquer existe ng € N tal que para todos n, m > ng

tem-se [|vn — vm|[v = l[vn = Vmlly1rq) + lvn = vml[Ler1@) <. Note que, para m,n > ng quaisquer

[on = Vmllwiry < llvn = vmllwre@) + 100 = vmllLerr ) <e,

analogamente

an — UmHLP-‘rl(Q) < ||vn — UmHWC}”’(Q) + ||Un — UmHLp-H(Q) <E.

Assim, (v,)nen € sequéncia de Cauchy em Wy () e em LPH(Q). Como tais espacos sao de Banach

existem v € W, P(Q) e T € LPT(Q) tais que
v, = vem WyP(Q) e v, —Tem LFTYQ). (3.18)

Pelo Teorema concluimos que W, () esta imerso continuamente em LP(§2) para qualquer p, ora
para p > 2 temos que LP() C L?*(Q) implicando com isso que W, () est4 imerso continuamente
em L?(2), além disso, L/T1(Q) € L*(Q) continuamente, logo V' < L?(2). Considerando (v, )nen em
L2(£2), temos que (v,,),en € convergente, ja que L?(§2) é espago de Hilbert e pela unicidade do limite,
analisando em L?(), concluimos que v = 7. Além disso v € W, ?(Q) N LP+(Q). Portanto
(Un)nen € convergente em V. Logo V' é espaco de Banach, pelo Teorema , concluimos que V' é
reflexivo. Portanto (i) ocorre.

Seja v € V arbitrario, como

lollyaoay < oy

1
'Em W,?(Q) estamos considerando a norma equivalente ||u||WO1,p(Q) = ([, [VulP dz)”
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3.4. Aplicagao

entdo V estd imerso continuamente em Wy"(Q). Além disso, pelo Teorema concluimos que
I/VO1 P(Q2) esta imerso compactamente em LP(§2) para qualquer p, ora para p > 2 temos que LP(€)) C
L2(Q) implicando com isso que Wy (£2) esta imerso compactamente em L2(2). Sejam i : Wy (Q) —
L2(Q) ei:V — WP(Q) imersoes compacta e continua, respectivamente. Afirmamos que 707 é uma
imersdo compacta de V em L?(£2). De fato, seja A C V limitado qualquer, entdo i(A) = A € W, *(Q)
¢ limitado, por i ser aplicacio compacta, temos que i(i(A)) = i(A) é relativamente compacto em
L*(9)). Portanto (ii) esta provada.

Como Wy P(Q) e LPH(Q) estdo imersos continuamente em L?(Q2) entdo pela Proposicao

(LAQ) = (LFHQ) e (L(Q)) — (Wy"(Q))
sdo imersoes continuas. Por (L%(€)) ser reflexivo, temos:
LX(Q) = (L)) e LX(Q) = (Wy"(Q)

continuamente, implicado em (iii).

Por fim, pelo Corolario |A.1} temos que C’gO(Q)H — H, como C°(9) esta contido em W, ()N LA+,

entao

H —
H=Cx@Q) cwi@nret =7V,

ou seja, (iv) ocorre concluindo a demonstragao. [ |

Pelo Lema |3.6| concluimos que H1 ocorre, além disso V' esta imerso compactamente em H. Com

objetivo de concluir a condigao H2, consideremos o operador A : V' — V' dado por
(A(u),v)yry = / |VulP?VuVodz +/ lul’"luvdx, Yo e V. (3.19)
Q Q

Primeiramente tal operador A : V' — V' esta bem definido: seja u € V' qualquer. Para todo v € V

o funcional

Au: V= R

v (Au,v)vry

é linear e continuo. De fato,

/ |Vu|P~2VuVov dz
Q

g/ |VulP~2|Vu - V| d
“ (3.20)

S/ |VulP~! Vol da.
Q
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Como v € V' temos que |Vov| € LP(Q2) e denotando por g o expoente conjugado de p, tem-se
/(|Vu|p_1)qu _ / V|79 g _/ Val? dz = Jul? ., < o0
Q Q Q 0
pois u € V, ou seja, |Vu|P~! € L4(Q). Aplicando a Desigualdade de Holder em ([3.20]) segue que:

<Vl s 11 V] | Lo ()

/ |Vu[P?VuVo dz
0

(3.21)
=Cil|vllyrrq) < Cillvllv,

onde C denota a constante |||[Vu[P™!| 1q(q). Analogamente, como v € V segue que v € LF(Q) e

denotando por r o expoente conjugado de p 4 1 temos que

||u|ﬂ—1u|r dr = |u|[(p+1)—1}r dr = |u|p+1 dr = ||u||ij+11(m < 00.
Q Q Q

Logo, usando a Desigualdade de Holder segue que

/ lu|? uw dz
Q

< / P fullo] de
Q

<Ilul" ull e V]l Lo+

(3.22)

=Cs||v|| por1() < Collv]|v.

Por (3.21)) e (3.22) concluimos que

(), 0)vry] < ‘ / VPV da
Q

+ ‘/ Ju|? ™ uv dor
Q
<Ci|jv|lv + Ca|lv]ly = (Cy + Cy)||v]]v-

Portanto Au ¢ linear e continuo. Com isso A : V — V’ est4 bem definido e pelo Lema [3.6] podemos
definir o operador, Ay, realizacdo de A em H. Observamos que o operador A definido em (3.17)

coincide com o operador Ay, ji que
D(Ag) = {v € V;— div(|VoP2Vv) + [v|*"'v € H} = D(A) e

Ap(v) = A(v) = — div(|Vu|P2Vo) + [v]P~ v, para v € D(Ag).
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Teorema 3.3. O operador nao-linear A :'V — V' dado por
(A(u),v)yry = / |Vu[P2VuVo dr —i—/ lu|?~tuv dw, Yo €V,
Q Q

€ mondtono, coercivo e hemicontinuo.

DEMONSTRAGAO: (a) mondtono: Sejam u,v € V' quaisquer, usando o Lema obtemos

(Au = Av,u —v)yry =(Au, u — v}y v — (Av,u —v)yry

:/Q \Vu|P?VuV (u —v)dz + /Q lul? " u(u — v) da
— /Q |VoP~2VoV (u — v) dz — /Q v o(u —v)dx
:/Q (IVulP*Vu — |VoP7*Vo) V(u — v) dz
+ /Q (Jul""u = [v]P~"0) (u — v) dx

= Yo(ps Vu—vad:ch/v p+1,n)u—ovrtde
2 [ ool Vu= Vol o+ [ (o a0l
Fv0,71>0

=0, )t = 0l 0y + 10+ L) = o5 gy > 0

Portanto, (Au — Av,u — v)yy > 0.
(b) hemicontinuo: Sejam u,v € V nao-nulos, t > 0 e w € V arbitrario. Como V é reflexivo, basta

mostrarmos que
t—0

<A(U + tv), w)V/,V — <A(u), w>V/’V — 0. (323)

De fato,

(A(u+tv) — A(u), w)yry :/ IV (u + tv)|P*V (u + tv)Vw dz + / lu + tv|P " (u + tv)w da
0 Q
— / |Vu[P2VuVwdz — / |u|?~tuw da
Q Q
:/ IVu 4 tVolP~2(Vu + tVv)Vuw — |[VulP2VuVw dr
Q

+ / lu + tv|”~ (u + tv)w — |ul?uw d.
0
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Note que

[Vu+ tVoP7*(Vu + tVo)Vw — [Vuf ?VuVuw|
< |Vu + tVolP HVw| + [VulP~H V|
< 2 (|VulPt + VY| V| + [VulP 7 V|

< 27 Vul T Vw| + 207 Vo V| + [Vul Ve, (3.24)

para todo t € (0,1). Como
(]Vu]p_l)p/ = |Vu|p’(p—1) = |Vul?,

onde p' é o expoente conjugado de p, segue que |Vul[P~' € LP (Q), logo pela Desigualdade de Hélder
|Vul[P~HVw| € L}(Q). Utilizando os mesmos argumentos para as outras parcelas da soma em (3.24)),
segue que

2P~ Vu|PH Vaw| 4 287 HVoP 7 V| + |VulP~HVw| € LY Q).

Como a fungao ¢ : R™ — R" definida por ¢(z) = |z|[P~%z é continua e Vu + tVv — Vu quando

t — 0, segue do Teorema da Convergéncia Dominada que
/ |Vu + tVolP~2(Vu + tVv)Vuw — |[VulP 2 VuVw dr 2% 0.
Q
Analogamente mostramos que
/ lu+ tv|P(u + tv)w — |ulftuw da 2% 0,
Q

de onde segue (3.23). Portanto A é hemicontinuo.
(c) coercivo: Primeiramente vamos verificar que (3.4)) é satisfeita para p > 2. Sejan < min{p, p+1},
pela Observacao temos que:

[ully, = (HUHWOLP(Q) + lJull o))" < 277(”“”?4/(}4’(9) ™ Hqup“(Q))'
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Aplicando a Desigualdade de Young para 1.[[u][! , Wi (g © Para Lf|ull7 41 () segue que

)

el <2l + Nl 1)
n p—n +1 pt1l-—mn
—_on( 1 p P
2 (Dl + 2 +p+1ilullw<m+ )
—on | l? AT n(P=n, ptl=m
2l + 2l + 20 (P

p+1
:k2<Au, U>V’,V + kl-

< {orl 0] }(Huuzv 4l ) +

onde ky = max{Z”g,Qnﬁ—l} ek = u + 2121 Togo, tomando wy = = e ¢; = —& temos que

Pl k2 s
(3.4]) é verificada. Sendo assim,

<Au, u>V’,V CU1||U||§7/ + .

lullv = ullv

como 7 é o minimo entre p > 2 e p+ 1> 2 entdo n — 1 = min{p — 1, p} > 1. Logo,

A
im < U’7u>V’,V > w1||u”7‘7/—1_’_
lully—=+o0  [Jullv lully =00 [[ullv
= lim  w]ull = 4oo.
llullv—+o0
Portanto A é coercivo e ({3.4]) ocorre. |

Para aplicar o Teorema resta verificarmos a desigualdade (3.10). Seja ug € D(Ag) qualquer
e T > 0, pelo Teorema existe u solugao forte de (3.16), logo

du

o= —Apg(u) — B(u), quase sempre em (0,7).

Denotando (-, )y por (-, ), segue que

bl = (%) = A + B0

‘/Q!vmpdx— / jul? "t dz — (B(u), u)

< = IVullfoqy = lull7ri gy + IB@)allula
1
< = IVullfoq) = lullfoi g + Lllulli + 1 BO) s lull-
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Pela Desigualdade de Young, aplicada em ||B(0)| #||u||z e por LFT(Q) estar imerso continuamente

em H, denotemos a constante de imersao por ¢, segue que

1d 1 1

—Nullf < = IVulll,q) = llull7hi g + Lllull + 5 1B + 5wl
2dt @) 2 2

+1 2 1 2 1 2 (3.25)
s-—uva;m>—ummem>+c1(L+—5)nunqum-+§uBa»HH.
Escrevendo ¢? = ¢y, e usando a Desigualdade de Young, notamos que
pt+1 1 pt+1 2 2 exl
—lullZesiqy + e ( L+ 5 ) Nullzoa) < = iz g + ?(HUHLPH(Q)) 2
1 1\ s
pP— pt
P+ =
I (GHD
2 1 1\ \rt
_(_~ p+1 p—1 1 o
B (p+ 1 1) lelloso + 7 ((L+ 2) 62> '
Pela desigualdade acima temos que (3.25)) fica da forma:
1d 2 i p—1 1\l )
gl < = 190l + (5 = 1) Il + 2 (L4 5) )+ 51BOIE
= Ivult, ( p+1)wmmﬂgy+@
2
+1
< = 19l = (1= 227 ) Wl + 0 2 IVl
- (1-- )UWM|wamm$ )+

pt1
onde 3 := 2= ((L+ 1)c )”‘1 +3/1B(0)]|%;. Denotando w :=1— ﬁ > (0 e integrando a desigualdade

p+1

obtida acima em (0,7, segue que

1d
dt <
[ 5l /

— W

(|Gl q + Nl ) + s )

T

NA

|VU’H Q) + ||uHZ—L_+11 ) dt + TCg.

Implicando que

1

Sl (3.26)

T
1
o [ (1l + 1 ) < Tt 5Oy = 5

88



3.4. Aplicagao

Por outro lado, dados u,v € V' com v # 0 tem-se:

+ '/ lu|?~tuw dar
Q
P

‘5;<Kﬂvwmh);(LOVM%UJ”“)%1+(%MM”%M>AI(LOmﬂﬁﬂm)ﬁl

Hoélder

[(Au, v)yrv| < '/ |VulP2VuVu dz
Q

:HUHWOI”’(Q)“u' I‘j{;ollvp(ﬂ) + HU||LP+1(Q)||U||EP+1(Q)
—1
<(lllwgry + lollers @)l o) + (lollwie@) + lollens @)l q)

=([[ully,; 1p + [[ullf o @)llvllv-
Wy P () ()

Logo,
1A v = sup [(Au,v)vry] < [full? .

vllv=1

1P(Q) + ||u||Lp+1 (327)

Por u ser solugao forte, (3.27) ocorrer e L/T1(Q) < H < V'’ continuamente, segue que:

du

' du

dt ||,

=[|An(u) + Buw)llv: < [|[Ax(u)llv: + [[Buw)|lv: = [[A@)[lv + | B(w)lv
§||U||€V7011,p(9) + [[ullF i1 gy + meLllullm + 2l BO) ||
SHUHII;OI + ||u||LP+1(Q + alHUHLPH(Q) + 772||B(0)||H

_ 1 p—1 £
< Nl g+ Il + Sl + (220 ) T+l BO)
Young

1 p—1 £
el (14 3) Wl + (22 ) T+ I BON,

L
onde a; := ¢1my L. Definindo ¢ := (%) al™" +n2||B(0)|| g e tomando k = max {1, 1+ %,E} temos:

du

dt

< k(lullfyrs g, + [l ) + 1)

Seja # = min {1% i} > 1, fazendo uso da Observacao temos que:

p

du |’

G| S gy + Tl + 1)

<k920[(|lU|l

gy Tl )" +1]

as([lullf 1p(Q)+HUHLP+1 +1),
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onde ay = max{k?2? k92929} = k92% Integrando em (0,7 a desigualdade acima e usando ({3.26)

segue que:

du |’ g (p
dt <ay OWMM»(-HWMMWZ+UW
VI

dt

r

T
<t [ (0l + Iy + 1)
0

1 1 1
<aa (2 (Teu-+ glhulls = S0 ) +7) = Gl 7).

Sendo verificada a desigualdade (3.10). Portanto, podemos concluir:
Teorema 3.4. O problema (3.16) admite um atrator global em L?*(12).

————H
Observamos que o Teorema garante a existéncia de atrator global em D(Apy) todavia, por
(3.27) ocorrer, utilizando a Desigualdade de Young obtemos que

[A@) v <ol g + 10510

<l e + 1ollzeer@)” ™" + (lollyar @) + ol @)?

- n—p P -8 n—1-p p pla=1)
=loll™ + ol < =2+ Bl + T L
2n—p—1—-p p-— 1+p
BT T [oll% <r(L+[lll7 ),

onde n > max{p,p+ 1} e r := max{m7 p1=p. pnlJ{p} Com isso (3.5)) é verificada, sendo entdao o

Lema |3.1| aplicavel, ou seja, D(AH) = LQ(Q).
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Capitulo 4

Propriedades Assintéticas de Problemas

Dominados pelo p-Laplaciano com Difusao

Neste Capitulo estudaremos o comportamento assintético da familia de solucoes das equagoes:

;

up — div(dy(2)| Ve P2 Vat) + [utP2u = B(u?) em )

=0 em I’ (4.1)

ur0) = uy € L3(9),

\

quando A — 0. Mais precisamente, garantiremos a semicontinuidade superior em A = 0 da familia
de atratores associados a (4.1) que a grosso modo consistem de equagoes de reagao-difusao, nao
lineares, com termo principal governado pelo p-Laplaciano degenerado em que a difusao d, explode

em regioes localizadas no interior do dominio 2. A principal referéncia para este capitulo é [16].

4.1 Apresentacao do problema

Seja Q C R™, n > 1, aberto, conexo, limitado e suave com fronteira I' = 9€). Denotaremos
por €y um subconjunto aberto de €2, conexo e suave tal que Qy C Qe Qo = igﬂw onde m é um
inteiro positivo e {1y ; sao subconjuntos, abertos, suaves e conexos de (2 satisfazendo ﬁo,i N ﬁoyj = (),
para i # j (Figura . Sejam Q; = Q\ Qo, Loi =0, ey = Z@lf‘o,i as fronteiras de € ; e €,
respectivamente. Note que 0€2; =" U T,.

Em consideramos A € (0, 1] um parametro, p > 2 e B globalmente Lipschitz e uniformemente

integravel. Além disso, os coeficientes de difusao dy : 2 C R* — (0, 00) sdo fungoes suaves em 2,
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4.1. Apresentacao do problema

Figura 4.1: Esbog¢o do Dominio €.

satisfazendo
0<mg< d,\(a:) < M)\, (42)

para todo 2 € Q e 0 < A < 1. Consideremos dy : Q; — (0,00) uma fungio suave com 0 < my <

do(r) < My, para todo = € Qy, tal que:

sso | do(x), uniformemente em Q;
di(z) —
0o,  uniformemente sob subconjuntos compactos de €.

E importante notar que I' N Ty = 0, ou seja, que a difusio é grande no interior de €.

Se em um processo de reacao-difusao os coeficientes de difusao se comportam como expresso
acima, intuitivamente espera-se que as solucoes tendem a tornar-se homogéneas nas regioes onde a
difusao torna-se grande, isto é, para pequenos valores de A, espera-se que a solugao do problema
seja aproximadamente constante em ). Por essa razao, suponha que u* converge para u
quando A — 0, em algum sentido, e que u assume sobre {2y um valor espacialmente constante, que
iremos denotar por ug, ().

Neste contexto pretendemos obter a equacao que descreve o problema limite. Notemos que, como a
funcgao limite u esta em WHP(2), é constante em Qq, uq,(t), entdo u nao pode ser arbitraria. Além

disso, em I'g = €, devemos ter u., = uq, (t). Em 4, temos
up — div(dy(z) |V P2 Vaut) + [utP2ut = B(u?). (4.3)
Das propriedades de convergéncia da fungao dy(x) em €, fazendo A — 0,

uy — div(do(z)|[VulP?Vu) + [uP"*u = B(u), para u € WP(Q).
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Integrando (4.3)) em €, tem-se
/utA dz — /div(d,\(:v)\Vu)‘|p_2Vu’\) dx + /|u)‘|p_2u)‘ dz = /B(u’\) dz.
Qo Qo Qo Qo
Pelo Teorema da Divergéncia segue que
: Ap—2v7, A Ap—2 o
div(dy(z)|Vur|P*Vu?)de = — [ dx(x)|Vur P %dx,

QO 1—‘O

onde 77 é o vetor normal unitario na fronteira de )y voltado para o interior de €1y, deixaremos

implicita a notacao da medida de superficie no integral, sendo ainda denotada por dx. Entao
o A
/ug\ dz + /d,\(:c)|Vu’\]p2a—u_, dz + /\u’\|p2u’\ dz = /B(u’\) dz.
i
Q() F() Q0 Q0
Tomando o limite quando A — 0, obtemos que
. p—2 du p—2
g (8)|€0] + [ do(@)[Vul" o= do + [ ua, ()" u, (t) dz = [Qo] B(ug, (t))-
To Q0
Dividindo ambos os lados por ||, chega-se a seguinte equagao ordinéaria:
. 1 p20U b2
U, (t) + o do(x)|Vul 77 dz + lug, (8) P *ug, (t) dx | = Blug,(t)).
0

Qo
o

Com essas consideragoes e assumindo que no limite usaremos o espaco das fungoes constantes sobre
o, o problema limite, que é singular devido a variacao do parametro A, pode ser escrito da seguinte

forma:

uy — div(do(z)|VulP~?Vu) + |u|P~?u = B(u) em

u|no’i = U, em Qo,i

. 1 p—2 au p—2

g, + ] do(z)|Vul 9 de + [ |ug,,|" “ug,, dz| = B(ug,,) (4.4)
! I Qo,;

u=>0 em ['

u(0) = up.
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4.2 Formulacao abstrata e existéncia de atrator

Com intuito de escrever os problemas (4.4)) e (4.1]) de modo abstrato. Consideramos as notagoes:

Vi=WyP(Q), Vo= Wé’[fjo(Q) = {u € W, ”(Q) : u é constante em Qp},
H := L*(Q), Hy:= L3 (Q) :={u € L*(Q) : u é constante em Qp}.

Iremos munir o espago Vy com a norma de V'

1
[v]lv == (HUHip(Q) + HVUH]ZP(Q))T'-

Lema 4.1. (i) V e Vi sao espagos reflexivos;
(ii) V € denso em H e Vj € denso em Hy;
(iii) V € H <= V' com imersées continuas, além disso V estd imerso em H compactamente;

. ’ . ~ P L, . P
(iv) Vo € Hy — V,, com imersoes continuas, além disso Vi estd imerso em Hy compactamente.

DEMONSTRAGAO: (i) Segue da Proposigao que W1(Q) ¢ um espago de Banach reflexivo, como
V & subconjunto fechado de W1?(€) entao da Proposigio temos que V' é reflexivo. Pelo Teorema

A3 segue que Vj é um subespaco fechado de V', logo como V é reflexivo segue que V; é reflexivo.

(ii) Pelo Corolario [A.1} temos que CgO(Q)H = H, como C°(Q) esta contido em W,”(Q), entdo

- —H _
H=0=Q)" cwirQ) =v"

ou seja, V' é denso em H. Além disso, Hy = g%(Q)HO, onde
o) ={f € CZ(Q) : f éconstante em (}.

Notemos que,
STV (Q)

c0(§)) C O (Q) C C=(Q) =V
Assim CZ5(2) C Vo pois, se f € Cg5(Q2) entdao f € V e é constante em €. Portanto, Hy =
—H, -
°0(2) °C VOHU, concluindo o item (ii).
(iii) Pelo Teorema a inclusao W1?(Q) C LP(Q)) é compacta e a inclusiao LP(2) C L?*(Q) ¢é
continua, ja que p > 2 e ) é limitado, segue que a inclusao V' C H é compacta, em particular é

uma imersao continua. Considerando a aplicagao linear [ : H — V' definida por Tu = ¢,, onde
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vy 1V — R é dada por ¢, (v) = (u,v)y. Temos que
[Tu(®)| = [eu(0)] = (u, v)u| < lullalvlla < flullzllvllv,

logo, ||[Tu|ly: < ||ul|g, de onde segue que I é continua. Além disso I é injetora: suponhamos
Iu = 0, entao temos que (u,v)y = ITu(v) = 0, para todo v € V. Como V é denso em H, segue da
continuidade do produto interno que (u,u)y = 0, assim v = 0, obtendo a injetividade. Portanto
H<=V.

(iv) De (iii) segue que a inclusao Vy C Hy é compacta, pois se B C V; limitado entdo B C V
implicando, pelo item (iii), que BT ¢ compacto, como Hy C H fechado temos B compacto.
E de modo anédlogo & demonstracao de (iii) temos que a aplicagdo [ : Hy — VOI definida por

Tu(v) = (u,v)y, para quaisquer u € Hy e v € Vj, é uma imersao continua. [

Para A € (0, 1], seja
D(A)) = {u € V: =div(dx(2)|Vu"*Vu) € L*(Q) },
e para u € D(A,), definimos
Ayu = —div(dy(z)|VulP7>Vu) + [ulP>u.
No caso em que A = 0, consideramos
D(Ag) = {u € Vy : =div(do(2)|Vul"*Vu) € L, ()},
e para u € D(Ay), definimos

Apu = (=div(do()[Vul~*Vu) + [ul""*u)xa,

— 1 ou
b b2 Ol
+ ;’QOJ /do(.)\wl e dr + /|uQ

To,: Qo

-2
? UQy,; da X0,

onde yp denota a fungao caracteristica do conjunto F.

Suponhamos B : H — H globalmente Lipschitz, onde Lp denota sua constante de Lipschitz, e
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uniformemente integravel em L'([0,T], H), ou seja, dado € > 0, existe § > 0 tal que
/ B ()|l dt < ¢ sempre que u(E) < 6. (4.5)
E
O problema (4.1) pode ser escrito abstratamente como

u} + Ayu* = B(u?)

(4.6)
ur(0) = uy, para todo A € (0, 1],
ja (4.4)) pode ser escrito abstratamente como
u + Agu = B(u)
' (4.7)
u(0) = uo,
onde B : Hy — H,.
Consideremos agora os operadores Ay : V — V' para A € (0, 1] definidos por:
(Ayu, vy y = / — div(dy(z)|VulP*Vu)v dx + /\u|p2uv dz, Yv eV,
Q Q
e Ay : Vo — Vj definido por
<A0U7U>VO/ W= /—div(do(:z:)|Vu\p2Vu)v da:+/]u|p2uv dx+/d0(x)]Vu|p2%v dz, Yv e .
’ n
Q1 Q 1)

Teorema 4.1. Dado A € [0,1] qualquer, temos que o operador Ay é mondtono, hemicontinuo e

coercivo.

DEMONSTRAGAO: Provaremos o caso A = 0, ja que sendo A € (0, 1] o resultado é provado de forma

anédloga. Sejam u,v € V quaisquer, entao

(Agu — Agu,u — U>v0',Vo = (Aou,u — U>V0',Vo — (Apv,u — U>V0/,Vo

= / — div(do(2)|VulP"2Vu)(u — v) dz + /]u\p_zu(u —v) dz

951

+ /do(x)|Vu]p2%(u —v) dr+ /div(do(x)|VU]p2VU)(u —v) dz

To 0
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/|v|p 20(u — v) dx—/do( )| Vo2 ;}L(u—v) da

o

Pelo Teorema da Divergéncia,

/—div(do(a:)Wu\pQVU)(u—v)dx:/ — do(2)| V- 23 S v)dr

Q1 Toull

+ /do(:c)|Vu|p2Vu(Vu — Vou)dx

951

:/ do(z)|VulP~ Qan(u—v)dx+/do($)|Vu|p_2Vu(Vu—Vv)dx.

Fo Q1

Por contas andlogas obtemos

/ div(do (2) Vo2 V) (u—v) dz = / do(a:)\Vv|p2%(u—v) do— / do(2) Vo2V o(Vu— Vo) dr.

Q1 o 1

Logo, segue que:

ou
(Aou — Agv,u — U>V0’,Vo = / do(z)|Vu|P~? n(u —v) dz + /do(:v)|Vu|p_2Vu(Vu — Vo) dz

Fo Ql
ov
p—2 _ P27 (4 _
+/ o(z)|Vul n(u v) dx+/d0(x)|Vv\ 8ﬁ(u v) dz
Ty o
— /do(a:)|Vv|p_2Vv(Vu — Vo) dz — /do(x)|Vv|p_2%(u —v) dz
i
Ql 1_‘O

+ /(\u|p_2u — |v[P~?v)(u — v) dx

Q

= /do(:v)(|Vu|p_2Vu |Vu|P~2V0)(Vu — Vo) dz +/ (JuP~?u — |v[P~20) (u — v) da
0

Q1
/!V u—v pdx—l—/uv”dx]

Q

> mo’yo/IVu—Vv\p d$+’yo/\u—v\p dz > C

951

/\V(u—v)]” dx+/]u—v|p dx
! 0

sendo 7y € 7o obtidas pelo Lema [A 3| (Desigualdade de Tartar) e C; := min{mgyo,J0} > 0. Portanto

= Ciflu —vlly, =0,

Agp € mondtona. Para obter a hemicontinuidade de Ag, consideremos wu,v,w € Vj arbitrarios e
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0 <t<1, entao
|(Ag(u + tv)—Ap(u), w>V0/,V0| = ’/ — div(do(2)|V (u + tv)|P2V (u + tv))w dz
951

+ /|u + tw|P72(u + tv)w dz + /do(x)|V(u + tv)|p_2§(u + tv)w dx
i

Q T
. -2 -2 _,0u
+ /dlv(dg(x)|Vu]p Vu)w dz — /|u]p ww dr — /do(x)\Vu\p pri dz
Ql Q 1—‘O

_‘/—do(a:)|Vu+tVU|p_2§(u+tv)w dz
i
To

+ /dg(a:)Wu +tVo|P"3(Vu + tVov)Vu dz + /\u + toP72(u + tv)w dz
0

Q1
+ /do(x)W(u + tv)|p—2ﬁ(u + to)w dz + /do(x)|Vu|p_28—uw da
on o
To T

— /do(x)\Vu\p_QVqu dx — /|u]p_2uw dz — /do(x)\Vu\p_zg—;w dx
Q

Q To

g‘/do(a:)ﬂVu + tV|P2(Vu + tVo) — |[VulP?Vu) Vw dz
951

+ '/|u + P2 (u + tv)w — |ulP2uw dz
Q

Notemos que

|do(2)(|Vu + tVol|P~2(Vu + tVv)—|VulP 2 Vu) Vw| < My(|[Vu + tVolP~! + |VulP) | V|
<Mo(2P (| VulP~t + P~ H Vo) + [VulP )| V|
<Mo(277H(|VulP~! 4+ [VolP~h) + [VulP ) [V,

de modo analogo
[lu+ tolP~*(u + tw)w — |ulPPuw] < (Ju+ o + ulP™Hw] < (287 (ul”™ + [P + Jul”)]wl.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada concluimos que

t—0
(Aot + t0), )y vy — (Aolu) whyy | 7% 0.
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Logo, Ag é hemicontinuo. Além disso,

(Aou,u)yr v, = / — div(do(2)|VulP?Vu)u dx + /|u|p_2uu dx + /do(x)|Vu|p_2%,u da
0:v0 n

o Q T
_p0u 2 2

— / — do(x)|Vul? Pl dz + /do($)|Vu|p VuVu dz + /|u|p uu dx

T ol Q

+ /do(x)|Vu|p2@u dz
on
To

= /do(x)\Vu\p dx+/\u]p dx

0 951
> ¢ /\vuv’ dz + /|u|p de| = Collull?. (4.8)

ol Q

onde Cy := min{my, 1} > 0. Portanto

(Aou, u>V0',Vo

l|lwl|v; > C'2HUHI€/O_1 — 400, quando |lully, — +oo,
0

ja que p > 2. Assim Aq é coercivo. [

Pelo Lema [4.1] podemos definir as realizagoes de Ay em H, isto é

DAYy :={veV:Awec H}, para \c(0,1],
DAL == {v € Vy : Agv € Hy},

e os operadores Al : D(A¥) c H — H dados por

Al (u) = Ayu, Yue D(AY), para Ac(0,1]e
Alo(u) = Agu,  VYu € D(AJP).

elo Teorema |4.1| e pela Proposicao (1.5 concluimos que e sao maximais monoétonos. Além
Pelo T 4.1|e pela P 1.5} concl All e Alfo t Al
disso, tais operadores podem ser vistos como do tipo subdiferencial, isto ¢, AY = 9¢*, onde ©* :

H — (—00, 00| sao fungdes convexas, semicontinuas inferiormente, definidas por:

1 1

- / d(z)|VulP dz + —/ lulPdz, seueV
Mu) =< PJa PJa

00, caso contrario

99



4.2. Formulagao abstrata e existéncia de atrator

para A € (0,1].
Para A = 0, Aé{ 0 = 9¢" onde ©° : Hy — (—o00,00] é fungao convexa, semicontinua inferiormente

definida por:

1 1

—/ do(z)|VulP dox + —/ |ulPdz, sewueVp
gpo(u) = pPJo, P Ja

00, caso contrario.

De fato, verificaremos o caso A = 0, note que

(Aguyv =)y 4 = / (—div(do(2)| Vul~2Va))(v — u) de

951
+ /|u|p_2u(v —u)dz + /do(x)|Vu|p_2%(v —u)dx
n
Q To
= /dg($)|Vu]p_2Vu(Vv — Vu)dz — /do(x)|Vu\p_2g—;(v —u)dx
Ql 1—‘O

+ /\u|p2u(v —u)dx + /do(x)|Vu|p2%,(v —u)dx
n

Q To

= / do(z)|Vu|P*Vu(Vv — Vu) dr + / lulP?u(v — u) dz
o O

:/ dg(x)|Vu|p_2Vqudx+/|u|p_2uvdx— (/ do(:p)|Vu|pdm—|—/ |u|pdx).
o Q oh Q

Utilizando a Desigualdade de Young, onde g é o expoente conjugado de p, isto é, q(p — 1) = p,

obtemos que:

(Agu,v — U>VO’,VO + (/ do(z)|Vul|P dx +/ |ul? dx)
o Q
= / do(2)|Vul[P2VuVo dz +/ [u[P~2uv do
o 0

/ |u|P~2uv dz
Q

g/ do(x)|vu|P1|wdx+/|u|p1|v|dx
(931 Q

IN

_|_

/ do(z)|Vu|P*VuVo dx
(941

:/ do(x)éwuypldo(x)é|w|dx+/\u|p1yv|dx
(951 Q

1 1 1 1
= / (‘do(x)IVuV’(p‘” + —do(x)IV“|p) dr +/ <—IU|"(’J‘” + —Iv|p) dr
o \4 p o \4d p
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1 1 1
/ do(x)|Vu|pdx—|——/ do(a:)|Vv|de—|——/|u|pdx—|——/|v\pdx
oN PJo, q.Jq P Ja

1
q
1 1
= - (/ do(x)|Vu|pdx+/ |u|pdx) + - (/ do(x)|Vul? dx+/ |U|pdx) :
4 \Jo, Q D \Jo, Q

assim

1 1 1
(Aou, v —u)yr o+ (1 - —) (/ do(x)|Vul|P dx + / |ul? dx) < —/ do(x)|VolP dx + —/ [v|P dx.
0’ q o Q D Joy D Ja

Com isso para todo u,v € V| segue que
(A u, v —u) gy < °(v) = ¢°(u),

ou seja, Aé{ °(u) C 9¢p°(u) como ambos sao maximais monétonos devemos ter AOH * = 9p°. Portanto
Al ¢ dito do tipo subdiferencial. Para A € (0, 1] as contas sdo analogas.

Como H1 e H2 ocorrem, entao podemos aplicar o Teorema , ou seja, as equagoes e
(4.7) admitem solugao global u*(-,u}) onde uy € W euy € m, respectivamente. Assim,
para A € (0,1], podemos definir em D(AY) o semigrupo {Tx(#)}:>0 de operadores nao-lineares,
associados a por Tx(t)u) = u?(t,uy), para cada t > 0. Além disso, se uy € D(AX), entdo
u? (-, uy) = Ta(-)uy é uma solugao forte Lipschitz continua de (4.6). Para simplificar denotaremos
a solugdo u®(t,ud) somente por u(t,ug). Assim, se A = 0, podemos definir em D(A{®) o semigrupo
{To(t)}+>0 de operadores nao-lineares, associados a por To(t)ug = u(t,ug), para cada t > 0.
Além disso, se ug € D(AY°), entdo u(-,up) = To(-)up ¢ uma solugao forte Lipschitz continua de

ED.

Com a finalidade de aplicar o Teorema vamos verificar que H3 ocorre.

<AOU’U>VO/,VO :/ —div(do(x)\Vu\p_QVu)vdx—i-/ do(m)\Vu\p_2g—gvdx

Q1 Q

|ulP~?uv do + /

To

:—/ do(x)|Vu|p_2a—Q_{vdx+/ do(z)|Vu|P~*VuVo dx
To oni ™
+ [ |ulffuwode + | do(z)|Vulf " —=vde
Q To an

:/ do(x)|Vu]p_2Vqud:E—l—/\u|p_2uvdx.
o Q
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Logo,
[{(Aow, v}y v, | S/Q dO(fC)!VUV'_QlVUHVUldJIJr/Q|U|”_2|UHU!d$
1
< (limsup M,) |Vu|p1]Vv\dx+/ lulP~ | dar
A—0 (931 Q
< el Vul M Lo [Vl oy + HulP oo llv] e
1/q 1/q
:4]GWMﬂmQ mmmmw(/WWWm)|mm@
(951 Q
1/pqp—1 1/p7p—1
— cgl( |Vu|pdx) } ||VU||LP(Q1) + [(/ |u’pdx) } ||U||LP(Q)
0 Q
—1 —1
= c3||VullLo o IVOll o) + ullze 0]l @)
p—1
< winfes, 1} (Il + lelir) 90l
p—1
+wam@ﬁwwm@) Whm4
1
= wa [[ully, (Vv o) + [v]l 2o ()]
-1
= wo [|ully, (Vv e + [[v] r )]
—1
= wa||ully, " [[v]lve-
Entao

ol = sup A,y ] < wallulfy! < ws(u + ulfy ) (4.9)
o[l <

Juntamente com (4.8)) temos H3. Quando A € (0, 1], ¢ possivel obter condigoes analogas a (4.8)) e
(4.9) para os operadores A,. Assim, podemos aplicar o Teorema para garantir a existéncia de
atrator global 7\ para o semigrupo {T(t)}+>0, onde A € [0,1]. Ou seja:

Teorema 4.2. O semigrupo {Tx(t)}1>0 associado ao problema (4.6) admite atrator global <7\ em

——H
D(A®)" | para cada X € (0,1]. Além disso, o semigrupo {To(t)}i>0 associado ao problema (4.7)

— 7. 110

admite atrator global oy em D(AL®)

Observamos que como H1, H2 e H3 ocorrem, pelo Lema [3.1], os atratores @7\ e 4% existem em H e

Hy, respectivamente.
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4.3 Principais resultados

Nesta secao apresentaremos resultados com objetivo de garantir a semicontinuidade superior da

.
familia de atratores {# }ejo,1). Inicialmente garantiremos que [J % & compacto.
A€(0,1]

4.3.1 Estimativas uniformes de solugoes
O proximo resultado nos permite estimar uniformemente as solugoes de (4.6) em H e V.
Lema 4.2. Seja u solugdo de (4.6). Entdo

(i) Ewistem constantes positivas ro e to tais que |[u*||g < ro, para todo t > to, uniformemente em

(0,1].

(ii) Ezistem constantes positivas vy e t; > to tais que |[u*|ly < ry, para todo t > t;, uniformemente

m (0, 1].

DEMONSTRAGAO: (i) Consideremos o produto escalar por u* sobre H na equacao (4.6]), isto é:

(u}, u g+ (A uM g = (B, v g (4.10)
Usando que
(M =520 = S )+ ()
= S )y = 5 Sl

entao (4.10) fica na forma:

1 d
(B(u*), u) g = 20175| M+ (A, uyy
1 d
e - / div(dy ()| Ve P2V i da + / P P2 dx
=2 g )
~1d W Mp—2v7, A7, A / Ap—?au)\ A
5l [ @IV - [ @) v s

+ / [ P2t N da
Q

1 d
=57 Hu’\HH /dk(x)]Vu’\]pdx—l—/ ]u’\\pdx.
t Q Q
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Assim temos:

a0+ [ @IV Pas+ [ e Pds (B, 0 = (B) = BO)+ BO).w)
=(B() — BO)w) + {B(0),w)

<[1B(u*) = BO)|lallumr + 1 BO) ||z ||
Sejam Cj := ||B(0)||z e n a constante da imersao continua de V' em H, entao

351017 < Ll + Gl = [ @IV o= [ s

< Lp|uM + Collut|| i — min{mo, 1}||u|}
< Lp|uM + Collut| g — min{mo, 1}y 77 |Ju?|

< Lpllw |z + Collu*llm — Cillu®|l

onde Cy := min{my, 1}n". Aplicando a Desigualdade de Young [[] para Lg|[u*||} e Collu||n com

€= Cl , segue que

-1
1d Cl Cl p2 01 011’1 pp%l
5l < H*W+z I + 2+ 2T - Gl
= D + O

dt '

Aplicando o Lema para y(t) := |[u*(#)||%, obtemos

(%CZ> BT —11>t>p%] =

Assim fixado ¢y > 0, como 7(t) é uma fungdo nao-crescente, segue que

(@)l <

[ (®)|a < r(to) :=ro, V> to.

lab < eaP + e7=1h4 paraa,bz()e]%Jr%:l.
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(ii) Seja u* solucao de (4.6)). Note que

%s&k(uA) = (00N, ut)n = (AX (u?), ui) = (B(u®) — w up)n
= (B(u") —ut,u — B(u®) + B(u"))u
= (B(u") —ug,u — B(u®))g + (B(u) — vy, B(u*))n

= —[|B(u*) = wp [} + (B(u*) — u?, B(u))a.
Assim,

1B =l + S (W) < (B@) -, B i < |(B@) - w, B

E =
< |B(@) = wl|ull B(u*) ||
1 1
< SIBEY) = w s + S 1B
Young

Como

1B <IIB(u?) + BO)|lm + [ B(0)|]a
<Lg|uMln + |1BO)||x

SLBTQ + ||B(O)HH = k’l,
entao

d 1 1
79 W) < = SIB?) =l + 51 Bl

1 1
< IBON < oK. i1,
uniformemente em (0, 1]. Segue da defini¢ao de subdiferencial, que:

P () < (0 (u), u) i
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Assim, como 3L{[u?|% = (u}, u*) g, temos

1d
2dt

=Nl + W) =(ug, vty + 9% (u?)

<<ut U >H + <8gp’\(u)‘), UA>H
=(u; + 0N ut), u) g = (B(u*),u*) g < [(B(u*),u*) ]

<|IBMlaluMla < kiro, Vit > to.
Fixando r > 0 e integrando a desigualdade acima de ¢t a t 4+ r sendo ¢t > t;, obtemos
t+r t+r 1d t+r
/ kiro ds 2/ —— ||| ds —I—/ o™ (ut) ds
' ;. 2ds ‘
1 1 t+r
I+ 0l = 51RO+ [ P
t

implicado que

t+r 1 1
[P st SN+ )l < b+ 5P O
t

Com isso,

t+r N 1 N ) t+r vy
[P <ol + [P ds
t t

1 1
< §||UA(75)H§{ + kyror < 57"3 + kyror := as.

Aplicando o Lema para y* = ¢*(u), g = 0 e h = 1k}, obtemos

1
PMur(t+ 7)) < (% + ék%r) =71, para todo t > tg. (4.11)
Por fim, denotemos 7 =t + r, entao
. 1 , 1
i, T (7, = minmo, 1 (190 sy + 1 ey) < 5 [ molVurpdo+5 [ s

1
p

<o [ a@verans s [ rae =gt <7, (1.12)
para todo 7 > tg + r := t;, uniformemente em (0, 1]. Isto é, para todo t > t;
My < (pia)» min{mo, 1} 77 =1y,

uniformemente em (0, 1]. |
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Observagao 4.1. Pelo Lema[4.3 e pela Proposi¢ao (2.5 podemos concluir que

sup ||u’\(t1)||v < 00 = sup sup |jully < co.
Ae(0,1] A€(0,1]Juc ey

—H
Assim, |J <\ € limitado em V. Como V C H compactamente entao |J <\ € compacto.
A€(0,1] A€(0,1]

4.3.2 Propriedades de continuidade

A

A proxima etapa é garantir que para cada t > 0, T(¢)u* comporta-se de maneira continua em

C([0,T], H), quando A tende a zero. Para isso mostraremos primeiramente que o conjunto de todas

A

as solugoes, u”, ¢ relativamente compacto em C([0,7], H).

Lema 4.3. Sejam {Sx(t)}i>0 o semigrupo gerado por d¢*, A € [0,1] e u* solugio do problema

—. Entao
1Sx(R)u? (t) — w(t)]| = O

quando h — 0, uniformemente em [0,1], para cada t > 0. Além disso, se T > 0, entdo
|u(T — h) — Sx(R)u™(T — h)||g — 0,

quando h — 0, uniformemente em [0, 1].

DEMONSTRAGAO: Sejam A € [0,1], u € H e h > 0. Denotemos J;* = (I +td¢*)~!, segue do Teorema
1, item (iii), em [5] que

ISx(t)u = ullzr < 3l Ty — .

Aplicando a Proposicio 2.11 em [8], para ¢p(v) = mig {oNlw — o[} + ¢*(w)} para todo v € H,
we

temos que

1 (1
57 1ie = vll + @ (Jyv) = min | o = vl + &% (w)

1
< ol vl +£0) = P,
veEH
Seja t > 0 qualquer, entdo u*(t) € V C H e usando (4.11]), segue que

%IIJ;?UA(t) —uw (Ol + ¢ (ut (1) < @MW (t) < K,

107



4.3. Principais resultados

com K7 uniforme em \ € [0,1]. Logo,

1

o7 1T () — @)l < Ki = @M (Jpud() < K,
assim

ISx(h)u? — ||z < 3||Jpu? — v g < 3v/2hKK].

Portanto ||Sy(h)u* — u*||z — 0, quando h — 0.

Usando argumentos similares, obtemos

|uM(T — h) — Sa(R)uMT — h)||g < /2hK,,
com K uniforme com respeito a A € [0, 1]. Portanto ||[u*(T — h) — Sx(h)u*(T — h)||gz — 0, quando
h — 0. |

Segue da Proposigao 2.2.2, pagina 42 de [9] que {S)(t) }+>0 ¢ compacto, pois pelo Exemplo 2.2.4, de

[9], ©* é do tipo compacto. Observamos que o semigrupo {Sy(t)}so é nao-expansivo.

Teorema 4.3. O conjunto S := {u* : X\ € [0,1],u* € solugio de (4.6) — (A7)} € relativamente
compacto em C([0,T], H).

DEMONSTRAGAO: Segue do Lema 2.3.1 em [9] que set € [0,T) e h > 0sao tais que T'—h, t+h € [0,T],

obtemos

(¢ + h) = w ()]l < Ju(t+R) = Sa(R)u ()] + [Sa(h)u’ (t) — w (1) ||

t+h
< [ 1Bl ds+ IS0 — a0l (4.13)

(T = 1) =MDl < (T = h) = Sa(R)u (T = h)|| + [Sa(R)u (T = h) — u™(T)]|

T
< / | Bu(s)||zr ds + ||u™(T — k) — Sa(h)u(T — h)||u. (4.14)
T—h
O Lema garante que para todo A € [0, 1], dado n > 0, existe § > 0 tal que

ISx(hy(6) = (®)]lr < 3,

para todo 0 < |h| < §. Como B & uniformemente integravel em L'([0,T], H), entdo existe (d) > 0
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tal que
t+h n
[ 1Bolnds <3,
t

para todo |h| < v(d). Consideremos § = min{v(d),d} segue de (A.13) que
t+h
[l (¢ + h) — u (0) 1 < / 1B (s)ll ds + [[Sx(R)u(t) — w*(®)]|m <,
t
para 0 < |h| < §. Repetindo este raciocinio e usando (4.14)) temos
(T = h) = uM(T)]|u <,

para 0 < |h| < §. Portanto S é equicontinuo em C([0,7]; H).

Agora, mostraremos que para cada t € (0,71,

S(t) := {ur(t) : X € [0,1],u” é uma solucio de — @7}

é relativamente compacto em H.
Para t € (0,7] fixado, considere h > 0 tal que t — h € [0,7T]. Novamente, usando o Lema 2.3.1 em
o t

IS\By =) = Ol < [ Bl ds,

para A € [0,1]. Seja F}, : S(t) € H — H um operador definido por Fju*(t) = Sy(h)u*(t — h).
Como {T\(t)}+>0 € um semigrupo compacto, segue do Lema que S(t — h) ¢é limitado em H e
com isso Fj, leva subconjuntos limitados em subconjuntos relativamente compactos de H. Além
disso, lim F, = I, quando h — 0, uniformemente em S(t). Portanto I : S(t) — H é um operador
compacto e S(t) é relativamente compacto em H, para todo t € (0,T].

Finalmente, notando que S(0) = {ug} ¢é relativamente compacto, segue do Teorema que S é

relativamente compacto em C([0,7], H). |

Teorema 4.4. Seja {u*: X € (0,1]} CV tal que u* — u € Vy em V quando X\ — 0. Entao
sup ||Ta(t)u* — To(t)u|| — 0, quando X — 0.

te[0,T

DEMONSTRAGAO: Seja u*(t, uy) = Tx(#)uy uma solucio de ([4.6). Segue da Proposigao|1.7|que, para
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todo v € D(A)) =V etodo 0 < s <t <T, aseguinte estimativa é satisfeita

1 t
§||T,\(t)u8‘ —l]? < HT)\(S)US —v|]* + / <B(T/\(T)ué) — Ay, T,\(T)ué —v)dr. (4.15)

N

Como {Ty(t)u) : A € [0,1]} € S C S entdo para cada (A\,)nen C [0,1] tal que A\, — 0 temos que
(Th, (H)upg™)nen admite subsequéncia convergente, isto ¢, Ty(t)u) — &(t,up), quando A — 0. Segue
da continuidade de B que B(Tx\(7)uy) — B(£(t,ug)), quando A — 0.

Mostraremos que Ayv — Agv quando A — 0 para todo v € ;. Sejam v, w € Vj entao

(Av,w)yry = /

—div(dA(x)\Vv|p2Vv)wd:c—|—/ v’ 20w da
0 Q

——/ dA(a;)\VUV’2a—gwdx+/dx(:r;)]Vv|p2Vvadx+/ v’ 20w da
Cig) ni Q Q

:/ d,\(x)|Vv|p_2Vvadx+/|U|p_2vwdx.
o Q

ja que, w =0 em 092 e Vv = Vw = 0 em (). Por sua vez

/ do(a:)|VU|p_2Vvadx+/|v|p_2vwdx:/ do(x)|VU|p_2a—l_},wdx
of Q ol ni

—/ div(dg(x)|Vv|p_2Vv)wda:—|—/ lv[P~ 20w da
o Q
ov
= do(2)| Vo2 —=wdzx
[ arwor S
—/ div(dg(a:)|Vv\p_2Vv)wdx+/ lv|P 20w dz
o Q

def
= <on,w>V0/7V0, Yw € V.

Entao fazendo A — 0 e lembrando que d) 220, dp uniformemente em (), temos que

(Av,w)yry = /

1951
A—0

H/ do(x)|Vv|p2Vvadx+/ lv[P~2vw d = <A0an>v0’,vov
0 Q

d,\(x)|VU]p2VUdex+/ v’ 20w da
Q

para todo w € Vj. Logo Ayv — Agv, quando A — 0, com isso B(Ty(7)upy)—Axv — B(&(T,u0)) — Ao,
quando A — 0. Consequentemente pela Proposicao item (iii), segue que

(B(T/\(T)US) — Ay, TA(T)US —v) = (B(&(1,u0)) — Aov, §(7, u0) — ). (4.16)

110



4.3. Principais resultados

Tomando o limite em (4.15)), temos
1 1 !
lim = || Tx(t)uy — v||* < lim = || Ta(s)uy — v|* + lim/ (B(Tx(T)ud) — Ayv, Ta(T)uy — v) dr.
A—0 2 A0 2 A—=0 J

Portanto, usando (4.16]) concluimos que

1

Slect, ) —ol* <

5 Je(o.) ol + [ (B(€(t,) = A (7, — o)

| —

Logo, novamente pela Proposi¢ao [1.7, obtemos que £(Z, -) ¢ solugao de

ur + Agu = B(u)

u(0) = ug

Da unicidade de solugoes concluimos que £(t, ) = Ty(t)ug. Assim,
Ta(t)ug — To(t)up, quando A — 0.

uniformemente em [0, 7. |
O proximo resultado atinge o objetivo proposto no trabalho.
Teorema 4.5. A familia de atratores {< : X € [0, 1]} € semicontinua superiormente em A\ = 0.

DEMONSTRACAO: Iremos utilizar o Lema . Consideremos a sequéncia (uy, Jpeny cOM uy, € A,
para cada n € N e \, — 0. Note que para cada n € N como uy, € 7, pela Proposicao [2.5], existe
uy, (t) solugao de tal que uy, (0) = uy,. Como, do Lema [4.2|item (i), sup [u*||y < 71, entdo
(ux, Jnen € sequéncia limitada em V. Por V ser reflexivo, segue do Teoreli\lz(, que existe uma
subsequéncia, que também denotaremos por (uy,), e u € V tal que uy, — u fracamente em V e

fortemente em H. E possivel verificar que wuy,, "% u fracamente em WP (K) para cada conjunto

aberto K com K CC ), isto é, K C §) compacto.
Por outro lado, segue de (4.12) que

/ dy, (z)|Vur|P dx+/ | |P do < piy
Q Q

= [ @vepdr < [, @vepds s [ @epas [ spn =
K Q Q Q
uniformemente em (0, 1]. Observe ainda que para todo € K por (4.2)) ocorrer, inf {d,, ()} existe,
rzeK
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assim

inf {dy ()} / Ve Pdz = / inf {dy, (2)}| VP da
zeK " K

zeK

< / dy, (z)|Vur|P de < C).
K

Da Proposigao [A.2] item (ii), e do fato de que d, (x) — oo quando A, — 0 uniformemente em

subconjuntos compactos de €2, temos que

/|Vu|pda: < liminf/]VuAn]pdaz =0,
An—0
K K

para todo K CC €Qy. Conseqlientemente, u é constante em K para todo K CC €)y. Disso e do fato

o0
de que Qp = |J K, , obtemos que u € V.

=1

Ié’iCCQO
O proximo passo é construir uma 6rbita completa e limitada através de u, que implica que u € .o%.
Para cada n € N, seja 7,(+, uy,) : R — V a 6rbita limitada completa através de u,,. O Teorema [4.4]
garante que v, (t,uy,) = T, (t,uy,) — To(t,u) parat > 0. Agoraset < Oentaot € (—j, —j+1] para
algum j € Z*, consideraremos a sequéncia (7, (—J, ux,))nen €m A %J }527)\ C R %J }szf)\, que é compacto,

€(0,1 €(0,1

assim (7, (—7, ux, ))nen admite subsequéncia, que denotaremos da mesma forma, convergindo para

um valor que definiremos por vo(—j,u). Portanto para t + j > 0,

'Vn(ta uAn) :'Yn(t +7—1J uM) = '7n<t + 7, Vn(_ja U)xn))

=T, (t + 7, (=7, unr,)) = Tolt + 7,7(—7,u)) == Fo(t, u).

. TO(t7 u)? para > 07 . ..
Assim o (t,u) = ¢ uma orbita limitada e completa através de u. Portanto

Fo(t,u), parat <0
pela Proposicao temos que u € @ e pelo Lema m, item (i), concluimos que a familia {7 :

A € [0,1]} é semicontinua superiormente em A = 0. ]
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Apéndice A

Neste apéndice apresentamos uma coletanea de resultados utilizados ao longo do trabalho.

A.1 Espacos de Sobolev

Definigao A.1. Sejam 2 C R"™ um aberto e 1 < p < oo, definimos o espago de Sobolev W1P(Q)

por

WP (Q) = {u € LP(Q):Vie{l,2,..,n}3g; € LF(Q) tal que/ u§¢
Q

%

:—/ng(ba V¢€C§O(Q)}-

0
Dados uw € W'P(Q) ei € {1,2,...,n}, denotamos a fungao g; € L () por 8u :
i
Definimos a norma || - |lwir) em W'P(Q) como sendo
" || Ou
lllwogoy = lullzwey + 3 55|
i=1 CILP(Q)

Definimos também Wy (Q) := mw @

c

Observacao A.1. E possivel demonstrar - fazendo uso de sequéncias regularizantes - que C°(Q) é

denso em Wy (Q). Dizendo de outra forma, podemos utilizar indistintamente C°(Q) e CH(Q) na

definicio de Wy (Q).

Teorema A.1 (Rellich-Kondrachov). Suponha que 2 C R™ ¢ limitado e de classe C'. Entao temos

as sequintes 1mersoes compactas:

Whr(Q) — L1(Q), Vq € [1,p*), onde %z%—% sep>n
WP(Q) — L4, Vq € [p, +00), sep=n
Wir(Q) — C(Q), sep>n.

113



A.2. Resultados Auziliares

Em particular, WYP(Q) < LP(Q)) com imersao compacta para todo p ( e todo n).
Consultar Teorema 9.16, pagina 285 de [7].

Proposigao A.1. WH?(Q) € espaco de Banach 1 < p < oo. WIP(Q) € espago de reflerivo 1 < p <

oo e separdvel para 1 < p < co. WH2(Q) € espaco de Hilbert separdvel.

Consultar Proposi¢ao 9.1, pagina 264 de [7].

A.2 Resultados Auxiliares

Definigao A.2. Dizemos que K C L'([a,b], X) € uniformemente integrdvel se, dado € > 0, existe

/E 1F@)x dt < e,

para todo E mensurdvel em [a,b] tal que m(E) <6 e f € K.

0 > 0 tal que

Lema A.1 (Gronwall). Consideremos a e b reais tais que a < b. Sejam € L'(a,b;R) tal que m >0

quase sempre em (a,b), e seja ainda o > 0 constante. Se ¢ : [a,b] — R é uma fung¢ao continua tal

1 PN
2 a m(s
t
t)] < a+/ m(s)ds

que
para todo t € |a,b]. Entao,
para todo t € [a,b).

Lema A.2 (Gronwall- Bellman). Consideremos a e b reais tais que a < b. Seja m € L'(a,b;R) tal

que m > 0 quase sempre em (a,b), e seja ainda o > 0 constante. Se ¢ : [a,b] — R é uma funcao

t) <« —l—/ m(s)p(s)ds

P(t) < qeda m(s)ds

continua verificando

para todo t € [a,b]. Entao,

para todo t € [a,b).

Lema A.3 (Desigualdade de Tartar). Seja p > 2. Entdo, para todo a,b € R™ com m € N

(lall"*a — [|B["~*b, a — b) = ~olla — b]”
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onde 7y € positivo e depende apenas de p e de m. Se 1 < p < 2 entao para todo a,b € R™ com
m €N
(llal"=2a — [[[[P~*b,a — b) < mlla — b][?

onde vy, € positiva e depende apenas de p e de m.

Lema A.4 (Lema Uniforme de Gronwall). Sejam g, h,y fungées localmente integrdveis, positivas

em [to, +00) tais que y' € localmente integravel em [ty, +00), e que satisfazem

d
d—gzggy—l—h, para t > t,

ft+r g(s)ds < ay, i h(s)ds < as, t+ry(s) ds < as, parat >ty

t t t

onde r,ay,as € az sao constates positivas. Entao
a
y(t+r) < (—3 + a2> e’ para todo t > tg.
T

Definigao A.3. Sejam X espago de Banach e (z,)nen sequéncia em X . Dizemos que x,, converge

fracamente para um x € X, e denotamos por x, — x, se
(fzn)xrx = (fi2)x x, quando n — oo, Vf € X",
Proposigao A.2. Sejam (X, | - ||) um espago de Banach e (x,)neny uma sequéncia em X. Temos
que:
(i) se x, — x entdo x,, — x.
(i) se x, — z entao ||z, || € limitada e ||z|| < liminf ||z,||.
(iii) se z, =z e || fu — fllxr = 0 entio (fn,zn)x' x = (f, ) x x-
Consultar [7], pagina 58, Proposigao 3.5.

Teorema A.2. Sejam X um espago de Banach reflexivo, A C X um convexo fechado, nao-vazio e

v : A— (—00,400] uma aplicagio convexa, semicontinua inferiormente, ¢ # +oo tal que

lim ¢(x) = +oo.
llz[|—o00

Entao ¢ atinge seu minimo em A, isto €, existe xo € A tal que p(xy) = min{p(x) : z € A}.
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O Teorema acima esta em [7], pagina 71, Corolario 3.23. O proximo resultado é o Corolério 4.23,

péagina 109 de [7].
Corolario A.1. Seja Q2 C R™ aberto. Entao CX(Q) € denso em LP(QY) para todo 1 < p < 0.

Teorema A.3. Sejam (f,)nen uma sequéncia em LP e f € LP tais que

n—o0

[fn = Fllw —= 0.

Entao, eziste uma subsequéncia (fn, )ken € uma fungao h € LP tais que:
(1) fu.(z) = f(z) quase sempre em €2,

(ii) |fn.(z)| < h(x), para todo k e quase sempre em ).

Consultar [7], pagina 94, Teorema 4.9.

Proposicao A.3. Sejam E e F espacos de Banach tais que E estd imerso continuamente em F.

Entao F' estd imerso continuamente em E'.

Teorema A.4. Assuma que E € espago de Banach reflexivo e (x,)nen uma sequéncia limitada em

E. Entao existe uma subsequéncia (x,, )ken que converge fracamente em E.
Consultar o Teorema 3.18 de [7], pagina 69.

Teorema A.5 (Eberlein—émulian). Assuma que E € espaco de Banach tal que toda sequéncia,
(Tn)nen limitada em E, admite uma subsequéncia (z,, )ren que converge fracamente em E. Entao

E ¢ reflexivo.

Proposicao A.4. Assuma que E € espaco de Banach reflexivo e seja M C E um subespaco linear

fechado de E. Entao M ¢é reflexivo
Ambos os resultados acima sao de [7], pagina 70.

Definicao A.4. Um espago de Banach (X, ||-||) € uniformemente convexo se para todo € > 0, existe

§ > 0 tal que se x,y € X forem tais que ||| < 1,||yl| <1 e ||z —y|| > ¢, entao

r+y

|<1-s

Teorema A.6. Todo espaco de Banach uniformemente convexo € reflexivo.

Todo espago de Hilbert é reflexivo, pois todo espago de Hilbert é uniformemente convexo.
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Proposicao A.5. Assuma que E € um espag¢o de Banach uniformemente convexo. Seja (,)nen

uma sequéncia em E tal que x,, = x em E e
limsup |z, | < ||z

Entao, x,, — x forte.
Consultar a Proposigao 3.32 de [7], pagina 78.

Lema A.5. Seja y uma fung¢ao absolutamente continua positiva em (0,+00) que satisfaz
Y+ <o

comq>1,v>0ed>0. Entao, para todot > 0

y(t) < (%) + (4(g - Dy

O Lema acima pode ser encontrado em [I4], na pagina 163. O préximo teorema pode ser encontrado

em [IT], pagina 58.

Teorema A.7. Sejam Ay, A e Ay espacos de Banach, com Ay e Ay reflexivos tal que Ay tmerso
compactamente em A e

Ao‘—>A;)A1.

Considere ainda W = {v € L™(0,T; Ag); % € LP(0,T; A1)}, com po e p1 em )1, 00[. Entio W estd

imerso compactamente em L°(0,T; A).

Teorema A.8 (Arzela-Ascoli). Seja X um espago métrico. Um K C C([a,b]; X) € relativamente
compacto se, e somente se, K € equicontinuo em [a,b] e existe D C [a,b] denso tal que para cada

t € D temos K(t) :={f(t): f € K} relativamente compacto em X.

Esse Teorema esta em [9], pagina 7, e pode ser demonstrado de modo analogo ao Teorema 2.3.1, de

[9], pagina 45.
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