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Resumo

Este trabalho € dividido em duas partes: na primeira parte, estudamos a convergéncia de uma
certa sequéncia de solucdes aproximadas para uma solucdo da Lei de Conservagdo estocdstica,
nos casos aditivo e multiplicativo.

Na segunda parte, obtemos resultados de existéncia, unicidade e propriedades de regula-
ridade da solugdo para a equagdo de Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) estocéstica,
também nos casos aditivo e multiplicativo.

Palavras Chave: Lei de conservagdo estocdstica, Equacdo BBMB estocéstica.



Abstract

This work is divided in two parts: In the first part, we study the convergence of a sequence
of approximating solutions to a solution of the stochastic conservation law, in the additive and
multiplicative case. In the second part, we obtain existence, uniqueness and regularity results
to a solution of the Benjamin-Bona-Mahony-Burgers (BBMB) stochastic equation.

Key Words: Stochastic conservation law, BBMB stochastic equation.
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Lista de Simbolos

Notacoes Gerais

AB(X) o —élgebra dos borelianos do espago X.
14 Funcao caracteristica do conjunto A.
alb Minimo entre a e b.

supp(f)  Suporte da funcéo f.

fo A parte negativa da fungao f.
" Medida de Lebesgue em R”.
X' Dual do espaco X.

(f,u)x' x Aplicacdo de dualidade, ou seja, f € X',u € X e (f,u)x' x = f(u).
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Espacos de Funcoes

O espaco das fungoes f € C(R) com suporte compacto.

O subespaco de C2(R) formado pelas fungdes f tais que, param = 0, 1,2,
D™ f é Lipschitz continua.

O espago das medidas de Radon sobre A.

O espago das fungdes f tais que, para todo aberto limitado B com B C A,
temos f [g€ W~ 1P (B).

O espaco das funcdes f tais que, para todo aberto limitado B com B C A,
temos f [p€ H™'(B).

O espago de Banach dos processos prediziveis a valores em L?(R) munido

1
T 3
com anorma | X{| 2 7,2r)) = (E {/0 ||X(s)||iz(R)ds]) :



Introducao

O estudo das equacOes diferenciais estocdsticas tem se tornado mais comum nos ultimos
anos, e algumas razdes para tal podem ser encontradas na literatura especializada. Segundo
Oksendal ([18]]), existem vdrias razdes pelas quais nds deveriamos aprender mais sobre equa-
coes diferenciais estocdsticas, € uma delas € que "... o assunto tem se desenvolvido como um
fascinante campo de pesquisa com muitas questdes interessantes sem resposta."(OKSENDAL,
2000, p. XV, traducao nossa).

Outra motivacao, segundo Bauzet ([1]), € que o modelo estocdstico muitas vezes descreve
melhor a realidade do fendmeno a ser estudado, e também que "... certos fendmenos que se
deseja descrever por modelos sdo inerentemente nao deterministicos. Por isso, a escolha de
um modelo estocdstico parece mais consistente."(BAUZET, 2013, p. 10, tradu¢do nossa). Na
introducdo do trabalho citado, a autora descreve alguns exemplos que justificam tal afirmacao.

Neste trabalho, nosso objetivo é obter resultados de convergéncia para a equacio pseudo-
viscosa estocdstica e resultados de existéncia e regularidade para a equacdo BBM-Burgers es-
tocastica nos casos aditivo e multiplicativo. Uma equacgdo estocdstica € aditiva quando o termo

estocastico ndo depende da solucdo da equacdo. Caso o termo estocdstico dependa da solucao,
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a equacdo é multiplicativa.
O primeiro problema consiste no seguinte: mostraremos, por meio de um método de com-

pacidade compensada, a existéncia de uma solugdo para a Lei de conservagao Estocdstica

w4+ (F)s = 02 em [0,T] x R x Q, 0

dt
u(0,-) = up, (2)

onde W = {(W;,%;);0 <t < T} é um Movimento Browniano padrdo unidimensional (ver De-
finicao na péagina 19) definido no espago de probabilidade (Q,%,P) (ver Defini¢do
pagina 15), e as funcdes f, 0 e ug satisfazem certas hipdteses apropriadas (ver pagina 32). Esse
método de compacidade consiste em obter a convergéncia, quando € — 07, das soluc¢des do

problema pseudoviscoso

ur+ (f(u))y = € ((Bux))x + thx) + chil_‘:/ em [0, 7] xR x Q, 3)

u(0,-) = uoe, “4)

para uma solucdo do problema (I)-(2). As fungdes o € ug ¢ sao definidas através de convolugio
das fun¢des o e ug com um mollifier padrao (ver (2.5) e (2.10)), e B tem as propriedades listadas
na pagina 37.

As solugdes do problema pseudoviscoso serdo obtidas por meio da equagao regularizada

4 (o)) = & ((B ) ) + ) + ag‘;—‘:’ em [0,T] x R x Q, )

Uy = U e, (6)

onde f, é definida por meio de uma localizagdo da fung¢do f (conforme (2.3)) e é tal que
fan T) f fracamente em LZ(R), € Upne € definida por meio de uma localizacdo de ug ¢, con-
Nn—yoo

forme (2.6]).
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Depois, estudaremos a existéncia e propriedades de regularidade das solugdes da equacao
dw
u+ (f(u)x = 687 + €ty + Oty em [0, T] X R X Q (7)

com dado inicial

M(O,)C) = UQ,e (X), RS R7 (8)

nos casos aditivo e multiplicativo. No caso aditivo, modificamos a hipdtese sobre f (ver pa-
gina 71) e no caso multiplicativo modificamos também a hipdtese sobre o (ver pagina 99) e a
defini¢do de o (conforme (@.1)).

No artigo [[14], C. Kondo e C. M. Webler estudaram a equacdo de BBM-Burgers generali-
zada:

N
o+ () = Sux + Y (1) 007", (x,1) ERXRy. )

n=1
Notemos que o caso N = 1 é a equacdo deterministica associada a (/) (ou seja, quando oz =0
em (7). No artigo citado acima, os autores obtém resultados de existéncia e regularidade de
solucdes e usam um método de compacidade compensada para estabelecer a convergéncia de

tais solugdes, quando os coeficientes tendem a zero, para uma solucdo da Lei de Conservagao

ur + (f () = 0.

Quanto a Lei de Conservacdo Estocéstica (I)), vdrios trabalhos tratam de aplicar um pro-
cesso semelhante ao descrito acima, de compacidade compensada, para diferentes equagdes.
Os principais trabalhos estudados foram [12], [9], [[1] e [4], brevemente descritos a seguir.

Em [12], J. U. Kim usa compacidade compensada para provar, por meio de um método de

viscosidade nula, que as solucdes de

aw
U + (f(u))x = GE + Eltxy

convergem, em um sentido apropriado, para uma solu¢do entrépica de ().

No artigo [9], J. Feng e D. Nualart estenderam os resultados de [12] em duas dire¢des:
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consideraram o problema multiplicativo e também multidimensional (x € R). Eles obtiveram
resultados de existéncia e regularidade, bem como estimativas uniformes para as solucdes da
equacgdo aproximada. A seguir, aplicaram um método de compacidade compensada para mos-
trar a existéncia (apenas no caso x € R) e unicidade (no caso multidimensional) da solugao

entropica estocdstica forte para a Lei de Conservagao

uult, x) + divi( f(u(t,x))) = /Zezc(x,u;z)atW(t,dz),

onde Z é um espaco métrico.
Posteriormente, G.Q. Chen, Q. Ding e K. H. Karlsen, no artigo [4], adicionando uma hip6-

tese de limitacao BV no dado inicial, provaram que o problema multiplicativo
du(t,x) +divy(f(u(t,x))) = o(u(t,x))hW(t)

¢ bem posto em L”.

Em um trabalho mais recente, C. Bauzet, em sua tese de doutorado [/1]], também considerou
o problema multiplicativo e multidimensional relacionado com o problema estudado em [12], e
obteve nesses casos resultados de existéncia e unicidade da solug¢do entrépica estocdstica para a
lei de conservacdo. Além disso, a autora obteve esses resultados para o problema de Dirichlet
correspondente.

Por fim, quanto a abordagem pseudoviscosa, no artigo [[17], os autores P. Marcati e R.
Natalini estudam a convergéncia de solucdes do problema pseudoviscoso para uma solugdo da
lei de conservagdo no caso deterministico.

No presente trabalho, os resultados do Capitulo 2 estendem o trabalho de [[12] por meio da
adicao do termo (B (uy))x € por considerar o caso multiplicativo, que é também o caso estudado
em [1] sem o termo (B(uy))x. J4 os resultados dos capitulos 3 e 4 estendem o trabalho de

existéncia e unicidade feito em [23]] para o caso estocdstico.



CAPITULO 1

Pré-requisitos

1.1 Calculo Estocastico

As defini¢des e resultados desta secdo foram extraidos das referéncias: [S)], [L1], [18] e

especialmente de [[15]].

1.1.1. Definicoes Basicas

Definicdo 1.1 Dizemos que (Q,%,P) é um espago de probabilidade completo se Q. é um con-
junto, 4 é uma 6 —dlgebra sobre Q e P é uma medida de probabilidade completa em (Q,9),
isto é,

ACBe¥9ePB)=0=>AcY.
Daqui por diante, (Q,¥, P) denota um espago de probabilidade completo.

Defini¢do 1.2 Seja (X,.7) um espaco mensurdvel. Dizemos que uma fungcdo Y : Q — X ¢
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mensurdvel se, paratodo A € F, Y 1(A) = {wcQ:Y(w) €A} €Y.

Uma varidvel aleatéria a valores em ¥ ou simplesmente varidvel aleatoria X é uma funcdo
mensurdvel X : Q — ¥.
Se X é uma varidvel aleatoria a valores em um espaco de Banach separdvel, dizemos que a

Esperanca de X é o niimero

EX]:= /QX(a))dP(a)).

SeX c L{(Q,9) e 9| C Y é uma sub-o-dlgebra, definimos a Esperanca Condicional de X em
relacdo a 4y, denotada por E[X|%] como a unica (a menos de um conjunto de medida nula)

varidavel aleatoria Y satisfazendo as duas condicoes seguintes:

1. Y é4-mensurdvel;

2, /XdP:/YdP,VAE%.
A A

Definicao 1.3 Sejam X; : Q — R"(i = 1,...) varidveis aleatérias. Dizemos que elas sdo inde-

pendentes se, para qualquer inteiro k > 2 e todos os borelianos B1,By, . ..,B; C R", temos:
P(X1 €B1,X, €By,....Xx €By) =P(X; €B1)-P(X2 €B)-...- P(Xy € By).

Definicio 1.4 Seja X um espaco de Banach separdvel munido com a o-dlgebra A(X) . Um
processo estocdstico a valores em ¥ ¢ uma colecdo parametrizada de varidveis aleatorias
{Xi }1c1 definidas em (Q,9, P) e assumindo valores em ¥. Usualmente, 1 é um intervalo contido
em [0,0), 0 que nos permite uma conveniente interpretagdo da varidvel t como tempo.

Note que, para todo t € 1 fixado, temos uma varidvel aleatoria
X Q—X.
Por outro lado, fixando @ € Q, podemos considerar a fungdo
t—X(w), el

que é denominada caminho, trajetoria ou realizacdo do processo estocdstico X; em @.



1. Pré-requisitos 17

Podemos denotar o processo estocdstico {X, };c1 também por X;,X(t),X;(®), X(t)(®) ou

ainda X (t, ).

Destacaremos duas situagdes particulares que aparecerdo durante este trabalho. Primeira-
mente, seja ¥ = R”. Um processo estocastico a valores em R” ¢ uma cole¢do parametrizada

de varidveis aleatérias {X; },c1, onde
Xl‘ Q- R".

J4 um processo estocastico a valores em L>(R) & uma colecio parametrizada de varidveis
aleatorias {X; };c1, onde

X, : Q— L*(R),
o que significa que, fixando (¢, ) € I x Q, a imagem X; (®) é uma fungdo de x € R, e temos

/R X, () (x)]2dx < oo.

Definicdo 1.5 O processo estocdstico {X; };c1 é mensurdvel se, para todo A € B(¥), o conjunto

{(t,0);X: (@) € A} pertence a 6—dlgebra produto B(1) @9, ou seja, a aplicacdo
(1, 0) = X;(),

onde

X (0):(IxQA(DY)— (X,4(L))
é mensurdvel.

Definicdo 1.6 Uma filtracdo em (Q,%9) é uma familia ndo decrescente {¥;},c1 de sub—o—

dlgebras de 94, ou seja, uma cole¢dao de oc—dlgebras 4; C 9 tal que
0<s<t=9%CY%,.

Neste trabalho, assumiremos que todas as o —algebras {¥; } sdo completas.



1. Pré-requisitos 18

Definicdo 1.7 Um processo estocdstico {X;} ¢ adaptado a filtracdo {4} se, para cada t €1,

X; é uma varidvel aleatoria 4;-mensurdvel.
Definicao 1.8 Dizemos que o processo estocdstico X é progressivamente mensurdvel com re-
lacdo a filtracdo {%,} se, para todo t € [0,T], a aplicagdo

X:[0,t]xQ—=LX (s,0)— X(s,0)

é A([0,1]) X &,-mensurdvel.
Notemos que todo processo progressivamente mensurdvel é adaptado.

Definicdo 1.9 Seja X; um processo estocdstico adaptado a filtracdo {4} com E[|X;|] < oo, Vt €

. Dizemos que X; é um martingale com relacdo a {%,} se, para todo s <t,s €I,
E[X;|%] =Xs, q. t. p. ® € Q.

Definicdo 1.10 Fixemos uma filtracdo {4, };c1 que é continua a direita, isto ¢,
G = ﬂ %‘+%
n=1
Denotemos por </ a colegdo dos processos estocdsticos mensurdveis X (t, ®) que satisfazem as
duas condigoes seguintes:
i. {X;} éadaptado a filtracao {4, };

ii. Todas as trajetorias de X sdo continuas a esquerda.

Seja & a menor G-dlgebra de subconjuntos de 1 x Q com relacdo a qual todos os processos
estocdsticos em </ sdo mensurdveis. Dizemos que o processo X (t) é predizivel se a funcdo

(t,w) = X(t,®) é P-mensurdvel.

Observacao 1.1 Muitas vezes durante este trabalho, principalmente quando tratarmos de in-

tegrais, omitiremos a variavel @ do processo estocdstico.
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1.1.2. Movimento Browniano

Definicao 1.11 Um Movimento Browniano (padrdo unidimensional) é um processo estocds-
tico mensurdvel e adaptado W = {(W(t),%,);t € 1} definido em um espago de probabilidade

(Q,9,P) avalores em R com as seguintes propriedades:
i. P{lo:W(0,0)=0}=1.

ii. Para 0 <s <t, avaridvel aleatéria W (t) — W (s) é normalmente distribuida com média

zero e varidncia t — s, ou seja, para a < b,

Pla<W(t)—W(s) < b} =

I b2
—/ eZ(lfs)d_x‘
\/271'(1 —S) a

iii. W(t) tem incrementos independentes, isto é, se 0 <t} <ty < --- <t,, as varidveis aleto-
rias

W(t),W(t) —W(t1),....,W(ty) —W(t,—1)
sdo independentes.

iv. Quase todas as trajetorias de W (t) sdo funcdes continuas, ou seja,

P{ow:W (-, o) écontinua } = 1.

1.1.3. Integral de Ito

Fixemos um Movimento Browniano W = {(W(¢),%;);t € [0,T]}.
Usaremos L2,([0,T] x Q) para denotar o espago de todos os processos estocdsticos X (f, ®),

t €[0,T],w € Q satisfazendo:
(i) X(t,w) é adaptado a filtragdo {9, };

(i) /0 " E[X(0)2dr < o,
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Definiremos a seguir a integral estocastica
T
I(X) = / X(1)dW (1), X € L2,([0,T] x Q).
0

A defini¢do dessa integral segue a ideia da definicdo da Integral de Lebesgue e serd dividida
em trés passos: comecaremos definindo-a para um processo estocdstico escada, a seguir vere-
mos um resultado de aproximacgdo e por fim generalizaremos a definicdo para todo processo
estocdstico em L2,([0,T] x Q).

Suponhamos inicialmente que X € um processo estocdstico escada em LZ ,([0,T] xQ), ou
seja:

X(t,w) = iéi—l(a))ﬂ[ril,ti)(r)’

onde0=1<tj] <t <...<t,=T,§_1 é%, ,—mensurdvel e E[ﬁlz_l] < oo, Neste caso, defi-

nimos
T n
1(x) :/0 X(Oaw(e) ==Y & (W(t) — W (5 1)). (1.1)
i=1
Lema 1.1 Seja I(X) definida por (1.1). Entdo

a. Para quaisquer a,b € R e XY processos estocdsticos escada, temos:

I(aX +DbY)=al(X)+bI(Y).

b. E[I(X)]=0.
2 ! 2
e. EI)P)= [ ElX()Plar.
Demonstracao: Ver Kuo [15], pagina 44.

Lema 1.2 Seja X € L2,([0,T] x Q). Entdo existe uma sequéncia {X,(t);n > 1} de processos

estocdsticos escada em L2,([0,T] x Q) tal que:

lim TE[\X(r) — X,,(1)[}]dt = 0. (1.2)
0

n—oo
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Demonstracao:  Ver Kuo [[15], paginas 45-47.
Agora podemos generalizar a defini¢ao de integral estocastica. Sejam X € Lﬁ ,([0,T] xQ)e
{X,} a sequéncia dada pelo Lema[l.2] Para cada n, a integral /(X,) jd estd definida. Aplicando

o Lemall.l|- item ¢, temos
T
E[I(X,) —I(X)]}] = / E[|X,(t) — X, (1)|*]dt — 0, quando n,m — .
0

Portanto, a sequéncia {I(X,)} é de Cauchy em L?(Q). Usamos isso para definir:

Defini¢io 1.12 Sejam X € L2,([0,T] x Q) e {X,} a sequéncia dada pelo Lema Entdo a

Integral de Ité de X, com a mesma notagdo de (1.1), é definida por:

T
I(X) = /0 X(2)dW (t) == lim I(X,) em L*(Q).

n—oo

Teorema 1.1 Sejam X,Y € L2,([0,T] x Q). Entdo a Integral de It é uma varidvel aleatdria e

valem:

a. Para quaisquer a,b € R:

I(aX +DbY)=al(X)+bI(Y).

b. E[I(X)] = 0.
T
e. EI)P) = [ ElX(0)Pld.

Demonstracao: Ver Kuo [15], pagina 48.
Notemos que, por este teorema, a Integral de It6 7 : L2,([0,T] x Q) — L*(Q) € uma isome-

tria. Outra importante propriedade desta integral estd no teorema a seguir.

Teorema 1.2 Seja X € L2,([0,T] x Q). Entdo o processo estocdstico

t
A :/ X(s)dW(s), 0<1<T
0
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é um martingale com respeito a filtracdo {4, }.
Demonstracao: Ver Kuo [15], pagina 53.

Observacao 1.2 A Integral de Ito pode ser estendida para uma classe maior de integrandos,
Z,a(Q,L2[0,T]), que denota o espaco de todos os processos estocdsticos X (t,®),t € [0,T],

o € Q satisfazendo:
(i) X(t,w) é adaptado a filtracdo {4, };
T
(ii) / X (1)]?dt <0, q. 1. p. @ € Q.
0

Observemos que L2,([0,T] x Q) C Z,q(Q,L*[0,T]). Para fazer tal extenséo da integral de It6,

necessitamos do conceito de tempo de parada.

Defini¢do 1.13 Uma varidvel aleatéria T : Q — [0,T] é um tempo de parada com respeito a

filtragdo {4,;0 <t <T}se{ow:1(w) <t} €4 ,Vtec[0,T].
Seja X € Z,4(Q,L?[0,T]). Para cada n fixo, definimos:

t t
inf{t;/ |X(s,a))\2ds>n}, se t;/ X (s,0)[*ds > n 3 #0,
0 0

(@) = t
T, se t;/ X (s,0)[*ds > n 3 =0.
0

Entdo 7, € um tempo de parada e definimos

tAT, T
s, = [ XW@dWE) = [ 1oy (1 £)aW(s), 01 < T,

Definiciao 1.14 Um processo estocdstico 9;-adaptado X;,0 <t < T, é um martingale local com

relagcdo a {9, } se existe uma sequéncia de tempos de parada t,,n = 1,2, ..., tal que:
1. T, é monotonicamente crescente para T quando n — oo;

2. Para cada n,X; r, é um martingale com respeito a ;.
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Através de um resultado de densidade estendemos a integral estocastica de L, (Q,L*[0,T]) para

Z,4(Q,L2[0,T)) e temos o seguinte resultado:

t
Teorema 1.3 Seja X € Z,;(Q,L%[0,T)). Entdo o processo estocdstico I, = / X(s)dW (s) é um
0

martingale local com respeito a {9, }.

Demonstracdao: Ver Kuo [15], pagina 71.

1.1.4. Formula de Ito

Nesta sec@o enunciaremos a Férmula de 1t6, que € a férmula do célculo estocastico equiva-

lente a regra da cadeia.

Observacio 1.3 Usamos a notagio Z,q(Q,L'[0,T]) para denotar o espago de todos os pro-

T
cessos estocdsticos X (t) que sdo {¥; } — adaptados e tais que / |X(1)|dt < oo, q. t. p. @ € Q.
0
Definicao 1.15 Um processo de Ito é um processo estocdstico da forma
t t
X, = Xo +/ g(s)dW (s) +/ h(s)ds, 0<t<T, (1.3)
0 0
onde Xy é Gy—mensurdvel, g € ZL,q(Q,L*[0,T)) e h € L,q(Q,L'[0,T]).
Podemos reescrever a equagdo (I.3)) na forma de equacdo diferencial estocastica:
dX; = g(t)dW (t) + h(t)dt.
Teorema 1.4 [Formula de Ito] Seja X; um processo de Ito dado por:
t t
X, = Xo+ / 2(s)dW (s) + / h(s)ds, 0<t <T.
0 0

96 06 9%0
ot ox ¢ ox2

Seja 0(t,x) uma fungdo continua com derivadas parciais continuas. Entdo
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0(t,X;) também é um processo de It6 e vale

0,%) =0(0,%) + [ 22 (5. X)g(5)W(5)+

1196 00 10%6
/0 {E(S,Xs) + E(S,Xs)h(S) t392

(5,X;)(g(s))* | ds. (1.4)
Demonstracao:  Ver Kuo [[15]], pagina 103.

Observacao 1.4 Se o processo de Ito é tal que Xo e h tomam valores em um espaco de Hil-
90 06 %6

bert H e a func¢do 0(t,x) : [0,T] x H— R ¢é continua com derivadas parciais = 9x ¢ 92

uniformemente continuas em subconjuntos limitados de [0,T] x H, entdo vale

0(1.1) ~000.50) + [ { 5255061 (5) ) +

/0Z B—?(S,Xs) + <(;_)9C(S,Xs);h(s)> + % <327§(s,xs), (g(s))2>} ds,  (L5)

conforme DaPrato [5], pagina 106.

1.1.5. Desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy

Teorema 1.5 [Desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy] Para todo m > 0, existe uma cons-

tante Cy, tal que:

¢ s x| <o)

Demonstracdo: Ver Chen [4], pagina 712.

/0 "X (s)dW (s)

1.2 Resultados envolvendo os espacos L”(,X)

Os resultados desta sec@o foram extraidos do livro [2]].

Defini¢do 1.16 Sejam X um espaco de Banach e I um intervalo real. Para todo p € [1,4o0),
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denotamos por LP(1,X) o conjunto das funcoes Lebesgue mensurdveis definidas em I e com
valores em X tais que t — || f(t)||% € integrdvel em 1. O espago L™(I,X) é constituido pelas

fungoes Lebesgue mensurdveis definidas em I com valores em X tais que supess,c; || f(t)||x < co.

Teorema 1.6 Os espacos LP(1,X) sdo de Banach, ¥ p € [1,+o0|, com as normas:

1
P
g = ( fIF0NGar) " 1< p <t

1F (2.3 = supess,er [ (1)]|x-

Demonstracdo: Ver Boyer [2]], pdgina 92.

Teorema 1.7 Se p < +oo, entdo o conjunto das fungoes continuas em I com valores em X é

denso em LP (1,X).
Demonstracdo: Ver Boyer [2]], pagina 92.

Teorema 1.8 Sejam V e H dois espacos de Hilbert tais que V estd mergulhado em H de forma

continua e densa. Entdo o espago

du

Eyp = {u e L*((0,T),V), 7

e (0.1}
estd continuamente mergulhado em C([0,T],H).

Demonstracdo: Ver Boyer [2]], pagina 101.

Teorema 1.9 Sejam By C By C B, trés espacos de Banach tais que By estd continuamente
mergulhado em By e B estd compactamente mergulhado em By, e p,r tais que 1 < p,r < oo,

Para T > 0, definimos:
dv ,
Ep,i’: vELP((O,T>,B()), EEL ((O;T)732> :

Entdo:
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i) Se p < +oo, 0 mergulho de E,, , em LP((0,T),B}) é compacto.

ii) Se p=+ooer> 1, 0 mergulho de E,,, em C°([0,T],By) é compacto.

Demonstraciao:  Ver Boyer [2]], paginas 102-105.

1.3 Transformada de Fourier

As definicdes e propriedades da transformada de Fourier citadas nesta secdo podem ser

encontradas em [6]].

Defini¢do 1.17 Se u € L' (R"), definimos sua transformada de Fourier

A . 1 —ix~§ n
a(&) = 2 /ne u(x)dx, EeR

e sua transformada inversa por

- . 1 i§~x n
i(x) = 2 /ne u(&)dé, xeR"

Teorema 1.10 [Teorema de Plancherel] Se u € L' (R") NL*(R"), entdo i, ii € L*>(R") e

]l 22y = Mlétll 2y = Nl 2 (1.6)

Demonstracdo: Ver Evans [6]], pdgina 183.

Observacio 1.5 Em virtude da igualdade ({I.6) podemos definir a transformada de Fourier e a

inversa para uma fungéo u € L*(R"), conforme Evans [6], pdgina 184.

Teorema 1.11 [Propriedades da transformada de Fourier] Sejam u,v € L*(R"). Entéo

(ii) D% = (i€)%it para cada multi-indice o tal que D%u € L*(R");
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(iii) Se u,v € L'(R")NL*(R") entdo (uxv)= (27)2 49
(iv) Além disso, u = (it).

Demonstracdo: Ver Evans [6], pdgina 184.

1.4 Outros resultados

Teorema 1.12 [Teorema de Young] Sejam f € L'(R") e g € LP(R"), com 1 < p < . Entdo,

g- t. p. x €R", a funcdo x — f(x—y)g(y) é integrdvel em R". Definindo

(fxg)(x /fx y)8(y)dy,

temos (fxg) € LP(R") e vale a seguinte desigualdade

1f*&llr ey < 1l 18l r r)- (1.7)

Demonstracdo:  Ver Brezis 3], pagina 104.

Observacao 1.6 A Desigualdade de Jensen, enunciada a seguir, encontra-se demonstrada em
alguns livros (por exemplo, em Evans [6|], pdgina 621) para o caso em que E é um aberto
limitado do R" e u é a Medida de Lebesgue. Para constar, fazemos a demonstra¢do de modo

andlogo para (E, 1) um espaco de medida finita.

Teorema 1.13 [Desigualdade de Jensen] Sejam (E, 1) um espago de medida finita, ¢ : R — R

uma fungéo convexa e f € L'(E). Entdo:

0 (i frwar) < i [otrtax

Demonstracio: Note que a desigualdade acima é imediata se (@o f) ¢ L!(E). Consideremos

entio (¢ o f) € L' (E). Sendo ¢ uma funcio convexa, para cada p € R, existe € R tal que

¢(q) > o(p)+r(g—p), Vg €R.
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Tomando p = ﬁ Je f(x)dx e g = f(x), temos

o(f(x) >0 (@/Eﬂ”dx) +r (f(x) — ﬁ/}zf(x)dx) , Vg eR.

Integrando com relacdo a x sobre E, obtemos

[ ot = uEre (i [ rwan)4r( [ rwax- [ rooar).

como queriamos. [ ]

Definicio 1.18 Seja X um espaco de Banach. Uma fungdo f: [0,T| — X é fortemente mensurd-
vel se existe uma sequéncia (fi)ren de fungdes simples fi : [0,T] — X tal que

fi(x) — f(x), Vx€1[0,T].

k—yoo

Teorema 1.14 [Teorema de Bochner] Seja X um espaco de Banach. Uma fungdo fortemente

mensurdvel f : [0,T] — X é somdvel se e somente se t — || f(t)||x é somdvel. Neste caso,

H/()Tf(t)dt

Demonstracao: Ver Evans [6]], pdgina 650.

T
< ) W

Teorema 1.15 [Lema de Gronwall] Seja ¢ € L' [a,b] satisfazendo:
t
o) < £(0)+B | pls)ds. V1 € [ab,
a
onde f € L'[a,b] e B é uma constante positiva. Entdo:

0(0) < 1) +5 [ F5)P s

Em particular, se f(t) € constante, digamos f = @, entdo:

o(t) < aeP=9 Vi ela,b).
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Demonstracao:  Ver Kuo [[15], pagina 188.

Teorema 1.16 [Lema de Murat] Sejam A um aberto limitado do R" com fronteira suave e M(A)
o espago das medidas de Radon sobre A. Seja { fi}y_, uma sequéncia limitada em Wl;Cl P(A),
para algum p > 2, tal que fi, = g +hy (k=1,2,...), onde {g;} é uma sequéncia pré-compacta

em H, Y(A) e {h;} é uma sequéncia limitada em M(A). Entdo { f;} é pré-compacta em H HA).

loc

Demonstracao:  Ver Frid [10], pagina 33.

Teorema 1.17 Sejam f e ug suficientemente regulares, e suponhamos que ndo existe intervalo
no qual f é afim. Se ug é uma sequéncia de solugdes aproximadas da Lei de Conservagao (1)),

entdo, para todo compacto K C [0,T] x R, existe uma subsequéncia ug, tal que
ug, — u fortemente em L' (K), 1 <r <2N+4,

onde N é tal que
I+ 1 ()] < CxY +Cvx e R.

Demonstracao: Ver Lu [16], Lema 3.3, pdgina 357.

Definicao 1.19 Seja Y em espago de Banach. Dizemos que uma fungdo u : [0,T] — Y € fraca-
mente continua se, ¥ y € Y', a fungdo definida port € [0,T] — (y,u(t))y'y € R é continua.
Se Y = L*(R), dizemos que u é fracamente continua em [0, T] a valores em L>(R) se, para toda
sequéncia {t,} C [0,T] tal que r}grola t, =t, temos que u(ty,-) — u(t,-) fracamente em L*(R), ou
seja,

/ u(ty,x)o(x)dx — / u(t,x)¢(x)dx, V ¢ € L*(R), quando t,, — t.
R R

Teorema 1.18 Sejam V e Y espacos de Banach, V reflexivo, V um subconjunto denso de Y e

tais que a aplicacdo inclusdo de V em Y é continua. Entdo
L=([0,T7],V)NnCy(0,T;Y) = Cy(0,T;V),

onde C,,(0,T;Y) denota o conjunto das fungdes fracamente continuas de [0,T] em Y, conforme

a definicdo acima.
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Demonstracao:  Ver Strauss [21], Teorema 2.1, pagina 544.

Observacao 1.7 O proximo resultado estd enunciado em Kim [12)], pdgina 241, e demonstrado

para o caso 1 < p < oo, Abaixo fazemos o caso p = oo.

Lema 1.3 Sejam X um Espago de Banach e {u,} uma sequéncia limitada em LP(;X), para
algum p € [1,0]. Suponhamos que existam Q C Q com P(Q) = 1, e uma funcdo u'd -mensurdvel
a valores em X tal que, para todo ® € Q, toda subsequéncia limitada de {u,(®)} possui uma

subsequéncia que converge fracamente em X para u(®). Entdo u € LP(Q;X).

Demonstracdo: Sejam p = oo, ® € Q e {u,(®)} uma subsequéncia que converge fracamente
em X para u(®). Entéo:

Ju(@)]]x < liminf (@) x
n—roo
supess o |1(0)]|x < supesseq limint uy (@) [x < C.

0 que prova que u € L=(Q;X). [ |

1.5 Definicoes e Hipoteses

Quando estudamos equagdes diferenciais estocdsticas, um importante passo € definir o que

entendemos por solu¢do da mesma, que € o que faremos a seguir.

Definicao 1.20 Um par de fun¢des suaves (1,y¥) : R — R x R é chamado de par de entropia
associado a Lei de Conservacdo (1) se W' =n'f’ e a fungdo n é afim fora de um conjunto
compacto. Dizemos que o par é convexo se 1 é convexa. Um conjunto especial de entropias

que desempenhard um papel importante na nossa andlise é

& ={n € C*(R) com as seguintes caracteristicas:
1 é ndo negativa, convexa,
n(0) =0 e existe 0 > 0 tal que

n'(x)=1,se x>8e n'(x)=—1, se x< 6.} (1.8)
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Definicao 1.21 (Solucdo Entropica) Seja T > 0 dado. Dizemos que um processo estocdstico
u a valores em L*(R) e adaptado a filtracdo 9, é uma solucdo entrdpica da equagdo (1) com

dado inicial (2)) se, para quase todo ® € Q, temos

u é fracamente continua em [0,T] a valores em L*(R) (Ver Definicdo pdgina 29); (1.9)
w e L7(0,TL,LP(R), ¥ p € [2,).
(1.10)

Além disso, para toda fungdo néo negativa ¢ € Cy([0,T] xR), k € R e n € &, para quase todo

o € Q, temos
T
ps(9) = [ nw—RpOdx+ [ [ u—kg—Fwkgldsar (11D
T T
[ [0 a—Ropaaw)+3 [ [ n"(u—kio>pdwr >0
0o JrR 2Jo Jr

onde

(k)= [ 06—k, (112)

Definicao 1.22 (Solucao Entropica a Valores de Medida) Seja T > 0 dado. Um processo es-
tocdstico u € N2 (0,T;L*(R x (0,1)))NL*>(0,T;L*(Q x R x (0,1))) é uma solugdo entrdpica
a valores de medida de Young da equacdo (1)) com dado inicial (2)) se, para toda fungéo ndo-

negativa @ € C5([0,T] xR), ke Ren €&,

1
/ Unk(@)do >0, g.t. p. @€ Q.
0

Observacio 1.8 Na integral acima, a medida [y i depende de o porque u depende (ver Apén-
diceA] pdgina 110).

Assumiremos as seguintes hipoteses sobre as funcdes f, ¢ € o dado inicial ug:
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(H1) A funcdo f é de classe C?, com:
f'(x) #0, gt.p. x €R. (1.13)
Além disso, para algum inteiro N > 2 e para alguma constante positiva C,

FE) @]+ @) < Clx¥ +C,vx e R (1.14)

(H2) A funcdo o(z,x):[0,00) x R — R é tal que o (¢,x) =0, se (¢,x) ¢ [0,00) X [-M, M|, para
algum M € (0,00). Além disso,

6 € C([0,00); WI=(R)). (1.15)

(H3) A condigio inicial uy é um processo % mensuravel a valores em L”(R) N L' (R), para

cada 1 < p < oo, e tal que:

0 < E (lluollf gy ) +E (1 (0)lfzy ) < oo 1< p <o, (1.16)

t
Agora notemos que, definindo J(7,x, ®) = / o(s,x,0)dW(s) e U =u—J, podemos rees-
0

crever ([7) como:

GU+ 0 (f(U+T)) —€d2U —833,U = €d>J+ 892,17 (1.17)

xxt XXt -

Observacao 1.9 Com a hipotese (H2) acima, obtemos, para quase todo ® € €, para todo
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0<y< % e paraty,ty € [0,T] comt; <ty (0 outro caso é andlogo):

(12, 0) — J (11,5, 0)| </ 16 (5,x, @) [dW (5)

< [P 1060 W ) < [ 1005, 0)lysegega o)

< sup [lo(s,0)lyie) | aWs) < CT,0.9)0 -0l
5€[0,T] |

Na iultima desigualdade acima, usamos o fato do Movimento Browniano ser Holder continuo.

J
Fazendo o cdlculo andlogo para —, obtemos:

ox’

(12, 0) —J (11, @) [y =) < C(T,0,7)[t2— 1], (1.18)

1.6 Principais Resultados

A seguir, enunciamos os resultados principais deste trabalho.

No Capitulo 2, provamos que:

Teorema 1.19 Sob as hipoteses (H1)-(H2)-(H3) (ver pdgina 32), existe uma solucdo entrépica

de -
() =0 o

u(0,-) = uo, em (0,T) xR x Q.

Teorema 1.20 Sob as hipoteses (HM1)-(HM2)-(H3) (ver pdgina 66), existe uma solu¢do en-

tropica a valores de medida de

dw
tr+ (f (u))x = 0 (u)— -, (1.20)

u(0,-) = uy, em (0,T) x R x Q.
O resultado principal do Capitulo 3 é:

Teorema 1.21 Suponhamos que ug, f e & satisfazem as hipoteses (H1%)-(H2)-(H3) (ver pdgina
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71). Entdo o Problema de Cauchy

dw
ur + (f())x — Ethyy — Oty = GSW (1.21)
u(0,-) = U, (1.22)

onde

O (7,x) Z/Rc(t,x—y)%f) (%) dy,

p(x) >0,VxeR, e p(x) =0 para |x| >1,
px)=p(—x),YxeR, e [lplpgr =1,

admite uma tinica solugdo local
ue C([0,T];H'(R)),

onde T depende de § e |[uo|| g1 (w)-

Por fim, no Capitulo 4, provamos que:

Teorema 1.22 Suponhamos que ugy, f e © satisfazem as hipoteses (H1%¥)-(H2%*)-(H3) (ver pd-
gina 99). Entdo o Problema de Cauchy

aw
ur+ (f(u))x — Ethyy — Oty = Gg(”)z (1.23)
u(0,) =ug ¢, (1.24)

onde

0u(ut.1)) = [ ou(rx—)rzp (%) dy.

admite uma vinica solugdo local
ue C([0,T];H' (R)),

onde T depende de § e |[uo|| g1 (w)-



CAPITULO 2

Convergéncia de Solucoes do Problema
Pseudoviscoso para a Solucao da Lei de

Conservacao Estocastica

Consideremos a Lei de Conservacao Estocdstica Aditiva

dw
ut+(f(u)>)€:6?7 (21)

u(0,-) = u, em (0,7) x R x Q,

onde W = {(W;,%);0 <t < T} é um Movimento Browniano padrdo unidimensional definido
no espago de probabilidade (Q,%, P), e as fungdes f, o e ug satisfazem as hipéteses (H1)-(H3)
enunciadas no final do capitulo anterior (ver pigina 32).

Nosso objetivo € mostrar a convergéncia de solugdes do problema pseudoviscoso com dados

iniciais regularizados (descrito adiante) para a solugdo entrépica de (2.I)) (ver Defini¢do [1.21]
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pagina 31). A unicidade da solugdo entrépica para pode ser encontrada em vdrios artigos,
tanto no caso aditivo quanto no caso multiplicativo. Citamos, por exemplo, Kim [[12]], Bauzet
[1] e Feng [9].

Seja p € Ci’(R) satisfazendo:

p(x) >0,Vx€eR, e p(x)=0 para |x]>1,

2.2)
px)=p(—x),VxeR, e [lpllpm) =1
Vamos definir f;, € C%(R), oe € C5(R) e ug ne, para € > 0, n > 1, tais que:
fu(y) = f)on(y), (2.3)
onde:
L, [yl <n,
a(y) = 0< a(y) < L|og(»)] <2,V 0, €CP(R),  (24)
0, [yl=n+1,
e
0 (1, %) /G(t Lo (2L )a (2.5)
X) = x—y)—p | ——= .
e\l R ) y \/Ep \/E y7
1 X—
Uo e (X, @) = / up(y, 0)=p (—y> dy. (2.6)
ly|<n £ &

Observacao 2.1 As afirmacoes sobre convolugdo e suporte feitas a seguir referem-se a varidvel

x. Note que, como

Gg:G*p\/E,

temos

supp(0g) C supp(0) +supp(p, /z)-

Como supp(c) C [-M,M] e, para € < 1, supp(p, ) C [~1,1], entdo

supp(0g) C [-M —1,M + 1].
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Consideraremos o seguinte problema, para quase todo o, fixadosn >1e0<e < 1:

ur + (fn(u))x = € ((B(x))x + thix) + 0edW em [0, T] x R x Q, (2.7)

u(0,-) = uo,e,n, (2.8)

onde a fungdo B : R — R € tal que:
i. B é ndo-decrescente e B(0) = 0;
ii. |B'(w)]<K,YueR.
Observacdo 2.2 Note que a hipdtese [i.] acima implica que xf3(x) > 0,Vx € R.

Mostraremos primeiramente, que quando n — oo, a sequéncia de solugdes (ué(7,x,)) de

(2.7)-(2.8) converge, em um espago adequado, para uma soluc¢do do problema:

i~ e((B )+t = (F)] = 0 0o
u(0,-) = uge, em (0,T) xR x Q,
onde
o = /R MO(Y)%P (’?) dy. (2.10)

Depois mostraremos que, quando € — 0T, as solucdes de (2.9) convergem para uma soluco da
Lei de Conservagao Estocdstica (2.1)).
Comegaremos obtendo estimativas uniformes em n para as soluc¢des de (2.7)-(2.8)) nos es-

pacos LP p > 2.

2.1 Estimativas em L”, para p > 2

Durante esta se¢do, a fim de simplificar a notagdo, omitiremos os indices, denotando u}
simplesmente por u. Também usaremos a mesma letra C para denotar diferentes constantes.

Conforme j4 citado, nosso objetivo aqui € obter estimativas uniformes em n para as solugdes de
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(2.7)-(@2.8) nos espacos L”, p > 2. Precisamente, mostraremos que:

eE { /0 ! /R up—zuﬁdxds] <C(p),
eE { /0 ' /R ﬁ(ux)uxdxds] <c,

E |l 0.7)2] <€)

eE [[1ull22 0 71 )] <€

E Il 0,2 ) < CCP)

E el 20,1618 <
eE 2207112y | <€

E (Bl 20,71 )| <€

Sejam u a solugdo de (2.7)-(2.8) e p um inteiro par, p > 2. Seja O o conjunto de todos os

t € [0,T] que satisfazem uma das seguintes condi¢des:

lute, ) oy > &

/OIHM(S")p_l(fn(M(S Mellps zyds > &,
/ot””(s")pl(u( 5, rll 1 (myds > k,

[ s 372ty = &
/ot“”(s")pl(ﬁ(ux(s,-))) 1 yds > &,
/ot“”(s")p_zﬁ(”x( ))ux(s, )| yds > &,

t
o7 B s = &

[ s 1772035, s s =

2.11)

(2.12)
(2.13)
(2.14)
(2.15)
(2.16)
(2.17)

(2.18)
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A seguir, definimos um tempo de parada 7} da seguinte forma

0, se |[uonellrm) =k,
Ti(@) = | inf O se [luonellrm) <k e Qu#0, (2.19)
T, se [luonelrrry <k e Ox=0.

Vamos aplicar a Férmula de It6 para (u(t,x))”. Obtemos

u(t,x)? =u(0,x)? + /Otp(u(s,x))plcg(s,x)dW(s)
" /ol plu(s,x))" " [e((B (tx)x+ wx) — (fulu))2]ds

1 t
45 [ plo=Dluls. 2202 s.2)ds, e €[0,T) (2.20)
0
Aplicando a férmula acima para t A T}, e integrando em x € R,

i~ [ plats 0 )
te /R /O (5.3 Vugedsdx
v [ [ plutsa) ™ (Bl
by [ w0t 2025 ndsa

+ /R /0 M (s )P (s, )W (s)dx.  (2.21)

Jut AT gy = Nt

Estudaremos a Esperanca de cada uma das integrais acima, comecando pela dltima parcela.
tN\T},
Com o objetivo de usar o Teorema de Fubini para a fungéo / (u(s,x))P " Loe (s,x)dW (s)
0

no espago Q x R, mostraremos que essa funcio estd em L! (Q x R). Temos

(=11 o) -

usando o Teorema de Tonelli e o fato que, na varidvel x, o suporte de o estd contido em

ATy
/0 u(s,x)P L o (s,x)dW (s)
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[—M — 1,M + 1] (conforme Observagdo [2.1|na pégina 36), obtemos

(Lo

pela Desigualdade de Jensen (Teorema [[.13] pagina 27)

IAT,
/0 u(s5,x)P LG (5, X)dW (s)

Joo)

M+1 2

<(2M+2) / E{ /0 Nku(s,x)P—lag(s,x)dW(s)] dx

—M—1
pelo Teorema|[I.1] item c. (pagina 21)

M+1

tATg
= (2M—|—2)/ E [/ u(s7x)2(p—l)o'§(s,x)ds} dx
—-M-—1 0

<(2M+2 2 MHE Mk 2=V g5 d
< (2M +2)|6¢ |7 (0,7 xR) LA u(s,x) s| dx

tATy
< (2M +2)||Ge 7= (0.7 ) E [/0 ||”(s")p_1||1242(R)ds}

< (2M +2)||Oe |7 (0,7 < E [K] = (2M +2)k| G | 7= (0, 1) xRy < -
Com isso, podemos mudar a ordem de integragdo e obter

£ [ L[ u(s,xw—log(s,x)dvv(s)dx] - £ [ [ u(s,x>f’—‘crs<s,x>dw<s>} dx=0,

(2.22)

pelo Teoremal|l.1} item b. (pagina 21)

Agora, escrevendo

Ar={(s,0) € [0,f] x Q;s < Ti(w) At} e By ={(s,0) €[0,t] x Qs <Ti(w)}
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temos Ay = By, € assim

{//MT]( (5,0)P 7 (fulu) dsdx}

/ X)P Y (fo(u))xdxdsdw
Ol‘/\Tk
u(s,x)P~(fo(u))xdxdsd o

Jocmsion e
= oo M) Lt (

R
/ /R (5,207 (fu() ) dxdsd e
/ [ﬂgk / u(s,x)P~( fn(u))xdx} ds. (2.23)
Notemos que, considerando g, (u) = /Ou vP=Lf L (v)dv, temos ¢l (1) = uP ! f!(u) e portanto

L Gwhsdr = [ w ™ frwuds = [ guwuds= [ (@@)dx=0.  @24)

Logo,

E [/R /Ot/\Tk up_l(fn(u))xdsdx] =0. (2.25)

Agora, sendo p > 2 um inteiro par, e usando a igualdade u” 1w, = (P~ 'uy)y — (p— 1)uP =% (uy)?,

obtemos

tNT, t
E [// upluxxdsdx] :/ E {]lgk(s, a))/ upluxxdx] ds =
RJO 0 R

:—/OtE {]lBk(S,a))/R(p—l)upz(ux)zdx} ds <0.

Similarmente, usando que

T (B(ux))x = (“pilﬁ (ux))x— (P — l)upizu)ﬁ (),
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obtemos

e[ [ [ Buddsas| = [ E[1n0.0) [ 0 Blu))te] as -

= _/OZE {ﬂBk(s,a))/R(p— 1)u1’_2[3(ux)uxdx] ds <0.
(2.26)

Observacao 2.3 No proximo resultado, usaremos o seguinte fato, vdlido para p par, p > 2, e

a,beR:

aP72b* = |alP~2[b|* < (max{|al, |b|})P~*(max{|a||b]})* = (max{|a],|b]})" < |al” + |b|".
(2.27)

Temos

ATy [ rt
E [/ /up_zcrgzdxds} =E / 1p,(s, a))/ up_zcgzdxds}
o Jr Jo R

[ rt
<E / 15, (s, 0) / (|u|p+|Gg|”)dxds}
= | [ 05.0) (Juls: )+ 0206 ) 85

t
< /0 E[Hu(s/\Tk,-)HLP(R)] ds+ T 0l o prnmyy (228)

Substituindo estes resultados em (2.21)), obtemos

B [l AT ey +eplp—1) [ E | (5.0) [ w02 x| as
+8p(p—1)/OIE []lBk(s,w)/Rup_zﬁ(ux)uxdx} ds

E |:||u07n7£||€p(R):| + p(p_ 1)T||68||IZ‘([O,T};LP(R))

po=1) [ E[lusAT) 5] ds 229)

| = =

_|_
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Portanto, temos

1
E It ATis )y | < E [0 elfogay | + 5200 = DTG 0 11102y
1

t
Zp(p— MNP
+5pp 1)/O E (s ATio )7,z | s (2.30)
Pelo Lema de Gronwall (Teorema|l.15| pagina 28), concluimos que
E [t AT )}y | <€), ¥ € 10,7, (231)

Agora notemos que, para quase todo @ € Q,T;.(®w) — T quando k — . Portanto, pelo

Lema de Fatou,

E (1o, )1 y) = mint (e ATl

< liminfE [||u(t/\Tk,-)||{,,(R)} <C(p),vre[0,T. (232
Analogamente,
T
eE { / / ul’zuﬁdxds] <C(p), (2.33)
0 JR
T
eE [ / / ﬁ(ux)uxdxds] <C(p). (2.34)
0 JR

Tomando p = 2 nestas duas dltimas desigualdades, obtemos

T
ek [/O /R%zchdS] =¢E [||ux“i2(o,T;L2(R))}

T
ei [ [ [ Bluudsds] = e [IBuslirorm] <C 236

IN

C, (2.35)

Juntando (2.35) com (2.32) para p = 2, obtemos

eE [l g1 )| < (2.37)
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Também, de (2.32]), obtemos

E {111, 0.1y x] <€ (2.38)

Notemos que, pelas propriedades de 3 (ver pagina 37) e por (2.35)), temos também

eE [ /0 ! /R (B(ux))zdxds} < KeE { /0 ' /R u)zcdxds] <C. (2.39)

Mostraremos a seguir que

1w, )) = £ O 20w < € (11352 0.7y ) + 1l 20772 -

De fato,

||fn(u(t7x)) _fn(O)HIZAZ((O,T)x]R) = /OT/R(fn(u(tax)) _fn(o))dedt
T
(yf,;(au(z,x>y|u(t,x)|)2dxdtgc/o /R(](ocu(t,x))N+1]|u(t,x)|)2dxdt
T
(e, 0"+ Dlute, 9] st =€ [ [ (ult, 0"+ fule, )2

SC/OT/R(]u(t,x)]2N+2+]u(t,x)]z)dxdt.

LA
S— S—
3 ~
— 5—

R

Portanto

1
2

A(30) = Oy < € [ f (424 e ) v

</()T/R‘u(t’x>‘2N+2dxdt)é+ (/OT/R’u(t’x)ydedt)%]

N+1

T 2N+2
<C ( / / \u(t,x)\2N+2dxdt)
0 JR

+ (/()T/R|u(t,x)|2dxdt)1

= C [l 2 0.1y ) + 1l 20772

<C
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Concluimos, de (2.38)), que

EIu(a(t,)) = £uO)l 2 0,173 | <€

Portanto

E [an(u)XHLZ(O,T;H*l(R))} <C. (2.40)

Também temos, de (2.37)

ek [HMXXH%Z(()?T;Hfl(R))} <C, (2.41)
E [H(B(ux))xHLz(O,T;H*‘(R))} < éKE [HMXXHLZ(O,T;H—l(R))} <C (2.42)
Essas trés ultimas estimativas nos dao
0 T
H— (u— / GedW> <C (2.43)
Jt 0 L2(0,T;H-(R))

Observacao 2.4 Notemos que as estimativas provadas nesta se¢do para p par, estendem-se,

por interpolagdo, para todo p > 2.

Para finalizar essa secdo, mostraremos que

EllJu()ll7=jo 7.0y < C- (2.44)

Integrando a Férmula de 1t6 (2.20) para x € R, obtemos

()7 gy = / / 1 fo(u)) edlsdlx
+8/R/0 p(u(s, )P updsdx
ve [ [ pluts ) (Bl dsds

+ %/ /lp(p — 1)(u(s,x))P 262 (s, x)dsdx
—|—// u(s,x))P " Loe (s, x)dW (s)dx. (2.45)
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Pelos calculos feitos anteriormente, temos

V/ sxplfn())dsdx}:o
eE { /R /0 p(u(s,x))p_]uxxdsdx} — ¢ /0 'E { /R (p—l)up_z(ux)zdx] ds < 0.
et | [ [ pats)r Blu)sdsas| = —e ['E | [ (p= D Buus] as <o.

Substituindo em (2.43)), obtemos

(7o) < N (O)175 )
+%/ /tp(p— 1)(u(s,x))p_2c7§(s,x)dsdx
+ / / u(s,x))P " e (5,x)dW (5)dx. (2.46)

Portanto

sup ()17 gy < 114(0)l175 (g

0<t<T

-+ sup %//tp(p—1)(u(s,x))p_2c7§(s,x)dsdx

0<t<T

+ sup // u(s,x))P "L o¢ (s,x)dW (s)dx. (2.47)

0<e<T

A Esperanca da segunda parcela do lado direito pode ser estimada usando (2.32) e (2.28). Para

|

// u(s,x))7 "L ¢ (s,x)dxdW (s)

a terceira parcela, temos

// u(s,x))7 "L o (5,x)dW (s)dx

sup
0<t<T

0<t<T

|
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1
Pela Desigualdade de Burkholder Davis Gundy (Teorema|l.5} pagina 24) com m = 5 obtemos

<CE ( /0 ' ( /R (u(s,X))”‘lce(s,X)dX>2ds) i <C(p),

por (2.38) e pela limitago de ||O¢||c([0,7);1=(R))- Substituindo em (2.47), concluimos que, para
todo p € [2,00), vale
E [||”Hiw([o7T];Lp(R))} <C(p). (2.43)

2.2 Existéncia de Solucao de (2.9)

Nesta secdo, provaremos o seguinte resultado.

Teorema 2.1 Sejam T > 0 dado e uf,(®) uma sequéncia de solugoes suaves de 2.7)-(2.8). Sob
as hipdteses (H1)-(H2)-(H3), existe uma subsequéncia uy, (@) tal que uy, (@) — u®, onde u® é

solugdo de[2.9\e, para quase todo ® € Q,
ut(w) € C([0,T];L*(R))NL™(0,T;L*(R)) N L*(0,T;H' (R)), (2.49)

ué é progressivamente mensurdvel com respeito a 9, e assume valores em L*(R). Além disso,

ut é também G -mensurdvel a valores em L=(0,T;LP(R)), ¥ p > 2, e satisfaz
E 110 700y | + € (161220 7 sy | <€), (2.50)

onde C ¢ uma constante positiva independente de €.

2.2.1. Convergéncia

Observacao 2.5 Daqui por diante, para simplificar a escrita, usaremos as seguintes notacoes:

T T
0 0
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Comecemos definindo

d
£0) = Wlerorarey + | 5050 @5
[2(0,T;H-1(R))
+ \/E”V”LZ(O,T;H'(R))a
e consideremos o conjunto
Q= N U{oeQ:&ui(w) <L} (2.52)
p=2L=1m=1n=m

Pelas estimativas (2.37), (2.43) e (2.48]), temos

P(&e) = 1. (2.53)

Modificando Q, se necessario, por um conjunto com medida P nula, podemos assumir que,
para cada @ € Q,, e cada n € N, valem: (T.18), @7)-2.8), e up € LP(R), para todo p € [1,0).

Notemos que

0= () U (timsuplo: £i(0) <1}

p=2L=1 \ "7

e lembremos que

limsup{o: &us(w)) <L} ={w: e {&(u;) <L}, para infinitos n’s.}
n—o0

Portanto, para todo @ € Q, existe um inteiro positivo L(p,®) e uma subsequéncia (que

também depende de p e de @), que continuaremos denotando por {u4}, tal que

&) <L(p,w),VneN., (2.54)

Assim, dado qualquer compacto K C R, temos

[t |l =0, 710 (K)) < L(p, @), (2.55)
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| 5080 < Lip.o), 2.56)
ot L2(0,T:H-1(K))
il 20,7001 (5)) < L(P, ). (2.57)
Como
HY(K) — L*(K) — H (K)
€

LP(K) — L*(K) — H ' (K),
onde a primeira inclusdo € continua e a segunda é compacta em cada uma das sequéncias acima,
pelo Teorema podemos extrair uma nova subsequéncia, ainda denotada por {uf}, tal que,
para alguma funcéo u®(®), temos

ub — u®(w) fortemente em L*(0,T;L2 (R)), (2.58)

loc

ui, — u®(w) fortemente em c([0,T:H; L(R)), (2.59)

loc

(fu(us) — f2(0)) = (f(u®(@)) — f(0)) fracamente em L*((0,T)xR).  (2.60)

2
loc

Observacio 2.6 Dizer que ué — u(w) fortemente em L*(0,T;L? (R)) significa dizer que,
dado um aberto limitado com fronteira Lipschitz A C R, temos u§ — u®(®) fortemente em

L?(0,T;L*(A)), e analogamente para a segunda convergéncia.

Assim uf (o) satisfaz, no sentido das distribui¢des:

i+ (F))e—eu, — e(B)) = 0o em (0.7) xR, @61)
ut(0,") =upe em R, (2.62)
£ (p,0)) < L(p, ), 2:63)

onde uq ¢ € dada por (2.10).
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2.2.2. Regularidade do Limite

Como u(®) é tnica (pelo Teorema pagina 51), segue que ela € independente da escolha

da subsequéncia escolhida satisfazendo (2.58)), (2.59) e (2.60). Pelo Teorema [I.§] (pagina 25)

comV = H'(R) e H=L*(R), vemos que, para todo ® € Q,
u(w) € C([0,T];L*(R)). (2.64)
Agora, fixemos s € (0,T], e consideremos

(2.65)

d
500 = Wi +| 500

+ VeVl 20.5m ®)

Seja b, (w) a bola aberta de centro w e raio rem H~ ' (R). (Se r < 0, b,(w) denota o conjunto
vazio.)

Consideremos y € Cy'(R) tal que 0 < y(x) <1, ¥V x, e y(x) =1 se |x| < 1. Denotemos
Yy (x) = w(%) ,v>0.

Sejam a > 0 e w € H!(R). Pelo procedimento acima para a obtengio de u(w) e pela

unicidade da solucd@o, vemos que

[}

U CJ ﬁ O ({5 Un SL}Q{Wvun(S)Eba_%(w)}mﬁ.c_‘) = (2.66)

k=1L=1m=1n=m

= Q. N{wyu(s) € by(w)}.

Isso mostra que Wy u(s) é ¥;-mensurdvel a valores em H~!(R). Assim, dado um Boreliano
Bem H ! (R), (yyu(s)) "' (B) € %,. Consideremos agora uma bola B fechada em L*(R). Como
L>(R) ¢ H'(R), B é um Boreliano de H~'(R). Logo, (wyu(s))~'(B) € %. Isso mostra
que Wyu(s) é 4,-mensurdvel a valores em L?>(R). Fazendo v — oo, concluimos que u(s) é

também %,-mensurdvel a valores em L?(R). Assim, segue de (2.64) que u é progressivamente
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mensurdvel com respeito a filtracio {%;} assumindo valores em L?(R). Consideremos agora

uma bola fechada G em LP(R), p > 2. Como, para cada ® € Q,,
u(w) € C([0,1]; L2(R)) N L=(0,;LF(R)), V1 € [0,T],

segue que

w1 (G)N([0,1] x Qe) = u ' (GNLER)) N ([0,1] x Q).

Como GNL?(R) é um boreliano de L?(R), vemos que u é também progressivamente mensuravel
com valores em L”(R). Considerando, de forma similar a (2.66), bolas abertas em L?((0,T) x
R), provamos que u é 4-mensurével a valores em L?((0,T) x R), e considerando bolas fechadas
em L=(0,7;LP(R)), u é ¢4-mensurdvel a valores em L=(0,7;L"(R),p > 2. Agora, usando o
LemalI.3|(pagina 30), concluimos, das estimativas e (2.48)), que a fungdo u satisfaz (2.50),
V2 < p < oo. Vemos assim que u satisfaz as condi¢des de regularidade do Teorema 2.1] (pdgina

47), para quase todo .

2.3 Unicidade da Solucao Aproximada

Teorema 2.2 Fixemos € >0, ® € Q tal que J € C([0,T];W'*(R)) e 4N < p < oo. Sejam u e
uy duas solucoes de

s+ (f(u))x = [€((B (x))x + tax)] + (Je ) (2.67)

no sentido das distribui¢ées sobre (0,T) X R com a mesma condig¢do inicial
ur(0,-) = up = uz(0,-).
Suponhamos ainda que
w; € LP((0,T) x RYNL*((0,T);H (R)),  i=1,2. (2.68)

Entdo u; = u,.
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Demonstracao: Inicialmente notemos que

LP((0,T) x R)NL3((0,T);H' (R))  LI((0,T); W*P(R)),

onde
1 1 1 6 1-06
a:(—+—)9,0<9<1,e—:—+—.
2 p q 2 p
Assim, como p > 4N, temos
1 6 1-6 _6 1-6 O602N-—-1)+1 1
— =+ —< =+ = < ==
qg 2 p 2 4N 4N 2N

para 0 suficientemente pequeno. Logo, ¢ > 2N e temos W*?(R) C L*(R).

Como u; e up sdo solugdes, temos

(ur —uz)r = €(uy —u2)xx + (B ((1)x — B((u2)x))x — (f (ur) — f(u2))x-

Multiplicando por (u; — u3), obtemos

(w1 —ua)(uy —up) =
€(u1 — )y — uz) +€(B((u1)x — B(u2)x) Jx(uer —uz) — (f (wr) = f(u2))x(ur — u2),
ou seja

% ((u1 - ”2)2)1 -

€(ur —uz) o —uz) + € (B((u1)x) = B((u2)x)), (1 —u2) = (f (ur) = f(u2))x(ur — u2).

Integrando em (0,¢) x R e usando integrac@o por partes em x, obtemos, para todo ¢ € [0, 7],

1
S =)0 s

< [ [ 1660 = fla)sta = )] — & (o — )
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—&(B((u1)x) — B((u2)x)) (1 — u2) | dxds
S/Ot/R’(f(ul)_f(UZ))x(ul_u2)|dXdS- (2.69)

Agora, notemos que

sup Hf(ulJra(uz—ul))HLw < Clluy + ax(up —uy)|[7Y g)+C
0<a<l1
SC(HmHiﬁ(R)+||uz||iiY<R>)+C- (2.70)

Substituindo em (2.69), obtemos

=) ey <2 [ [ 1) = )l = ) s

<2//]R sup | (o1 + (s — )| =y 01 — Pl xds

0<a<l

= [ 00— u2) () Bz s

com 6(s) € L'([0,T]). Portanto, ||(u; —uz)(1)||?

”LZ(R) =0,0 que prova que u; = up. [ ]

2.4 Convergéncia quando € — 0

O objetivo dessa secdo é provar a existéncia de uma solu¢@o no sentido da Defini¢do [1.21]
para o problema (2.1). Como j4 citado anteriormente, a unicidade dessa solu¢do pode ser en-

contrada em vadrios trabalhos, por exemplo, [1], [9] e [12].

Teorema 2.3 Sob as hipoteses (H1)-(H2)-(H3) (ver pdgina 32), existe uma solugcdo entropica

de (2.7).

A técnica utilizada serd a seguinte: ja sabemos que existe uma tnica solugdo u® para o pro-
blema aproximado (2.9) com a condigdo inicial (Z.10). Provaremos que, quando € — 0T, essa
sequéncia de solugdes converge em um sentido apropriado para uma solucédo de (2.1)). Para tal,

usaremos, entre outros, alguns resultados conhecidos - como o Lema de Murat - e as estimativas
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provadas anteriormente.
Sejam ® € C2(R) tal que |®(y)| +|®'(v)| + |®”(y)| é uniformemente limitada, e ©, dada

por

Onls) = /os D'(2) fr(2)dz.

Seja uf a solugdo de (2.7)-(2.8) obtida no capitulo anterior. Pela Férmula de 1td aplicada a

®(uf), obtemos, no sentido das distribui¢des sobre (0,7) x R e paratodon =1,2,...,

) + 2 0(uE) = £0(@ (1)) — 8" (1) (Do)

ot ox
+ €0, (@' () B (1)) — €@ (1) B( (1)) (u5y)x

I o
+ 50 ()0 + 2 /0 &' () GedW.

Da secio anterior, sabemos que existe um conjunto Q. C Q com P(Q,) = 1 e tal que, para

todo € Q, existe uma subsequéncia, que continuaremos a denotar por () com
ut — uf fortemente em L2((0,T) x K),

para cada compacto K C R, quando n — oo. Além disso,

€)1l 0.7y < C(®).

onde C(w) é uma constante independente de € e n.

Pela Desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy (Teorema [I.5] pagina 24), obtemos

E| sup /O (@) — @' (1)) GedW

1€[0,T]

<CE { / (@)~ @) 0 2 dt] |

2
] (2.71)

L*(R)
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onde a constante C € independente de € e n. Como

T
E[/O (9 (2) — ) 0 2 ]| "5 0,

podemos extrair uma subsequéncia, ainda denotada por (u%), tal que, para quase todo @,
t t
/ &' (ul)oedW — / @ (uf)0edW em L7(0,T;L*(R)). (2.72)
0 0

Assim, excluindo de &, os elementos de um conjunto de medida nula que depende de @, e

fazendo
/ () (2)dz, (2.73)
temos, para cada @ € Q,
d e J 8 e € 1/ € £\2
ECD( )+ 8x®( ) = €0 (D' (u)u’) — €D (u")(dhu”) (2.74)
+ €0 (P'(u®) B (u 8))—843”( )B (uy )usy
+;cp"( £) 52 / & (1) GedW

no sentido das distribui¢des sobre (0,7) x R.

Agora, escolhamos fungdes I (y), () e Ax(y) € C?(R) satisfazendo

v,y <k,
I(y) = L) < Iyl 1) <2, [B(y)] <2, (2.75)
0, |yl > 2k,

/ LEF(E)E, My / L(E)(f(&))%dE, (2.76)
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e consideremos

vex(t) = 5 I (u®) oedW, (2.77)

t
Wwerlt) = /O 1) () GedW. (2.78)

Segue de (2.50) e das propriedades do movimento Browniano que, para cada 0 < a < 1,

temos
T [[ve k(22) —Vek(tl)”Lz ® , ] <c 579
tdt .
/ / PRSrAIET 1dn | <Cy, (2.79)
T ||we k(12) Wsk(h)HLz(R)d . ] e ) 50
tdt :
/ / PRrNIET 1dny | < Gy, (2.80)

onde C; e C, sdo constantes positivas independentes de ke de 0 < € < 1.

Para ver isso, suponhamos inicialmente #; < f,. Temos

2

[ve k(t2) —ve k(ll)HLz dx

/ I (uf)oedW

</ ( / uz<u£>|rog|dw)2
g/_ﬂﬁi (/t:z%e\dW)z

<Cloe 2

2
leqo.rwiery 2 =1l

1
para algum y € (O, 5) Nesta dltima desigualdade usamos a Holder continuidade do Movi-

mento Browniano, de forma andloga ao que fizemos na prova da desigualdade (1.18). Assim,

T [[vex(t2 _Vek(tl)HLz( R)
nat
// |l‘2—l‘1|l+a 15
i
<E ————dtdn | <Cj.
|:// ‘t2—1‘1+a 192 =M

Os demais casos sdo provados de forma semelhante.
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Tomando o = % em (2.79) e (2.80), obtemos
22 Ivesl? <y, (2.81)
4(0,T;L2(R))
22 “wesl? <G (2.82)
4(0,T;L2(R))
Observacdo 2.7 Lembrando que, para uma fungdo a(t,x) e 0 <y < 1, temos
1
7 [la(s, £)lIz2 ’
lellarorazy = | [ ot it [ [ W Sdsds
Agora escolhemos uma sequéncia {&,} C (0, 1] que converge a zero, e definimos
o= N U {m@wm) <L}, (2.83)
L=1 j=1m=j
onde
IT, (u°) :||”£||L°° 0,7:LP(R)) T \/EHMSHLZ 0,7;H'(R)) (2.84)
27k 27k
+Z ||sk|| *OTL2 Z H sk” ’0TL2
Segue entdo de (2.50), (2.81) e (2.82) que
P(Q)=1 (2.85)
Tomemos agora
Q=)Q,. (2.86)
m=1

onde Q,, foi definido anteriormente e modificado por um conjunto negligivel para que

seja valida. Notemos que P(Q) = 1. Para todo @ € Q, segue com ® = [ e também com
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D=, V> 1,istoé,

d d

Elk(us) - acbk(us) = €0, (I, (u)0xu®) — eI (uf) (uu®)? (2.87)
+€0x (I (u) B (uy)) — I (u®) B (u)uy
1 I € a ! !/ € 0
+ 51 (u )o§+5/0 L (u )ngW:;Zi
e
J € J € e € " € £\2
a—CIDk(u )+ == Ap(u®) = €0y (P (u®) k) — Py (u®)(Aeu®) (2.88)
t dx
+€0,(P1 (u) B (uy)) — £ (u°) B (us
1
+ 5P (U)o + = / D), (u®)CedW = ZA

Fixemos agora ® € QN Q. Entdo existe uma subsequéncia, ainda denotada por {u®} tal que

Iyn 4 (u®m) é uniformemente limitada. Portanto, segue que:

{u*"} € uniformemente limitada em L2NT4((0,T) x R), (2.89)
d )

Evgm,k e Ew%k sdo uniformemente limitadas em H3 ((0,T) xR). (2.90)

Analisemos agora os limites de cada uma das parcelas em (2.87). Pelas propriedades de
I, @y, 0, juntamente com (2.89) e (2.90), concluimos que as parcelas Xy, X4, X5 e Lg sdo unifor-
mente limitadas. Agora, usando as desigualdades e (2.36), provamos que as outras duas
parcelas convergem a zero, conforme feito a seguir.

Seja ¢ € C5([0,T] x R). Temos:

T
(ol < [ [ (a0 )au) g dxas
0 JR

T
:8/ /‘I,’C(ug)axuggox‘dxdt
0 JR
T
<2¢ / / 100t | dxdt
0 JR
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<2e[|0cll 20,7y xr) 1954 [ 22 (0.7 xR)-

o) <e [ [ |u)B )] axa
T
—e [ [ 0k )B () 9]
<e [ [ 1Bus)oul i

<2¢||@xll 20,7y xm) 1B (W) xll 2 0.7y < ) -

De forma andloga, estimamos as parcelas de (2.88)). Logo, pelo Lema de Murat (Teorema|l.16]

pagina 29), existem compactos Ay, By C H1;c1 ((0,T) x R) tais que

d d

Elk(ugm)-Fgcq)k(ugm) EAL,Ym>1, (2.91)
a S’VI a £m
Eq)k@t ) + ;CA]((M ) € By,Vm>1. (2.92)

Por um resultado de Lu [16] (Teorema pagina 29), podemos extrair uma subsequéncia,

ainda denotada por {u®"} tal que {g,} —0e
un — u fortemente em LN *4((0,7) x K), (2.93)

para todo compacto K C R. (Notemos que o problema € aditivo e @ estd fixado em um conjunto
de medida total, por isso podemos usar esse resultado). Como Ipy4(u®) é uniformemente

limitada, segue que

d(un — Jém)

3 é uniformemente limitada em L*(0,7;H '(R)). (2.94)
Consequentemente,
um — Jén — u—J fortemente em C([0,7];H,,! (R)). (2.95)



2. Resultados de Convergéncia 60

Ainda pela limitagdo uniforme de ITpy 4 (u®"), temos

we L*(0,T;LP(R)), V2 < p < 2N +4, (2.96)
c
a(”a; D) e 200,717\ (R)). (2.97)

Concluimos com isso que u(t) é L*(R)-fracamente continua em ¢, por um resultado de Strauss

(Teorema|[I.18] pagina 29).

A seguir, mostraremos que u satisfaz a condi¢ao (I.1T).

2.4.1. Formulacao Entrépica

Fixemos ® € QN Q. Sejam ¢ € Cy([0,T] x R) uma fung¢@o ndo negativa, n € &, e k € R.

Aplicaremos a Formula de It6 ((T.4) e Observagao[1.4] pagina 24) a fungido

W:[0,7] x L*(R) —

tvr—>/nv— x)dx.

Observemos que, para quaisquer v, g € L*(R),

W, (s,v) :/Rn(v—k)(p,(s,x)dx, (2.98)
:/ n'(v—k)o(s,x)g(x)dx, (2.99)
W, (s,v) /T[ v—k)@(s,x)g(x)dx. (2.100)

Devido a regularidade de 1 e de ¢, as derivadas acima sdo uniformemente continuas em sub-

conjuntos limitados de [0, 7] x L?>(R), o que nos permite aplicar a Formula de Itd. Obtemos

T
0 < (T, u® (T)) = W(0,us") + / W, (s, 1Em)ds

+ / ), Emtt + Em(B(UE))x — (f (uE")))ds
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Usando (2.98)), obtemos

vt [ [

4 / ), 0% (5,%))dW (s)
- /0 (W (5, u5), 62, (5,2))ds.

Agora, usando (2.99), temos

[ oot ) emayds = e [ /n

Analogamente,

/OT<‘{IV(S’usm)’8m(ﬁ(u§m))x>ds:8m/OT/Rn/(u8 B
:_gm/T/n, .

Obtemos ainda

T
| o) (f
0

e[/ ot
o o
e /n
f] o

f fre

Nads= [ [ 0 R(s
L

VAL

k)@ (s,x)dxds.

ku @ (s,x)dxds

k) (s, x)dxds
u)2 (s, x)dxds
usm @y (s, x)dxds

) (ufm)2 (s, x)dxds.

B (ud))x@(s,x)dxds

)B (i) x(5,x)dxds

k)ut B (usm) (s, x)dxds.

(uf))x@(s,x)dxds
) f(uE) @y (s,x)dxds

k)ubm f(u®m) (s, x)dxds.

(2.101)

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)
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Agora, notemos que

//n k)l f (un) sxdxds—// 5,%) U ’(C—k)f(C)dz;]dxds
_/0 /R(Px(S,X) [/k Tl”(C—k)f(C)dC} dxds.

Substituindo em (2.103), obtemos

T T
| s, s == [ [ 0/ k£ ) guls.x)dxds

w1 ot [ -0t s
- /OT /R (=" (uf — k) f (u®)

[ -0 edsndas

_ /0 ! /R { /k " n'(¢—k) f’(C)dC] (s, x)dxds,  (2.106)

onde, na ultima passagem, usamos a férmula de integracao por partes.

Ainda usando (2.99)), temos
T
/ (P, (s,u’), 0, (s,x)) / /n k)og, (s,x)@(s,x)dxdW (s).  (2.107)
0
Por fim, usando (2.100)), obtemos
T
/ (P (s, um), 8 (s,x ds—/ /n sx)(p(s,x)dxds. (2.108)

0

Substituindo (2.102), (2.103), (2.104), (2.106), (2.107) e (2.108) em (2.101), obtemos

Og/n (ug" — k) dx+/ /11 k)@ (s,x)dxds
—Sm/ /n ulm @y (s,x)dxds
s / 0" ) w2 (s, x)dxds
0 JR
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—Sm/T/ N’ (uf — k) B (usm) @y (s, x)dxds

_gm/ /rl” En — ) ubm B (ubm) @ (s,x)dxds

L 60t outsnnas
T

+ / / 0’ (4 — k)G, (5,%) @ (s,x)dxdW (s)

2/ /n (s X)@(s,x)dxds. (2.109)

Portanto

og/n (s — dx+/ /n e _ k) gy (s,x)dxds
e, / / n'( W& (5, x)doxds
. /0 [0’ =B guls. s
AT —k)f’(C)dC} ol Vs
+ / [0 = k)00, (.5)9(s,x)dxdW (s)
+3 / / n"(uf — k)62, (5,x) @ (5,x)dxds. (2.110)

Nosso objetivo agora é passar o limite quando m — o na desigualdade acima. De (2.35) e

([2.39). concluimos que (v/€uf)eo e (vVE(B(Uf))x)e>0 sdo limitadas em L?([0,T] x R). Assim,

como

' (W — k) @x(s,x)| < Cy

temos

liin Sm/ /n utn — k)us" oy (s, x)dxds = hm @/ /T[ k) @y (s,x)\/€numdxds = 0,
m—soo
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T
lim Sm/ /n/(ug’"—k)B(uﬁ’")(px(s,x)dxds
0 JR

m—soo
T
= Jim /& / / N’ (U — k) @u(5,%) /& B (u")dxds = 0.
m-——00 0 JR

Assim, por (2.93) e pelos limites acima, obtemos, passando o limite quando m — oo em (2.110),

og/Rr,(uo—k><p(0)dx+/oT/Rn(u—k)<p,(s,x)dxds
[ re-nr@ac| e
T
+ /0 /R 1’ (u— k)5 (s, )9 (5,x)dxdW (s)

T
+%/0 /Rn”(u—k)c2(s,x)<p(s,x)dxds, (2.111)

o que prova que u satisfaz (I.TT).

2.4.2. Conclusao do Problema Aditivo

Notemos agora que, da unicidade de solugio, temos: para cada @ € QN Q, toda subsequén-
cia {u®} com IT,(u®*"), 2N +4 < p < oo uniformemente limitada converge para u. Portanto,
(I.10) é satisfeita. Ainda pela unicidade e usando (2.93), podemos chegar a uma igualdade se-
melhante a e repetir o argumento que se segue para mostrar que u(z) é ¢,-mensuravel a
valores em L?>(R), o que completa a prova do Teorema [ ]

Para concluirmos essa se¢io, provemos que uma solugio entrépica de (2.1)) é também uma

solucdo fraca, seguindo [1]].
Proposicao 2.1 Toda solugdo entropica (no sentido da Defini¢do|1.21) é uma solucdo fraca.

Demonstracio: Sejam ¢ € C;°([0,7) x R) ndo negativa, n € & e k € R. Suponhamos inici-

almente k£ < 0. Temos

pale) = [ ek (70— £06) gl

0,7)xR
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+ [ (0 ~K)9(0)d

b (R~ K g [P k)~ flu) + £(80)] @) dd
(0,T)xR

+/ (uo — k) —uo + k]9 (0)dx

//(pttx (u—k)odxdW (t)

2,11
2 (’)ch(u k) pdxdt = ZI

/R/m) kpdidx = [ [kp(T) ~ kp(0))dx

[ r0eudx=o,
R

Agora, como

obtemos

L+bL= / [u@y — f(u) @] dxdt + / up@(0)d
(0,T)xR R

Também temos

[F(u,k) — f (u) + £ (k)| =

W& s Qg s (u)+f(k))‘
[me-n-nr@a]
<c(f) /k [1—n' C—kldC‘

[ -]

<c(f)[8+2(u—k)"],

=c(f")

onde 0 é o pardmetro associado com 1) na defini¢do de & (Definigdo|1.20).

Agora, quando k — —oo,

u— oo )
M k)~ R = [0~ ar— [T~ ar= [ ')~ ar=n(s) -6
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Assim,

lim lim (13 +I4) =0.

6—0k—r—oo

Temos também

lim I = 0.

k——oo

Por fim, notemos que

lim 5= — /0 ' /R o (1) /0 ' o (w)dW ()dxdr.

k——o0

Concluimos entdo, que, para toda fungdo ndo negativa ¢ € C5'([0,7) x R),

/(OI)XR ({u— /OtG(u)dW(Ot)] 0 —f(bt)(/)x) dXler/Ruo(p(O)dx >0.

A desigualdade oposta pode ser provada tomando k& > 0, usando (k — u) no lugar de (u —k) e

considerando o limite quanto k — +oco. Portanto, u € uma solucao fraca. [ ]
2.5 O Problema Multiplicativo
Consideremos agora o problema
dw
ur— |€ u +ux) — (f(u =0o(u)—,
e ((B )+ 0e) — (F0)) = o) .
u(0,-) = uo.e, em (0,7) x R x Q,
onde
1 X —
wei= [ uw0)e (52 ) @113)
R € €

com as seguintes hipdteses:
(HM1) f:R — R é uma fung¢do de Lipschitz e f(0) = 0;

(HM2) o : R — R é uma fungéo de Lipschitz e 6(0) = 0.
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O nosso objetivo aqui é mostrar a convergéncia, quando € — 0", de solugdes apropriadas de
(2.112)-2.113)) para uma soluc@o entrdpica a valores de medida (conforme Defini¢ao (1.22))

da Lei de Conservacgao Estocdstica Multiplicativa:

dw

u + (f )y = o (u)— = 2.114)

u(0,-) = uo, em (0,7) x R x Q.
Seja {uc} € A2(0,T,L*(R)) uma sequencia de solu¢des de (Z.112)-(2.113). Da secio
passada, temos, para toda fungio ndo negativa ¢ € C5'([0,T] xR), n € £ ek e R,
O</n(u0 (0 dx+/ /n W& — K) @y (s, x)dxds
—8/ / N’ (uf — k)ul @y (s,x)dxds
—8/ /T[' (u® —k)B(ul) @y (s,x)dxds
[ [ [ w-nr@ag| ods.nas
4 /0 /R 1’ (4 — )0 (1) 0 (5, x)dxdW (s)
+% /0 ' /R 1" (4 — k)02 (e ) 0 (s, x)dxds. (2.115)

Tomando a Esperanca na desigualdade acima, temos, para todo A € ¢,
T
0<E [ / Tan (s —k)(p(O)dx] +E {m / / e —k)(p,(s,x)dxds]
R o JrR

—€¢E [/OT/R]IAT]'(MS —k)u§¢x(s,x)dxds]
_¢E [ / ! / L' (uf —k)[s(uﬁ)(px(s,x)dxds}

+EU [ U (- wc] <px<s,x>dxds}

E [ /O /R 1 (i —k)o(ug)(p(s,x)dxdW(s)}

w38 [ [ [ 16— ot
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=L +Lh4+L+14+15+1g+17. (2.116)

Como ue é uma sequéncia limitada em .#,2(0,T,L*(R)) e ¢ tem suporte compacto em R, a
sequéncia de medidas de Young associada ug possui uma subsequéncia (que continuard sendo
denotada da mesma maneira) que converge para um processo entropico denotado por u €
L>(0,T,L*(Q x R x (0,1))). Vamos analisar o limite de cada uma das integrais em (2.116).

Para I}, usamos as propriedades de 17 € ¢ € o fato que u§ — up em L*(R), quando € — 0.
Obtemos, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

h=E | [ 10| o E| [ Lo -0e0)d

e—0

Analisemos agora a segunda integral. Considerando a fun¢ao de Carathéodory (veja a Defi-
nicio (AT))
lP('7l’tx‘.‘> = 77(”8 - k)(Pn

que € limitada em L?(Q x [0,T] x R), temos

£—0

L, —E UOT/R/O1 1An(u(a,-)—k)¢,dadxdz}

Para a terceira integral, usamos o fato que (v/uf) é limitada em L?>(Q x [0,T] x R) e

1N (uf — k)@, <C . Assim,

T
el e | [ [ [1an' e — R )| s

<CVEeE {/OT/R%/Euﬂdxds} — 0.

e—0

De forma andloga mostramos que I4 — 0, uma vez que |/€B (uf)| < M|(/eut)|.
E—

Para a quinta integral, procedemos da seguinte forma: definimos

4

s) = [ n'(C=R10c.
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Entéo, como |n'({ — a)f'({)| < C, a fungdo g é de Lipschitz. Assim,

1140.g(x)| < C(|x|+C).

Pela teoria das medidas de Young, temos

=E [/T/ 14 [/ n'( —k)f’(é?)dé} ‘Px(s,x)dxds}
Py V // s (s,) [/u 7)]1A77'(C—k)f'(C)dC]dadxds}.

Analisemos agora Ig. Vamos comecar definindo

€

ve =0’ (u* — k)0 (ue) .

Notemos que v, é limitada em L?(Q x [0, 7] x R), logo converge fracamente nesse espaco, ou

seja, existe v € L?(Q x [0,T] x R) tal que, para toda y € L*>(Q x [0,T] x R),

[/ /st (t,x,0 dxdt] —E U()T/va(t,x,m)dxdt} .

Como ug é limitada em L?(Q x [0, T] x R), existe u € L?(Q x [0,T] x R x (0, 1)) tal que existe
uma subsequéncia de u¢, denotada da mesma maneira com u — u no sentido das medidas de

Young. Dada a fun¢do de Carathéodory
¥(t,x,0,1) =" —k)o(A)px(x,t,0),

W(-,ue) é uniformemente integrdvel. Portanto, pelas propriedades das medidas de Young (Ver

[A]), no limite temos

e[| forertx o] o | [ [ [T —bota(e)pdexa].
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Pela unicidade do limite fraco em L2(Q x [0, T] x R), temos

p— /01 n'(u(e, ) — K)o (u(a,-))pda.

Agora, pelo fato da integral estocéstica ser linear e continua de L?(Q x [0, T] x R) em L?>(Q x R),
concluimos que ela é fracamente continua nesses espagos. Como ve — vem L*(Q x [0,T] x R),

entao

/Ot vedW (s) — /[ vdW (s)

0

em L?(Q x R). Tomando y = 141 , temos

supp(®)

I6—>E[/OT/R/OI]IAn’(u(a,-)—k)G(u(oc,-))(pdocxdxdW(t) .

e—0

Finalmente, para a anélise de 17, notemos inicialmente que, como o suporte de 1" (- — k)’
é compacto, entio N (uf —k)o?(ue) < C(k) e daf a fungio 140" (u€ — k)02 (ue )@ é limitada
em L?(Q x [0,T] x R), com essa limitacio dependendo de k. Como k é um nimero real fixo,

concluimos, pela teoria das medidas de Young, que

1

b — SE [/OT/R/O]nAn"(u(a,->—k)c2(u(a,-))<pdadxdt .

O que acabamos de provar foi o seguinte

Teorema 2.4 Sob as hipoteses (HMA)-(HM2)-(H3), existe uma solucdo entropica a valores

de medida de
aw

o+ (F)e = o) S .
u(0,-) = uy, em (0,T) x R x Q.



CAPITULO 3

A Equacao BBM-Burgers Estocastica
Aditiva

Neste capitulo, estudamos a existéncia e as propriedades de solucdes para a equagdo (7)) no
caso aditivo (ou seja, quando o ndo depende de 1) com dados iniciais regularizados. Substitui-

mos a hipétese (H1) por
(H1¥) f € C*(R) é uma fungdo de Lipschitz com f£(0) = 0.

Sejam o, € C5'(R) e ug ¢ como definidos no Capl’tulo
Passaremos a considerar o seguinte problema:
dw

u,+(f(u))x—8uxx—5um:ng (3.1)

u(0,-) =upe. (3.2)
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Mostraremos a existéncia e unicidade de solugdo local para o problema (3.1)-(3.2). Depois,

provaremos um resultado sobre a regularidade de tal solucao e uma estimativa a priori.

3.1 Existéncia Local

Denotamos por .% (u) a transformada parcial de Fourier de u com relacio a x e .# ! a

transformada inversa de .%. Assim, formalmente, de (3.1) e (3.2) segue que

F 1ty — Sty — €itry) = F (W (dt) — (£ (u))y).

Assim

(14 8E2).F (u), + €E2F (1) = F (0:W (dt)) — T ((f (1)) (3.3)

Logo,

X £€2t2 F (oW (dt) — (f(u))x)
{5 ] e

Integrando em [0, ¢],0btemos

cexp { £5%5
exp{lj—igz}ﬁ(u)—ﬁ(uoﬁ):/O %g;( 6o)W(ds)
exp{ £525,
-, %a@ (f(u)))ds,

de onde segue que

—e&?

T (u) = exp {—552} F (uo,¢)

—eE2(1—s) —£&%(—s) | o
rexp{ 4501 7 (o) rexp{ = } 2 (F(w)))
+/ 1+8E2 W(ds)_/o T @ Gh
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Tomando .% ~!, obtemos

e 7! (exp{%fszg}ﬂuo,e))

—eE2(1—s
+/Otgz—1 exp{ ?%;Qﬁ(%) W (ds)
[ exp{ =" ()
0 1+6&2
Portanto, uma equago integral da solugio é
:
9= e [[Gt-n (2L,
+ /0 Glt—5) T (i(gz)2> W (ds), (3.5)

sendo

Glty= 7" (exp { 1_4-8222 } ff@)) .

Essa familia de operadores também satisfaz as propriedades de semigrupo, como mostramos
a seguir.
i) G(0) = I pois G(0)v = .Z 1 (F(v)) =v=1I(v);

i) Parat > 0, s > 0 temos

G(t)G(s)v = G(1).F ! (exp { %ﬁ;} y@))
(ol

— 5! <exp{—_ii_2(6tgzs) }f@))

=G(t+s)v.

)
|
N
o
a=}
—N—
Tl
T o
[«2JK' AL
J?:MN
——
)
=
~—
N——
| I
N——

Para simplificar a nota¢@o, denotaremos up ¢ simplesmente por up € usaremos a notacao
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u(t,-) =u(t).

Definimos o operador

Zu(t) = G(t)ug — /OIG(I —s5)F ! (%) ds+ /OtG(t —s5).F ! <%§2)2) W (ds),

cm:
ot = {u e C([0,T);H' (R));E [Hu(t) —G(I)MOH%I](R)] <E [||u0||12L11(R)] tE [O,T]},

€ a norma €m %T como

= . = t .
lull oz = llellco,r;m0 () OS‘:ETHM()“HI(R)

No apéndice deste capitulo, demonstramos que .« é um subespaco fechado de

C([0,T];H'(R)), logo é um espago de Banach. Veja o Teorema

Lema 3.1 Sejam f,0¢ e ug satisfazendo as hipoteses enunciadas. Seja u(t) € C([0,T]);H'(R))
tal que:

Ellut) ~ G030 ] < Ellluol3s )1 € 0,71, (3.6
Se T > 0 é suficientemente pequeno entdo vale, q. t. p. @ € €

i. Zu(t) € H'(R) com

E[||Zu(t) — G(t)uoll 31 gy) < Ellluollfpr gy Ve €[0,7] (3.7)
e ElLu0)| ) < AE ol e ) € [0,TT: (3.8)
ii. o/ é invariante por £;
iii. £ é uma contragdo na norma ||.|| oz, em <.

Demonstracao:
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1. Seja A a constante de Lipschitz de f. Durante a demonstracio, usaremos, entre outros
resultados, as propriedades da Transformada de Fourier, o Teorema de Plancherel e as

seguintes desigualdades:

— 29
exp{%%éz} <1(6>0), (3.9)
—852 2 B 8254 82(;:4 B g2
(1+5§2> T 1428824 52E4 S 5284~ 52 (3.10)
2 _ g2 <i . .
(1+8E2)2 ~ 1+28E2 48284~ 26 :
& g 1

(14 8&2)2 - 1+28E2+ 524 < 52 (3.12)

Temos

Hsonfs]
[ (o ({25} ) o]

/R (%ﬁ—l (exp{%f;j;z} ﬁ(uo)))zdx]

E 1G]} )| = :/R]G(t)uoyzdx] +E

= E [lluol31 s |-

Juntando essa desigualdade com (3.6), obtemos, V7 € [0,

E [0 e ] < E | (1)~ GOl + 160l ) |
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<2E [Hu(t)—G(t)MOH,%p r) T ||G(I)MOH§11(R)}
—2 (E [Hu(t) = G(t)uo| 3 ] tE [HG( )”‘)Hél(R)D
< 2( [||u0\|Hl } +E |:HMOHH1 D =4E [HMOHIZ-I'(R)] :

Integrando em ¢ € [0, 7] e usando o Teorema de Fubini, obtemos

T T
EUO Hu(t)||i,1(R)dt}§4E VO Huonql(R)dt]:4TE[||uo||12ql(R)]. (3.13)

Também temos

Lult) — G(t)uo = — / "Glt—5) 7! <M) ds

0 1+6&2
+ [ 657! <1J+(§2)2)dW(s)
=I+1I.
Entao
E[||Zu(t) = G(t)uo| 31 )] = EN + 1|51 gy) < ELM 1y + 1111 111 )]
< 2(E(M 13 my) +E N Z (gy)- (3.14)

Estimaremos separadamente cada uma das parcelas. Para a primeira, temos

_ . u 2
E[HI“%‘-II(R)] —F —/0 G(t—s)ﬁ’*l (%{_ﬁ%?) ds ]

H'(R)

{ —e£2(1—s) 2

t €XP T sz
|| [ %( s }[%(f(u))x)])ds

H'(R)
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usando o Teorema de Bochner (Teorema |I.14] pagina 28)

—€&%(1—s)
<e|o ] I )| a
= 0 1—'—562 X
H'(R)
pela Desigualdade de Jensen (Teorema [I.13] pdgina 27)
—eE2(t—s) 2
<t | [[]l# I )| w
- 0 1+6&2 g
H'(R)

pelo Teorema de Plancherel e as propriedades da transformada de Fourier (Teoremas
[I.10]e [L.T1] pagina 26)

—2e€-(t—s

ex = 1 F ()P
|:// p 1+8§1+§§2) dédS]

—2e&E2(t—s 2
exp { 250 i ((f(u)).)|
—i—tE[ ( (17 587 d& | ds

—2eE2(t—s) 22
) exp { 255 L7 (f ()2
=\, (176827 dods

exp{ 2L 7 (r(u)) 284
+1E [// 1+5§+(,5}52) d&ds

usando (3.9), (3.11) e (3.12)

<t(E |55 [ [1F0wazas| 8|5 [ [ 170w)Rdzas) )

pelo Teorema de Plancherel

—z(ELS//u |a’xds]+E{62//|f |2dxdsD
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agora usamos o fato de f ser Lipschitz com constante A

usando (3.13)
11 1
242 2 2
S 4T A (%—{— 62)E [||u0||H1(R)] S ZE [||u0||H1(R)] )
1 262
< g ==
sel= 7\ 512

Para a segunda parcela, usamos também a seguinte propriedade da Integral de It6 (Teo-

remall.1] item c., pagina 21):

E

( /0 thW(s))z

_ "2
_EUOX ds] (3.15)

! —5 a—1 L%7(65) s ?
[oesr (Zger oo |
I —eE2(1—s) 2
t exXp 7
_E /091( tggi }[ﬁ(ag)]) AW (s)

[ t xp{ 8 s) 2
_E /R(/O Pl (e pirlggi }[9(68)]) dW(s)) dx

Obtemos

E[||II||?{1(R)] =K

H(R)
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—e&2(1—s) 2

*EA(%Kﬁ"<mﬂﬁ§f}me»W®)w

usando (3.13), as propriedades da transformada de Fourier e o Teorema de Plancherel

t ex —_sgz(t;s) ?
_E /R/O (yl( pi;ggi }[y(og)]» dsdx

2

o4
1+5§2 [?(Gg)x])) dsdx

e foﬁgs} 2
o
E 0 R (s |7 | dgas
(exp

285 t—s 2
e }g 9(o£)|2) dgds]

(14 8&2)?
por (3.9) e (3.11)

<E {/()I/R|ﬁ(68)|2d§ds] VE [%/(;/R@(ae)ﬁdgds]

novamente usando o Teorema de Plancherel

(1455 ) E| [ [ 1oePaas| = (14 55 ) B | [ 0wt s

pela Desigualdade de Young (1.7) (pdgina 27)

< (1455 ) B | [ 1006 s oyl s
1 2
<1 - 25) o lle(o ey« B [ /0 1‘“}

1
= (1 i %) 1912 0 ey < 3 [0 ]
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2
8 [l
= 2(1+28)

3 )
191 0 copwr=cey)
Portanto, tomando

| 250 8 [lolf e
T =min{ — s
aa\ 52 21+28)[ 012 .,

W1=(R))

e substituindo as desigualdades obtidas para os termos I e I em (3.14)), obtemos (3.7).

Também temos

EZu(t) 2 gy) <2 (ENGEu013 ) + EllLut) ~ G0y 21 5]

S 4E[||MOHIZ-11(]R)]7Vt € [07T]7

o que finaliza a prova do item i.

ii. Precisamos apenas mostrar que se u € C([0,T];H'(R)) entdo Lu € C([0,T];H'(R)),

para quase todo @ € Q.

Fixemos 9 € [0, T]. Como .Z (u)(0) = ug € C([0,T]; H'(R)), podemos tomar # > 0. Seja

t € (0,T] e, sem perda de generalidade, suponhamos 7y < ¢. Temos

E |12 u(t) = ZLult0) sy | = E[1G (00 ~ Glao)uo

, 1 (F((fw))
- [ 6a-s)7 1( 14882 )d
+ [ G- F! <J1(Yg23x>>d
: s 9\(06)
.\ OG(I—S)J 1(1+6§2)dW(S)
o 1 F (o) 2
- G(to—s)F '(Hng)dW(s) Hl(RJ
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fazendo mudancas de varidveis e reescrevendo, obtemos

= E[||(G(#)uo — G(to)uo)

o ()
0 ot (F(fulto—1))s— flult — 1))
_/0 G(r)F 1< 1582 )ds
o (£t
[ F(Celto—r) — Celt —1)) ) 2
"o Gin# ( 14662 )dW() Hl(R)]
<5 (E [16()u0 — Glro)uol 1 x|
‘ang—1 (S lult—r))) rz
0, GF ( 1+6882 )d Hl(R)]
0 et (F(flulto—1))c— fult —r))x) S2
E ’ " 6(r)7 ( e )d HI(R)]
oot ((FOlt =) P
tE toG( ¥ ( 1+682 )dW()H‘(R)]
o gt (Z(Oelto—r) — oe(t — 1)) N
- ’/0 G ( 1+6&2 )dW() Hl(R)])
— S(III+IV+V +VI+VII).

Analisaremos cada parcela separadamente. Os teoremas, desigualdades e propriedades

usadas sdo, na maioria da vezes, andlogos aos que usamos na demonstracdo do item

2
dx]

anterior. Destacaremos quando usarmos algum outro resultado. Temos

/R ‘% (G(t)uo — Glto)uo)
I C =)

2
dx]

HI=E { /R G(1)u — G(to)u0|2dx} VE

:EUR

_g! <exp { ;j%zég } 31(u0)>
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usando o Teorema do Valor Médio

Para a

aplicado a funcao exponencial, obtemos
2 2
—&&? —e£%6 2 2
<E — t—to|°|F d
< M((us@ exp{1+5§2}) 107 (o) P

) e
<E M;—zp—mﬁmoﬁdx} +E {A§|t—to|2|(uo)x|2dx}

2
€

segunda parcela, temos

IV =F

t Z(f(u(t—r))y 2
H/ g (J(fl(+(;§2)) )>dr HI(R)]
E2F (f(u(t—r)))|?
e [// Lw s
o [// {5

—)))? D
d&dr

155

1+6§2
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<t (5550 ) B| [ [ tutc—r)Easar]
<A2(t—t0)(215 612>E :/t:/R\u(t—r)]zdxdr}
— (=) (g5 + 5 ) E | [ It — ey ]
§A2(r—to)(%+§>E /|| u(t = n)lli g ]
<40 (5% 52 ) [ E [l |
— 482 (554 52 ) =0 [luolge )

Para a terceira parcela, obtemos

B f T (fulto =)= Fut =), |
V=E /OG(r)y 1( i 5E )dr HI(R)]

" —26E2r\ (E2+ENF (flulto— 1)) — fu(t — 1))
=1k [/ /e"p{1+5§2} (1+082) déd’]

<t0<26 52) V/yf fo—r)) (u(t—r))\zdxdr}
<A2t0(215+82) /m/ |u(t0—r)—u(t—r)|2dxdr]
~ o g5+ 55 ) E| [ uto =) —ate =) ]

1 1
<Ato(25 52)E_ A ||u (t()—r)—u(t—r)HH, )d] =L.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada, L — 0 quando |t —#y| — 0, pois

uecC([0,T;H'(R)) e (to—r) € [0,T].
As tltimas duas parcelas envolvem integrais estocdsticas e faremos uso novamente da

isometria de It6 (3.15]). Temos

2
HI(R)]
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/ ( [# (p{ 1 fi‘z@ 7 (o +<;§—2 >>> dW(r)>2dx]

1
2 — s 2
el | Fllalt éjz>> >> dW(,,)> dx]

=F

—
_.l_
=7
= RN
%/—/H/_/H/—/

E [/t:/me?f i?;ffz}ézl%ea—r>>|2dé dr]

VAN
a
7 N
p—

_|_

[\)

Oo
N—
T
i
b
Q
awe
6
&
%

Para a dltima parcela, temos
/,0 Gzt (FLoelto=r) —oelt =)\ P
0 14682 H'(R)

- ( ( p{l—fg;} 14_552 (t_r))>dW(r)>2dx]
( ( p{lfi;} 1+55568(t_r))x>)dW(r))de]
{

L (o el g

VIl =E
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1) ox —8521” F((oe(to—71))x— (Oe(t —1))x) zdrdx
L ( < p{1+552} 1+882 )) ]
e[ o) Pt

{
E {/O’O/RCXP{ : ie(;:';} g u(68(81252)(2;8<t_r))|2d§ dr}

<(1+55)E| [ [17 (G- uti-nPazar]
(1+ ) //u Gelty— 1) — Gg(t—r)|dxdr}

_c (1 + 215) E VO 1(Ge (0 — r) — Gg(t—r)||iw(R)dx} 0

+E

quando |t — 19| — 0, pelo Teorema da Convergéncia Dominada.

Mostramos com isso que E [Hiﬂu(t) —(Zu(to)Hf{l(R)} — 0 quando t —> (. Assim,

dado u > 0, existe v > 0 tal que:
1~ o] < v = E [ Lult) ~ Zulto) B | < 1
Dai temos que
[t —t0] < v = || Lut) — Lulto) [} ) < -

Caso contrdrio, existe ¢ com |t —to| < Ve || Lu(t) — Lu(ty)|? > u, de onde temos

HHI (R)
E |- 2ut) = ZLult0) 3 ny | = Elu] = 1,
o que é uma contradi¢do. Portanto, temos

1L u(t) = Lulto) 17

HH‘(R) — 0 quando t — 1o,

de modo que

|Lu(t) — ZLu(to) |1 ) — 0 quando 1 — 1.
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iii. Sejam u, v € /7. Temos

~ 2O gy =

[ZLu(t)
' g1 [ F(f()x— (f(v))x)
:‘— OG(t—S)J 1< 38 )ds e
)

H [ (exp { el ;é;)}f((f(blt)}rxé—é(zf@))x)ds .
<[ (f 1 (exp { fi ;525)}32((f(b1t)J)rx(;§(2f(V))x)))zdxds
W <f (p { ii (;g;)}f((f(uikx(;égf(V))xx)>)2dxds
usando as propriedades da transformada de Fourier ¢ o Teorema de Plancherel
I (exp { ii gézs } 53‘((f1(:t_)()3g2(f(V)))>2d5ds
T
por 39). G ¢ G12)

(za 52>// Y ) déds

usando novamente o Teorema de Plancherel e o fato de f ser Lipschitz

(25 52)/ / V) dds
_A2 (215 52)/ / u— vzdxds
2

2

2
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<A (i+i) /T sup ([lu(r) = v(1)[13 s, ) s

1 1
= TA? (%-I-@) ||u—v||?Q{T.

Logo
sup [|Lu(t) —Lv(t)|| g1 g < TA? i—f—i lu—v|| -
0<i<T H(R) 26 62 T
Assim,
[Lu— LV <pllu—vle (p<1),
se T < 2—52 [ ]
A%2(6+2)

Observacio 3.1 No resultado acima, o espaco C([0,T); H'(R)) poderia ter sido substituido
por L*(0,T]; H' (R)).

Teorema 3.1 Suponhamos que ug, f e O¢ satisfazem as mesmas hipoteses do Lema Entdo

o Problema de Cauchy (3.1)-(3.2) admite uma iinica solugdo local
ue C([0,T;:H' (R)),

onde T depende de § e |[uo|| 1 ()-

Demonstracio:  Sejam u’ =0 e u¥ = Z(u¥~1). Por indugio, as estimativas do Lema
seguem para cada u*. Esse lema também garante que .27 é invariante por .Z e que .Z é uma
contra¢do. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, a equag@o integral (3.5) possui uma tdnica

solugdo u € C([0,T]; H'(R)).

3.2 Regularidade da Solucao

Nesta se¢do, estabeleceremos um resultado de regularidade da solucdo obtida na se¢@o an-

terior. Observemos, que como consequéncia da defini¢@o, temos ug ¢ € H 2(R).
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Teorema 3.2 Suponhamos que ug, f e O satisfazem as mesmas hipoteses do Lema Entdo

a solugdo de (3.1)-(3.2) dada pelo Teorema[3.1)é tal que
ue C([0,T];H*(R)) com u; € L*([0,T];H*(R)).
Demonstracio: Mostremos que u € C((0,T]; H*(R)). Temos, para ¢ € [0,T],

Ellla(t)]3 )] <3 (E [1G )0l

1 o (FU@N P
+E H— ; G(t—s)7 1(?652) “ H2(R) |

1|t 71 F(Ce) o
+E ‘ , CU=9)7 1(1+6€2)dw(s) HZ(R)_)
=3(I+11+1I).

Estimaremos cada parcela da soma acima separadamente. Para a primeira parcela, temos

2
Hz(R)]

1=E [|G(0)uol e |

ST R

—e&’10 ?
— o
-t I exp{1+552}J(uo) Hz(]R)]

<E _||9(Mo)||12n12(R)}

= E [uol 3wy |-

Para a segunda parcela, obtemos

H-/JG@—W (344,

ve[|-25 [ou-ar (5L)af ]

II=F
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1 1
< 4T%A2 (25 + 62) [H”()”}qu(m)]

1 1
— 47?42 (% + ?) E [HuoH%{l(R)]

1 1 r 1 1
242 >
< 4T?A (%—’rﬁ)E lwollfyr g, | +155E
—ar?A% (b ) E ol | 155
26 ' 82) 7 MM0IH®) ] T g2
<47 (55 55 ) E [laolf o] +1555
26 " 82) 7 M0IH(®) ] T g2
11N\ T
242 )
<4T-A (%_Fﬁ)E _HMQHHI(R)
(S T :
<4T?A% (%—I—ﬁ) _Huo”qul(]R ] 1 AT?C—

; E2exp —Séz(t;s)
O/R(W( iggiﬁ }W((f(u))x)]))

t §2exp{%s(gs)} _
0 /R ( 1+06&2 [ ((f(u))x)]

2

] 1 ;
_ —HC§E [/0 /R|ux|2dxds]

1
<5 E [0l dxds|

E
1 1 1
= <4T2A2 (% + ﬁ) +4T2C§) E [||u0||§11(R)dxds} .

Para a terceira parcela, temos

o _ i
I =E / Gli—s5)F ! (J(68)2>dW(s)
! 188 H(R)
I —eE2(1—s) 2 T
t exp{ f . }
_ -1 +6&
= /0 7 11 682 [F(0e)] | dW (s)
- H(R) |
I —eE2(1—s) 2 T
t exp{fT}
— ag—1 +6¢& P
y H'(R) ]
—852(1‘—5‘) 2
02 t I eXP{_1+5§2 '} .
+E ox? (/o o ( 1+ 6E2 [ (0¢)] | dW (s)
L*(R)

dxds
2
d&ds
/ / Zdéds]
// Zdde}
[ [ soriapaa]
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1
<T (1 + 25) 16l ([0,00):w 1= (R))
2
, Erexp{ i}
1 +68 I
|(/°J ( 1+ 6€2 o] [aWLs)

1 1
<T (1 + g) Iolcqoopamt=e) +T gz lolleqomym~m):

2

+E

L*(R)

Juntando essas trés estimativas, obtemos

sup [|u(t)| g2 (ry < oo
0<I<T

Agora, sejam fy,¢ € (0,T] e suponhamos, sem perda de generalidade, #o < 7. Temos

E[I12u(t) = Zut0) 3w, | = E 16010~ Glto)uo
_/OZG(t—S)«gl ( 1(5{(55)3 )>d
+/O[OG(to—s)ﬁ ( )

+/O’G(r—s)y—l(l+(5é)2> W(s)

o or— ‘74(0-8)
=, G(ty—s)F 1(T5§2) dW (s)

2
HZ(R)]

fazendo mudancas de varidveis e reescrevendo, obtemos

= E[||(G(#)uo — G(to)uo)

+[Latnz (FUHY,
0 oy gt (F(fulto =) — flu(t —r))x)

—/0 G(r)F l( 0 I+ 52 )ds

- /m G <—J (lc’j(;g;)))du/(s)
© iy gt [ FOelto—r) = Oe(t — 1)) ?

+] 6z 1( 01+6§2 )dW(s) HZ(R)]
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<5 <E [||G(t)uo - G(IO)MOHIZ{Z(R)]

ool oo (Vo]

+E /to G (g(lcyi(gé_Zr))) W ;@R)]

]| o (Zotetpmt= [ ]
=5(IV4+V+VI+VII+VIII).

Analogamente ao que fizemos na demonstragdo do item ii. do Lema[3.1] obtemos

IV=E UR 1G(1)uo — G(to)uo\zdx] VE

2 2
/ J dx]
R

2 (G(t)uo — G(to)uo)

+E

e 2 2
< S5l =10PE [0l o -

Também

/R ‘% (G(t)up — G(tp)up)

2
a’x]

C (T (=)
vk /tonJ ]( 14682 o H2(R)]
o rexp{ 2 VL Z (Fult — )P
< (t—1p) (E [/to/R { 1+5¢ (}1-1—6&2)2 d&dr

[ e { 5 AT (flule =)o)

e / R (145827
exp { 255 } E4F ((lule =)

e /to/ (1788272
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1 2 2
<ac (14 55+ 52 ) I —0E [olfge

Para a terceira parcela, obtemos

B o F(fulto—r))s— flult—r)0)Y |
VI=E A G(r).Z 1( 5 )dr HZ(R)]
f 2820 (14 E2 4+ ENF((f (ulto—1)))x — (f(ult —1)))x)[?
<ot | [ oo Ti58 (1488 dsdr

ng0(1+215 52) [/ Jutto — ) — ult — 1) e dr]—>0

pelo Teorema da Convergéncia Dominada.

Temos ainda

VI =E

' _1 (T (oe(t—r)) . ?
o i ( + 0682 )dW() Hz(R)]

1 1 5
<C; (1 +5% o 52) [t —to|E [HGHC([O,m);L""(R))} :

Finalmente

VIII = E

1 [ F(Ce(to—71) — et — 7)) -
( )dW()

1+ 6&2
<C|l1+=—= : : E
- 26 52 0

quando |t — 9| — 0, pelo Teorema da Convergéncia Dominada.

2
HZ(R)]

t0||(Ge(to—r) Oe(t = 1) (e dx]—>0

Provemos agora a regularidade de u,. Da equagéo (3.3)), temos

2 7 —F((f),
F () = _%5552 -+ 2o D) - (1))

Usando (3.4)), obtemos, para t € [0,T]

u(t) = — F- {1 f;gz p{%g;}?(uo)]
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A (148877 7P 1488
e

r T
E T ;
+ /0 [1+5€21 !

i

=5(B+D+F+G+H).

+ E

2

# (e} o

e&? —e&%t } i
F d
1+6§2eXp{1+5€2 o) H' (R) t

T
-
0

T
~£|
0

g2 2
< ﬁE [H(uo)||L2([07T];H1(R))] '
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Também
‘w28 I I 2o was) T
(16877 7P T+582 ‘ )
( ) 161 0 mywrce):
Ainda
T ro 852 —Séz(t—s) } 2
F=E T T Wld d
/o /0 [(1+552)2exp{ 1+6882 } (7| ds HI(R) t
221 1 2
=4 (26+62) 11600) 20 770 s |-
Temos também, pelas propriedades da Integral de Ito,
g F (O¢) ’
G=E / 9—1{ 2] W (dr)| =0.
0 1+5§ H'(R)
Finalmente
T T 2 T\ o 2
0 1—}-56 H!(R) 0 1"‘56 HI(R)
<E |:/ || HHI dl} <4TCE |:”I/t()HL2 ([o,T7; Hl( ))] )

3.3 [Estimativa a priori

O objetivo nesta se¢do € provar uma estimativa para a solugdo obtida.

Lema 3.2 Seja u(t,x) uma solugdo de (3.1)-(3.2) em [0,T). Entdo, para todo 0 <t < T, vale

E (e, )2y | + OF [t 22| < B [Iut0() 22y | + O [at0)ul) ey | +€(T),
(3.16)
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onde C é uma constante que depende apenas do tamanho do intervalo. Em particular, C é

independente de t.
Demonstracio:  Aplicando a Férmula de It6 para (u(t,x))?, obtemos
u(t,x)? =u(0,x) —i—/ u(s,x))oe(s,x)dW(s)

—1—/ 2(u(s,x))[€ttrr(s,%) + Sutrrs(s,x) + (f(u(s,x)))x]ds
0

1 t
+§/ 202 (s,x)ds, Vt € [0,T). (3.17)
0
Integrando para x € R,
t
Hu(t,-)Hiz(R)ZHuo(')Hiz +//2(u(s,x))68(s,x)dW(s)dx

+// EMXX(S x)+5uxxs(s x) (f(u(s,x)))x]dsdx

+// 62(s,x)dsdx, ¥Vt € [0,T]. (3.18)
RJO
Estimaremos agora a esperanca das integrais do lado direito da equacdo acima. Temos

E{ /R /Ot2(u(s,x))68(s,x)dW(s)dx} _ /R E{ /Ot2(u(s,x))68(s,x)dW(s)] dx=0, (3.19)

pelo item [b.] do Teorema Na primeira igualdade acima, pudemos trocar a ordem de

integragdo porque [§ 2(u(s,x))0e(s,x)dW (s) € L'(Q x R), conforme mostrado abaixo.

(=1L o) -

usando o Teorema de Tonelli e o fato que, na varidvel x, o suporte de O estd contindo em

[—M — 1,M + 1](conforme Observagdo [2.1)), obtemos
2
J«)

(L]

/t u(s,x)oe(s,x)dW (s)
0

/l u(s,x)oe(s,x)dW(s)
0
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pela Desigualdade de Jensen

2

E [ /0 tu(s,x)og(s,x)dW(s)] dx

M+1

§(2M+2)/

—-M-1

pela propriedade da Integral de 1td (3.15))

=(2M+2) /M+1 E {/Otu( )ZGg(s,x)ds} dx

—-M-1

5 M+-1 t 5
< @M+ 2)l|0e 201, XR)/_ _1EU0 u(s, ) ds} dx <
(2M+2)||08||Lw (0.T)xR) {/ e ||L2 ds] =

< t(2M +2)|[Oe |7 0.7y x) E [””O(')HLZ(R)] < oo

Para as demais integrais, temos

{// o2 (s,x dsdx] <E {/ || oe (s )HLm ds} [/OT”O-(t)”ZM(R)HP\/E||%1(R)CZI

2
<E = Tllolle oy =)

/0 sup [|6(1) 20z ds

0<t<oo

Também

E{/R/Ot2(u(s,x))(f( dsdx]: {//2 u(s, x)) )))xdxds}zo,

u
pois, considerando g(u) = / v (v)dv, temos ¢ (1) = uf’(u) e portanto
0

/Ru(f(u))xdx:/Ruf’(u)uxdx:/IRq'(u)uxdx:/R(q(u))deZO.

Usando a igualdade uu,, = (uuy); — (uy)?, obtemos

26E [ /R /O tu(s,x)uxx(s,x)dsdx] — _2%E [ /0 t /R (ux)z(s,x)dxds} .

|

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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(“;zc)s

Analogamente, usando uttyyy = (Uthys)x — Uyllys = (Ullyg)y —

26E { /R /Otu(s,xuxxs(s,x)dsdx] — _26E { /R /0Z (ug)s(s,x)dsdx}

— 8 [ /R ()% (2, x) — ((uo)x)z(x)dx} . (3.23)

, temos

Substituindo (3.19)), (3.20), (3.21), (3.22) e (3.23)) na esperanca da férmula (3.18]), obtemos

E [||u(t,-)”%2(R)} +2¢E [/Ot/le(ux)z(s,x)dxds} +0E {/R(ux)z(t,x)dx}

< B [loC)ae] + B | [ (@) wax| +Tlolcqomp-ye 629
e assim temos a estimativa (3.16). [ ]

Observacao 3.2 Uma vez que o lado direito da nossa estimativa depende do tamanho do inter-
valo, ela ndo nos permite estender a solucdo globalmente. E necessdrio obter uma estimativa

de modo que o lado direito independa de € e 6.

3.4 Apéndice

Teorema 3.3 O espago
ot = {u e C((0,T):H" R)):E | u(t) — G(t)uo |2 | < E [Iutol ey | - 1 € 10,71}

com a norma ||ul| o = ||l (0,770 () = OquT [(2)[| 11 () € de Banach.
<t

Demonstracio: Seja (u,) C o/ tal que |up, — ulle, — 0 quando n — . Como

C([0,T];H'(R)) é um espaco de Banach, temos u € C([0,T];H'(R)) e

sup lu(t,-) = un(t, )|l g1y = 0.
0<t<T
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Mostremos que u € o/7. Dado € > 0, existe N € N tal que

sup [lu(t,) = un(t, )1y < € V1= N.
0<t<T

Entdo, V¢ € [0,T],V n > N, temos

E | lju(e) = G(0)uo 3y | = E [ la(e) = s 6) + 10 (6) = G0t | 2 |

(10) 10 sy + in0) = Gl ) |
= E {lutt) ~ en(0) By sy |

+2E [u(e) = (1) 11 2l 1) — GOt 11y |

+E [lunt) = Gyl s

<E

Se [Jun — G(t)uo|| 1 () < 1, entdo
E [lu(e) ~ G0yl gy < €+ 26 +E [uol gy |-
Caso contrdrio, temos E [||un - G(t)uo||H1(R)} <E [||un - G(I)MOH%_F(R)} e portanto
E [[lu(t) ~ G (0ol zy | < €+ 26+ DE ol ]
Como € > 0 € arbitrario, vemos que

E | llu(t) = G(0)uoll1 )| < E [lluol2 e | -V 7 € [0.77

0 que prova que u € .



CAPITULO 4

A Equacao BBM-Burgers Estocastica
Multiplicativa

Consideraremos agora a equagao multiplicativa, isto é, com o termo estocdstico o de-

pendendo de u. Neste caso, substituimos a hipétese (H2) por:

(H2*) A fun¢io 6 : R — R é uma funcéo de Lipschitz com ¢(0) = 0 e constante de Lipschitz

M.

Sejam p, f e up ¢ como no capitulo anterior. Definimos

0u(u()) = [ olulr.x =) Jp (%) dy. @1

Observacdo 4.1 Com essas hipdteses para a fungdo o, temos, se u € L*(R), a seguinte desi-

gualdade:

10 () lr2r) < [0 (@)l 2y lP 2l m) < Ml[ull2(r)-
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Como anteriormente, passaremos a considerar o problema:

aw
ur+ (f(u))x — €ty — Oty = Gg(u)z 4.2)

u(0,-) =upe. 4.3)

4.1 Existéncia de Solucao

Seguiremos a mesma ideia do capitulo anterior, mas neste caso a norma adequada para o
espaco das solugdes € outra, como ficard claro posteriormente.

Repetindo os célculos, vemos que uma equagao integral da solugdo é

u(t, x) = G(1)uon.e - /0 tG(r—s)yfl (%) ds

+ /0 IG(t—s)ﬁ*1 (%) W (ds), (4.4)

sendo G a mesma familia de operadores dada anteriormente.

Definimos o operador

Lu(t)= G(t)uo—/otG(t—s)ff_l (%) ds+/0tG(t—s)ff_1 (%) W (ds),

oy = {u e CO,THH R)SE llutr) — G(0)uolZn ey | < E [0l gy ] 1 € 0,71}

€ a norma €m %T como

— 2
il = s ([ (1) By )

Notemos a inclusdo da esperanca na norma de .77 em relagdo ao problema aditivo.
No apéndice deste capitulo, demonstramos que .o/ com a norma acima é um espaco de

Banach. Veja o Teoremad.1]
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Lema 4.1 Sejam f,0 e ug satisfazendo as hipoteses (HI*), (H2*) e (H3).

u(t) € C([0,T);H' (R)) tal que:
Ellu(t) — G0l g) < ElluollZzy )Vt € [0,

Se T > 0 é suficientemente pequeno entdo vale, q. t. p. @ € €

i. Zu(t) € H'(R) com

E[||ZLu(t) _G(I)MOHél(R)] < E[””OH[Z;(I(R)]’VI €10,7]

e E[|lZu(t)llf @) < 4Eluollf gyl Ve € [0,T);

ii. 9/t € invariante por Z;

iii. £ é uma contragdo na norma ||.|| oz, em <7 .

Seja

4.5)

(4.6)
“4.7)

Demonstracdo: Faremos as contas apenas para o termos que envolvem integrais estocasticas.

i. Temos a desigualdade

E[l2u(t) ~ G0)uoll 2 gy) = EUT+ 111y ) < EX sy + 1))

< 2(E(F1 gy) + E I )))-

Para a segunda parcela, obtemos

. Z (ol 2
E[“HH[Z{l(R)] =F /0 G(t—s)ﬁ_l (ffg(é,z)) dw (s) HI(R)]
- ) 2
o (el
=F /OJ ! 11682 [ 7 (0e(u))] | dW (s) .
2

—e&%(1—s)

1+ 8&2

—e([ [ g e }[%e(um aw(s) | dx

(4.8)
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L o 2
+E /R EC/OJ e 1P (oel)] | aw(s) | dx

usando (3.15), as propriedades da transformada de Fourier e o Teorema de Plancherel

2

. ex —Séz(t;s)
_E /R/O (ﬁl( piﬁggi }[y(cg(u))]» dsdx
t ex 78520?) ?
+E[/R/O (91( pi;ggi }[f(dg(u))x])) dsdx

=& | / (exp{szggZS)}I%‘(c ( >>2) déd ]
= e (1+3§2)2 e(U s

o (em{ Lt
+E[/O/R< Ty \F (e (w))|? | dEds

por (39) e (B-11)

<E [ [/ |ﬁ<os<u>>|2déds} E [g I |ﬁ<as<u>>|2déds}

novamente usando o Teorema de Plancherel e a seguir a Observagao [4.1]

1 ! 2 2 ! t 2
pu—  ~ < 8
(1+26>E [/0 /Rlce(u)l dxds} =M <1+23)E Vo /RM dxczs]
5 1 .
<M (1+%>E Uo [leell 1 s
2 1 2 ! 2
<4M (”% TE [llolf sy < 3 |leolf e

)

T<—nu——.
= 8m2(1120)
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Portanto, tomando

S 1 2652 5
' 5+2 8M2(1+29)

obtemos (4.0)).

1. Seguindo o capitulo anterior, obtemos
E [||$u(t) — Lu(to) |} | =5 UI+1V +V +VI+VII),

e precisamos analisar as duas ultimas parcelas. Temos

IV =E

s (H98 )

[ o
L7 (on{ s} 2o awin) o
2

{
e )
L (o) 7 1+527 -
i
{115 |

2
) ]
H'(R)

g2 } Z (0 (u (t—r))))dW(r))de]

14 6&2 1+6&2

+E

=E

+E

//m( exp fi;}) 1+6§2 r))) a’rdx]

—2¢e&

eXp 1+5§ )
E[/ZO/ g sery |7 (ol r)Pagar

exp 28522
+E[/m/ +15+£f E2|F (e (ult — r)))PdE dr

< <1+%)E M/ng(u(t—r))yzdxdr]
<M (1+%)EUt:/Ry(u(t—r))Fdxdr}

1
) 2
<4M (1 + 26) |t —10|E [HMOHHI(R)} :
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Para a dltima parcela, temos

— || o 1 ( F(oe(u(ty—r)) —oe(u(t—r))) 2
V=E _ /0 G(r)F 1( sE )dW(r) H](R)]

o0 7 ol 5 P )

+E VR (/Oto,%‘l (exp{%} x
F ((0g(u(to — r1)>+)x6—§ gﬁs(“(f — rmx)) dW(r)> 2 dx]

/R Oto (ﬁ_l <exp{ :EZ} F (0 (ulto _12)5?;3[;(”@ - r)))>>2drdx]

/R Oto (ﬁq (exp{ 1—;3%2&;2} ﬂ((ae(u(to—rl))jzxa—ggcs(u(t—r)))x))>2drdx]

. |:/OIO/RCXP{1__?_8§§§} |§(G€(u(m(—12)5_§g)82(u(t_r)))|2§dr}

o[ o2 g
<(1+55) 8| [ [ 17 (oxtuto )~ oututr - Pazar
< <1+%)E :/OZO/R\L@(Gg(u(to—r))—Gg(u(t—r)))|2dxdr1

= <1 + %> E 0’0 | (e (u(to—r)) — Gs(u(t—r))Hiz(R)dx} —0

=F

quando |t — 19| — 0, pelo Teorema da Convergéncia Dominada.

iii. Na demonstracdo deste item estd a maior diferenca em relacdo a equacdo aditiva. No
caso anterior, quando calculamos a norma de Zu(r) — Zv(t), o termo estocdstico se
anula, uma vez que o mesmo ndo depende de u. Portanto, no presente caso, temos um

termo a mais para estimar. O que vale é o seguinte: Sejam u, v € o/r. Temos

1L u(r) = V(O3 g <

)
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hE
¥

/Otgl (exp{—iéjgé—;)}f(csl(i)(s—ggs(v)))dw(s)
Estimaremos a esperanca da segunda parcela do lado direito. Temos
1( p{ 1+552 } 1+5_§(2j£< )))dW(s) HI(R)]
(o575

(f ( p { 1+6§2 }ﬁ(( (1)ix52(268(v))X)))2dde]
d

ades da transformada de Fourier e o Teorema de Plancherel

2

( 1)33('5_2;(2][ (V))x)) s .

( 1+)5_§(2y = )))dW( ) Zﬂ(R))
/Oty <exp{ jig& )} f((f(blt)j)Lx(S—é(zf(v))x))ds .

2
HI(R)>

2

_|_

2

usando as

roprie

<E

[ E—
/O/R( p{ 1+552 }gy(?iugg—zcg(v»)zdxds]

+E

por 3.9 e (B.11)

[(1+26>// (Z (o, zdéd}

usando novamente o Teorema de Plancherel e a Observagao [4.1]

(135 ) et %]
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§M2(1+%>E Uot/R(u—v)zdxds}
<M? (1 + %) E [/Ot lu(s) _V(S)le-ll(]R)dS}
<M (1+%> /(: sup E [ u(s) —v(s) 31 gy | ds

0<s<t

gTMZ(H—%) sup E [Hu(t)—v(t)”%ll(m}.

0<e<T

Assim, obtemos

C o m@)_w))) .
oi?gT E OG(t s).F ( 11682 dw (s) .
1
< \/TM2 (1 + %> oi?gr \/E [||u(t) _V(t)H}lel(]R)]'
Do capitulo anterior, temos
Y P ff((f(u))x—(f(V))x)) ?
oiltlgT E H /OG(I 8§).F ( 1_'_552 ds .

1 1
of b . 2
< \/TA (25 + 52) ()iltlgr \/E [Hu(t) V(I)HHI(R)]

Juntando as duas estimativas acima, obtemos

[Lu(t) = Lv(O)|ay <pllu—viey (p<1),

52 o
T i . [ ]
e <mm{8A%<6+2>’8M§<1+26>}

Observacao 4.2 Os resultados de existéncia local e a estimativa a priori seguem de forma

andloga ao capitulo anterior. Quanto a regularidade, neste caso temos

ueC([0,T];H (R)) com u, € L*([0,T];H'(R)).
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4.2 Apéndice

Teorema 4.1 O espaco
ot = {u e C(0,T):H' R)):E | u(t) — G(t)uo |3 | < E [lutol ey | - 1 € 10,71}

com a norma

= 2
il = sup (/B (10 )

¢ de Banach.

Demonstracio:  Seja (u,) C .o/7 tal que |lu, — ul| oz, — 0 quando n — oo
Mostraremos que u, — u em C([0,T];H'(R)), q.t.p. ® € Q.

De fato, suponhamos que existam € > 0e Q C Q com P(Q) >0e

sup lun(t, @) — u(t, )| g1 (r) > €, Vo € Q.
0<r<T

Entdo existe s € [0,7] tal que
€ -
(s, @) (s, ) 1) > 5, Yoo € &

Assim

2
& -
E Hun(t,(l))—u(t,a))||%_ll(R):| Z/Qllun(s,a))_u(s,w)llill(R)szZP(Q),

0 que contradiz o fato de

sup /£ [luat) ~ o) 5] 0.

0<e<T

Portanto u, — uem C([0,T]; H'(R)) e o restante da demonstracio segue como no Teorema
|



APENDICE A

Medidas de Young

Os resultados aqui citados estao em [L1], [20] e [22].

A.1 Definicoes

Definicao A.1 Sejam (2,9, P) um espago de probabilidade e XY espagos topolégicos. Uma
fungdo f: Qx X — Y é uma fungdo de Carathéodory se:

1. Paratodo x € X, a funcdo f* = f(-,x) : Q — Y é (P, B(Y))—mensurdvel.
2. Paratodo w € Q, a fungdo f® = f(®,-) : X — Y € continua.

Definicdo A.2 Seja (Q,%,P) um espaco de probabilidade. Um subconjunto K de L'(Q) ¢é

uniformemente integrdvel se

lim sup/ |fldP =0,
{If>c}

C=° reK

108
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ou seja, dado € > 0, existe ce > 0 tal que, para todo ¢ > cg, f{\f\>c£} |fldP <€,V feK.

A.2 Espacos de Medida Finita

Consideremos o espaco L!(®, u,R), onde (®,.%, 1) é um espaco de medida, e g é uma
medida positiva e finita.

A medida de Young associada a u € L'(®, u,R) é 7,, a medida em ® x R que é a imagem
de u através da aplicacdo

x 2 (x,u(x)).

Lembrando que, se (X,.#,u) é um espago de medida, (¥,%) é um espaco mensurdvel e
o : X — Y é uma aplicacdo mensurdvel, a imagem de u pela aplicacdo o € a medida v em

1

% dada por Lo o™, ou seja,

v(B)=pu(a"'(B), VB Y.

Assim, a medida de Young associada a u € L'(®, i, R) é tal que, se A € .% e B é um boreliano
de R, entdo

T (AxB) = u(Anu"'(B)).

Notemos também que, dada ¢ : ® x R — R mensuravel e ndo negativa ou 7, —integravel, temos

P(xy)dr, = [ glr.u(x)u(dx)
OxR C)

Uma medida de Young geral é uma medida positiva 7 em ® x R tal que, para todo A € .7,
T(AXR) = pu(A).

Uma maneira de descrever uma medida de Young 7 € pelo seu fatiamento, que € a tinica
familia de medidas de probabilidade em R, (d7).ce, tal que, para qualquer fungdo mensuravel

e ndo negativa ou T-integravel y, temos

/®><R ydr = /@ {/R V/(X,/l)drx(l)] u(dx).
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Portanto, se T = 7, é a medida de Young associada com a fun¢do u acima, entdo 7y = SM(X), a

medida de Dirac em u(x). A existéncia de tal fatiamento é provada, por exemplo, em [7].
Outra maneira de definir medidas de Young em ® x R € considerar a no¢do de processo

entropico u ou de solucdo a valores de medida u, dadas, respectivamente, em [8] e [19]. Para

uma medida de Young 7 em ® x R, as funcdes i e u sdo definidas em ® x (0, 1) por
i(x, ) =sup{t € R, 7,((—o0,1)) < @}, u(x,o) =inf{r € R, 7 ((—oo,t)) > x}. (A.1)

Nos trabalhos citados, os autores provam que essas fungdes sdo U x £ mensuraveis em © x

(0,1), e, para qualquer fun¢do de Carathéodory positiva v,
1 1 3
| [veaann@) = [ [ yueapdon@) = [ [ yiieo)don@).
e JrR ®J0 ©.J0

A.2.1. Convergéncia

Dizemos que uma sequéncia de medidas de Young (7"), converge estritamente para 7 se
Joxr WdT" converge para [g, r WdT, para toda fungio de Carathéodory limitada .

Consideremos agora (u,), C L' (®, u,R), e denotemos por 7" as medidas de Young associ-
adas. Se a sequéncia (u,), é limitada em L' (®, u,R), o Teorema de Prohorov para medidas de
Young (ver, por exemplo, [22], Teorema 7, pagina 368) assegura que existem uma subsequéncia
(t"%); de (7""), e uma medida de Young 7 tais que 7"'* converge estritamente para . Além disso

([20], pagina 347), temos

1. Para toda fungdo de Carathéodory y tal que a sequéncia de fungdes {y(-,u, ()} é

uniformemente integravel, temos

/ Y (x, up) p(dx) — y(x,A)dT.
S OxR

2. Se a sequéncia (uy), é uniformemente integravel, a convergéncia do item anterior segue

se |w(x,A)| < o(x)+k|A|,onde k >0e a € L'(®).
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3. Para toda funcdo mensurdvel y, semicontinua inferiormente com relagdo a segunda va-

ridvel e tal que {y(-,u,(-)) ™}, € uniformemente integravel, temos

liminf / winu)u(dx) > [ wx)dr.
0

n—ree OxR

A3 [0, T|xRxQ

Consideremos agora uma sequéncia limitada (u,), C 4;2(0,T;L*(R)). Dado M > 0, deno-
temos Oy = (0,T) x B(0,M). Entio u,, é limitada em L?(Qy; x Q), logo possui uma subsequén-
cia, que continuaremos a denotar por (u,), que converge no sentido das medidas de Young para
™ em Oy x Q.

Tomando K > M, podemos extrair uma subsequéncia da subsequéncia acima que converge

K

no sentido das medidas de Young para T8 em Qx x Q. Portanto, para quaisquer v € L' (Qy x Q)

(estendida por 0 em (Qx\Qum) x Q) e f uma fungéo real continua limitada, temos

/QMV ( [ oo~ [ fwdm)) dxdtdP — 0.

Assim, [p f(A)dT™ (L) = [p f(R)dTE(L) em Oy x Q e T = X restrita a Oy x Q.
Logo, por um processo diagonal de extracdo de subsequéncias, existe uma medida de Young
Tem (0,7) X R x Q xR com a seguinte propriedade: se y: (0,7) x R x Q x R — R é tal que

v (-,u,) é uniformemente integravel, entao

E V()T/Ry/(-,un)dtdx} —>E{/()T/R/Rl[/(-,l)d‘t(,,x,w)dtdx .

Antes de provar isso, vamos definir integrabilidade uniforme em um espaco de medida in-
finita. Uma sequéncia limitada w(-,u,) em L'((0,7) x R x Q) é uniformemente integrével

quando:
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1. Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

(L*@P)(A) <8 =sup | |y(-,up)|dxdtdP < €.
neN

2. Dado € > 0, existe M > 0 tal que

su \w(-,uy,)|dxdtdP < €.

2

neNJ([0,T)xR]\Qu ) xQ
Observacao A.1 A primeira das condicdes acima é equivalente a definicdo vista no inicio deste
apéndice e a segunda é necessdria porque estamos trabalhando com uma medida ndo finita, no

caso a medida de Lebesgue em R>.

Seja € > 0. Pela integrabilidade uniforme, dado K > 0, |y/(+,u,)| é uniformemente integra-

velem Qg x Qe

/ W (-, up)|dxdidP —s yldr.
Ok xQ Ok xQxR

Em particular, para todo K > Mg,

/ (e, uy) | dxdtdP —s / ylds,
[QK\QMg] x [Q](\QMg} XxQxR
e também
/ lyldt < e.

[QK\QMS] xQxR

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,
/ yldt <e.
([(0.7) xR\ Qpe ) x QxR

Usando a notacio u, temos y(-,u) € L'((0,T) x Rx Q x (0,1)) e

/ (-, upn)dxddP — / 1//(~,u)docdxdth’
(0,7)xRxQ (0,T)xRxQx(0,1)

< ‘/ V(- uy)dxdtdP — w(-,u)dadxdth‘
Ome X Ome xQ2x(0,1)
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+ / (-, uy)|dxdrdP + / v (-, u)|dodxdtdP
([(O,T)><R}\QMS)XQI G ([(0>T)XR}\QMS)XQX(071)’ Cu)l
Portanto,
lim sup / (-, un)dxdidP — / w(-,u)docdxdth‘ <2e.
n—soo (0,T)xRxQ (0,T)xRxQx(0,1)

Como € € arbitrario, temos o resultado enunciado.

Suponhamos agora que (y(t,x,®,A)) é limitada em L”((0,7) x R x Q), para algum 1 <
p < oo. Entdo y(+,u,) possui um subsequéncia que converge fracamente para / 1 y(-,u)da em
LP((0,T) x R x Q) (ou fracamente-* se p = o). Usaremos a mesma notagao paora a subsequén-
cia e denotaremos o limite por . Seja ¢ o conjugado de p. Se ¢ € L((0,T) x R x Q), entdo

(oy(-,uy,)) é uniformemente integrdvel. Portanto, no limite,

/ QxdxdtdP = y(-,u)dopdxdtdP.
(0,T)xRxQ (0,T)xRxQx(0,1)

Assim, o limite € identificado e a subsequéncia ndo é mais necesséria. Em particular, se (u,) é

uma sequéncia limitada em L”((0,7) x R x Q), entdou € L((0,7) x R x Q x (0, 1)).



Referéncias Bibliograficas

[1] BAUZET, Caroline. Etude d’équations aux dérivées partielles stochastiques. Tese de Dou-

torado. L’ Université de Pau et des Pays de Ladour. Pau, 2013.

[2] BOYER, Franck; FABRIE, Pierre. Mathematical Tools for the Study of the Incompressible
Navier-Stokes Equations and Related Models. Applied Mathematical Sciences, v. 183.
New York: Springer, 2013.

[3] BREZIS, Haim. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations.
Universitext. New York: Springer, 2010.

[4] CHEN, Gui-Qiang; DING, Qian; KARLSEN, Kenneth H. On Nonlinear Stochastic Ba-
lance Laws. Arch. Rational Mech. Anal. 204, 2012, p. 707-743.

[5] DA PRATO, Giuseppe; ZABCZYK, Jerzy. Stochastic Equations in Infinite Dimensions.
Second Edition. Encyclopedia of Mathematics and its Applications, v. 152. Cambridge:

Cambridge University Press, 2014.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 115

[6] EVANS, Lawrence C. Partial Differential Equations. Graduate Studies in Mathematics, v.

19. Providence: AMS, 1998.

[7] EVANS, Lawrence C. Weak Convergence Methods for Nonlinear Partial Differential

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Equations. CBMS Regional Conference Series in Math., v. 74. Providence: AMS, 1988.

EYMARD, Robert; GALLOUET, Thierry; HERBIN, Raphaele. Existence and uniqueness
of the entropy solution to a nonlinear hyperbolic Equation. Chinese Ann. Math. Ser. B
16(1), 1995, p. 1-14.

FENG, Jin; NUALART, David. Stochastic Scalar Conservation Laws. J. Functional Anal.
255, 2008, p. 313-373.

FRID, Hermano. Compacidade Compensada Aplicada as Leis de Conservacio. 19° Co-
l6quio Brasileiro de Matematica. Rio de Janeiro: IMPA, 1993.

KARATZAS, Ioannis; SHREVE, Steven E. Brownian Motion and Stochastic Calculus.
Second Edition. New York: Springer, 1991.

KIM, Jong Uhn. On a Stochastic Scalar Conservation Law. Indiana University Mathema-

tics Journal 52, 2003, p. 227-256.

KONDO, Cezar; WEBLER, Claudete M. The generalized BBM-Burgers equation with
nonlinear dissipative term: existence and convergence results. Applicable Analysis: An

International Journal 87, 2009, p. 1085-1101.

KONDO, Cezar; WEBLER, Claudete M. Higher-order for the generalized BBM-Burgers
equation: existence and convergence results. Applicable Analysis: An International Jour-

nal 88, 2009, p. 977-995.

KUO, Hui-Hsiung. Introduction to Stochastic Integration. Universitext Baton Rouge:

Springer, 2006.

LU, Yun-Guang. Cauchy Problem for an extended model of combustion. Proceedins of the

Royal Society of Edinburgh 120A, 1992, p. 349-360.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 116

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

MARCATI, Pierangelo; NATALINI, Roberto. Convergence of the pseudo-viscosity ap-
proximation for conservation laws. Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications

23(5), 1994, p. 621-628.

OKSENDAL, Bernt. Stochastic Differential Equations. 5. ed. New York: Springer-Verlag,
2000.

PANOV, Yu E. On measure-valued solutions of the Cauchy problem for a first-order qua-
silinear equation. Izvestiya RAN: Ser. Math 60(2), 1996, p. 107-148.

SAADOUNE, Mhammed; VALADIER, Michel. Extraction of a Good Subsequence From
a Bounded Sequence of Integrable Functions. Journal of Convex Analysis 2, 1995, p. 345-
357.

STRAUSS, Walter A. On Continuity of Functions with Values in Various Banach Spaces.
Pacific Journal of Mathematics 19-3, 1996, p. 543-551.

VALADIER, Michel. A Course on Young Measures. Workshop on Measure Theory and
Real Analysis (Italian), Grado, 1993.

WEBLER, Claudete M. Equacées de BBM-Burgers Generalizadas: Resultados de Exis-
téncia e Convergéncia de Solugoes. Tese de Doutorado. Universidade Federal de Sao Car-

los, 2009.



	Lista de Símbolos
	Introdução
	Pré-requisitos
	Cálculo Estocástico
	Definições Básicas
	Movimento Browniano
	Integral de Itô
	Fórmula de Itô
	Desigualdade de Burkholder-Davis-Gundy

	Resultados envolvendo os espaços Lp(I, X)
	Transformada de Fourier

	Outros resultados
	Definições e Hipóteses
	Principais Resultados
	Resultados de Convergência
	Estimativas em Lp, para p 2
	Existência de Solução de (2.9)
	Convergência
	Regularidade do Limite

	Unicidade da Solução Aproximada
	Convergência quando 0
	Formulação Entrópica
	Conclusão do Problema Aditivo

	O Problema Multiplicativo

	A Equação BBM-Burgers Estocástica Aditiva
	Existência Local
	Regularidade da Solução
	Estimativa a priori
	Apêndice

	A Equação BBM-Burgers Estocástica Multiplicativa
	Existência de Solução
	Apêndice

	Medidas de Young
	Definições
	Espaços de Medida Finita
	Convergência

	[0,T] R
	Referências Bibliográficas




