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Resumo

Os diagnósticos por imagens através da tomografia computadorizada se
popularizaram nas últimas décadas. Como o método de aquisição das ima-
gens é efetuado pela exposição do corpo humano a uma dose de raios-X
(radiação ionizante), a frequente realização desse exame implica no acú-
mulo de radiação, podendo ser um fator significativo para o surgimento
de vários tipos de câncer. Essa problemática tem motivado pesquisadores
a desenvolverem métodos para redução da dose de raios-X de forma que
a qualidade da imagem possa ser mantida. Uma metodologia comumente
abordada consiste na aplicação de algoritmos de filtragem sobre imagens
tomográficas ruidosas que podem ser adquiridas em condições de baixa dose
de raios-X. Esse processo pode ocorrer no espaço da imagem reconstrúıda
ou no espaço das projeções tomográficas. Esse trabalho propõe aplicar uma
metodologia para filtragem do rúıdo Poisson presente no sinograma tomo-
gráfico, a qual utiliza as principais wavelets anisotrópicas estudadas pela
comunidade cient́ıfica, que são: Curvelet, Contourlet e Shearlet. Essas wa-
velets aplicam o conceito de análise multiescala e multidirecional em um
sinal multidimensional, e podem ser vantajosas na análise bidimensional
do sinograma, preservando melhor detalhes da imagem em um processo de
atenuação do rúıdo se comparadas às wavelets ortogonais.
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Abstract

The diagnostic imaging by computed tomography has become popular in
recent decades. As the image acquisition method is effected by exposing the
human body to X-ray dose (ionizing radiation), the frequent realization of
diagnoses results in the accumulation of radiation, and may be a significant
factor in the emergence of cancer diseases. This problem has motivated re-
searchers to develop methods to reduce the dose of X-rays so that the image
quality can be maintained. A common methodology involves applying al-
gorithms for filtering noisy tomographic images that can be acquired under
low dose of X-rays. This process may occur in the reconstructed image
domain or tomographic projections domain. This work proposes a metho-
dology for applying filtering Poisson noise present in tomographic sinogram,
which uses the main anisotropic wavelets studied by the scientific commu-
nity, which are: Curvelet, Contourlet, Shearlet. These wavelets apply the
concept of multiscale and multidirectional analysis in a multidimensional
signal, and may be advantageous in two-dimensional analysis of sinogram,
preserving better image details in a noise reduction process compared to
orthogonal wavelets.
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5.2 Resultados obtidos com o phantom Assimétrico. . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.3 Resultados MTF. A coluna ”MTF”apresenta a soma dos componentes MTF.
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3 Transformadas Anisotrópicas para Análise de Sinais Multidimensionais 14
3.1 Transformada Wavelet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.1.1 Bases wavelet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
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5.4.3 Homogêneo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
5.4.4 Madeira 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
5.4.5 Madeira 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
5.4.6 Shepp-Logan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

6 Conclusões 58
6.1 Trabalhos Futuros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
6.2 Publicação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

Referências 60
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Caṕıtulo

1
Introdução

1.1 Contexto

A Tomografia Computadorizada (TC) é um método de diagnóstico por imagem fre-

quentemente utilizado para obter informações de tecidos do corpo humano. Em muitos

casos, a TC tem substitúıdo os métodos convencionais de radiografia, visto que a TC é

capaz de capturar informações de tecidos sobrepostos através da emissão e captura dos

raios-X sobre vários planos, ao contrário da radiografia convencional que emite os raios-X

em um único plano.

Assim como todos os métodos de aquisição de imagens, as imagens TC também são

suscet́ıveis a rúıdo. O rúıdo é originado do processo de aquisição ou transmissão dos dados.

O mesmo causa um efeito de granularidade que dificulta a percepção de detalhes sutis. O

rúıdo pode ser classificado por diferentes modelos, cada qual seguindo uma distribuição

estat́ıstica dos valores, tais como: rúıdo Gaussiano, rúıdo Poisson, rúıdo Rayleigh, rúıdo

Gamma, rúıdo Exponencial, rúıdo Uniforme, rúıdo Impulsivo, etc.

Algumas informações são relevantes em uma imagem como as bordas e traços que

definem a forma de um objeto ilustrado. Tais informações possuem uma caracteŕıstica

semelhante ao rúıdo, ambos são representados por altas frequências em um sinal 1. As

1Uma imagem representada no domı́nio do espaço é representada por um sinal no domı́nio da frequência
ao aplicar a transformada de Fourier.
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principais metodologias para a remoção de rúıdo (filtros locais, filtros não-locais e limiari-

zação de coeficientes wavelets) têm o objetivo de atenuar altas frequências, resultando em

uma imagem com pouco ou nenhum rúıdo, porém, com perda de informações importantes,

causando um efeito de borramento ou homogeneidade dos ńıveis de cinza.

Nas imagens TC podem ser encontrados dois modelos de rúıdo, o rúıdo Poisson e o

rúıdo Gaussiano Branco Aditivo (AWGN - Additive White Gaussian Noise). O rúıdo

Poisson está presente nas projeções tomográficas, formado pela contagem aleatória de

fótons remanescentes após os eventos de espalhamento e atenuação dos raios-X emitidos

sobre um corpo. E o rúıdo AWGN é devido principalmente à agitação térmica dos elétrons

nos circuitos que constituem o tomógrafo. O processo de remoção do rúıdo no domı́nio

das projeções ou no domı́nio da imagem reconstrúıda é de fundamental importância para

a análise de imagens médicas. As motivações para realizar esse processo são descritas na

seção seguinte.

1.2 Motivação

Um exame TC é realizado através da exposição do corpo humano à radiação ionizante.

Como a radiação ionizante é cumulativa, pessoas que frequentemente realizam esse exame

são afetadas por uma alta dose de radiação. Pesquisadores afirmam que a exposição a alta

dose de radiação ionizante potencializa o risco de desenvolvimento de câncer. Portanto, a

frequente aplicação de exames tomográficos pode ter implicação direta com o aumento do

número de casos da doença, como mostram as pesquisas de (Huang et al., 2014), (Pearce

et al., 2012) e (Sodickson et al., 2009).

Alguns valores mostram o gradual crescimento do número de exames TC realizados

desde a década de 1980. De acordo com a Cable News Network (CNN) (Boodman, 2016),

o número de exames realizados nos EUA cresceu de 3 milhões em 1980 para mais de 85

milhões em 2011. Já no trabalho de (Boice, 2015), afirma-se que 88 milhões de exames

foram realizados no ano de 2012. Esse aumento tem causado preocupação quanto a saúde

pública.

Diante dessa problemática, pesquisadores propõem diversas metodologias para a re-

dução da radiação em exames TC. O método mais comum é a realização do processo de

atenuação do rúıdo nas imagens TC, obtidas em condições de baixa contagem de fótons

(onde foram aplicadas baixas doses de radiação), aplicando técnicas de filtragem. Se-

guindo este caminho, há três metodologias comumente impostas, que são: i) Filtragem do

sinograma tomográfico e reconstrução da imagem; ii) Filtragem da imagem reconstrúıda;

iii) Aplicação de ambas as metodologias.

2
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1.3 Objetivo e Metodologia Proposta

O objetivo desse trabalho é realizar um processo de filtragem de rúıdo Poisson no do-

mı́nio das projeções tomográficas (sinograma) utilizando as principais Wavelets anisotró-

picas (Curvelets, Contourlets e Shearlets). Essas Wavelets são caracterizadas por fornecer

mais informações direcionais se comparadas às Wavelets ortogonais. Essa caracteŕıstica é

importante ao trabalhar com sinais multidimensionais, pois é posśıvel representar estru-

turas geométricas mais precisamente. Portanto, espera-se que ao realizar o processo de

filtragem, estruturas importantes como bordas, possam ser melhor preservadas.

Muitos trabalhos encontrados na literatura efetuam o processo de filtragem no domı́nio

da imagem reconstrúıda, assumindo o modelo de rúıdo AWGN. Isso não é muito vantajoso,

pois a imagem reconstrúıda pode apresentar artefatos devido ao processo de reconstrução

da imagem, dificultando o processo de filtragem. Nesse trabalho foi escolhido realizar

o processo de filtragem no domı́nio das projeções em condições de baixa contagem de

fótons. Essa escolha é viável, pois nessas condições o modelo de rúıdo é bem definido,

caracterizado por uma distribuição de Poisson (Geraldo e Mascarenhas, 2011).

Para lidar com o rúıdo Poisson dependente de sinal em que a variância de cada com-

ponente é igual a sua respectiva média, que por sua vez é o valor do sinal a ser estimado,

é posśıvel realizar uma tranformação para estabilização da variância do rúıdo. O método

utilizado é a transformada de Anscombe, que fornece como sáıda um sinal de rúıdo Gaus-

siano de média igual a zero e variância unitária. Após essa transformação, o processo de

filtragem é aplicado, e em seguida, a imagem é reconstrúıda.

O método de filtragem utilizado neste trabalho varia de duas formas, tendo como base

o uso das Wavelets anisotrópicas para decomposição do sinograma. O primeiro método re-

aliza a limiarização dos coeficientes da respectiva Wavelet (Curvelet, Contourlet, Shearlet)

utilizando uma proposta definida por (Starck et al., 2002). Já o segundo método utiliza

uma abordagem semelhante ao primeiro, porém, é acrescentado um pré-processamento,

onde o sinograma é filtrado por algumas das principais técnicas de atenuação de rúıdo

AWGN, tais como: (i) Block-Matching and 3D Filtering (BM3D); (ii) Non-Local Means

(NLM); (iii) Filtro de Wiener. O objetivo é provar que o uso das Wavelets anisotrópicas

acompanhadas do pré-processamento pode alcançar resultados competitivos ao estado da

arte, atualmente com o uso da técnica BM3D. Detalhes sobre a metodologia são apresen-

tados no Caṕıtulo 5.

Tal metodologia foi aplicada em projeções capturadas por um minitomógrafo da Em-

presa Brasileira de Pesquisa Agropecuária (EMBRAPA) para estudo do solo e as respec-

tivas imagens são classificadas como: (i) Assimétrica; (ii) Simétrica; (iii) Homogênea; (iv)
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Caṕıtulo 1. Introdução

Madeira 1; (v) Madeira 2. Cada sinograma foi obtido em condições de alta e baixa con-

tagem de fótons, determinado pelo tempo de exposição do phantom aos raios-X, em que

3 segundos e 20 segundos correspondem às condições de baixa e alta contagem de fótons,

respectivamente. Também foi utilizado o phantom de Shepp-Logan como um exemplo

de imagem médica, no qual foi simulado o rúıdo Poisson em seu sinograma nas mesmas

condições dos sinogramas anteriores. As medidas utilizadas para avaliar a qualidade da

imagem resultante do processo de filtragem foram o Structural Similarity (SSIM) e Peak

Signal to Noise Ratio (PSNR).

1.4 Organização do texto

Esse trabalho está organizado da seguinte forma: o Caṕıtulo 2 apresentará os conceitos

sobre TC, seu histórico e o processo de formação da imagem. O Caṕıtulo 3 conceituará

as Wavelets anisotrópicas utilizadas nesse trabalho. O Caṕıtulo 4 apresentará uma breve

revisão bibliográfica, incluindo alguns trabalhos que apresentam metodologias de filtragem

de rúıdo utilizando Wavelets anisotrópicas, e também trabalhos que atuam na filtragem

de rúıdo em imagens tomográficas. O Caṕıtulo 5 apresentará a metodologia proposta

nesse trabalho, os experimentos realizados e os resultados obtidos. E por fim, o Caṕıtulo

6 conclui esse trabalho.
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Caṕıtulo

2
Tomografia Computadorizada

2.1 Considerações Iniciais

A tecnologia sobre os tomógrafos evoluiu ao longo de décadas, e seu histórico pode

ser dividido em quatro gerações. A diferença entre cada uma consiste basicamente no

posicionamento do corpo exposto aos raios-X, na espessura do feixe de raios-X, na extensão

do detector, na redução do tempo de exposição aos raios, e na redução da dose da radiação

imposta.

A tomografia é um método não invasivo de aquisição de informações de tecidos do corpo

humano, representadas por imagens. A TC é uma evolução da radiografia convencional,

que, ao invés de obter a imagem através do processo de aquisição dos dados em somente

um plano, a TC possibilita a formação de uma imagem através da emissão de raios-X em

vários planos, resultando em um conjunto de imagens 2D que melhor representam o tecido

3D almejado. A vantagem se caracteriza na maior quantidade de informações extráıdas,

possibilitando visualizar regiões de tecidos sobrepostos, na diferenciação de tecidos de

densidades semelhantes e na melhor resolução da imagem.

Apesar das vantagens de realizar diagnósticos por imagem através de exames TC,

a tomografia, em geral, apresenta dificuldades quanto à qualidade da imagem. Alguns

tipos de artefatos podem ser formados através de alguns fatores, como por exemplo: a

medição errada dos dados por defeito nos detectores e a interferência de objetos metálicos
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no tecido causando espalhamento dos fótons. Além disso, a baixa contagem de fótons

pelos detectores ocorrida pela emissão de uma baixa dose de radiação, pode causar um

alto ńıvel de rúıdo sobre a imagem, interferindo na identificação de informações relevantes

nessa imagem.

Dadas as considerações iniciais, esse caṕıtulo tem o objetivo de apresentar alguns

tópicos fundamentais sobre TC. Uma breve descrição sobre o histórico da TC é relatada

na Seção 2.2. Na Seção 2.3 é mostrado como os dados tomográficos são adquiridos e como

a imagem é formada. E, por fim, a Seção 2.4 apresenta as considerações finais.

2.2 Histórico

Os raios-X são utilizados frequentemente em diversas aplicações desde a sua descoberta

em 1895 pelo f́ısico alemão, Wilhelm C. Röntgen (Fig. 2.1a). Foi descoberto que os raios-X

são capazes de penetrar e transpor materiais densos, possibilitando formar a imagem do

interior do objeto almejado através da captura da energia sobre o efeito de atenuação

dos raios. Porém, havia um problema. Era imposśıvel formar uma imagem de uma

região espećıfica do objeto sem considerar os outros materiais sobrepostos, já que os

materiais sobrepostos também influenciavam na atenuação dos raios-X. Esse problema

motivou a criação da tomografia convencional. A primeira grande contribuição teórica foi

realizada por John Radon (Radon, 1917), em que propôs uma solução matemática para

a reconstrução dos corpos através de suas projeções.

E. M. Bocage foi um dos pioneiros da tomografia convencional. Ele desenvolveu um

aparelho que desfoca os materiais acima e abaixo do plano focal com o intuito de gerar uma

imagem com as regiões sobrepostas borradas e a região de foco devidamente focalizada.

Seu aparelho possúıa componentes importantes, como o tubo de raios-X, um filme de

raios-X e uma conexão mecânica para sincronizar o movimento linear e paralelo entre o

tubo e o filme (Bocage, 1922). Na tomografia convencional, o efeito de regiões sobrepostas

na formação da imagem não foi removido completamente, porém foi um passo importante

na redução desse impacto. Além disso, os componentes desenvolvidos mencionados foram

de fundamental importância para a evolução da TC, sendo que os componentes da atual

geração de tomógrafos, a chamada tomosśıntese, utilizam conceitos semelhantes.

Os méritos para o desenvolvimento da TC foram destinados a dois f́ısicos: Allan M.

Cormack (Fig. 2.1b) e Godfrey N. Hounsfield (Fig. 2.1c). Cormack realizou importantes

estudos teóricos sobre a distribuição dos coeficientes de atenuação dos raios-X dentro de

um corpo, e reconstrução de imagem, levando-o a realizar alguns experimentos com um

phantom composto por alumı́nio. Hounsfield foi o responsável por desenvolver o primeiro
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tomógrafo computadorizado em 1967. Utilizando os conceitos de Cormack, ele deduziu que

as medidas de raios-X ao transpor o corpo em diversas direções poderiam ser suficientes

para reconstruir toda a estrutura interna do corpo. Em seus primeiros experimentos, foi

posśıvel adquirir uma imagem após 9 dias no processo de aquisição dos dados e 2,5 horas

para resolver um sistema linear de 28 mil equações. Após otimizações no processo de

aquisição dos dados e nas técnicas de reconstrução, imagens puderam ser obtidas em 4,5

minutos. A partir desses resultados, o tomógrafo de Hounsfield se tornou o primeiro TC

dispońıvel clinicamente (Figura 2.2) (Hsieh, 2009).

(a) (b) (c)

Figura 2.1: Principais pesquisadores responsáveis pelo desenvolvimento da TC. (a) Wi-
lhelm C. Röntgen; (b) Allan M. Cormack; (c) Sir Godfrey N. Hounsfield.

Figura 2.2: Primeiro TC desenvolvido por G. N. Hounsfield e EMI Central Research
Laboratories (Buzug, 2008).

A primeira geração da TC foi marcada pelo tomógrafo desenvolvido por Hounsfield.

O tomógrafo possúıa um único detector que se movia linear e paralelamente ao tubo

de raios-X, em que ambos rotacionavam em um intervalo de 1 grau para cada emissão
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da radiação. Devido ao pequeno intervalo de ângulos em cada rotação, o tempo para

adquirir as projeções era alto, caracterizando também um considerável tempo de exposição

à radiação.

A tecnologia dos tomógrafos evoluiu. A segunda geração foi marcada pelo aumento

da quantidade de detectores do sistema TC. Essa mudança fez com que o tubo de raios-X

pudesse emitir radiação na forma de um feixe em leque, abrangindo um intervalo maior

de ângulos, tornando o processo de aquisição das projeções tomográficas mais rápido.

Porém, o tubo de raios-X e os detectores ainda necessitavam transladar e rotacionar para

que toda a área do corpo pudesse ser abrangida, assim tornando o tempo do processo de

aquisição alto.

Com o objetivo de reduzir consideravelmente o tempo de aquisição das projeções, a

terceira geração de tomógrafos foi marcada pelo aumento suficiente da quantidade de

detectores de forma que criasse um campo de visão que cobrisse todo o corpo a ser esca-

neado. Esse aumento fez com que não fosse necessário realizar o movimento de translação

do tubo de raios-X e dos detectores, eliminando o problema que havia na segunda geração.

Esse modelo de tomógrafo se tornou o mais utilizado atualmente pelas cĺınicas.

A quarta geração foi marcada pelo grande aumento da quantidade de detectores, de

tal forma que os mesmos passam a envolver todo o anel do tomógrafo, deixando o trabalho

de rotação somente ao tubo de raios-X (Buzug, 2008). A Figura 2.3 ilustra as diferenças

entre as quatro gerações da TC.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.3: Gerações da TC. (a) Primeira geração; (b) Segunda geração; (c) Terceira
geração; (d) Quarta geração. (Shaw, 2014)
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2.3 Aquisição da Imagem

Uma imagem de TC é formada através da medição da energia remanescente do pro-

cesso de atenuação dos raios-X. Os valores medidos formam uma matriz, onde cada linha

representa uma projeção. O conjunto das projeções é chamado de sinograma. O sino-

grama é utilizado como parâmetro de entrada para algoritmos de reconstrução de imagem,

os quais aplicam um processo inverso para formar a imagem no domı́nio espacial.

2.3.1 Propagação dos Raios-X

A radiação emitida através do tubo de raios-X é caracterizada como um feixe de

fótons monoenergéticos. À medida que os fótons penetram no material, há uma interação

entre os fótons e os elétrons dos átomos do material, causando os efeitos de atenuação e

espalhamento dos fótons. O efeito de atenuação é medido pela lei de Beer-Lambert, que

pode ser calculado através da equação:

I = I0e
−
∫
L µdL (2.1)

Onde I0 representa a energia inicial incidente ao material, I representa a energia após

o efeito de atenuação, µ representa o coeficiente de atenuação do material, e L representa

a linha de incidência da energia.

Ao realizar o exame de TC, os raios são emitidos sobre o corpo em intervalos de ângulos,

rotacionando o tubo de raios-X até completar o movimento de 180− θ ou 360− θ graus,

dependendo do tomógrafo, onde θ é o intervalo de ângulo no processo de rotação. Em toda

essa etapa, os detectores estarão medindo a energia resultante do processo de atenuação,

consistindo na contagem de fótons. Após a medição, as projeções são formadas e seus

dados são utilizados no processo de reconstrução da imagem realizado pelo computador.

2.3.2 Reconstrução da Imagem

Os algoritmos de reconstrução em TC são usados para formar uma imagem que repre-

senta um corte transversal do objeto através de suas projeções. Há vários anos esse tema

tem motivado pesquisadores a desenvolverem novas metodologias, cujo objetivo é reduzir

ou eliminar artefatos da imagem recorrentes desse processo, mantendo a integridade das

informações. O algoritmo mais utilizado para cumprir esse propósito é o Filtered Back-

projection (FBP). Antes de descrevê-lo nessa subseção, primeiramente será apresentado

um algoritmo que o antecipou, o teorema do corte de Fourier (TCF).
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2.3.2.1 Teorema do Corte de Fourier

Para definir o TCF, inicialmente é necessário compreender a relação entre a imagem

e suas projeções. Dada a função f(x, y) que representa uma imagem no plano de co-

ordenadas cartesianas, seu conjunto de projeções paralelas pode ser definido através da

transformada de Radon (Equação 2.2).

p(θ, s) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)δ(xcosθ + ysinθ − s)dxdy (2.2)

Ao aplicar a transformada de Fourier 1D em uma determinada projeção paralela p(θ, s),

obtêm-se Pθ(ω), onde ω representa o respectivo componente de frequência. Agora, ao apli-

car a transformada de Fourier 2D sobre f(x, y) de forma que os valores sejam representados

em coordenadas polares (Equação 2.3), obtém-se F (θ, ω).

F (θ, ω) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)e−j2πω(xcosθ+ysinθ)dxdy (2.3)

O TCF diz que a transformada de Fourier 1D de uma projeção paralela correspondente

a uma função f(x, y) obtida em um ângulo θ é igual a uma linha no plano de coordenadas

polares quando aplicada a transformada de Fourier 2D da mesma função ao mesmo ângulo.

O teorema é representado através da Equação 2.4.

Pθ(ω) = F (θ, ω) (2.4)

Através dessa afirmação, conclui-se que é posśıvel obter todas as linhas correspondentes

à transformada de Fourier 2D da função objeto através da tranformada de Fourier 1D de

cada projeção paralela. Então, se um suficiente número de projeções são fornecidas em

um intervalo de 0 a π, o objeto pode ser reconstrúıdo pela transformada inversa de Fourier

2D, dada pela Equação 2.5.

f(x, y) =

∫ 2π

0

∫ +∞

0

F (θ, ω).ω.ej2πω(xcosθ+ysinθ)dωdθ (2.5)

O problema é que a aplicação prática dessa teoria não é exatamente válida. O TCF

fornece amostras em um plano de coordenadas polares, e a tranformada inversa de Fou-

rier 2D necessita que essas amostras sejam representadas em coordenadas cartesianas.

Portanto, é necessário realizar a interpolação das amostras do plano polar para o plano

cartesiano. O processo de interpolação no domı́nio da frequência não é muito preciso e

pode causar muitos artefatos na imagem reconstrúıda. Por esse e outros motivos, mui-
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tos métodos de reconstrução tomográfica foram propostos, sendo o FBP um dos mais

utilizados.

2.3.2.2 Filtered Backprojection

O algoritmo FBP, derivado do TCF, é frequentemente utilizado por causa da sua boa

precisão e eficiência na reconstrução da imagem. A diferença está na aplicação do filtro

rampa nas projeções e no conceito de retroprojeção. Dado que f(x, y) é uma função real,

há uma propriedade de simetria em sua transformada de Fourier, definida por:

F (θ, ω) = F (θ + π,−ω) (2.6)

Assim, aplicando o TCF, a Equação 2.5 pode ser redefinida pela Equação 2.7.

f(x, y) =

∫ π

0

∫ +∞

−∞
P (θ, ω).|ω|.ej2πω(xcosθ+ysinθ)dωdθ (2.7)

Onde P (θ, ω) é a transformada de Fourier 1D da projeção no ângulo θ. A segunda

integral define a operação de filtragem entre P (θ, ω) e |ω|, representando a convolução

entre as projeções e o filtro rampa, respectivamente, ambos no domı́nio da frequência.

A Equação 2.7 indica que a função f(x, y) pode ser exatamente reconstrúıda ao adi-

cionar os dados das projeções filtradas correspondentes a s = xcosθ + ysinθ para todos

os ângulos de visão. Portanto, a projeção filtrada associada com a sua respectiva linha

s tem a mesma contribuição que a reconstrução a partir de todos os pontos dessa linha.

Esse processo é chamado de retroprojeção.

2.3.2.3 POCS paralelo

Projections Onto Convex Sets (POCS) é um algoritmo para reconstrução de imagens

tomográficas semelhante ao algoritmo de reconstrução algébrica, pois considera como con-

juntos de restrição convexos os hiperplanos gerados em cada raio-soma. Porém, POCS

é mais flex́ıvel e permite atribuir mais conjuntos de restrições caso haja conhecimento a

priori sobre o sinal em análise.

A teoria sobre POCS consiste em encontrar uma solução que satisfaça todas as restri-

ções impostas, ou seja, a interseção entre os conjuntos, que pode ser dada pela Equação

2.8:

C0 =
n⋂
i=1

Ci (2.8)
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Caṕıtulo 2. Tomografia Computadorizada

Onde Ci é um conjunto de restrição dentre n conjuntos de restrições informados. Dado

que esses conjuntos são convexos e a interseção entre eles seja não vazia, seguidas projeções

nos conjuntos convergirão a um ponto em C0 (Salina, 2007).

O algoritmo pode ser implementado de forma sequencial e paralelo. O sequencial fará

a projeção de cada ponto sequencialmente entre os conjuntos até que encontre o ponto

de interseção entre todos os conjuntos. Já o paralelo, o ponto é projetado em todos os

conjuntos simultaneamente e para cada projeção, um peso é atribúıdo. Assim, o ponto

de interseção pode ser localizado pela distância Euclidiana ponderada entre as projeções

de cada ponto, como descrito pela Equação 2.9.

xk+1 = xk +
n∑
i=1

wi(PCi
xk − xk) (2.9)

O algoritmo POCS paralelo é mais vantajoso que o POCS sequencial, pois nos casos

em que não é posśıvel encontrar a interseção entre os conjuntos, o POCS paralelo consegue

convergir para um ponto de distância mı́nima entre os conjuntos, já o POCS sequencial

ficará oscilando entre os conjuntos. A Figura 2.4 exemplifica esse caso.

(a) (b)

Figura 2.4: Comportamento do algoritmo POCS quando não há interseção entre os con-
juntos. (a) POCS sequencial; (b) POCS paralelo.

Nesse trabalho será utilizado o algoritmo POCS paralelo implementado por F. V. Sa-

lina para reconstrução das imagens tomográficas após a atenuação do rúıdo nas projeções.

Além das restrições dos hiperplanos, F. V. Salina também aplicou restrições de não ne-

gatividade: onde os pixels devem assumir valores positivos, e de suporte finito do objeto

sendo reconstrúıdo.
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Caṕıtulo 2. Tomografia Computadorizada

2.4 Considerações Finais

Esse caṕıtulo conceituou temas fundamentais que envolve a TC, como o seu histórico, a

forma como os dados tomográficos são adquiridos sobre o efeito de atenuação dos raios-X,

e a forma como a imagem tomográfica é constrúıda a partir das projeções.

Devido a combinação de grande quantidade de variáveis aleatórias e a posśıvel presença

de artefatos após a reconstrução da imagem, o modelo de rúıdo é dif́ıcil de ser determinado,

dificultando o processo de filtragem de rúıdo nesse domı́nio. Portanto, a filtragem no

domı́nio das projeções tomográficas é mais viável, pois o modelo de rúıdo é conhecido,

governado por uma distribuição de Poisson e dependente de sinal.

13



Caṕıtulo

3
Transformadas Anisotrópicas para

Análise de Sinais Multidimensionais

3.1 Transformada Wavelet

De fundamental importância na análise e processamento de sinais, a transformada Wa-

velet é muito utilizada em compressão e segmentação de imagens, e atenuação de rúıdo

em sinais unidimensionais e bidimensionais. Assim como a transformada de Fourier, a

transformada Wavelet é capaz de decompor um sinal em seus componentes de frequên-

cia. Além disso, também fornece informações de tempo ou espaço no qual determinada

frequência ocorre, ao contrário da transformada de Fourier.

No trabalho de (Mallat, 1989), foi introduzido o conceito de análise de multiresolução,

o qual define que uma função pode ser decomposta em componentes de frequência em

diferentes ńıveis de resolução ou escala, obtendo vários coeficientes wavelets em diversas

faixas de frequência. As resoluções decompostas são aninhadas de forma que cada ńıvel de

resolução, em ordem decrescente de decomposição, possui a composição do próximo ńıvel

de resolução, conforme ilustrado na Figura 3.1. Isso caracteriza a vantagem em realizar

uma análise mais precisa do sinal em um determinado ńıvel de resolução.

Dessa forma, um sinal y(t) pode ser definido pela Equação 3.1,

14
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Figura 3.1: Aninhamento dos diferentes ńıveis de resolução.

y(t) =
∑
k

uJ,kφJ,t(k) +
∑
k

J∑
j=1

wj,kψj,t(k), (3.1)

onde ψ representa a função wavelet, conhecida como wavelet mãe, φ representa a função

de escala, w representa os coeficientes wavelets (detalhes ou altas frequências), u é o sinal

suavizado por um filtro passa-baixa, e J é o ńıvel de resolução da decomposição wavelet.

ψ, φ, uj,k e wj,k são calculados pelas Equações 3.2, 3.3, 3.4 e 3.5, respectivamente.

ψj,t(x) = 2−jψ(2−jx− t) (3.2)

φj,t(x) = 2−jφ(2−jx− t) (3.3)

uj+1,t =
∑
k

h(k − 2t)uj,k (3.4)

wj+1,t =
∑
k

g(k − 2t)uj,k (3.5)

As funções h e g das Equações 3.4 e 3.5 representam filtros passa-baixa e passa-alta,

respectivamente. O filtro h é necessário para obter um sinal atenuado ŷ que servirá de

base para a decomposição seguinte do sinal, para obter através do filtro g, os coeficientes

wavelets em outro ńıvel de resolução.

Após a análise dos coeficientes, o sinal é reconstrúıdo a partir da Equação 3.6,

uj,t = 2
∑
k

[h̃(k + 2t)uj+1,k + g̃(k + 2t)wj+1,k], (3.6)
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onde os filtros h̃ e g̃ verificam as condições de reconstrução exata.

Para análise de um sinal bidimensional, como as imagens digitais, normalmente é

utilizada a transformada Wavelet ortogonal. A diferença está na forma como os filtros

são aplicados, onde primeiramente é efetuada a análise unidimensional das colunas da

imagem e em seguida o mesmo procedimento é realizado nas linhas. Como resultado, são

obtidos os coeficientes de detalhes em três orientações, que são a horizontal, vertical e

diagonal, conforme ilustrado no diagrama da Figura 3.2.

Figura 3.2: Decomposição Wavelet 2D.

3.1.1 Bases wavelet

A caracterização de cada base wavelet está na definição de suas respectivas propri-

edades, as quais definem as funções ψ e φ. A primeira base wavelet desenvolvida foi a

wavelet de Haar. Proposta por (Haar, 1910), essa wavelet apresenta propriedades de su-

porte compacto e ortogonalidade entre os coeficientes. As funções ψ e φ são definidas nas

Equações 3.7 e 3.8.

ψ(t) = φ(2t)− φ(2t− 1)

ψ(t) =


1, 0 ≤ t < 1

2

−1, 1
2
≤ t < 1

0, c.c.

(3.7)

φ(t) = φ(2t) + φ(2t− 1)

φ(t) =

{
1, 0 ≤ t < 1

0, c.c.

(3.8)
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No trabalho de (Daubechies, 1992) foi desenvolvida a primeira famı́lia de wavelets

capaz de manipular wavelets ortogonais com suporte compacto e regularidade arbitrária.

Conhecida como wavelets de Daubechies, a mesma possui a nomenclatura dbN, cujo N

representa a ordem da famı́lia. As funções ψ e φ são definidas pelas Equações 3.9 e 3.10,

Nψ(t) =
2N−1∑
k=0

bkNφ(2t− k) (3.9)

Nφ(t) =
2N−1∑
k=0

akNφ(2t− k) (3.10)

onde ak é o número de coeficientes não nulos, e bk é um valor definido pela Equação

3.11. A Figura 3.3 ilustra as funções dbN.

bk = (−1)ka2N−1−k (3.11)

Figura 3.3: Wavelets dbN. (Misiti et al., 2007).

As wavelets dbN possuem como propriedade a assimetria, a qual motivou Ingrid Dau-

bechies a desenvolver as Symlets (symN ), que correspondem a uma extensão de dbN,

17
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apresentando na plotagem de suas funções uma caracteŕıstica mais simétrica, como ilus-

trado na Figura 3.4.

Figura 3.4: Wavelets symN. (Misiti et al., 2007).

As Coiflets (coifN ) foram desenvolvidas por Ingrid Daubechies a pedido de Ronald

Coifman. O objetivo era construir uma base de wavelets ortonormais com momentos nulos

de 2N em ψ e 2N−1 em φ, e ter um suporte de comprimento de 6N−1. Como resultado,

as coifN são muito mais simétricas que as dbN, como ilustrado na Figura 3.5.

Figura 3.5: Wavelets coifN. (Misiti et al., 2007).

18
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3.2 Wavelets Anisotrópicas

A transformada Wavelet é caracterizada por ser não-geométrica, pois a mesma dispõe

de poucas informações direcionais sobre um objeto que carrega elementos anisotrópicos

como curvas e linhas. Em imagens digitais, é de fundamental importância manter a in-

tegridade de tais estruturas, as quais descrevem cada caracteŕıstica do objeto analisado.

Por esse motivo, wavelets anisotrópicas estão sendo desenvolvidas. Elas são capazes de

analisar um sinal multidimensional em multiescalas e multidireções. Na literatura pode-se

encontrar várias transformadas que utilizam desse conceito, tais como ridgelets (Candes e

Donoho, 1999), directionlets (Velisavljevic et al., 2006), bandlets (Pennec e Mallat, 2005),

curvelets (Starck et al., 2002), contourlets (Do e Vetterli, 2005), shearlets (Labate et al.,

2005), etc. Este trabalho apresenta o uso das últimas três wavelets mencionadas para de-

composição do sinograma tomográfico e limiarização dos seus respectivos coeficientes com

o objetivo de atenuar o ńıvel de rúıdo enquanto se preservam as estruturas encontradas

no sinograma. As subseções seguintes descrevem o conceito de cada transformada.

3.2.1 Transformada Curvelet

A transformada Curvelet surgiu da necessidade de representar precisamente estruturas

curvas, normalmente encontradas em imagens digitais como bordas. Tal função não era

bem exercida pela transformada Ridgelet, responsável por representar estruturas com

linhas retas. Então, Starck, Candès e Donoho aprimoraram Ridgelet em Curvelet, de forma

a realizar análises Ridgelet em pequenos segmentos de reta, que ao todo, representam a

curva analisada (Starck et al., 2002). A subseção seguinte introduzirá o conceito sobre

Ridgelet para posterior compreensão de Curvelet.

3.2.1.1 Transformada Ridgelet

Dada uma função univariada ψ : R→ R que satisfaça a condição de admissibilidade∫
|ψ̂(v)|2/|v|2dv <∞. (3.12)

Para cada escala a > 0, cada posição b ∈ R, e cada orientação θ ∈ [0, 2π), define-se a

ridgelet bivariada ψa,b,θ por

ψa,b,θ(t) = ψa,b,θ(t1, t2) = a−1/2.ψ((t1cosθ + t2sinθ − b)/a), (3.13)
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onde t = (t1, t2) ∈ R2. Uma ridgelet é constante ao longo de linhas t1cosθ + t2sinθ.

Transversal a isto é uma wavelet.

Dada uma função bivariada integrável f(t), os coeficientes ridgelets são definidos pela

Equação 3.14,

Rf (a, b, θ) := 〈f, ψa,b,θ〉 =

∫
R2

f(t)ψ∗a,b,θ(t)dt. (3.14)

Assim, define-se a reconstrução exata dos coeficientes pela Equação 3.15,

f(t) =

∫ 2π

0

∫ ∞
−∞

∫ ∞
0

Rf (a, b, θ)ψa,b,θ(t)
da

a3
db
dθ

4π
. (3.15)

A Ridgelet pode ser constrúıda como uma análise Wavelet no domı́nio de Radon. Isso

porque a transformada de Radon translada singularidades ao longo de linhas dentro de

pontos de singularidade, caso em que a transformada Wavelet provê uma representação

esparsa entre os coeficientes. Dado que a transformada de Radon R(f) de uma imagem

f é a coleção de integrais de linha indexadas por (θ, τ) ∈ [0, 2π) x R, representada pela

Equação 3.16,

R(f)(θ, τ) =

∫
R2

f(t1, t2)δ(t1cosθ + t2sinθ − τ)dt1dt2, (3.16)

onde δ é a distribuição de Dirac, então a transformada Ridgelet é a aplicação da

transformada Wavelet 1D nos cortes da transformada de Radon, onde θ é constante e

t é variante. A Figura 3.6 apresenta um fluxograma da transformada Ridgelet em uma

imagem 2D.

3.2.1.2 1a Geração da Transformada Curvelet

Basicamente, essa geração da transformada Curvelet realiza a decomposição da ima-

gem em sub-bandas wavelets através do uso de um banco de filtros, e na sequência, as

sub-bandas geradas são analisadas localmente (divisão da subbanda em blocos) em di-

ferentes ńıveis de escala pela transformada Ridgelet (Starck et al., 2010). A Figura 3.7

ilustra esse processo através de um fluxograma.

3.2.1.3 2a Geração da Transformada Curvelet

Devido a alguns incovenientes da primeira geração da transformada Curvelet, como por

exemplo, a alta redundância causada pelo uso de janelas sobrepostas, a segunda geração

da transformada Curvelet foi desenvolvida. Essa transformada é definida na escala 2−j,
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Figura 3.6: Fluxograma Ridgelet (Starck et al., 2010).

orientação θl e posição tj,lk = R−1θl (2−jk, 2−j/2l), e consiste da translação de uma curvelet

mãe ϕj como

ϕj,l,k(t) = ϕj,l,k(t1, t2) = ϕj(Rθl(t− t
j,l
k )), (3.17)

onde Rθl é a rotação por θl radianos. θl é a sequência de ângulos de rotação θl =

2π2−[j/2]l com inteiro l tal que 0 6 θl 6 2π; k = (k, l) ∈ Z2 é a sequência de parâmetros

de translação. A curvelet ϕj é definida por sua transformada de Fourier ϕ̂j(v), escrita em

coordenadas polares (r, θ) no domı́nio de Fourier,

ϕ̂j(r, θ) = 2−3j/4ω̂(2−jr)v̂

(
2[j/2]θ

2π

)
. (3.18)

Assim, os coeficientes curvelets de uma função 2D f(t) são definidos pelo produto

interno,

αj,l,k := 〈f, ϕj,l,k〉 =

∫
R2

f̂(v)ϕ̂j(Rθlv)eit
j,l
k .vdv. (3.19)
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Figura 3.7: Fluxograma Curvelet 1a Geração. Decomposição da imagem em subbandas,
divididas espacialmente em blocos para análise Ridgelet (Starck et al., 2010).

3.2.2 Transformada Contourlet

Assim como em Curvelet, a transformada Contourlet foi desenvolvida com o objetivo

de representar ou definir estruturas anisotrópicas em sinais multidimensionais com mais

precisão. Um dos fatores que motivou M. N. Do e M. Vetterli a desenvolver a transfor-

mada Contourlet foi o fato de Curvelet ser definida inicialmente no domı́nio cont́ınuo. Isso

dificulta a aplicação da técnica no domı́nio discreto, onde imagens digitais são definidas

geometricamente por grades retangulares, podendo introduzir forte viés em direções ho-

rizontais e verticais. Portanto, era necessário desenvolver uma transformada diretamente

aplicada ao domı́nio discreto (Do e Vetterli, 2005).

O objetivo da Contourlet é obter uma representação esparsa de uma imagem, primeira-

mente aplicando uma transformada multiescala seguido por uma transformada direcional

local. Isso basicamente se traduz no uso de uma transformada Wavelet para detecção

de bordas seguido por uma transformada direcional local para detecção de segmentos de

contorno.

Na prática, a transformada Contourlet consiste na combinação do uso de uma pirâmide

Laplaciana (PL) e um banco de filtros direcionais (BFD). O objetivo de BFD é realizar

uma partição da frequência em multidireções, capturando informações direcionais nas

altas frequências do sinal. Porém, o uso isolado de BFD não garante uma representação

esparsa da imagem, pois deixaria vazar baixas frequências em determinadas sub-bandas.

Por isso, o uso da PL se faz necessária. Com ela, é posśıvel dividir o sinal em multiescalas,
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possibilitando isolar as baixas frequências no último grau da pirâmide. Assim, aplicam-se

localmente os filtros direcionais nos demais graus, obtendo os coeficientes contourlets. A

Figura 3.8 ilustra o processo de divisão do sinal em bandas e os cortes de frequência.

Figura 3.8: Diagrama Contourlet. Bandas e cortes de frequência (Do e Vetterli, 2005).

3.2.3 Transformada Shearlet

Proposta por Guo, Labate e seus colegas, a transformada Shearlet é mais uma al-

ternativa para análise de sinais multidimensionais anisotrópicos (Labate et al., 2005). A

mesma foi inspirada na teoria de wavelets compostas, que faz uso de transformadas afins,

que na prática, geram um conjunto de blocos no domı́nio espacial (coordenadas cartesia-

nas) que representam formas de ondas oscilatórias através de várias escalas, localizações

e orientações. O grande benef́ıcio em utilizar esse conceito é a capacidade de definir a

transformada Shearlet diretamente em um sistema retangular de coordenadas no domı́nio

cont́ınuo. Assim, evita-se realizar interpolações ao defini-la no domı́nio discreto (Bao e

Krim, 2014).

Os átomos shearlets são definidos selecionando o conjunto de matrizes G no sistema

afim H (Equação 3.20), como G = {Mas : a > 0, s ∈ R} com a matriz Mas dada pela

Equação 3.21,

H =
{
ψG,b(x) = |detG|1/2ψ(G(x− b)) : b, x ∈ R2,G ∈ G} (3.20)

Mas =

(
a −

√
as

0
√
a

)
. (3.21)
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Mas é uma matriz composta de duas operações afins que consiste da aplicação de uma

escala parabólica Aa, seguido pelo corte Bs. Portanto, define-se Mas = BsAa, onde

Aa =

(
a 0

0
√
a

)
, (3.22)

Bs =

(
1 −s
0 1

)
. (3.23)

Assim, os átomos shearlets são definidos pela Equação 3.24,

ψa,s,b(x) = TbDMasψ(x) (3.24)

onde DMas é definido pelo determinante:

DMasψ(x) = |det(Mas)|−
1
2ψ
(
M−1

as x
)

(3.25)

e Tb é o operador de translação:

Tbψ(x) = (x− b). (3.26)

No plano espacial, a famı́lia de átomos shearlets é definida como a coleção de todos os

átomos no sistema afim gerado por ψ(x) ∈ L2(R2), dada pela Equação 3.27.

ψa,s,b(x) = |det(Mas)|−
1
2ψ
(
M−1

as (x− b)
)
, a > 0, s ∈ R, x, b ∈ R2 (3.27)

Portanto, dada a função f(x) ∈ L2(R2), a transformada Shearlet no domı́nio cont́ınuo

é definida como

γf (a, s, b) = 〈f, ψa,s,b〉 =

∫
R2

f(x)ψ∗a,s,b(x)dx, (3.28)

onde {γf (a, s, b)}a>0,s∈R,b∈R2 são chamados coeficientes shearlets da função f(x) (Bao

e Krim, 2014).

3.3 Considerações Finais

Este caṕıtulo apresentou conceitos sobre as Wavelets anisotrópicas, as quais podem

analisar um sinal multidimensional em multiescalas e multidireções, tornando-se candida-

tas a melhor efetuarem análises das projeções tomográficas (que podem conter estruturas

anisotrópicas) se comparadas às wavelets ortogonais.

24
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O próximo caṕıtulo apresentará a revisão bibliográfica, a qual contém trabalhos relaci-

onados à atenuação de rúıdo utilizando as wavelets anisotrópicas utilizadas nesse trabalho

(curvelets, contourlets e shearlets) e trabalhos relacionados a atenuação de rúıdo em pro-

jeções tomográficas.
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Caṕıtulo

4
Revisão Bibliográfica: Filtragem de

Rúıdo em Sinograma Tomográfico e

Wavelets Anisotrópicas Aplicadas à

Filtragem de Rúıdo

4.1 Considerações Iniciais

Este caṕıtulo apresentará algumas metodologias encontradas na literatura, as quais

serão divididas em duas seções. A seção 4.2 apresentará metodologias em que é realizada

a atenuação do rúıdo no sinograma tomográfico. Já a seção 4.3 apresentará metodologias

em que se utilizam as wavelets anisotrópicas (Curvelet, Contourlet, Shearlet) para atenua-

ção de rúıdo em imagens digitais. A revisão bibliográfica foi organizada dessa forma, pois

dificilmente encontram-se trabalhos com a mesma problemática que fazem uso das wave-

lets anisotrópicas utilizadas neste trabalho. A base utilizada para pesquisa dos artigos

cient́ıficos foi o IEEE Xplore.
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4.2 Filtragem de rúıdo no sinograma tomográfico

No trabalho de (Mascarenhas et al., 1999), foi realizado o estudo das caracteŕısticas es-

tat́ısticas do rúıdo das projeções de um tomógrafo da EMBRAPA, utilizado para pesquisa

em ciência dos solos, e apresentado um método de atenuação do rúıdo. Foi assumido que

os dados das projeções adquiridas utilizando phantoms de alumı́nio e nylon seguem uma

distribuição de Poisson como FDP. O método proposto para a atenuação do rúıdo consiste

em aplicar a transformada de Anscombe para transformar o rúıdo Poisson dependente

de sinal em rúıdo AWGN independente de sinal, seguido da aplicação do filtro de Wie-

ner em blocos de pontos das projeções no domı́nio de Fourier. Em seguida, é aplicada a

transformada inversa de Anscombe e a reconstrução da imagem é efetuada pelo algoritmo

FBP utilizando o filtro de Ram-Lack. Os resultados alcançados com esse método foram

comparados aos resultados obtidos pelo método convencional, que consiste em reconstruir

a imagem sem a aplicação do filtro de Wiener. O método proposto apresentou melhores

resultados visuais e quantitativos através das métricas NRMSE e IMPROV.

No trabalho de (Li et al., 2004) foi realizado o estudo do rúıdo de distribuição Gaussi-

ana dependente de sinal encontrado nos dados do sinograma após o processo de calibragem

do sistema tomográfico. Como método de filtragem, foi proposto um estimador MAP que

utiliza como informação o modelo de rúıdo do sinograma livre de rúıdo, onde o mesmo é

reconstrúıdo pelo algoritmo FBP. Os resultados obtidos através dos experimentos reali-

zados pelo método proposto e por técnicas locais de filtragem (Hanning e Butterworth)

mostram que o método proposto apresenta melhores valores de medida SNR. Isso ocorre

porque a média e variância estimada de cada pixel no método apresentado é mais preciso

comparado com aquele estimado por uma janela local.

No trabalho de (Wang et al., 2006) é proposto um método de restauração do sinograma

ruidoso através da aplicação do critério Penalized Weighted Least-Squares (PWLS) sobre

os coeficientes wavelets em diferentes ńıveis de resolução. O objetivo é estender o critério

PWLS de escala única para uma análise multiescala, já que os coeficientes wavelets em

baixos ńıveis de decomposição representam muito bem os componentes de rúıdo. PWLS

é um critério fortemente dependente da relação variância e média dos dados, tal que sua

função de custo utiliza informações de penalidade e peso adaptativos conforme o ńıvel de

decomposição da imagem pela transformada Wavelet. Após a aplicação do critério PWLS

em todos os ńıveis de decomposição, os coeficientes estimados são reconstrúıdos através

da transformada inversa de Wavelet, resultando no sinograma estimado, o qual é recons-

trúıdo através do algoritmo FBP. Os pesquisadores simularam o sinograma tomográfico

ruidoso após a transformação logaŕıtmica e calibração do sistema ocorridos no domı́nio
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da transformada de Radon. Assim, assumiram que as propriedades do rúıdo seguem uma

distribuição Gaussiana dependente de sinal. Em seus resultados, obtiveram imagens com

boas resoluções, melhores se comparadas as imagens obtidas por metodologias que adotam

filtros lineares e não lineares, e PWLS de escala única.

No trabalho de (Laia et al., 2008), o método de atenuação de rúıdo em projeções to-

mográficas para estudo em ciência dos solos foi dividido em duas etapas. As projeções

obtidas por tomógrafos da EMBRAPA, foram primeiramente filtradas por uma versão

estendida do filtro de Kalman, nas quais foram analisadas unidimensionalmente. Após,

as projeções estimadas foram reconstrúıdas por FBP. A imagem resultante do processo de

reconstrução foi processada pela segunda etapa de atenuação de rúıdo, no qual foi aplicada

a transformada Wavelet de Haar em quadrantes da imagem usando funções passa-baixa

e passa-alta, com o intuito de preservar detalhes e bordas. Como conclusão, a metodolo-

gia proposta atingiu melhores resultados ao combinar as duas etapas se comparados aos

resultados aplicando cada etapa separadamente.

No trabalho de (Manduca et al., 2009), foi aplicado um método de filtragem sobre

as projeções tomográficas antes do processo de calibração do sistema, ou seja, os dados

obtidos representam a contagem de fótons pelos detectores antes de qualquer processo de

transformação, os quais apresentam rúıdo de distribuição Poisson. O método consiste em

aplicar o filtro bilateral no espaço das projeções tomográficas, configurando empiricamente

os parâmetros da técnica na realização de experimentos utilizando dados de projeções to-

mográficas extráıdos de TCs comerciais. A reconstrução das projeções foi realizada com

kernels utilizados pelos mesmos TCs (B10f, B20f, B30f, B40f, B50f), e os resultados fo-

ram significativos comparados ao método utilizado pelos TCs mencionados, apresentando

melhor resolução de imagem ao atenuar o rúıdo.

No trabalho de (Zhang et al., 2010) é apresentado um método para remoção de rúıdo

Gaussiano não estacionário no sinograma, assim como o trabalho de (Wang et al., 2006).

De acordo com estudos realizados sobre o histograma de um sinograma ruidoso, chegaram

à conclusão de que há pontos isolados que não demonstram as propriedades estat́ısticas

citadas. Então, para que o rúıdo do sinograma seja mais aproximado de uma distribuição

Gaussiana, foram localizados os pontos isolados através de um critério de limiarização

que utiliza informações do ńıvel de intensidade do próprio pixel, de pixels vizinhos, e

média dos pixels vizinhos. Os ńıveis de intensidade dos pontos isolados são atualizados

através do filtro da média de janela de dimensão 3 x 3. Após a atualização dos dados

do sinograma, é realizado o processo de filtragem através da segmentação do sinograma

em blocos, de forma que os ńıveis de intensidade tenham valores semelhantes. Um peso

relacionado ao grau de suavização é atribúıdo a cada bloco conforme o ńıvel de intensidade
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dos pixels. O objetivo é realizar um processo de filtragem adaptativo de forma que regiões

ruidosas sejam mais atenuadas do que regiões homogêneas. Os resultados obtidos foram

comparados com o método PWLS multiescala proposto no trabalho de (Wang et al.,

2006), através de medidas de SNR, comprovando que o método proposto nesse trabalho é

superior ao PWLS multiescala. Isso provavelmente ocorre pelo uso de um parâmetro de

suavização fixo em Wavelet, assim causando muita atenuação em estruturas importantes

e removendo o rúıdo, ou preservando estruturas importantes e não atenuando o rúıdo

suficientemente.

No trabalho de (Ribeiro, 2010) foi proposto um conjunto de técnicas para filtragem das

projeções tomográficas afetadas por rúıdo Poisson. As técnicas utilizadas foram o estima-

dor MAP, filtro de Wiener pontual e FIR, e limiarização dos coeficientes wavelets. Todas

essas técnicas atuaram de forma 1D no sinograma, ou seja, cada projeção foi processada e

estimada separadamente. Com o estimador MAP foram experimentadas algumas funções

densidade de probabilidade utilizadas como informação a priori ao estimador, como a

densidade Gaussiana, Gama, Beta, Log-Normal, Nakagami, Gaussiana inversa, Weibull,

Chi-Quadrado, Exponencial, e Rayleigh. Já o filtro de Wiener foi aplicado no domı́nio de

Anscombe, assim como a limiarização dos coeficientes wavelets, o qual foi experimentada

algumas funções base como Haar, Daubechies, Symlets e Coiflets. Já as técnicas de limi-

arização aplicadas aos coeficientes wavelets foram o Universal threshold, SURE threshold,

Oracle threshold, e Minimax threshold. Os experimentos foram realizados em phantoms da

EMBRAPA compostos por materiais como água, ar, plexiglass, alumı́nio e madeira, além

do uso do phantom simulado de Shepp-Logan. Os phantoms foram classificados como

homogêneo, simétrico, assimétrico, madeira 1, madeira 2, e Shepp-Logan. Não houve

predominância de uma técnica com relação aos resultados obtidos nos variados tipos de

phantoms. A aplicação da transformada Wavelet retornou bons resultados em phantoms

com estruturas mais homogêneas, pois a mesma causou uma suavização excessiva nos

pixels de alto ńıvel de intensidade, assim estruturas com muitos detalhes são prejudicadas

com a perda de informações relevantes. Em outros phantoms como o simétrico e assimé-

trico, o filtro de Wiener pontual apresentou bons resultados, sempre superiores ao filtro

de Wiener FIR, e seguido de perto pelo estimador MAP.

Já o trabalho de (Huang et al., 2011) consiste na filtragem do rúıdo no domı́nio da ima-

gem reconstrúıda utilizando uma otimização do algoritmo NLM. Os pesos utilizados nesse

algoritmo, responsáveis por ponderar a similaridade entre um pixel qualquer e o pixel a

ser estimado, são calculados utilizando informações de outra imagem estimada através da

filtragem de suas respectivas projeções pela técnica BM3D no domı́nio de Anscombe e re-

constrúıda com FBP. Como resultado, o trabalho apresenta algumas melhorias na medida
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PSNR comparado a algumas técnicas como filtro bilateral e BM3D aplicadas somente no

domı́nio das projeções, e NLM aplicada somente no domı́nio da imagem reconstrúıda.

No trabalho de (Shtok et al., 2011) foi apresentado um método de atenuação do rúıdo

Poisson em sinogramas através da abordagem de aprendizado por dicionário. O método

denominado Sparsity-Based Sinogram Denoising (SSD) consiste em aplicar o modelo es-

tat́ıstico do rúıdo do sinograma para a redução do rúıdo com base na esparsidade do

dicionário aprendido. O dicionário é aprendido utilizando sinogramas de imagens referên-

cias de alta qualidade, nas quais foram aplicadas rúıdo Poisson. O objetivo é atualizar os

átomos do dicionário (patches do sinograma) de acordo com uma função de minimização

de erro entre uma posśıvel imagem estimada e a imagem referência. O algoritmo escolhido

para a reconstrução da imagem foi o FBP. Os resultados experimentais apresentaram uma

medida de SNR de 25,42 dB como melhor resultado.

No trabalho de (Mejia et al., 2014) é apresentado um método para remoção de rúıdo

Poisson em sinogramas PET (Positron Emission Tomography). Esse tipo de tomógrafo

costuma apresentar uma menor taxa de contagem de fótons se comparado a TC, portanto,

as imagens reconstrúıdas são constitúıdas por muito rúıdo. Com o objetivo de reduzir o

rúıdo e preservar detalhes de estruturas, os pesquisadores utilizaram uma abordagem

não local do filtro Total Variation combinado com o algoritmo SPIRAL proposto por

(Harmany et al., 2012), o qual contribui na reconstrução mais precisa de uma imagem a

partir de medidas limitadas de fótons. Os resultados de seus experimentos com quatro

phantoms simulados, demonstraram uma melhora na medida de PSNR e na qualidade

visual da imagem reconstrúıda.

4.3 Filtragem de rúıdo utilizando Curvelet, Contourlet e

Shearlet

No trabalho de (Chen et al., 2010), foram exploradas as informações de coeficientes

vizinhos (mesma sub-banda) para estimar um limiar adequado a ser utilizado em um

processo de hard-thresholding. O método de estimação consiste em calcular a média

da vizinhança de cada coeficiente (janela de dimensão 3 x 3 ou 5 x 5) e aplicar essas

informações na Equação 4.1,

T (j, l,m, n) =

(
1− C̃mean(j, l,m, n)− emean(j, l)

C̃mean(j, l,m, n)−Mmean(j, l)

)
kεj,lσ (4.1)
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Onde C̃mean(j, l,m, n) é a média da vizinhança de cada coeficiente na escala j, direção

l e posição m e n, emean(j, l) é a média dos valores de C̃mean(j, l,m, n), Mmean(j, l) é o valor

mı́nimo de C̃mean(j, l,m, n), εj,l é a distribuição média de energia do rúıdo no coeficiente

shearlet, σ é o desvio padrão do rúıdo, e k é uma constante definida como k = 3 ou k = 4

em diferentes escalas. Os resultados obtidos neste trabalho são interessantes, alcançando

PSNR = 34,87 em um segmento da imagem ”Lena”, porém visualmente percebem-se

alguns artefatos. O trabalho também não menciona como o σ é estimado.

No trabalho de (Guo et al., 2013), é realizada a atenuação de rúıdo Speckle em imagens

de tomografia de coerência óptica do coração. Primeiramente é realizada a transformação

logaŕıtmica para transformação do rúıdo, obtendo-se um modelo de rúıdo Gaussiano adi-

tivo. Após, é aplicada a transformada Contourlet para decomposição do sinal. O método

utilizado para limiarização dos coeficientes consiste em primeiramente explorar a relação

entre coeficientes primos, ou seja, coeficientes de mesma escala e localização espacial,

mas de direções distintas. A relação desses coeficientes é modelada utilizando uma regra

bayesiana. O desvio padrão desses coeficientes são estimados e utilizados como parâmetro

para determinação do respectivo coeficiente livre de rúıdo. Os resultados apresentados

demonstram uma boa qualidade visual.

No trabalho de (Anbouhi e Ghofrani, 2014), é utilizado uma adaptação ao método

BayesShrink para limiarização dos coeficientes no domı́nio da transformada Contourlet.

Imagens de satélite afetadas por rúıdo Speckle são utilizadas nos experimentos. Portanto,

primeiramente é realizada a transformação logaŕıtmica para estabilização da variância do

rúıdo, obtendo um modelo de rúıdo Gaussiano aditivo. Como observado, a metodologia

aplicada utiliza BayesShrink para determinar os limiares adequados para cada sub-banda.

Então, o limiar é determinado através da razão entre a variância do rúıdo nos coeficientes,

estimada pelo estimador robusto da mediana, e a variância dos coeficientes livre de rúıdo,

a qual é medida em uma sub-banda qualquer. Neste trabalho, os pesquisadores ponderam

o valor do limiar encontrado por um fator α que é calculado utilizando a informação de

escala e orientação. Após, soft-thresholding é aplicado, obtendo os novos coeficientes.

Por fim, as transformações inversas são aplicadas e a imagem é estimada. Os resultados

apresentam boa atenuação de rúıdo e preservação de bordas.

No trabalho de (Thakur et al., 2015), é proposta uma metodologia h́ıbrida para filtra-

gem de rúıdo Gaussiano. Primeiramente é aplicada a transformada Shearlet para decom-

posição da imagem. Em seguida, é aplicado um critério de limiarização dos coeficientes

de detalhes (alta frequência). Além disso, também é aplicado o filtro bilateral nos coefici-

entes de aproximação (baixa frequência) com o objetivo de eliminar o rúıdo restante. Os

resultados foram avaliados através da medida PSNR, em que alcançou resultados satisfa-
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tórios, como por exemplo, PSNR = 30,78 na imagem ”Lena”com rúıdo Gaussiano de σ =

30. O trabalho não apresenta o método de estimação do limiar utilizado.

No trabalho de (Gupta et al., 2015) é utilizado o conceito de cycle spinning, em que

são realizados deslocamentos circulares na imagem ruidosa. Cada cópia da imagem obtida

após o deslocamento é decomposta pela transformada Shearlet. Os coeficientes de detalhes

obtidos são limiarizados por hard-thresholding, enquanto os coeficientes de aproximação

são processados através de um modelo de difusão não linear. A transformada inversa é

aplicada para todos os coeficientes e várias cópias da imagem são estimadas, representando

cada deslocamento. Cada imagem estimada é deslocada para posição de origem e a

imagem final é obtida através da média entre essas imagens. Este método é aplicado

a rúıdo Gaussiano aditivo e adaptado a rúıdo Speckle, como é proposto no trabalho.

Os resultados obtidos são muito satisfatórios, apresentando nas imagens estimadas, boa

qualidade visual, além de altos ı́ndices SSIM e PSNR.

No trabalho de (Jomaa et al., 2016), é explorada a capacidade das wavelets e curvelets

em garantir boa representação isotrópica e anisotrópica, respectivamente. Uma imagem de

um animal obtida por um PET (Positron Emission Tomography, afetada por rúıdo misto

(Poisson + Gaussian), primeiramente tem o rúıdo transformado pela transformada de

Anscombe, estabilizando a variância do rúıdo Poisson. Após, essa imagem é decomposta

pela transformada Wavelet e transformada Curvelet. Os coeficientes de detalhes wavelets

são processados pelo filtro NLM. Já os coeficientes curvelets são limiarizados em um

processo de soft-thresholding. Os coeficientes estimados passam por um processo de fusão,

e assim a imagem final é estimada. O trabalho não deixa claro como a fusão dos coeficientes

é realizada e também não discrimina o processo de limiarização.
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5
Metodologia e Experimentos

5.1 Considerações Iniciais

Há muitos anos, pesquisadores têm trabalhado em soluções para o tratamento de

rúıdo em sinais. No caso das imagens digitais, caracterizadas por serem bidimensionais

ou tridimensionais, há a preocupação em manter informações geométricas importantes

como os contornos (bordas) pertencentes a um determinado objeto. O rúıdo e a borda

possuem uma caracteŕıstica semelhante, ambos são representados por componentes de

alta frequência no respectivo sinal, pois ao analisar o sinal no domı́nio do espaço, pode-se

notar uma variação abrupta entre os ńıveis de cinza, caracterizando uma grande oscilação

do sinal.

Uma forma de atenuar o rúıdo é na aplicação de filtros que possam reduzir as altas

frequências do sinal. Porém, essa operação também reduzirá componentes de frequência

pertencentes a bordas, causando um efeito de borramento na imagem, dificultando a

interpretação de informações relevantes. Então, para atenuar o rúıdo com mais precisão,

é necessário conhecer algumas propriedades do rúıdo como a sua distribuição estat́ıstica,

ou, pelo menos, média e variância. Aplicando essas informações no algoritmo de filtragem,

é posśıvel, de certa forma, distinguir os componentes ruidosos em relação aos outros

componentes, minimizando a perda de informações importantes.
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Em Wavelet, o processo de filtragem de rúıdo pode ser realizado através da limiarização

dos coeficientes após a decomposição do sinal. O processo de limiarização é viável devido à

esparsidade dos coeficientes. Isso indica que os pequenos coeficientes são muito carregados

com informações de rúıdo e os coeficientes maiores são mais carregados com informações

do sinal. Portanto, ao aplicar um limiar adequado em uma operação de hard-thresholding

ou soft-thresholding, pequenos coeficientes são anulados, eliminando boa parte do rúıdo.

Então, o grande problema aqui seria determinar o limiar adequado. Para isso, há técnicas

que estimam o limiar com base em informações do sinal e rúıdo (variância), tais como: (i)

Universal threshold ; (ii) Stein’s Unbiased Risk Estimator (SURE) threshold ; (iii) Oracle

threshold ; (iv) Minimax threshold. A definição de cada uma dessas técnicas pode ser vista

no Apêndice B.

Apesar da transformada Wavelet ser ótima para análise de sinais unidimensionais,

o seu conceito aplicado a imagens digitais (wavelets ortogonais) não tem sido satisfató-

rio da mesma forma. Isso é devido à limitação de informações direcionais carregadas

pelas wavelets. Como as imagens digitais são sinais bidimensionais ou tridimensionais,

as mesmas são compostas por muitas informações geométricas que definem os contornos

dos objetos ilustrados. Então, para realizar uma melhor análise e reconstrução de sinais

multidimensionais, as wavelets anisotrópicas foram desenvolvidas.

Como mencionado no Caṕıtulo 3, as wavelets anisotrópicas realizam análises multies-

cala e multidirecional sobre o sinal multidimensional, fornecendo uma grande quantidade

de informações, ou seja, uma maior quantidade de sub-bandas (cortes de frequência) e

coeficientes se comparadas às wavelets ortogonais. Portanto, acredita-se que o uso das

wavelets anisotrópicas possa trazer resultados superiores às wavelets ortogonais em um

processo de limiarização de coeficientes para atenuação de rúıdo, já que os sinogramas

utilizados nesse trabalho apresentam estruturas anisotrópicas. A seção seguinte descreve

a metodologia utilizada nesse trabalho para atenuação do rúıdo Poisson em sinogramas

tomográficos em condições de baixa contagem de fótons.

5.2 Metodologia Proposta

A metodologia proposta neste trabalho realiza a atenuação do rúıdo Poisson em si-

nogramas tomográficos em condições de baixa contagem de fótons (onde o ńıvel de rúıdo

é mais intenso), fazendo uso de algumas das principais wavelets anisotrópicas (curvelets,

contourlets, shearlets), as quais são estudadas pela comunidade cient́ıfica, porém, pouco

aplicadas a essa problemática. O objetivo é demonstrar que a metodologia proposta é

competitiva com o estado da arte, onde se utiliza o filtro BM3D (Apêndice A.3). Além do
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BM3D, os resultados obtidos também serão comparados a outras técnicas importantes,

tais como o NLM (Apêndice A.2), filtro de Wiener Pontual (Apêndice A.1) e as wavelets

ortogonais.

Devido às condições de baixa contagem de fótons, o rúıdo presente no sinograma é

caracterizado por uma distribuição de Poisson e dependente de sinal. Por ser dependente

de sinal, torna-se complexa a estimação dos parâmetros de rúıdo, já que a variância de cada

componente do sinal é igual à sua respectiva média, sendo a média o valor do componente

de sinal livre de rúıdo a ser estimado. Para solucionar este problema, antes de qualquer

processo de filtragem, pode ser aplicada ao sinal ruidoso a transformada de Anscombe

(Apêndice C), responsável por estabilizar a variância do rúıdo Poisson, resultando em

um sinal com rúıdo aditivo de distribuição Gaussiana com média igual a zero e variância

aproximadamente unitária em todo o sinal. Após a transformação do rúıdo, técnicas

para atenuação de rúıdo Gaussiano podem ser aplicadas, como as técnicas mencionadas

anteriormente.

Ao realizar os primeiros experimentos com as wavelets anisotrópicas, onde foi medida

a variância do rúıdo resultante da subtração de duas sub-bandas, xi,j e yi,j, sendo x uma

sub-banda do sinograma de 20 segundos (pouco rúıdo), y uma sub-banda do sinograma

de 3 segundos (ruidoso), i representando a informação de escala e j representando a

informação de orientação, pôde-se notar que a variância do rúıdo que deveria ser apro-

ximadamente unitária e constante em todo sinal devido à aplicação da transformada de

Anscombe, agora é impreviśıvel e variável, assim caracterizando uma desvantagem, já que

a variância do rúıdo é uma informação importante no processo de filtragem do rúıdo. A

Figura 5.2 ilustra histogramas do rúıdo medido em algumas sub-bandas.

Uma forma de resolver esse problema é utilizar técnicas para estimação dos parâmetros

de rúıdo. Starck e seus colegas (Starck et al., 2002) propuseram estimar a variância através

do estimador robusto da mediana dos coeficientes gerados pela transformada Curvelet de

uma simulação Monte-Carlo. Teoricamente, algumas imagens ruidosas são necessárias

para análise Monte-Carlo, mas na prática, com o objetivo de alcançar maior desempenho,

pode ser utilizado como parâmetro um sinal gaussiano simulado. Para atenuação do rúıdo,

foi realizado um processo de hard-thresholding com a seguinte regra:

ŷλ =

{
yλ, |yλ| ≥ kσ̃λ

0, |yλ| < kσ̃λ
(5.1)

Onde ŷλ é o coeficiente estimado, yλ é o coeficiente ruidoso, σ̃λ é o desvio padrão esti-

mado, e k é uma constante determinada empiricamente de valores k = 4 para sub-bandas
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da primeira escala e k = 3 para sub-bandas de outras escalas. Esta metodologia foi

experimentada nesse trabalho estendendo também às outras wavelets propostas.

Retornando ao problema de estimação da variância do rúıdo nos coeficientes, não pa-

rece consistente utilizar como parâmetro um sinal gaussiano simulado que não tem relação

com o sinal ruidoso analisado. Portanto, com o objetivo de utilizar melhor os parâmetros

de rúıdo fornecidos pela transforma de Anscombe e gerar componentes de rúıdo aproxi-

mados e relacionados com o sinograma ruidoso, foi proposta neste trabalho a aplicação

de filtros como o NLM, BM3D e Wiener pontual, em uma etapa de pré-processamento.

A metodologia consiste em sete etapas. A primeira etapa realiza a transformação e

estabilização do rúıdo Poisson pela transformada de Anscombe. A segunda etapa, como

mencionado no parágrafo anterior, realiza um processo de pré-filtragem utilizando os pa-

râmetros de rúıdo obtidos após a transformação do rúıdo (µ = 0, σ2 = 1). Ao obter o

sinograma pré-estimado, o mesmo é subtráıdo do sinograma ruidoso para obter os compo-

nentes de rúıdo aproximados. A terceira etapa consiste em decompor os componentes de

rúıdo pré-estimados com alguma das wavelets anisotrópicas e aplicar o estimador robusto

da mediana para estimar os parâmetros de rúıdo em cada sub-banda. A quarta etapa

realiza a decomposição do sinograma ruidoso com a respectiva wavelet anisotrópica utili-

zada na etapa 3. A quinta etapa efetua a limiarização dos coeficientes utilizando a regra

determinada na Equação 5.1. A sexta etapa realiza a transformação inversa dos coefi-

cientes estimados (reconstrução dos coeficientes), e em seguida, a transformação inversa

de Anscombe pela técnica Exact Unbiased Inverse. E por fim, a sétima etapa realiza a

reconstrução da imagem através da técnica POCS Paralelo (phantoms da EMBRAPA)

ou FBP (phantom de Shepp-Logan), utilizando como parâmetro o sinograma estimado na

etapa anterior. A Figura 5.1 apresenta o diagrama que representa a metodologia proposta.

5.3 Experimentos

Para realizar os experimentos com a metodologia proposta, foram utilizados seis sino-

gramas, cinco deles coletados por um mini-tomógrafo da EMBRAPA:

• Assimétrico: Constrúıdo através de uma estrutura ciĺındrica de plexiglass com dez

furos de diâmetros diferentes em seu interior. O objetivo deste phantom é poder

analisar o impacto das técnicas de filtragem na resolução dos furos, podendo ocorrer

a omissão dos furos menores. A resolução espacial deste phantom é de dimensão

50x50.
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Figura 5.1: Metodologia proposta.

• Simétrico: Semelhante ao assimétrico, o phantom simétrico é composto por uma es-

trutura ciĺındrica de plexiglass, mas com quatro furos, dois paralelos horizontalmente

preenchidos com alumı́nio e dois paralelos verticalmente com ar em seu interior. O

alumı́nio possui um coeficiente de atenuação diferente do plexiglass, gerando taxas

de contagem de fótons menores quando há incidência dos raios-X sobre o mesmo.

Portanto, o sinograma gerado através deste phantom apresenta uma maior variação

de taxas de contagem de fótons. O conjunto de projeções obtidas tem resolução

espacial de dimensão 79x79.

• Homogêneo: Phantom composto por uma estrutura ciĺındrica de plexiglass com

água em seu interior. O conjunto de projeções possui dimensão de 79x79, onde
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Caṕıtulo 5. Metodologia e Experimentos

foram obtidas 79 projeções. O objetivo é poder analisar o impacto das técnicas de

filtragem em um phantom sem estrutura interna.

• Madeira 1: Com o objetivo de simular situações reais, este phantom é composto

por uma peça de madeira com poucos detalhes em seu interior. A resolução espacial

deste phantom é de dimensão 76x76.

• Madeira 2: Semelhante ao anterior, este phantom é composto por uma peça de

madeira retangular com diferentes ńıveis de atenuação em sua estrutura interna. O

conjunto de projeções deste phantom é de dimensão 61x61.

O sexto sinograma simulado pelo software MATLAB:

• Shepp-Logan: Desenvolvido por Larry A. Shepp e Benjamin F. Logan (Shepp e

Logan, 1974), este phantom representa o modelo de uma cabeça humana, utilizado

principalmente em experimentos que envolve reconstruções de imagens tomográficas.

Seu uso neste trabalho tem o objetivo de avaliar o comportamento dos métodos

propostos em uma imagem médica. A resolução espacial do conjuntos de projeções

é de dimensão 128x128.

Cada sinograma foi simulado em condições de alta e baixa contagem de fótons, onde os

phantoms foram expostos aos raios-X pelos tempos de 20 segundos e 3 segundos por amos-

tra de projeção, respectivamente. A Figura 5.3 ilustra os sinogramas e suas respectivas

imagens reconstrúıdas pela técnica POCS Paralelo.

Os experimentos deste trabalho foram realizados de 16 formas diferentes, variando o

uso de técnicas de filtragem no pré-processamento e processamento na metodologia pro-

posta, e também aplicando as mesmas técnicas isoladamente para efeito de comparação.

A Tabela 5.1 apresenta a organização destes experimentos.

Alguns parâmetros utilizados em algumas técnicas foram definidos empiricamente, e

são listados a seguir:

• Non Local Means: Dimensão da janela de vizinhança: 3 x 3; Dimensão da janela

de pesquisa: 5 x 5.

• Filtro de Wiener: Dimensão da janela de vizinhança: 3 x 3.

• Wavelet: Bases: Haar, Daubechies, Symlets, Coiflets ; Nı́vel de decomposição: 2;

• Curvelet: Nı́vel de decomposição (escala): Recomendado, por padrão, a escala:

(log2N)− 3, onde N é a dimensão do sinal (Starck et al., 2002).
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• Contourlet: Nı́vel de decomposição piramidal (escala): 3; Nı́vel de decomposição

direcional para cada ńıvel da pirâmide: [2, 3, 3]; Filtro para decomposição piramidal:

”9-7”; Filtro para decomposição direcional: ”PKVA”(Phoong et al., 1995).

• Shearlet: Nı́vel de decomposição piramidal (escala): 3; Nı́vel de decomposição

direcional para cada ńıvel da pirâmide: [2, 3, 3]; Filtro para decomposição piramidal:

”9-7”; Dimensão das matrizes de corte em cada escala: [30, 50, 50].

Pré-Processamento Processamento

Literatura

- Non Local Means

- BM3D

- Wiener Pontual

- Wavelets ortogonais hard-thresholding

- Curvelets hard-thresholding

- Contourlets hard-thresholding

- Shearlets hard-thresholding

Desenvolvida

Non Local Means Curvelets hard-thresholding

BM3D Curvelets hard-thresholding

Wiener Pontual Curvelets hard-thresholding

Non Local Means Contourlets hard-thresholding

BM3D Contourlets hard-thresholding

Wiener Pontual Contourlets hard-thresholding

Non Local Means Shearlets hard-thresholding

BM3D Shearlets hard-thresholding

Wiener Pontual Shearlets hard-thresholding

Tabela 5.1: Organização dos métodos aplicados nos experimentos. A fase de
pré-processamento corresponde à estimativa dos componentes de rúıdo e
sua variância.

5.4 Resultados

Os resultados apresentados aqui nesta seção são avaliados através das medidas SSIM e

PSNR, aplicadas às imagens reconstrúıdas. Neste caso, a imagem estimada é comparada
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 5.2: Histogramas do rúıdo antes e após a aplicação das wavelets anisotrópicas.
(a) Cameraman (sem rúıdo); (b) Cameraman (com rúıdo); (c) Histograma
do rúıdo; (d) Histograma do rúıdo após Curvelet; (e) Histograma do rúıdo
após Contourlet; (f) Histograma do rúıdo após Shearlet.

com a imagem reconstrúıda formada através do sinograma de 20 segundos de exposição aos

raios-X, sendo esta última considerada como imagem referência, devido ao baixo ńıvel de

rúıdo. Além destas medidas, também foi utilizada a função de transferência de modulação

(MTF - Modulation Transfer Function) para analisar a perda de resolução espacial em
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Figura 5.3: Sinogramas e imagens reconstrúıdas. Linhas de cima para baixo: sinogramas
Assimétrico, Simétrico, Madeira 1, Madeira 2, Homogêneo e Shepp-Logan.
Colunas da esquerda para direita: sinograma (20s), sinograma (3s), imagem
reconstrúıda (20s), imagem reconstrúıda (3s).

um dos furos do phantom assimétrico ao aplicar os métodos de filtragem. A Figura 5.5

ilustra o furo analisado por MTF.
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5.4.1 Assimétrico

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

(g) (h) (i) (j) (k) (l)

(m) (n) (o) (p) (q) (r)

Figura 5.4: Phantom Assimétrico. (a) Imagem referência (20s); (b) Imagem ruidosa
(3s); (c) NLM; (d) BM3D; (e) Wiener Pontual; (f) Wavelets ortogonais
[symlets, minimax]; (g) Curvelets HT; (h) Contourlets HT; (i) Shearlets HT;
(j) NLM, Curvelets HT; (k) BM3D, Curvelets; (l) Wiener Pontual, Curvelets
HT; (m) NLM, Contourlets HT; (n) BM3D, Contourlets HT; (o) Wiener
Pontual, Contourlets HT; (p) NLM, Shearlets HT; (q) BM3D, Shearlets
HT; (r) Wiener Pontual, Shearlets HT.

Avaliando as imagens da Figura 5.4, percebe-se que há forte atenuação das bordas

de cada circunferência em quase todos os casos, com exceção das imagens j e l, onde

foram utilizados os filtros NLM e Wiener Pontual na etapa de pré-processamento seguido

da limiarização dos coeficientes curvelets. Porém, nessas mesmas imagens houve baixa

atenuação de rúıdo.

Visualmente, as imagens c, d, h, i, p, q e r apresentam melhores resultados com relação

a atenuação de rúıdo, porém, nitidamente se observa forte atenuação nas bordas dos furos

encontrados neste phantom. Isso ocorre principalmente nos pequenos furos, onde suas

informações são praticamente perdidas.
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SSIM PSNR

Metodologia Rúıdo 0,8509 24,2681

Literatura

Non Local Means 0,9046 28,343

BM3D 0,9175 29,666

Wiener Pontual 0,8946 27,2602

Wavelets hard-thresholding 0,8893 27,6872

Curvelets hard-thresholding 0,8659 26,2846

Contourlets hard-thresholding 0,9152 28,5849

Shearlets hard-thresholding 0,9173 29,2717

Desenvolvida

Non Local Means, Curvelets hard-thresholding 0,8619 23,6347

BM3D, Curvelets hard-thresholding 0,8820 24,8839

Wiener Pontual, Curvelets hard-thresholding 0,8553 24,3515

Non Local Means, Contourlets hard-thresholding 0,9079 28,6397

BM3D, Contourlets hard-thresholding 0,9086 28,8022

Wiener Pontual, Contourlets hard-thresholding 0,8959 27,1848

Non Local Means, Shearlets hard-thresholding 0,9167 28,8807

BM3D, Shearlets hard-thresholding 0,9185 29,1454

Wiener Pontual, Shearlets hard-thresholding 0,9142 28,2365

Tabela 5.2: Resultados obtidos com o phantom Assimétrico.

A Tabela 5.2 apresenta os mesmos resultados em termos de SSIM e PSNR. O SSIM

(que avalia a qualidade da imagem com relação ao sistema visual humano em uma escala

de -1 a 1, sendo 1 a equivalência entre as imagens comparadas) com melhor resultado,

0, 9185, ocorreu ao utilizar o filtro BM3D na etapa de pré-processamento seguido da

limiarização dos coeficientes shearlets. Observa-se que a aplicação isolada das respecti-

vas técnicas, limiarização dos coeficientes shearlets (SSIM = 0, 9173) e BM3D (SSIM =

0, 9175) obtiveram resultados próximos, indicando que o uso das mesmas conjuntamente

trouxe um pequeno ganho nesse ı́ndice de avaliação. Já para o ı́ndice PSNR, o qual avalia

a relação entre a energia máxima do sinal com o rúıdo em decibéis, o melhor resultado foi

obtido na aplicação isolada do filtro BM3D.

Observando as imagens correspondentes aos resultados mencionados no parágrafo an-

terior (c, d, h, i, p, q e r da Figura 5.4), percebe-se que os ı́ndices de avaliação da qualidade

da imagem da Tabela 5.2 apresentam resultados próximos, o que dificulta determinar qual
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método proporciona melhor equiĺıbrio com relação a atenuação de rúıdo e borramento da

imagem. Portanto, para uma análise mais precisa, a seguir é apresentada uma análise

MTF de cada método aplicado, ilustrando através de gráficos a curva de atenuação de

altas frequências, além de uma medida de soma dos componentes MTF da imagem re-

ferência e da imagem estimada, avaliadas como um percentual de perda de resolução

espacial.

Figura 5.5: Perfil radiométrico utilizado na análise MTF.

MTF PR (%)
Metodologia Referência 4,9041 -

Literatura

Non Local Means 4,4619 9,0161
BM3D 3,7430 23,6758
Wiener Pontual 4,1649 15,0714
Wavelets hard-thresholding 4,0265 17,8938
Curvelets hard-thresholding 4,3004 12,3102
Contourlets hard-thresholding 3,7579 23,3721
Shearlets hard-thresholding 3,7799 22,9222

Desenvolvida

Non Local Means, Curvelets hard-thresholding 4,5623 6,9689
BM3D, Curvelets hard-thresholding 4,6549 5,0813
Wiener Pontual, Curvelets hard-thresholding 4,7725 2,6825
Non Local Means, Contourlets hard-thresholding 4,0404 17,6119
BM3D, Contourlets hard-thresholding 4,0316 17,7912
Wiener Pontual, Contourlets hard-thresholding 4,2763 12,8008
Non Local Means, Shearlets hard-thresholding 3,7346 23,8467
BM3D, Shearlets hard-thresholding 3,7758 23,0065
Wiener Pontual, Shearlets hard-thresholding 3,9038 20,3972

Tabela 5.3: Resultados MTF. A coluna ”MTF”apresenta a soma dos componentes MTF.
Já a coluna ”PR (%)”apresenta o percentual da diferença entre os compo-
nentes MTF da imagem referência e imagem estimada.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figura 5.6: MTF do Phantom Assimétrico (Parte 1). A linha azul indica a curva MTF
da imagem referência e a linha vermelha a curva MTF da imagem estimada.
(a) NLM; (b) BM3D; (c) Wiener Pontual; (d) Wavelets ortogonais [symlets,
minimax]; (e) Curvelets HT; (f) Contourlets HT; (g) Shearlets HT; (h) NLM,
Curvelets HT; (i) BM3D, Curvelets;
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g)

Figura 5.7: MTF do Phantom Assimétrico (Parte 2). A linha azul indica a curva MTF
da imagem referência e a linha vermelha a curva MTF da imagem estimada.
(a) Wiener Pontual, Curvelets HT; (b) NLM, Contourlets HT; (c) BM3D,
Contourlets HT; (d) Wiener Pontual, Contourlets HT; (e) NLM, Shearlets
HT; (f) BM3D, Shearlets HT; (g) Wiener Pontual, Shearlets HT.

De acordo com a análise MTF efetuada e ilustrada nas Figuras 5.6 e 5.7, ficou claro

através da curva vermelha que os métodos aplicados proporcionaram grande atenuação de

altas frequências, caracterizando o borramento da imagem. Agora, ao observar os resulta-
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dos apresentados na Tabela 5.3, dentre as imagens mencionadas no parágrafo anterior (c,

d, h, i, p, q e r da Figura 5.4), o método NLM aplicado isoladamente foi o que apresentou

maior aproximação com relação a resolução espacial no segundo furo do phantom com

9, 0161% de diferença na soma dos componentes MTF. Este resultado fica ainda mais

claro ao observar os gráficos da Figura 5.8, que ilustram a relação SSIM x MTF (5.8a) e

PSNR x MTF (5.8b) entre os métodos mencionados. O ponto que representa NLM é o

mais distante da origem, o que indica neste caso, que é o método que demonstrou ter o

melhor equiĺıbrio entre atenuação de rúıdo e preservação de bordas para o phantom assi-

métrico. Outros métodos obtiveram resultados semelhantes, onde a aplicação de shearlets

precedida do filtro de Wiener, resultou em uma variação de 20, 3972%, caracterizando o

segundo melhor resultado.

(a)

(b)

Figura 5.8: Gráficos que ilustram o comportamento dos métodos que mais atenuaram
rúıdo na relação SSIM x MTF e PSNR x MTF. (a) SSIM x MTF. (b) PSNR
x MTF.
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5.4.2 Simétrico

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

(g) (h) (i) (j) (k) (l)

(m) (n) (o) (p) (q) (r)

Figura 5.9: Phantom Simétrico. (a) Imagem referência (20s); (b) Imagem ruidosa (3s);
(c) NLM; (d) BM3D; (e) Wiener Pontual; (f) Wavelets ortogonais [sym-
lets, universal]; (g) Curvelets HT; (h) Contourlets HT; (i) Shearlets HT; (j)
NLM, Curvelets HT; (k) BM3D, Curvelets; (l) Wiener Pontual, Curvelets
HT; (m) NLM, Contourlets HT; (n) BM3D, Contourlets HT; (o) Wiener
Pontual, Contourlets HT; (p) NLM, Shearlets HT; (q) BM3D, Shearlets
HT; (r) Wiener Pontual, Shearlets HT.

Observando as imagens da Figura 5.9, notam-se alguns resultados satisfatórios onde

há um equiĺıbrio entre a atenuação do rúıdo e a preservação de bordas: é o caso das

imagens c, d, p, q e r. A imagem c e d foram estimadas ao aplicar isoladamente os filtros

NLM e BM3D, respectivamente. As imagens p, q e r foram estimadas ao limiarizar os

coeficientes shearlets precedida do pré-processamento onde foi aplicado os filtros NLM,

BM3D e Wiener Pontual para uma pré-estimativa do ńıvel de rúıdo. Nos casos restantes

houve baixa atenuação de rúıdo ou forte atenuação de bordas ou a presença de artefatos.
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SSIM PSNR

Metodologia Rúıdo 0,8009 27,5111

Literatura

Non Local Means 0,9526 34,3486

BM3D 0,9520 33,2645

Wiener Pontual 0,8734 29,1356

Wavelets hard-thresholding 0,9302 32,9842

Curvelets hard-thresholding 0,8794 30,1818

Contourlets hard-thresholding 0,9518 34,5719

Shearlets hard-thresholding 0,9325 32,2699

Desenvolvida

Non Local Means, Curvelets hard-thresholding 0,8039 27,6443

BM3D, Curvelets hard-thresholding 0,8027 27,5717

Wiener Pontual, Curvelets hard-thresholding 0,8015 27,5311

Non Local Means, Contourlets hard-thresholding 0,9188 31,7715

BM3D, Contourlets hard-thresholding 0,9299 32,2471

Wiener Pontual, Contourlets hard-thresholding 0,8626 29,3991

Non Local Means, Shearlets hard-thresholding 0,9232 31,5763

BM3D, Shearlets hard-thresholding 0,9264 31,7387

Wiener Pontual, Shearlets hard-thresholding 0,9367 32,6356

Tabela 5.4: Resultados obtidos com o phantom Simétrico.

Ao analisar os ı́ndices SSIM e PSNR na Tabela 5.4, nota-se que há concordância com

os melhores resultados apontados no parágrafo anterior, com exceção do caso em que se

aplica a limiarização dos coeficientes contourlets utilizando o método proposto por (Starck

et al., 2002) (SSIM = 0, 9518, PSNR = 34, 5719), onde houve boa atenuação do rúıdo,

porém com atenuação de bordas mais excessiva comparado aos casos mencionados.
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5.4.3 Homogêneo

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

(g) (h) (i) (j) (k) (l)

(m) (n) (o) (p) (q) (r)

Figura 5.10: Phantom Homogêneo. (a) Imagem referência (20s); (b) Imagem ruidosa
(3s); (c) NLM; (d) BM3D; (e) Wiener Pontual; (f) Wavelets ortogonais
[symlets, oracle]; (g) Curvelets HT; (h) Contourlets HT; (i) Shearlets HT;
(j) NLM, Curvelets HT; (k) BM3D, Curvelets; (l) Wiener Pontual, Cur-
velets HT; (m) NLM, Contourlets HT; (n) BM3D, Contourlets HT; (o)
Wiener Pontual, Contourlets HT; (p) NLM, Shearlets HT; (q) BM3D,
Shearlets HT; (r) Wiener Pontual, Shearlets HT.

Por não haver estrutura interna, o phantom homogêneo é o ideal para analisar o

impacto dos métodos de filtragem na atenuação do rúıdo. Observa-se pela Figura 5.10

que os métodos que melhor cumpriram este papel foram contourlets e shearlets utilizando

a metodologia de filtragem proposta por (Starck et al., 2002) (imagens h e i), seguido pelo

método proposto nesse trabalho, aplicando NLM e BM3D na etapa de pré-processamento,

seguido da limiarização dos coeficientes shearlets (imagens p e q). NLM e BM3D aplicados

de forma isolada também demonstraram resultados satisfatórios (imagens c e d).
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SSIM PSNR

Metodologia Rúıdo 0,4151 15,4691

Literatura

Non Local Means 0,6260 19,0007

BM3D 0,6577 19,1240

Wiener Pontual 0,5384 16,8469

Wavelets hard-thresholding 0,6285 19,2877

Curvelets hard-thresholding 0,5216 16,0119

Contourlets hard-thresholding 0,6429 18,2104

Shearlets hard-thresholding 0,6436 18,8825

Desenvolvida

Non Local Means, Curvelets hard-thresholding 0,4158 15,4850

BM3D, Curvelets hard-thresholding 0,4221 15,8037

Wiener Pontual, Curvelets hard-thresholding 0,4150 15,4844

Non Local Means, Contourlets hard-thresholding 0,5382 18,0692

BM3D, Contourlets hard-thresholding 0,5413 18,0519

Wiener Pontual, Contourlets hard-thresholding 0,5215 17,8311

Non Local Means, Shearlets hard-thresholding 0,6251 18,6874

BM3D, Shearlets hard-thresholding 0,6430 18,8730

Wiener Pontual, Shearlets hard-thresholding 0,5956 18,4230

Tabela 5.5: Resultados obtidos com o phantom Homogêneo.

Ao analisar os resultados da Tabela 5.5, percebe-se que não há concordância entre o

melhor resultado apontado na Figura 5.10 com os melhores ı́ndices SSIM e PSNR de-

monstrados aqui, correspondendo à aplicação isolada do filtro BM3D e à limiarização dos

coeficientes wavelets (imagens d e f). Isso pode ser explicado pelo fato da imagem refe-

rência (phantom de 20s) conter rúıdo, mesmo em um ńıvel muito inferior ao da imagem

ruidosa (phantom de 3s).
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5.4.4 Madeira 1

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

(g) (h) (i) (j) (k) (l)

(m) (n) (o) (p) (q) (r)

Figura 5.11: Phantom Madeira 1. (a) Imagem referência (20s); (b) Imagem ruidosa
(3s); (c) NLM; (d) BM3D; (e) Wiener Pontual; (f) Wavelets ortogonais
[symlets, minimax]; (g) Curvelets HT; (h) Contourlets HT; (i) Shearlets
HT; (j) NLM, Curvelets HT; (k) BM3D, Curvelets; (l) Wiener Pontual,
Curvelets HT; (m) NLM, Contourlets HT; (n) BM3D, Contourlets HT;
(o) Wiener Pontual, Contourlets HT; (p) NLM, Shearlets HT; (q) BM3D,
Shearlets HT; (r) Wiener Pontual, Shearlets HT.

Analisando as imagens estimadas para este phantom, ilustradas na Figura 5.11, nota-se

que os casos em que houve melhor preservação da estrutura interna e boa atenuação

de rúıdo foram utilizando os filtros BM3D e NLM isoladamente (imagens c e d) e a

limiarização dos coeficientes shearlets realizando a etapa de pré-processamento (imagem

p). Interessante analisar também que o método proposto (imagens j a r), onde é realizada

uma pré-estimativa do ńıvel de rúıdo, preservou um pouco mais a estrutura interna se

comparado ao método proposto por (Starck et al., 2002), o qual realizou uma simulação

Monte-Carlo para estimar o ńıvel de rúıdo nos coeficientes (imagens g, h e i).
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SSIM PSNR

Metodologia Rúıdo 0,9054 34,0798

Literatura

Non Local Means 0,9685 37,9934

BM3D 0,9702 38,7592

Wiener Pontual 0,9542 34,7379

Wavelets hard-thresholding 0,9450 36,4992

Curvelets hard-thresholding 0,9282 29,9890

Contourlets hard-thresholding 0,9638 37,9927

Shearlets hard-thresholding 0,9654 34,0898

Desenvolvida

Non Local Means, Curvelets hard-thresholding 0,9057 34,0898

BM3D, Curvelets hard-thresholding 0,9012 33,6862

Wiener Pontual, Curvelets hard-thresholding 0,9054 34,0782

Non Local Means, Contourlets hard-thresholding 0,9575 36,8936

BM3D, Contourlets hard-thresholding 0,9576 36,8803

Wiener Pontual, Contourlets hard-thresholding 0,9309 35,2244

Non Local Means, Shearlets hard-thresholding 0,9686 39,2294

BM3D, Shearlets hard-thresholding 0,9678 39,1958

Wiener Pontual, Shearlets hard-thresholding 0,9506 36,4603

Tabela 5.6: Resultados obtidos com o phantom Madeira 1.

A Tabela 5.6 mostra que os dois maiores ı́ndices PSNR foram utilizando o método

proposto, especificamente aplicando a transformada Shearlet para decomposição do sinal

(imagens p e q). Particularmente, a transformada Shearlet tem apresentado resultados

mais satisfatórios em relação às transformadas Curvelet e Contourlet. Outro método

que tem se destacado é o filtro BM3D que mais uma vez apresentou o maior ı́ndice

SSIM (0, 9702), contribuindo também na estimativa do ńıvel de rúıdo no domı́nio da

transformada Shearlet, principalmente.
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5.4.5 Madeira 2

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

(g) (h) (i) (j) (k) (l)

(m) (n) (o) (p) (q) (r)

Figura 5.12: Phantom Madeira 2. (a) Imagem referência (20s); (b) Imagem ruidosa
(3s); (c) NLM; (d) BM3D; (e) Wiener Pontual; (f) Wavelets ortogonais
[symlets, universal]; (g) Curvelets HT; (h) Contourlets HT; (i) Shearlets
HT; (j) NLM, Curvelets HT; (k) BM3D, Curvelets; (l) Wiener Pontual,
Curvelets HT; (m) NLM, Contourlets HT; (n) BM3D, Contourlets HT;
(o) Wiener Pontual, Contourlets HT; (p) NLM, Shearlets HT; (q) BM3D,
Shearlets HT; (r) Wiener Pontual, Shearlets HT.

Observando as imagens da Figura 5.12, percebe-se claramente que os melhores resul-

tados foram obtidos ao aplicar os filtros NLM e BM3D (imagens c e d). Outro resul-

tado próximo é ilustrado na imagem h, onde foi realizada a limiarização dos coeficientes

contourlets pelo método de (Starck et al., 2002). Porém, fica claro que os detalhes da

estrutura de madeira foram fortemente atenuados. Esta forte atenuação também ocorreu

nos phantoms anteriores apresentados.
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SSIM PSNR

Metodologia Rúıdo 0,6873 21,6643

Literatura

Non Local Means 0,9179 31,6143

BM3D 0,9241 31,4299

Wiener Pontual 0,6984 21,2014

Wavelets hard-thresholding 0,8895 29,5102

Curvelets hard-thresholding 0,6001 17,8230

Contourlets hard-thresholding 0,8861 30,3156

Shearlets hard-thresholding 0,7924 24,9268

Desenvolvida

Non Local Means, Curvelets hard-thresholding 0,6209 18,5865

BM3D, Curvelets hard-thresholding 0,6246 19,0638

Wiener Pontual, Curvelets hard-thresholding 0,6559 20,0047

Non Local Means, Contourlets hard-thresholding 0,9019 30,4123

BM3D, Contourlets hard-thresholding 0,9013 30,4601

Wiener Pontual, Contourlets hard-thresholding 0,8581 27,6516

Non Local Means, Shearlets hard-thresholding 0,8158 26,0701

BM3D, Shearlets hard-thresholding 0,7972 25,2387

Wiener Pontual, Shearlets hard-thresholding 0,7964 25,3434

Tabela 5.7: Resultados obtidos com o phantom Madeira 2.

Os resultados apresentados na Tabela 5.7, confirmam que os melhores resultados foram

obtidos ao aplicar os filtros NLM e BM3D no sinograma ruidoso. Este foi o caso em que

houve maior diferença entre os resultados, justificado pela baixa atenuação de rúıdo e

efeito de borramento na maioria dos casos.
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5.4.6 Shepp-Logan

(a) (b) (c) (d) (e) (f)

(g) (h) (i) (j) (k) (l)

(m) (n) (o) (p) (q) (r)

Figura 5.13: Phantom Shepp-Logan. (a) Imagem referência (20s); (b) Imagem ruidosa
(3s); (c) NLM; (d) BM3D; (e) Wiener Pontual; (f) Wavelets ortogonais
[coiflets, minimax]; (g) Curvelets HT; (h) Contourlets HT; (i) Shearlets
HT; (j) NLM, Curvelets HT; (k) BM3D, Curvelets; (l) Wiener Pontual,
Curvelets HT; (m) NLM, Contourlets HT; (n) BM3D, Contourlets HT;
(o) Wiener Pontual, Contourlets HT; (p) NLM, Shearlets HT; (q) BM3D,
Shearlets HT; (r) Wiener Pontual, Shearlets HT.

Analisando as imagens da Figura 5.13, percebe-se que há semelhança nos resultados se

comparados aos resultados das imagens anteriores. O filtro NLM aplicado isoladamente,

obteve o melhor equiĺıbrio entre atenuação de rúıdo e preservação de bordas (imagem c).

Já o método de filtragem utilizado por (Starck et al., 2002) apresentou forte atenuação

de bordas, acentuando o efeito de borramento na imagem (imagens g, h e i). E por

fim, o método de filtragem proposto neste trabalho, em todos os casos, apresentou baixa

atenuação do rúıdo. Porém, dentre as três wavelets anisotrópicas, shearlets apresentou

resultados ligeiramente superiores.
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SSIM PSNR

Metodologia Rúıdo 0,1723 13,3816

Literatura

Non Local Means 0,5899 26,4422

BM3D 0,6483 22,7695

Wiener Pontual 0,4338 23,1858

Wavelets hard-thresholding 0,4623 22,0116

Curvelets hard-thresholding 0,5990 24,9891

Contourlets hard-thresholding 0,6972 26,2440

Shearlets hard-thresholding 0,7242 26,3442

Desenvolvida

Non Local Means, Curvelets hard-thresholding 0,2728 18,4005

BM3D, Curvelets hard-thresholding 0,2947 19,2579

Wiener Pontual, Curvelets hard-thresholding 0,2404 17,0978

Non Local Means, Contourlets hard-thresholding 0,3384 20,8280

BM3D, Contourlets hard-thresholding 0,3758 21,9074

Wiener Pontual, Contourlets hard-thresholding 0,2973 19,4516

Non Local Means, Shearlets hard-thresholding 0,3431 20,7716

BM3D, Shearlets hard-thresholding 0,3848 21,8591

Wiener Pontual, Shearlets hard-thresholding 0,3025 19,5850

Tabela 5.8: Resultados obtidos com o phantom de Shepp-Logan.

Observando os maiores ı́ndices SSIM apontados na Tabela 5.8, o uso de shearlets

acompanhado pelo método de limiarização proposto por (Starck et al., 2002), apresentou o

melhor resultado. Já o maior ı́ndice PSNR foi obtido ao aplicar isoladamente o filtro NLM.

Com relação aos métodos propostos, houve concordância com os resultados apresentados

na Figura 5.13, pois os ı́ndices SSIM e PSNR obtidos foram inferiores aos demais casos.
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6
Conclusões

O método proposto nesse trabalho apresentou alguns resultados competitivos com o

estado da arte (BM3D) ao utilizar a transformada Shearlet na decomposição do sinal,

principalmente. Ao utilizar os filtros NLM e BM3D para pré-estimar o ńıvel de rúıdo no

sinograma antes da decomposição do sinal, obtiveram-se resultados mais satisfatórios se

comparado ao método proposto por (Starck et al., 2002), onde se realiza uma simulação

Monte-Carlo para gerar um modelo de rúıdo gaussiano, utilizado para estimar o ńıvel de

rúıdo dos coeficientes em cada sub-banda.

Como esperado, as wavelets ortogonais demonstraram dificuldades na análise bidimen-

sional dos sinogramas. Isso ocorreu devido ao limitado número de informações direcionais.

Em algumas imagens como o Assimétrico e o Simétrico, artefatos foram introduzidos.

Ao comparar o desempenho das três wavelets anisotrópicas utilizadas neste trabalho,

a transformada Shearlet obteve melhores resultados na maioria dos casos, alcançando um

melhor equiĺıbrio entre atenuação de rúıdo e a preservação de detalhes da imagem. Porém,

considerando as imagens que houveram forte atenuação do rúıdo e consequentemente o

borramento de bordas, ao realizar a análise MTF, conclui-se que o filtro NLM apresentou

a melhor resposta com relação ao equiĺıbrio entre atenuação de rúıdo e preservação de

bordas.
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Caṕıtulo 6. Conclusões

6.1 Trabalhos Futuros

Devido à capacidade de fornecer uma representação esparsa dos coeficientes em uma

análise multiescala e multidirecional, as wavelets anisotrópicas se tornam uma ferramenta

interessante a serem utilizadas em problemas de filtragem de rúıdo em imagens digitais,

principalmente ao aplicar métodos de limiarização. Contudo, o fato de desconhecer a

variância do rúıdo no domı́nio dessas transformadas, obriga a estimá-la mesmo em casos

em que esse parâmetro é conhecido antes da decomposição do sinal, introduzindo outra

área de pesquisa que é a dos Estimadores Estat́ısticos. Portanto, para trabalhos futuros,

algumas sugestões podem ser consideradas, como:

• Realizar estudo aprofundado sobre as posśıveis relações de dependência entre sub-

bandas e seus coeficientes em diferentes ńıveis de escala.

• Realizar estudo para compreender o comportamento de variação da variância do

rúıdo em diferentes ńıveis de escala e direção.

Com o conhecimento adquirido:

• Se necessário, determinar um estimador de rúıdo gaussiano adequado ao problema.

• Desenvolver uma técnica de thresholding espećıfica para wavelets anisotrópicas (es-

pecialmente para a transformada Shearlet), a qual determinará o limiar adequado

com base na variância do rúıdo, utilizado em um processo de hard-thresholding.

O desenvolvimento da técnica de thresholding seria uma grande contribuição, já que na

literatura não se encontram métodos espećıficos aplicados às wavelets anisotrópicas, assim

como existem métodos consolidados para análise de coeficientes wavelets no processo de

filtragem de rúıdo em sinais unidimensionais como o Universal e SURE threshold, por

exemplo.

6.2 Publicação

Até o momento em que esta dissertação foi escrita, um artigo foi publicado no Workshop

de Visão Computacional 2016 (WVC 2016) realizado na Universidade Católica Dom Bosco

(UCDB) em Campo Grande/MS, intitulado: ”Comparison of the performance of aniso-

tropic wavelets in low dose CT sinogram denoising”(Pinheiro e Mascarenhas, 2016).

59



Referências

Anbouhi, M. K.; Ghofrani, S. Weighted bayesian based speckle de-noising of sar

image in contourlet domain. In: 2014 22nd Iranian Conference on Electrical Engine-

ering (ICEE), p. 251–254, 2014.

Anscombe, F. J. The transformation of poisson, binomial, and negative-binomial data.

Biometrika, v. 35, n. 3/4, p. 246–254, 1948.

Bao, Y.; Krim, H. Discrete multi-scale transforms in signal processing. In: Academic

Press Library in Signal Processing: Signal Processing Theory and Machine Learning,

Elsevier, 2014.

Bocage, E. M. Procede et dispositifs de radiographie sur plaque en mouvement.

French Patent, , n. 536464, 1922.

Boice, J. D. Radiation epidemiology and recent paediatric computed tomography

studies. Annals of the ICRP, v. 44, n. 1 Suppl, p. 236–248, 2015.

Boodman, S. G. Could ct scans cause cancer? Dispońıvel em: http://edition.cnn.
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Apêndice

A
Filtragem por Técnicas Locais e Não

Locais

Um filtro é um kernel aplicado ponto a ponto sobre uma imagem com o intuito de

atenuar ou acentuar os componentes de frequência dessa imagem. Os componentes de

frequência estão diretamente relacionados com a variação dos ńıveis de cinza, e podem

ser calculados através da transformada de Fourier, a qual tem a capacidade de expressar

qualquer função finita no domı́nio do espaço em uma soma de senos.

Através da expressão de uma função no domı́nio da frequência foi que o conceito de

filtro se originou. Os componentes de frequência podem ser divididos em bandas, sendo

comumente classificadas por altas e baixas frequências. Assim, o processo de filtragem se

resume em atenuar ou acentuar determinadas bandas e manter outras. Isso tem uma apli-

cação prática muito importante, pois possibilita a remoção de rúıdos através da atenuação

de altas frequências ou aprimorar a intensidade de bordas ao acentuar altas frequências,

por exemplo.

O processo de filtragem pode ser realizado tanto no domı́nio do espaço quanto no

domı́nio da frequência. Dado que f(x, y), h(x, y) e g(x, y) são as funções que definem a

imagem, o kernel e a imagem estimada no domı́nio espacial, o cálculo de g(x, y) é realizado

pela Equação A.1, que representa a convolução entre f(x, y) e h(x, y).
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g(x, y) = f(x, y) ∗ h(x, y) (A.1)

O mesmo resultado pode ser obtido ao realizar a multiplicação dos componentes de

frequência de F (u, v) e H(u, v), cujas funções são resultantes da transformada de Fourier

de f(x, y) e h(x, y), e aplicando a transformada inversa de Fourier em G(u, v) para obter

g(x, y). A Equação A.2 expressa essa operação.

G(u, v) = F (u, v).H(u, v) (A.2)

Dado este conceito básico sobre o processo de filtragem de rúıdo, este Apêndice tem o

objetivo de apresentar alguns dos principais filtros, utilizados nesse trabalho, que apresen-

tam o conceito de filtragem local (filtro de Wiener pontual) e não local (NLM e BM3D). A

diferença entre esses conceitos é que os filtros locais consideram como relevantes somente

as informações de pixels vizinhos ao pixel a ser estimado, já os filtros não locais consi-

deram que há informações relevantes em regiões distintas na imagem e as utilizam para

estimar o valor do pixel alvo. As seções seguintes descrevem cada técnica mencionada.

A.1 Filtro de Wiener Pontual

O filtro de Wiener é um filtro utilizado na restauração de imagens afetadas por borra-

mento ou rúıdo. O conceito utilizado nessa técnica foi introduzido por (Wiener, 1964), o

qual assume que o sinal original g e os componentes de rúıdo v são processos estocásticos

não estacionários, em que ambos formam o sinal degradado y, conforme a Equação A.3.

y(n) = g(n) + v(n) (A.3)

A técnica consiste em estimar um sinal ĝ a partir de g através da minimização do erro

médio quadrático entre os mesmos, com o intuito de estabelecer a melhor relação sinal

rúıdo (Equação A.4).

e2 = E{(g − ĝ)2} (A.4)

Assumindo que o sinal é composto por rúıdo AWGN de média e variância não estaci-

onária, e que os componentes do sinal e do rúıdo não são correlacionados, a estimativa do

sinal ĝ é efetuada pelo filtro de Wiener Pontual, descrita na Equação A.5,
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ĝ = µg +
σ2
g

σ2
g + σ2

n

(y − µy) (A.5)

onde y é o sinal com rúıdo AWGN, µg é a média do sinal g, µy é a média do sinal y, σ2
g

é a variância do sinal g, e σ2
n é a variância do rúıdo. Nota-se que µg e σ2

g são parâmetros

desconhecidos, pois pertencem ao sinal ideal g (livre de rúıdo), obviamente desconhecido.

Portanto, é necessário estimar esses dois parâmetros para que o cálculo do filtro de Wiener

Pontual possa ser realizado.

Considerando que o rúıdo AWGN possui µ = 0, então µg é igual a µy. Já para estimar

σ2
g , pode-se calcular a variância através de uma estimativa do sinal g pela aplicação do

filtro da média. Como resultado, o sinal ĝ estimado, apresentará um aprimoramento na

qualidade da imagem, correspondendo a um aumento da medida PSNR.

A.2 Non Local Means

Desenvolvida por (Buades et al., 2005), NLM é uma técnica para remoção de rúıdo

Gaussiano em uma imagem. A motivação para o seu desenvolvimento surgiu através dos

resultados de filtros locais (filtro Gaussiano e Difusão Anisotrópica, por exemplo) que

cumprem o objetivo de atenuar o rúıdo, mas também atenuam bordas, visto que ambos

possuem propriedades semelhantes. O objetivo era encontrar uma solução algoŕıtmica que

minimizasse a atenuação de estruturas importantes enquanto o rúıdo fosse atenuado.

A proposta foi de utilizar uma abordagem não local para a filtragem do rúıdo. A ideia

consiste em utilizar informações globais da imagem para estimar o valor do pixel alvo ao

invés de utilizar somente informações de pixels vizinhos ao pixel alvo. O fato de considerar

que há informações semelhantes em outras regiões da imagem, faz com que a estimativa

do valor do pixel seja mais precisa. A Figura A.1 ilustra o conceito de abordagem não

local.

A estimação de cada pixel i da imagem I é realizada pelo cálculo da Equação A.6 que

define o algoritmo NLM.

NLM(i) =
∑
j∈I

w(i, j)v(j) (A.6)

Entre as variáveis, j representa um pixel qualquer que não tenha a mesma localização

de i, w(i, j) é a função de peso, o qual mede a semelhança entre a vizinhança de i e a

vizinhança de j, e v(j) é o valor do pixel j.
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Figura A.1: Conceito de filtragem não-local. Considera que há informações relevantes
(pixels semelhantes) em regiões distantes na imagem.

A função w(i, j) tem o objetivo de ponderar os pixels j em relação a i conforme o

grau de similaridade entre suas vizinhanças (patches). De acordo com a Equação A.7,

a função w(i, j) representa uma exponencial negativa entre a convolução de um kernel

Gaussiano (Ga) com a diferença entre os patches (v(Ni), v(Nj)) dividida pela variância

(h2). Isso indica que pixels que pertencem a patches semelhantes, mesmo que estejam em

uma região distante, terão um impacto maior na estimativa de um determinado pixel i,

pois o respectivo peso será maior comparado a regiões menos semelhantes.

w(i, j) =
1

Z(i)
e
−
(

Ga∗|v(Ni)−v(Nj)|2

h2

)
(A.7)

Conforme expressado na Equação A.7, a similaridade entre patches é calculada pela

distância Euclidiana. Já Z(i) é uma função de normalização que corresponde ao somatório

da resultante da exponencial em cada j (Equação A.8).

Z(i) =
∑
j∈I

e
−
(

Ga∗|v(Ni)−v(Nj)|2

h2

)
(A.8)

Analisando as Equações A.6, A.7 e A.8, nota-se que a complexidade do algoritmo

NLM é D(v).D(I)2, dado que D(v) é a dimensão do patch e D(I) é a dimensão da

imagem. A complexidade é alta devido ao fato de utilizar todos os pixels da imagem para

a estimativa de cada i. Isso agregou um outro problema à solução proposta, que é o custo

computacional. O método geralmente utilizado para minimizar esse problema é o uso de
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uma janela de busca, que limitará a quantidade de pixels j para a estimativa de cada i,

reduzindo a complexidade para D(v).D(jb).D(I), cujo D(jb) representa a dimensão da

janela de busca. Assim, define-se que o algoritmo NLM possui três parâmetros: o desvio

padrão do rúıdo, a dimensão dos patches, e a dimensão da janela de busca.

A.3 BM3D

Semelhante ao NLM em utilizar o conceito não local para estimar um determinado

pixel, o algoritmo BM3D consiste em uma abordagem que combina o conceito de janela

deslizante com o conceito de casamento de blocos. Tais conceitos determinaram o nome

da técnica, denominada Block-Matching and 3D filtering.

Desenvolvida por (Dabov et al., 2006) com o propósito de atenuar rúıdo AWGN, o

BM3D realiza o processo de estimação da imagem livre de rúıdo através de uma medida

de similaridade ponderada entre blocos correlatos, onde cada bloco corresponde a um

conjunto de pixels da imagem que formam uma área quadrática. O algoritmo é divi-

dido em duas etapas: 1) Filtragem dos coeficientes no domı́nio da transformada 3D por

hard-thresholding ; 2) Filtragem dos coeficientes no domı́nio da transformada 3D por filtro

de Wiener.

A.3.1 Filtragem dos coeficientes no doḿınio da transformada 3D por

HT

Dado que z corresponde à imagem ruidosa, y é a imagem verdadeira, x ∈ X é a

coordenada espacial 2D que representa cada pixel da imagem, Zx é um bloco de tamanho

N1 x N1 formado pela vizinhança de x, localizado no canto superior esquerdo do bloco,

e ZxR é o bloco referência para o cálculo de similaridade entre outros blocos para futura

estimação do respectivo x, o objetivo primário é encontrar os blocos com maior ńıvel de

correlação em relação a ZxR para cada x, formando uma matriz 3D, SxR , que indexa cada

bloco encontrado. O cálculo de similaridade entre os blocos é realizado pela Equação A.9,

d(Zx1, Zx2) = N−11

∥∥∥∥Υ

(
T2D(Zx1), λthr2Dσ

√
2log(N2

1 )

)
−Υ

(
T2D(Zx2), λthr2Dσ

√
2log(N2

1 )

)∥∥∥∥
2

(A.9)

onde T2D é um operador da transformada unitária linear 2D, Υ é o operador do

hard-thresholding, λthr2D é um limiar, e ||.||2 representa a norma L2. Já SxR é formado

através da Equação A.10,
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SxR = {x ∈ X|d(ZxR , Zx) < τmatch} (A.10)

onde τmatch é um limiar que representa a distância máxima de similaridade entre os

blocos.

Após encontrar o conjunto de blocos com maior similaridade a cada ZxR , os mesmos

são ordenados decrescentemente pelo ńıvel de correlação, formando o conjunto ZSxR
. Em

ZSxR
é aplicada uma transformada unitária 3D para obter uma representação esparsa do

verdadeiro sinal. Os coeficientes obtidos são atenuados por hard-thresholding e em seguida

a transformada inversa é aplicada para obter ŶSxR
, que representa o conjunto de blocos

estimados. A Equação A.11 expressa o cálculo de ŶSxR
,

ŶSxR
= T−13D

(
Υ

(
T3D

(
ZSxR

)
, λthr3Dσ

√
2log(N2

1 )

))
(A.11)

onde λthr3D é um parâmetro de limiar. Em seguida, é aplicada uma função para

atribuir um peso a cada bloco estimado. Essas informações serão utilizadas para estimar

o valor do respectivo xR ∈ X, e são calculadas através da Equação A.12,

ωxR =

{
1

Nhar
, Nhar ≥ 1

1, c.c.
(A.12)

onde Nhar é a quantidade de coeficientes não nulos após o hard-thresholding. Dado

que Ŷ xR
xm é o conjunto de blocos estimados para cada xm ∈ SxR , e ωxR são seus respectivos

pesos, a estimativa final ŷ é obtida através da Equação A.13.

ŷ(x) =

∑
xR∈X

∑
xm∈SxR

ωxRŶ
xR
xm (xR)∑

xR∈X
∑

xm∈SxR
ωxRχxm(xR)

(A.13)

A.3.2 Filtragem dos coeficientes no doḿınio da transformada 3D por

filtro de Wiener

Com o objetivo de aprimorar a estimativa de ŷ descrita na subseção anterior, é aplicado

sobre o mesmo, outro processo de filtragem utilizando o filtro de Wiener. O processo é

semelhante ao anterior, com modificações na medida de similaridade entre os blocos e na

filtragem no domı́nio da transformada 3D.

Dado que Ex é um bloco extráıdo da imagem estimada com tamanho fixo de N1 x

N1, o conjunto de blocos correlatos SxR passa a ser calculado através da norma L2 da
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diferença entre dois blocos, xR e x, subtráıdas as suas respectivas médias, conforme a

Equação A.14,

SxR = {x ∈ X|N−11

∥∥(ExR − ExR)− (Ex − Ex)
∥∥
2
< τmatch} (A.14)

onde ExR e Ex representam as médias.

A operação de filtragem, realizada no domı́nio da transformada 3D, substitui o opera-

dor hard-thresholding pelo filtro de Wiener. Assim, os coeficientes são atenuados através

da Equação A.15,

WSxR
=

|T3D(ESxR
)|2

|T3D(ESxR
)|2 + σ2

(A.15)

onde ESxR
é a matriz 3D que corresponde aos blocos ordenados, e WSxR

são os blocos

pertencentes a SxR atenuados pelo filtro de Wiener. ŶSxR
passa a ser estimado pela

transformada inversa da filtragem de ZSxR
por WSxR

, conforme apresentado na Equação

A.16.

ŶSxR
= T−13D (WSxR

T3D(ZSxR
)) (A.16)

Os pesos ωxR de ŶSxR
são calculados pela Equação A.17, e o processo de estimação

final de ŷ se repete com a aplicação da Equação A.13.

ωxR =

 N1∑
i=1

N1∑
j=1

|SxR
|∑

t=1

|WSxR
(i, j, t)|2

−1 (A.17)
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B
Limiarização de Coeficientes Wavelet

Este Apêndice apresenta as principais técnicas para limiarização de coeficientes Wa-

velet. O objetivo de cada técnica é estimar um limiar adequado com base na variância do

rúıdo e outras informações do sinal. Ao selecionar um limiar ideal, a limiarização é rea-

lizada através da operação de hard-thresholding ou soft-thresholding, representadas pelas

Equações B.1 e B.2, respectivamente,

ht(yi) =

{
yi, |yi| > λ

0, c.c.
, (B.1)

st(yi) =


yi − λ, yi ≥ λ

yi + λ, yi ≤ −λ
0, c.c.

, (B.2)

onde yi é um coeficiente Wavelet do sinal ruidoso, e λ é o limiar estimado.

B.1 Universal Threshold

Proposto por (Donoho et al., 1993), Universal Threshold aplica o conceito de hard-

thresholding aos coeficientes wavelets, levando em consideração o desvio padrão do rúıdo

(σ). Assim, λ é definido pela Equação B.3,
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λ =
√

2logNσ, (B.3)

onde N representa o comprimento do sinal. Segundo (Misiti et al., 2007), resultados

satisfatórios podem ser obtidos ao aplicar essa técnica.

B.2 SURE Threshold

Proposto em (Donoho e Johnstone, 1995), SURE Threshold segue o conceito de mini-

mização da estimação de risco não viesada, introduzido por (Stein, 1981). Através desse

conceito, λ é calculada através da Equação B.4,

λ = argmin

{[(
1

N
||yλ − y||2

)
− σ2

]
+

[
2λ2

N −N0

N

]}
, (B.4)

onde yλ corresponde aos coeficientes Wavelet após a aplicação do limiar, N representa

a quantidade de coeficientes na sub-banda, N0 é a quantidade de coeficientes nulos após

a aplicação do limiar, e σ2 é a variância do rúıdo.

B.3 Oracle Threshold

Definido por (Donoho et al., 1993), Oracle threshold realiza a estimativa de λ através

da minimização do erro médio quadrático entre os coeficientes do sinal ruidoso yλ para

um determinado λ e o sinal livre de rúıdo g. A Equação B.5 expressa esse conceito.

λ = argminy||yλ − g||2 (B.5)

Como em muitos casos em que o sinal g é desconhecido, o mesmo pode ser estimado

por um filtro da média em y.

B.4 Minimax Threshold

Proposto por (Donoho et al., 1993), Minimax threshold também se concentra na mi-

nimização do erro médio quadrático. O valor de λ é definido pela Equação B.6,

λn = infλsupy

{
Rλ(y)

n−1 +Roracle(y)

}
, (B.6)
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onde y são os coeficientes Wavelet do sinal ruidoso, n é o comprimento do sinal,

Rλ(y) = E(yλ − y)2, e Roracle(y) é a função de risco de oracles definidos por Donoho

(Equações B.7 e B.8).

RDLP
oracle(y) = min(y2, 1) (B.7)

RDLS
oracle(y) =

y2

y2 + 1
(B.8)
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Apêndice

C
Transformada de Anscombe

F. J. Anscombe realizou estudos sobre as propriedades estat́ısticas da distribuição de

Poisson, e propôs, através da Equação C.1, um método para estabilização da variân-

cia dessa distribuição, sendo representada por uma distribuição Gaussiana com σ2 = 1

(variância unitária constante) (Anscombe, 1948). Esse algoritmo é conhecido como trans-

formada de Anscombe.

A(x) = 2

√
x+

3

8
(C.1)

Com os dados de uma imagem ou sinal representados no domı́nio de Anscombe, é

posśıvel aplicar os principais algoritmos para remoção de rúıdo Gaussiano, como o filtro

de Wiener, o NLM e o BM3D, por exemplo. Após a filtragem, é necessário aplicar uma

transformada inversa para que as propriedades da imagem ou sinal retornem a seu respec-

tivo domı́nio. Anscombe propôs duas transformadas inversas, a Algebraic Inverse (AI) e a

Asymptotically Unbiased Inverse (AUI), que podem ser calculadas através das Equações

C.2 e C.3, respectivamente.

Iai(x) =
(x

2

)2
− 3

8
(C.2)

Iaui(x) =
(x

2

)2
− 1

8
(C.3)
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De acordo com (Makitalo e Foi, 2011b), os dados estimados através da AI são viesados

por causa da não-linearidade da transformada de Anscombe. A primeira solução para

estimar dados não-viesados foi com a aplicação do algoritmo AUI. Porém, o mesmo garante

dados não-viesados somente aos casos em que há alta taxa de contagem de fótons.

Devido à atenção dos pesquisadores em solucionar o problema de estimar uma imagem

livre de rúıdo Poisson em casos de baixa taxa de contagem de fótons, (Makitalo e Foi,

2011b) propuseram outro algoritmo para a transformação inversa da estabilização da

variância, denominado Exact Unbiased Inverse (EUI).

Dado que A(x) é a transformada de Anscombe aplicada sobre os valores das projeções,

λ é o valor a ser estimado, D é a resultante da operação de filtragem sobre f(x), e

E{f(x)|λ} é o valor esperado de λ a partir de f(x), o algoritmo EUI é definido pelo

mapeamento de E{f(x)|λ} para E{x|λ} (Equação C.4), assumindo que E{f(x)|λ} sejam

os valores de D.

Ieui : E{f(x)|λ} 7→ E{x|λ} (C.4)

Então, para obter cada valor de λ, será necessário apenas calcular os valores de

E{f(x)|λ}, realizado pela Equação C.5.

E{f(x)|λ} =
+∞∑
x=0

f(x)P (x|λ) (C.5)

Onde P (x|λ) é a função de densidade de probabilidade de x condicionado a λ. Assim,

a equação que define EUI pode ser descrita como:

E{f(x)|λ} = 2
+∞∑
x=0

(√
x+

3

8
.
λxe−λ

x!

)
(C.6)

(Makitalo e Foi, 2011a), (Makitalo e Foi, 2011b) obtiveram resultados significativos

ao aplicar a transformação EUI em casos de baixa contagem de fótons, podendo substi-

tuir a transformação AUI nesse caso. Ao utilizarem sua metodologia acompanhado dos

principais algoritmos para filtragem de rúıdo Gaussiano, os resultados alcançados foram

competitivos com os principais algoritmos para remoção de rúıdo Poisson.
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Apêndice

D
Algoritmos Utilizados no

Desenvolvimento do Projeto:

Referências e URLs

O objetivo deste apêndice é guiar o leitor, a quem estiver interessado em utilizar

algumas das técnicas mencionadas neste trabalho, a consultar os códigos (MATLAB) e

artigos de pesquisadores na web 1.

D.1 Transformada de Anscombe

D.1.1 Referências

• (Anscombe, 1948), ”The transformation of Poisson, binomial and negative-binomial

data”.

• (Makitalo e Foi, 2009), ”On the inversion of the Anscombe transformation in low-count

Poisson image denoising”;

1Referências complementares na página web de cada técnica mencionada.
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• (Makitalo e Foi, 2011b), ”Optimal inversion of the Anscombe transformation in

low-count Poisson image denoising”;

D.1.2 Software URL

• http://www.cs.tut.fi/~foi/invansc/

D.2 BM3D

D.2.1 Referências

• (Dabov et al., 2006), ”Image denoising with block-matching and 3D filtering”;

• (Dabov et al., 2007), ”Image denoising by sparse 3D transform-domain collaborative

filtering”.

D.2.2 Software URL

• http://www.cs.tut.fi/~foi/GCF-BM3D/

D.3 Curvelet

D.3.1 Referências

• (Starck et al., 2002), ”The curvelet transform for image denoising”.

D.3.2 Software URL

• http://www.curvelet.org/software.html

D.4 Contourlet

D.4.1 Referências

• (Do e Vetterli, 2005), ”The contourlet transform: an efficient directional multireso-

lution image representation”;
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• (Cunha et al., 2006), ”The nonsubsampled contourlet transform: theory, design, and

applications”.

D.4.2 Software URL

• https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/10049-nonsubsampled-

contourlet-toolbox

D.5 Shearlet

D.5.1 Referências

• (Labate et al., 2005), ”Sparse multidimensional representation using shearlets”

D.5.2 Software URL

• http://www3.math.tu-berlin.de/numerik/www.shearlab.org/software
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