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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar o modelo de regressão

binária nas abordagens clássica e bayesiana utilizando as funções

de ligações probito, logito, complemento log-log, transformação

box-cox e probito-assimétrico. Na abordagem clássica apresen-

tamos as suposições e o procedimento para ajustar o modelo de

regressão e verificamos a precisão dos parâmetros estimados, cons-

truindo intervalos de confiança e testes de hipóteses. Enquanto

que, na inferência bayesiana fizemos um estudo comparativo uti-

lizando duas metodologias. Na primeira metodologia considera-

mos densidades a priori não informativas e utilizamos o algoritmo

Metropolis-Hastings para ajustar o modelo. Na segunda meto-

dologia utilizamos variáveis auxiliares para obter a distribuição a

posteriori conhecida, facilitando a implementação do algoritmo do

Amostrador de Gibbs. No entanto, a introdução destas variáveis

auxiliares podem gerar valores correlacionados, o que leva à neces-

sidade de se utilizar o agrupamento das quantidades desconhecidas

em blocos para reduzir a autocorrelação.

Através do estudo de simulação mostramos que na inferência

clássica podemos usar os critérios AIC e BIC para escolher o me-

lhor modelo e avaliamos se o percentual de cobertura do intervalo

de confiança assintótica está de acordo com o esperado na teoria

assintótica. Na inferência bayesiana constatamos que o uso de va-

riáveis auxiliares resulta em um algoritmo mais eficiente segundo

os critérios: erro quadrático médio (EQM), erro percentual abso-

luto médio (MAPE) e erro percentual absoluto médio simétrico

(SMAPE).
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Como ilustração apresentamos duas aplicações com dados rea-

is. Na primeira, consideramos um conjunto de dados da variação

do Ibovespa e a variação do valor diário do fechamento da cotação

do dólar no peŕıodo de 2013 a 2016. Na segunda aplicação, tra-

balhamos com um conjunto de dados educacionais (INEP-2013),

focando nos estudos das variáveis que influenciam a aprovação do

aluno.

Palavras-chave: Modelo de regressão binária, inferência clás-

sica, inferência bayesiana, variável auxiliar, função de ligação.



Abstract

The objective of this work is to study the binary regression mo-

del under the frequentist and Bayesian approaches using the pro-

bit, logit, log-log complement, Box-Cox transformation and skew-

probit as link functions. In the classical approach we presented

assumpti- ons and procedures used in the regression modeling. We

verified the accuracy of the estimated parameters by building con-

fidence intervals and conducting hypothesis tests. In the Bayesian

appro- ach we made a comparative study using two methodolo-

gies. For the first methodology, we considered non-informative

prior dis- tributions and the Metropolis-Hastings algorithm to es-

timate the model. In the second methodology we used auxiliary

variables to obtain the known a posteriori distribution, allowing

the use of the Gibbs Sampler algorithm. However, the introduc-

tion of these auxiliary variables can generate correlated values and

needs the use of clustering of unknown quantities in blocks to re-

duce the autocorrelation. In the simulation study we used the

AIC and BIC information criteria to select the most appropriate

model and we evaluated whether the coverage probabilities of the

confidence interval is in agre- ement with that expected by the

asymptotic theory. In Bayesian approach we found that the inclu-

sion of auxiliary variables in the model results in a more efficient

algoritm according to the MSE, MAPE and SMAPE criteria. In

this work we also present applications to two real datasets. The

first dataset used is the variation of the Ibovespa and variation of

the daily value of the American dollar at the time of closing the

2013 to 2016. The second dataset, used is an educational data set



xiv

(INEP-2013), where we are interested in studying the factors that

influence the approval of the student.

Key words: Binary regression model, classical inference, Baye-

sian inference, link function.
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A.3 Procedimentos para amostragem no modelo probito-assimétrico . . . . 78
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1.3 Gráfico de probabilidade da função probito-assimétrico onde a curva de

cima para baixo corresponde a λ = 1, 2, 0,−1,−2. . . . . . . . . . . . . 6

4.1 Viés encontrado na estimativa dos parâmetros das funções de ligações
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clássia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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lizando o método sem o uso de variáveis auxiliares. . . . . . . . . . . . 54

4.10 Resultados obtidos utilizando os critérios de precisões para a função

de ligação probito-assimétrico, usando método com o uso de variáveis
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Caṕıtulo

1
Introdução

Nelder e Wedderburn (1972) propuseram uma teoria unificadora de vários modelos

estat́ıstico e atribúıram o nome de Modelos Lineares Generalizados (MLG), que são

uma extensão dos modelos lineares clássicos.

Para uma amostra aleatória de n observações, (Yi, xi), em que yi é o i-ésimo ele-

mento do vetor da variável resposta e xi é um vetor coluna formado pela i-ésima

observação das p variáveis explicativas, ligação bi-paramétrica que abrange os modelos

logito, probito e algumas ligações assimétricas como casos limite. Aranda-Ordaz (1981)

propôs uma ligação uni-paramétrica que tem como casos particulares os modelos logito

e complemento log-log. Stukel (1988) definiu uma classe de ligações bi-paramétrica que

generaliza o modelo loǵıstico e contém algumas ligações assimétricas como caso particu-

lares. Chen et al. (1999) definiram uma nova classe de funções de ligações assimétricas

para modelos de dados binários, denominado skew probit (probito-assimétrico), e tem

como caso particular o modelo probito. Bazán et al. (2006) utilizaram uma outra

função de ligação, também chamado de probito assimétrico, baseada na distribuição

normal-assimétrica de Azzalini (1985).

Nesta dissertação trabalhamos com as funções de ligações probito, logito, comple-

mento log-log, transformação box-cox e probito-assimétrico nas abordagens clássica e

bayesiana. Dentro da inferência bayesiana vamos comparar duas metodologias, com

e sem o uso de variáveis auxiliares. No uso de variáveis auxiliares, apresentamos e

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

implementamos a proposta feitas por Holmes e Held (2006) para as ligações probito e

logito e na ligação probito-assimétrico trabalhamos com a ligação proposta por Chen

et al. (1999) e implementamos três diferentes algoritmos de simulações proposto por

Farias (2007).

1.1 Regressão Binária

Modelos para dados binários são aqueles em que a variável de interesse, habitu-

almente denominada por variável resposta, admite apenas dois valores. Geralmente

atribui 1 para a ocorrência do evento de interesse (“sucesso”) e 0 para a ocorrência do

evento complementar (“fracasso”). Essas variáveis estão comumente associadas a ou-

tras variáveis, que podem ser cont́ınuas, discretas ou categorizadas. Consideramos que

a probabilidade de sucesso possa ser explicada por estas outras variáveis, denominadas

variáveis explicativas ou covariáveis.

Considere Y = (Y1, . . . , Yn)> o vetor formado por variáveis respostas que possuem

distribuição Bernoulli, sendo Y1, . . . , Yn variáveis aleatórias independentes. Tal que

P (Yi = 1) = µi e P (Yi = 0) = 1 − µi. Considere também xi = (xi1, . . . , xip)
> o vetor

formado por variáveis explicativas associadas a Yi, previamente fixadas, onde xi1 pode

ser igual a 1, denominado intercepto.

A distribuição Bernoulli é dada por

P (Yi = yi) = µyii (1− µi)1−yi , yi ∈ {0, 1} .

Colocando a na famı́lia exponencial, temos que

P (Yi = yi) = exp

{
yi log

(
µi

1− µi

)
+ log(1− µi)

}
.

Assim, o parâmetro canônico θi é dado por: θi = log

(
µi

1− µi

)
, b(θi) = log(1 +

eθi) = − log(1− µi), sendo que E(Yi) = b′(θi) = µi.

Na modelagem de dados binários assume-se que

µi = F(ηi) = F(x>i β), i = 1, . . . , n

sendo F(·) é uma função de distribuição acumulada e F−1(µi) é chamada de função

de ligação na teoria de modelo linear generalizados (MLG), e β = (β1, . . . , βp)
> é um

vetor de dimensão p de coeficientes regressores.
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Em MLG, o inverso da função de ligação é uma função monótona e diferenciável.

Deste modo, assume-se que F é uma função de distribuição acumulada (fda) de uma

variável aleatória com suporte nos reais, que pode depender de parâmetros adicionais.

1.2 Funções de Ligações

A escolha da função de ligação deve ser feita com a finalidade de facilitar a inter-

pretação do modelo e sempre deve estar de acordo com a distribuição proposta para

os dados. Para a distribuição Bernoulli temos interesse em encontrar uma função de

ligação que transforma o intervalo ]0, 1[ na reta dos reais. Para isso, utilizamos funções

de ligações simétricas, probito e logito, e ligações assimétricas, complemento log-log,

transformação box-cox e probito-assimétrico. Na ligação complemento log-log, não

existe um parâmetro que modele assimetria. Diferente das ligações box-cox e probito-

assimétrico que tem um parâmetro adicional.

1.2.1 Logito

Considere a função de distribuição acumulada da distribuição loǵıstica padrão dada

por

F(x>i β) =
ex

>
i β

1 + ex
>
i β
.

Neste caso F−1(µi) é função de ligação Logito, g(µi) = log

(
µi

1− µi

)
.

1.2.2 Probito

Seja F(·) a função de distribuição acumulada da normal padrão. A regressão probito

é dada por: F(x>i β) = Φ(x>i β) e F−1(µi) é a função de ligação Probito, g(µi) = Φ−1(µi).

1.2.3 Complemento log-log

Considere F(·) a função de distribuição acumulada da distribuição Gumbel, isto é

F(x>i β) = 1− exp(− exp(x>i β)).

Neste caso, F−1(µi) é a função de ligação complemento log-log, g(µi) = log(− log(1 −
µi)).
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Na Figura 1.1 mostramos o comportamento de µ em função de η considerando as

três funções, logito, probito e complemento log-log. A ligação complemento log-log é

capaz de modelar melhor probabilidades próximas a 1, mas comporta-se como logito

para probabilidades baixas. A ligação probito é próxima da logito, mas aproxima-se

dos extremos ligeiramente mais rápido.

−6 −4 −2 0 2 4 6

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

η

µ

Logito
C. log−log
Probito

Figura 1.1: Comparação das funções de ligação logito, probito e complemento log-log.

1.2.4 Transformação box-cox

Segundo Guerrero e Johnson (1982) a função de transformação de box-cox é dada

por

g(µi) =



(
µi

1− µi

)λ
− 1

λ
se λ 6= 0,

log

(
µi

1− µi

)
se λ = 0.

Quando λ = 0 o modelo logito é um caso particular da função box-cox.

Na Figura 1.2 mostramos o comportamento de µ em função de η considerando a

função de transformação box-cox para valores de λ = −0.5, 0, 0.5.
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Figura 1.2: Gráfico de probabilidade da função transformação box-cox para λ = −0.5, 0, 0.5.

1.2.5 Probito-assimétrico

Considere Fλ(·) a função de de distribuição acumulada da normal-assimétrica defi-

nida por Azzalini (1985). O modelo probito-assimétrico dado por

Fλ(x
>
i β) = ΦSN(x>i β;µ, σ2, λ), (1.1)

sendo ΦSN(·;µ, σ2, λ) a fda da distribuição normal-assimétrica, com o parâmetros de

localização µ, de escala σ2 e de assimetria λ.

A função de ligação F−1
λ (·), é a inversa da distribuição normal-assimétrica (Apêndice

C), logo é a função de ligação probito-assimétrico. Para λ = 0 tem-se modelo probito.

Na Figura 1.3 mostramos o comportamento de µ em função de η considerando a

função probito-assimétrico para valores de λ = 1, 2, 0,−1,−2.
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Figura 1.3: Gráfico de probabilidade da função probito-assimétrico onde a curva de cima para
baixo corresponde a λ = 1, 2, 0,−1,−2.

1.3 Objetivos e Organização da Dissertação

O objetivo deste trabalho é apresentar o modelo de regressão binária no contexto

clássico e bayesiano. Para isso, este trabalho está divido em duas partes. Na primeira

parte apresentamos inferência clássica usando o método de máxima verossimilhança

para estimar os parâmetros. Na segunda parte apresentamos a inferência bayesiana com

e sem o uso de variáveis auxiliares. Para o estudo com o uso das variáveis auxiliares

utilizamos as funções simétricas e assimétricas. Para as funções simétricas, probito

e logito, apresentamos e implementamos os algoritmos de simulação propostos por

Holmes e Held (2006). Na função assimétrica, probito-assimétrico, propostos por Chen

et al. (1999), implementamos a proposta feito por Farias (2007).

Essa dissertação está dividida em seis caṕıtulos e quatro apêndices. No segundo

caṕıtulo, apresentamos a metodologia clássica, em que, utilizamos o método de máxima

verossimilhança para estimar os parâmetros. Além disso, apresentamos as metodologias

que foram utilizadas para análise dos reśıduos.

No terceiro caṕıtulo, apresentamos a metodologia bayesiana. Na primeira parte,

apresentamos a inferência bayesiana sem o uso de variáveis auxiliares, para todas as

funções de ligações apresentadas no primeiro caṕıtulo. Na segunda parte, apresentamos

a inferência bayesiana com o uso de variáveis auxiliares, nos modelos de regressão

simétricos, probito e logito, e o modelo de regressão assimétrico, probito-assimétrico.

Na função probito-assimétrico utilizamos dois conjuntos de variáveis auxiliares, com

três algoritmos para obtenção da distribuição a posteriori conjunta dos parâmetros. Por
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fim, apresentamos o método que utilizamos para fazer o estudo de pontos influentes e

os critérios de eficiência para comparar os algoritmos utilizados na inferência bayesiana.

No quarto caṕıtulo, apresentamos os resultados obtidos com os estudos de simu-

lações. No quinto caṕıtulo, realizamos uma análise de um conjunto de dados reais.

Finalmente, no sexto caṕıtulo, apresentamos as considerações finais e perspectivas fu-

turas.

No apêndice A, apresentamos os pseudo-códigos do modelo bayesiano com uso de

variáveis auxiliares para implementação computacional dos algoritmos. No apêndice

B, mostramos como gerar valores da distribuição a posteriori da variável de mistura no

modelo loǵıstico. No apêndice C, encontram-se as demonstrações relativas à distribui-

ção a posteriori da função probito-assimétrico. No apêndice D, apresentamos algumas

funções de distribuições de probabilidade utilizadas ao longo do texto.





Caṕıtulo

2
Abordagem Clássica

Nesta Seção apresentamos o método utilizado para estimar os parâmetros, constru-

ção dos intervalos de confiança, métodos diagnósticos, critérios de seleção das funções

de ligações e, por fim, as propriedades dos estimadores.

2.1 Estimação dos Parâmetros

Seja a função de probabilidade da distribuição Bernoulli dada por

P (Yi = yi) = µyii (1− µi)1−yi , yi ∈ {0, 1} . (2.1)

Considere uma amostra com n observações independentes, dada por (yi,xi), i = 1, . . . , n,

em que yi é a i-ésima observação da variável resposta e xi é um vetor coluna formado

pela i-ésima observação das p variáveis explicativas e uma função de ligação genérica

g(µi) = x>i β, com β = (β1, · · · , βp)>. Para estimar os parâmetros β1, . . . , βp utilizare-

mos o método de máxima verossimilhança.

Assumindo a independência entre as observações, a verossimilhança é obtida por

L(β) =
n∏
i=1

P (Yi = yi) =
n∏
i=1

µyii (1− µi)1−yi

9
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A log-verossimilhança é definida por

`(β) = log

[
n∏
i=1

µyii (1− µi)1−yi

]

=
n∑
i=1

{yi log(µi) + (1− yi) log(1− µi)}

=
n∑
i=1

{yi log(µi) + log(1− µi)− yi log(1− µi)}

=
n∑
i=1

{
yi log

(
µi

1− µi

)
+ log(1− µi)

}
(2.2)

Utilizando

θi = log

(
µi

1− µi

)
⇒ µi =

eθi

1 + eθi
,

podemos simplificar (2.2), que torna-se

`(β) =
n∑
i=1

{yiθi − b(θi)} , (2.3)

sendo

b(θi) = − log(1− µi) = − log

(
1− eθi

1 + eθi

)
= log(1 + eθi).

Usando as relações

ηi = x′iβ; µi = g−1(ηi); θi = log

(
µi

1− µi

)
,

obtemos as funções Score para uma função de ligação qualquer, que são

Uβr =
∂`

∂βr
=

n∑
i=1

d`

dθi

dθi
dµi

dµi
dηi

∂ηi
∂βr

, r = 1, . . . , p

Uβr =
n∑
i=1

{yi − b′(θi)}
dθi
dµi

dµi
dηi

xir.

Usando µi = b′(θi) e Vi =
dµi
dθi

podemos escrever

Uβr =
n∑
i=1

{yi − µi}
1

Vi

dµi
dηi

xir
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Como
dθi
dµi

=
1− µi
µi

(1− µi) + µi
(1− µi)2

=
1

µi(1− µi)
,

então
dµi
dθi

= Vi = µi(1− µi).

Como

ηi = g(µi)⇒ µi = g−1(ηi),

então
dµi
dηi

=
dg−1(ηi)

dηi
.

Logo,

Uβr =
n∑
i=1

{yi − µi}
1

Vi

dg−1(ηi)

dηi
xir, (2.4)

para r = 1, . . . , p.

O estimador de máxima verossimilhança β̂ do vetor de parâmetros β é obtido

igualando Ur a zero para r = 1, . . . , p. Usaremos o método de Newton-Rapshon, já

que, no nosso caso, a função log-verossimilhança é não linear nos parâmetros.

Usaremos o método escore de Fisher dado por

β(m+1) = β(m) + (K(m))−1U(m) (2.5)

sendo que K tem elementos t́ıpicos dados por

kr,s = −E
[
∂2`(β)

∂βr∂βs

]
= E(UβrUβs)

que é a matriz de covariâncias dos U ′rs.

Para o caso da distribuição Bernoulli, as derivadas em relação aos β′s é dada por

∂2`(β)

∂βrβs
= −

n∑
i=1

xirxisµi(1− µi) (2.6)

para r, s = 1, 2, . . . , p.

Multiplicando-se ambos os membros de (2.5) por K(m), tem-se

K(m)β(m+1) = K(m)β(m) + U(m) (2.7)
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O elemento t́ıpico krs de K é obtido de (2.4) como

kr,s = E(UβrUβs) =
n∑
i=1

E(Yi − µi)2 1

V 2
i

(
dµi
dηi

)2

xirxis

ou

kr,s = E(UβrUβs) = φ−1

n∑
i=1

wixirxis,

sendo wi = V −1
i

(
dµi
dηi

)2

denominado função peso. Logo, a matriz de informação de

Fisher para β tem a forma

K = X>WX,

sendo W = diag {w1, . . . , wn} uma matriz diagonal de pesos. No caso das funções de

ligação canônicas tem-se wi = Vi, pois Vi = V (µi) = dµi/dηi. A ligação canônica para

a distribuição Bernoulli é dada por ηi = log

{
µi

1− µi

}
. Fazendo os cálculos necessários,

podemos ver que a matriz W é dada por

W =


µ̂1(1− µ̂1) 0 · · · 0

0 µ̂2(1− µ̂2) · · · 0

... 0
. . . · · ·

0 · · · 0 µ̂n(1− µ̂n)


O vetor escore U = U(β) com componentes em (2.4) pode, então ser escrito na forma

U = X>WG(y− µ)

com G = diag {dη1/dµ1, . . . , dηn/dµn} = diag {g′(µ1), . . . , g′(µn)} . Substituindo K e

U em (2.7), temos que

X>K(m)Xβ(m+1) = X>W (m)Xβ(m) + X>W(m)G(m)(y− µ(m))

Colocando X>W(m) em evidência obtemos

X>K(m)Xβ(m+1) = X>W(m)
[
η(m) + G(m)(y− µ(m))

]
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Então β é dado por

β(m+1) =
(
X>W(m)X

)−1

X>W(m)z(m) (2.8)

em que, z(m) = η(m) + G(m)(y− µ(m)).

2.1.1 Estimação para as Funções de Ligações Assimétricas

Para as funções de ligações transformação box-cox e probito-assimétrico podemos

considerar λ um valor fixo o qual deve ser proposto visando a facilidade na interpre-

tação. Alternativamente, pode-se estimar λ por máxima verossimilhança. A função

log-verossimilhança como função de λ é dada por

`(λ,β) =
n∑
i=1

{
yi log

(
µi

1− µi

)
+ log(1− µi)

}
. (2.9)

Utilizando a função transformação box-cox obtemos

ηi = g(µi) =

(
µi

1−µi

)λ
− 1

λ
; λ 6= 0,

o que implica

µi = g−1(ηi) =
1

1 + (1 + ηiλ)−1/λ
; λ 6= 0.

Utilizando a função probito-assimétrico temos

ηi = g(µi) = Φ−1
SN(µi;µ, σ

2, λ),

a partir da qual obtemos

µi = g−1(ηi) = ΦSN(ηi;µ, σ
2, λ),

sendo ΦSN(·;µ, σ2, λ) a fda da distribuição normal-assimétrica, com os parâmetros de

localização µ, de escala σ2 e de assimetria λ.

A maximização da equação (2.9) em relação a λ apresenta problemas computa-

cionais e deve ser feita em duas partes. Fixa-se λ = λ∗ e maximiza-se `(λ∗,β) em

relação aos demais parâmetros. Com o valor de β estimado encontra-se o valor de λ

que maximiza a função de verossimilhança.

Denotando-se por ̂̀o valor da função log-verossimilhança nos pontos λ e β.
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É informativo traçar o gráfico de ̂̀(λ,β) versus λ para um certo conjunto de valores

deste parâmetro, por exemplo, os inteiros de -3 a 3. A estimativa de λ corresponderá

ao ponto de maior ̂̀(λ,β).

2.2 Intervalo de Confiança

Geralmente não é posśıvel encontrar distribuições exatas para os estimadores, assim

sendo, trabalha-se com resultados assintóticos, considerando que o modelo escolhido

irá satisfazer as condições de regularidade. Cox e Hinkley (1986) demonstaram que,

em problemas regulares, a função Score U(β) =
∂`(β)

∂β
tem valor esperado igual a zero

e a estrutura de covariância é igual a matriz de informação de Fisher, dado por

K = I(β) = E

[
∂2`(β)

∂βrβs

]
= X>WX (2.10)

Assim, a distribuição assintótica dos β′s é dada por

(β̂ − β)>K(β̂ − β) ∼ χ2
p (2.11)

ou, de forma equivalente

β̂ ∼ Np(β,K
−1). (2.12)

Os erros padrão dos EMV β̂1, . . . , β̂p são iguais às ráızes quadradas dos elementos de

diagonal principal de K̂
−1

. Usando a notação K−1 = {kr,s} para a inversa da matriz

de informação. Então, ao ńıvel de confiança de 95%, o intervalo de confiança para os

parâmetros β′rs é

β̂r ± 1, 96
√
k̂r,r,

em que k̂r,r = V̂ ar(β̂r) é o valor de k̂r,r em β̂.

A correlação estimada entre as estimativas β̂r e β̂s é

Ĉorr(β̂r, β̂s) =
k̂r,s√
k̂r,rk̂s,s

,

sendo obtida diretamente da inversa da matriz de informação K avaliada em β̂.
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2.3 Testes de Hipóteses

Existem três estat́ısticas assintoticamente equivalentes utilizadas para testar hipó-

teses relativas aos parâmetros β′s. Primeiramente temos o teste de razão de verossimi-

lhança, indicado para as hipóteses que envolvem vários coeficientes. Quando estamos

considerando um único coeficiente βr, é aconselhável usar o teste Wald. Por último,

temos o teste escore que tem sito muito usado em Bioestat́ıstica.

Supomos que temos interesse em testar as hipóteses{
H0 : β = β0

H1 : β 6= β0

Sob a hipótese nula H0, as três estat́ısticas convergem para uma variável aleatória

com distribuição χ2
p.

As três estat́ısticas para testar a hipotése nula H0 são apresentadas a seguir.

2.3.1 Teste de razão de verossimilhanças

O teste de razão de verossimilhança é definido por

ξRV = 2
{
`(β̂)− `(β0)

}
,

em que `(β̂) e `(β0) são os valores da verossimilhança anulada em β̂ e β0, respectiva-

mente.

2.3.2 Teste Wald

A estat́ıstica de Wald (1943) é baseada na distribuição normal assintótica de β̂. Ela

é definida por

ξW = (β̂ − β0)>K̂(β̂ − β0),

em que K̂ é a matriz de informação avaliada em β̂.

2.3.3 Teste Escore

A estat́ıstica escore Rao et al. (1973) é obtida através da função escore, dada por

ξSR
= U(β0)>K−1

0 U(β0),
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em que U(β0) é o vetor escore, K0 é a matriz de informação avaliada em β̂.

2.4 Função Desvio

A função desvio é calculada com a finalidade medir a discrepância entre o modelo

saturado e o modelo proposto. O modelo saturado é aquele que contém tantos parâ-

metros quantas observações amostrais. Um valor pequeno da função desvio indica que,

para um menor número de parâmetros, obtém-se um ajuste tão bom quanto o ajuste

com o modelo saturado.

Nelder e Wedderburn (1972) propuseram, como a medida de discrepância, o deviance,

dada por

Dp = 2(̂̀n − ̂̀p)
sendo ̂̀n e ̂̀p os máximos da log-verossimilhança para os modelos saturado e proposto,

repectivamente.

Do logaritmo da função de verossimilhança, obtém-se

̂̀
n =

n∑
i=1

[
yiθ̃i − b(θ̃i)

]
+

n∑
i=1

c(yi)

e ̂̀
p =

n∑
i=1

[
yiθ̂i − b(θ̂i)

]
+

n∑
i=1

c(yi),

sendo θ̃i = q(yi) e θ̂i = q(µ̂i) o EMV do parâmetro canônico sob os modelos saturado

e proposto, respectivamente. Então,

Dp = 2
n∑
i=1

[
yi(θ̃i − θ̂i) + b(θ̂i)− b(θ̃i)

]
.

Considerando o Yi ∼ Bernoulli(µi), i = 1, . . . , n, obtemos

θ̃i = log

(
yi

1− yi

)
; b(θ̃i) = log

(
1

1− yi

)
e

θ̂i = log

(
µ̂i

1− µ̂i

)
; b(θ̂i) = log

(
1

1− µ̂i

)
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Logo, o desvio assume a seguinte forma

D(y; µ̂) = 2
n∑
i=1

[
yi log

(
yi
µ̂i

)
+ (1− yi) log

(
1− yi
1− µ̂i

)]
.

Quando yi = 0 ou yi = 1, o i-ésimo termo de D(y, µ̂) vale −2 log(1− µ̂i) ou −2 log µ̂i,

respectivamente. O desvio é sempre é positiva e quanto menor, melhor é o ajuste do

modelo.

2.5 Diagnósticos Clássicos de Regressão

Nos MLGs, segundo Cordeiro (2006), os reśıduos são usados para explorar a ade-

quação do modelo ajustado em relação à escolha da função de variância, da função de

ligação e de termos no preditor linear. Além disso, eles também são úteis na identifi-

cação de pontos aberrantes, que poderão ser influentes ou não. Segundo Cox e Snell

(1968), os reśıduos devem expressar a discrepância (distância) entre a observação yi e

o seu valor ajustado µ̂i.

2.5.1 Reśıduos de Pearson

O reśıduo de Pearson auxilia na classificação de uma observação, que pode ser

considerado como outliers.

Na regressão loǵıstica, o reśıduo de Pearson é definido por

r(yj, µ̂j) =
yj − µ̂j√
µ̂j(1− µ̂j)

(2.13)

Assim, a estat́ıstica qui-quadrado de Pearson é dada por

χ2 =

j∑
i=1

r(yi, µ̂j)
2.

Esta estat́ıstica possui distribuição assintótica χ2
n−p. A desvantagem de reśıduo de

Pearson é que sua distribuição é, geralmente, bastante assimétrica para modelos não-

normais.



18 CAPÍTULO 2. ABORDAGEM CLÁSSICA

2.5.2 Reśıduos de Anscombe

Anscombe (1953) apresenta uma definição geral de reśıduo, através de uma trans-

formação ψ(yi) da observação yi, escolhida visando tornar a sua distribuição o mais

próxima da distribuição normal. Barndorff-Nielsen (1978) demonstra que, para os

MLG, ψ(·) é dada por ψ(µ) =
∫
V −1/3dµ. Como V̂ 1/2(µ̂i)ψ

′(µ̂i) é a aproximação de

primeira ordem do desvio de ψ(µ), o reśıduo de Anscombe, visando a normalidade e à

estabilidade da variância, é dado por

Ai =
ψ(yi)− ψ(µ̂i)

V̂ 1/2(µ̂i)ψ′(µ̂i)
(2.14)

em que, ψ(·) é a função tranformação utilizada pra normalizar a distribuição Y.

Para o modelo Bernoulli com média µ, a Equação (2.14) se reduz Ai = [ψ(yi) −
ψ(µ̂i)]/[µ̂i(1− µ̂i)]1/6, em que ψ(µ) =

∫
[µ(1− µ)]−1/3dµ.

2.5.3 Reśıduos de Pearson Studentizados

Os reśıduos studentizados são dados por

rpj =
yj − µ̂j√

V (µ̂j)(1− ĥjj)
, (2.15)

sendo hjj é o j-ésimo elemento da diagonal da matriz H dada por

H = W1/2X(X>WX)−1X>W1/2.

em que, W é uma matriz diagonal com elementos µ̂j(1− µ̂j), X é um matriz n× p.

2.5.4 Componentes do Desvio

Componente do desvio é o mais utilizado em MLG’s, e podemos defińı-lo como a raiz

quadrada da diferença entre as log-verossimilhanças dos modelos saturado e proposto

para cada uma das observações, com sinal de yi − µ̂i, ou seja,

rj = sinal(yj − µ̂j)
√

2(̂̀n − ̂̀p) (2.16)

sendo ̂̀n e ̂̀p os máximos do logaritmo da função de verossimilhança para o modelo

saturado e proposto.
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Como podemos observar, o reśıduo rj representa uma distância da obervação yi ao

valor ajustado µ̂i, medida na escala do logaritmo da função de verossimilhança.

2.5.5 Componentes do Desvio Estudentizados

Os reśıduos do desvio studentizados é dado por

r′j =
rj√

1− ĥjj
(2.17)

sendo ĥjj é o j-ésimo elemento da digonal da matriz H.

Williams (1984) verificou que a distribuição rj está mais próxima da normal. Assim,

para grandes amostras, são considerados marginalmente aberrantes pontos tais que

∣∣r′j∣∣ > 2.

2.5.6 Distância de Cook

A distância de Cook, representada por Di, mede o afastamento do vetor de esti-

mativas dos coeficientes da regressão provocado pela retirada da i-ésima obervação.

A expressão usa como estimativa da variância residual aquela obtida com todas as n

observações, ou ainda, considera o reśıduo estudentizado internamente. A estat́ıstica é

dado por

Di
∼=

[
ĥii

(1− ĥii)

]
rp2

i .

2.6 Critério de Seleção de Modelos

Ao selecionarmos modelos é preciso ter em mente que não existem modelos verda-

deiros, há apenas modelos aproximados da realidade que, causam perda de informações.

Deste modo, é necessário fazer a seleção do melhor modelo, entre aqueles que estão bem

ajustados, para explicar o fenômeno sob estudo.

Busca-se o modelo que envolva o mı́nimo de parâmetros posśıveis a serem estima-

dos e que explique bem o comportamento da variável resposta. Nesta linha, diversos

critérios para seleção de modelos são apresentados na literatura (ver Bozdogan (1987);

Wolfinger (1993); Littell et al. (2006)). Dentre os critérios para seleção de modelos, os

critérios baseados no máximo da verossimilhança (MFV) são os mais utilizados, com



20 CAPÍTULO 2. ABORDAGEM CLÁSSICA

maior ênfase o Teste da Razão de Verossimilhança (TRV), o Critério de Informação de

Akaike (AIC) e o Critério Bayesiano de Schwarz (BIC).

2.6.1 Critério de Akaike - AIC

Um dos critérios de informação que tem sido muito usado em seleção de modelos é

o critério Akaike (AIC), Akaike (1974). Este critério admite a existência de um modelo

“real”, desconhecido, que descreve os dados, e tenta escolher entre um grupo de modelos

avaliados, o que minimiza a divergência de Kullback-Leibler (K-L). O valor de K-L para

um modelo f com parâmetros β, em relação ao modelo “real” representado por g é

KL(f ; g) =

∫
g(y) log

(
g(y)

f(y|β)

)
dy.

Esta divergência está relacionada à informação perdida por se usar um modelo

aproximado e não o “real”. A estimativa do AIC para um determinado modelo é dada

por

AIC = −2
n∑
i=1

log L(β̂; yi) + 2p,

em que, yi é o i-ésimo valor da variável resposta, β̂ é a estimativa de yi e p é o número de

parâmetros. Entre vários modelos candidatos, deve ser escolhido aquele que apresenta

o menor valor de AIC.

2.6.2 Critério de Informação Bayesiano - BIC

O Critério de Informação Bayesiano (BIC), proposto por Schwarz et al. (1978) é

dado por

BIC = −2
n∑
i=1

log L(β̂, yi) + p log(n),

sendo n é o tamanho da amostra.

Baseia-se, em parte, na função de probabilidade e está intimamente relacionado com

o critério de informação de Akaike (AIC). Ao montar modelos, é posśıvel aumentar a

probabilidade adicionando parâmetros, mas fazer isso pode resultar em superajuste.

Os critérios AIC e BIC tentam resolver este problema através da introdução de um

termo de penalidade para o número de parâmetros do modelo, este termo é mais alto

no BIC do que no AIC. O modelo com menor valor é considerado o de melhor ajuste.
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2.7 Propriedades dos Estimadores

Definição 2.1. Seja uma amostra aleatória de uma distribuição parametrizada por β.

O erro quadrátrico médio de um estimador β̂ de β é definido como

EQM(β̂) = E(β̂ − β)2.

Podemos reescrevendo esta última expressão da seguinte maneira

EQM(β̂) = E[(β̂ − E(β̂)) + (E(β̂)− β)]2

= E[β̂ − E(β̂)]2 + [E(β̂)− β]2

= Var(β̂) + [E(β̂)− β]2.

sendo o termo E(β̂)− β é chamado v́ıcio ou viés do estimador e denotado por B(β).

Assim, o erro quadrático médio é definido como a variância do estimador mais o

quadrado do seu viés. Um caso particular ocorre quandoB(β) = 0, ou equivalentemente

E(β̂) = β. Neste caso, β̂ é um estimador não viesado (ENV) para β. Logo, pela definição

2.1 temos que EQM(β̂) = Var(β̂). Se E(β̂) 6= β então o estimador β̂ é dito viesado ou

viciado.

Quando aumentamos o tamanho da amostra, a esperança do estimador se aproxima

do verdadeiro valor de β, limn→∞E(β̂) = β, neste caso β̂ é um estimador assintotica-

mente não viesado para β.

2.8 Considerações Finais

Conclúımos, a abordagem clássica tem sido amplamente utilizada no ajuste de

modelos de regressão binária, no entanto, dependendo do tipo de função de ligação

adotado, esta abordagem pode esbarrar em dificuldades para encontrar estimadores

de máxima verossimilhança. Além disso, realizar inferência sobre os parâmetros dos

modelos com a abordagem clássica é preciso sempre ter em mente que estamos usando

a teoria assintótica, válida quando o tamanho da amostra tente para o infinito e isso

nem sempre é posśıvel.





Caṕıtulo

3
Abordagem Bayesiana

3.1 Inferência Bayesiana Sem Variáveis Auxiliares

O modelo bayesiano sem uso de variáveis auxiliares é dado por

yi ∼ Bernoulli(F(ηi))

ηi = x>i β

β ∼ π(β). (3.1)

Em que yi ∈ {0, 1}, i = 1, · · · , n, é uma variável com resposta binária associada

a p covariáveis xi = (xi1, · · · , xip)>, F−1 é a função de ligação, ηi denota o i-ésimo

preditor linear, β representa um vetor coluna (p× 1) de coeficientes regressores e π(·)
a distribuição a priori de β.

O vetor de parâmetros desconhecidos, β, associa-se um modelo probabiĺıstico, de-

nominada de distribuição a priori. Neste trabalho consideramos priori subjetiva. Com

isso, a distribuição a posteriori conjunta para os parâmetros, é obtida combinando essa

distribuição a priori com a verossimilhança.

23
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Utilizando o teorema de Bayes, escrevendo y = (y1, · · · , yn)>, a distribuição dos

parâmetros atualizada pelos dados, é a distribuição a posteriori dada por

π(β|y) =

π(β)
n∏
i=1

F(ηi)
yi [1− F(ηi)]

1−yi

∫ +∞

−∞

n∏
i=1

F(ηi)
yi
[
1− F(ηi)

1−yi
]
π(β)dβ

(3.2)

Como β é o vetor de parâmetros, temos dificuldade em calcular a integral, sendo

necessário, o uso de métodos numéricos para gerar amostras aleatórias independentes

dessa distribuição a posteriori para cada parâmetro. Existem diversos algoritmos capaz

de executar essa tarefa, como Metropolis-Hastings, Hastings (1970), Amostrador de

Gibbs, Geman e Geman (1984) ou o algoritmo de rejeição adaptativa. Todos fazem

parte de uma famı́lia chamado Monte Carlo via cadeia de Markov (Markov Chain Monte

Carlo: MCMC). Esses métodos são baseados na construção de cadeias de Markov cuja

distribuição de interesse é a distribuição estacionária. Neste contexto, a distribuição

estacionária é a distribuição a posteriori.

No caso da inferência bayesiana sem o uso de variáveis auxiliares utiliza-se o algo-

ritmo de Metropolis-Hastings para gerar amostra da distribuição a posteriori. Consi-

dere β = (β1, · · · ,βp)>, e cada componente βi pode ser escalar ou um vetor e suponha

que a cadeia esteja no estado β e um valor θ∗ é gerado de uma distribuição q(·|β). O

novo valor θ∗ é aceito com probabilidade

α(β, θ∗) = min

(
1,
π(θ∗)q(β|θ∗)
π(β)q(θ∗|β)

)
.

O algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser especificado pelos seguintes passos,

1. Inicializa-se o contador de iterações t = 0 e especifique os valores iniciais para

β(0) = (β
(0)
1 , · · · ,β(0)

p )>.

2. Gere um novo valor θ∗ da distribuição q(·|θ).

3. Calcule a probabilidade de aceitação α(β, θ∗) e gere o valor u da variável U ∼
U(0, 1).

4. Se u ≤ α então aceite o novo valor e faça β(t+1) = θ∗, caso contrário rejeite e faça

β(t+1) = β(t).

5. Altere o contador de (t) para (t+ 1) e volte ao passo 2.
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No caso das funções de ligações assimétricas, há um parâmetro adicinal, λ. Neste

caso, gera-se β(t+1)|λ(t), em seguida gera-se λ(t+1)|β(t+1), λ(t).

3.2 Inferência Bayesiana com Variáveis Auxiliares

3.2.1 Regressão Probito

Podemos representar o modelo probito utilizando uma variável auxiliar da seguinte

maneira

yi =

{
1 se zi > 0

0 se caso contrário

zi = x>i β + εi

εi ∼ N(0, 1)

β ∼ π(β). (3.3)

Considere a distribuição a priori, π(β) ∼ Np(b,v), sendo p o número de parâmetros.

A distribuição condicional completa de β é dada por

β|z ∼ Np(B,V)

B = V(v−1b + X>z)

V = (v−1 + X>X)−1 (3.4)

sendo X = (x>1 , . . . ,x
>
n ). A distribuição condicional completa de cada elemento zi é a

normal truncada,

zi|yi,β ∝

{
N(x>i β, 1)I(zi > 0) se yi = 1

N(x>i β, 1)I(zi ≤ 0) caso contrário.
(3.5)

Utilizaremos o transformador da inversa descrita por Devroye (1986) para gerar amostra

da distribuição normal truncada apresentada em (3.5).

Com o uso da variável auxiliar, temos uma estrutura adequada para o uso de Amos-

trador de Gibbs. Para isso, gera-se sucessivas amostras das distribuições (3.4) e (3.5).

Porém, em geral, observa-se alta correlação a posteriori entre β e z, por isso utilizare-

mos a fatorização (3.6), sugestão feitas por Holmes e Held (2006). Com esta fatorização,
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obtém-se a atualização conjunta dos coeficientes de regressão e das variáveis auxiliares.

π(z,β|y) = π(z|y)π(β|z), (3.6)

sendo π(β|z) dado em (3.4) e para z condicional à y vamos assumir que a priori de

β segue uma distribuição normal n-variada, onde as médias podem assumir valores

diferentes de zeros. Então temos que π(z|y) é dada por

z|y ∝ Nn(Xb, In + XvX>)Ind(y, z),

sendo In a matriz identidade de dimensão n e Ind(y, z) a função indicadora, dada por:

Ind(y, z) = Ind [(yi = 1) I (zi > 0) + (yi = 0) I (zi ≤ 0)] .

É complicado amostrar diretamente da distribuição normal n-variada truncada. Um

forma eficiente de obter uma amostra desta distribuição é utilizar o algoritmo Gibbs.

Neste caso, a distribuição condicional de cada elemento zi, condicional a demais, é uma

normal univariada truncada no zero dada por

zi|z−i,y ∝

{
N(mi, vi)I(zi > 0) se yi = 1,

N(mi, vi)I(zi ≤ 0) caso contrário,

sendo mi = x>i b + (1− hii)−1
∑n

k=1,k 6=i hik(zk − x>k b), vi = (1− hii)−1 e hik = x>i Vxk,

com V definida em 3.4.

Um alternativa eficiente para calcular os parâmetros de localização mi e vi são dados

por

mi = x>i B− hii
1− hii

(zi − x>i B),

em que zi é o valor atual da i-ésima observação do vetor z e B dado em (3.4). Para

cada atualização de algum zi devemos recalcular o B através da seguinte relação

B = Bant + si(zi − zanti ),

sendo Bant e zanti são os valores armazenados da atualização anterior de B e zi, respec-

tivamente, e si o i-ésimo vetor coluna da matriz S = VX>.

O algoritmo desse procedimento encontra-se no Apêncide A.
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3.2.2 Regressão Loǵıstica

No modelo de regressão loǵıstica pode-se assumir que o erro segue a distribuição

loǵıstica padrão e assim obter o modelo de regressão loǵıstica. Porém, a distribuição

a posteriori é desconhecida. Por isso, utilizaremos o resultado apresentado em Ste-

fanski (1991), que mostra que a distribuição loǵıstica pode ser representada como uma

escala de mistura de distribuição normal padrão em que a densidade de mistura está

relacionada com a distribuição Kolmogorov-Smirnov (KS) (Apêndice C).

Considere a classe de distribuições para as funções simétricas definida por

Fs =

{
F(·) =

∫ ∞
0

Φ
( ·
δ

)
dG(δ),G é uma fda no intervalo[0,∞)

}
,

Considerando F ∈ Fs, o modelo de regressão binária é dado por

pi = P(yi = 1) = F(x>i β) =

∫ ∞
0

Φ

(
x>i β

δ

)
dG(δ).

O modelo logito é dado quando δ = 4ψ2 e ψ tem a distribuição kolmogorov-Smirnov

assintótica (KS). Cuja a função densidade é dado por

g(δ) = 8
∞∑
i=1

(−1)n+1n2δ exp(−2n2δ2), com δ > 0.

Utilizando a variável auxiliar z = (z1, · · · , zn)> podemos escrever o modelo da

seguinte maneira

yi =

{
1 se zi > 0

0 se caso contrário,

com zi|β, δ ∼ N(x>i β, δ(ψ)), sendo δ(ψ) > 0 para todo ψ > 0, δ(·) é uma função

bijetora e g(·) é uma densidade de mistura cont́ınua.

Neste caso, a verossimilhança é dada por

L(β|z, y) =
n∏
i=1

f(zi − x>i β)Ind [(yi = 1)I(zi > 0) + (yi = 0)I(zi ≤ 0)] , (3.7)

sendo f(·) a função de densidade de verossimilhança associada à F(·).
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Adicionando mais uma variável δ = (δ1, · · · , δn)>, o modelo logito pode ser repre-

sentado como

yi =

{
1 se zi > 0

0 se caso contrário

zi = x>i β + εi

εi ∼ N(0, δi)

δi = (2ψi)
2

ψi ∼ KS

β ∼ Np(b,v) (3.8)

sendo ψi, i = 1, . . . , n, são variáveis aleatórias que seguem a distribuição Kolmogorov-

Smirnov (KS).

Considerando o modelo (3.8), a distribuição a priori de β é uma função de distri-

buição normal, Np(b,v). A distribuição a posteriori de β condicionado em {z, δ} é

dada por

β|z, δ ∼ Np(B,V)

B = V(v−1b + X>Wz)

V = (v−1 + X>WX)−1

W = diag(δ−1
1 , . . . , δ−1

n ) (3.9)

sendo X = (x>1 , . . . ,x
>
n ).

A função de distribuição condicional de cada elemento de zi dado {yi,β, δi} é normal

truncada com variância igual a δi,

zi|yi,β, δi ∝

{
N(x>i β, δi)I(zi > 0) se yi = 1

N(x>i β, δi)I(zi ≤ 0) caso contrário.
(3.10)

A distribuição condicional completa π(δ|z,β) não tem uma forma conhecida. Mos-

tramos no Apêndice B como gerar amostra dessa distribuição utilizando o método de

rejeição. O pseudo-código desse método é apresentado no Apêndice A.

Para construir o algoritmo de Gibbs utilizaremos as seguintes atualizações

1. gera-se (β|z, δ), em seguida;

2. gera-se (z|β, δ,y), e por último;
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3. gera-se (δ|z,β) e retorna para 1.

A construção de blocos no modelo loǵıstico pode ser feito de duas maneiras. A

primeira segue o mesmo procedimento que o modelo probito, atualizando {z,β} con-

juntamente. Ou seja,

π(z,β|y, δ) = π(z|y, δ)π(β|z, δ)

Na equação (3.9), Holmes e Held (2006) assumem b = 0. Generalizando para b ∈ <p,
a distribuição π(z|δ,y) é normal n-variada truncada dada por

z|y, δ ∝ Np(Xb,W−1 + XvX>)Ind(y, z), (3.11)

sendo Ind(y, z) função indicadora. Utiliza-se o algoritmo Gibbs para gerar amostra

desta distribuição. As distribuições condicionais completas da distribuição (3.11) são

dadas por

zi|z−i,y, δ ∝

{
N(mi, vi)I(zi > 0) se yi = 1

N(mi, vi)I(zi ≤ 0) caso contrário.
(3.12)

z−i denota o vetor de variáveis z com a i-ésima variável removida. Os parâmetros mi

e vi são calculados da seguinte maneira

mi = x>i B− hi
δi − hi

(zi − x>i B), vi =
δ2
i

δi − hi
, (3.13)

sendo zi e δi denotam os valores atuais de zi e δi, respectivamente. B é dado em (3.9) e

hi é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz H = XVX>, com V definido em (3.9).

Devemos recalcular B a cada atualização de algum zi através da seguinte relação

B = Bant +

(
zi − zanti

δi

)
si,

sendo Bant e zanti os valores armazenados de atualização anterior de B e zi, respectiva-

mente, e si denota o i-ésimo vetor coluna de matriz S = VX>. O próximo passo deste

algoritmo é amostrar (δ|β, z) usando o algoritmo dado no Apêndice A, algoritmo I, e

recalcular V e B a cada iteração.
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A outra opção, denotado por Algoritmo II, é atualizar {z, δ} conjuntamente utili-

zando a fatorização abaixo,

π(z, δ|y,β) = π(z|y,β)π(δ|z,β).

Neste caso, as distribuições dos z>i s são loǵısticas truncadas independentes, dada

por

zi|yi,β ∝

{
Lo(x>i β, 1)I(zi > 0) se yi = 1,

Lo(x>i β, 1)I(zi ≤ 0) caso contrário,

sendo Lo(a, b) denota a função densidade de distribuição loǵıstica com parâmetro de

localização a e parâmetro de escala b.

Como a fda e a inversa da distribuição loǵıstica truncada tem uma forma anaĺıtica

simples, isto facilita na implementação e eficiência do Algoritmo II. Porém, a correlação

é menor no Algoritmo I. Entre os dois algoritmos de atualização conjunta apresentados

para o modelo loǵıstico, Holmes e Held (2006) recomendam o uso do Algoritmo I devido

a simplicidade do código.

3.2.3 Modelo Probito-Assimétrico

Considere a classe de distribuições para funções de ligações assimétricas paramétri-

cas definida por

FA =

{
Fλ(z) =

∫ ∞
0

F(z − λω)dG(ω), λ ∈ R
}
, (3.14)

sendo F uma função de distribuição simétrica em torno do zero com suporte nos reais

e G a fda de uma distribuição assimétrica no intervalo [0,∞).

No modelo de regressão binária, quando o inverso da função de ligação Fλ ∈ FA, é

definido por

pi = P(yi = 1) = Fλ(x
>
i β) =

∫ ∞
0

F(x>i β − λω)dG(ω),

sendo F e G definidos em (3.14).

O modelo probito-assimétrico definido pelo Azzalini (1985) é dado por Fλ = ΦSN(u;µ, σ2, λ),

sendo ΦSN(·;µ, σ2, λ), com os parâmetros de localização µ, de escala σ2 e de assime-

tria λ. Se Fλ é a fda de uma distribuição normal-assimétrica pertencente à classe de
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distribuições assimétricas FA definida em 3.14, então Fλ(u) = Φ(u; 0, 1 + λ2, λ) =

ΦCDS(u;λ), sendo ΦCDS(·;λ) a normal-assimétrica definida por Chen et al. (1999).

Considerando que as distribuições a priori de ω = (ω1, · · · , ωn)>, ε = (ε1, · · · , εn)>,

β = (β1, · · · , βp)> e λ são independentes, o modelo probito-assimétrico pertencente à

classe FA pode ser representado por

yi =

{
1 se zi > 0

0 se caso contrário

zi = x>i β + ε∗i

ε∗i = −λωi + εi

εi ∼ N(0, 1)

ωi ∼ HN(0, 1)

β ∼ Np(b,v)

λ ∼ N(α, τ), (3.15)

sendo HN a distribuição normal positiva (Half normal).

Sob o modelo (3.15), a distribuição condicional completa de β é dada por

β|z,ω, λ ∼ Np(B,V)

B = V
[
v−1b + X>(z + λω)

]
V = (v−1 + X>X)−1, (3.16)

sendo X = (x1, · · · ,xn)> a matriz de delineamento.

Na equação (3.17) temos a distribuição condicional completa de z, com os compo-

nentes, zi, para i = 1, · · · , n, variáveis aleatórias truncadas e independentes, ou seja:

zi|yi,β, λ, ωi ∝

{
N(x>i β − λωi, 1)I(zi > 0) se yi = 1,

N(x>i β − λωi, 1)I(zi ≤ 0) caso contrário.
(3.17)

A distribuição condicional completa de ω é normal n-variada truncada, sendo todos

os componentes, ωi, i = 1, · · · , n, variáveis aleatórias normais truncadas e independen-

tes

ωi|zi,β, λ ∝ N

(
− λ

1 + λ2
(zi − x>i β),

1

1 + λ2

)
I(ωi > 0) (3.18)
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Por último, a distribuição condicional completa de λ é dada por

λ|z,β,ω ∼ N(m, v)

m = v
[
τ−1α− ω>(z−Xβ)

]
v = (τ−1 + ω>ω)−1. (3.19)

3.3 Algoritmos de simulação

Existem várias maneiras de escolhas dos blocos para a implementação do Amostra-

dor de Gibbs. Neste trabalho, vamos utilizar três diferentes maneiras de agrupamentos

dos blocos, visando um algoritmo que forneça uma velocidade maior na convergência da

cadeia. Deste modo, temos a atualização conjunta de (z,β), uma extensão dos modelos

probito e logito. Outra opção é atualização conjunta de (z,ω), simular ao Algoritmo

II, Apêndice A, do modelo loǵıstico. Além disso, podemos atualizar conjuntamente

(z,β, λ), uma representação similar ao de probito.

3.3.1 Atualização conjunta de (z, β)

Utilizando a fatorização abaixo, obtemos a atualização de {z,β} conjuntamente

dado {y,ω, λ} ,

π(β, z|y,ω, λ) = π(z|y,ω, λ)π(β|z,ω, λ)

A distribuição π(z|y,ω, λ) é dada em (3.16). No apêndice B mostramos que a distri-

buição de z|y,ω, λ segue a seguinte densidade de probabilidade

π(z|y,ω, λ) = Cφn(z; Xb− λω, In + XvX>), z ∈ <(y, z), (3.20)

sendo

C−1 = Φ̄n(R(y, z); Xb− λω, In + XVX>),

em que φn(·,µ,Σ) denota a fdp de uma distribuição normal n-variada com vetor µ e

a matriz de covariâncias Σ, e Φ̄n(R(y, z);µ,Σ) é a função de distribuição acumulada

na região R(y, z) =
{
z = (z1, · · · , zn)>; zi > 0 se yi = 1 ou zi ≤ 0 se yi = 0

}
de uma

distribuição normal n-variada com vetor de médias µ e matriz de covariâncias Σ.
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A seguir, apresentamos as distribuições condicionais completas (prova no Apêndice

B) de zi|z−i, yi,ω onde utilizaremos um outro algoritmo de Gibbs.

zi|z−i, yi,ω, λ ∝

{
N(mi, vi)I(zi > 0) se yi = 0,

N(mi, vi)I(zi ≤ 0) caso contrário,
(3.21)

onde z−i denota o vetor de variáveis z com i-ésima variável removida. O parâmetro de

localização mi e o de escala vi, i = 1, ·, n, são dados por

mi = x>i b− λωi +
1

1 + hii

n∑
k=1
k 6=i

hik(zk − x>i b + λωk) e vi =
1

1− hii
,

onde hik denota o i-ésimo elemento da k-ésima coluna da matriz H = XvX>, com V

definido em 3.16. Alternativamente, podemos reescrever o parâmetro de localização mi

utilizando operações matriciais, ou seja

mi = x>i B− λωi −
hi

1− hi
[
zi − (x>i B− λωi)

]
,

sendo zi o valor atual da i-ésima observação do vetor z, hi denota o i-ésimo elemento da

diagonal da matriz H e B é dado em (3.16). Como B é função das variáveis auxiliares

zi, devemos recalcular B para cada atualização de algum zi utilizando a relação

B = Bant + si(zi − zanti )

sendo Bant e zanti denotam, respectivamente, os valores armazenados das atualizações

anteriores de B e zi, e si é o i-ésimo vetor de coluna de matriz S = VX>.

Pode-se gerar amostra da distribuição a posteriori {β, λ, z,ω} atráves das atuali-

zações sucessivas

1. gera-se de (β, z|y,ω, λ) utilizando as distribuições (3.16) e (3.21), em seguida;

2. gera-se de (ω|z,β, λ) utilizando (3.18), e por fim;

3. gera-se de (λ|z,β,ω) utilizando (3.19) e retorna a 1.

Denotamos por HH {z,ω} e o pseudo-código encontra-se no Apêndice A.
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3.3.2 Atualização conjunta de (z, ω)

Utilizando a fatorização podemos escrever a distribuição a posteriori de {z,ω} dado

{β, λ} da seguinte maneira

π(z,ω|y,β, λ) = π(z|y,β, λ)π(ω|z,β, λ)

onde π(ω|z,β, λ) é dada em (3.19). A distribuição de π(z|y,β, λ) é normal-assimétrica

n-variada truncada, sendo que cada componente zi, i = 1, · · · , n tem distribuição

normal-assimétrica truncada independentemente.

Ou seja,

zi|yi,β, λ ∝

{
SN(x>i β, 1 + λ2,−λ)I(zi > 0) se yi = 0,

SN(x>i β, 1 + λ2,−λ)I(zi ≤ 0) caso contrário,
(3.22)

sendo SN(µ, σ2, λ) a densidade da distribuição normal-assimétrica com parâmetro de

localização µ, de escala σ2 e de forma λ.

Denota-se por HH(z,ω) e o pseudo-código é apresentado por Apêndice A.

3.3.3 Atualização conjunta de (z, β, λ)

Considere λ um coeficiente regressor associado as variáveis auxiliares ω. Fazendo

a>i = [x>i , ωi] e θ = (β, λ)>, podemos representar esse modelo da seguinte maneira

yi =

{
1 se zi > 0,

0 se caso contrário.

zi = a>i θ + εi

εi ∼ N(0, 1)

θ ∼ Np+1(b,v). (3.23)

Utilizando a fatorização abaixo, a atualização de {z, δ} é dada por

π(z,θ|y,ω) = π(z|y,ω)π(θ|z,ω)
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A distribuição de θ condicional à {z,ω} é dada por

θ|z,ω ∼ Np+1(B,V)

B = V(v−1b + A>z)

V = (v−1 + A>A)−1 (3.24)

com A = (a>1 , a
>
2 , · · · , a>n ). A distribuição π(z|y,ω) é uma normal multivariada trun-

cada (prova no Apêndice C) dada por

z|y,ω ∝ Nn(Xb, In + AvA>)Ind(y, z). (3.25)

Para amostrar da distribuição (3.25), utilizaremos um novo algoritmo de Gibbs, através

das seguintes distribuições condicionais (prova no Apêndice B)

zi|z−i,y,ω, λ ∝

{
N(mi, vi)I(zi > 0) se yi = 1,

N(mi, vi)I(zi ≤ 0) caso contrário,
(3.26)

sendo z−i denota o vetor de variáveis z com a i-ésima variável removida. Os parâmetros

de localização mi e escala vi são dados por

mi = a>i B− hi
1 + hi

(zi − x>i B) e vi =
1

1− hi
,

sendo B como definida em (3.24), zi denotando o valor atual de zi, hi é o i-ésimo

elemento da diagonal da matriz H = AVA> e V definida em (3.24).

A atualização de B é realização a cada atualização de algum zi utilizando a seguinte

relação

B = Bant + si(zi − zanti )

sendo Bant e zanti , os valores armazenados das atualizações anteriores de B e zi, res-

pectivamente, e si denota o i-ésimo vetor da matriz S = VA>.

Como a matriz A = [X,ω] é função das variáveis auxiliares ω, a atualização de ω

é feita através da disribuição π(ω|z,β, λ) apresentado em (3.18).

Denotamos por HH(z,β, λ) e Algoritmo encontra-se no Apêndice A.
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3.4 Identificação de Pontos Influentes

Considere o conjunto de dados D = {y1, . . . , yn} e o conjunto de dados após ter sido

retirado a i-ésima observação, D(−i) = {y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , yn}. Vamos denotar as

densidades a posteriori para o vetor de parâmetros β, obtidas com cada um destes con-

juntos de dados, por π(β|D(−i)), respectivamente. A influência da observação yi pode

ser avaliada calculando a distância de Kullback-Leibler entre estas duas densidades a

posteriori.

Esta medida, denotada por KL(π, π(−i)), é a divergência de Kullback-Leibler entre

π e π(−i) onde π denota a distritribuição a posteriori para os dados completos e π(−i)

é a distribuição a posteriori sem a i-ésima observação e é calculada por

KL(π, π(−i)) =

∫
π(β|D) log

(
π(β|D)

π(β|D(−i))

)
dβ, (3.27)

sendo

π(β|D) =
L(β|D)π(β)∫
L(β|D)π(β)dβ

e

π(β|D(−i)) =
L(β|D(−i))π(β)∫
L(β|D(−i))π(β)dβ

tal que

π(β|D)

π(β|D(−i))
=

L(β|D)

L(β|D(−i))

∫
L(β|D(−i))π(β)dβ∫
L(β|D)π(β)dβ

= f(yi|β)

∫
L(β|D(−i))π(β)dβ∫

f(yi|β)L(β|D(−i))π(β)dβ

= f(yi|β)

∫
L(β|D(−i))π(β)dβ∫

f(yi|β)(π(β|D(−i))
∫
L(β|D(−i))π(β)dβ)dβ

= f(yi|β)

∫
L(β|D(−i))π(β)dβ∫

L(β|D(−i))π(β)dβ
∫
f(yi|β)π(β|D(−i))dβ

= f(yi|β)
1∫

f(yi|β)π(β|D(−i))dβ
(3.28)

Aplicando a função log na equação (3.28) obtemos

log

(
π(β|D)

π(β|D(−i))

)
= log f(yi|β)− log

∫
f(yi|β)π(β|D(−i))dβ (3.29)
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Denotando a densidade preditiva ordenada da observação yi por

CPOi =

∫
f(yi|β)π(β|D(−i))dβ, (3.30)

podemos reescrevê-la da forma

CPOi =

∫
f(yi|β)

L(β|D(−i))π(β)∫
L(β|D(−i))π(β)dβ

dβ

=

∫
L(β|D)π(β)∫ f(yi|β)

f(yi|β)
L(β|D(−i))π(β)dβ

dβ

=

∫
L(β|D)π(β)∫

1
f(yi|β)

L(β|D)π(β)dβ
dβ

=
1∫

1
f(yi|β)

L(β|D)π(β)dβ

∫
L(β|D)π(β)dβ

=
1∫

1
f(yi|β)

L(β|D)π(β)dβ

1
1∫

L(β|D)π(β)dβ

=
1∫

1
f(yi|β)

L(β|D)π(β)∫
L(β|D)π(β)dβ

dβ

=
1∫

1
f(yi|β)

π(β|D)dβ
. (3.31)

Substituindo (3.29) e (3.30) em (3.27), tem-se

KL(π, π(−i)) =

∫
log(f(yi|β))π(β|D)dβ −

∫
log(CPOi)π(β|D)dβ

= Eπ(β|D) {log f(yi|β)} − log(CPOi). (3.32)

Considerando uma amostra gerada da densidade a posteriori π(β|D), dada por

β(1), . . . ,β(Q), podemos estimar o efeito da observação yi por

K̂L(π, π(−i)) = − log(ĈPOi) +
1

Q

Q∑
q=1

log f(yi|β(q)),

em que a ĈPOi é dada por

ĈPOi =

[
1

Q

Q∑
q=1

1

f(yi|β(q))

]−1

.
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Segundo Peng e Dey (1995) e Cho et al. (2009) a calibração de KL(π, π(−i)) pode

ser realizado resolvendo a equação KL para encontrar pi,

KL(π, π(−i)) = KL(B(0.5), B(pi)) =
− log {4pi(1− pi)}

2
(3.33)

em que, B(p) é uma função de distribuição de Bernoulli com probabilidade de sucesso

p. Resolvendo a equação (3.33) temos que

pi =
1

2

{
1 +

√
1− exp

[
−2KL(π, π(−i))

]}
(3.34)

Esta equação implica que 0.5 ≤ pi ≤ 1. Então se pi >> 0.5 então a i-ésima observação

é considerado ponto influente.

3.5 Critérios Para Comparação de Modelos

O critério proposto Akaike (1974) baseia-se na verossimilhança penalizada pelo

número de parâmetros do modelo, AIC = −2
∑n

i=1 log L(β̂; yi) + 2p, enquanto que o

critério de informação bayesiano (BIC) proposto por Schwarz et al. (1978) pondera o

tamanho amostral com BIC = −2
∑n

i=1 log L(β̂; yi) + p log(n). Os critérios de seleção,

no contexto bayesiano, são obtidos atráves de uma extensão considerando a densidade

a posteriori dos parâmetros do modelo.

EAIC = −2E

(
n∑
i=1

log L(β̂; yi)

)
+ 2p, (3.35)

EBIC = −2E

(
n∑
i=1

log L(β̂; yi)

)
+ p log(n), (3.36)

sendo p é o número de parâmetros do modelo, n é o tamanho da amostral. Ambos os

critérios, EAIC e EBIC, indicam os melhores modelos quanto menor for o valor obtido.

3.6 Medidas de Eficiência

Através de uma medida padrão para descrição do erro, é posśıvel verificar se o

método estudado é adequado e, ainda, estabelecer uma escala de comparação entres

diferentes modelos ou metodologias.
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Considere uma cadeia de tamanho N, réplica de tamanho m e um vetor de parâ-

metros β. Podemos definir β̂i da seguinte maneira

β̂i =
1

N

N∑
j=1

β̂ij, i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , N, (3.37)

sendo β̂ij o j-ésimo vetor da i-ésima observação de uma amostra de tamanho m da

distribuição a posteriori de β e β̂i é a estimativa obtida na réplica no instante i.

Uma das medidas do erro mais simples é o erro médio (EM) e é definido pela equação

(3.38). Este erro é simples e fácil de ser calculado, porém, não é uma medida confiável

e tendem a ser pequeno pela possibilidade de ocorrência de erros negativos e positivos,

que acabam anulando durante a somatória.

EM =
1

N

N∑
i=1

(
β − β̂i

)
. (3.38)

Para resolver o problema de cancelamento dos erros de sinais opostos, ocorrido no

EM, podemos optar por outra medida, o erro quadrático médio (EQM) que eleva os

erros ao quadrado. O EQM tem sempre valor positivo e quanto mais próximo de zero,

maior a qualidade dos valores medidos ou estimados. A fórmula para o cálculo do EQM

é apresentado pela equação (3.39).

EQM =
1

N

N∑
i=1

(
β − β̂i

)2

. (3.39)

Mesmo corrigindo o problema do sinal, o EQM é falho no que se refere a magnitude,

ela depende diretamente da escala dos dados, e isto pode dificultar nas análises. Por

este motivo, a utilização de medidas percentuais é a mais adequada na avaliação de

medidas de eficiência. Uma das medidas dos erros percentuais, é o erro percentual abso-

luto médio MAPE (mean absolute percentage error), definido pela equação (3.40). Ela

é dado pela média de todos os erros absolutos percentuais, fornecendo uma indicação

do tamanho médio do erro, expresso como uma porcentagem do valor observado, inde-

pendentemente do erro ser positivo ou negativo. Porém, apresenta problema quando o

valor β for igual a 0, devido à sua utilização no denominador das equações, além disso,

esta medida apresenta problema de simetria quando o valor estimado é muito maior

ou menor que o verdadeiro, ou quando os valores das previsões são próximos de zero.
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Como forma de contornar a assimetria existente no MAPE. Makridakis e Hibon (1995)

propuseram a medição da precisão das previsões, através do cálculo do erro percentual

absoluto médio simétrico (SMAPE ou sMAPE, symmetric mean absolute percentage

error), apresentado na equação (3.41).

MAPE =
100%

N

n∑
j=1

∣∣∣∣∣β − β̂iβ

∣∣∣∣∣ . (3.40)

SMAPE =
100%

N

n∑
j=1

|β − β̂i|

(|β| − |β̂i|)/2
. (3.41)

3.7 Critério de Convergência

O teste de Geweke divide a cadeia de Markov em duas partes e testa se os valores

da primeira parte da cadeia são iguais em média aos valores da segunda parte. Se

a distribuição é estacionária, espera-se que a média da primeira parte seja igual a

segunda. Em geral, a primeira parte corresponde a 10% das iterações após o peŕıodo

de aquecimento e a segunda parte são os últimos 50% das iterações da cadeia. Seja

βt a cadeia de Markov, dividindo em duas subsequências, obtemos βt1 : t = 1, . . . , n1

e βt2 : t = na, . . . , n, sendo 1 < n1 < na < n e n2 = n − na + 1. Então as médias das

subsequências são β̄1 =

n1∑
t=1

βt

n1

e β̄2 =
n∑

t=na

βt

n2

.

Com as suas respetivas variâncias estimados, S2
1 e S2

2 . A estat́ıstica do teste é dada

por

Zn =
β̄1 − β̄2√
S2

1

n1

+
S2

2

n2

Admitindo-se que
n1

N
e
n2

N
são fixos. Quando N → ∞ a distribuição da estat́ıstica

converge para uma N(0, 1). Se o valor p obtido for maior que o ńıvel de significância pré-

fixado, então temos evidência para concluir que a distribuição a posteriori convergiu.

Podemos concluir, a abordagem Bayesiana aparentemente exige um maior esforço

computacional devido aos algoritmos de MCMC, porém é uma abordagem bastante

flex́ıvel para resolver o problema de inferência com diferentes modelos, assim como não
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é necessário de grandes amostras como é o caso da teoria clássica com as propriedades

assintóticas. Nos estudos de simulação veremos a viabilidade destas abordagens.

3.8 Considerações Finais

Podemos concluir, a abordagem bayesiana aparentemente exige um maior esforço

computacional devido aos algoritmos de MCMC, porém é uma abordagem bastante

flex́ıvel para resolver o problema de inferência com diferentes modelos, assim como não

é necessário de grandes amostras como é o caso da teoria clássica com as propriedades

assintóticas. Nos estudos de simulação veremos a viabilidade destas abordagens.





Caṕıtulo

4
Resultados de Simulações

Na inferência clássica e bayesiana sem o uso de variáveis auxiliares, os dados (yi,xi),

em que yi é o i-ésimo elemento do vetor da variável resposta e xi é um vetor coluna

formado pelo i-ésima observação das p variáveis explicativas, foram gerados a partir de

4.1, em que, pi é calculado de acordo com a função de ligação. As funções de ligações

consideradas neste estudos formam probito, logito, complemento log-log, transformação

box-cox e probito assimétrico.

yi =

{
1 se ui ≤ pi,

0, caso contrário.

ui ∼ Uniforme(0, 1)

pi ∼ g−1(ηi)

xi ∼ Uniforme(0, 1). (4.1)

Para o caso de inferência bayesiana com o uso de variáveis auxiliares, trabalhamos

com um conjunto de dados que foram simulados a partir das equações (3.3), (3.8) e

(3.15) para as funções de ligações probito, logito e probito-assimétrico, respectivamente.

A matriz de covariável, X, foi gerada a partir da distribuição uniforme com média zero

e variância um.

43
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Os algoritmos foram implementados no programa estat́ıstico R Team et al. (2013)

por ser um software gratuito e por ter vários pacotes implementados úteis para este

trabalho, como o pacote sn de Azzalini (2011) para gerar amostras de uma variável

normal-assimétrica e para os cálculos das distribuições acumulada e acumulada inversa

da distribuição normal-assimétrica, os pacotes coda Plummer et al. (2006) e stats para

verificar a convergência e a autocorrelação, respectivamente, das cadeias.

4.1 Inferência Clássica

Para o estudo de percentual de cobertura, o processo iterativo para obter β̂ pode

ser expresso como um processo iterativo de mı́nimos quadrados reponderados

β(m+1) = (X>K(m)X)−1X>W(m)z(m),

em que, K é a matriz de informação de Fisher dada por: K = X>WX e z(m) =

η(m) + G(m)(y− µ(m)).

Assintoticamente, n → ∞, β̂ − β ∼ Np(0, (X
>WX)−1). O intervalo de confi-

ança(IC) de 95% para β é dado por

IC = β̂ ± 1.96

√
V ar(β̂), (4.2)

em que, V ar(β̂) = diag[(X>WX)−1].

Temos interesse em saber se o percentual de cobertura do intervalo de confiança

assintótico está de acordo com o esperado na teoria. Para isso, consideramos amostras

de tamanhos 500, 1000 e 1500 e réplica de tamanho 1000.

Geramos os dados a partir da equação (4.1) e ajustamos o modelo. Depois calcula-

mos o intervalo de confiança assintótico utilizando a equação (4.2).

Nas Tabelas 4.1 mostramos o resultado de simulação do percentual de cobertura

para funções de ligações probito, logito, complemento log-log, transformação box-cox

e probito-assimétrico. Como podemos verificar, aproximadamente 95% dos intervalos

construidos contém o verdadeiro valor do parâmetro.
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Tabela 4.1: Percentual de cobertura utilizando o método de máxima verossimilhança.

Função θ
n

500 1000 1500

β0 = −1.5 96.3 95.7 95.6
Logito β1 = 2.5 96.2 95.2 95.8

β2 = 4.5 96.1 95.6 95.3

β0 = −2.0 94.8 95.8 95.0
Probito β1 = 3.5 95.7 97.0 95.1

β2 = 4.0 95.0 95.4 95.0

β0 = −3.5 96.4 95.5 96.9
Cloglog β1 = 3.0 95.6 96.2 95.0

β2 = 2.5 95.8 95.4 96.2

Transf. box-cox

λ = 0.5 99.9 99.9 99.9
β0 = −1.5 97.7 98.2 98.3
β1 = 2.5 97.7 98.2 98.3
β2 = 1.2 95.5 95.9 95.2

Probito-Assimétrico

λ = 1.5 99.9 99.9 99.9
β0 = −1.5 95.0 95.1 95.4
β1 = 2.5 95.1 95.2 95.5
β2 = 1.5 95.2 94.9 95.1

Os critérios AIC e BIC, geralmente, são utilizados para selecionar modelos e va-

riáveis explicativas. Neste estudo de simulação queremos mostrar que estes critérios

também podem ser utilizados para selecionar função de ligação. Deste modo, conside-

ramos os valores de parâmetros, β = (-1.5, 2.5, 4.5) para a função de ligação logito,

β = (-2.0, 3.5, 4.0) para probito e β = (-3.5, 3.0, 2.5) para a função complemento

log-log. Os dados foram gerados a partir da equação (4.1) e ajustado para diferentes

funções de ligações e contabilizamos as funções que apresentaram menor valor de AIC

e BIC para as mil réplicas.

Podemos ver na Tabela 4.2 que o valor percentual de escolha é maior quando o

valor da variável resposta é gerado pela mesma função de ligação que foi ajustado.
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Tabela 4.2: Percentual de escolha utilizando os critérios AIC e BIC.

AIC BIC

n Função Logito Probito Cloglog Logito Probito Cloglog

Logito 60.1 25.1 14.8 65.5 28.7 5.8
500 Probito 17.8 73.8 8.4 23.1 textbf74.1 2.8

Cloglog 6.9 10.8 82.3 0.6 11.7 87.7

Logito 70.3 26.7 3.0 70.1 27.0 2.9
1000 Probito 17.2 79.2 3.4 22.4 75.4 2.2

Cloglog 3.3 3.3 93.4 0.1 9.3 90.6

Logito 76.1 23.4 0.5 70.4 28.4 1.2
1500 Probito 14.2 84.5 1.3 21.4 76.4 2.2

Cloglog 1.9 1.7 96.4 0.0 7.7 92.3

4.2 Inferência bayesiana

No método bayesiano, trabalhamos com amostras de tamanhos 50, 100, 150 e 250,

consideramos 50 mil iterações sendo 10 mil peŕıodo de aquecimento, um salto de 30 em

30 e réplica de 500.

Para cada uma das cadeias, monitoramos os gráficos da função de autocorrelação

(FAC). Aplicamos o teste Geweke, Geweke et al. (1991), nas iterações após o peŕıodo

de aquecimento para verificar a convergência da cadeia.

Na inferência bayesiana sem o uso variáveis auxiliares, a distribuição a priori usada

para o vetor de parâmetros β = (β0,β1,β2)> é β ∼ N3(0, 25I3).

Para as funções de ligações simétricos, probito e logito, apresentamos os resulta-

dos das simulações nas Tabelas 4.3 e 4.4 utilizando inferência bayesiana com e sem

variáveis auxiliares. Para as funções assimétricas, complemento log-log, transformação

box-cox e probito-assimétrico, utilizando inferência bayesiana sem o uso de variáveis

auxiliares, os resultados encontram-se na Tabela 4.5. Por fim, para a função de ligação

probito-assimétrico e utilizando inferência bayesiana com o uso de variáveis auxiliares,

apresentamos os resultados na Tabela 4.6.

Observa-se que na inferência bayesiana sem o uso de variáveis auxiliares, para amos-

tras pequenas obtemos resultados melhores para as funções assimétricas, transformação
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box-cox e probito-assimétrico. No caso de inferência bayesiana com o uso de variáveis

auxiliares, as funções logito e probito-assimétrico apresentam melhores resultados.

Para comparar os resultados das duas metodologias bayesianas, com e sem o uso

de variáveis auxiliares, apresentamos os resultados obtidos com os cálculos de EQM,

MAPE e SMAPE para as funções probito, logito, complemento log-log, transformação

box-cox e probito-assimétrico, nas Tabelas 4.7, 4.8, 4.9 e 4.10, respectivamente. Para

a função logito apresentamos os algoritmos I e II, e para a função probito-assimétrico

apresentamos os algoritmos I, II e III. Os algoritmos I e III das funções logito e probito-

assimétrico, respectivamente, apresentam melhores resultados.
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Tabela 4.3: Resultados das estimativas usando a função de ligação probito, utilizando os métodos com e sem o uso de variáveis auxiliares.

Probito

Sem Variável Auxiliar Com Variável Auxiliar

n Parâmetros Média Mediana Moda DP1 Média Mediana Moda DP1

β0 = -1.5 -1.329 -1.323 -1.296 0.318 -1.391 -1.301 -1.218 0.421

50 β1 = 2.0 1.724 1.747 1.875 0.427 1.821 1.713 1.664 0.587

β2 = 1.5 1.657 1.657 1.767 0.460 1.606 1.793 1.662 0.441

β0 = -1.5 -1.400 -1.399 -1.325 0.286 -1.400 -1.399 -1.325 0.286

100 β1 = 2.0 1.865 1.854 1.772 0.424 1.865 1.854 1.772 0.424

β2 = 1.5 1.622 1.605 1.564 0.369 1.622 1.605 1.564 0.369

β0 = -1.5 -1.454 -1.439 -1.404 0.242 -1.454 -1.439 -1.404 0.242

150 β1 = 2.0 1.919 1.924 1.903 0.314 1.919 1.924 1.903 0.314

β2 = 1.5 1.542 1.542 1.631 0.375 1.542 1.542 1.631 0.375

β0 = -1.5 -1.490 -1.473 -1.404 0.236 -1.490 -1.473 -1.404 0.236

250 β1 = 2.0 1.932 1.937 1.899 0.280 1.932 1.937 1.899 0.280

β2 = 1.5 1.513 1.483 1.554 0.320 1.513 1.483 1.554 0.320

DP1: Desvio Padrão
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Tabela 4.4: Resultados das estimativas utilizando a função de ligação logito, usando os métodos sem e com o uso variáveis auxiliares.

Logito

Sem Variáveis Auxiliares Com Variáveis Auxiliares

Algoritmo I Algoritmo II

n β Média Mediana Moda DP1 Média Mediana Moda DP1 Média Mediana Moda DP1

β0 = -1.5 -1.625 -1.592 -1.481 0.823 -1.493 -1.489 -1.502 0.103 -1.517 -1.509 -1.512 0.330

50 β1 = 2.0 2.230 2.118 2.017 1.216 1.995 1.994 2.002 0.131 1.986 1.983 1.982 0.198

β2 = 1.5 1.614 1.525 1.398 1.082 1.496 1.495 1.493 0.040 1.496 1.498 1.496 0.078

β0 = -1.5 -1.603 -1.598 -1.463 0.606 -1.505 -1.515 -1.552 0.228 -1.505 -1.507 -1.506 0.219

100 β1 = 2.0 2.137 2.108 2.011 0.739 2.003 2.008 2.017 0.063 1.986 1.983 1.982 0.198

β2 = 1.5 1.610 1.602 1.381 0.809 1.501 1.501 1.498 0.029 1.496 1.498 1.497 0.055

β0 = -1.5 -1.405 -1.360 -1.425 0.402 -1.503 -1.492 -1.487 0.147 -1.504 -1.488 -1.668 0.442

150 β1 = 2.0 1.930 1.885 1.819 0.528 1.997 2.000 2.006 0.095 2.005 2.002 2.001 0.134

β2 = 1.5 1.472 1.464 1.523 0.45 1.500 1.500 1.498 0.032 1.507 1.510 1.506 0.055

β0 = -1.5 -1.553 -1.529 -1.425 0.373 -1.499 -1.501 -1.534 0.190 -1.493 -1.475 -1.491 0.219

250 β1 = 2.0 2.087 2.067 1.819 0.531 2.001 1.999 2.011 0.113 1.993 1.990 1.991 0.134

β2 = 1.5 1.530 1.517 1.523 0.483 1.499 1.500 1.502 0.055 1.498 1.506 1.579 0.136

DP1: Desvio Padrão
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Tabela 4.5: Resultados das estimativas utilizando as funções de ligações assimétricas, complemento log-log, transformação box-cox e
probito-assimétrico, usando o método sem o uso variáveis auxiliares.

Funções Complemento log-log Transformação box-box Probito-Assimétrico

n θ Média Mediana Moda DP Média Mediana Moda DP Média Mediana Moda DP

β0 = -1.5 -1.848 -1.742 -1.538 0.746 -1.516 -1.519 -1.580 0.182 -1.513 -1.512 -1.476 0.127

50
β1 = 2.0 2.472 2.269 2.011 1.092 1.990 1.989 1.978 0.172 2.004 2.004 2.019 0.132

β2 = 1.5 1.821 1.760 1.682 0.878 1.478 1.488 1.492 0.179 1.514 1.519 1.507 0.131

λ 0.599 0.600 0.601 0.018 0.999 1.000 1.000 0.011

β0 = -1.5 -1.617 -1.589 -1.428 0.472 -1.511 -1.518 -1.493 0.170 -1.506 -1.514 -1.523 0.103

100
β1 = 2.0 2.195 2.166 2.009 0.617 2.008 2.020 2.019 0.171 1.997 1.994 2.007 0.099

β2 = 1.5 1.580 1.544 1.666 0.435 1.512 1.510 1.527 0.159 1.505 1.507 1.505 0.103

λ 0.598 0.598 0.597 0.011 1.000 1.001 0.999 0.009

β0 = -1.5 -1.593 -1.600 -1.618 0.367 -1.489 -1.489 -1.478 0.168 -1.497 -1.495 -1.460 0.097

150
β1 = 2.0 2.107 2.108 2.067 0.473 1.995 2.004 1.981 0.164 2.002 2.005 1.986 0.099

β2 = 1.5 1.563 1.562 1.521 0.353 1.507 1.517 1.545 0.158 1.503 1.500 1.488 0.097

λ 0.597 0.599 0.600 0.006 0.999 0.999 0.998 0.008

β0 = -1.5 -1.570 -1.550 -1.390 0.274 -1.500 -1.501 -1.540 0.162 -1.502 -1.499 1.501 0.091

250
β1 = 2.0 2.077 2.053 1.905 0.365 2.004 2.014 2.008 0.161 1.998 2.003 1.995 0.095

β2 = 1.5 1.559 1.517 1.521 0.442 1.509 1.515 1.524 0.151 1.501 1.502 1.508 0.096

λ 0.590 0.592 0.601 0.006 1.000 1.000 1.000 0.008

Os valores de λ são: 0.5 e 1.0 para as funções transformação box-cox e probito-assimétrica, respectivamente.
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Tabela 4.6: Resultados obtidos com a estimação da função de ligação probito-assimétrico, utilizando o método com o uso de variáveis auxiliares.

Probito-assimétrico

Algoritmo (z, β) Algoritmo (β, w) Algoritmo (z, β, λ)

n Parâmetros Média Mediana Moda DP Média Mediana Moda DP Média Mediana Moda DP

β0 = -1.5 -1.482 -1.485 -1.487 0.742 -1.362 -1.343 -1.268 -1.417 -1.572 -1.597 -1.523 0.739

50 β1 = 2.0 2.012 2.001 2.020 0.711 2.053 2.007 1.996 1.734 1.946 1.942 2.068 0.711

β2 = 1.5 1.517 1.519 1.455 0.725 1.576 1.526 1.523 1.694 1.517 1.524 1.467 0.713

λ = 1.0 0.003 0.002 0.008 0.061 1.694 1.696 1.696 1.691 1.014 0.999 0.993 0.740

β0 = -1.5 -1.531 -1.517 -1.428 0.729 -1.362 -1.435 -1.463 1.033 -1.503 -1.501 -1.640 0.716

100 β1 = 2.0 1.992 1.995 2.040 0.695 2.053 2.045 2.093 1.000 1.983 1.963 1.961 0.733

β2 = 1.5 1.483 1.503 1.438 0.722 1.576 1.587 1.396 0.983 1.504 1.506 1.644 0.705

λ = 1.0 0.007 0.007 0.010 0.083 1.694 1.692 1.692 0.103 0.995 1.011 1.154 0.737

β0 = -1.5 -1.519 -1.502 -1.409 0.713 -1.431 -1.438 -1.479 0.992 -1.503 -1.514 -1.478 0.713

150 β1 = 2.0 1.994 1.984 1.945 0.714 2.051 2.054 2.102 0.978 2.013 2.009 2.054 0.710

β2= 1.5 1.492 1.467 1.432 0.704 1.558 1.550 1.569 0.973 1.499 1.490 1.544 0.719

λ = 1.0 0.009 0.009 0.016 0.102 1.686 1.687 1.686 0.072 0.995 1.001 1.039 0.710

β0 = -1.5 -1.483 -1.475 -1.502 0.727 -1.451 -1.447 -1.494 0.964 -1.474 -1.476 -1.487 0.705

250 β1 = 2.0 2.000 2.032 2.011 0.718 2.026 2.016 2.022 0.994 2.000 1.994 2.004 0.706

β2 = 1.5 1.501 1.511 1.429 0.720 1.536 1.530 1.489 0.972 1.498 1.499 1.504 0.613

λ = 1.0 0.020 0.018 0.020 0.147 1.676 1.677 1.682 0.044 0.999 0.964 0.927 0.734
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Tabela 4.7: Critério de precisão para a função probito, utilizando o método com e sem o uso de variáveis auxiliares.

Probito

Sem Variável Auxiliar Com Variável Auxiliar

Parâmetros Critérios de Precisão n n

50 100 150 250 50 100 150 250

β0

EQM 0.130 0.092 0.058 0.057 0.130 0.003 0.003 0.001

MAPE 20.287 16.173 12.941 12.541 4.131 3.333 2.950 1.929

SMAPE 21.944 17.479 13.120 12.964 4.144 3.329 2.944 2.027

β1

EQM 0.258 0.198 0.105 0.083 0.258 0.002 0.001 0.001

MAPE 20.007 18.233 12.555 11.330 3.836 1.637 1.483 1.281

SMAPE 23.490 19.685 13.216 11.806 3.869 1.635 1.482 1.282

β2

EQM 0.236 0.142 0.151 0.102 0.236 0.002 0.001 0.001

MAPE 25.893 20.715 20.030 16.807 3.836 2.157 1.973 1.762

SMAPE 24.477 20.063 19.548 16.958 2.662 2.160 1.976 1.763
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Tabela 4.8: Resultados obtidos com os critérios de precisões para a função logito, usando os métodos sem e com o uso de variáveis auxiliares.

Logito

Sem Variáveis Auxiliares Com Variáveis Auxiliares

Algoritmo I Algoritmo II

Parâmetros Critérios n n n

50 100 150 250 50 100 150 250 50 100 150 250

β0

EQM 0.692 0.377 0.214 0.141 0.036 0.021 0.010 0.010 0.193 0.109 0.048 0.022

MAPE 42.375 32.628 24.814 19.614 10.209 7.868 2.815 1.147 11.815 7.999 5.557 3.221

SMAPE 42.982 32.887 24.378 19.293 10.310 7.853 2.909 1.278 11.909 8.172 5.586 3.110

β1

EQM 1.529 0.565 0.327 0.289 0.012 0.009 0.004 0.002 0.061 0.018 0.039 0.018

MAPE 48.554 29.435 24.911 21.363 4.563 3.781 2.517 1.088 8.103 5.413 3.117 2.259

SMAPE 47.919 29.276 23.268 20.940 4.563 3.792 2.517 1.112 8.204 5.433 3.034 2.391

β2

EQM 1.182 0.666 0.344 0.234 0.003 0.001 0.0008 0.0008 0.018 0.006 0.003 0.002

MAPE 57.228 43.318 35.224 26.108 2.936 2.179 1.537 1.197 4.191 2.936 2.111 1.449

SMAPE 59.401 44.806 34.010 26.768 2.948 2.186 1.536 1.132 4.212 2.948 2.112 1.526
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Tabela 4.9: Resultados obtidos usando os critérios de precisões para as funções: complemento log-log, transformação box-cox e Probito-assimétrico,
utilizando o método sem o uso de variáveis auxiliares.

Complemento log-log Transformação box-cox Probito-assimétrico

Parâmetros Critérios n n n

50 100 150 250 50 100 150 250 50 100 150 250

β0

EQM 0.677 0.236 0.143 0.080 0.033 0.029 0.028 0.026 0.902 0.010 0.009 0.008

MAPE 41.832 24.950 20.355 14.868 9.847 9.081 8.975 8.524 6.863 5.459 5.234 4.844

SMAPE 35.811 23.529 19.693 14.281 9.917 9.012 8.972 8.654 6.871 5.482 5.190 4.842

β1

EQM 1.415 0.419 0.235 0.139 0.029 0.029 0.026 0.025 0.017 0.009 0.009 0.009

MAPE 42.998 24.840 19.187 15.024 6.943 6.876 6.553 6.530 5.224 3.952 3.938 3.759

SMAPE 35.984 23.092 18.564 14.562 6.953 6.908 6.603 6.548 5.242 3.944 3.942 3.765

β2

EQM 0.873 0.331 0.195 0.128 0.032 0.025 0.024 0.023 0.017 0.010 0.009 0.009

MAPE 47.646 29.630 23.450 18.719 9.676 8.584 8.441 8.088 6.902 5.472 5.157 5.073

SMAPE 42.798 29.829 23.020 18.345 9.638 8.593 8.482 8.268 6.908 5.487 5.125 5.068

λ

EQM 0.070 0.009 0.009 0.008 0.902 0.078 0.648 0.006

MAPE 30.725 19.763 19.598 18.093 5.760 5.157 4.641 3.672

SMAPE 36.307 17.978 17.831 16.540 5.760 5.710 4.641 3.688
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Tabela 4.10: Resultados obtidos utilizando os critérios de precisões para a função de ligação probito-assimétrico, usando método com o uso de
variáveis auxiliares.

Probito-assimétrico

Algoritmo (z, β) Algoritmo (β, w) Algoritmo (z, β, λ)

n Parâmetros EQM MAPE SMAPE EQM MAPE SMAPE EQM MAPE SMAPE

β0 0.545 0.390 0.217 1.085 0.547 0.321 0.532 0.385 0.208

50 β1 0.538 0.288 0.155 1.000 0.399 0.217 0.515 0.286 0.153

β2 0.525 0.388 0.215 0.968 0.526 0.391 0.518 0.382 0.211

λ 0.995 0.995 0.948 0.584 0.695 0.357 0.548 0.586 0.324

β0 0.528 0.384 0.213 1.039 0.532 0.300 0.518 0.381 0.208

100 β1 0.509 0.286 0.154 0.991 0.398 0.217 0.508 0.285 0.152

β2 0.521 0.384 0.215 0.959 0.526 0.287 0.517 0.381 0.210

λ 0.991 0.992 0.933 0.584 0.692 0.356 0.543 0.585 0.319

β0 0.509 0.377 0.209 0.990 0.531 0.297 0.503 0.372 0.207

150 β1 0.506 0.285 0.151 0.960 0.390 0.212 0.504 0.282 0.150

β2 0.519 0.384 0.213 0.951 0.525 0.285 0.509 0.380 0.210

λ 0.991 0.989 0.918 0.577 0.688 0.355 0.538 0.577 0.314

β0 0.497 0.379 0.206 0.932 0.524 0.297 0.492 0.376 0.204

250 β1 0.499 0.283 0.153 0.920 0.387 0.210 0.482 0.281 0.149

β2 0.495 0.380 0.209 0.950 0.513 0.273 0.497 0.379 0.207

λ 0.980 0.979 0.883 0.767 0.676 0.651 0.505 0.569 0.317
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Nas Figuras 4.1 e 4.2 encontram-se os gráficos dos viés relativos a estimativa dos

parâmetros das funções de ligações. Na Figura 4.1 temos os gráficos do viés obtidos

com as funções probito, logito, complemento log-log, transformação box-cox e probito-

assimétrico, no caso da inferência bayesiana sem o uso de variáveis auxiliares. Na Figura

4.2 encontram-se os gráficos do viés das funções probito, logito e probito-assimétrico,

no caso da inferência bayesiana com o uso de variáveis auxiliares. Como podemos

verificar nas figuras, à medida que aumentamos o tamanho da amostra, o viés tende a

zero e o viés para o caso da inferência bayesiana com o uso de variáveis auxiliares em

geral é menor.



CAPÍTULO 4. RESULTADOS DE SIMULAÇÕES 57
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(d) Ligação box-cox.
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(e) Ligação probito-assimétrico.

Figura 4.1: Viés encontrado na estimativa dos parâmetros das funções de ligações usando
inferência bayesiana sem o uso de variáveis auxiliares.
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(b) Logito - Algoritmo I.

●

●
●

●

50 100 150 200 250

−0
.0

2
−0

.0
1

0.
00

0.
01

0.
02

0.
03

n

V
ié

s 
(β

)

●

●

●

●

●

●
●

●

β0
β1
β2

(c) Logito - Algoritmo II.
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(d) Probito-assimétrico - Algoritmo I.
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(e) Probito-assimétrico - Algoritmo II.
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(f) Probito-assimétrico - Algoritmo III.

Figura 4.2: Viés encontrado na estimativa dos parâmetros das funções de ligações usando
inferência bayesiana com o uso de variáveis auxiliares.
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5
Aplicações

5.1 Aplicação aos Dados do Ibovespa

Este conjunto de dados se refere a variação do Ibovespa de uma amostra de 883

observações no peŕıodo de 02/01/13 a 01/08/16 (UolEconomia (2016)). Estabelecemos,

se a variação do Ibovespa no dia t com o dia t − 1 for positiva atribúımos 1, caso

contrário, atribúımos 0. A covariável que escolhemos para explicar essa variação foi o

valor do dólar (valor de venda).

Neste conjunto de dados, estamos interessados em saber se existe relação entre a

variável do Ibovespa com o valor de fechamento do dólar. Para isso, foi feito uma

análise utilizando o modelo de regressão binária, com as funções probito, logito, com-

plemento log-log, transformação box-cox e probito-assimétrico, nas abordagens clássica

e bayesiana com uso de variáveis auxiliares. Na abordagem bayesiana optamos pelos

algoritmos que apresentaram os melhores resultados nas simulações, logito algoritmo I

e o probito-assimétrico algoritmo III.

Os resultados desta análise, abordagens clássica e bayesiana, estão apresentados

nas Tabelas 5.1 e 5.2, respectivamente. Na Tabela 5.1 encontram-se a estimativa que

é dada pela média da a posteriori, o desvio padrão, o valor-z, AIC e BIC para cada

modelo. Na Tabela 5.2 encontram-se a estimativa, intervalo de credibilidade (I.C.) de

95%, critério de Geweke e os critérios de seleção de funções de ligações E-AIC e E-BIC.
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Tabela 5.1: Resultado da análise dos dados do Ibovespa utilizando inferência clássica.

Funções Efeitos Estimativas DP Pr(>|z|) AIC BIC

Probito
Constante -0.031 0.043 0.472

1152.844 1162.411
Variação do Dólar -11.821 1.455 4.55e-16

Logito
Constante -0.047 0.070 0.502

1151.721 1161.288
Variação do Dólar -19.797 2.485 1.66e-15

Complemento
Constante -0.424 0.050 < 2e-16

1157.780 1167.347
log-log

Variação do Dólar -12.262 1.619 3.73e-14

Transformação
box-cox

Constante -0.003 0.070 0.955
1128.219 1142.569

Variação do Dólar -18.653 2.460 3.46e-14

Probito-
assimétrico

Constante 0.522 0.070 1.01e-13
1128.076 1142.426

Variação do Dólar -9.760 2.484 8.52e-05

Probito-
assimétrico s/ 210

Constante 0.501 0.070 1.01e-13
1126.465 1141.900

Variação do Dólar -10.221 2.532 5.01e-07

Probito-assimétrico s/210: Probito-assimétrico sem a observação 210.

Tabela 5.2: Resultado da análise dos dados do Ibovespa utilizando inferência bayesiana.

Modelos Efeitos Estimativas I.C.(95 %)
Critério

de
Geweke

E-AIC E-BIC

Probito
Constante -0.821 [-2.171; 0.527] 1.197

1789.458 1799.024
Variação do

Dólar
-11.971 [-13.382; -10.560] -1.441

Logito
Constante -0.754 [-2.256; 0.7472] 0.119

1791.437 1801.004
Variação do

Dólar
-15.015 [-16.372; -13.658] 0.524

Probito-
assimétrico

Constante -1.618 [-3.048; -0.188] 0.464
1782.934 1797.284

Variação do
Dólar

-11.985 [-13.382; -10.587] -1.085
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Podemos observar pelas Tabelas 5.1 e 5.2 que o intercepto não é significativo para

as funções probito, logito e transformação box-cox. Considerando as funções com in-

tercepto significativo, o modelo que melhor ajustou os dados é probito-assimétrico,

segundo os critérios AIC, BIC, E-AIC e E-BIC.

A razão de chances é definida como a razão entre a chance de ocorrer o evento

A pela chance de ocorrer o evento B. Sendo, a chance é dada pela probabilidade de

ocorrência deste evento dividida pela probabilidade de não ocorrência do mesmo evento.

Calculando a razão de chances para este conjunto de dados, conclúımos, se houver um

aumento de 0.1 na variação do dólar, a chance da variação do Ibovespa ser negativa é

maior que 80%.

Na Figura 5.2, apresentamos os gráficos de reśıduos dessa função. Na inferência

clássica os reśıduos apresentamos são: distância de cook e reśıduo componente do desvio

e na inferência bayesiana apresentamos o gráfico de identificação de pontos influentes.

Como podemos observar na Figura 5.2 (a), a observação 210 foi apontado como posśıvel

ponto influente, por isso, retiramos e fizemos uma nova análise. Os resultados dessa

análise encontra-se na Tabela 5.1, denotado por probito-assimétrico sem 210. Como

não houve mudança significativa na inferência optamos por não retirá-lo.

(a) Inferência clássica, com a observação 210.

(b) Inferência clássica, sem a observação 210.

Figura 5.1: Estudo do reśıduo usando a função probito-assimétrico na inferência clássia.



62 CAPÍTULO 5. APLICAÇÕES

(a) Inferência bayesiana, com o uso de variáveis auxiliares.

Figura 5.2: Estudo do reśıduo usando a função probito-assimétrico na inferência bayesiana.

5.2 Aplicação aos Dados Educacionais

Este conjunto de dados se refere a uma amostra de tamanho 4174 de um questionário

aplicado aos alunos do 3◦ ano do Ensino Médio das escolas estaduais do estado de

São Paulo que participaram da avaliação oficial Prova Brasil do Instituto Nacional de

Estudos e Pesquisas Educacionais (INEP) (2013).

Neste conjunto de dados, estamos interessados em saber quais são os fatores que

influenciam na aprovação do aluno. Para isso, denotamos por 1, se o aluno não reprovou

em nenhuma série, e 0, caso contrário. As covariáveis utilizadas são:

Sexo Etnia Até que a série a mãe estudou Tempo1 Trabalho2

Masculino Branco(a) Nunca estudou menos 1 hora Trabalha
Feminino Pardo(a) [0; 4ª série/5º ano[ 1 hora < t < 2 horas Não trabalha

Preto(a) [4ª série/5º ano; 8ª série/9º ano[ 2 horas < t < 3 horas
Amarelo(a) [8ª série/9º ano; Ensino Médio[ mais 3 horas

Ind́ıgena [Ensino Médio; faculdade[ Não uso
Não sei [Completou a faculdade[

Não sei

1 Quanto tempo você gasta assistindo à TV, navegando na internet ou jogando.
2 Atualmente trabalha fora de casa.

Neste conjunto de dados os modelos foram ajustados com as funções de ligações

probito, logito, complemento log-log, transformação box-cox e probito-assimétrico. Os

resultados encontram-se nas Tabelas 5.3 e 5.5. Pode-se verificar que a variável tempo

não é significativa. Por isso, ajustamos o modelo sem essa variável e apresentamos os

resultados nas Tabelas 5.4 e 5.5. Segundo os critérios AIC, BIC, E-AIC e E-BIC, os
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melhores ajustes foram obtidos com as funções logito e probito, nas inferências clássica

e bayesiana, respectivamente.

Tabela 5.3: Análise de dados educacionais usando inferência clássica.

Funções Efeitos Estimativas DP Pr(> |z|) AIC BIC

Probito

Constante 1.188 0.144 < 2e-16

3541.700 3579.716

Sexo -0.253 0.048 1.36 e-07
Etnia -0.115 0.024 1.85e-06

Escolarid. da mãe 0.070 0.017 3.48e-05
Tempo -0.005 0.020 0.801

Trabalho -0.336 0.049 1.32e-11

Logito

Constante 2.001 0.256 6.11e-15

3541.700 3579.695

Sexo -0.465 0.087 1.17e-07
Etnia -0.202 0.042 1.49e-06

Escolarid. da mãe 0.127 0.030 2.85e-05
Tempo -0.007 0.036 0.835

Trabalho -0.600 0.088 1.24e-11

Complemento

Constante 0.773 0.123 3.32e-10

3542.200 3580.241
log-log

Sexo -0.206 0.039 2.08e-07
Etnia -0.100 0.021 3.44e-06

Escolarid. da mãe 0.058 0.014 5.22e-05
Tempo -0.005 0.017 0.759

Trabalho -0.284 0.042 2.25e-11

Transformação

Constante 3.403 0.258 1.06e-03

3541.131 3549.111
Box-cox

Sexo -1.029 0.087 9.87e-14
Etnia -0.390 0.042 4.96e-07

Escolarid. da mãe 0.257 0.030 4.16e-06
Tempo -0.015 0.036 0.675

Se o aluno Trabalha -1.251 0.089 9.28e-04

Probito-

Constante 1.549 0.256 1.50e-09

3541.643 3579.663
assimétrico

Sexo -0.220 0.087 0.012
Etnia -0.099 0.042 0.018

Escolarid. da mãe 0.061 0.030 0.045
Tempo -0.004 0.036 0.907

Trabalho -0.289 0.088 0.001
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Tabela 5.4: Análise de dados educacionais usando inferência clássica, sem a variável uso de internet.

Funções Efeitos Estimativas DP Pr(> |z|) AIC BIC

Probito

Constante 1.170 0.124 < 2e-16

3539.800 3571.444
Sexo -0.253 0.048 1.36e-07
Etnia -0.115 0.024 1.86e-06

Escolarid. da mãe 0.070 0.017 3.59e-05
Trabalho -0.334 0.049 9.83e-12

Logito

Constante 1.973 0.220 < 2e-16

3539.700 3571.402
Sexo -0.465 0.087 1.16e-07
Etnia -0.202 0.042 1.49e-06

Escolarid. da mãe 0.127 0.030 2.90e-05
Trabalho -0.598 0.087 8.71e-12

Complemento

Constante 0.754 0.106 1.65e-06

3540.300 3572.003
log-log

Sexo -0.206 0.039 2.10e-07
Etnia 0.100 0.021 3.49e-06

Escolarid. da mãe 0.058 0.014 5.44e-04
Trabalho -0.282 0.042 1.82e-022

Transformação

Constante 3.346 0.258 1.94e-06

3540.215 3547.034
box-cox

Sexo -1.030 0.087 9.31e-07
Etnia -0.389 0.042 6.16e-06

Escolarid. da mãe 0.256 0.030 5.65e-04
Trabalho -1.246 0.036 7.66e-05

Probito-

Constante 1.533 0.220 3.45e-12

351.203 3579.323
assimétrico

Sexo -0.220 0.087 0.012
Etnia -0.099 0.042 0.018

Escolarid. da mãe 0.060 0.030 0.045
Trabalho -0.288 0.087 9.86e-3
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Tabela 5.5: Resultados da análise dos dados educacionais usando inferência bayesiana com o uso de
variáveis auxiliares.

Inferência bayesiana com o uso de variáveis auxiliares

Modelos Efeitos Estimativas I.C.(95%)
Critério
Geweke

E-AIC E-BIC

Probito

Constante 1.492 [1.041, 1.943] 0.236

4716.530 4720.550

Sexo -1.009 [-1.462; -0.555] -0.624
Etnia -0.683 [-1.130; -0.236] 0.336

Escolarid. da mãe 0.764 [0.370; 1.159] -1.365
Tempo 0.023 [-0.458; 0.505] 0.940

Trabalho -0.885 [-1.303, -0.468] 1.189

Logito

Constante 1.189 [0.743; 1.636] -1.084

4731.372 4775.729

Sexo -1.918 [-2.415; -1.421] 0.101
Etnia -0.763 [-1.206; -0.319] -1.259

Escolarid. da mãe 0.892 [0.566; 1.219] -1.273
Tempo 0.005 [-0.334; 0.324] 1.602

Trabalho -1.275 [-1.710; -0.839] -0.534

Probito-

Constante 1.478 [1.063; 1.894] -0.523

4723.003 4731.010

assimétrico

Sexo -1.180 [-1.572; -0.788] 0.663
Etnia -0.635 [-1.071; -0.200] 0.129

Escolarid. da mãe 1.404 [1.114; 1.694] -0.248
Tempo 0.105 [-0.355; 0.565] 1.266

Trabalho -0.858 [-1.293; -0.424] -1.604

Inferência bayesiana com o uso de variáveis auxiliares e sem a variável tempo

Probito

Constante 1.006 [0.866; 1.146] -0.462

4712.996 4718.679
Sexo -0.257 [-0.394; -0.119] -0.642
Etnia -0.155 [-0.292; -0.018] -0.843

Escolarid. da mãe 0.067 [0.021; 0.216] -1.186
Trabalho -0.235 [-0.377; -0.094] 0.199

Logito

Constante 1.165 [0.814; 1.516] -1.092

4726.737 4772.421
Sexo -0.878 [-1.243; -0.514] -0.535
Etnia -0.884 [-1.371; -0.397] 0.572

Escolarid. da mãe 0.624 [0.349; 0.900] -1.209
Trabalho -0.647 [-1.083; -0.212] -0.437

Probito-

Constante 1.206 [0.786; 1.626] -0.797

4721.304 4730.661

assimétrico

Sexo -0.720 [-1.159; -0.281] -0.053
Etnia -0.497 [-0.804; -0.191] -0.418

Escolarid. da mãe 0.585 [0.439; 0.730] -1.458
Trabalho -0.696 [-1.092; -0.301] -0.687
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Na Tabela 5.6 apresentamos os resultados obtidos com os cálculos de chances. Nesse

caso utilizamos a função logito, nas abordagens clássica e bayesiana e consideramos as

seguintes carateŕısticas: masculino e feminino, etnia: branco e negro, trabalho: sim

ou não, escolaridade da mãe: nunca estudou e superior completo. Com os resultados

obtidos na inferência clássica, calculamos a razão de chances e conclúımos: se o aluno

do sexo feminino a chance de não reprovar em nenhuma série é 37% menor em relação

ao aluno do sexo oposto. Ainda, se o aluno é negro ou trabalha, a chance de não

reprovar reduz em 33%. Considerando um aluno negro, masculino e trabalha, ele

tem 77% menos chance de não reprovar em relação ao aluno branco, feminino e que

trabalha. Além disso, conclúımos, se o aluno for do sexo masculino, negro, trabalha, a

mãe nunca estudou, a chance de não reprovar reduz em 86% em relação a um aluno de

sexo feminino, branco, não trabalha, a mãe tem o ensino superior complemento.

Tabela 5.6: Resultados dos cálculos da razão de chances nas abordagens clássia e bayesiana.

Razão de Chances

Caracteŕısticas
Inferência

clássica
Inferência
bayesiana

Masculino 4.519 3.408
Feminino 7.198 5.366

Negro 3.197 1.854
Branco 4.798 3.108

Trabalha 3.958 3.536
Não trabalha 7.198 5.366

Nunca estudou 9.288 6.878
Superior completo 15.462 11.613

Negro, Masculino, Trabalha 1.103 0.840
Negro, Masculino, Não Trabalha 2.007 1.225

Negro, Feminino, Trabalha 1.758 1.267
Negro, Feminino, Não Trabalha 3.197 1.854

Branco, Masculino, Trabalha 1.656 2.097
Branco, Masculino, Não Trabalha 3.012 3.108

Branco, Feminino, Trabalha 2.638 2.097
Branco, Feminino, Não Trabalha 4.798 3.108

Mãe: Nunca Estudou, Negro, Masculino, Trabalha 1.424 1.520
Mãe: Curso Superior, Negro, Masculino, Trabalha 2.371 2.357
Mãe: Nunca Estudou, Negro, Feminino, Trabalha 2.268 2.312
Mãe: Curso Superior, Negro, Feminino, Trabalha 3.777 3.642

Mãe: Nunca Estudou Branco, Masculino, Não Trabalha 3.886 2.528
Mãe: Curso Superior, Branco, Masculino, Não Trabalha 6.469 3.999
Mãe: Nunca Estudou, Branco, Feminino, Não Trabalha 6.190 3.919
Mãe: Curso Superior, Branco, Feminino, Não Trabalha 10.305 6.357
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Na Figura 5.3 encontram-se os gráficos das análises dos reśıduos para as funções

logito, na inferência clássica, e probito na inferência bayesiana. Como podemos observar

não há posśıveis pontos influentes.

(a) Inferência clássica - Logito.

(b) Inferência bayesiana com o uso de variável auxiliar - Probito.

Figura 5.3: Estudos dos reśıduos utilizando as funções logito e probito nas inferências clássica e
bayesiana, respectivamente.
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6
Considerações Finais

Neste trabalho estudamos o modelo de regressão binária no contexto clássico e

bayesiano. Na abordagem bayesiana, trabalhamos com duas metodologias para obter

a distribuição a posteriori. No primeiro caso, consideramos densidades a priori não

informativa e utilizamos o algoritmo de Metropolis-Hatings para gerar amostras da dis-

tribuição a posteriori. No segundo caso, adicionamos variáveis auxiliares na construção

do modelo e deste modo, obtemos as distribuições condicionais completas com forma

conhecida e que facilitou a implementação do algoritmo Amostrador de Gibbs. Porém,

como houve correlações nas cadeias, fizemos atualizações conjuntas (em blocos) das

quantidades desconhecidas, sugestão feitas por Holmes e Held (2006).

Na inferência bayesiana com uso de variáveis auxiliares, trabalhamos com as funções

probito, logito e probito-assimétrico. Para as funções, probito e logito, apresentamos

e implementamos os algoritmos de simulação propostos por Holmes e Held (2006). Na

função probito-assimétrico, trabalhamos com a proposta feitos por Chen et al. (1999)

e implementamos a proposta feita por Farias (2007).

Com os estudos de simulações na abordagem clássica, podemos concluir, o percen-

tual de cobertura do intervalo de confiança assintótico está de acordo com o esperado

pela teoria. Em relação ao percentual de escolha, conclúımos, os critérios AIC e BIC

conseguem escolher a função correta com um percentual de acerto superior a 60%,

quando as funções têm o mesmo número de parâmetros.
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Na abordagem bayesiana, sem o uso de variáveis auxiliares, conclúımos, para amos-

tras pequenas, os resultados foram mais precisos para as funções assimétricas, comple-

mento log-log e probito-assimétrico. Comparando as duas metodologias bayesianas, o

algoritmo mais eficiente é com o uso de variáveis auxiliares segundo os critérios EQM,

MAPE e SMAPE, além disso, os algoritmos que apresentam melhores resultados foram

I e III para as funções logito e probito-assimétrico, respectivamente. Com os resultados

do cálculo do viés, conclúımos, os estimadores são assintoticamente não viciados para

as duas metodologias bayesianas.

Em relação à análise de dados da variação do Ibovespa, tanto na abordagem clás-

sica como bayesiana, o intercepto não é significativo para as funções probito, logito e

transformação box-cox. Na inferência clássica, o estudo de reśıduo detectou a observa-

ção 210 como posśıvel ponto influente. Porém, quando retiramos essa observação, não

houve mudança significativa na inferência. Considerando as funções com intercepto

significativo, a função probito-assimétrico apresentou o melhor ajuste segundo os cri-

térios, AIC, BIC, E-AIC e E-BIC. Além disso, conclúımos, se houver um aumento de

0.1 na variação do dólar, a chance da variação do Ibovespa ser negativa é superior a

80%.

Por fim, com as análises feitas para os dados educacionais, conclúımos, o tempo

gasto assistindo à TV, navegando na internet ou jogando jogos eletrônicos, fora do

horário da aula não são significativas. Segundo os critérios AIC, BIC, E-AIC e E-

BIC, as funções probito e logito, ajustaram melhor o modelo nas inferências clássica

e bayesiana, respectivamente. Considerando a inferência clássica, conclúımos, o aluno

do sexo feminino, a chance de não reprovar é 37% menor em relação ao aluno do sexo

masculino. Ainda, se o aluno é negro ou trabalha, a chance de não reprovar reduz em

33%. E, se o aluno for do sexo masculino, negro, trabalha e a mãe nunca estudou, a

chance de não reprovar em nenhum série reduz em 86% em relação ao aluno do sexo

masculino, negro, a mãe nunca estudou e que trabalha.

Como proposta futura podemos destacar:

1. Uso de variáveis auxiliares nos modelos assimétricos:

(a) Transformação box-cox

(b) Aranda-Ordaz (1981)

(c) Stukel (1988)

2. Usar o critério WAIC para selecionar funções de ligações.



Apêndice

A
Pseudo-Códigos

Apresenta-se neste apêndice os pseudo-códigos para a implementação dos algoritmos
de Gibbs em blocos dados nos caṕıtulos anteriores. Considera-se nos pseudo-códigos
que: A[i] denota-se o i-ésimo elemento da matriz coluna A; A[i, j] denota o i-ésimo
elemento da j-ésima linha da matriz A; A[i, ] e A[, j] denotam, respectivamente, a i-
ésima linha e a j-ésima coluna de A; AB denota o produto matricial entre A e B;
A[i, ]B[, j] denota o produto matricial entre i-ésima linha da matriz A pela j-ésima
coluna da matriz B. ## denota-se como linhas comentadas.
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A.1 Procedimento para amostragem de Probito

O código para o modelo probito assume a priori, β ∼ Np(b,v) e a matriz X com
dimensão (n× p).

Algoritmo 1: Algoritmo HH

Sáıda: Amostra a posteriori do modelo Probito
1 ## Armazena-se as constantes inalteradas de MCMC
2 V ← (X>X + v−1)−1

3 S ← V X>

4 para j = 1 até número de observações faça
5 H[j] ← X[j, ]S[, j]
6 T[j] ← H[j]/(1−H[j])
7 Q[j] ← T [j] + 1

8 fim
9 para j = 1 até número de observações faça

10 ## Inicializa-se as variáveis latentes Z, de normais truncadas independentes
11 Z ∼ Nn(0, In)Ind(Y,Z)
12 B ← V (V −1B +X>Z) ## B é denota a média condicional de β
13 para i = 1 até número de iterações faça
14 para j = 1 até número de observações faça
15 Zant ← Z[j]
16 m ← X[j, ]B
17 m ← m− T [j](Z[j]−m)

18 fim
19 ## Amostra-se de Z[j] a partir da distribuição normal truncada
20 Z[j] ∼ N(m,Q[j])Ind(Y[j],Z[j])
21 ## Amostra-se de B através da seguinte relação
22 B ← B + (Z[j]− Zant)S[, j]

23 fim
24 ## Amostra-se de β a partir da distribuição normal p-variada
25 β[, i] ∼ Np(B, V )
26 ## Obtém-se os reśıduos
27 para j = 1 até número de observações faça
28 r[i, j] ← Y [j]− Φ(X[j, ]β[, i])
29 ε∗[i, j]← Z[j]−X[j, ]β[, i]

30 fim

31 fim
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A.2 Procedimentos para amostragem no modelo loǵıs-
tico

Considera-se no código que, β ∼ Np(b, v) a priori e a matriz X tem dimensão (n
×p).

Algoritmo 2: Algoritmo I

Sáıda: Amostra a posteriori da variável de mistura no modelo loǵıstico
1 ## Inicializa-se as variáveis de mistura
2 ∆← In
3 ## Inicializa-se as variáveis latentes Z, de normais truncadas independentes
4 Z ∼ Nn(0, In)Ind(Y,Z)
5 para i = 1 até número de iterações faça
6 V ← (X>∆−1X + v−1)−1

7 S ← V X>

8 B ← V (v−1b+X>∆−1Z) ## denota a média condicional de β
9 para j = 1 até número de observações faça

10 Zant ← Z[j]
11 H[j] ← X[j, ]S[, j]
12 W[j] ← H[j]/(∆[j, j]−H[j])
13 m ← X[j, ]B
14 m ← m−W [j](Z[j]−m)
15 q ← ∆[j, j](W [j] + 1)
16 ## Amostra-se de Z[j] a partir da distribuição normal truncada
17 Z[j] ∼ N(m, q)Ind(Y[j],Z[j])
18 ## Amostra-se de B através da seguinte relação

19 B ← B +

(
Z[j]− Zant

∆[j, j]

)
S[, j]

20 fim
21 ## Amostra-se de β a partir da distribuição normal p-variada
22 β[, i] ∼ Np(B, V )
23 ## Amostra-se das variáveis de mistura
24 para j = 1 até número de observações faça
25 R ← (Z[j]−X[j, ]β[, i])
26 ∆[j, j] ∼ π(δ|z,β)
27 ## Ver Algoritmo 4

28 fim
29 ## Obtém-se os Reśıduos
30 para j = 1 até número de observações faça
31 r[i, j]← Y [j]− FLo(X[j, ]β[, i]) ## FLo denota-se a fda de uma mistura

de Lo(0, 1)
32 ε∗[i, j]← Z[j]−X[j, ]β[, i]

33 τ [i, j]← ε∗[i, j]/
√

∆[i, j]

34 fim

35 fim
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Algoritmo 3: Algoritmo II

Sáıda: Amostra a posteriori da variável de mistura no modelo loǵıstico
1 ## Inicializa-se as variáveis de mistura
2 ∆← In
3 ## Inicializa-se as variáveis latentes Z, de normais truncadas independentes
4 Z ∼ Lon(0, 1)Ind(Y,Z)
5 para i = 1 até número de iterações faça
6 V ← (X>∆−1X + v−1)−1

7 B ← V (v−1b+X>∆−1Z)
8 ## Amostra-se os valores de β a partir da distribuição normal p-variada
9 β[, i] ∼ Np(B, V )

10 ## Atualiza-se conjuntamente {Z,∆}
11 para j = 1 até número de observações faça
12 m ← X[j, ]β[, i]
13 ## Amostra-se de Z[j], da distribuição loǵısica truncada
14 Z[j] ∼ Lo(m, 1)Ind(Y[j],Z[j])
15 ## Amostra-se das variáveis de mistura
16 R ← (Z[j]−X[j, ]β[, i])
17 ∆ ∼ π(δ|z,β)
18 ## Ver Algoritmo 4

19 fim
20 ## Obtém-se os Reśıduos
21 para j = 1 até número de observações faça
22 r[i, j]← Y [j]− FLo(X[j, ]β[, i]) ## FLo denota-se a fda de uma mistura

de Lo(0, 1)
23 ε∗[i, j]← Z[j]−X[j, ]β[, i]

24 τ [i, j]← ε∗[i, j]/
√

∆[i, j]

25 fim

26 fim
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Algoritmo 4: Procedimento para amostrar de δ ∼ π(δ|z,β)

1 repita
2 ## Temos que r2 = (zi − x>i β)2

3 ## Para iniciar, gera-se uma amostra da variável proposta
4 Y ∼ χ2

1

5 Y ← 1 + (Y −
√
Y (4r + Y ))/(2r)

6 U ∼ U [0, 1]
7 if U ≤ 1/(1 + Y ) then
8 δ ← r/Y
9 Senão δ ← rY

10 end
11 ## Gera-se de δ ∼ GIG(0.5; 1, r2)
12 U ∼ U(0, 1)
13 if δ > 4/3 then
14 OK ← direita(U, δ)
15 end
16 else
17 OK ← esquerda(U, δ)
18 end
19 até OK = 1 ;

20
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O procedimento acima chama duas funções, direita e esquerda, dependendo do valor
proposto de δ. Os pseudo destas funções são apresentados a seguir:

Algoritmo 5: O pseudo-código para a região direita

1 OK ← direita(U, δ)
2 Z ← 1
3 X ← exp(0.5δ)
4 j ← a← b← 0
5 repita
6 j ← j + 1

7 Z ← Z − (j + 1)2X(j+1)2−1

8 if (Z > U) then
9 OK ← 1

10 a ← a+ 1
11 b ← b− 1

12 end
13 j ← j + 1

14 Z ← Z + (j + 1)2X(j+1)2−1

15 if Z ≤ U then
16 OK ← 0
17 a ← a− 1
18 b ← b+ 1

19 end

20 até a = 2 ou b = 2 ;
21 Retorne OK.
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Algoritmo 6: O pseudo-código para a região esquerda

1 OK ← esquerda(U, δ)

2 H ← 0.5 log(2) + 2.5 log(π)− 2.5 log(δ)− π

2δ
+ 0.5δ

3 lU ← log(U)
4 Z ← 1
5 K ← δ/π
6 X ← exp(−π2/(2δ))
7 j ← a← b← 0
8 repita
9 j ← j + 1

10 Z ← Z −KXj2−1

11 if H + log(Z) > lU then
12 OK ← 1
13 a ← a+ 1
14 b ← b− 1

15 end
16 j ← j + 1

17 Z ← Z + (j + 1)2X(j+1)2−1

18 if H + log(Z) ≤ lU then
19 OK ← 0
20 a ← a− 1
21 b ← b+ 1

22 end
23 até a = 2 ou b = 2 ;
24 Retorne OK.

25
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A.3 Procedimentos para amostragem no modelo probito-
assimétrico

Algoritmo 7: Algoritmo HH(z, β)

Sáıda: Amostra a posteriori do modelo Probito-Assimétrico
1 ## Armazena-se as constantes inalteradas de MCMC
2 V ← (X>X + v−1)−1

3 S ← V X>

4 para j = 1 até número de observações faça
5 H[j] ← X[j, ]S[, j]
6 T[j] ← H[j]/(1−H[j])
7 Q[j] ← T [j] + 1

8 fim
9 ## Inicializa-se as variáveis latentes Z e W, de normais truncadas independentes

10 Z ∼ Nn(0, In)Ind(Y,Z)
11 W ∼ Nn(0, In)Ind(W > 0)
12 para i = 1 até número de interações faça
13 B ← V

[
V −1b+X>(Z− λ[i]W)

]
## B é denota a média condicional de β

14 para j = 1 até número de observações faça
15 Zant ← Z[j]
16 m ← X[j, ]B − λ[i]W[j]
17 m ← m− T [j](Z[j]−m)
18 ## Amostra-se de Z[j] a partir da distribuição normal truncada
19 Z[j] ∼ N(m,Q[j])Ind(Y[j],Z[j])
20 ## Amostra-se de B através da seguinte relação
21 B ← B + (Z[j]− Zant)S[, j]

22 fim
23 ## Amostra-se de β a partir da distribuição normal p-variada
24 β[, i] ∼ Np(B, V )
25 s ← 1/(1 + λ[i]2)
26 para j = 1 até número de observações faça
27 r ← sλ[i](Z[j]−X[j, ]β[, i], λ[i])
28 ## Amostra-se de W a partir da distribuição normal truncadas
29 W[j] ∼ N(r, s)Ind(W[j] > 0)

30 fim
31 q ← 1/(τ−1 + W>W)

32 d ← q
[
τ−1α−W>(Z−Xβ[, i])

]
33 ## Amostra-se de λ a partir da distribuição normal truncada
34 λ[i] ∼ N(d, q)
35 ## Obtém-se os reśıduos
36 para j = 1 até número de observações faça
37 r[i, j] ← Y [j]− ΦCDS(X[j, ]β[, i], λ[i])
38 ε∗[i, j]← Z[j]−X[j, ]β[, i]
39 ε[i, j]← ε∗[i, j]− λ[i]W[j]
40 ς[i, j]← ε∗[i, j]2/(1 + λ[i]2)

41 fim

42 fim
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Algoritmo 8: Algoritmo HH(z, w)

Sáıda: Amostra a posteriori do modelo Probito-Assimétrico
1 ## Armazena-se as constantes inalteradas de MCMC
2 V ← (X>X + v−1)−1

3 S ← V X>

4 para j = 1 até número de observações faça
5 H[j] ← X[j, ]S[, j]
6 T[j] ← H[j]/(1−H[j])
7 Q[j] ← T [j] + 1

8 fim
9 ## Inicializa-se as variáveis latentes Z e W, de normais truncadas independentes

10 Z ∼ Nn(0, In)Ind(Y,Z)
11 W ∼ Nn(0, In)Ind(W > 0)
12 para i = 1 até número de interações faça
13 B ← V

[
(v−1b+X>(Z− λ[i]W)

]
## Denota a média condicional de β

14 ## Amostra-se de β a partir da distribuição normal p-variada
15 β[, i] ∼ Np(B, V )
16 ## Atualiza-se conjuntamente {Z,W}
17 para j = 1 até número de observações faça
18 m ← X[j, ]β[, i]− λ[i]W[j]
19 ## Amostra-se de Z[j] a partir da distribuição normal-assimétrica

truncada
20 Z[j] ∼ SN(m, 1 + λ[i]2,−λ[i])Ind(Y[j],Z[j])

21 fim
22 s ← 1/(1 + λ[i]2)
23 para j = 1 até número de observações faça
24 r ← sλ[i](Z[j]−X[j, ]β[, i])
25 ## Amostra-se de W a partir da distribuição normal truncadas
26 W[j] ∼ N(r, s)Ind(W[j] > 0)

27 fim
28 q ← 1/(τ−1 + W>W)

29 d ← q
[
τ−1α−W>(Z−Xβ[, i])

]
30 ## Amostra-se de λ a partir da distribuição normal truncada
31 λ[i] ∼ N(d, q)
32 ## Obtém-se os reśıduos
33 para j = 1 até número de observações faça
34 r[i, j] ← Y [j]− ΦCDS(X[j, ]β[, i], λ[i])
35 ε∗[i, j]← Z[j]−X[j, ]β[, i]
36 ε[i, j]← ε∗[i, j]− λ[i]W[j]
37 ς[i, j]← ε∗[i, j]2/(1 + λ[i]2)

38 fim

39 fim
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Algoritmo 9: Algoritmo HH(z, β, λ)

1 ## Inicializa-se as variáveis latentes Z e W, de normais truncadas independentes
2 Z ∼ Nn(0, In)Ind(Y,Z)
3 W ∼ Nn(0, In)Ind(W > 0)
4 ## Concatena a matriz X e o vetor W

5 A ← [X
...−W]

6 para i = 1 até número de interações faça
7 V ← (A>A+ v−1)−1

8 S ← V A>

9 B ← V (v−1b+ A>Z) ## B denota a média condicional de θ
10 para j = 1 até número de observações faça
11 H[j] ← A[j, ]S[, j]
12 T[j] ← H[j]/(1−H[j])
13 Q[j] ← T [j] + 1
14 Zant ← Z[j]
15 m ← A[j, ]B − T [j](Z[j]− A[j, ]B)
16 ## Amostra-se de Z[j] a partir da distribuição normal truncada
17 Z[j] ∼ N(m,Q[j])Ind(Y[j],Z[j])
18 ## Atualiza-se B através da seguinte relação
19 B ← B + (Z[j]− Zant)S[, j]

20 fim
21 ## Amostra-se de θ a partir da distribuição normal (n + 1) variada
22 θ[, i] ∼ Np+1(B, V )
23 β ← θ[1 : p, i]
24 λ← θ[p+ 1, i]
25 s ← 1/(1 + λ2)
26 para j = 1 até número de observações faça
27 r ← sλ(Z[j]−X[j, ]β)
28 ## Amostra-se de W a partir da distribuição normal truncadas
29 W[j] ∼ N(r, s)Ind(W[j] > 0)

30 fim
31 q ← 1/(τ−1 + W>W)

32 d ← q
[
τ−1α−W>(Z−Xβ)

]
33 ## Amostra-se de λ a partir da distribuição normal
34 λ[i] ∼ N(d, q)
35 ## Obtém-se os reśıduos
36 para j = 1 até número de observações faça
37 r[i, j] ← Y [j]− ΦCDS(X[j, ]β[, i], λ[i])
38 ε∗[i, j]← Z[j]−X[j, ]β[, i]
39 ε[i, j]← ε∗[i, j]− λ[i]W[j]
40 ς[i, j]← ε∗[i, j]2/(1 + λ[i]2)

41 fim

42 fim



Apêndice

B
Método para amostrador da variável

misturadora no modelo loǵıstico

Neste apêndice descrevemos como gerar valores da distribuição a posteriori do vetor
de variáveis misturadores δ = {δ1, . . . , δn} no modelo de regressão loǵıstica apresentado
na seção 3.2.2.

As variáveis δ1, . . . , δn condicionadas à {z,β} são independentes, e cada variável δi
tem a distribuição dada por

π(δ|z,β) ∝ δ−1/2

∞∑
n=1

(−1)n+1

{
−1

2

(
r2

δ
+ n2δ

)}
, (B.1)

sendo r2 = (zi−x>i β)2. Como esta distribuição não tem uma forma conhecida, usaremos
o algoritmo de rejeição para gerar amostra dela.

A distribuição B.1 tem o núcleo parecido com a densidade de uma gaussiana-inversa
generalizada, denotada por GIG, veja o Apêndice D. Holmes e Held (2006) sugerem
o uso da GIG com os parâmetros λ = 0.5, ψ = 1, χ = r2, como distribuição proposta
para implementação do algoritmo de rejeição.

Utilizando as propriedades do Apêndice D podemos escrever a distribuição gaussiana-
inversa generalizada como gaussiana inversa da seguinte maneira

GIG(0.5; 1; r2) = rGIG(0.5; r; r) =
r

GIG(−0.5; r; r)
=

r

GI(1; r)
, (B.2)

sendo GI denotada por gaussiana inversa, veja no Apêndice D. Usando a relação B.2,
podemos amostrar de uma distribuição GIG através de uma distribuição GI, utilizando
o algoritmo de inversa Devroye (1986). O algoritmo encontra-se no Apêndice A.
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MISTURADORA NO MODELO LOGÍSTICO

Seja g(·) densidade de probabilidade proposta, denotada por GIG(0.5; 1; r2), sendo
r2 = (zi − x>i β)2. No algoritmo de rejeição, gera-se um valor de g(·), e este valor é
aceito para π(·|z,β) com probabilidade α(·),

α(δ) =
π(δ|z,β)

Mg(δ)
, (B.3)

sendo M ≥ sup
δ

π(δ|z,β)

g(δ)
.

Como a distribuição a posteriori de δ é proporcional ao produto de sua distribuição
a priori pela verossimilhança, temos que B.8 que pode ser reescrita da seguinte forma,

α(δ) =
`(δ)π(δ)

Kg(δ)
, (B.4)

sendo `(δ) a verossimilhança `(δ) = δ−1/2 exp(−0.5r2/δ),K é maior ou igual ao sup
δ

`(δ)π(δ)

g(δ)
,

e π(δ) é a distribuição a priori de δ dada pela transformação de variáveis, δi = (2ψ)2,
apresentada em 3.8. Onde temos

π(δ) =
1

4
δ−1/2KS

(
1

2
δ1/2

)
, (B.5)

em que KS(·) denota a densidade da distribuição Kolmogorov-Smirnov assintótica
dada no Apêndice D.

A distribuição a priori dada por B.5 pode ser reescrita em duas formas, sendo elas

π(δ) =
∞∑
n=1

(−1)n+1n2 exp

{
−n

2δ

2

}
, δ > 0, (B.6)

e

π(δ) =

√
2π

δ

[
(2n− 1)2

δ3/2
− 1

δ1/2

]
exp

{
−(2n− 1)2

2δ

}
, δ > 0. (B.7)

Assumindo K = 1 em B.8, a probabilidade de aceitação é dada por

α(δ) = exp

(
δ

2

)
π(δ),

Como a probabilidade dada em B.8 é uma série infinita, podemos escrever as equações
B.6 e B.7, denotadas por densidades A e B em forma de séries alternadas Devroye
(1986), pag. 161-165, definida por

π(δ) = ch(δ)
∞∑
n=0

(−1)nan(δ), com a0(δ) = 1.



APÊNDICE B. MÉTODO PARA AMOSTRADOR DA VARIÁVEL
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Reescrevendo a densidade A em função ch(·) e an(·) obtemos

π(δ) = exp

(
−δ

2

) ∞∑
n=1

(−1)n(n+ 1)2 exp

{
− [(n+ 1)2 − 1]δ

2

}
, δ > 0,

em que

ch(δ) = exp

(
−δ

2

)
,

an(δ) = (n+ 1)2 exp

{
− [(n+ 1)2 − 1]δ

2

}
n ≥ 0.

Enquanto que, a densidade B é dada por

π(δ) =

√
2ππ2

δ5/2
exp

(
−π

2

2δ

) ∞∑
n=1

[
(2n− 1)2 − δ

π2

]
exp

{
−(2n− 1)2π2

2δ

}
sendo

ch∗(δ) =

√
2ππ2

δ5/2
exp

(
−π

2

2δ

)
,

a∗n(δ) =


δ

π2
exp

{
−(n2 − 1)π2

2δ

}
se n é ı́mpar e δ > 0,

(n+ 1) exp

{
− [(n+ 1)2 − 1]π2

2δ

}
se n é par e δ > 0.

Para aplicação do método da séries alternadas, devemos verificar se a∆sn satisfazem a
condição de monotonicidade. Isto é feito no Lema B.0.1.

Lema B.0.1. O termo an na primeira expansão em séries são monótona ↓ para δ > 4/3.
Para a segunda expansão em séries, são monótona ↓ para δ ∈ (0, π2), mas com restrição
que n ≥ 0.

Prova do Lema B.0.1 Para a expansão em série da densidade A, temos

log

(
an−1(δ)

an(δ)

)
= −2 log

(
1 +

1

n

)
+

1

2
(2n− 1)δ ≥ − 2

n
+

1

2
(2n− 1)δ ≥ −2 +

3

2
δ > 0.

Para a expansão em série da densidade B, consideramos n par. Neste caso temos

a∗n(δ)

a∗n+1(δ)
=

(n+ 1)π2

δ
≥ π2

δ
> 1,∀δ ∈ (0, π2),

e

log

(
a∗n−1(δ)

a∗n(δ)

)
= −2 log(n+ 1)− log

(
π2

δ

)
+ 2n

π2

δ
,

Verificamos que a última equação não é maior que 2n− 2 log(n+ 1) ≥ 0.
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Portanto, π(δ) é monótona em (4/3,∞) e em (0, π2). Note que o intervalo de con-
vergência entre tais séries apresenta um intersecção, [4/3, π2]. Usaremos o ponto de
quebra 4/3, pois a série obtida através da densidade B converge mais rapidamente.



Apêndice

C
Provas das distribuições da função

Probito-assimétrico

Lema C.0.1. Sejam A, B, C e D, matrizes de dimensões p×p, p×n, n×n, e n×p.
Se todas as inversas necessárias existem, então

(A + BCD)−1 = A−1 −A−1B(C−1 + DA−1B)−1DA−1 (C.1)

Prova: Multiplicando o lado direito por (A + BCD), temos que

(A + BCD)
[
A−1 −A−1B(C−1 + DA−1B)−1DA−1

]
= In + B

[
C− (In + CDA−1B)−1

]
DA−1

= In + B
[
C−C(C−1 + DA−1B)(In + CDA−1B)−1

]
DA−1

= In

Lema C.0.2. Sejam, X e v: matrizes de dimensões n×p e p×p, respectivamente; z,
w, β e b: vetores de dimensões n×1, n×1 e p×1, respectivamente, e os valores λ, α e
τ . Se todas as inversas necessárias existem, então

1. (z−Xβ+λw)>(z−Xβ+λw)+(β−b)>v−1(β−b) = (β−B)>v−1(β−B)+C,
sendo

C = [z− (Xb− λw)]> (In + XvX>)−1 [z− (Xb− λw)]

B = V
[
v−1b + X>(z + λw)

]
V = (v−1 + X>X)−1

85
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2. (z−Xβ+ λw)>(z−Xβ+ λw) + w>w = (1 + λ2)(w−m)>(w−m) +C, sendo

C = (1 + λ2)−1(z−Xβ)>(z−Xβ)

m = − λ

1 + λ2
(z−Xβ)

3. (z−Xβ + λw)>(z−Xβ + λw) + τ−1(λ− α)2 = v−1(λ−m)2 + C, sendo

C = [z− (Xβ − αw)]> (In + τww>)−1 [z− (Xb− αw)]

m = v
[
τ−1α−w>(z + Xβ)

]
v = (τ−1 + ww)−1

Lema C.0.3. Sejam, X e v: matrizes de dimensões n×p, p×p, respectivamente; z, w,
β e b: vetores de dimensões n×1, n×1, p×1 e p×1, respectivamente, e os escalares λ,
α e τ . Se todas as inversas necessárias existem, então

1. (z−µ)>(In+XvX>)−1(z−µ) = (1−hii)

zi −
 1

1− hii

n∑
j=1
j 6=i

hij(zj − µj) + µi




2

+

C, onde C = −
n∑
k=1
k 6=i

n∑
j=1
j 6=i

(zk−µk)
(
hkj −

hkihij
1− hii

)
(zj−µj); µ = (µ1, · · · , µn) sendo

cada componente µi = x>i b− λwi e hijx
>
i (v−1 + X>X)−1xj.

2. (z−µ)>(In+XvX>)(z−µ) = (1−hii)

zi −
 1

1− hii

n∑
j=1
j 6=i

hij(zj − µj) + µi




2

+

C, onde C = −
n∑
k=1
k 6=i

n∑
j=1
j 6=i

(zk−µk)
(
hkj −

hkihij
1− hii

)
(zj−µj);µ = (µ1, · · · , µn), sendo

cada componente µi = x>i β − αwi e hij = w>i (τ−1 + w>w)−1wj.

Distribuição 3.16: Utilizando o teorema de Bayes, temos que a distribuição con-
dicional completa de β é dada por

π(β|z,ω, λ) = C−1π(z,β|ω, λ), sendo C = π(z|ω, λ). (C.2)

Como as distribuições a priori de β, ω e λ são independentes sob o modelo 3.15,
podemos escrever π(z,β|ω, λ) = π(z|β,ω, λ)π(β), onde π(z|β,ω, λ) em que,

π(z|β,ω, λ) = φn(z; Xβ − λω, In), (C.3)
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sendo φ(·;µ,Σ) uma fdp de uma distribuição normal n-variada com o vetor de médias
µ e a matriz de covariâncias Σ. Assim, temos que

π(z,β|ω, λ) = π(z|β,ω, λ)π(β)

= (2π)−n/2 exp

{
−1

2
[z− (Xβ − λω)]> [z− (Xβ − λω)]

}
×(2π)−p/2|v|1/2 exp

{
−1

2
(β − b)>v−1(β − b)

}
= (2π)−(n+p)/2|v|−1/2

× exp

{
−1

2

[
(z−Xβ + λω)>(z−Xβ + λω) + (β − b)>v−1(β − b)

]}
Utilizando o lema C.0.2, temos que

π(z,β|ω, λ) = K exp

{
−1

2
(β −B)>V−1(β −B)

}
, (C.4)

sendo

K = (2π)−(n+p)/2|v|−1/2 exp

{
−1

2
[z− (Xb− λω)]> (In + XvX>)−1 [z− (Xb− λω)]

}
B = V

[
v−1b + X>(z + λω)

]
V = (v−1 + X>X)−1

Substituindo (C.4) em (C.2), temos que

π(β|z,ω, λ) = C−1π(z,β|ω, λ) = C−1K exp

{
−1

2
(β −B)>V−1(β −B)

}
(C.5)

Como C e K, dados em (C.2) e (C.4), respectivamente, não dependem de β é o fator
restante da Equação (C.5) é o núcleo de uma distribuição normal p-variada com o
vetor de média B e a matriz de covariâncias V. Logo, a função (C.5) só será uma fdp
se C−1K = (2π)−n/2|V|1/2, o que implica que C = π(z|ω, λ) é a fdp de uma distribuição
normal n-variada dado por

π(z|ω, λ) = φn(z; Xβ − λω, In + XvX>) (C.6)

e a distribuição condicional completa de β é dada por

β|z,ω, λ ∼ Np(B,V)

B e V são dados em (C.4).

Distribuição 3.17: Utilizando o teorema de Bayes, temos que a distribuição con-
dicional completa de z é dada por

π(z|y,β,ω, λ) = C−1π(y, z|β,ω, λ), sendo π(y|β,ω, λ). (C.7)
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Pode-se escrever, π(z,y|β,ω, λ) = π(z|β,ω, λ)π(y|z,β,ω, λ), em que π(z|β,ω, λ)
é dada em (C.3) e

π(y|z,β,ω, λ) = π(y|z) = Ind(y, z)
n∏
i=1

Ind(yi, zi) (C.8)

onde Ind(yi, zi) = I(zi > 0)I(yi = 1)+I(zi ≤ 0)I(yi = 0), sendo I(·) a função indicadora.
Substituindo (C.8) e (C.3) em (C.7), temos que

π(z,y|β,ω, λ) = C−1φn(z; Xβ − λω, In)Ind(y, z). (C.9)

Como C = π(y|β,ω, λ) não depende de z e o fator restante da distribuição (C.9) é o
núcleo de uma distribuição normal n-variada truncada com vetor de médias x>i β−λω
e matriz de covariâncias In. Portanto, os componentes zi, i = 1, · · · , n são variáveis
aleatórias independentes com distrbuição truncada dada por

zi|yi,β, λ, ωi ∝
{

N(x>i β − λωi, 1)I(zi > 0) se yi = 1,
N(x>i β − λωi, 1)I(zi ≤ 0), caso contrário.

Distribuição 3.18: Utilizando o Teorema de Bayes, temos que a distribuição
condicional completa de ω é dada por

π(ω|z,β, λ) = C−1π(z,ω|β, λ), sendo C = π(z|β, λ). (C.10)

Pela independência entre as distribuições a priori de β, ω, e λ, tem-se

π(z,ω|β, λ) = π(z|ω,β, λ)π(ω)

= (2π)n/2 exp

{
−1

2
[z− (Xβ − λω)]>[z− (Xβ − λω)]

}
×
(

2

π

)n/2
exp

{
−1

2
ω>ω

}
I(ω > 0)

= π−n exp

{
−1

2

[
(z−Xβ + λω)>(z−Xβ + λω) + ω>ω

]}
I(ω > 0)

Utilizando o Lema C.0.2, tem-se

π(z,ω|β, λ) = K exp

{
−1 + λ2

2
(ω −m)>(ω −m)

}
I(ω > 0),

K = π−n exp

{
− 1

2(1 + λ2)
(z−Xβ)>(z−Xβ)

}
m = − λ

1 + λ2
(z−Xβ).
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Por fim, substituindo (C.11) em (C.10) , tem-se

π(ω|z,β, λ) = C−1K exp

{
−1 + λ2

2
(ω −m)>(ω −m)

}
I(ω > 0 (C.11)

Como C e K não dependem de ω, e o fator restante da distribuição (C.11) é o
núcleo de uma distribuição p-variada positiva. Portanto,

ω|z,β, λ ∝ Nn

(
− λ

1 + λ2
(z−X>β), (1 + λ2)−1In

)
I(ω > 0) (C.12)

Como a matriz (1 + λ2)−1In é diagonal, os componentes ωi, i, · · · , n são variáveis
aleatórias independentes com distribução normal truncada dada por

ω|zi,β, λ ∝ N

(
− λ

1 + λ2
(zi − x>i β),

1

1 + λ2

)
I(ωi > 0) (C.13)

Distribuição 3.19: Utilizando o teorema de Bayes, temos que a distribuição con-
dicional completa de λ é dada por

π(λ|z,β,ω) = C−1π(z, λ|β,ω), sendo C−1 = π(z|β,ω). (C.14)

Pela independência entre as distribuições a priori de β, ω e λ, temos que

π(z, λ|β,ω) = π(z|ω,β, λ)π(λ)

= (2π)−n/2 exp

{
−1

2
[z− (Xβ − λω)]>[z− (Xβ − λω)]

}
×(2πτ)−1/2

{
−1

2
exp

{
−(λ− α)2

τ

}
= (2π)−(n+1)/2τ−1/2

× exp

{
−1

2

[
(z−Xβ + λω)>(z−Xβ + λω) +

(λ− α)2

τ

]}
Usando o Lema C.0.2, segue que

π(z, λ|β,ω) = K exp

{
−1

2

(λ−m)2

τ

}
(C.15)

sendo que,

K = (2π)−(n+1)/2τ−1/2 exp

{
−1

2
[z− (Xβ − αω)]>(In + τωω>)−1[z− (Xβ − αω)]

}
m = v[τ−1α− ω>(z−Xβ)]

v = (ω>ω + τ 2)−1
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Substituindo (C.15) em (C.14), tem-se

π(λ|z,β,ω) = C−1K exp

{
− 1

2v
(λ−m)2

}
(C.16)

Como C e K não dependem de λ e o fator restante da distribuição (C.16) é o núcleo de
uma distribuição normal com média m e variância v. Logo, a função (C.16) só será uma
fdp se C−1K = (2πv)−1/2, o que implica C = π(z|β,ω) é uma fdp de uma distribuição
normal n-variada dada por

π(z|β,ω) = φn(z; Xβ − αω, In + τω>ω), (C.17)

é a distribuição condicional completa de λ é dada por:

λ|z,β,ω ∼ N(m, v)

em que, m e v são dados em C.15.

Proposição C.0.4. No modelo probito-assimétrico, a distribuição z|y,ω, λ é dada pela
expressão (3.20).

Prova: Utilizando o teorema de Bayes, temos que a distribuição de z condicionada
à {y,ω, λ} é dada por

π(z|y,ω, λ) = C−1π(z,y|ω, λ), (C.18)

sendo C = π(y|ω, λ). Sabendo que π(z,y|ω, λ) = π(z|ω, λ)π(y|z), onde π(z|ω, λ) e
π(y|z) são dadas em (C.6) e (C.8), respectivamente. Logo, a distribuição (C.18) pode
ser escrita como

π(z|y,ω, λ) = C−1φn
(
z; Xb− λω, In + XvX>

)
Ind(y, z). (C.19)

A Equação (C.19) só será uma fdp se C = Φn(R(y, z); Xb− λω, In −XvX>), em que
Φn(R(y, z);µ,Σ) denota a função de distribuição acumulada da normal n-variada na
região R(y, z) = z = (z1, · · · , zn)>; zi > 0 se yi = 1 ou zi ≤ 0 se yi = 0, com vetor de
média µ e matriz de variâncias Σ. Logo, a distribuição de z condicionada à {y,ω, λ}
é dada por

z|y,ω, λ ∝ Nn(Xb− λω, In + XvX>)Ind(y, z), (C.20)

sendo Ind(y, z) a função indicadora. Quando λ = 0, a equação acima se reduz à
distribuição matriz de z a posteriori do modelo probito.

Proposição C.0.5. Sob o modelo probito-assimétrico, temos que a distribuição z|y,β, λ
é dada por (3.22).

Prova: Utilizando o teorema de Bayes, a distribuição de π(z|y,β, λ) é dada por:

π(z|y,β, λ) = C−1π(z,y|β, λ), em que, C = π(y|β, λ). (C.21)
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Considerando o modelo 3.15, temos que zi|ωi,β, λ ∼ N(x>i β − λωi, 1) e
ωi ∼ HN(0, 1). Utilizando as propriedades das distribuição normal-assimétrica, segue
que zi|β, λ ∼ SN(x>i β, 1 + λ2,−λ). Logo, a distribuição de π(z|β, λ) é dada por

π(z|β, λ) =
n∏
i=1

φ

(
zi − x>i β√

1 + λ2

)
Φ

[
λ√

1 + λ2
(zi − x>i β)

]
. (C.22)

Sabendo que, π(z,y|β, λ) = π(z|β, λ)π(y|z), sendo π(z|β, λ) e π(y|z) são dadas em
(C.22) e (C.8), respectivamente. Logo,

π(z|β, λ) =
n∏
i=1

φ

(
zi − x>i β√

1 + λ2

)
Φ

[
λ√

1 + λ2
(zi − x>i β)

] n∏
i=1

Ind(yi, zi). (C.23)

Substituindo (C.23) em (C.21), temos

π(z|β, λ) = C−1

n∏
i=1

φ

(
zi − x>i β√

1 + λ2

)
Φ

[
λ√

1 + λ2
(zi − x>i β)

] n∏
i=1

Ind(yi, zi)

= C−1

n∏
i=1

{
φ

(
zi − x>i β√

1 + λ2

)
Φ

[
λ√

1 + λ2
(zi − x>i β)

]
Ind(yi, zi)

}
.

Como C = π(y|β, λ) não depende de z e o fator restante é o produto de distribuições
normais-assimétricas univariadas. Logo, os componentes zi, i = 1, · · · , n são variáveis
independentes com distribuição normal-assimétrica univariada truncada dada por

zi|yi,β, λ ∝
{
SN(x>i β, 1 + λ2,−λ)I(zi > 0) se yi = 1,
SN(x>i β, 1 + λ2,−λ)I(zi ≤ 0) se yi = 0.

Proposição C.0.6. Sob o modelo probito-assimétrico, temos que a distribuição z|y,ω
é dada por (3.25).

Observe que, dado ω, o modelo 3.15 se reduz ao modelo probito. Logo, a prova
da Proposição C.0.6 é obtida de modo similar à prova da Proposição C.0.4, assumindo
λ = 0.

Proposição C.0.7. Sob o modelo probito-assimétrico, temos que as distribuições con-
dicionais completas de (z|y,ω, λ) são dadas por (3.21).

Prova: Utilizando o teorema de Bayes, temos que a distribuição de cada componente
zi|z−i,y,β, λ é dada por

π(zi|z−i,y,ω, λ) = C−1π(z|z−i,y,ω, λ),
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sendo C = π(z−i|y,ω, λ) e z−i denota o vetor de variáveis z com i-ésima variável
removida. Da proposição () temos que:

π(z|y,ω, λ) ∝ exp

{
−1

2
[z− (Xb− λω)]> (In + XvX>)−1 [z− (Xb− λω)]

}
com z ∈ R(y, z) = z = (z1, z2, · · · , zn)>; zi > 0 se yi = 1 ou zi ≤ 0 se yi = 0. Utilizando
o Lema C.0.3, temos que

π(z|y,ω, λ) ∝ K exp

−
1− hii

2

zi −
 1

1− hii

n∑
j=1
j 6=i

hij(zj − µj) + µi




2 Ind(y, z),

sendo

K = exp


1

2

n∑
k=1
k 6=i

n∑
j=1
j 6=i

(zk − µk)
(
hkj −

hkihij
1− hii

)
(zj − µj)


hij = x>i (v−1 + X>X)−1xj

µi = x>i b− λωi

Como K não depende de zi, então a distribuição condicional completa de zi pode ser
escrita como

π(zi|z−i,y,ω, λ) ∝ exp

−
1− hii

2

zi −
 1

1− hii

n∑
j=1
j 6=i

hij(zj − µj) + µi




2 Ind(yi, zi),

sendo Ind(yi, zi) = I(zi > 0)I(yi = 1) + I(zi ≤ 0)I(yi = 0). Podemos verificar que a fdp
π(zi|z−i,y,ω, λ) é proporcional ao núcleo de uma distribuição normal truncada. Logo,
podemos escrever a distribuição condicional completa de cada elemento zi, i = 1, · · · , n
da seguinte maneira:

zi|z−i, yi,ω, λ ∝
{
N(mi, vi)I(zi > 0) se yi = 1,
N(mi, vi)I(zi ≤ 0) caso contrário,

(C.24)

sendo,

mi = x>i b− λωi +
1

1 + hii

n∑
k=1
k 6=i

hik(zk − x>i b + λωk) e vi =
1

1− hii
,

Podemos reescrever o parâmetro de localização mi em função da média a posteriori de
β, B = V[v−1b + X>(z + λω)], sendo V = (v−1 + X>X)−1. Deste modo, obteremos
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uma representação que facilita na implementação do algoritmo de Gibbs. Escrevendo
hij = x>i Vxj temos

mi =
1

1− hii

n∑
j=1
j 6=i

x>i Vxj(zj − x>j b + λωi) + x>i b− λωi

=
1

1− hii

[
n∑
j=1

x>i Vxj(zj − x>j b + λωj) + x>i Vxi(zi − x>i b + λωi)

]
+ x>i b− λωi.

Utilizando o fato que
∑n

j=1 x>i Vxj(zj − x>j b + λωj) = x>i B− x>i b, temos que:

mi =
1

1− hi
[
x>i B− x>i b− hi(zi − x>i b− x>i b + λωi)

]
+ x>i b− λωi

= x>i B− λωi −
hi

1− hi
[
zi −

(
x>i B− λωi

)]
.

Visando facilitar o algoritmo de Gibbs, vamos optar por não calcular o vetor B direta-
mente a cada atualização de algum zi. Ou seja,

B = V
[
v−1b + X>(z− λω)

]
= V

{
v−1b + X>

[
zant + 1i(zi − zanti ) + λω

]}
B = V

[
v−1b + X>(zant − λω)

]
+ VX>1i(zi − zanti )

B = Bant + si(zi − zanti ),

sendo Bant e zanti denotam, respectivamente, os valores armazenados das atualizações
anteriores de B e zi; denota o i-ésimo vetor coluna da matriz S = VX>, e 1i denota
um vetor de dimensão (n x 1) com o i-ésimo elemento igual a um e todos os elementos
restantes iguais a zero.

Para λ = 0 as distribuições condicionais completas dadas em C.24 se reduzem às
distribuições condicionais completas de (z|y) para o modelo probito.

Proposição C.0.8. Sob o modelo probito-assimétrico, temos que a distribuição π(z|y,ω)
é dada por (3.26).

Dado ω o modelo probito-assimétrico se reduz ao modelo probito. Logo, para λ = 0
a prova da Proposição C.0.8 é obtida de maneira similar à prova da Proposição C.0.7.





Apêndice

D
Pseudo-Códigos

D.1 Distribuição normal-assimétrica

A distribuição e as propriedades da normal-assimétrica foi introduzida formalmente
por Azzalini (1985). Esta distribuição representa a generalização da distribuição nor-
mal, na qual tem um parâmetro adicional que define a direção da assimetria da distri-
buição.

Uma variável aleatória Z tem distribuição normal-assimétrica (skew-normal), com
o vetor de parâmetros θ = (µ, σ2, λ), em que µ ∈ R é o parâmetro de locação, σ2

parâmetro de escala e parâmetro de assimetria λ, se sua função densidade é dada por:

f(z) =
2

σ
φ

(
z − µ
σ

)
Φ

(
λ
z − µ
σ

)
, com z ∈ R, (D.1)

em que φ(·) e Φ(·) denotam, respectivamente, a função densidade e de distribuição
de uma variável normal padrão. Esta distribuição será denotada por SN (µ, σ2, λ) e
sua função de distribuição por ΦSN (·;µ, σ2, λ).

Quando o vetor de parâmetros é θ = (0, 1 + λ2, λ), a densidade de Z em D.1 se
reduz a densidade da normal-assimétrica dada por Chen et al. (1999), que é um caso
particular da normal-assimétrica multivariada, proposta feitas por Sahu et al. (2003).
Denotaremos essa função de distribuição acumulada (fda) por ΦCDS(·, µ;λ), a função
densidade é dada por:

f(z) =
2√

1 + λ2
φ

(
z√

1 + λ2

)
Φ

(
λ

z√
1 + λ2

)
, com z ∈ R. (D.2)
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Apresentaremos algumas propriedades da distribuição normal-assimétrica, D.1, que
foram úteis para este trabalho.

Propriedades:

a) Quando λ = 0, temos a distribuição N(µ, σ2).

b) Quando µ = 0, σ2 = 1 e λ → ∞, temos a densidade Half-Normal (normal
positiva), dada por:

g(ω) =
2√
2π
e−ω

2/2, com ω > 0.

Denotaremos por HN (1, 0).

c) Sejam ε ∼ N(0, 1) e ω ∼ HN (0, 1) variáveis aleatórias independentes, e λ ∈ R,
então:

Z = µ+ λω + ε ∼ SN (µ, 1 + λ2, λ).

d) Se Z|W = ω ∼ N(µ+ λω, 1), ω ∼ HN (0, 1) e λ ∈ R, então:

Z ∼ SN (µ, 1 + λ2, λ).

e) Se Z ∼ SN (µ, σ2, λ), e a, b ∈ R, então:

Z2 = a+ bZ ∼ SN (a+ bµ, b2σ2, sinal(b), λ).

f) Se Z ∼ SN (µ, σ2, λ), então
(Z − µ)2

σ2
∼ χ2

1, onde χ2
n denota uma distribuição

qui-quadrado com n graus de liberdade.

g) ΦSN (z;µ, σ2, λ) = 1− ΦSN (−z;−µ, σ2,−λ).

D.2 Distribuição guassiana-inversa

A distribuição gaussiana-inversa, denotada por GI. Pode-se encontrar mais detalhe
no trabalhado de Jorgensen (1982).

Uma variável aleatória X tem distribuição gaussiana-inversa com parâmetros µ e λ,
se a função densidade de probabilidade é dada por

f(x) =

√
λ

2πx3
exp

{
−λ(x− λ)2

2λ2x

}
, com x > 0,

sendo µ > 0 e λ > 0 os parâmetros de localização e de forma, respectivamente.
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Em Devroye (1986) e Chhikara e Folks (1989) é representado o método de Mi-
chael, Schucany e Haas para amostrar de uma distribuição gaussiana-inversa usando
transformação com múltiplas ráızes.

Se X ∼ IG(µ, λ), então Y =
λ(X − µ)2

2µ2X
∼ χ2

1. A transformação X ∼ g−1(Y ) tem

duas ráızes, X1 e X2, sendo

X1 = µ+
µ2Y

2λ
− µ

2λ

√
4µλY + µ2Y 2, X2 =

µ2

X1

. (D.3)

Dado o valor Y gerado de χ2
1. A ráız X1 é escolhida com probabilidade µ/(µ+X1)

e a outra ráız com probabilidade X1(µ+X1). O procedimento para gerar uma variável
GI é dado por

1. Gera-se uma variável aleatória Y com distribuição qui-quadrado com 1 grau de
liberdade;

2. Para cada valor gerado no passo 1, calcula-se X1 utilizando a expressão D.3;

3. Se U ≤ µ(µ + X1), aceita-se X1 com uma observação da variável aleatória GI,
caso contrário X2 = µ2/X1 é aceita.

D.3 Distribuição guassiana-inversa generalizada

A distribuição gaussiana-inversa generalizada, denotada por GIG, foi estudado por
Jorgensen (1982).

A variável aleatória X tem distribuição gaussiana-inversa generalizada com parâ-
metros λ, ψ e χ, denotada por GIG(λ, ψ, χ), se sua função densidade de distribuição
de probabilidade é dada por

f(x) =

(
ψ

χ

)2

2Kλ(
√
ψχ)

xλ−1 exp

{
−1

2

(χ
x

+ ψx
)}

, com x > 0,

sendo λ ∈ <, χ > 0 e ψ > 0, os parâmetros da distribuição, e K a função modificada e
Bessel de terceira espécie indexada por λ.

A função Kλ(ω) é dada por

Kλ(ω) =
1

2

∫ ∞
−∞

cosh(λu)e−ωcosh(u)du ou Kv(ω) =
1

2

∫ ∞
0

uv−1 exp

{
−1

2
ω(u+ u−1)

}
du.

Representação utilizadas por Devroye (1986) e Jorgensen (1982), respectivamente.

Os parâmetros da distribuição gaussiana-inversa generalizada têm as seguintes re-
lações de dependência
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� χ ≥ 0, ψ > 0 se λ > 0;

� χ > 0, ψ > 0 e λ = 0;

� χ > 0, ψ ≥ 0, se λ < 0.

Condicionada à dependência existente entre os parâmetros, podemos apresentar alguns
casos especiais desta famı́lia de distribuições e algumas relações entre distribuições.

Alguns casos especiais da distribuições GIG

� Quando λ > 0 e χ→ 0 obtemos a densidade de uma gama.

� Quando λ < 0 e ψ → 0 obtemos a densidade de uma gama-inversa.

� Quando λ = −1

2
, obtemos a densidade de uma gaussiana-inversa.

Alguns relações entre distribuições

� GIG(λ, ψ, χ) =
1

c
GIG

(
λ,
ψ

c
, cχ

)
para todo c > 0. Em particular,

� GIG(λ, ψ, χ) =

√
χ

ψ
GIG(λ,

√
ψχ,
√
ψχ),

� GIG(λ, ψ, χ) =
1

GIG(−λ, ψ, χ)
.

D.4 Distribuição Kolmogorov-Smirnov

Uma variável aleatória X tem distribuição Kolmogorov-Smirnov assintótica (KS)
se sua função de distribuição é dada por

F (x) =
∞∑
n=1

(−1)n exp(−2n2x2), x > 0,

e a sua função densidade de probabilidade é dada por

f(x) = 8
∞∑
n=1

(−1)n+1n2x exp(−2n2x2), x > 0.

Outra forma de escrever a função densidade de probabilidade da KS é dada por:
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f(x) =

√
2π

x

∞∑
n=1

[
(2n− 1)2π2

4x3
− 1

x

]
exp

{
−(2n− 1)2π2

8x2

}
, x > 0,

e a sua função de distribuição é dada por:

F (x) =
∞∑
n=1

exp

{
−(2n− 1)2π2

8x2

}
, x > 0.
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