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RESUMO

MASITELL V.. A abordagem de martingais para o estudo de ocorréncia de palavras em
ensaios independentes. 2017. 43 f. Dissertacdo (Mestrado em em Estatistica — Programa
Interinstitucional de Pds-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de
Computagdo (ICMC/USP), Sdo Carlos — SP.

Seja {X,} uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. assumindo valores num alfabeto enu-
merdvel. Dada uma colecdo de palavras finita, observamos esta sequéncia até o momento T
em que uma dessas palavras apareca em X1,X>,.... Neste trabalho utilizamos a abordagem de
martingais, introduzida por Li ( )e ( ), para estudar o tempo de espera até
que uma das palavras ocorra pela primeira vez, o tempo médio de T e a probabilidade de uma

palavra ser a primeira a aparecer.

Palavras-chave: martingal; cadeias de Markov; probabilidade condicional; esperanca condicio-

nal; tempo de espera..






ABSTRACT

MASITELL V.. A abordagem de martingais para o estudo de ocorréncia de palavras em
ensaios independentes. 2017. 43 f. Dissertacdo (Mestrado em em Estatistica — Programa
Interinstitucional de Pds-Graduagdo em Estatistica) — Instituto de Ciéncias Matemadticas e de
Computagdo (ICMC/USP), Sdo Carlos — SP.

Let {X,,} be a sequence of i.i.d. random variables taking values in an enumerable alphabet.
Given a finite collection of words, we observe this sequence till the moment 7 at which one of
these words appears as a run. In this work we apply the martingale approach introduced by

( ) and ( ) in order to study the waiting time until one of the words occurs

for the first time, the mean of 7 and the probability of a word to be the first one to appear.

Key-words: martingale; Markov chain; conditional probability; conditional expectation; waiting

time..
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CAPITULO

INTRODUCAO

Suponha que letras de um alfabeto o7 sejam aleatoriamente alinhadas, uma apds a outra,
indefinidamente. Considere uma palavra qualquer formada por letras de /. Quantas letras
temos de alinhar sucessivamente até que esta palavra aparega na sequéncia de letras? Qual o
valor esperado e a distribui¢cdo do nimero de letras até que esta palavra ocorra? Por outro lado,
considere uma colecdo de palavras finita. Qual delas serd a primeira a ocorrer na sequéncia de
letras? Quais s@o a esperanga e a distribui¢do do nimero de letras até que uma dessas palavras
seja a primeira a ocorrer? Qual € a probabilidade de que uma determinada palavra seja a primeira

a aparecer?

Matematicamente, seja {X, },>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes
assumindo valores no alfabeto .7, que sera finito ou infinito enumerdvel. Definimos como palavra
qualquer sequéncia finita de elementos de .27 . Inicialmente, consideremos uma colecao finita
¢ ={A1,A,,...,A;} de palavras, podendo ser de tamanhos diferentes. Considere Ay = [;...1,,

isto €, A1 € uma palavra de tamanho p € N. Seja 74, o tempo de espera até que Ay aparega, isto €,

Ta, = min{n >1:X, = lpyoos X py1 = I1}.

Defina o tempo de espera
Toq =min{Ts,,..., T4, }, comg=1,....k. (1.1)

Assumimos que nenhuma palavra de 4" contenha outra palavra como subpalavra.

No Capitulo 2 introduzimos brevemente as ideias de probabilidade e esperanca condi-
cional. No Capitulo 3, enunciamos as defini¢des de cadeias de Markov e martingais, além de
alguns resultados a serem usados nos proximos capitulos. No Capitulo 4, estudamos os resultados
principais de ( ), ( )e ( ). Nas Secoes 4.1 e 4.3
apresentamos a abordagem de martingais de ( ) para o problema do

tempo de espera para palavras. Inicialmente para uma palavra apenas, depois para um conjunto
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de palavras finito. Na Secao 4.4 apresentamos o teorema principal do artigo L1 ( ). Por fim,

na Secdo 4.2 analisamos a imersdo da cadeia de Markov de ( ) para mostrar que

o sistema linear do Teorema 7 possui uma tnica solucéo.
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CAPITULO

PROBABILIDADE E ESPERANCA
CONDICIONAL

Neste capitulo revisamos as defini¢cdes e propriedades de probabilidade e esperanca
condicional, que sao fundamentais para as proximos capitulos. Algumas demonstracdes nessa

secdo serdo omitidas, porém podem ser encontradas nos livros de ( ),

(2001) e Gut (2009).

2.1 Probabilidade Condicional

Sejam (Q,.%#,P) um espago de probabilidade e A, B eventos nesse espago. Suponha que
o evento A ocorra. Queremos encontrar a probabilidade do evento B ocorrer dado que o evento A
ocorreu. Tal probabilidade é chamada de probabilidade condicional e denotada por P(B|A), isto

z

<,

P(BJA) = %, 2.1)

Definicao 1. Sejam X e Y varidveis aleatdrias que assumem valores em um conjunto discreto

e que sdo distribuidas conjuntamente com fun¢do massa de probabilidade p(x,y). A funcdo de
probabilidade condicional de X |Y =y é dada por

p(x.y)
pr(y)
paratodo y € Y tal que py(y) =P(Y =y) > 0. E a funcio de distribui¢do condicional de X |¥Y =y

px|y(x|y) = ]P(X :x|Y :y) = xeX (2.2)

¢ dada por

Fyjy—y(x) = Y pxjy—(2). (2.3)

<y
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em que Py(y) = Yrex Px v (%)), Px (x) = Xyey Px v (x,y) sdo as fungdes de massa mar-

ginais.

Exemplo 1. Uma moeda € jogada duas vezes. Suponha que os quatros pontos no espaco amostral
S={(h,h),(h,t),(t,h),(t,t)} sejam igualmente provaveis, onde & representa cara e t coroa. Qual
€ a probabilidade condicional de que dé cara em ambas as jogadas dado que:

(i) D€ cara na primeira jogada?

(i1) Dé cara em pelo menos uma das jogadas?

Seja X = {(h,h)} o evento em que ambas as jogadas ddo cara, ¥ = {(h,h), (h,t)} o evento em
que aparece cara na primeira moeda e A = {(h,h), (h,t),(¢,h)} o evento em que aparece cara em

pelo menos uma jogada.

. _rxy) _ p({(A)}) _1/4 1

O P(X|Y) = p?(y))— p({(h’hz,{((};;t;g)}f)_ 2/4 12/4 |
y _pxy) _ PAn, 3
(i) P(X|A) = pala) — p({(h,h),(h,1),(t,R)}) ~ 3/4 3

2.2 Esperanca Condicional

Definicao 2. Sejam X e Y varidveis aleatérias com distribuicio conjunta. A esperanca condicio-
nal de Y dado X, Y|X =x, é

EY|X =x] = Z YPy|x=x(¥), para o caso de ambas serem (absolutamente) discretas
y

Para este trabalho, usaremos a Esperanca Condicional para os casos absolutamente dis-
cretos. Temos os casos de Esperanca Condicional para fungdes continuas, estes casos deixaremos

a cargo do leitor. Facilmente encontrados no livro de ( ).

Exemplo 2. Sejam X e Y varidveis aleatdrias binomiais independentes com parametros idénticos
ne p. Calcule a esperanga condicional de X|X +Y = m.

Note que X +Y ~ Binomial(2n, p). Assim,

P(X = k,X+Y =
P(X =KX +Y = m) = DX =kX+Y =m)

P(X+Y =m)
_ P(X =k)PY =m—k)
P(X+Y =m)

B (z)pk(l o p)n—k (m,ik)pm_k(l o p)n—m—i—k
] Cpm(1=ppn
AN

()

E concluimos que X|X +Y = m ~ Hipergeométrica.
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Portanto,

E[X|X +Y = m] :%

Proposicao 1. Sejam X,Y,Y;,Y, varidveis aleatdrias, g uma func¢io e ¢ uma constante. Entao:

(D Elc|X =x]=c

Q) EY +»|X =x] =E[11|X =x]+E[2|X = x]
Q) E[cY|X =x] =E[Y|X =x]c

@) Elg(X,Y)[X = x] = E[g(x,Y)[X = ]

(5) Elg(0)Y [X] = g(X)E[Y |X]

(6) E[Y|X =x] =E[Y], se X e Y sdo independentes.

Teorema 1. Suponha que E[|Y|] < . Entdo,
E[E(Y]|X)] =E[Y]

A demonstracio dos itens da proposi¢do acima pode ser encontrada nos livros

e ( ), nos capitulos 2 e 4, respectivamente.

(2.4)
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CAPITULO

PROCESSOS ESTOCASTICOS

Antes de comecarmos o estudo dos problemas citados na introducdo deste trabalho
precisamos entender os conceitos bdsicos de processos estocasticos. Usaremos como base o
Livro ( ) para cadeias de Markov e os livros de ( )e

( ) para defini¢Oes e propriedades de martingais.

3.1 Cadeias de Markov

Processos estocdsticos sdo caracterizados pela relacdo de dependéncia entre suas varia-

veis.

Existem processos estocdsticos a tempo discreto e a tempo continuo. Para o desenvolvi-
mento desse trabalho usamos somente 0s conceitos de processos estocdsticos a tempo discreto
e comecgaremos essa se¢ao definindo tais processos. Em seguida definimos e damos algumas
propriedades de cadeia de Markov retiradas do livro de ( ). As demonstragcdes serdo

omitidas em muitas dessas propriedades.

Definicao 3. Um processo estocastico a tempo discreto € uma sequéncia de varidveis aleatdrias
{Xu }n>0, n € N, definidas no mesmo espago de probabilidade e com valores em algum conjunto

enumeravel S, chamado de espago de estados.

Denomina-se "tempo discreto"devido ao subindice n ser interpretado como unidades
de tempo e {X,},>0 representar a evolu¢do de um certo fendmeno ao longo desse tempo.
Exemplificando, se lancamos sucessivamente uma moeda e X, representa o resultado do n-ésimo
langamento (com opg¢@o de ser cara ou coroa), a sequéncia {X, },>1 € um processo estocdstico a

tempo discreto.

Definic¢o 4. Dizemos que {X, },>0 é uma Cadeia de Markov com distribui¢do inicial A e matriz

de transicdo P se, paran >0 e ip,...,in41 €1, comI €N
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1) P(Xo = ip) = Ay
(ii) P(X,H_l = in+1|X0 = io, ...,Xn = in) = piminJrl
Notacao: Markov(A,P).

A caracteristica de uma Cadeia de Markov, tanto a tempo discreto quanto a tempo
continuo, ¢ a falta de memoria. Assim, o comportamento do processo no futuro depende somente

do estado presente, isto €, o futuro dado o presente e o passado, s6 depende do presente.

Exemplo 3 (Passeio aleatério em Z). Suponha que queiramos modelar o seguinte fendmeno.
Em um instante de tempo n = 0 temos uma particula no vértice O € Z. A cada instante discreto
de tempo a particula pula um vértice a direita com probabilidade p ou um vértice a esquerda

com probabilidade 1 — p.

Se X, representa a posi¢do da particula no n - ésimo instante de tempo. Entdo, X;, toma
valores em Z e a sequéncia (X,),>0 é um processo estocdstico a tempo discreto. Esse processo é

chamado de passeio aleatério em Z

Note que para saber a posicao da particula no instante de tempo n € suficiente saber sua

posicdo no tempo n — 1, independente das possiveis posi¢des da particula em instantes anteriores.

Teorema 2. Um processo estocdstico a tempo discreto (X,,) é Markov (4,P) se, e somente se,

para todo iy, ...,iy € I, com ] € N

P(Xo = io, ... XN = IN) = AiyPigi, Pirio---Pin_1in - (3.1
Demonstragdo. (=-)Suponha que (X,),>0 ¢ Markov (1,P).
Defina Ay = {X; = i}

Assim,
N
{Xo=io,..Xn =in} =) Ax
k=0

Logo,
P(Xo = ig,....Xn = in) =P(Xy = in|Xp—1 = in—1, .., X0 = i0) P(Xp—1 = in—1|Xn—2,...,X0 = ip)
LX) = 01| Xo = i0)P(Xo = ip)

— i()pioi]piliz“‘pin_lin

(<) Se (3.1) € valido para N, entdo somando em iy temos que
P(Xo = io, ..., Xn—1 = iN—1) = AigPigiy Pirir-+-Piy iy

Por indugao,
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P(Xo = io,....,. XN = IN) = AigPigi, Dirin---Diy, 1i
Em particular, P(Xyp = ip) = A

E portanto,

]P)(XO =00y ey Xppp] = in—i—l)
P(Xo = ig, -, Xp = in)

B A'Opi()l'l-~--Pin_1impinin+1

 igPigiy Piria -+ Piy i

]P)(Xn—i—l = in—|—1|Xn = in; “'7X0 = ZO) =

= pinin+1 *

Teorema 3. Seja (Xn)nZO Markov (A‘,P), comP = (]P)ij)lxl eA= (ﬂ‘l,ﬂg, )
Defina

(AP); = Z)«i]P’ij =P(X1 = j)

i
(P?)ix = Y PP = P(Xp = k|Xp = ).
Jjel

Entao, Vn,m > 0,
(1) P(X, = j) = (AP");

(i) Pi(X = J) = P = PXim = j1Xu = i) = (B");;.

Demonstragdo. Similarmente, defina P = PP~ onde PY = Identidade e escrevemos pl(]'.l) =
P(X, = j|Xo=1i).

(=)

PXo=7)=Y Y .. Y PXo=io.Xi =it X1 = in—1,Xn = J)

ivelirel  iy_ €l

= Z Z Z Afiopioilpilif”pin—lij

ivelir€l  iy_ €l
= (APY);
(=)

Logo, segue que Y, é Markov (4;,P), onde §; =P(Yp =i) =P(X,, =i)=1edeo
resultado segue de (i). O
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Exemplo 4. A cadeia mais comum de dois estados tem matriz de transi¢c@o

p 1-B p 1-B
(1-a)*+ap a(l—a)+a(l+B)
| B(1—a)+B(1-P) (1-B)*+oap

PZ__I—a o ][1—05 o

1 B « Jr(l—oc—B)2 a -o
o+ | B o« a+p B B
Tome
e
B «
e
B:[ o —oc]
-B B
Assim,

1 (1—o—B)?
P_oc+ﬁA a-+p B

Provemos por indugdo que

P'=(o+B) A+ (1 —a—B)"B] (3.2)

Suponha que 3.2 vale para n.

P =p"p
={(a+B) '[A+(1—a—B)"Bl}P
= (a4 B) '[AP+ (1 — o — B)"BP]

=(a+B) A+ (1-a—p)*'B],
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em que

I
=

AP =

]

o —o l—«a (04
o A |

Note que |1 —a — | < 1. Logo, quando n — oo,

B a][l—a o ]
B o p1-p

00
(l—a—pB)"'B— [O O],istoé,

Lﬁiﬁ
e ad
o+ a+p

3.1.1 Estrutura de Classe

Podemos quebrar o espago de estados de uma cadeia de Markov em pedagos que facilitam

entender a cadeia. Para isso identificamos as classes comunicantes da cadeia.
Dizemos que "i vai para j"e escrevemos i — j se

P;(X,, = j para algum n > 0).

Dizemos que i e j sdo comunicantes se i — je j — i.
Notagdo: i <+ j.
Teorema 4. Para i e j, estados distintos, sdo equivalentes:
D i—j
(1) piyi, Piyis---Piy, 1i, > 0, para alguns estados ig, i1, ...,i, €I, comig=iei, = j
(i) pg.l) > 0, para algum n > 0.

A demonstrag@o pode ser encontrada na pagina 10 de ( ).

Note que ” <+ ” define uma classe de equivaléncia.

@iei

(n—i—m)

byi—jejsk=isk@i™ >ph

ij P(m)>0)

(c)i<> j,entdo j <> i
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Definicao 5. Dizemos que uma classe C C I é fechadaseic€ Cei— j, entdo j € C.

Quando 7 é uma tnica classe, dizemos que a cadeia € irredutivel e quando uma classe

fechada contiver apenas um elemento (C = {i}), dizemos que i € um estado absorvente.

3.1.2 Tempo de parada para uma cadeia de Markov

Defini¢do 6. Uma varidvel aleatéria T : Q — {0, 1,2,...} |J{co} é chamada de tempo de parada
para {X, },>0 se o evento {T = n} depende somente de {Xo,...,X,},n =0,1,2,.... Isto é, se
conhecermos a realiza¢do de Xp, ..., X, entdo sabemos se T ocorre ou nao.

Exemplo S. Primeiro tempo de passagem:
T =inf{n > 1;X, = j} é tempo de parada.
De fato,
{T=n}={X1 #j. X% # ], . X1 # }, Xn = j}
Exemplo 6. Ultimo tempo de passagem:
S =sup{n>0;X, = j}.
Note que o evento {S = n} ndo é tempo de parada pois depende de X, 1, X+ 2, ...
Mais especificamente,
{Xut1 # j Xns2 # Jo} C{S <}
Exemplo 7. (Passeio aleatério simples simétrico em 7Z)

Seja {X, },>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias i.i.d. tal que P(X,, = 1) = 3 =P(X, =

—1). Considere Sp =0 e, para n > 1, defina

Ja vimos que S, é um passeio aleatdrio simples; quando p = 1/2, dizemos que o passeio

€ simétrico. Além disso, S, € martingal.
Agora considere max{@} = 0 e defina
y=max{n<15:5,=1}

A varidvel ¥ nos diz a ultima visita ao vértice 1 para n € {0,1,...,15}. Observe que o evento
{y < 5} ndo depende apenas dos 5 primeiros ensaios, mas sim dos 15 primeiros ensaios. Assim,

{y < i} ndo depende apenas dos i primeiros ensaios. Portanto, ¥ ndo é tempo de parada.

Propriedade 1 (Propriedade forte de Markov). Sejam {X,},>0 Markov(4,P) e T um tempo
de parada de {X,}. Entdo, dado o evento {T < oo, X7 =i}, {X745}n>0 é Markov(A;,P) e é
independente de Xp, X1, ..., X7.
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A demonstragdo desta propriedade pode ser encontrada na pigina 20 de ( ).

Propriedade 2 (Propridade Fraca de Markov). Seja {X,},>0 Markov(A,P). Dado o evento
{X,, = 1}, o processo { X4 }n>0 € Markov(5;, P) é independente de X, ..., X, em que

I, sei=j

6 = (&) jer € 6ij = { 0, sei#j

3.2 Martingais

Definicao 7. Seja {M,},>1 um processo aleatério tal que E|M,| < oo. Chamamos {M,,},>1 de

martingal se, paratodon > 1,
EM,1|My,...M,) =M, (3.3)

Em palavras, a definicao de martingal nos diz que, dada a informacio sobre os valores do
processo {M, },>; até o instante n, o instante n+ 1 em média terd o mesmo valor que o instante

anterior.

Pensemos em M,, como uma fortuna do jogador apds o n-ésimo jogo, entdo (3.3) afirma
que essa fortuna esperada na (n+ 1)-ésima jogada é igual a sua fortuna na n-jogada independente

do que aconteceu nas anteriores.

Usando as propriedades de esperanga condicional e a defini¢do de martingal temos que,
E[M,+1] = E[E(My11|My,....M,)] = E[M,]
Portanto, um martingal tem média constante para todo n > 1.

Exemplo 8. Passeio aleatorio simples.
Uma particula d4 um passo para direita ou um passo para a esquerda com probabilidade p e
q = 1 — p, respectivamente. Assumindo independéncia e que S, = X; +X> + ... + X, € a posicao

da particula apds n passos, com E|S,| < n. Temos,

E[Sy+11X1,X2,.... %] =S+ (p—q)

De fato,

Temos que

bl

G ? ,X;i+1, com probabilidade p
rH n X;—1, com probabilidade 1—p
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Assim,

E[Sn+1|X1,...,Xn] =p <iXi—|- 1) + (1 —p) (iXi — 1)
i=1 i=1

n n n
pY. Xi+p+Y Xi—1—-pY Xi+p

:Sn+(p_Q)

em que ¥, = S, — (p — ¢) € martingal com respeito a X.

Teorema 5 (Teorema da parada 6tima de Doob). Sejam 7T um tempo de parada e {M, },>; um

martingale para o processo {X; },>1. Se E(T) < oo e existe um niimero real k > 0 tal que
|My, 1 — M,,| < k para todo n ,
entdo M; é integrdvel e

E(Mr) =E(M))
A demonstracdo pode ser encontrada no livro de ( ) pagina 100.

O teorema de parada de Martingales (Teorema de Doob) diz que em um jogo justo, se
um jogador usa um tempo de parada para decidir quando parar, sua fortuna esperada serd igual a

inicial.

Corolario 1 (Equagdo de Wald). Se X;, i > 1, sdo i.i.d. com E|X| < oo e se T é um tempo de
parada para X1,X», ..., com E[T] < oo, entdo
E

X;| = E[7]E[x]

-

i=1

Demonstra¢do. Demonstragdo encontrada na pagina 300 livro de ( ). U
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CAPITULO

ABORDAGEM DE MARTINGAIS

Neste capitulo vamos introduzir a abordagem de L1 ( ) e simplificada por
( ) para o célculo do tempo de espera médio. Para este trabalho iniciaremos o
estudo para uma palavra, em seguida vamos trabalhar com um grupo de k palavras usando o

teorema principal desse trabalho apresentado por Li ( ).

4.1 O tempo de espera médio para uma palavra

Primeiro consideremos o caso simples, no qual temos uma palavra A| = l1/5...0,;, e

calcularemos E(1y4, ), em que P(X,, =1;) >0, parai=1,...,m.

Por simplicidade, pensemos em times de apostas para construir a ideia dos lancamentos

das letras que construird as palavras.

Suponha que estamos em um cassino e que X,, denote o resultado da n-ésima rodada,
paran = 1,2,.... O jogo acaba no momento aleatdrio T4, em que a palavra A; aparece pela
primeira vez. Atribuimos um time de apostas (formado por jogadores) para a palavra A da

seguinte maneira:

Suponha que um novo jogador entre no jogo a cada instante de tempo n = 1,2,... e que

aposta 1 real no evento X,, = [;. Se ele perde, deixa o jogo com 0 reais. Se ele ganha, ele recebe

1

———— reais .

Em seguida, aposta o montante total que ele recebeu no evento X, ;| =/, Analogamente, se ele

perde deixa o jogo com O reais. E se ele ganhar pela segunda vez consecutiva recebe

1 1 )
% reais .
PX,=1l1) PXut1=10h)

E assim por diante, até completar as m letras da palavra A.
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Neste caso, ele saird do jogo com

1 1 1 .
X X oo X reais .
P(X,=0)  P(X, 1 =h) P(Xos(m-1) = lm)

Note que se trata de um jogo justo e para todo n > 1 existe no mdximo m jogadores apostando.

Isto é, um martingale.

De fato, suponha que no instante n o jogador tenha u reais e no instante n+ 1 aposta na

letra /, entdo a fortuna no instante n + 1 sera

u
F =— Ty _
n+1 ]P)(Xn_l_l l) Xp+r1=I
Assim,
E(Fy1) = " P(X,r1=1)=
= =l)=u

Defini¢do 8. Sejam {X, },>o varidveis aleatérias discretas fixadas e X um conjunto de valores
possiveis para {X, },>0. Sejam agora, A = (ay,...,an) € B= (by,...,b,) duas sequéncias em X.

Para cada par (i, j) de inteiros, definimos

P(X,=bj)]"' sel<i<m,1<j<nea; =b,

0 caso contrario

5,']':

Y

Assim, definimos

A*B:511522...5mm—|—521532...5m7m_1—|—...—|—5m1 “4.1)

Pensando no time de apostas, A seria os langcamentos do cassino e B os lancamentos dos

jogadores. A x B € o tempo que temos que esperar para sobreposi¢do de B em A.
Em palavras, sejam A =THHT e B=THT.

Pela defini¢do, todos os jogadores comecam apostando na primeira letra de A (T') e cada
jogador langa a letra de acordo com sua posi¢ao no jogo (1° jogador langa a primeira letra de B,

segundo jogador incia com a 2° letra de B, ...)

Exemplo 9. SejaX ={H,T},comP(X,=T) = % =P(X,=H).

Sejam A =THHT e B=THT. Assim,

1 1
TR

1111 11
AxA = 0+—=x—=+0=16+4=20
e R iR e Tt et *
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Cassino Jogadores
A=THHT B=THT
12 Jogador 29 Jogador 32 Jogador
Comecga com a Comeca com a Comeca com a
12 jetrade B 22 letrade B 3%jetradeB
T T HHT THHT
T T
Sai do jogo Sai do jogo

Temos que 74 € a quantidade total de dinheiro gasto pelos apostadores até o tempo T4 €
A xA é a quantidade de dinheiro paga pelo cassino ao time de apostadores da palavra A. Logo, o
lucro liquido do cassino no momento T4, denotado por Sz, , € dado por

S, =Ty —AxA (4.2)

Abaixo mostraremos que o tempo de espera para qualquer palavra tem esperancga finita e

portanto, tem probabilidade nula de ser infinito.

Sejam &7 o nosso alfabeto finito e A = [;...[,,. Como anteriormente, T4 € o tempo de

espera até que ocorra A pela primeira vez na sequéncia {X, },>. Defina,
T = min{q >1 :Xm(q—i—l) =1, X, 1= lm—l,m;qu—i—l = ll}
Isto é, a varidvel T observa a primeira ocorréncia de A a cada bloco de m varidveis.

X1 X0 X X1 X2+ Xom | Xom+1Xom+2- - X3m| X3

Observe que 74 < mT e que T tem distribuicdo geométrica. Logo,
E[ta] <E[mT] = mE[T] < oo
Pois E[T] < e e com isso, P(14 = ) = 0.
E além disso o ganho total de cada jogador estd limitado por
a 1
pois, existem no maximo m jogadores no tempo n.
O que garante as condi¢des do Teorema 5. Desse modo,

0=E[So] =E[Ss,] = E[t4] ~A*A = E[ty] =A*A 4.3)

Logo, com as condi¢des dadas acima temos:
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Proposicao 2. Seja E(74) o tempo esperado para ocorrer a sequéncia A. O tempo médio de

espera para atingir A sem uma sequéncia inicial é dado por,

IE(’L'A) =AxA

Exemplo 10. O DNA ¢ uma molécula composta por Acido Desoxirribonucleico e é responsavel
por armazenar toda a informacgdo genética de um organismo. Essa carga genética encontra-se
nos cromossomos de todas as células de um organismo e pode ser transmitida para descendentes.
Além disso, € responsavel por controlar todo o funcionamento da maquinaria do organismo. O
DNA ¢ formado por uma fita dupla composta pelo sequenciamento de 4 moléculas orgénicas,
chamadas de Bases Nitrogenadas: A (Adenina), 7' (Timina), C (Citosina) e G (Guanina). O c6digo
genético € a relacdo entre a sequéncia de bases nitrogenadas e os aminodcidos que compdem
a proteinas formada. Suponha que um cédigo genético seja formado por A} = ACGTAC e
Ay = CAACG. Seja {X, },>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d. tal que P(X,, =A) =
1/3,P(X, =C)=1/4,P(X,=G)=1/4eP(X, =T) =1/6. Entdo, E(14,) e E(14,) serdo,

E(t4,] =A1%A; =3 x4 x4x6x3x4+0+0+0+3x4+0=3468 ¢
Elty,] = Ay % A2 =4 x3x 3% 4x4+0+0+0+0 =576

Na proxima secdo vamos apresentar os casos de tempo de espera para varias palavras,

para isso usaremos o lema apresentado abaixo.

4.2 Tempo de primeira passagem em uma Cadeia de Mar-

kov

Neste se¢do, estudaremos as ideias de ( ) sobre o tempo esperado em uma
cadeia de Markov. Seja Xo, X1, X>, ... uma cadeia de Markov com matriz de transi¢do estaciondria,
isto é, P(Xy41 = Xu411X0 = x,) = P(X1 = x1|Xo = x0). Denotemos os estados por a,b,c,... e

assumimos que o espago de estados ¢ finito.

Denote
T = min{z : X, = b|Xp = a}
para o tempo de espera para o estado b quando a cadeia de Markov comega no estado a e
eab = E[Tap),

para o tempo médio de espera. Assumiremos que os estados s30 comunicantes € que como o

espaco de estados € finito temos que e,;, também serd, para qualquer a, b.
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Sejam by, bs, ..., b, estados diferentes. Estamos interessados em saber qual estado sera
o primeiro a ser tocado se comecarmos em Xy e quando isso vai acontecer. Por simplicidade,
j:bjeTj:’L'()j.

Sejam T = min{7,...,T,} € poj = P(7 = 7j), em que py; denota a probabilidade do
estado j ser o primeiro a ser tocado. Note que,

ep = E[T] + Z Pojeji “4.4)

J=1
De fato, usando as propriedades de esperanc¢a condicional temos

eoi = E[7oi]
= E[t+ Ny; — 7]
= E[7] 4+ E[1; — 7]
= E[7] + E[E(1; — 7|7 = 7/)]

=E[7] + i E[ti— 1]t =1]P(r = 1))
=1

=E[1] + Z El5 — 7|t = 7j]P(7 = 1))
j=1

=E[t]+ ) ejipo; (4.5)
=1

em que e;; =0, 2?21170]' =lepor+..+pon=1

Colocando em forma matricial, temos um sistema linear de n+ 1 incdgnitas, tal que

o1 ... 1 E[‘L’] 1

) e S (4.6)
eji .

1 Pon €0n

Como sabemos, matematicamente para que o sistema linear tenha solucio, a matriz de
coeficientes precisa ser ndo singular. O teorema abaixo garante que a o sistema tem uma solu¢do

no caso geral.
Teorema 6. A matriz de coeficientes de (4.6) € ndo singular.
Observacao 1. O Teorema 6 garante-nos que o sistema linear do Teorema 7, quando olhamos a

cadeia imersa de ocorréncia de palavras, € possivel e determinado, ou seja, possui uma tnica

solucdo.
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Demonstragcdo. Seja M a matriz de coeficiente e

Aplicando Cramer em (4.6) para isolar a incgnita E[7], temos

_ detA

(1] = = EltldetM = detA @.7)

Usaremos (4.7) e o fato que E[7] > 0 para mostrar por indug@o que

(—1)"detM >0 (4.8)

Paran =1,

0 1
[ ] =detM = —1
1 €11

Agora, assumimos que (4.8) mantém para todos os conjuntos de n estados diferen-
tes e denotamos por M, a matriz correspondente do estado n 4 1. Dividindo detM,,; em

determinantes menores (Regra de Cramer), temos

n+1
detMy 1 = Y (—1)"detBy (4.9)
k=1

em que a matriz By, € obtida excluindo a coluna O e a linha k em M, 1.

Seja Ay a matriz de resultados quando a k— ésima coluna da matriz By, € induzida para
frente.

Logo,

n+1
detMy 1 = Y (—1)"detBy

(=D (=D derAy

[l
R S X
TiE I

(=1)**(=1)"detA

=~
Il
R

n+1
=— ) detA; (4.10)
k=1
Porém, cada uma das matrizes A; € do mesmo tipo que a matriz A. Assim, de (4.7) e da indugdo,
temos que sinal (detAy) = sinal (detM). Mas de (4.10) temos que sinal (detM, ) = - sinal

(detM). O
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Com isso garantimos que podemos calcular a probabilidade para cada estado by,b», ...., b,

ser o primeiro a ser tocado e a esperanca do tempo de espera até a primeira batida.

4.3 O tempo de espera médio para varias palavras e as

probabilidades de parada
Nesta secdo, faremos uma generalizacdo da Proposicao 4.1.3 para o caso de k palavras
aleatérias concorrendo pela primeira ocorréncia em { X, },>1.

Considere uma colegdo finita ¢ = {Ay,...,A;} de palavras em nosso alfabeto. Analoga-

mente aos capitulos anteriores, supomos que nenhuma palavra seja sub-palavra da outra.

Sabemos que o tempo de parada 7 ¢ definido como
T=min{14,,..., T4, } 4.11)

e que E(7) < oo,

Agora supomos que temos um time de apostadores para cada k palavra, em que cada
jogador do time associado a palavra A;, i = 1,...,k, aposta y; reais no momento que entra na
aposta.

Manteremos as definicdes da secio anterior:

S, serd a quantidade de dinheiro acumulada pelo cassino de todos os jogadores até o
tempo 7 (incluindo n) e de todos todos os times de apostas.

Assim, no tempo de parada 7, temos que a quantidade de dinheiro acumulada do cassino
serd a quantia que o cassino arrecada junto aos apostadores até o tempo T menos a quantia que

ele paga a cada time de apostadores no momento 7. Isto é,

Se=1+...+m)T—

~-

(1 (A A1)+ o+ yr(Ai o Ap) M z=z,, )
1

~

Defina y; =P(t =14,),i € {1,....k}, com tt = (1, ..., )" e ¥ = (y1,...,yx). Defina a

matriz de lucros de cada um dos times como

AI*AI Al*Ak
AryxAr ... AxxA
p— | A2*M 2R (4.12)

Ak >I<A1 Ak *Ak
Nas mesmas hipéteses da secdo anterior, temos

0=E[S;] = (y1+...+y)E[t] —ul PY. (4.13)
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Proposiciio 3. Se existe uma solugdo ¥ = (y1,...,y;)7 para o sistema linear PY = 1, em que
1=(1,...,1)". Entio,

1

E(t)= ——— 4.14
=T (4.14)

Sabendo E(7), podemos escolher as apostas de modo a obter as probabilidades de parada

w=(t,....,) " onde t; =P(t=14,),i=1,...,k.

Proposicdo 4. O vetor de probabilidades p = (uy,..., ;)" satisfaz a equagio P'u = E(7)1,
ondel=(1,...,1)".

Demonstracdo. Para j=1,... k, considere o seguinte vetor de apostas
' T
Y/ =(0,..., 1 ,0,...,0) .

j—ésima posigio
Dai, o produto PY/ nos d4 a j-ésima coluna de P, isto é,
0=E(S;) =E(t) — (A1 %A,..., A xA;) T, (4.15)
paratodo j € {1,...,k}. Logo, o resultado segue. U

Exemplo 11. Considere o alfabeto .« = {H, T} e as probabilidades P(X,, = H) =P(X, =T) =
1/2 paran > 1. Defina as palavras Ay = HHHHH e Ay = HTHTH. Calculemos E(1y, ), E(14,),
E(7), onde T = min{ty,, T4, }, € as probabilidades de parada u;, uy.

Para A;, primeiramente note que §;; = 1—}2 =2paratodoi,j=1,...,5. Usando (4.1) e a

Proposicdo 2, temos

E(tq) =2 +2* +2° +22 42! = 62.

Para A,, temos que

5.1 % se (i,j) € {1,3,5} 2 U{2,4}?
P10 se ) ¢ {13,5P 02,48

Dai,
E(t4,) =27 +0+2°+0+2' =42.
E interessante notar que, embora A| e A tenham mesmo tamanho e mesma probabilidade
de ocorréncia em 5 langcamentos consecutivos, essas palavras apresentam tempos de espera

médio bem distintos. Basicamente, isso se deve ao fato de que a sobreposicio de A; dificulta sua

ocorréncia.
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Encontremos agora matriz de lucros P. Neste caso, temos que

62 A1 *A2
AryxA; 42

Calculemos Aj xA».

Inicialmente, usaremos a abordagem de ( ). Como 0, =0
paraic€ {1,...,5} e 051 =2, entdo A; * A, = 0+ 0+0-+0+2 = 2. Por outro lado, temos que
Ay xA1=2,jadque &; =0y =O0parai€ {l,...,5} e 55 = 2.

Para encontrar [E(7), temos de resolver o sistema linear

ERERT

cuja solugdo tnica é dada por y; = 10/650 e y; = 15/650. Usando a Proposigdo 3, temos que
E(t) = 26.

I

Para achar u = (U, 4s) ", de acordo com a Proposicio 4, temos de resolver o sistema

5 )] ]

cuja soluc@o tnica é dada por u; = 26/65=0,4 e u, =39/65 = 0,6.

4.4 O teorema de ( ) para varias palavras com

alfabeto enumeravel

Nesta secdo, estudamos o resultado principal de Li ( ), o Teorema 7 logo abaixo
enunciado, que versa sobre o tempo de espera até a ocorréncia de uma palavra entre vdrias
palavras. A abordagem de i ( ) considera o alfabeto enumerdvel e lanca mao da ideia de
imersdo da cadeia de Markov.

Teorema 7. Sejam X, X1, X5, ... varidveis aleatérias iid e Ay, ..., Ay sequéncias finitas de possiveis
valores de X, ndo contendo uma a outra. Seja A outra sequéncia tal que ndo seja subsequéncia de
qualquer outra A;, i = 1, ..., k. Dada a sequéncia inicial A, seja ; a probabilidade que A; preceda

as demais sequéncias em X1, Xo, .... Entdo, para cada i, temos
ij +xA; =E[1] +Ax*A;, (4.16)

em que T € o tempo de parada dado por (4.11) e A;*A; € definido por (4.1). Em particular,
quando A = &, temos

k
Z j*xA; =E[1] (4.17)
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Antes de demonstrarmos o Teorema 7, necessitamos de um resultado auxiliar, cuja prova

pode ser encontrada em L1 ( ).

Lema 1. Dada uma sequéncia inicial A defina o tempo de espera até que B ocorra por T4p. Entdo

E[TAB]:B*B—A*B, (418)

em que B ndo é uma subsequéncia de A.
A demonstragdo do Lema 1 pode ser encontrada no artigo de Li ( ).

Prova do Teorema 7. Sejam N; = Ny, N 0o minimo entre Ny, ...,N, €

Temos
n
E[N)] =E[N)]+E[N, —N] =E[N]+ )_ p,E[N; —NIN = N] (4.19)
j=1
Pelo Lema 1 sabemos também que,
E[Nl] :Al *Al —A *Al (420)
e
E[Nj—N|N:Nj]:Al*A1—Aj*Al (4.21)
Assim,
n
AjxA;—AxA =E[N]+ Y pE[N;— N[N =Nj]
j=1
n
=E[N|+ ) pj(A;xA;—AjxA))
j=1
Portanto,
n
Y pjAjxAj =E[N]+Ax*A; (4.22)
j=1

O

Exemplo 12. Voltemos ao exemplo 5.2.3. Temos um alfabeto .« = {H, T} e probabilidades
P(X, =H)=P(X, =T) = 1/2 para n > 1. Definimos as palavras Ay = HHHHH e A; =
HTHTH e as probabilidades de parada i, Up., em que

E(14,) =62 ¢ E(7s,) = 42.

Usaremos a abordagem de (L1, ) para calcular as probabilidades de parada. Sabemos que

A1xAy=ArxA1=2e U+ Uy = 1. Assim,

Hi(Ar A1)+ (A2 xAr) = E(N)
M (A1 *Az) + 2 (A2 xAz) = E(N),
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ou seja,

6211 +2(1 — 1) = E(N)
2 +42(1 — ) = E(N).

Logo, u; =0,4 e up =0,6.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, mostramos a abordagem de martingais para a ocorréncia de palavras em
ensaios { X, },>0 i.i.d. Comeg¢amos com uma revisdo de probabilidade e processos estocésticos
nos Capitulos 2 e 3 que sdo fundamentais para o desenvolvimento deste projeto. No Capitulo 4,
introduzimos a abordagem de Li ( )ede ( ), uma simplificagdo
da primeira, para o cdlculo do tempo de parada e o tempo de espera médio da ocorréncia da
palavra. Nas Secdes 4.1 e 4.3, apresentamos a abordagem de ( )
para o problema de ocorréncia de palavras, inicialmente para uma palavra apenas e depois para
um conjunto de palavras. Calculamos o tempo médio de espera para uma ou mais palavras e a
probabilidade de uma determinada palavra ser a primeira a aparecer num alafabeto finito. Na
Secao 4.4, mostramos o tratamento de 1.1 ( ), que nos permite calcular o tempo de espera até
que ocorra uma palavra dentre vdrias palavras em um alfabeto infinito enumerdvel; tal abordagem
langa mao do uso de imersdo da cadeia de Markov. Na Secdo 4.2, estudamos o tempo de primeira
passagem em uma cadeia de Markov abordado em ( ), em que usamos a defini¢cao
de esperanca para encontrar o tempo de espera médio de um estado ser alcancado. Nesta secao,
temos um resultado fundamental para o trabalho: provamos que a matriz de coeficientes do

sistema (4.6) € ndo singular, o que nos garante que o sistema tem uma tnica solucéo.
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